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M(p,q,w)(R* ) UZAYI UZERINDE GABOR ANALIiZi
VE
SOBOLEV-SHUBIN UZAYININ BiR GENELLESTIRILMESI

OZET

Bulgular bolimiiniin ilk kisminda g#0, ge S (Rd) sabit bir pencere
fonksiyonu, 1< p,g<o ve w, R* iizerinde tamml bir Beurling agirlik foksiyonu
olmak iizere, V, f Gabor doniisimii L(p, g, wd,u)(de) agirhkli Lorentz uzayinda olan
fes '(Rd) tempered dagilim fonksiyonlarinin bir M(p,q, w)(R") alt vektor uzayi

tanimlandi. Bu uzay, ||.||pq ,» aguhkh Lorentz uzaymin normu olmak iizere
|| f || M(pgom) = ||Vg f ” normu ile donatildi. Daha sonra farkli pencere fonksiyonlariin
.q.w Pg.w

M ( p,q,w)(Rd) uzay iizerinde denk normlar olusturdugu ispatlandi. Yine 1< p < oo,
1< g < ve w polinom tipli Beurling agirlik fonksiyonu oldugunda bir Banach uzay1
oldugu gosterildi. Ayrica M ( P-q, w)(Rd) uzayinin dtelemeler altinda degismez kaldigi,
otelemelerinin siirekliligi, bu o6zelliklerden yararlanilarak da bazi kosullar altinda
M ( p,q,w)(Rd) uzaymim L (Rd) uzay1 iizerinde esas Banach modiil oldugu ispatlandi.
Bu kismin sonunda ise uzayin kapsama ve kompakt gomiilme 6zellikleri incelendi.
Bulgular boliimiiniin ikinci kisminda 1< p<oo, 1< g <00, 1<r<oo ve w ve
@ sirastyla RY ve R* iizerinde Beurling agirhik fonksiyonlart olmak iizere bir
S(p,q,r,w, a))(R")=L’W(R")m M(p,q, a))(Rd) kesisim uzayr tanimlandi. Bu uzay

T ||.||M(pyq’w) toplam normu ile donatilarak Banach uzay1 oldugu, eger

2 —
r=1 ise Banach girisim cebiri oldugu gosterildi. Ayrica bu S(p,q,r,w,a))(Rd)
uzaymin bazi temel 6zellikleri arastirilarak, bazi kosullar altinda bir S, uzay1 (Cigler,
1969) oldugu gosterildi. Yine bu uzayin kapsama ve kompakt gomiilme o6zellikleri
arastirildi.

Bu boliimiin iiclincii kisminda da M(p,q,w)(Rd) ve S(p,q,r,w,a))(Rd)

uzaylarimin carpanlar uzaylar ¢alisild.
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Bulgular béliimiiniin  dordiincii kisminda ise 1< p,g<e, ge S(R*)/{0}

sabitlenmis bir pencere fonksiyonu ve w, R’ iizerinde tanimli bir Beurling agirlik

fonksiyonu olmak iizere Tp g(w) f Toeplitz doniisiimii (Giirkanli, 2006) c¢alismasinda
tanimlanan M ( p,q)(Rd) uzayinda olan fe€ § '(Rd) tempered dagilim fonksiyonlarinin
QQ{W(,” "’)(Rd) vektor uzayi tanimlandi. Bu uzay uygun bir normla donatilarak bu norm
altinda bir Banach uzay1 oldugu ispatlandi. Daha sonra da Qiﬂi” "”(Rd) uzayimin bazi
temel Ozellikleri arastirildi. Bu kismin sonunda ise p=¢g =2 ve v, polinom tipli bir
Beurling agirlik fonksiyonu olmak lizere w=v_ ise Qgﬂ,(z’z)(Rd): 0, (Rd) esitligi
ispatlanarak Qiﬂi” "”(Rd) uzaymmn, Q, (Rd) Sobolev-Shubin  uzaymnin  bir

genellestirilmesi oldugu gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Gabor doniisiimii, modiilasyon uzayi, Banach cebiri,

Toeplitz operatdrii, Sobolev-Shubin uzayi.
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GABOR ANALYSIS ON THE SPACE M(p,q,w)(R® )
AND
A GENERALIZED SOBOLEV-SHUBIN SPACES

ABSTRACT

In the first part of main results, we defined the space M (p,q, w)(Rd) to be the

subspace of tempered distributions f e § '(R") such that the Gabor transform V, f of

f in the weighted Lorentz space L(p,q,wd,u)(RZd ), where 1< p,g<ec, w is a

Beurling weight function on R* and ge S (Rd) is a nonzero and fixed function. We

endowed M(p,q, w)(Rd) with the norm ||f||M( )=vaf”,, , Where ||.||pw is the

p-q.w q,w
norm of the weighted Lorentz space. Later we proved that different windows yield
equivalent norms on the space M(p,q, w)(Rd ) We also showed that if 1< p <o,
I1<g<e and w is a Beurling weight function in polynomial type, the space

M(p.q, w)(Rd) is a Banach space. Moreover, we studied that the space M (p, g, w)(Rd)
is invariant under the translations, the translation operators are continuous and essential
Banach module over L (Rd) under the some conditions. At the end of this part we

discussed inclusions and the compact embeddings between these spaces.

In the second part of this chapter, we also defined the space
S(p,q,r,w,a))(Rd)=L'W(Rd)mM(p,q,a))(Rd) for 1< p<oo, 1<g<o0, 1<r<oo

where w and @ are Beurling weight function on R and R*', respectively. Endowing

, we showed

the space S(p,q, raw, a))(Rd) with sum norm ||||S( =

parwa) = Moo Tt 0
that it is a Banach space and it is a Banach convolution algebra if r =1. Moreover, we
investigated its some properties. We also proved that thisis a S, — space (Cigler, 1969)
under some conditions. Later we studied inclusion properties and the compact

embeddings between these spaces.

In the third part of this chapter, we obtained multipliers of the spaces

M(p,q,w)(Rd) and S(p,q,r,w,a))(R )
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In the fourth part of this chapter we defined QQ{W(,” "’)(Rd) to be the vector space
of feS '(Rd) such that the Toeplitz transform Tp, (w)f of f in the space

M( p,q)(Rd) where M ( p,q)(Rd) is defined in (Giirkanli, 2006). We endowed it with a
norm and showed that it is a Banach space under this norm. Later we studied its some

preliminary properties. At the end of this part we showed that if p=¢g=2 and w=v,

is a Beurling weight function in polynomial type then Qgﬁ,(z’z) (Rd):QS (Rd). That

M(p.q)
g.w

means Q (Rd) is a generalization of Sobolev-Shubin space Q, (Rd )

Key Words: Gabor transform, modulation space, Banach algebra, Toeplitz

operator, Sobolev-Shubin space.
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SIMGELER
Denklikler
||||1 = ||||2 : ||||1 ve ||||2 normlariin denkligi.
Fonksiyonlar
A, @ f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu.

f° : f fonksiyonunun yeniden diizenlenmis (rearangement) fonksiyonu.

f* . f fonksiyonunun ortalama fonksiyonu.

f*g: f ve g fonksiyonlarinin girigim iglemi.

Kiimeler

supp f : f fonksiyonunun destegi.

Operatorler
Oteleme operatorii : T, f ()= f(t—x).
Modiilasyon operatorii : M, f(x) = e*™ f(x).

f fonksiyonunun Fourier doniisiimii : F(f)(y) = f(y) = If(x)(— X, y>dx.

G

Gabor doniisimii (STFT) : V, f(x,w)= I ) gl=x)e?™ ar.
IR

Gabor déniisiimiiniin adjointi : V, F = ” F(x,y)M T, ydxdy

de

Toeplitz operatérii : Tp, (w)f = v, (W(Vg f ))

Uzaylar
C. (X) : X iizerinde tanimly, siirekli, kompakt destekli fonksiyonlarin kiimesi.
C; (X) : X tzerinde tamimli, her mertebeden tiirevlenebilen, kompakt destekli

fonksiyonlarin kiimesi.

L’ (R") : Lebesgue uzay:.
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L (Rd ) : Agirlikli Lebesgue uzayi.

L (Rd) : Agirlikl karisik-normlu uzay.

L( p,q)(Rd) : Lorentz uzayu.

L(p.q, wd,u)(Rd) : Agirlikli Lorentz uzayi.

M7 (R) : Modiilasyon uzay1.

0.(R*) : Sobolev-Shubin uzayi.

S (Rd) : R“ iizerinde tanimli, her mertebeden siirekli olarak tiirevlenebilen, sonsuzda

cabuk sifira giden fonksiyonlar uzay1 (Schwartz uzayi).

S '(Rd) : tempered dagilim fonksiyonlarinin uzayi, S (R") uzaymin duali.

Kisaltmalar
BD kosulu : Beurling Domar kosulu
BF uzay1 : Banach fonksiyon uzay1

h.h.h. : hemen hemen her yerde



1. GIRIS

Zaman-frekans analizi ve Gabor analizi, Fourier analizinin bir yerel sekli olup
1930 lu yillarda kuantum mekaniginin gelismeye baslamasiyla birlikte H. Weyl, E.
Wigner, J. Van Neumann ve 1946 yilinda da D. Gabor tarafindan isaret analizi ve
haberlesme teorisinin teorik temelleriyle birlikte ortaya cikarilmistir. 1980 li yillara
gelindiginde ise zaman-frekans analizi ve Gabor analizi, Guido (A.J.E.M) Janssen in
calismalariyla bagimsiz bir matematik alani1 olarak gelismeye baslamistir. 1990 h
yillardan sonra zaman-frekans analizi ve Gabor analizi gelisimini dalgacik analizine
paralel olarak siirdiirdii. Bunda ise Ingrid Daubechies’in biiyiik rolii oldu.

Bugiin ise zaman-frekans analizi ve Gabor analizi bagimsiz birer aragtirma alam
olup fizikte faz uzay1 analizi olarak karsimiza ¢ikar. Matematikte ise zaman-frekans
analizi Fourier analizinin ¢esitli matematik uygulamalari, kompleks analiz, harmonik
analiz, temsil teorisi, kismi diferansiyel denklemler teorisi, operatorler teorisi ve
niimerik analiz alanlari ile baglantilidir.

Fourier doniisiimii Matematik Analizin ve miithendisligin ¢cok kullanilan temel ve

eski konularindan biridir. Eger f, R lizerinde tanimh bir isaret (signal) ise bu tanim
bolgesi R ye zaman bolgesi, f fonksiyonunun f Fourier doniisiimiiniin tanim bolgesi

ise frekans bolgesi olarak adlandirilir. Boylece f Fourier doniisiimii f isaretinin

stnirlandirilmamis frekans bilgilerini igerir. O halde simirlandirilmis frekans bilgisi elde

edilmek istenirse Fourier doniisiimii yeterli degildir. Bu takdirde kisa zamanli Fourier

doniisiimii (STFT) veya Gabor doniisiimii kullanilir. Herhangi bir f € L’ (Rd) sinyalinin
gel’ (R ") fonksiyonuna gore Gabor doniisiimii ya da kisa-zamanli Fourier doniisiimii

(STFT), x,we IR" olmak iizere

ng(x,w)z jf(t)git—xie"z’”m'dt

olarak tamimlanir. Gabor doniisiimiiniin V, f (x,w) noktasal degerleri, x zamanimin bir
komsulugundaki w frekans bandiin degerini Slger ve V,f Gabor doniisimiiniin

kendisi f fonksiyonunun genel zaman-frekans dagilimini kodlar.

Modulasyon uzaylarn 1983 yilinda Hans G. Feichtinger tarafindan (Feichtinger,

1983) calismasinda tammlandi. ik calismalarda Besov uzaylar1 ve onlarin atomik



ayrisimlaria paralel olarak devam eden modulation uzaylar daha sonra da genel bir
dalgacik teorisinin Ornegi olarak goriildii. Bu teori soyut temsil teorisi ve degismeli
olmayan harmonik analizde kullanildi. Yine modulasyon uzaylar ile ilgili baz1 sonuglar
zaman-frekans analizi i¢in de kullanildi, (Grochenig, 2001).

Yine 1< p<oo, 1<g<o ve G bir yerel kompakt Abel grubu olmak iizere
L(p,q)(G) Lorentz uzay icin bilinen baz1 ézelliklerin, w Beurling agirhik fonksiyonu
olmak iizere L(p,q,wdu)(G) agirliki Lorentz uzay: icin de gecerli olup olmadigi
(Duyar-Giirkanli, 2003) calismasinda arastirildi.

Daha sonra A. Turan GURKANLI, (Giirkanli, 2006) calismasinda M ,ﬁ’q(R")

modulasyon uzayindaki Lf;"’(de) karisik normlu uzay1 yerine L(p,q)(RZd) Lorentz

uzaym alarak M (p, q)(Rd ) uzaymi tanimladi. Bu uzay1

"f"M(pﬂ) - HngHL(p,q)

normu ile donatarak, M ( p,q)(R" )uzaylnm Banach uzay1 oldugunu ve 1< p,g < oo igin
zaman-frekans Otelemesi altinda degismez kaldigim ispatladi. Yine bu uzayin dual
uzaym ve L' (Rd ) uzaymdan M (p, q)(Rd ) uzayma giden ¢arpanlar uzaymm arastirdi.
Ayrica 1< p<oo, 1< g < oo olmak iizere S(p,q)(Rd ): r (Rd )mM(p,q)(Rd) kesigim

uzayinin ||f " s " f ||1 +va f H (r.q) IOTMUNA gore bir Banach girisim cebiri ve Segal cebiri

oldugunu gosterdi. Son olarak da § (p,q)(Rd) ve M (p,q)(Rd) uzaylarinin ¢arpanlar

uzayimi inceledi.

Bu tezin bulgular boliimiiniin ilk kisminda ise (Giirkanli, 2006) calismasinin 2.
Boliimiinde tanimlanan M (p,q)(R") uzayindaki L(p,q)(R”) Lorentz uzay1 yerine
L( p,q,wd,u)(de) agirlikli Lorentz uzayr alinarak, bir M(p,q, w)(Rd) uzay1

tanimlandi. Calismada 6nce M (p,q,w)(Rd) uzaymin Banach uzay1 oldugu gosterildi.

Sonra da dual uzay1 bulundu. Ayrica uzayin kapsama ve kompakt gomiilme 6zellikleri

incelendi.

Calismamizin ikinci boliimiinde, S(p,q, r,w, a))(R" ) =L (R" )m M(p.q, a))(Rd )

a

kesisim uzay1 || f || S(pard) = || f ) hormu ile donatilarak bu norma gore bir

rw P40

Banach uzayi, r =1 i¢in Banach girisim cebiri ve bazi kosullar altinda S, uzay1



(Cigler, 1969) oldugu gosterildi. Yine uzaym kapsama ve kompakt gomiilme 6zellikleri

arastirildi.

Bulgular  boliimiiniin ~ dgiinci  kisminda ise M (p,q,w)(Rd) ve

S(p.q,r,w,m) (Rd ) uzaylarinin ¢arpanlar uzaylart calisildi.

Sinirlandirma operatérleri, arastirmalarin ¢gesitli alanlarla baglantisinda teorik ve
uygulamali matematik sayesinde ortaya c¢ikar. Uygulama alanina bagli olarak bu
operatorler Wick operatorii, Wick olmayan ya da Toeplitz operatorii olarak
adlandirildiklar1 gibi Gabor veya kisa-zamanli Fourier doniisiim carpanlart olarak da
adlandirilirlar. Sinirlandirma operatérleri, en énemli zaman-frekans temsillerinden biri
olan kisa-zamanli Fourier doniisiimii araciligiyla tanimlanabilir.

Yine (Boggiatto-Toft, 2005) ¢alismasinda modulasyon uzaylarinin bazi yeni
ozellikleri ¢calisildi ve bu 6zellikler Toeplitz operatorii kullanilarak yeniden elde edildi.
Ayrica modulasyon uzaylar i¢in kapsama ve kompakt gomiilme 6zellikleri incelendi.

(Boggiatto-Toft, 2005) c¢alismasinin son bdoliimiinde ise v, polinom tipli agirhk
fonksiyonu olan w igin, M > (Rd) uzay! ile ¢akisan Q, (Rd) Sobolev-Shubin uzayi,
p.q € [1,00] olmak iizere (]! (Rd) uzayina genellestirildi.

Calismamizin 3. boliimiinde ise (Boggiatto-Toft, 2005) c¢alismasindaki

(0! (Rd) genellestirilmis Sobolev-Shubin uzaymin tanimlanmasinda kullanilan

M (Rd) modulasyon uzay1 yerine (Giirkanli, 2006) c¢alismasinda tanimlanan

M (p,q)(Rd) uzay1 alinip bir Q¥ (”"’)(Rd) uzay1 tanimlanarak bu uzaym bazi temel

g.w
ozellikleri incelendi. Daha sonra da bu uzaym Q. (Rd) Sobolev-Shubin uzaymnin yeni

bir genellestirilmesi oldugu gosterildi.



2. GENEL BIiLGIiLER

Bu boliimde tezde kullanilacak olan bazi temel bilgiler verilecektir.

2.1. Tanmm: X bir topolojik uzay, f de X lizerinde tanmimli karmagsik degerli

bir fonksiyon olsun.
{x|xe X ve f(x ;tO}

kiimesinin kapanisina f fonksiyonunun destegi denir ve supp f simgesi ile gosterilir.

X yerel kompakt uzay olmak iizere, X iizerinde tamimli, karmasik degerli,
stirekli, kompakt destekli fonksiyonlarin vektoér uzayr C,. (X) ile, her mertebeden
tiirevlenebilir, kompakt destekli fonksiyonlarin vektor uzayr da C; (X) ile gosterilir.

2.2. Tanim: f ve g fonksiyonlar1 G yerel kompakt Abel grubu iizerinde birer

Borel fonksiyonu olsunlar. Bu fonksiyonlarin girisimi f * g simgesi ile gosterilir ve
(/g If glx—y)dy

biciminde tanimlanir. Bu girisimin tanimli olmasi igin,
[1r()gle—y)|dy <o
G
olmalidir, (Reiter, 1968).
2.3. Tamm: A, K cismi lizerinde bir vektor uzayr ve her x,ye A icin xye A

olsun. Eger asagidaki kosullar saglaniyorsa, A kiimesine, K {iizerinde bir cebirdir

denir:

i) Her x,y,z€ A igin x(yz)z(xy)z,

ii) Her x,y,ze A icin x(y+z)=xy+xz,

iii) Her x,ye A veher @, Se K igin (of)(xy)=(ax)(By).

Eger A cebiri her xe A icin ex=xe=x olacak sekilde bir e eleman
iceriyorsa birimli cebir, e elemanina da cebirin birim eleman1 denir. Yine her x,ye A
i¢in xy = yx ise A cebirine degismeli cebir denir.

) bir Banach uzay1 ise ve her

A, K cismi iizerinde bir cebir olsun. Eger (A, -
X,y€ A i¢in

vl <=l 5]

esitsizligi saglaniyorsa A cebirine K cismi lizerinde Banach cebiridir denir.



2.4. Tanim: (A,|||| A) normlu cebirinde bir (ea) ag1 verilmis olsun. Eger her

ael

xe A icin lirrlleax=x saglaniyorsa (ea)mEI aglt A normlu cebiri i¢in sol yaklasik

a

birim, her xe A ic¢in limxe, = x oluyorsa (ea)

ael

w1 agma A normlu cebiri i¢in sag

agina A normlu

yaklagik birim denir. Eger her iki 6zellik birden saglaniyorsa, (ea )weI

cebirinin yaklagik birimi denir. Yine, her o€ I icin ||ea|| , SM olacak sekilde bir

M > 0 sayis1 varsa, (ea) agina A normlu cebirinin sinirli yaklagik birimi denir.

ael

A) bir Banach cebiri olsun. Bir

2.5. Tamim: (B, B) bir Banach uzay: ve (A,

® iglemi asagidaki ozellikleri sagliyorsa B uzayma A {iizerinde bir Banach modiilii
veya bir Banach A -modiildiir denir, (Wang,1977):

1) Her f,ge A veher h,ke B i¢in

(f+g)®h=f®h+g®h,

[®h+k)=f®h+ f®k

ii)  Her f,ge A veher he Bicin (f*g)®h=f®(g®h),
(Burada *, A uzayindaki carpma islemidir).

iii) Her fe A, her he B veher ae C icin a(f ®h)=(af )® h= f ®(ah),

iv) Her f e A veher he B igin ||f®h||B S||f||A||h||B.

2.6. Tamm: A bir Banach cebiri ve X bir sol Banach A-modiil olsun. Bu
takdirde

AX :{ax:ae Axe X}

kiimesi tarafindan gerilen X in alt vektor uzaymin kapamisina X modiiliiniin esas
kismi denir ve X, ile gosterilir. Eger X = X, ise X modiiliine esas sol Banach A -

modiil denir. Benzer sekilde sag Banach A-modill de tanimlanir, (Doran-Wichman,
1979).

2.7. Teorem: A bir Banach cebiri, (e 2 ) .1 da onun bir sinirh sol yaklasik birimi
olsun. Bu takdirde bir X Banach A-modiiliiniin esas Banach A-modiil olmasi icin

gerekli ve yeterli kosul her xe X i¢in lime,x = x olmasidir, (Doran-Wichman, 1979).



2.8. Teorem: (Module Factorization Theorem) (A, - A) smurh yaklasik birime

X) bir Banach A -modiil olsun. Eger AX , X uzayinda

sahip bir Banach cebiri ve (X R
yogunsa bu takdirde AX = X olur, (Wang,1977).

2.9. Tamm: G bir yerel kompakt Abel grubu, (A, A) da G iizerinde taniml

Olgiilebilir fonksiyonlarin bir Banach uzayr olsun. Bu uzay iizerindeki 7 oOteleme
operatorii, her fe A ve x,ye G i¢cin T _f (y)= f(y—x) bigiminde tanimlanur.
Eger her fe A ve x,ye G icin Txf(y)= f(y—=x)e A oluyorsa A otelemeler

altinda degismez kalir (invaryanttir) denir. Yine A otelemeler altinda deg§ismez

kaliyorsa ve (T f || W= || f || , kosulu saglaniyorsa A, dtelemeler altinda kuvvetli olarak

degismez kalir denir.

2.10. Tamm: ¥ bir G yerel kompakt Abel grubu iizerinde tanimli, karmasik
degerli bir fonksiyon olsun. Eger her xe G icin |7(x)| =1 ve her x,ye G i¢in
x+y)=y(x)y(y)
kosullar1 saglaniyorsa, ¥ fonsiyonuna G grubunun bir karakteri denir. G grubunun

biitiin siirekli karakterlerinin kiimesi G ile gosterilir. G kiimesi lizerindeki toplama

islemini her xe G ve 7,7, € G i¢in

(71 +7, )(x) =% (x)72 (x)
biciminde tanimlayalim. Bu isleme gore (A? bir grup olup, buna G grubunun karakter

grubu (ya da dual grubu) denir. ye é ve xe G olmak iizere ¥(x) yerine (x,y) simgesi

de kullanilir, (Rudin, 1960).

2.11. Tammm: G bir yerel kompakt Abel grup, G onun karakter grubu ve

(A,|||| N ) , G lzerinde taniml Ol¢iilebilir fonksiyonlarin bir Banach uzay1 olsun. Bu uzay
tizerindeki karakter operatorii, her fe A, xe G ve te G icin M,f (x)=(x,7) f(x)

biciminde tanimlanir. Eger, her fe A, xe G ve te G icin M, f (x)=(x1)f(x)e A ise
A uzayina karakter operatdrii altinda degismez kalir denir. Yine A, karakter operatorii

altinda degismez kaliyorsa ve ||M i || .= || f || , kosulu saglaniyorsa, A uzayma karakter

operatoril altinda kuvvetli olarak degismez kalir denir.



Eger G =IR" ise G IR! olup M,f (x)=¢e*™ f(x) olur. Yine T M, veya
M T  doniisimleri zaman-frekans degisimi olarak da adlandirilir. Bu iki operator

arasinda

TM, f(z)=(M,f)(z=x)= " f(z~x)
e—27ux1627aztf(z x)
:e—met€2mzt Tx (Z)
— e—ZIzixtMtTXf(Z)

esitligi vardir. Buradan 1< p <o igin

, =I71,
bulunur, (Grochenig, 2001).
2.12. Tanim: Bir G yerel kompakt Abel grubu iizerinde tanimli, reel degerli bir

w fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa, bu w fonksiyonuna Beurling agirlik

fonksiyonu denir.
1) Her xe G igin w(x)>1,
ii) Her x,ye G icin w(x+ y) < w(x) w(y),
i) w fonksiyonu Ol¢iilebilir ve yerel sinirl1.

2.13. Tanim: G yerel kompakt Abel grubu ve w da G iizerinde tanimh herhangi

bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. 1< p < oo olmak iizere bir L (G) kiimesini
LG)={re’(©)|fwe '(6)}

bi¢iminde tanimlayalim. L’ (G) bir vektor uzay olup bu uzay

I1,.. {170 }’1’

normuna gore bir Banach uzayidir. Buna agirlikli L” uzayi denir. Eger p =1 alinirsa

L (G) uzay,

., hormuna ve girisim islemine gore bir Banach cebiridir. Buna
Beurling cebiri denir.

Yine, bir G yerel kompakt Abel grubu iizerinde herhangi iki w,,w, agirhk
fonksiyonlar verildiginde her xe G icin w, (x)< cw, (x) olacak sekilde bir ¢ >0 reel

sayist varsa w, agirlik fonksiyonu w, agirhik fonksiyonundan onde gelir denir ve



w, <w, seklinde gosterilir. Eger w, <w, ve w, <w, ise w, ve w, agihk
fonksiyonlar1 denktir denir ve w, = w, seklinde gosterilir, (Feichtinger-Giirkanli, 1990;
Fischer-Giirkanli-Liu, 1996).

Eger w agirlik fonksiyonu her xe G igin

Z log wz(nx) <
n1 n

kosulunu sagliyorsa bu w agirlik fonksiyonu Beurling Domar (kisaca BD) kosulunu
sagliyor denir, (Domar,1956).
2.14. Tanim: f, (G,,u) Olciim uzayr lizerinde tamimli, karmasik degerli,

Olciilebilir bir fonksiyon olsun. Herhangi bir y >0 i¢in
2,(v)=ulxe G| | £(x)) > v}
bigiminde tanimlanan A, fonksiyonuna f nin dagilim fonksiyonu denir.
Yine ¢ >0 olmak iizere bir f*(¢) fonksiyonunu da
£r@)=int{y| y>0.2,() <t }=sup{y| y>0. 2,()> 1}

bigiminde tanimlayalim. Bu f~ fonksiyonuna f fonksiyonunun yeniden diizenlenmis

fonksiyonu, x > 0 olmak iizere

seklinde tanimlanan f* fonksiyonuna da f nin ortalama fonksiyonu denir. A,, f" ve

f" fonksiyonlarinin artmayan ve sagdan siirekli fonksiyonlar oldugu biliniyor.

2.15. Onerme: Her f olciilebilir fonksiyonu igin

Lo 4,0)=2,0),
2 |f =7
3./ =1,
4. fT2f,

ozellikleri saglanir, (Hunt, 1966).



2.16. Onerme: ac R, f, ( £, )neN ve g, R iizerinde tanimli hemen hemen her

yerde (h.h.h.) sonlu olan Olciilebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu takdirde asagidaki

ozellikler vardir:
() £, [0,00) tizerinde tanimli, negatif olmayan, artmayan ve sagdan siirekli bir
fonksiyondur.

() ﬂf(t)>0 olan her 7 >0 igin {s>0 £ (s) } [0/1 )olur.

3) ﬂf(t)<oo olan her >0 i¢in f*(/lf(t))St ve f*(t)<eo olan her >0
igin 4, (f*(t))St olur.

(4) Eger h.h.h. | g| < | f | ise, bu takdirde g* < f* esitsizligi saglanir.

5) (af) =|a|f",

(6) Her 1,,1, 20 igin (f +g) (1, +1,)< f*(r,)+ g7 (¢, ) esitsizligi vardir.

(7) Eger h.h.h. | f | <11m1nf| £, | ise bu takdirde f° <liminf f, olur. Bdylece

n—oo

hhh. |f,|T|f|ise £, T f* yakinsamast vardur.

(8) Her pe (0,00) icin (|f|p)* = (f*)p esitligi vardir.

n—yeo

“(r)< oo ve limg*(t)=0 ise bu takdirde limsupf, < f*

t—>o0

n—oo

olur.

(10) Eger h.hh. lim|f,|=|f]| ise limf = f" yakinsamasi vardir, (Edmunds-

Evans, 2004).
2.17. Tamm: f, (G,u) olgiim uzay: iizerinde tammli, karmasik degerli,

oOlciilebilir bir fonksiyon olsun. Yine

(ioftz_l[f*(t)]th}q, 0<p<oo,0<g<oo
Py

1

Sllplpf*(l) s 0<p§oo,q:oo

t>0

[“Iﬂ
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seklinde tanimlansin. Bu takdirde || f ||;q <oo olan G izerinde tamimli, Slgiilebilir f

fonksiyonlarinin (denklik siniflarinin) vektdr uzayima Lorentz uzayi denir, (Blozinski,
1972; Hunt, 1966; Saeki-Thome, 1994; Yap, 1969).

Ozel olarak p = ¢ alinirsa

( yf(xwdﬂ(x)}‘l’ |1,

olur. Buradan L(p, p, #)(G) = L”(G) elde edilir.

Yine L(p,q, ﬂ)(G) Lorentz uzayi lizerinde

[ J.t" ( t]q, 0<p<oo,0<g<oo
171, =171

PQﬂ

supt”f**() R 0<p$oo’q:oo

t>0

fonksiyonu bir norm olup, (L( P, q, ,u)(G) ) bir

seklinde tanimlanan ||||pq = |||| J "” o

pq.H

Banach uzayidir. Fazladan olarak 1< p <o ve 1<¢g <o olmak ilizere G {lizerinde
tanimh herhangi bir f 6lg¢iilebilir fonksiyonu i¢in

*

<171, <251

pPq.H pPq.H

esitsizligi vardir. Yani ||||;qﬂ , hormuna denktir, (Chen-Lai, 1975;

Hunt, 1966; Saeki-Thome, 1994; Yap, 1969).
2.18. Teorem: G bir yerel kompakt Abel grubu, # onun lizerinde bir Haar
Olciimii olsun. Bu takdirde asagidaki ozellikler vardir:

1. Herhangi bir se G icin T, f(x)= f(x—s) olmak iizere Ay =4, T.f)=r",

ve [7.f]

2. 1< p<oo ve 1<g<e olmak iizere G grubundan L(p,q,,u)(G) Lorentz

(T f) =r",

=|| f ||pq’ﬂ esitlikleri vardir.

PaH PaH PaH

uzayma giden s — T, f fonksiyonu siireklidir.

Simdi L(p,q,wd,u)(G) agirlikli Lorentz uzaymi tanimlayarak bu uzaymn bazi

ozelliklerini verelim:
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Lorentz uzayinda kullanilan # Ol¢limii yerine, wdy Ol¢iimii alinarak, (G, wd,u)
Olcim uzaymmda tamimh, karmasik degerli, Olgiilebilir f fonksiyonunun dagilim

fonksiyonu, y >0 olmak iizere

A, (0)=wlre || £()> )= [wlx)dul)

{xeG| |7 (x)]>5}
seklinde, inf@g=co ve supg =0 kabulii alinda f fonksiyonunun negatif olmayan

yeniden diizenlenmis fonksiyonu da ¢ > 0 olmak iizere
f*(t):inf{y‘ y >0, lf(y)s t}: sup{y‘ y >0, if(y)> t}

biciminde tanimlanir. Yine (0,00) araliginda tanimli f** ortalama fonksiyonu
TS 1 0 B
Fo0=-]r (s
0

olarak verilir. Ayrica L(p,¢)(G) Lorentz uzayindakine benzer olarak

i) f* ve f" fonksiyonlar1 artmayan ve sagdan siirekli fonksiyonlardir.
i) 4, ()=4,0),

iii) Her aeC ve t20 icin (af)()=|a|f () ve >0 icin

*

=70 =57 21

(af) (t)= la| [~ (¢) esitlikleri vardir.
v) f ve g, | f |S| g| ozelligini saglayan Olciilebilir fonksiyonlar ise
A ()< A, (), f7<g" ve f*<g" olur, (Chung-Hunt-Kurtz, 1982; Duyar-Giirkanli,

2003).

2.19. Onerme: (G,wdu) 6lgiim uzay: iizerinde pozitif tammli bir f basit

fonsiyonu i¢in

esitligi vardir, (Duyar-Giirkanli, 2003).
2.20. Onerme: f, (G,wdu) olgiim uzay: iizerinde tammli, karmasik degerli,
Olciilebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her p > 0 icin
(7 =(s1)

ve
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Ilfl"wdﬂZT @) ax

esitlikleri vardir. Yine (G, wd,u) Olciim uzay1 iizerinde tammmh f ve g Olciilebilir
fonksiyonlar1 i¢in

(f+g) <f™+g"
esitsizligi saglanir, (Duyar-Giirkanli, 2003).

2.21. Tanmm: (G, wd) 6lgiim uzayi iizerinde tanimli ve

!
(ET’Z_I [f*(t)]thJq, 0< p,g <o
Py
1

supt;f*(t) , 0<p<g=oo

>0

*

|7

pq.w

;qw <oo olan f fonksiyonlarimin (denklik simiflarinin)  vektdr uzayi

|7

L(p,q,wd,u)(G) ile gosterilir ve buna agirhikli Lorentz uzayr denir. Yine

L(p.q, wd,u) (G) agirlikl Lorentz uzayi

!

LETIZ_I [f**(t)]thJq, 0< p,g <o
P
1

supt;f**(t) , 0<p<g=oo

>0

1£1,,. =

pg.w

normu ile donatilirsa, (L( P-4, wd,u)(G), ||||pqw) bir Banach uzayidir.

Yine w=>1 oldugundan ”'"pq,,, < ||.||pw olup, L(p,q,wdu)(G)c L(p,q, 1)(G)
kapsamasi vardir, (Chung-Hunt-Kurtz 1982; Duyar-Giirkanl1 2003).
2.22. Onerme: se G olmak iizere T, f (x)= f(x—s) biciminde tanimlanan

oteleme fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglar:

(i) Her u 20 igin A, (u)< w(s)/lf (1) olur.

(if) Her 120 igin (7, )" (r) < f{@} her x>0 igin (T, f)" (x)< £ [ﬁ}

*

ve
Pq.w

*

< [w(s)]i|| fl,,, esitsizlikleri vardir.

<[wls) | £

yine

I.f

I.f

pPq.w |pq,w
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Yine g # o olmak iizere basit fonksiyonlar kiimesinin L( p,q,ﬂ)(G) Lorentz
uzaymda her yerde yogun oldugu (Hunt, 1966) calismasindan biliniyor. L(p,q, 1)(G)
uzaymdaki Ol¢iim yerine wdu Olgiimii  alinirsa  basit fonksiyonlar kiimesi
L(p,q, wd,u)(G) agirhikli Lorentz uzaymmda da her yerde yogundur. Buna gore
l<p<o ve 1<g<oo olmak iizere herhangi bir fe L(p,q,wdu)(G) i¢in G
grubundan L(p,q, wd,u)(G) uzayma giden s =7, f fonksiyonu siireklidir, (Duyar-
Giirkanli, 2003).

2.23. Tamm: G bir yerel kompakt Abel grubu, é de onun dual grubu olsun.
Bir fe I'(G) fonksiyonunun Fourier doniisiimii } veya Ff ile gosterilir ve

xe G,ye G olmak iizere

seklinde tanimlanir, (Rudin, 1973).

Ozel olarak G =IR? almrsa G = IR’ olup, fel (IRd) fonksiyonunun

Fourier doniisiimii x,we IR ve

olmak iizere

F(f :J? J‘f oW e

seklindedir, (Grochenig, 2001).
2.24. Tanim: f,G yerel kompakt Abel grubu iizerinde tamimli, karmagsik

degerli bir fonksiyon olsun. Eger f Olciilebilir ve her K < G kompakt kiimesi i¢in

I | f (x)|dx<oo oluyorsa f fonksiyonuna, yerel integrallenebilir fonksiyon denir,
K

(Rudin, 1973). G iizerinde yerel integrallenebilen fonksiyonlarin vektor uzayr L), (G)
ile gosterilir.
2.25. Tamm: (B,|||| B) bir Banach uzay1 olmak lizere, her fe B ve KcG

kompakt alt kiimesi i¢in
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[1r()|ax <] £,

K
olacak sekilde c, >0 sabiti varsa, (B||||B) uzayma Banach fonksiyon uzay1 (veya
kisaca BF- uzay1) denir.

2.26. Tammm: Eger h.h.h. |g(x)|£| f(x)| kosulunu saglayan fe B ve

g€ L, (G) verildiginde, ge B ve |g|, <|f|, oluyorsa, bu BF uzaymna kati (Solid)
uzay denir.
2.27. Tammm: Pencere fonksiyonu adini verdigimiz bir g #0 fonksiyonunu

alalim. Bir f fonksiyonunun bu g fonksiyonuna gore Gabor doniisiimii ya da kisa-

zamanli Fourier dontisiimii (STFT), x,we IR? olmak iizere
ng(x, w)= J.f(t) glt—x)e ™ dt
IR?

olarak tanimlanir.

A Ag(t-x)

Sekil 1: Kisa zamanli Fourier Doniisiimii

Eger g, desteginin merkezi orijinde olan kompakt destekli bir fonksiyon ise, bu
takdirde V, f (x;), x merkezli komsuluktaki f fonksiyonunun bir diliminin Fourier

doniisiimiidiir. Pencere fonksiyonu, farkli x degerleri i¢in, 7-ekseni boyunca farkli

yerlere kayar. Boylece her x icin f nin farkl bir diliminin Fourier doniistimii bulunur.

d =1 ise IR* uzay: isaret (signal) analizinde zaman-frekans diizlemi, fizikte

ise faz uzay1 olarak adlandirilir.
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Gabor doniisiimii f fonksiyonu icin dogrusal, g fonksiyonu icin egslenik
dogrusaldir. Ayrica Gabor doniisiimiiniin 6zellikleri g pencere fonksiyonunun secimine
baghdir, (Gréchenig, 2001).

L (IRd) bir Hilbert uzayi, <,> da bu uzaydaki i¢ carpim olsun. Eger

fi.fr81.8, € L*(IR") ise bu takdirde
<Vg1fl’ngf2>L2(md) - <f1’fz>m
esitligi vardir. Bunun sonucu olarak
V.rl, =110l
esitligi yazilir. Ozel olarak [ g|, =1 ise her f € L2(IR*) igin |V, f|, = £, olur.

Simdi Gabor doniisiimiiniin bazi temel Ozelliklerini ve kullanacagimiz bazi

teorem ve yardimci1 teoremleri verelim:

2.28. Teorem: f,ge L’ (IR") ise, bu takdirde V,f, IR* iizerinde diizgiin

siireklidir ve her (x,w)e R* icin

v, few)=(f-T.g) (w) 2.28.1)
=(f.MTg) (2.28.2)

- <fTM g> (2.28.3)

- e—z’m’[}- T, QJ (= x) (2.28.4)
ey ) (2.28.5)
=e™(F+M, g")(x) (2.28.6)

_ (f* M. Q*J(x) (2.28.7)

—7ixw X | X —27itw
—e [['!df(t+5jg(t—5je 20 it (2.28.8)

esitlikleri vardir, (Grochenig, 2001).

2.29. Teorem: V, f tanimli ise x,w,u,77€ IR* i¢in
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__ _—2muw
vV, (T,M, f)xw)=e?™V, fx—uw-1)
esitligi vardir, (Grochenig, 2001).
2.30.Ters Gabor Doniisiimii: Eger g,ye I*(IR") ve (g,7)#0 ise bu takdirde

her f e I>(IR*) igin

f= @ingf(x, w)MWTX}/dwdx

olur. Buna f fonksiyonunun ters Gabor doniisiimii veya Gabor doniisiimiiniin tersi
denir, (Grochenig, 2001).
2.31. Tamm: Z! pozitif tamsayilarin kiimesini gostermek iizere bir
d d o
a=(a....a,)e Z{ indisi icin |@|=Y a,, w* =][w! . kismi tiirev operatorii ve
j=1 j=1
carpim operatorii de X “ f(x) = x* f(x) seklinde tanimlansin.
R? iizerinde tamimli, her mertebeden siirekli olarak tiirevlenebilen ve her

a,feZ! igin

DX f|_ =sup| D X7 f(x)| < o0
xeR?

kosulunu saglayan f fonksiyonlarimin vektér uzayr S (Rd) ile gosterilir. S (Rd)

uzaymnda verilen bir (f,) _, dizisinin f, —— f yakinsakligi her &, fe Z¢ icin

-0

oo

|D*x?(f - 1.)

biciminde tanimlanir. Bu S (Rd ) uzayina sonsuzda ¢abuk sifira giden fonksiyonlar uzay1
denir. Bu uzayin topolojik duali ise tempered dagilim fonksiyonlarinin uzayi olarak
adlandirihr ve § '(Rd) ile gosterilir. § '(Rd) uzayinin her elemanina da bir tempered

dagilim fonksiyonu denir, (Grochenig 2001; Katznelson 1968; Rudin 1973; Treves
1967).

2.32. Teorem: ge S(R*)A0} ve fe S'(R?) olsun. Bu takdirde V, f Gabor
doniistimii siireklidir ve her x,we R d icin
‘ng(x,w)‘ < C(l+|x| +|w|)N

olacak sekilde C >0, N >0 sayilan vardir, (Gréchenig, 2001).
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2.33. Tamm: R* iizerinde tammli bir F(x,w) fonksiyonu verilsin. Eger her
n=0 ve (x,w)e R* icin
|F(x,w)| < C, (14| +[w])™"
olacak sekilde bir C, >0 sayisi varsa, bu F (x,w) fonksiyonuna, cabuk azalan (rapid

decay) fonksiyon denir, (Grochenig, 2001).
2.34. Onerme: Bir ge § (Rd )/{0} fonksiyonu verilsin. Yine F(x,w) fonksiyonu

R*? iizerinde tammli cabuk azalan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

f(t) = ”F(x, W)MWTXg(t) dwdx

1R2d
ve fe S(R?) olur, (Grochenig, 2001).
2.35. Teorem: Bir ge S(R*) fonksiyonu verilsin. Bu takdirde her f e S’(R*)

fonksiyonu icin asagida verilen 6zellikler denktir:
@ fes(r)
i) V, f e S(rR*)
(iii) Her n >0 ve her x,we R? icin
‘ng(x, W)‘ <C, (l +|x| + |w| )_"
olacak sekilde bir C, >0 sayis1 vardir, (Grochenig, 2001).
2.36. Teorem: ge S(R*) olsun. Bu takdirde

, 8§20

7], = sopl1+/4) v, 1)

yar1 normlari , S (Rd) uzayinin topolojisini olusturan yar1 normlara denktir. Dolayisiyla
S (Rd) tizerinde ayni topolojiyi olustururlar, (Grochenig, 2001).
2.37. Sonug: g,ye S(Rd )/{0} olsun.
(i) Baz1 C, N 20 sayilar i¢in
|F(x,w)| <C (1+|x|+|w|)N
esitsizligi saglaniyorsa, bu takdirde

”F(x, w)M T g dwdx
IR*
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integrali bir fe § '(R") tempered dagilim fonksiyonu tanimlar. Yani her ¢e€ S (Rd)
icin

(f.0)= [[Flx.w)(M T g.0) dwdx

IRZJ

olur.
o ) i d ) .
(ii) Ozel olarak fe S (R ) i¢in F =V, f alinirsa, bu takdirde

f= ﬁ ([ a1 v

olur. Sonug olarak, Gabor doniisiimii S'(R d) tizerinde tanimli birebir bir doniisiimdiir,
(Grochenig, 2001).

2.38. Tanm: G bir yerel kompakt Abel grubu olsun. Her pozitif
w:G — (0,4 o0) fonksiyonuna bir agirlik fonksiyonu denir.

2.39. Tanim: G, yerel kompakt Abel grubu olmak {izere bunun iizerinde tanimli
bir m agwhk fonksiyonu verilsin. Eger m(e)=1 ve her x,yeG icin
m(x+ y) <m(x)m(y) kosulu saglamyorsa m fonksiyonuna altcarpimsaldir denir.

2.40. Tammm: G bir yerel kompakt Abel grubu ve w da onun iizerinde tanimh
bir agirlik fonksiyonu olsun. Eger her x, y € G igin

wlx+ y) < wlx)m(y)
olacak sekilde bir m altcarpimsal fonksiyonu varsa w agirlik fonksiyonuna sag
ortalayan, eger

wly +x) < wlx)m(y)
ise w fonksiyonuna sol ortalayan fonksiyon denir. Hem sag ortalayan, hem de sol

ortalayan ise w agirlik fonksiyonuna m -ortalayan veya kisaca ortalayan agirlik

fonksiyonu denir.

2.41. Tamm: m, R** iizerinde bir agirlik fonksiyonu ve 1< p,g < oo olsun. Bu

takdirde 17:(R>) agirlikh kangik-normlu uzay:

1 q
”F”L{;t/ = J.[J|F(X’W)|pmp(X,W)depdw

Rd Rd
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normu sonlu olacak sekilde R*¢ iizerinde tanimli, karmasik degerli, olciilebilir F

fonksiyonlarinin vektor uzay1 olarak tanimlanir.

Yine g#0, geS (Rd) bir pencere fonksiyonu ve m, R*’ iizerinde

v —ortalayan agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde V, f' € L}* (R 2") ve

[#ze =Ves ], <o

7
olacak sekildeki fe S '(Rd) tempered dagilim fonksiyonlarinin vektdor uzayina
modiilasyon uzay1 denir ve bu uzay M ,Z’q(Rd) ile gosterilir. M ,ﬁ’q(R") modiilasyon

uzayl, || f ||M£,,, normuna gore bir Banach uzayidir, (Feichtinger, 1983).
Yine p=g oldugunda M) (R" ) =M/} (R") olur. Ayrica M (R") uzay1

m=1 oldugunda M ™4 (Rd) standart modiilasyon wuzayi, s2>0 olmak {izere

5

m(x,y)= (1+|)c|2 +|y|2)2 ve p=q=2ise Mf(R") uzayidir.
2.42. Tammm: w, R* iizerinde tanimli bir agirlik fonksiyonu ve f,, f, € S (R ")

olmak iizere Tp, (w) Toeplitz doniisiimii

(7p, (0)fi. £,)= WV, £V, 1)
bigiminde tamimlamr. Ayrica V., V, Gabor doniisiimiiniin tersi olmak iizere Tp, (w)
Toeplitz operatorii
1p, (w)f =V, (v, f))
esitligini de saglar.

2d

Yine g=#0, geS (Rd) pencere fonksiyonu ve w, R izerinde

s

w(x, y) = (1+|)c|2 +| y|2)2 biciminde tanimli bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde
Tp,(w)f e L*(R?) ve

1 £1g., =1Tp. Ol ], <o
olacak sekildeki fe S '(Rd) tempered dagilim fonksiyonlarinin vektér uzayina

Sobolev-Shubin uzay: denir ve bu uzay Q, (Rd ) ile gosterilir.

Ayrica her se€ R igin



20

m:(R')=0.(r")
olup, bu uzaylarin normlar1 denktir, (Boggiatto-Cordero-Grochenig, 2004; Boggiatto-
Toft, 2005).
Ote yandan, p,qe [l,oo] icin Tp, (w)feM?re (R") ve

1 lge, =[P, (1. <o

MPa

olacak sekildeki fe S '(Rd) tempered dagilim fonksiyonlarinin vektor uzaymna da

genellestirilmis Sobolev-Shubin uzay1 denir ve Q(’;’ffv)(Rd) ile gosterilir, (Boggiatto-

Toft, 2005).
243. Tanm: 1< p,g<o ve g#0, ge § (R") bir pencere fonksiyonu olmak

iizere M (p,q)(R") uzayi, V, f Gabor doniigiimii L(p,q)(RZd) Lorentz uzayimnda olan

fes '(Rd ) tempered dagilim fonksiyonlarinin alt vektor uzayidir. Bu uzay

”f"M(p,q) :“ngHL(p,q)

normuna gore bir Banach uzayidir, (Giirkanli, 2006).

2.44. Tamm: (X ,||||X) ve (Y ,||||Y) iki Banach uzay: olsunlar. Eger X Y ve her

fe X igin || f ||Y < C|| f ||X olacak sekilde bir C >0 sayisi varsa X uzayr Y igine

stirekli olarak gomiiliiyor denir, (Grochenig, 2001).

2.45. Tamm: X ve Y normlu uzaylar, T de X uzaymdan Y uzayina tanimli,

dizisi Y uzayinda yakinsak bir alt diziye sahip ise bu 7' fonksiyonuna kompakttir denir,
(Taylor, 1957).
2.46. Teorem (Ters Doniisiim Teoremi): X ve Y birer Banach uzay1 olsunlar.

Eger A:X —Y fonksiyonu dogrusal, smrli, birebir ve Ortense, bu takdirde

Al Yy 5 X fonksiyonu da sinirlidir, (Conway, 1990).

E ve F normlu uzaylar olsunlar. EXF uzay1 {izerindeki ||| oove

sum

normlart x€ E, ye F olmak iizere

(. )

=max(|x].¥])

max
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|(x.y)

seklinde tanimlansin.

=[x+

sum

H, ExF uzayinm kapali bir alt vektor uzayr olmak lizere EA, F uzayr H ve
onun {izerindeki norm E X F {izerindeki ||‘||max normunun H ya kisitlanmasi olsun. Yine
EV,F de (ExF)/H ve onun iizerindeki norm da

Ju| = inf {] (x.)

olarak tanimlansin.

(x,y)e EXF,uz(x,y)modH}

sum

Simdi tezimizin bulgular bolimiiniin 4.2. kisminda kullanacagimiz (Liu-Van
Rooij, 1969) calismasindaki bir teoremin ifadesini verelim:

2.47. Teorem (Duality Teoremi): E ve F normlu uzaylar, E” ve F’ uzaylar
E ve F nin dual uzaylart ve H, EXF uzaymn kapali bir alt uzay1 olsun. Bir K
kiimesini

K :{(O',T)e E'XF:ox+7y=0, (x,y)e H}

’

bigiminde tanimlayalim. Bu takdirde U:E'AF —(EV,F) ve

’ ’

ViE'V,F' = (EA,F) izometrileri vardir. Yani E'A,F’ =(EV,F) ve

’

E'V.F' =(EA,F) olur.

2.48. Tamm: A bir Banach cebiri, B, ve B,, A lizerinde tammli Banach
modiilleri olsunlar. Yine bir 7 : B, — B, sinirli dogrusal fonksiyonu verilsin. Eger her
ac A, be B, i¢in T(ab)=aT(b) kosulu saglamyorsa bu T fonksiyonuna B,
uzayindan B, uzaymna giden bir ¢arpan (multipliers) denir. B, uzaymdan B, uzayimna
giden carpanlar uzay1 M (BI,BZ) ile, 6zel olarak B, uzaymdan kendi ilizerine giden
carpanlar uzayr M (B,) ile gosterilir, (Rieffel, 1969).

2.49. Tanim: X ve Y, Banach A-modiil olmak iizere X ®y Y, bu uzaylarin
projektif tensor ¢carpimini gostersin. Her ae A, xe X ve ye Y i¢in

ax®y—x®ay (2.49.1)

bi¢imindeki biitiin elemanlar tarafindan gerilen X ® Y uzaymin kapal alt uzayr K

olsun. Bu takdirde X ® , ¥ / K boliim Banach uzayma A-modiil tensr carpimi denir ve



22

X ®,7Y ile gosterilir. Yine A-modiil tensér ¢arpim uzaymin elemanlar1 da projektif

tensor ¢arpiminin elemanlar: gibi te X ®, Y i¢in i || X; || || v, || < oo olmak iizere

i=1
I:in®yi, x,eX,yeY
i=1

bicimindedir, (Rieffel, 1969).
2.50. Teorem: X ve Y, Banach A -modiil olsunlar. Bu takdirde
Hom,(X,Y")=(x®, )
izometrik izomorfizmi vardir, (Rieffel, 1967).
G yerel kompakt Abel grubu ve w, onun iizerinde tanimli bir Beurling agirlik

fonksiyonu olsun. |,u|, 4 dl¢iimiiniin total salinimi olmak iizere bir M (w) kiimesini

{ye M(G) J.wd|,u| < oo}

seklinde tanimlayalim. Bu kiimenin

=] walu

G
normuna gore bir Banach girisim cebiri ve L (G) uzaymdan L, (G) uzayma giden
carpanlar uzaymm M (w) uzayma izometrik oldugu biliniyor, (Gaudry, 1969). Ozel

olarak w=1 almrsa L'(G) uzaymdan L'(G) uzayma giden carpanlar uzayr M(G)
sinirli regiiler Borel 6l¢iimler uzayidir.

Simdi 4.2. boliimde kullanacagimiz S, (G) uzayimn tanmmuni verelim:

2.51. Tamm: G yerel kompakt Abel grubu, w fonksiyonu da onun iizerinde

tanimh bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde S (G) ile gosterilen uzay
L, (G) uzayinin asagidaki kosullar saglayan bir alt cebiridir.

1S W(G) uzay1 L, (G) uzayinda her yerde yogundur.

2) S, (G) uzay: |||| 5, hormuna ve girisim iglemine gore bir Banach cebiridir ve
otelemeler altinda degismez kalir.

3)Her feS§, (G) ve her ye G igin ”Tnys. < w(y)||f||sb esitsizligi vardir.
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4) Herhangi bir fe S, (G) ve £>0 sayst verilsin. Bu takdirde her ye U igin

T.f—-f HS < € olacak sekilde G grubunun biriminin bir U komsulugu vardir.
5) Her fe SW(G) icin ||f||1w S”f”s. esitsizligi vardir, (Cigler, 1969; Dogan-

Giirkanli, 2001; Giirkanli, 2005).

Yine G bir yerel kompakt Abel grubu w da onun iizerinde taniml1 bir Beurling

agirhk fonksiyonu olsun. Tanimu yukanda verilen S uzayr kullanilarak bir M
kiimesi, C (,u), M Olgiimiine bagl bir sabit ve

RLaN
e, =supy ==

£

1w

Fel (G)f+0,fe cc(éj}

olmak iizere

M, ={ue M (w)||4], <C(u)}

biciminde tamimlandi. Yine (Giirkanli, 2005) c¢alismasinda tezimizin bulgular
boliimiinde kullanacagimiz asagidaki onerme ispatlandi.

2.52. Onerme: G yerel kompakt Abel grubu olsun. Eger w agirlik fonksiyonu
BD kosulunu saghyorsa bu takdirde 7 :L| G)—> s y (G) dogrusal fonksiyonu icin
asagidakiler denktir:

D TeM(L,(G).S,(G)

2)Her fe L, (G) icin Tf = u* f olacak sekilde bir tek p€ My vardur.

Fazladan olarak, 7 ve u arasindaki esleme, M(Llw (G), S, (G)) ve M s, uzaylar

arasinda bir izometri teskil eder.
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3. MATERYAL VE METOT

Bulgular boliimiiniin ilk kisminda tanimlamis oldugumuz M (p,q,w)(R‘l)
uzaymin bazi ozellikleri (Grochenig, 2001) ve (Giirkanli, 2006) calismalarindaki
yontemler kullanilarak incelendi. Yine kapsama oOzellikleri (Duyar-Giirkanli, 2003)
calismasindaki metotlar kullanilarak, kompakt gomiilme 6zellikleri ise (Boggiatto-Toft,
2005) ve (Giirkanli, 2007) calismalarindaki metotlar kullanilarak arastirildi.

Bu boliimiin ikinci kisminda ise tanimlamis oldugumuz S(p,q,r,w,a))(Rd)
uzaymin bazi Ozellikleri (Giirkanli, 2006) calismasindaki yontemler kullanilarak
ispatlandi. Yine kapsama ve kompakt gomiilme 6zellikleri i¢in (Boggiatto-Toft, 2005)
ve (Giirkanli, 2007) cahsmalarindan, S(p,q,r,w, a))(Rd) uzaymnin dual uzay: i¢in de
(Giirkanli, 2006) calismasindan ve (Liu-Van Rooij, 1969) caligmasindaki duality
teoreminden yararlanildi. M (p, g, w)(Rd) ve S(p,q,r,w, a))(Rd) uzaylarinin carpanlar
uzaylan da (Rieffel, 1969) ve (Giirkanl, 2005) calismalarindaki metotlar kullanilarak
bulundu.

Bulgular béliimiiniin son kisminda tanimlanan Qﬁf,” "’)(Rd) uzaymin bulunan

ozellikleri i¢cin (Boggiatto-Toft, 2005) ve (Giirkanli, 2006) ¢alismalarindan yararlanildi.
Yine QM7 ’q)(Rd) uzayinin bir Q, (Rd) Sobolev-Shubin uzay1 oldugu gosterilirken de

g.w
(Boggiatto-Cordero-Grochenig, 2004) ve (Boggiatto-Toft, 2005) c¢alismalarindaki

yontemler kullanildi.
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4. BULGULAR

4.1. M(p,q,w )(Rd) Uzay1 Uzerinde Gabor Analizi

Bu bolimde bir M(p,q, w)(Rd) uzayl tamimlanarak bu uzayin bazi1 temel
ozellikleri incelenecektir.

4.1.1. Tannm: g #0, ge S (Rd) bir pencere fonksiyonu ve 1< p,g <o olsun.
w, R** iizerinde taniml bir Beurling agirlik foksiyonu olmak iizere bir M ( D9, w)(Rd )

kiimesini

Worl,, . <=

pq,w

M(p,q,W)(R")={f€ s(r?)

biciminde tanimlayalim.

Herhangi iki f,he M(p,q,w)(Rd) alalim. Buradan f,he S'(Rd) ve
V.f.V,he L(p,q,wd,u)(Rz") olup S'(Rd) ve L(p,q,wd,u)(RZd) birer vektdr uzay1
oldugundan f +he S'(Rd) ve V. (f+h)=V,f+V,he L(p.q, wd,u)(Rz") yazilarak
f+he M(p,q, w)(Rd) bulunur. Yine herhangi bir fe M(p,q, w)(Rd) ve aeC
verildiginde ~ afe S'(R') ve  V,(af)=aV,fe L(p.q,wdu)R*)  olup,
afeM(p,q, w)(Rd) elde edilir. M(p,q, w)(Rd) uzaymnin vektor uzayr olmanin diger
kosullarim sagladigimi gostermek kolaydir. O halde M (p,q, w)(R") uzayl bir vektor

uzayidir.

M(p.q, w)(Rd ) vektor uzayi tizerinde

17 Loy =V 7|

rq.w

fonksiyonunu tanimlayalim.

4.1.2. Onerme: (M(p,q,w)(R")

,|||| M (paw) ) Bir normlu uzaydir.

Ispat: 1) ||-||pq’w fonksiyonunun L( p,q,wd,u)(RZd) vektor uzayi lizerinde bir

norm oldugu (Duyar-Giirkanli, 2003) c¢alismasindan bilinmektedir. Buradan her

feM(p.g,w)(R") igin "f”M(

p.q.w

y=[ver] >0 elde edilir.

q,w

2) Herhangi f,he M (p,q,w)(Rd) verildiginde, ||~||pq,w fonksiyonunun norm

oldugu kullanilarak
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|.£ -+

M(pqw

—||V f+h HI f+h)(t)glt—x)e > dr

pq,w

= I(f(t)+ (1)) g(t — x)e ™™ dt

Rd

prq.w

= jf t—x)e 2"”7’alt+j )g(t —x)e™ di

pg,w

=Wer+vil,,, <lvesl,. +1vid

pq.w pq.w pq.w

= ||f||M(p,q,w) + ||h||M(Paqu)

bulunur.

3)Her fe M(p,q,w)(Rd) ve Ae C igin

=[v.@5),,, = H J;(ﬂf)(l)g(l—X)e‘z’””’ dt

|2

Pq.w)
pa.w

= J./if(t)git—xie"m”’dt

=|[4 J. £(t)glt = x)e ™™ dt

=|avo s, =1lvis],,, =120 gy
olur.
4) Her feM(p.g.w)R') igin |f],,.=[Vef] =0 otsun [

fonksiyonu L(p.q, wd,u)(R 2 ) izerinde bir norm oldugundan

fol] J.f glt=x)e ™" dr=0

yazilir. g #0 oldugundan f =0 bulunur. Tersine eger f =0 ise V, f (x,7)=0 olup

Vs | =1l =0 elde edilir.

pq.w M(p.q.w

O halde (M (p.q, w)(Rd ), "‘”M(p,q,w) ) bir normlu uzaydir.

4.1.3. Yardimcr Teorem: 1< g< p<oo olsun. Eger fe L, (Rd ) smirli ve
siirekli bir fonksiyon ise bu takdirde f e L( p,q,wd,u)(Rd) olur.

Ispat: p>¢g>1 olsun. Herhangi bir fe L, (Rd) stirekli ve sinirl fonksiyonunu

alalim. Buradan
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x4 = 4 .

=%f [ () ax
1 7—1 7—1 "
J.x ] dx + J (x)] dx
0

yazilir. f* fonksiyonu [0,1] aralig1 tizerinde siirekli oldugundan

o L lacs[ s 0] [ a2 swp )| <o)

0 xe [0 1 0 xe[O l]
bulunur. Yine xe€ [1 oo) ve p2g=1ise xﬂl [f ],, < [f*(x)]q olmasi ve
(1" wa=[[r* @) a
RY 0
esitligi kullanilirsa

[ [ av<Jlr ) ae< ][ 0 =

1

= [0 we)ar= [ 0" |7 < @)

1w

<||f||“I|f Jwle dt—llfll“llf

olur. Boylece ||f||:q,w <o olup, fe L(p,q,wd,u)(Rd) bulunur.

4.1.4. Onerme: ge S (Rd) bir pencere fonksiyonu ve 1< p,q < oo olsun. Yine
w Beurling agirhik fonksiyonu da sabit bir C >0 reel sayisi ve Ne IN igin
|w(z)| < C(1+|z|)N kosulunu saglasin. Bu takdirde S(Rd)c M(p.q, w)(Rd) kapsamasi
vardir.

Ispat: Herhangi bir fe S (Rd) alalm. Once p <gq oldugunu kabul edelim.
fes (Rd )C S '(Rd) oldugundan (Grochenig, 2001) calismasindaki 11.2.5. Teoremden

dolay1 V, f € S(RZd) olup

sup{(L+]2])'V, £(z)f< oo

zeR*

bulunur. Boylece

£ o g =V 7|

= | (el (=) v |

1’ g, ‘1 pq.w
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z )_”

< sup{(1-+[2[)'v, sl

<Zsel;g{(l+|2|) V@]
= sup (R E)RAE }H( )" i 3)
—il;R{(1+|Z|) Vf )}( Z)_nw%

v, s N e 1[4

< sup {(

zeR*

1

—C"sup{(1+|z|) v, f( )}

€R*

( z )—n+ )

p

)" e 7(R*) olacak sekilde bir n, e IN sayisi vardir. Eger n

bulunur. Yine (

)—n+ﬁ+n0 <
zl) » 7 L1 yazilr.

sayisi, n 2> N +n, olarak secilirse —n+ N +n, <0 olup, (1 +|

Buradan (1+]z )_"% < (1+|z| )™ bulunur. Z”(R**) uzaymmn kati uzay olmasi ve
(1+|z )_"“ el (R 2d) olmasi kullanilirsa
)] <], <
» p

elde edilir. Boylece (3) ifadesinden

1

il N
=07 sup{(14[2f) v @) )| <o

| 7]

M(p.g.w
p

bulunur.

Simdi de p>g oldugunu kabul edelim. Eger |w(z)|<C (1+|z|)N kabulii

kullanilirsa
27|l sl 0] =] e
olup 7 sayist yeterince biiyiik segilerek (4) ifadesinden
‘( )" I,WSCH(“V)_M <o
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bulunur. O halde 4.1.3.Yardimci Teoremden dolay1

Ji+]<)

< oo
pq-w

olup, (3) ifadesinden

”f”M(p,q,W) - H ng

elde edilir. Buradan ||f ||M(

< oo
pq.w

KA (R

) <eo yazilr. Boylece S(Rd)c M(p,q,w)(Rd)

< sup {(l + | 2z
pq-w €R¥

Pgw

kapsamasi bulunur.
4.1.5. Tanm: y sifirdan farkli bir pencere fonksiyonu, F de R’ iizerinde

tamiml bir fonksiyon olsun. Bu takdirde V, Gabor doniistimiiniin adjointi

V,F = [[ F(x,y)M T ydxdy
RZd
biciminde tanimlanan dogrusal bir operatordiir.
Bundan sonra verecegimiz baz1 teorem ve onermelerde polinom tipli Beurling
agirhik fonksiyonlar1 kullanilacaktir. Okuyucuya ornek olmasi bakimindan, buna en
klasik 6rnek, z = (x,w)e R* ve s >0 olmak iizere

s

n(@)={1+[el) = ”@z?]g =(1+(x2+wz);J

s

agirlik fonksiyonudur.

4.1.6. Teorem: Sifirdan farkli herhangi iki g,ye S (R") pencere fonksiyonu
verilsin. 1< p<oo, 1<g <o ve w da polinom tipli bir Beurling agirlik fonksiyonu
olsun. Bu takdirde

1) V, doniisiimii L(p.q, wd,u)(R 2 ) uzaymdan M (p,q, w)(R ¢ ) uzayina tanimli olup

V2 F Ly <1V 1P

P.q.w pq.w

esitsizligi saglanir.

) F=V,f ise M ( P9, w)(Rd) uzayindaki ters Gabor formiilii

1
=—([v. fx.y)M T ydxd
! <7,g>,£[ of Loy )M T,y dsdy

olur.
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Ispat: 1) Herhangi bir FeL(p,q, wd,u)(R 2") alalim.
L(p,q,wd,u)(RZd)C L(p,q)(de) oldugundan F e L(p,q)(de) olur.  Once
V.FeS '(Rd) oldugunu gosterelim. Bunun icin herhangi bir fe S (Rd) alalim.
l+i,:1 ve l%—i,:l olmak iizere
p p q9 9

SR e M(p.q)R")={re s RY)|V,f e Lp".q)(R*)}
kapsamasi (Giirkanli, 2006) calismasindaki 2.1. Onermeden bilinmektedir. Boylece
feM(p, q')(Rd) olup, buradan da V, f e L( p',q')(de) elde edilir.

Yine, ispati p>¢g ve p <g olmasi durumlarinda yapacagiz. p >q ise 1 < 1

P q

olup buradan 1— 1 >1- 1 yazilir. Boylece L, > i, olup p’<q’ bulunur. p<gq ise
p q P 4

benzer sekilde p” > g’ elde edilir.
Once p=>gq olsun. Bu takdirde p"<g’ olup, Lorentz uzayr icin Holder
esitsizligi kullanilirsa,

V'F = ” F(x, y)MyTxydxdy

/4

oldugundan,
|<V;F,f>| = <” F(x,y)Myij/(t)dxdy,f> J{”F X,y M T 7/ dxdyjf_t)dt
= LjF(x,y)(jMyTxy(t)mdt dxdy| = UF(x,y)<MyTx;/(t),f(t)>dxdy
= ”F x,y) fM T 7/>dxdy 'UF(x,y)Vyf(x,y)dxdy :|<F,V7f>|
S L L% WO 1 O % RS L o )
=7, () (2" V, |

<1l fsupf v, e el |
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bulunur. Yine (l+|z| )" er” (de) olacak sekilde bir ne IN sayis1 vardir. Dolayisiyla
[@+12)"

sup {(l + | Z|)n V.f (z)}< oo yazilir. Boylece
zeR*

<o olur. Ayrica (Grochenig, 2001) ¢aligmasindaki 11.2.6. sonugtan dolay1

p

e sle1, sl el sl )] <

olup, V)F, § (Rd) tizerinde siireklidir. Yine V,F doniisiimiiniin dogrusal oldugunu

gostermek kolaydir. O halde V, F € S'(R ‘1) bulunur.

Simdi p<g olsun. Bu takdirde p’>¢g" olur. Yine (1+|z|)_” simirli ve
stireklidir. Ayrica yeterince biiyiik » igin
[+l <o
olur. Boylece (Giirkanli, 2005) calismasindaki 2.1. Yardimci Teoremden dolay1
yeterince bilylik z icin

< oo
e

I

yazilir. Yine (5) ifadesi kullanilirsa

z )_”

<o (6)

{sup{(1+|z|) v, f(z }H 1+|4)™

bulunur. Dolayisiyla V,F € § '(Rd) olur.

G2y E N A
| rq

pq,w| pq.w

O halde 2.33. Teoremden dolay1 V,F e S '(Rd) elemaninin Gabor doniistimii

vardir ve bu doniisiim siireklidir. Eger V. iM,T“ng yi—e ~2mls V 7(u xt—y)

esitligi kullanilirsa

V.,V F(ut =<VFMTg> (F.v,(M,T,g))

" u

= ” T, 8)x, y)dxdy

xyV}/u x,t— y)e ™) dxdy

=, =
n'—o

olup, buradan

|VV Fut|<”|ny||V}/u Xt—y |dxdy (|F| |V7/|)ut @)
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bulunur. Ayrica Fe L(p,q,wdﬂ)(R”) g.7€ S(Rd), V,ye S(de), V,ye LIW(RM),

L(p.q. wd,u)(de) uzaymn L, (de )—modiil olmasi ve (7) esitsizligi kullanilirsa

®)

V'F

=[v. v F)

<|iFlefv.r

<|Fl,,.

Vv
|M(p,q,w pa.w pa.w 7 Lw

elde edilir.
2) F=V,fe L(p.q, wd,u)(Rz") ise teoremin birinci kismindan dolay1
V.F=V)V fe M(p.q, w)(Rd) olur. Yine g,ye S(Rd) oldugundan <7/,g> < oo olup,

M(p.q, w)(Rd ) uzayinin vektor uzayr olmasindan dolay1

F= Ll vV fem(p.gw)r)

(r.8)
yazilir. Dolayisiyla f , S '(R d) uzayimnin da elemanidir. O halde (Grochenig, 2001)
calismasindaki 11.2.7. sonugtan dolay1 f = f esitligi elde edilir.
4.1.7. Onerme: 1< p <o, 1<g<oo ve w da polinom tipli bir Beurling agirlik

fonksiyonu olsun. Bu takdirde, M (p,q,w)(Rd) uzaymin tanimi, ge S (Rd) pencere
fonksiyonundan bagimsizdir. Farkli pencere fonksiyonlar1 denk normlar olusturur.

Ispat: Farkli iki pencere fonksiyonu 8.8, € S(Rd) olsun. 4.1.6. Teoremin
birinci kismindaki ispatta g =7, ||g||2 =1 alimir ve (8) esitsizligi kullanilirsa her
feM(p.g.w)R) igin

1700 =1V 7|

esitsizligi elde edilir. Yine g ve g, fonksiyonlarinin yerleri degistirilerek

"f”M(p,q,W) - ||V8f| = ||Vg (Vg*ovgo f)"pq,w S ”Vé’ 8o Vgo f

=, vvr)  <lvos| |v.s] =c|v.r|,. ©

Pqw Pqw Lw pq-w

(10)

pq.w

=Cy|v..f|

1w |pq,w

pq.w

esitsizligi bulunur. Béylece (9) ve (10) esitsizliklerinden

< C1||ng|

pq.w = ||Vgo f|

pq.w pq.w

1
.

elde edilir. Boylece ||ng f | normlar1 denk olur.

pq.w

ve ||ng|

pq.w

4.1.8. Onerme: 1< p<o, 1<g<o ve ge S(Rd) olsun. Yine w agirlik

fonksiyonu da sabit bir C >0 reel sayis1 ve bir Ne IN ig¢in |w(z)|SC(l+|Z|)N
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kosulunu saglayan polinom tipli Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde S (Rd)
uzay1 M(p,q, w)(R ¢ ) uzayinda heryerde yogundur.

Ispat: ge S (Rd) pencere fonksiyonunu ||g|| , =1 olacak sekilde segelim.
Herhangi bir fe M(p,q,w)(Rd) verilsin. Buradan V, f € L(p,q,wd,u)(Rz") olur.
fes '(Rd) oldugundan (Grochenig, 2001) calismasindaki 11.2.3. Teoremden dolay1
V,f siireklidir. Simdi her ne IN igin K, = {z| |2 < nfc R* kompakt kiimeler
dizisini gostermek iizere

F)=V s (z>={

ng(z)7 ZEKV!
0 ,ze K,

fonksiyonlarmni tanimlayalim. Her ne IN ic¢in F, fonksiyonlarinin K, kiimesine

kisitlanmasi siireklidir. (1+|z|) siirekli, F,(z) kompakt destekli oldugundan

(1)) £, ()= (4 =] (V, 1 (D (2)
fonksiyonu da kompakt desteklidir. Ayrica K, iizerinde siireklidir. O halde k >0 i¢in
1+ ||7, ) <,

olacak sekilde bir C, >0 sayis1 vardir. Boylece F, (z) cabuk azalan bir fonksiyondur.

Eger f, =V, F, denirse

V,F, ”F xyMTg t)dxdy

- ” Vof X, )(X,Y)M),Txg(t)dxdy

R2d

= [[ (v, £ )ex. )M T, g (¢)dxdy

olup (Grochenig, 2001) ¢aligmasindaki 11.2.4. Onermeden f, € S (Rd) bulunur. Simdi

( £, )nE y dizisinin M (p,q,w)(Rd) uzaymda f fonksiyonuna yakisadigim gosterelim.

Eger (8) esitsizligi kullanilirsa,

M(P;‘I W ‘ g n H p q, w)
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= ” V, f(x,y)M T g(t)dxdy - H F,(x,y)M T, g(t)dxdy

R2

M(p.q.w)

- _[,[ (ng - F, )(x’)’)MyTXg(l‘)dxdy

M(p.q.w)

=[viver £, ... =lv.0: v, r=F)) (11)

prq,w

<Vl Jves =Fl,,. =lwveel|ves =Ves |

pPq.w rq.w

<|cli+[4)v,¢

1”ng(1_;{1<,, )"

rq,w

< CH(1+|z|)NVgg

1”ng(1_/1/1<,, )"

prq,w

bulunur. Ayrnica V, g€ § (de) oldugundan

||(1+|z|)NVgg

5
olur. Yine h(z)= |Vg f (1— Xk, )| dersek her ze K, i¢in }}_}12 Xk, (z)=1 olacagindan
lim h(2) = lim|V, £(1- 7, )| = lim|v, £ (2] (1= 2., )z)| =0
bulunur. Ayrica (Duyar, 1998) ¢alismasindaki 4.3.3. Onermeden dolay1 her 7 > 0 icin
iy, £(1-2, "0 =0

olup, buradan da

1
u

time (v, £(1- 2 ) O =0
yazilir. Yine
n(e)=|v, £ 2)||(1- 2, )| < |V, £(2)]
ve V,feL(p.qwdu)R*) oldugundan (h(z))" <(|v,f(z)|)" olup, monoton

yakinsaklik teoreminden dolay1
. T I itk 4
i e (v, 71, ) O ar =0
0
elde edilir. Buradan da

lim|v, £(1-z, )] =0

pq.w
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olur. O halde herhangi bir € > 0 sayis1 verildiginde her n > n, oldugunda

&€
V. fll-
st=2 . < T,

olacak sekilde bir n, € IN sayist vardir. Eger (11) esitsizligi kullanilirsa ayn1 £ >0

say1s1 ve n, € IN i¢in

| y

)scH(1+|z|)N :

M(p.q.w pqg.w

£
e+ )"

< CH(1+|Z| )'v,

bulunur. O halde S (Rd) uzayr M ( p,q,w)(Rd) uzayinda heryerde yogundur.

4.1.9. Teorem: 1< p<c, 1<g<o ve w, polinom tipli bir Beurling agirlik
fonksiyonu olsun. Bu takdirde M ( p,q,w)(Rd ) uzay1 Banach uzayidir.

ispat: M( p,q,w)(R") uzayinda herhangi bir (f,) = Cauchy dizisi alalm. Bu
takdirde (Vgo f, )neIN . L(p,q.wd ,u)(de) uzayinda bir Cauchy dizisi olup,
L(p.q,wd ,u)(de) bir Banach uzayi oldugundan bu dizi L(p,q,wd ,u)(de) uzayinin

bir F' elemanina yakinsar. O halde herhangi bir £€>0 sayis: verildiginde her n>n,

oldugunda

| y

) < _ (12)
pa-w ||go||22||v‘5’0g0||1’w

”Vé’of”_

olacak sekilde bir n, € IN sayisi vardir. Ote yandan F e L(p.q, wd,u)(RZd) oldugundan

4.1.6. Teoremden dolay1 bir f fonksiyonunu

f= ”F x,y)M T .8,dxdy

2 80
e o|| ||go||

seklinde tanimlayabiliriz. Yine ayni teoremden dolay1 f e M (p,q, w)(Rd) olur. Benzer

sekilde f, e M ( p,q,w)(Rd) elemanlari i¢in de

| R
fﬂ = ”g ”2 Vgo (Vgof;l)
01l2

yazilir. Boylece
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1 . 1 .
1=l Ve F =5 Ve Ve
||g0||2 ||g0||2 M(p,q,w)
1 * *
= 2 (Vg(]F _Vgovgo f” )
||g0 ||2 M(p,q,w)
" 8o ” " M(p.g.w)

bulunur. Eger 4.1.6. teoremin 1. kism1 ve (12) ifadesi kullanilirsa

1= il =l Ve (F =V, £.)

M(p.g.w)

Sllé’ollf”"gogo "w”F—Vgof,, ”

pq.w

-2
S||g0||2 HVgogO 1 -2 =
"ol Ve,
8oll, ||Ve, 80 L

elde edilir. O halde M(p,q, w)(R ¢ ) uzay1 bir Banach uzayidir.
4.1.10. Teorem: w bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde

i) M(p,q, w)(Rd ) uzayi otelemeler altinda degismez kalir ve her ze R?

171 Dyt <O 11,

M(p.gq.w) (p.g.w)

esitsizligi saglanir.
ii) 1< p <o ve 1< g <o olmak iizere R’ kiimesinden M(p,q,w)(Rd) uzayina

giden z = T, f fonksiyonu siireklidir.

ispat: i) Herhangi bir he L(p,q, wd,u)(RZd) ve (x,y)e R* icin
| T(va)h|

esitsizligi (Duyar-Giirkanli, 2003) calismasindaki 2.1. Onermeden bilinmektedir. Eger

J'TM ()M T, g(¢) dr

<(w(x,y))» ||h|| (13)

Pq.w pq.w

|Vg(TxMyh)(”v77)| <TM hMTg |_

n-u

=| [ (M,n)e-x)M,T,g()de
Rd

= | [ o= )T, g0

R d
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esitligi kullanilir ve # —x = v denirse

| v, (TXMyh)(u,n)| = I ¥ p(r — x)M”Tugit ) di

Rd

= jez’”yvh(v)M T g(x+v)dv

n-u
RY

= I h(v)T_xM”Tug(v)e"myv dv

Rd

= I h(v)M_yT_XM”Tug(v)e'myv dv

Rd

-yt —x

o, = o, 7]

= e_zm'7<h, M”_yTu—xg> | = | Ve h(u X y)|

= | T(va)vgh(u’n)|

elde edilir. Yine (13) ifadesi kullanilirsa

T, Veh| < (wlx, W) v (14)

pqw pq.w

”Vg (TXM),h)” =|

pq.w

esitsizligi bulunur.
Simdi herhangi bir f e M(p,q,w)(Rd) ve z€ R? verilsin. Eger
V() y)|=| e (£ M, T, g)|=| ™™V, f(x=2.)]
=|V, flr=2.3)|=| TV, £x.)|

esitligi ve (14) ifadesi kullanilirsa

<(w(z )|V, £

” Tzf"M(p,q,w) :”Vg (Tzf)"p,,,w :| T(z,O)ng"pq,w paw

= (W(Z,O)ﬁ”f”M(

Peqw)
bulunur. O halde M ( P.q, w)(Rd ) uzay1 otelemeler altinda degismez kalir.

ii) Oteleme fonksiyonu dogrusal oldugundan, ispat icin 0e R‘ noktasindaki

siirekliligi gostermek yeterlidir. Bunun igin de bir (z,)

n/neN

lim7, f = f oldugu gosterilmelidir. Herhangi bir f € M (p,q,w)(R*) icin

n—oc0
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|..r =71, =[v.r.s)-v.s]

AW

p.q,w pq.w pq.w

| v,

= e T, oV, £)+ eV, f eV, £ -V, f|

pg.w

<le o, oW p)=e v g+l 1)y g

pq,w

= || o 2P (T( Z,"())(ng)—vgf) || + || (e—Zﬂyz,,i _ 1) ng ||

pq.w pgq.w

(15)

= T, oWV, f)-V,f |+ (o2 —1)ng|

JZB% pg.w

yazilir. Yine herhangi bir Fe L(p,q,wd,u)(RZd) icin (z,t)—)T(M)F fonksiyonunun

R*? uzayindan L(p,q,wd,u)(Rz‘i) uzayina siirekli oldugu (Duyar-Giirkanli, 2003)

calismasindaki 2.2. Onermeden bilinmektedir. O halde V,f e L(p.q, wd,u)(RZd)
oldugundan (z,t) > T, ,V, f fonksiyonu da R** uzayindan L(p,q,wdlu)(de) uzayina
stireklidir.  Boylece eger limz, =0 ise lim( zn,O):(0,0) olup, buradan

}ll_)l’ET( . 0)Vof =V, f yazilir. O halde verilen bir £ >0 saysi i¢in her n 2 n, oldugunda

[T 0Vr)-ver],,, <5 (16)

pag.w
olacak sekilde bir n, € IN sayis1 vardir.
Yine
h, (x,y)=]e =1||V, £ (x,y)|
denirse, ,11131” z, =0 igin
lim/,, (x,y)=0

olup, (Edmunds-Evans, 2004) calismasindaki 3.2.4. Onerme (10). 6zelliginden dolay1

her # >0 icin

tim(r, (x,y)) (£)=0

n

bulunur. Buradan

4

ime? |(n, (o)) )] =0

n—oc0

olur. Boylece
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h, (x,y)=| e =1]|V, f(x.y)| <2V, £ (x.y)|

n

esitsizligi kullanilirsa,

(h, (y)) <2V, 7))
buradan da

4.,

o [(n Gey) T < o [(2|vgf(x, )| )]

4

yazilir. Yine V f € L(p.q, wd,u)(Rz") oldugundan 2¢”

q

[(|ng(x,y)| )]q e 1)(0,00)

olur. Boylece Lebesgue monoton yakinsaklik teoreminden dolay1

9

tim [ o [0, o)) OF a=tim [ o2 (e 1), ) O] ar =0

yani

(e 1) )] =0

%
pq,w

bulunur. Yine ||||;w fonksiyonu ile ||.||pq’w normu denk oldugundan

tim| (¢ —1)(v, 7)] =0

elde edilir. O halde aym1 € >0 sayis1 ve her n > n, icin

e -, )

olacak sekilde bir n, € IN sayis1 vardir. Eger n, = mak{nl,nz} denirse (15), (16) ve

£
— 17
<3 a7

pa.w

(17) ifadelerinden her n = n, icin

E &£
<—+==¢
w22

AEE T. oV, f)-v, 7| o [l =1)v, |

bulunur. Dolayisiyla R? kiimesinden M (p,q,w)(Rd) uzayma giden z T, f

fonksiyonu siireklidir.

4.1.11. Yardime1 Teorem: Bir w:R** — R* Beurling agirlik fonksiyonu
verilsin. Bu takdirde
v:R - R*

X - v(x) = w(x,O)
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seklinde tanimlanan v fonksiyonu da R iizerinde tammli bir Beurling agirlik

fonsiyonudur.

Ispat: w bir Beurling agirlik fonksiyonu oldugundan v olgiilebilir, yerel sinirh

ve her xe R igin v(x) = w(x,0)>1 olur. Ayrica x,,x, € R? icin
v(x1 + X, ) = w(x1 +x, ,0) = w( (xl ,0) + (x2 ,0) ) < w(x1 ,0)- w(x2 ,O) = v(x1 ) v(x2 )
oldugundan, v bir Beurling agirlik fonksiyonudur.

4.1.12. Teorem: 1< p<o, 1<g<oco olmak ilizere w agirlik fonksiyonu
polinom tipli bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. v agirlik fonksiyonu 4.1.11.
Yardimci Teoremdeki gibi tanimli olmak iizere M ( p,q,w)(R d) uzay1 L, (Rd) tizerinde
bir Banach modiildiir.

ispat: Herhangi bir fe M(p,q, w)(Rd) ve helL, (Rd) verilsin. Buradan
V.fe L(p.q, wd,u)(de) olup (Duyar-Giirkanli, 2003) calismasindaki 2.1.0Onermeden

dolay1 ze R* olmak iizere

|, )] <] v.r]

pPq.w pq-w

esitsizligi yazilir. Ayrica g*(x)= gi—xiolmak lizere ng(u,n)z e (f *M,]g*)(u)

esitligi de kullanilirsa

1 Ml =1V B =™ () m 7))
:H(f*h)*M”g* pa.w :Hh*(f*M”g*) Pa.w
= Ih(z)(f*M”g*)(u—t)dt
<[] h(t)(f*M,,g*)(u—t)”wdx (18)

dt

pq.w

= j @)V, f (u—t.)

= jd |h(t)H

T(f,o)(ng(Mﬁ))H dr

pq.w

< [ [H) 0o 0)s v, £ ar

p pq.w
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<[v, s HW j |(e)|w(2,0) dr

s”vgf

o | O =[ £, A
Rtl

bulunur. Banach modiilii olmanin diger kosullarinin saglandigin1 gostermek kolaydir. O
halde M(p,q, w)(Rd) uzay1 L, (Rd) iizerinde Banach modiildiir.

4.1.13. Teorem: 1< p<oo, 1<g<co, w, polinom tipli bir Beurling agirlik
fonksiyonu, v agirlik fonksiyonu da 4.1.11. Yardimc1 Teoremdeki gibi tanimli olsun.
Bu takdirde M(p,q, w)(R d) uzay1 L, (Rd ) uzayinda esas Banach modiildiir.

Ispat: M ( D4, w)(Rd) uzayinm L (R d) iizerinde Banach modiilii oldugu 4.1.12.
Teoremde gosterildi. Simdi herhangi bir fe M(p,q, w)(Rd) alalm. R? kiimesinden
M(p.q, w)(Rd) uzayina giden z—T7,f fonksiyonunun siirekli oldugu 4.1.10.
Teoremden biliniyor. Bu takdirde her £ > 0 sayist ve ze€ U igin

17,1 = f Ly

< €&
Pp-q:w)

olacak sekilde R‘ nin biriminin kompakt bir U komsulugu vardir. Bir he L (Rd),

h >0 stirekli fonksiyonunu J.h =1 ve supph c U olacak sekilde se¢elim. Bu takdirde
U
her ze U ig¢in

[ £ =l = | [ 22D (= 2)dz = [ h(2)f (v)dz

4.w)
RY R

M(p.q.w)

= '[ hz)f(y-2)-f(y))dz

R d

M(p.q.w)

< j W TS =y <€ j Wz)dz = ¢
U U

bulunur. Béylece h* f e L, (Rd )* M(p.q. w)(Rd) oldugundan L| (Rd )* M(p.q, w)(Rd)
uzayr M (p,q,w)(Rd) uzayinda her yerde yogundur. O halde Module Factorization
teoremine (Wang, 1977) gore L, (Rd)* M(p,q,w)(Rd): M(p,q,w)(Rd) olup,

M(p.q, w)(Rd) uzay1 L, (R d) uzay1 iizerinde esas Banach modiildiir.
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4.1.14. Uyarma: L (Rd) Banach cebirinin en az bir (ea) sinirh yaklasik

ael

biriminin varlig1 biliniyor, (Gaudry, 1969). Yine 4.1.13. Teoremde M (p,q,w)(Rd)
uzaymn L (Rd) uzay: iizerinde esas Banach modiil oldugu gosterildi. O halde Doran-

Wichmann 15.3. sonuctan dolay: her f e M(p,q, w)(Rd) icin lime, * f = f olur.

4.1.15. Onerme: 1< p <o olsun. Eger polinom tipli bir w Beurling agirhk
fonksiyonu C >0 olmak iizere w(y,—x)<C w(x, y) kosulunu saglarsa, bu takdirde
M(p, p, w)(Rd ) uzay1 Fourier doniisiimii altinda degismez kalir.

Ispat: Herhangi bir f e M(p,p,w)(Rd) ve g€ S(Rd) verilsin. S(Rd) uzay1
Fourier doniistimii altinda degismez kaldigindan ge S (Rd) olur. Yine 4.1.7.
Onermeden dolay1 M ( P, D> w)(Rd) uzayinin tanimi pencere fonksiyonundan bagimsiz

<C, " V. f ” yazilir. Ayrica

pp.w

olup g,g¢ S(R") pencere fonksiyonlari igin " Vg f ”

pp.w

|| f || = || f ||p,wl7 olmasi ve V, f (x,y)=e?™ Vv, f (y,—x) esitligi kullanilirsa

pp.w !

~ P
vt =<c

pp,w

p P

1

v,f v, f

|7

=C1

pp,w

P
M(p.p.w) pw’

o [

RZJ

=C, ” Vg,f(x,y)rw(x,y)dxdy
R2d

=C, ” |ez’”xngf(— y,x)|p w(x,y)dxdy
R2d

=C, ” |ng(— y,x)|pw(x, y)dxdy
R’.’d
bulunur. Eger w(y,—x) <C w(x, y) hipotezi kullanilirsa

w(n.—u)dn (- du)

|I’

"f”M(p,,,,w) - CII,L[ |ng(u,77)

<C C[[ |V, flu.n)| wu.n)dndu = C,|v, f[" .
R pw’

=Gl

. C2||f||;/1( )y <

p.pw
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olup fe M(p, p,w)(R?) elde edilir.

4.1.16. Teorem: 1< p,g <o olsun. 1 + L, =1 ve 1 + i, =1 olmak iizere

p p q 4
M(p,q, w)(Rd ) uzayinin (M (p.q, w)(Rd )) duali M(p’,q, w)(Rd ) uzayidir. Ayrica
M(p, q',w)(Rd) uzaymm  her elemam, he M(p q',w)(Rd) ve  her
feM(p.g,w)(R") igin

(fh)=(V V)= [V, f(2)V,h(2)de

ile temsil edilir.

Ispat: L(p,q,wdu )(R 2 ) agirlikli Lorentz uzayinin dualinin
L(p’.q' wdu )(R 2 ) oldugu (Chung-Hunt-Kurtz, 1982) ¢aligmasindan biliniyor.
Herhangi  bir  he M(p',q, w)(R 4 ) alaim.  Buradan  he S '(Rd ) ve

V.he L(p'.q, wd,u)(Rz") olur. M(p,q, w)(Rd) uzay! lizerinde bir /, fonksiyonunu
L(£)= [V, f(2)V,h(z)dz
RZd
biciminde tamimlayalim. Bu fonksiyon sinirhi ve dogrusaldir. Gergekten de herhangi
a.feC ve f,.f,e M(p.q.w)(R") igin

lh(afl +;Bf2 ): '!.Vg(a',fl +ﬂfz)(z)vgh(2)dz

- I (avgfl + BV, [ )(Z)Vgh(z)dz

R

—a j V, £V, h(Z)dz + B j V, f,(2)V, h(z)dz

:alh(fl)"'lglh(fz)

olup, /, dogrusaldir. Ayrica, agirlikli Lorentz uzay: i¢cin Holder esitsizligi kullanilirsa

1.(r)]= <|vis]

Voh|  <eo

pa.w Pq’w

[dng (2)V, h(z)dz

olup, [, simrhdir. Boylece [,, M (p.q, w)(Rd) uzay1 lizerinde siurlt ve dogrusal bir
formdur. O halde

M(p'q' w)R")c (M(p.q.w)R?)) (19)
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olur.
Tersine, herhangi bir /€ (M (p.q, w)(Rd ))* verilsin. L(p,q, wd,u)(Rz") agirhikli
Lorentz uzaymn bir V' alt vektor uzayini
v={re L(p.q.wdp)(R* )| f € M(p.q.w)(R*) ve F -v,f}
biciminde tanimlayalim. Bu V vektdr uzaymi L( p,q, wd,u)(de) uzayinin normu ile
donatalim. Bu V uzay1, L(p,q, wd,u)(Rz") uzayinin bir kapali alt uzayidir. Gergekten,

herhangi bir F e % icin F ye yakinsayan bir ( | )neN dizisi vardir. Ayrica her ne N
icin F, eV oldugundan V, f, =F, olacak sekilde bir f, € M (p,q,w)(Rd) bulunur.
Yine (Fn )neN dizisi L(p,q, wd,u)(Rz") uzaymda Fe L(p,q, wd,u)(RZd) elemanina

yakinsadigindan bir Cauchy dizisidir. Dolayisiyla herhangi bir € >0 sayis1 verildiginde

her m,n = n; i¢cin

olacak sekilde bir n, € IN sayis1 vardir. Buradan

<€
pq-w

=V S =Vl

pq.w H

<€
rq,w

4-w) = “ Vg (fn - fm)

miiM(p pq.w

olup, ( f. )neN dizisi M(p,q, w)(Rd) uzaymda bir Cauchy dizisi olur. M (p,q, w)(Rd)
uzay1 bir tam uzay oldugundan f, — f olacak sekilde bir f e M (p,q,w)(Rd) vardir.
Yine M(p,q, w)(Rd) uzaymndan V uzayma giden ve

V,:M(p,q.w)R") >V

u - Vau=U
biciminde tanimlanan V, Gabor doniisiimii izometrik izomorfizmdir. Gergekten verilen

herhangi a,f e C ve u,ve M(p,q,w)(Rd) icin

v, (au+pBv)(x,y)= I(a’u+,3v)( Hglt—x)e ™ dt
I au)(t)g(t—x)e ™ dt+_[ Bv) () gt —x)e™ dr
u(t)glt—x)e?™ dt+,BI )g(t —x)e™™ di

RI

=aVu(x,y)+pV,v(x,y)
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olup, V, doniisiimii dogrusaldir. Yine herhangi bir ue M (p.q. w)(Rd) igin V,u=0
oldugunda g =0 veya u =0 olur. Ancak g #0 oldugundan u =0 bulunur. Yani V,
Gabor donisiimii birebirdir. Ayrica her UeV icin V,u=U olacak sekilde bir
ue M (p,q,w)(Rd) bulunabileceginden V, ortendir. Yine M (p,q,w)(Rd) uzayinin

tanimindan her ue M(p,q, w)(Rd) icin ||u||M (pug) = HVgquq , oldugu biliniyor. O halde

P
M ( p,q,w)(Rd) uzay! V uzayma izometrik izomorftur. O halde V,u Gabor doniistimii
M (p,q,w)(Rd) uzaymdan L(p,q, wd,u)(Rz") uzayina bir izometri oldugundan siirekli
olup, f, — f oldugundan V f, —V, f bulunur. Yine V f, =F,, F,>F ve
L(p,q, wd,u)(R Zd) uzayr bir Hausdorff uzayr oldugundan limit tektir. Buradan

V.f=F yazulir. Boylece FeV olup VcV bulunur. Yine kapanig tanimindan

VeV oldugu biliniyor. Dolayisiyla V = v olup, V kapalidir.
Simdi de V iizerinde f(Vg f ): I(f) olacak sekilde bir [ fonksiyonu

tanimlayalim. Bu ] fonksiyonunun dogrusal oldugu aciktir. Yine [/ € (M (p.q, w)(Rd ))*

oldugundan, her f e M(p,q, w)(Rd) icin

(LA <K £,

P.q.w)

olacak sekilde bir K >0 sayis1 vardir. Buradan

T =T )| =) <K Ly = K[V f]

DP-q-w pq.w

olup, [ siireklidir. Hahn-Banach Teoreminden dolay1 ] dogrusal formu

L(p.q. wd,u)(RZd) tizerinde taniml bir siirekli dogrusal forma genisletilebilir. O halde

L(p,q, wd,u)(de) agirlikli Lorentz uzay: icin Holder esitsizligi (Chen-Lai, 1975; Hunt,
1966; Bennet-Sharpley;1988) kullanilirsa

[(v,f)= Lng(Z)mZ)dFl(f)

olacak sekilde H € L(p’,q’, wd,u)(RZd) vardir. Bu takdirde 4.1.6. Teoremden dolay1

h=V H = ” H (x,y)MyTXg dxdy
R.([

olup, he M(p’, q',w)(Rd) bulunur. Bdylece f(Vg f ): I(f) oldugundan
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1(H)=TV.1)= [V, r@HEE = [V, £V,
=(V £V h)=(VV f.h)=(f.h)=h(f)

(20)

elde edilir. Boylece M(p,q,w)(Rd) uzayi iizerinde tamimh her siirekli dogrusal form
(20) ifadesindeki sekildedir. Yine (20) ifadesinden [=h olup, le M(p’,q’,w)(R?)
bulunur. Bunun sonucu

(M(p.q.w)(R")) = M(p'.q".w)(R) 1)
olur. O halde (19) ve (21) ifadelerinden

(M(p.q.w)(R!)] =M (p".q"w)(R")
elde edilir.
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4.1.1. M(p,q,w )(Rd) Uzayinda Kapsama Ozellikleri ve Kompakt Gomiilme

4.1.1.1. Onerme: w, ve w,, R™ iizerinde polinom tipli Beurling agirhk

fonksiyonlari ve 1< p <o, 1< g <o olmak iizere

M(p.q.w)(R*) < M(p,q,w,)(R")

olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul her f e M ( D.q. W, )(Rd) icin

"f"M(p,q,wz) Sc"f"M(p,q,wl)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisinin bulunmasidir.

Ispat: M(p,q,wl)(Rd)CM(p,q,wz)(Rd) olsun. M(p,q,wl)(Rd) lizerinde

tanimli bir |||||| fonksiyonunu her f e M(p,q,w, )(Rd) icin

1A= s )
bigiminde tanimlayalim. Bu fonksiyon iki normun toplam oldugundan M (p,q,w, )(R*)
uzayr iizerinde bir normdur. Simdi (M(p.g.w,)(R*)[|) uzaymmn bir Banach uzay:
oldugunu gosterelim.

(M(p,q,wl)(Rd), |) uzayinda bir (fn)

Cauchy dizisi verilsin. Cauchy dizisi

neN

tanimindan verilen herhangi bir € > 0 sayis1 ve her m,n = n,, i¢cin

olacak sekilde bir n,e N sayis1 vardir. Boylece ( £, )nE y dizisi M (p,q,wl)(Rd) ve

<€

Fo= L= = Flyn +

fn_fm

M(p.g.m M(p.g.w,)

M (p,q,wz)(Rd) uzaylarinda da bir Cauchy dizisi olur. M (p,q,wl)(Rd) ve

M (p,q,wz)(Rd) uzaylart birer Banach uzayr olduklarindan fn) dizisi

neN
M(p,q, wl)(Rd) uzaymin bir fe M(p,q,w1 )(Rd) elemanina, M(p,q, wz)(Rd)
uzaymin da bir he M(p,q, wz)(Rd) elemanina yakinsar. O halde ayn1 € >0 sayisi i¢in
her n 2 n, oldugunda

E
<_
)

fa _f"M(

P.q.W

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Buradan her n > n, i¢in

Vet =Vt L, <Vt =Vt |, =1V = Dl =1 = Pl <5

Pg-W Pg-W
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elde edilir. Yine aym1 € >0 sayist icin her n > n, icin

£
1, =l <

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Buradan her n > n, i¢in

[veti=ve],, s|vet=venl ., =V le=0),, =15 =l <3
bulunur. Bu (V f. ) c L(p, q)(RZd) dizisi L( p,q)(de) uzaymda yakinsak ve
L( p,q)(Rz") bir Hausdorff uzay1 oldugundan limit tektir. O halde V, f =V, & bulunur.

Eger m, = mak{n1 ,nz} denirse £ >0 sayist ve her n > m, i¢in

PqW

=|v. (£, - 5)|

quz

"Vf - f)

Pq-w

:"ng" _ng"pq,w1 +||ng" _ng”

Pq.w

P4.w,

= " Vel =Vef "pq,w1 Jr” Vet _Vgh”pq,w,

e €
<—+—=¢
2 2

bulunur. O halde (M (p.g.w,)(R*)[|]]) bir Banach uzayidr.
Simdi
12 (p.q. )R L) = W (oo )R M)
f—I(f)=rf
birim fonksiyonunu tanimlayalim. Bu / birim fonksiyonu birebir, drten ve dogrusaldir.

Ayrica
||I(f)||M(pqwl) :"f"M(p,q,m) S |||f|||

oldugundan [ siireklidir. O halde ters doniisiim teoremi geregince [ bir

homeomorfizmdir. Dolayisiyla (M ( D4, w1 (Rd) || || (g ) uzayindan
(M (p.q, w, )(Rd ),||||||) uzayma giden /' fonksiyonu da siireklidir. Boylece

L =1 = 17w H 1 sy <€ D

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir. Buradan her f e M ( D.q, W, )(Rd) icin
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1 Dty SHANS N g

bulunur. Bu ise istenendir.

Tersine her f e M(p,q, wl)(Rd) icin

||f||M(p,q,w2) < C"f"M(P,lIan)

olacak sekilde bir ¢ >0 sayis1 var olsun. e M(p,q, w, )(R") oldugundan

1 gy S 0 gy <=2

bulunur. Dolayisiyla fe M(p,q, wz)(Rd) olup M(p,q, wl)(Rd)c M(p,q,wz)(Rd)
kapsamasi elde edilir.

4.1.1.2. Onerme: 1<g <gq,<oc ise M(p,ql,w)(Rd)C M(p,qz,w)(Rd)
kapsamasi vardir.

Ispat: Herhangi bir fe M(p,ql,w)(Rd) verilsin. Bu takdirde fe S'(Rd)

V.f€ L(p,ql,wd,u)(Rz") olur. 1< g, < g, < i¢in

L(p.q,, wdu)(R* ) L(p,q,, wdu)(R**)

kapsamas1 (Duyar-Giirkanli, 2003) c¢alismasindaki 2.5. Onermeden bilinmektedir.
Boylece V,fe€ L(p,qz,wd,u)(Rz") olup, fe M(p,qz,w)(Rd) bulunur. O halde

M(p,ql,w)(Rd )C M(p,qz,w)(Rd ) kapsamasi vardir.

Eger (Duyar-Giirkanli, 2003) calismasindaki 2.9. Lemmada w” Beurling agirlik
fonksiyonu yerine w Beurling agirlik fonksiyonu alinirsa bu esitsizlik asagidaki sekli
alir:

G bir yerel kompakt Abel grubu ve 1<g<p<o olsun. Her h#0,
he L(p,q,wdu)(G) ve xe G igin

1 1

e,(Ww?(X)<|Th|  <c,(B)w” (x) 22)

X

pq.w

olacak sekilde c, (h), cz(h) > 0 sayilar vardr.
4.1.1.3. Yardima Teorem: 1< g< p <o olsun. Her fe M(p,q, w)(Rd) ve

ze RY icin
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1 1

cl(f) (z,0 <||Tf|| Scz(f)w;(z,O)

pl]W

olacak sekilde c, (f ),c2 (f)> 0 sayilar1 vardr.
Ispat: Herhangi bir fe M (p,q, w)(Rd) verilsin. 4.1.10. Teoremden dolay1 her

z€ R? icin
1

<w’(z,0 ||f|| (23)

(p.g.w)

” Tzf "M(p,q,w) = ”VS (Tzf)"

pq,w

olup, |V (T f)(x, y)‘ ‘ T.oV, f (x,y)‘ esitligi kullanilirsa

pl]W

7oV s1,,, <9 @Ol

yazilir. Ayrica (22) esitsizligi kullanilirsa

a(Fw ()| TV | =11, (24)

pq,w I“IW

olacak sekilde bir c, (f)>0 sayis: bulunur. Eger c2( f)= || f ||M (pgov) denir ve (23), (24)

ifadeleri kullanilirsa,

1 1

(AW (20) ST f [0 S (F)W (2.0)

(p.q.w)

elde edilir.

Yine (Duyar-Giirkanli, 2003) cahsmasindaki 2.10. Onermede w/ ve w
Beurling agirlik fonksiyonlar1 yerine sirastyla w; ve w, Beurling agirlik fonksiyonlari
almirsa, bu 6nerme yeniden asagidaki sekilde ifade edilir:

w, ve w,, G yerel kompakt Abel grubu iizerinde tanimli Beurling agirhik
fonksiyonlar1 olsunlar. Yine 1< g £ p < oo oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

L(p.q.w,du)(G) < L(p.q.w,dp)(G) (25)
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul w, < w, olmasidir.

4.1.1.4. Onerme: 1< g < p < oo olsun.

i) w, ve w,, R* iizerinde tammli herhangi iki polinom tipli Beurling agirlik

fonksiyonlari, v, ve v, de R? iizerinde, her ze R’ igin vl(z):wl(z,O) ve
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v, (z): w, (z,O) biciminde tanimli Beurling agirlik fonksiyonlari olsunlar. Bu takdirde
M(p,q,wl)(Rd )C M(p,q,wz)(Rd) ise v, <v, olur.
ii) w, ve w,, R* lizerinde taniml Beurling agirlik fonksiyonlari olsunlar. Eger

w, < w, ise M( p,q,wl)(Rd)c M(p,q,wz)(Rd) kapsamasi vardir.

Ispat: v, ve v, fonksiyonlarmin birer Beurling agirlik fonksiyonu oldugu
4.1.11. Yardime1 Teoremden biliniyor. M ( p,gq, wl)(Rd)c M(p.q, wz)(Rd) olsun. Her

fe M(p,q,wl)(Rd) icin fe M(p,q,wz)(Rd) olup, 4.1.1.3. Yardimci Teoremden

1

dolay1 z—>||TZ f ||M( fonksiyonu v/ agirhk fonksiyonuna, z—>||T f ||

Pq:wi)

(p.q.w,
1
fonksiyonu da v/ agirlik fonksiyonuna denktir. Boylece her ze R igin
1 1

<||Tf|| (o) _mv1 (z) (26)

olacak sekilde bir m > 0 sayis1 ve

1

n vl (ST f |y, <nvE(2) 27)

Pﬂlwz <

olacak sekilde bir n > 0 sayis1 vardir. Ayrica 4.1.1.1. Onermeden dolay1

1T sy SEIT S (28)

vy Psgwy)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir. Boylece (26), (27) ve (28) ifadeleri kullanilirsa

1 1

VL@ ST sy S TS Ly gy S vl (@)

pP-q, Wz

olur. Buradan
v,(z) < (emn)’v,(z)
olup, k = (cmn )" denirse v, (z)< kv, (z) bulunur. Bu ise v, < v, oldugunu gosterir.

ii) w, < w, oldugunu kabul edelim. Herhangi bir f e M(p.q,w,)(R?) verilsin.
Buradan fe S'(Rd) ve V, fe L(p.q, wld,u)(RZd) olur. Yine 1<¢g < p <o olmak
iizere w, <w, ise L(p,q,wdu)(R*)c L(p,q.w,du)(R*) oldugu (25) ifadesinden
biliniyor. ~ Bunun  sonucu  V,f€ L( p,q,wzd,u)(R Zd) olup buradan da

fe M(p,q,wz)(Rd) bulunur. Boylece M(p,q, Wl)(Rd)C M(p,q, wz)(Rd) kapsamasi
elde edilir.
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4.1.1.5 Onerme: i) w bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde

M(p.q, w)(Rd ) uzay1 modulasyon islemi altinda degismez kalir ve her re R icin

92,5 Ly, D000 1],

M(p.g.w) (p.q.w)
esitsizligi saglanir.
ii) ISg< p<ooolsun. Her f e M(p,q,w)(Rd) ve te R’ igin

1 1

k(w0 M f 0 <o (Fw? (0,0)
olacak sekilde k, (f ),k2 (f)> 0 sayilart vardir.
Ispat: i) Herhangi bir feM(p.q, w)(Rd ) verilsin.

v, (TuMnf)(x, y)=e?"™V, f(x—u,y—n) esitligi kullanilirsa her r€ R’ igin
[V (M, £ y)|=|V, £ (xy =) =| TV, £ (2. y)]
olur. Yine (Duyar-Giirkanli, 2003) calismasindaki 2.1. Onerme kullanilirsa

L P VAU B Y

(p,q,w) pq.w pq.w

1
<OV, r | = 0oLy
bulunur. O halde M ( p,q,w)(Rd ) uzay1 modulasyon islemi altinda degismez kalir.
ii) Herhangi bir f e M(p,q, w)(Rd) verilsin. Onermenin (i) 6zelliginden dolay1

her te R icin

1

1M Ly SOy (29)
yazilir. Ayrica (22) esitsizligi kullanilirsa
1
k(P (O TaVor | =[v.0r,0] =101 (30)

olacak sekilde bir k, (f)>0 sayis1 bulunur. Eger kz( f)= || f ||M (o) denir ve (29) ile

(30) ifadeleri kullanilirsa,
1

k(f)w? 0t<||Mf|| <k (f)w? (0.0)

I’)l]W

bulunur.
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4.1.1.6. Teorem: 1<g<p<o, w, ve w, fonsiyonlar1 da R** iizerinde

tamimli, polinom tipli ve her ze R*’, sabit K,,K, >0 reel sayilari ve ne IN igin

|w1 (Z)| <K, (1 +|z| )N ) |w2 (Z)| <K, (1 +|z| )N kosullarim1  saglayan Beurling agirlhik

W, (Z)

fonksiyonlar1 olsunlar. Eger w, <w, ise ve z — oo igin T fonksiyonu sifira
wilz

yakinsamiyorsa, bu takdirde M (p,q,wl)(Rd) uzaymin, M (p,q,wz)(Rd) uzayina
gomiilmesi kompakt degildir.
Ispat: w, <w, ise M(p,q,wl)(Rd)CM(p,q,wz)(Rd) kapsamas1 4.1.1.4.

W, (Z)

Wi (Z)

Onermeden biliniyor. Ayrica z —> o olan ze€ R** noktalan icin fonksiyonu

sifira yakinsamadigindan

w5 G1)

olacak sekilde bir >0 sayist vardir. Yine I:M(p,q,wl)(Rd)—>M(p,q,wz)(Rd)
birim doniisiimiiniin siirekli oldugu 4.1.1.1. Onermeden bilinmektedir. Bir f € S (Rd)
fonksiyonunu alalim. S(Rd )c M(p,q, wl)(Rd) oldugundan fe M(p,q, wl)(Rd) olur.

Ayrica k — o oldugunda |zk|—>oo olan zk:(xk,yk)e R’ dizisi igin

1
fi= ! M, T, f dizisini tammlayalm. Buradan || T.f || <w? (z)" f ||

1 Ve X pqw pPq.w

w/ (Zk )
esitsizligi, T, M, f=e™"M T f ve V,(T.M, f)wn)=e>"V, flu-xn-y)

esitlikleri kullanilirsa

[y = | M, 1) S A IV
w! (z,) wipam) W (z)
- ll Txk My* S "M(p,q,w]) - ll ” Vg (Txk My* f )(u,?])" Pa-w
w (Zk ) w/ (Zk )
=, flumsn )| &

Pg-m



54

= 11 ” V flu—x.m-y, )||qu'1 11 | Vs "Pq’“’l
: (Zk ) w/ (Zk )
1
< 11 w (xk » Vi )" ng ||pq,w]
w/ (Zk)
| 1
= w/ (Zk )"f ||M(p,q,w1) =||f||M(IUI""1) <

w/ (z,)
olup, ( fi )kE v dizisi M (p,q,w1 )(Rd) uzayinda sinirhidir.

Simdi (f,),., dizisinin M(p.q,w,)(R*) uzayinda yakmsak bir alt diziye sahip
olmadigim gosterelim. Yine herhangi bir he S (Rd) alahm. S (Rd)c S '(Rd)
kapsamasindan dolayr he S '(Rd) olup, feS (Rd) oldugundan (Grochenig, 2001)
calismasindaki 11.2.5. Teoremden dolay1 V he S (de) olur. Dolayisiyla & — oo i¢in
|z,| = o= oldugunda

|V h(z,)| >0 (33)

yazilir. O halde (33) ifadesi kullanilirsa

[(fih)| =| [ 1)F ()

Rd

= j h(t)%Mykak f()dr
1

o w/ (Zk )
1

| [ )M, T, F )t | = il |<h,MykaAf>|

w/ (Zk ) o w/ (Zk )

S T LA v PR

1

w (Zk ) le (Zk )

bulunur. Boylece ( fk) dizisi S '(Rd) uzayinda sifira yakinsar.

Yine fk € M(psq,wl)(Rd) ise’ I(fk): fk € M(p’q’WZ)(Rd) Olur' Ayrlca
L + i =1 ve 1 + i, =1 olmak iizere S(Rd)c M(p'.q' w, )(R") oldugundan
p D q9 4
he M(p'.q',w, )(R ¢ ) yazilir. O halde 4.1.16. Teorem ve agirhikli Lorentz uzay1 icin

Holder esitsizligi kullanilirsa
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V,h ||

gy P'q’ wm

[{fosh)| =| [ Ve s (e )V hCx, y)dxdy | <[V, f, |

(35)

= ” fk ”M(p,q,wZ) h ”M(p',q',Wz)

olup, (34) ifadesinden dolay1 esitsizligin sol taraf1 sifir fonksiyonuna yakinsadigindan,

eger ( fi )kE v dizisi M (p,q,wz)(Rd) uzaymda yakinsaksa || i ||M( T 0 olmaldir.

pP.q,wy

Simdi bu yakinsamanm olmadigim1 gosterelim. Her ze R** icin z —>||Tzh||pq .

1
fonksiyonunun w;, (z) agirlik fonksiyonuna denk oldugu (22) ifadesinden biliniyor.

Boylece her ze R* igin
1

1
aw(2)<|Th|  <c,wi(z) (36)

Pqw
olacak sekilde c¢,, ¢, >0 sayilar1 vardir. O halde (32) ifadesinde yapilan islemler

tekrarlanirsa ve (36) ifadesi kullanilirsa

1 1

|| fk ||M(p,q,w2) = 1 M.\'A T’CA f(t) = 1 | T'(Xka}'A) gf ||pq’w2
w/ (Zk ) M(pigows) w/ (Zk )
. 1
> e, wf (v 0)=c, (M] (37)
” W, (Zk )
W (Zk)
bulunur. Halbuki |z,|—> o igin e EZ")) fonksiyonu sifira yakinsamadigindan (31)
WiZ,

ifadesinden dolay1
i 1
(WZ(ZIC )Jp > 55 (38)
W (Zk )
olur. O halde (37) ve (38) ifadeleri kullanilirsa

1
- 1
I’) —
" fk "M(pﬁ%wﬁ) 2C, (Wz (Zk )J > S

w; (Zk)
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olup, ( fi )ke v dizisi M (p,q,wz)(Rd) uzaymda sifira yakisamaz. Dolayisiyla ( fk)

keN

dizisinin M (p,q,wz)(R") uzayinda yakinsak bir alt dizisi yoktur. O halde

M(p.q, w, )(Rd) uzaymm, M(p,q, W, )(R ") uzayima gomiilmesi kompakt degildir.
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4.2. S( p,q,r,w, @ )( R?) Uzay1 ve Baz1 Ozellikleri

Bu bolimde bir S(p,q,r,w, a))(Rd) uzayr tamimlayip, onun Ozelliklerini
inceleyecegiz.
ISr<o, 1< p,g<oc, g#0 ve ge S(Rd) olsun. Yine w, R iizerinde, w
da R*" iizerinde tamml Beurling agirlik fonksiyonlari olmak iizere
S(p.q.r.w,@)(R")=L, (R )A M (p,q,@)(R")
={re(r")|v,se Lp.qwdu)r™)}

kesisim uzayimni tanimlayalim. L, (Rd) ve M (p,q,a))(Rd) uzaylar1 birer vektor uzayi

oldugundan S(p,q,r,w, a))(Rd) uzayi da bir vektor uzayidir. Yine S(p,q,r,w, a))(Rd)

uzay1 iizerinde

"f”s(p,q,r,w,w) :”f row +HngH

fonksiyonunu tanimlayalim. ||||rW ve ||.||pq,w fonksiyonlar1 swrasiyla L (Rd) ve

o 1 i =1 f

p.q,0 pq.0

L(p.q, a)d,u)(RZd) uzaylar lizerinde birer norm olduklarindan |||| S(pagr ) fonksiyonu

da S(p,q.r,w, a))(Rd ) uzay1 iizerinde bir normdur.
4.2.1. Teorem: 1< p <o, 1<g<oo ve @w da polinom tipli bir Beurling agirlik

fonksiyonu olsun. Bu takdirde (S (p.g,r,w, ), ||||S ( bir Banach uzayidir.

p,q,r,w,a)) )
ispat: ( £, )ne o S (p.q.r,w, a))(Rd) uzayinda herhangi bir Cauchy dizisi olsun.

Bu takdirde verilen herhangi bir € >0 sayisina karsilik her m,n > n, i¢in

f" - f’" S(p.q.r.w.o) =| fﬂ - fm ow + fn - fm M(p,q,0)
=1 =Ll V= 1)) L (39)
=1, = ful AVt Vs <§

olacak sekilde bir n,€ N sayist vardir. Boylece (f,) dizisi L (Rd) uzayinda,

neN
(v.7,) . dizisi de L(p.g,@du)(R*") uzayinda birer Cauchy dizisi olurlar. Yine
L, (Rd) ve L(p,q, a)d,u)(de) uzaylart Banach uzayi olduklarindan (f,) _, dizisi bir

feL, (R") fonksiyonuna, (Vg fn) \ dizisi de bir he L(p.q, a)d,u)(Rz") fonksiyonuna

ne
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yakinsar. Boylece —+l,:1 kosulunu saglamak iizere, herhangi bir £ >0 sayist
ror

verildiginde, her n > n, i¢in

<& £ (40)

<
o 4" 8 v 2

r

|1, =1

o=t

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Yine ayn1 € >0 ve her n > n, i¢in

s~ IVt -], <5 @

R
olacak sekilde bir n,e N sayisit vardir. O halde (Yap, 1972) calismasindaki 2.2.
Lemmadan dolay1 (Vg fn)  dizisinin /2 fonksiyonuna h.h.h. yakinsayan bir (Vg fnk)

ne

alt dizisi vardir. (Vg fnk) alt dizisinin /1 fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin

kiimesini A ile gosterirsek #(A)=0 olur. Boylece her (x,y)e A icin her n, =n,

oldugunda

V. () =hley)| < (42)

olacak sekilde n, € N sayisi vardir. Ote yandan ge S (R d) ve 1 +i, =1 olmak iizere
ror

r'21igin § (Rd)C L (Rd) oldugundan ge L” (Rd) olur. Yine L (Rd) uzay1 Oteleme
ve modiilasyon islemleri altinda degismez kaldigindan M T g € L (Rd) yazilir. Ayrica
f,—felL (Rd) oldugundan, Holder esitsizligi ve V, f (x,y)= < f-M T, g> esitligi ve

(40) ifadesi kullanilirsa, her n = n, icin

IV, £, (6 3) =V, £ y)| = |V, (7, = A y)| =| (£, - £.M,T.8)|

= [ (£, = FYOM T g@)ar 43)

RY
| ,
r

g <Lllg
T 4e

<

o= f

M\T.g

r

o=t

r

_ €
-

,
r

elde edilir. Boylece (Vg fn) dizisi V, f Gabor doniisimiine noktasal yakinsar. Yine

neN

(£,)._, dizisi ' (R*) uzaymda bir Cauchy dizisi oldugundan her n,n, > m, igin
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(44)

fnk _fn

r

olacak sekilde bir m, € N sayist vardir. m, = maks{nl,ml} diyelim. Eger (40), (44)

ifadeleri ve yine Holder esitsizligi kullanilirsa, her n, = m, icin
V£ e 3) =V, £ 3)| =V, £ (6 3) =V, £ (6, 9) 4V, £, (5, 9) =V, £, (5, ¥)]
S |ng”k ('x’ y)_vgfn ('x’ y)| +|ngn ('x’ y)_vgf(x’ y)|

= |V, (£, = £,) )| +]V, (£, = 1))

=|(f = foM T8 )| +[( 1, - 1M T8
<|r, -],
= -]

o], =£+£=£

4 4 2

olup, (Vg fnk) dizisi de V, f fonksiyonuna noktasal yakinsar. Simdi de

m, = maks{n3,m2} diyelim. Buradan her (x, y)¢ A icin her n, = m, olmak iizere
IV, £ (e y)=hlx, y)| = |V, £ (6 9)=V, £, (6.3)+V, £, (x,3) = h(x, )|

<[V f(ey)=V, £, (6. 9)[+|V, £, (x,3)=h(x,y)|

e €
<—+—=¢€
2 2

elde edilir. Boylece h.hh. V, f =h olur. Eger m, = maks{n,,n, } denir ve (40), (41)

ifadeleri kullanilirsa her n 2 m, icin

S(p.g.r.w,o) -

=|f—f

rw M(p.q.0)

WnM—M|

r,w

row +||ngn _ng”

pq,@

pq.@

+|v, £, —h| <£+§=g

r,w Pq.@ 2

bulunur. O halde (S ( D.q, 1, W, a)), |||| bir Banach uzayidir.

S(p.q.r.w.o) )
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4.2.2. Yardimer Teorem: w, R? iizerinde, @, R* iizerinde tanimli birer
Beurling agirlik fonksiyonlari, v fonksiyonu da 4.1.11. Yardimci Teoremdeki gibi
v:R! > R”
x — v(x)=w(x,0)
biciminde tanimli bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde
w,:RY - R*
X —=w, (x) = maks{w(x),v(x)}
seklinde tanimlanan w, fonksiyonu da bir Beurling agirlik fonksiyonudur.

Ispat: w ve v birer Beurling agirlik fonksiyonu olduklarindan w, , 6lgiilebilir,

yerel simirl1 bir fonksiyon olup, her xe R? igin
w, (x) = maks{w(x),v(x)}>1
yazilir.

Yine w, (xl +x, )= maks{w(xl +x, ),v(xl +x, )}= w(x1 + xz) olsun. Eger w
fonksiyonunun Beurling agirlik fonksiyonu olmasi kullanilirsa

wo (x, +x,) = maks{w(x, + x, ) v(x, + x,) }= wlx, +x,) < wlx,)-w(x,)
< maks{w(x,),v(x,) pmaks{w(x,)v(x,) } = w, (x,)- w, (x,) (45)
bulunur. Benzer sekilde, eger w, (x1 +x, )= maks{w(x1 +x, ),v(x1 + xz)}: v(x1 + xz)
secilirse, yine (45) esitsizligi elde edilir. O halde w, fonksiyonu, bir Beurling agirlik
fonksiyonudur.

4.2.3. Teorem: i) @, R*? iizerinde tamiml bir Beurling agirlik fonksiyonu ve w
fonksiyonu da her ze R icin w(z)= a)(z,O) biciminde tanimli bir Beurling agirlik
fonksiyonu ise S ( D.q,r,w, a))(Rd) uzayr Otelemeler altinda degismez kalir ve her
ze R? icin

1771, (46)

pqrwa)_ "f” S(p.q.r.w.o)
esitsizligi saglanir.

ii) Eger v ve w, agirlik fonksiyonlar1 4.2.2. Yardimci Teoremdeki gibi taniml
ise

175 strma < oA (47)

DG W,0)

esitsizligi saglanir.
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Ispat: i) Herhangi bir fe § (p, q,r,w, a))(Rd) verilsin. Buradan fe L (Rd) ve

fe M(p,q,a))(Rd) olur. Her ze R’ igin

esitsizligi ve
T.feL, (Rd) oldugu biliniyor. Yine

<00 1]y, 00 = 0D 1], (48)

M(p.q.0) (p.q.@)

1771

(p.q.0)

esitsizligive T, f e M (p.q, a))(R") oldugu 4.1.10. Teoremde gosterildi. Boylece

[ - o T F
)7 12
+wz0”ﬂ|pw (49)
=@ £, + N iy
=w()(|£],., +1 /], W) 3] T

bulunur. O halde, S(p,q,r,w, a))(Rd ) uzay1 Otelemeler altinda degismez kalur.
ii) v ve w, agirlik fonksiyonlar1 4.2.2. Yardimc1 Teoremdeki gibi tanimli ise,

(48) esitsizligi

<00 7]y, 00 = 0D 1],

M(p.q,0)

I7.1]

M(p.q.0) M(p,q.0)

biciminde olup

[ P o B a5
)72 12
+wz0Mﬂ|pw
w2 £, + VI
<wo (| £],., + w1y, 00
DL 1 )= 0@ F e

elde edilir.

4.2.4. Onerme: 1<p<o ve 1<g<oo olmak iizere R? kiimesinden

S(p.q,r.w, w)(Rd) uzayma giden z — T, f fonksiyonu siireklidir.
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ispat: Herhangi bir fe S(p,q,r,w, a))(Rd) verilsin. Buradan fe L (Rd ) ve
feM (p,q,a))(Rd) olur. Her ze R’ igin R’ kiimesinden Ltv(Rd) uzayma giden
z—T,f fonksiyonu siirekli oldugu (Fischer-Giirkanh-Liu,1996) ¢alismasindan

bilinmektedir. Yine R kiimesinden M (p,q,a))(Rd) uzayma giden z—T,f
fonksiyonu siirekli oldugu 4.1.10. Teoremde gosterildi. O halde verilen herhangi bir

£>0 sayist ve her ze U igin

7. -7

£
<=
2

r,w

veE

<€
<=

7.5 =l <5

p-q,0

olacak sekilde R? nin birim elemaninin bir U komsulugu vardir. Boylece ayn1 £ >0

sayis1 ve her ze U i¢in

"T"f_f”s(p )=||Tzf_f

£ €
r,w+||Tzf_f||M(p,q,a)) <E+5:€

4w
bulunur. Dolayisiyla R? kiimesinden S(p.q,r, w,a))(Rd) uzaymna giden z—T f
fonksiyonu siireklidir.

4.2.5. Onerme: 1< p<oco, I<g<oo ve @, R* iizerinde tammli polinom tipli
bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Yine R iizerinde tamimli w Beurling agirlik
fonksiyonunun da her ze R’ icin w(z)= @(z,0) biciminde tamimli oldugunu kabul
edelim. Bu takdirde S(p,q, r,w,a))(R") uzayl LIW(R") izerinde bir esas Banach
modiildiir.

ispat: Herhangi bir fe S(p,q,r,w, a))(Rd) ve he LIW(R") verilsin. Buradan
fe L’W(Rd) ve fe M(p,q,a))(Rd) olur. L’W(Rd) uzay1 Llw(Rd)—modiil oldugundan

| f=n| <|f |h”1,w esitsizligi yazilir. Yine M (p,q, a))(Rd) uzayinm L (R") uzay1

r,w rw

iizerinde bir Banach modiilii oldugu ve || f *h”M (

) <[l

|1a],, esitsizliginin

p.q,@ p.q,0

varligi 4.1.12. Teoremde gosterildi. Boylece

||f*h||S(p,q,r,w,a)) :"f*h r,w+||f*h||M(

<|s

P-q,0)

h Lw +||f||M(pqa))||h

r,w 1w
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o L T T P b T W 1

bulunur. Banach modiilii olmanin diger kosullarinin saglandigini géstermek kolaydir. O

Lw S(p.q.r.w,0)

halde S(p.q,r,w,®)(R*) uzay: L' (R*) iizerinde bir Banach modiildiir.
Yine herhangi bir fe S(p,q,r,w, a))(Rd) alahm. R?  kiimesinden

S(p,q,r,w,a))(Rd) uzaymna giden z—T7,f fonksiyonunun siirekli oldugu 4.2.4.

Onermeden biliniyor. Bu takdirde her £ >0 sayisi ve ze U icin

17 =71 <€

DG W,0)

olacak sekilde R nin biriminin kompakt bir U komsulugu vardir. Bir he L, (R"),

h >0 stirekli fonksiyonunu Ih =1 ve supph c U olacak sekilde secelim. Bu takdirde
U

her ze U i¢in

[ = Flly e = | | 2)FE=2)dz = £(0)

S(p,q.r.w,@)

=1 [ n@)f (= 2)dz~ [ h(z)f(e)dz

Rd Rd

S(p.q.r.w.o)

=| [ n=)f(e-2)- £(0))dz

R(i

S(p.g.r.w,®)

<[n@|1.f -7l

U

pqrwa)

<€_|.h(z)dz:g

U

bulunur. Boylece h+fel, (Rd )* S(p,q.r,w, a))(Rd) oldugundan
L, (Rd )* S(p.q,r.w, a))(Rd) uzayt S(p,q,r,w, a))(Rd) uzayinda her yerde yogundur. O
halde Module Factorization teoreminden dolay1
L,(R)=5(p.q.r.w.0)R)=5(p.q.r.w.o)R) olup, S(p.q.r.we)R’) uzay
L, (Rd ) uzay1 iizerinde esas Banach modiildiir.

4.2.6. Uyarma: LIW(R") Banach cebirinin en az bir (e,) _, simrh yaklagik

ael

biriminin varligi (Gaudry, 1969) calismasindan bilinmektedir. Yine 4.2.5. Onermede

S(p.q, r,w,a))(Rd) uzayinin Llw(Rd) uzayr iizerinde esas Banach modiil oldugu
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gosterildi. O halde (Doran-Wichmann, 1979) calismasindaki 15.3. sonugtan dolay1 her
feS(p.gr.wo)R*)igin lime, * f = f olur.
4.2.7. Onerme: 1< p<oo, 1<g<oco, w fonksiyonu R iizerinde taniml

herhangi bir Beurling agirlik fonksiyonu, @ fonksiyonu da R*’ iizerinde tamiml

polinom tipli bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Yine v ve w, agurhk
fonksiyonlarinin da 4.2.2. Yardimci1 Teoremdeki gibi tanimli olduklarimi kabul edelim.

Bu takdirde S(p,q,r,w, a))(Rd ) uzayl LIWO (Rd ) uzay1 iizerinde bir Banach modiildiir.
ispat: Herhangi f e S(p,q,r,w, a))(Rd) ve he L, (Rd) fonksiyonlar1 verilsin.
Buradan fe L'W(Rd), fe M(p,q,a))(Rd) ve hw,e LI(R") olur. Yine w,
fonksiyonunun  tanimindan her ze RY  igin |h(z)|w(z) < |h(z)|w0 (z) ve
|h(z)|v(z) < |h(z)|w0 (z) olup, L (Rd) uzaymin kati uzay olmast kullanilirsa

||hw||l S"hw0 ||l ve ||hv||l S”hwo ||1 esitsizliklerinden ||h

<||n

ve |h

<|n

v —

Lw Lw, Lw,

yazilir. Boylece he L, (Rd) ve he L (Rd) olur. Eger L (Rd) uzaymin L (Rd )—modiil
olmasi ve 4.1.12. Teoremden dolay1 M ( p,q,a))(Rd) uzayinin L (Rd) uzay iizerinde

bir Banach modiilii olmas1 kullanilirsa

||f*h||s(p,q,r,w,a)) =||f*h row +||f*h||M(p,q,a))
S”‘f row h 1w +|f||M(pqa))||h 1v
o LA A 1 s . e 1

:”h”l,w() ("f row +||f||M(p,q,a))): ||h

bulunur. Banach modiilii olmanin diger kosullarinin saglandigin1 géstermek kolaydir. O

f ||S(p,q,r,w,a))

1wy

halde S(p,q,r,w, a))(Rd) uzayl LIWO (Rd) uzay1 iizerinde bir Banach modiildiir.

4.2.8. Onerme: 1< p<oo ve 1<g<co olsun. Yine w, @, w, ve v agirhk
fonksiyonlarmin da 4.2.7. Onermedeki gibi tammli Beurling agirlik fonksiyonlari
olduklarini kabul edelim. Bu takdirde S(p,q,r,w, a))(Rd) uzayl Llw” (Rd) uzay1 iizerinde

esas Banach modiildiir.
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ispat: LIWO (Rd) Banach cebirinin sinirli yaklagik birime sahip oldugu (Gaudry,
1969) calismasindan bilinmektedir. Yine S (p,q, r,w, a))(Rd) uzayl1 LIWO (Rd) uzayinda
bir Banach modiilii oldugu 4.2.7. Onermede gosterildi. O halde Modiil Factorization
teoremine gore, ispat icin LIWO (Rd)* S(p.q.r.w, a))(Rd) uzaymm S(p,q, r,w,a))(Rd)
uzayinda her yerde yogun oldugunu gostermek yeterlidir.

Herhangi bir fe S(p,q,r,w, a))(Rd) alalm. S(p,q,r,w, a))(Rd) uzayinda

oteleme doniisiimiiniin siirekli oldugu 4.2.4. Onermede gosterildi. Bu takdirde her £ >0

sayist ve ze€ U icin
|| Tzf - f "S(p,q,r,w,a)) <&
olacak sekilde R‘ nin biriminin kompakt bir U komsulugu bulunur. Bir /e LIWO (Rd ),

h >0 siirekli fonksiyonunu J.h =1 ve supph c U olacak sekilde secelim. Bu takdirde
U

her ze U ig¢in

|75 = Fllgiparme = | | 2EFle=2)dz= [ h(2) £ ()2
R R? S(p,q,r,w,a))
=| [ r2)(f(e=2)- () dz
R? S(p,q,r,w,a))

< [HRNT.S = Flgprmapdz <€[ M)z =€

4.7 W,0

bulunur. Boylece h* fe LIWO (Rd )* S(p.q.r.w, a))(Rd) oldugundan
Llw” (Rd )* S(p.q.r.w, a))(Rd ) uzayt S(p,q,r,w, a))(Rd ) uzayinda her yerde yogundur. O

halde Module Factorization teoremine gore,

15 (Rd)*S(p,q,r,w,a))(Rd):S(p,q,r,w,a))(Rd) olup S(p,q,r,w,a))(Rd) uzay1

Wy

L (R d) uzay! lizerinde esas Banach modiildiir.

Wy

4.2.9. Uyarma: LIWO (R") Banach cebirinin en az bir (e,) . smirl yaklagik

ael

biriminin varligi (Gaudry, 1969) calismasindan bilinmektedir. Yine 4.2.8. Onermede

S(p.q, r,w,a))(Rd) uzayinin Llw” (Rd) uzayr lizerinde esas Banach modiil oldugu
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gosterildi. O halde (Doran-Wichmann, 1979) calismasindaki 15.3. sonugtan dolay1 her
feS(p.q.r.w,0)(R")igin lime, * f = f olur.

4.2.10. Onerme: 1< p<o, 1<g<oo, r=1, @, R* iizerinde tammls,
polinom tipli bir Beurling agirhik fonksiyonu, w de her ze R’ i¢in w(z)= w(z,0)
olacak sekilde R’ iizerinde tanimli bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde
S(p.q.1,w, a))(Rd): L, (Rd )m M(p,q,a))(Rd) uzay1 L (Rd) uzayinda bir esas Banach
idealidir.
ve he L (R*) verilsin. Buradan

ispat: Herhangi bir fe S(p,q.1w,o) (

‘)
felL, (Rd) ve feM(p,q, a))(Rd) olur. L, ( ) girisim iglemine gore bir Banach
<

1w ||

M( p,q,a))(Rd) uzayr L, (Rd) uzay1 iizerinde bir Banach modiilii olup, bunun sonucu

cebiri oldugundan f*he L (Rd) olup, || f*h

h|| esitsizligi vardir. Yine

1w

15l oer 1Ly wllBl,,  esitsizliginin varlg 4.1.12. Teoremde gosterildi.
Boylece
1% 2 g =S Bl #15
<Al AL (50)

=l 171 15 )= 1

bulunur. Yine S ( p,q.lL,w, a))(Rd) uzaymnin tanimindan S ( p,q.1,w, a))(R d ) C Llw (R d)

Fls

Lw P.q.1w,@)

kapsamas1 vardir. O halde S(p,q,l,w,a))(Rd) uzayl LIW(R") uzayinda bir Banach
idealidir.

Simdi S(p,q.1,w, a))(Rd) uzayinin LIW(R") uzayinda bir esas Banach ideali
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in herhangi bir fe S(p,q,l,w,a))(Rd) alalim.
S (p,q,l, w, a))(Rd) uzaymda Oteleme doniisiimiintin siirekli oldugu 4.2.4. Onermede

gosterildi. O halde herhangi bir £ > 0 sayis1 verildiginde, her ze€ U igin

177 =7l <€

S(p.g.l.w,0)
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olacak sekilde birimin kompakt bir U komsulugu bulunur. Bir he L (R"), hz=0

stirekli fonksiyonunu Ih =1 ve supph cU olacak sekilde secelim. Bu takdirde her
U
ze U igin

|75 = Fllgiyanman = | | A& =2)dz= £(2)

Rd

S(p.g.1.w.0)

=1 [ n@)f (= 2)dz~ [ n(z)f(1)dz

R? R? S(p,q,l,w,a))
=| [ r2)(F(e=2)- () dz
R? S(p,q,l,w,a))

= h(Z)” Tzf - f "S(p,q,l,w,a))dZ < SJ. h(Z)dZ =€

U U
bulunur. Boylece h*fel, (R" )* S(p.q.1,w, a))(Rd) oldugundan
Llw (Rd )* S(p,q,l, w, a))(Rd) uzayl S(p,q,l, w, a))(Rd) uzayinda her yerde yogundur. O
halde Module Factorization teoreminden (Wang,1977) dolay1
L, (R )« S(p.qLw.0) R )= S(p.qLw.@)(R*) olup, S(p.glw@)R!) uzay
L, (Rd ) uzay1 iizerinde bir esas Banach idealidir.

4.2.11. Onerme: 1< p<o, 1<g<oo, r=1, @, R* iizerinde tammls,

polinom tipli bir Beurling agirhik fonksiyonu, w de R? iizerinde tammli, her ze R’

icin w(z)=w(z,0) olacak sekilde bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde
S ( p,q,1,w, a)) (R ¢ ) uzay1 girisim islemine gore bir Banach cebiridir.

ispat: Herhangi iki f,he S(p,q.1,w, a))(R") verilsin. Buradan f,he LIW(R")
ve f,he M( p,q,a))(Rd) olur. Eger (50) esitsizligi kullanilirsa

||f * h"S(p,q,l,w,w) < "f"S(p,q,l,w,w) ”h”S(p,q,l,w,a))

bulunur. Banach cebiri olmanin diger kosullarinin saglandigin1 gostermek kolaydir. O
halde § ( p,q.l,w, a))(Rd ) uzay1 girisim islemine gore bir Banach cebiridir.
4.2.12. Onerme: @, R*? iizerinde tanimli, sabit bir C >0 reel sayist ve

Ne IN igin |(0(z)| < C(1+|z| )N kosulunu saglayan bir Beurling agirlik fonksiyonu,
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1< p,g<oo, r=1 ve w de R’ iizerinde tamimli, polinom tipli bir Beurling agirlik
fonksiyonu olsun. Bu takdirde S(p,q.1,w, a))(Rd) uzayr L, (Rd) uzayimnda her yerde
yogundur.

ispat: Once € (R?)=L' (R) oldugunu gosterelim. Herhangi bir f e C(R*)
fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun destegi supp f = B olsun. w yerel sinirh ve B
kompakt oldugundan her xe B icin w(x)< M olacak sekilde bir M >0 sayisi vardir.
Yine €2 (R*)c L'(R*) oldugundan fe L (Rd) olup

171, =1rwl, = [ 17 @lwl)de < m [ £ (]dx =] f], <o
R K

yazilir. Boylece fe L' (R*) olup €2 (R*)c L' (R*) kapsamasi vardir.

Yine herhangi bir f e L' (R) alahm. Bu takdirde fwe L'(R*) olup, C(R?),

L (Rd) uzayinda her yerde yogun oldugundan (Wong, 1998), verilen bir £ >0 sayisina
karsilik

h
57
w

£
=|lh—fw| <=
. || f ||1 2
olacak sekilde bir he CJ (Rd) vardir. supph = K, diyelim. Aynica he C; (Rd) ve w
polinom tipli ise siirekli oldugundan ﬁe L (Rd) olur. Yine C/ (R)="r (Rd) olmasi
w

kullanilirsa

1
olacak sekilde ke C_ (Rd) vardir. suppk =K, ve K=K, UK, diyelim. Yine

supw(x)= A olsun. O halde

xeK

|7 =&, =1 fw=kw], =] £ w=kw—h+],

1w

+

1w

h
<|rw=nl, +|=tl, =| =2

1

£

h <fiaf-(as)
2 2 2

+AM——k
w

ot

w

1w 1

elde edilir. Dolayisiyla C (Rd ), L, (Rd ) uzayinda her yerde yogundur.
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Ote yandan CZ(R‘)c S(R?) kapsamasi ve 4.1.4. Onermede gosterilen

S (R" ) cM(p.q, a))(R" ) kapsamasi kullanilirsa
cz(r")e M(p.q.0)r’)
elde edilir. Ayrica S(p,q.1,w, a))(Rd)c Llw(Rd) ve CJ (Rd)c LIW(R") kapsamalar1 da
kullanilirsa
cZ(R)e L (R) M (p.q.0)(R*)=5(p.qLw. @) R") = L, (R")

kapsamast bulunur. Boylece CZ(R?) uzayr L (R?) uzaymda her yerde yogun
oldugundan, S(p,q.1,w, a))(R") uzayida L, (Rd) uzayinda her yerde yogundur.

4.2.13. Onerme: 1< p<oo, 1<g<oo, r=1, w, R* iizerinde taniml, sabit bir
C >0 reel sayis1 ve Ne IN igin |a)(z)| <C (1+|z|)N kosulunu saglayan, polinom tipli
bir Beurling agirlik fonksiyonu, w de her ze R* icin w(z)= @(z,0) biciminde taniml
bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde S(p,q.1,w, a))(R") uzay1 bir S, (Rd )
uzayidir.

ispat: S(p,q.1,w, a))(Rd) uzaymin girisim islemine gore bir Banach cebiri
oldugu 4.2.11. Onermede gosterildi. Yine 4.2.3. Onermede S(p,q,r,w, a))(Rd) uzayinin
otelemeler altinda degismez kaldigi, her fe S(p,q,r,w, a))(Rd) ve ze R’ igin

17 sty < W N

) esitsizligi ve 4.2.4. Onermede de R“ kiimesinden

P.q.r,w,0 p.q.r,w,0

S(p.q,r.w, a))(Rd) uzayma giden z —7,f fonksiyonunun siirekli oldugu ispatlandi.
Ayrica S(p,q.1,w, a))(Rd) uzaymn L (Rd) uzayinda her yerde yogun oldugu 4.2.12.

Onermede gosterildi. Yine normunun tanimindan her

"'”S(p,q,l,w,a))

feS(p.glw, a))(Rd) icin || f || o S || f || s( ) esitsizligi saglanmaktadir. Dolayisiyla

P.q.L,w.@

S(p.q.1,w, a))(Rd ) uzay1 2.51. Tanmima gore bir S, (Rd ) uzaydir.

Simdi 1< p,q < o olmak iizere bir @ fonksiyonunu

®:S(p,q,r.w, @) IR )— L (IR* )x L(p, q, wdp ) (IR*)
f —o(f)=(f.v,s)
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seklinde tanimlayalim. H = CID(S (p.q.r,w, a))(IRd )) olsun. Her ®(f)e H icin

o=V =171, V. /]

pq.0
biciminde tanimlanan fonksiyonun H iizerinde bir norm oldugunu géstermek kolaydir.
1 1 1 1

Yine l+—,:1, —+—=1ve —+i,:1 olmak iizere bir K kiimesini de
r.r p p q9 4

(pw)e L (IR ) L(p'. ¢, wdu) (IR*) :
B2 r0)eb)ay+ [[ Vs @l =0. (1.V. £ )e 1

olacak sekilde tanimlayalim.

4.2.14. Teorem: Eger 1< p<oo, 1< g<oo, l+i,:1,

L 1
r r P P

LI
qa 4
ve @ polinom tipli bir agirlik fonksiyonu ise S(p,q,r,w, a))(IR") uzayinin topolojik

duali (R < L(p’ 4", ot )(IRM% olur.

ispat: Herhangi bir f e S(p,q,r,w, a))(IRd) verilsin. Bu takdirde

[N =V =171 +[Ver] . =171y

Pq.© Pg.r.w,0)

oldugundan, & bir izometridir. Yine S (p,q,r, w, a))(IRd) tam uzay oldugundan
kapalidir. Dolayisiyla @ fonksiyonu bir izometri ve S(p,q,r,w, a))(IRd) kapalt
oldugundan H =®(S(p.q.r,w,)(IR*)) kapalidir. O halde (Liu-Van Rooij, 1969)

caligmasindaki 1.7. Teoremden dolay1

. L (R )XL(p g, a)d,u)(IRz")/
H =" ”

bulunur. & bir izometri oldugundan H = S(p,q,r,w, a))(IRd) olup

(&4 = L (R xL(p'.q, a)d,u)(IR“%

(S(p,q,r,w,a)

elde edilir.
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4.2.1. S(p,q,r,w, @ )( R? ) Uzayinda Kapsama Ozellikleri ve Kompakt Gomiilmeler

4.2.1.1. Onerme: 1< p,p, <o, 1<q,q,<o, w, ve w,, R’ iizerinde

tamimli Beurling agirlik fonksiyonlari, @, ve @, de R** iizerinde tammli, polinom tipli

Beurling agirlik fonksiyonlar1 olsunlar. Bu takdirde
S(pi g1 w0 )(RY) < S(py, 4213w, 0, )(RY)
olmast icin gerekli ve yeterli kosul her f e S( pl,ql,rl,wl,a)l)(Rd) icin
(7 PR L 7 A
olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisinin bulunmasidir.
ispat:  S(p,.q,.r.w,,®)(RY) = S(p,.qy.1y.w,,0,)(RY)  oldugunu  kabul

edelim. S (Pp%,rl,wl,a)l)(Rd) iizerinde tammli  bir |||||| fonksiyonunu  her
fe S(pl’%’rl’wpwl)(Rd) icin

Il =171, s

biciminde tanimlayalim. Bu fonksiyon iki normun toplami oldugundan bu fonksiyonun

Proqis1 W@ P2+G2:T2 W2 ,002)

S( pl,ql,rl,wl,a)l)(Rd) uzay iizerinde bir norm oldugunu gostermek kolaydir. Simdi
S (pl,ql,rl,wl,a)l)(Rd) uzayinin |||||| normuna gore bir Banach uzayr oldugunu
gosterelim.

(S(pyrayoriow.@)RO) vzaymda bir ()., Cauchy dizisi verilsin.

Cauchy dizisi tammindan, verilen herhangi bir £ > 0 sayist ve her m,n > n, i¢in

olacak sekilde bir n, € N sayisi vardir. Boylece (f,) _, dizisi § (pl,ql,rl,wl,a)l)(Rd)

fn_‘fm

fn_fm

fn_‘fm

<&
S(pasgars Wy @)

Stprarmo)
ve  S(p,.qy.ry.wy.@)(R?) uzaylarmda da  bir Cauchy dizisi  olur.
S(pl,ql,rl,wl,a)l)(Rd) ve S(pz,qz,rz,wz,a)z)(Rd) uzaylart birer Banach uzay:
olduklarindan (f, )ne v dizisi S(p,»q, 1w, 0, )(Rd ) uzayinin bir
fe S(pl,ql,rl,wl,a)l)(R") elemanina, S(pz,qz,rz,wz,a)z)(Rd) uzaymn da bir
he S (pz,qz,rz,wz,a)z)(Rd) elemanina yakinsar. O halde ayn1 € >0 sayist i¢in her

n 2 n, oldugunda
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£
I’l‘h’l“l 1)<5 (51)

olacak sekilde bir n, e N sayist vardir. Eger ||||r <

<l esisii

kullanilirsa her n > n, i¢in

| S(piaishow, @) < E (52)
bulunur. Yine aym1 € > 0 sayisi i¢in her n > n, i¢gin
1o =2l <5 (53)

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. Yine <|

n 2:W2 = ||.||S(P2,qz,rg,w2,a)2) eSltSthgl

kullanilirsa her n > n, icin

(54)

S(pasgaors W2 00,) 5
yazilir. L' (Rd) uzaymdaki yakinsaklik 6l¢iim icindeki yakinsaklii gerektirdiginden
( £ )nE v dizisinin f fonksiyonuna h.h.h. yakinsayan bir ( fnk) alt dizisi vardir. ( Ja, ) alt
dizisinin f fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin kiimesini A ile gosterirsek

1(A)=0 olur. Boylece her x¢ A icin her n, 2 n, oldugunda

1 )= () < (55)

olacak sekilde bir n,e N sayisit vardir. Yine ( fn) dizisi L"” (Rd) uzaymda bir

nelN

Cauchy dizisi oldugundan aynm1 £ >0 sayis1 ve her n,n, = n, igin

olacak sekilde bir n, € N sayis1 vardir. ng = mak{nz,n4} diyelim. Boylece (54) ve (56)

£
< 5 (56)

fnk _fn n

ifadeleri kullanilirsa, verilen bu € > 0 sayisina karsilik her n, > n, oldugunda

olacak sekilde n,e N sayisi vardir. Yani ( fm) alt dizisi L (Rd) uzaymda h

<Eifo (57)

I )

k| <|f, -5

fonksiyonuna yakinsar. Buradan ( fnk) dizisinin /& fonksiyonuna h.h.h. yakinsayan bir

( fa, ) alt dizisi vardir. Yine ( S, ) alt dizisinin & fonksiyonuna yakinsamadig
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noktalarm kiimesini B ile gosterirsek u(B)=0 olur. O halde her x¢ B icin aym

€ >0 sayisina karsilik her n, 2 m, oldugunda

£
fo, )= )| <5 (58)
olacak sekilde m, € N sayis1 vardir. Yine ( fnk) bir Cauchy dizisi oldugundan aym

€ >0 sayisina karsilik her n, ,n, 2m, igin

foy )=, ()] <5 (59)

olacak sekilde m, € N sayisi1 vardir. m, = mak{n,,m,,m,} diyelim. O halde (55), (58)

ve (59) ifadeleri kullanilirsa her x¢ AU B i¢in her n, ,n, 2 m, oldugunda

| £ () =h(x)| =| F()= £, ()+ £, ()= 1, () £,, (¥)=h(x)|

bulunur. Yine #(AU B)=0 oldugundan h.h.h. f = A bulunur. Eger m, = mak{nl,nz}

denir ve (51) ve (53) ifadeleri kullanilirsa, aym1 € > 0 sayis1 ve her n > m, igin

| f" - f||| :| f” - f||5(1’1g‘]1~’1~“’1’”)1) +| f” - f"S(l’z"thwz’%)
- | f” B f||s(1’1’41”1~“’1’”)1) +| f” B ||S(1’2#12~’2~W2’%)
E &
<—+—=&
2 2

elde edilir. O halde (S (p,.q,.7,w,, 0, )(R ¢ ), |) bir Banach uzayidir.

Simdi
I: (S(pl’ql’rl’wl’wl )(Rd )’"H") - (S(pl’ql’ Wy, @ )(Rd )’||'||S(pl,ql,r1,w1,a)1))
f——1(f)=f
birim fonksiyonunu tanimlayalim. / birim fonksiyonu birebir, orten ve dogrusaldir.

Ayrica
||I(f)||5(p1,q1,r1,wl.aa) - ||f||S(p1,q1,n,whw1) < |||f|||
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oldugundan [ siireklidir. O halde ters doniigsiim teoreminden dolayr [ bir

P1>4151-W wl))

homeomorfizmdir. Dolayisiyla I (S ( D141, Wy, 0, )(R ¢ ), |||| s(

(S ( D154, 1, Wy, 0, )(R d ), ||||||) fonksiyonu da siireklidir. Boylece

[ M= 1205 s 1 Dt S €1 T

1571w @ P2:q2:12:W2,0 Puodio1i W @)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayisi1 vardir. Buradan her f e §( D1sqys 1, Wy, @ )(Rd ) icin

||f||5(1’2~‘12,rz~wz’a’2) < |||f||| sc ||f||5(171~¢11a’1~“’1’0)1)

bulunur.

Tersine her f € S(pl,ql,rl,wl,a)l)(Rd) icin

st g1 = 1 s

olacak sekilde bir ¢ >0 sayist var olsun. O halde fe S(pz,qz,rz,wz,a)z)(Rd) olup
S(pi.q.row,o)RY) < S(py.qy. 1. w,, @, )(R) kapsamasi bulunur.

4.2.1.2.0nerme: 1< q, £ q, <o ise S(p,ql,r, w, a))(Rd )C S(p,qz,r, w, w)(Rd)
kapsamasi vardir.

Ispat: Herhangi bir fe S (p,ql,r,w, a))(Rd) verilsin. Buradan fe L (Rd) ve
fe M(p,ql,a))(Rd) olur. 1< g, < g, <o igin

M(p.q,,0)R*) = M(p,q,, w)(R")

kapsamast 4.1.1.2. Onermeden bilinmektedir. Boylece fe M (p,qz,a))(Rd) olup,
fe S(p,qz,r, w, a))(Rd) bulunur. O halde S(p,ql,r, w, a))(Rd)c S(p,qz,r, w, a))(Rd)
kapsamasi vardir.

4.2.1.3. Yardimaa Teorem: @, R* iizerinde tammli bir Beurling agirlik
fonksiyonu, w de R iizerinde tammli, her ze R? icin w(z)= @(z,0) olacak sekilde
bir Beurling agirhk fonksiyonu olsun. Bu takdirde her fe S(p,q,r,w, a))(Rd) ve
ze R icin

(WD <T S <e(PIwle)

olacak sekilde c, (f ),c2 (f)> 0 sayilar1 vardr.
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Ispat: Sifirdan farkli herhangi bir fe S ( P.q,7, W, a))(Rd) alalim. Buradan
fe L’W(Rd) ve feM(p.q. a))(Rd) olur. feL, (Rd) ve f # 0 oldugundan
(60)

olacak sekilde c, (f)>0 sayisimn varhig (Fischer-Giirkanhi-Liu, 1996) calismasindan
biliniyor. Yine her f e M(p,q, a))(Rd) ve ze R? icin

esitsizligi 4.1.10. Teoremde gosterildi. Boylece her f e S(p,q,r,w, a))(Rd) ve ze R?
icin, (60) ve (61) ifadeleri de kullanilarak

e, (f)nlz)< e L
w71, + 0 GOy
Sw(z)llf,w+wz0||f||

PRt Vi
=wz)(||f,w +[11, ,,,,w) w(z>||f||s<,,,q,,,w,w)
olup, ¢, (£)= £, denirse.
(IR ST g,prma S € (FI(2)

bulunur.

4.2.1.4. Onerme: w, ve w, fonksiyonlar1 R“ iizerinde tanimli Beurling agirlik
fonksiyonlari, @, ve @, fonksiyonlart da R** iizerinde tanimli, polinom tipli Beurling
agirlik fonksiyonlar ve 1< g < p <o olsun.

i) w, ve w, fonksiyonlar1 R’ iizerinde her ze R igin w,(z)=e,(z,0) ve
wz(z):wz(z,O) olacak sekilde tanimli Beurling agirlik fonksiyonlar1 olsunlar. Bu
takdirde

S(p.q.r.w. )R ) S(p.g.r,w,.0,)(R")

ise w, < w, olur.
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ii) Eger w, <w, ve @, <@, ise S(p.q.r.w,.)R")cS(p.q.r.w,,o,)(R")
kapsamas1 vardir.

ispat: i) S(p.q.r, wl,a)l)(R")c S(p, q,r,wz,a)z)(Rd) olsun.  Her
feS(p.g.row.o)R?) icin feS(p.g.r.w,.@)[R*) olup, 4.2.13. Yardimei

Teoremden dolayr z —>||TZ f|| fonksiyonu w, agirhik fonksiyonuna,

S(p.g.row.a)

Z —>||T f||S(p’q’r’w2’ah.) fonksiyonu da w, agirhk fonksiyonuna denktir. Boylece her
ze R icin

W SIT gy S (2) )
olacak sekilde bir m > 0 sayisi ve

7wy (DT gy S72(2) (63)

olacak sekilde bir n > 0 sayis1 vardir. Ayrica 4.2.1.1. Onermeden dolay1

.11 Sl sy, (64)
olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir. Boylece (62), (63) ve (64) ifadeleri kullanilirsa
<71l

(p.g.r.wy.0,)

nw,(z)< 7. 7] <cmw,(z)

S(p.g.r.wy.0,) S(p.g.r.w.a@)

olur. Buradan
w, (z) <cmnw, (z) (65)
olup, k = cmn denirse w, (z)< kw, (z) bulunur. Bu ise w, < w, oldugunu gosterir.
i) w, <w, ve @, <@, olsun. Herhangi bir fe S(p.q,r, wl,a)l)(Rd) verilsin.

Buradan fe L (Rd) ve feM(p.q, a)l)(Rd) olur. Yine w,<w, ise

L, (Rd )C L, (Rd) kapsamast ve 1<g<p<o olmak lizere @, <w®, ise
M(p,q.0)R)c M(p.q,®,)(R?) kapsamasi 4.1.1.4. Onermenin (ii). 6zelliginden
bilinmektedir. Buradan feL, (Rd) ve feM(p,q o )(Rd)
olup, f € S(p.q.r, wz,a)z)(Rd),dolaylslyla S(p.q.r.w. @) RY) = S(p,q.r.w,,@,)(R?)
elde edilir.

4.2.1.5. Onerme: @, R* iizerinde tanimli bir Beurling agirlik fonksiyonu ve

w fonksiyonu da her re R? i¢in w(t)= @(0,7) biciminde tanimli bir Beurling agirhik
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fonksiyonu ise S(p,q,r,w, a))(Rd) uzay1 modulasyon islemi altinda degismez kalir ve
her te R? icin

IM. sty S WO
esitsizligi saglanir.

ispat: Herhangi bir f e S(p,q,r,w, a))(R") verilsin. Buradan fe L (Rd) ve

fe M(p,q,a))(Rd) olur. Her te R? igin ||Mtf

=)L, esitligi ve 4.1.15,

Onermeden dolay1 ||M S ||M (p.gow) < [w (0,7) ] ) || f || o es1t51zhg1 kullanilirsa
1My = 1M S+ M1 || w(ra)
Dol Lty
1
1 s (66)
AL OIFY P
L Hwl]f ||

:W(I)( ”f” pqa)) ”f” S(p.q.r.w,o)

bulunur. O halde § ( DG T W, @) (R ¢ ) uzay1 modulasyon islemi altinda degismez kalir.

4.2.1.6. Onerme: 1< g< p<oo, w ve @, sirastyla RY ve R** iizerinde tamiml
birer Beurling agirlik fonksiyonlari olsunlar. Bu takdirde her f e S ( P.q,r, W, a))(R d) ve
te R? igin

1

Lo 00| fl < k(Fe (0.)

S(p.g.r.w,0)
olacak sekilde k, (f ),k2 (f)> 0 sayilar: vardr.
Eger w, R iizerinde tamml, her re R icin w(r)= w(0,7) olacak sekilde bir

Beurling agirlik fonksiyonu ise, bu takdirde her f e S (p,q, raw, a))(Rd) ve te R’ icin

1 1

KW O<IM ’

<k ()W)
olacak sekilde &, (f ),k2 (f)> 0 sayilari vardur.
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ispat: Sifirdan farkli herhangi bir fe S(p,q.r,w, a))(Rd) alalim. Buradan

fe L’W(Rd) ve fe M(p,q,a))(Rd) olur. Her f e M(p,q,a))(Rd) ve te R? igin

1 1

k(P 0.0<M £, <k (o’ (01) (67)

olacak sekilde k, (f ),k2 (f)>0 sayilarinin varhg 4.1.1.5. Onermede gosterildi. Yine

—|| f || “esitligi, 4.1.1.5. Onermenin (i). 6zelligi ve (7) ifadeleri kullanilirsa

k() O0)<M,f 0 < M.

rw+||M f” M(p,q,0)
1

S||‘f rw+a)p0t pqa)

l 1
<o’ 0.1)|f]  +ao’ Ot”f" ra)

1
=wp<o,t>(||f S} @ Ol

bulunur. Ayrica kz(f )= ||f||S(p,q,r,w,a)) denirse,
1 1
k(e 00| 1], <k(f)o’0.0) (6%)

elde edilir.
Eger w, R iizerinde tanimli, her re R? icin w(r)= @(0,1) olacak sekilde bir

Beurling agirlik fonksiyonu ise, (68) ifadesinden

e O Ml <kl ()

S(p.q.r.w.0
elde edilir.

4.2.1.7. Onerme: @, R* iizerinde tanimh, her ze R*, sabit bir C >0 reel
sayist ve N € IN igin |a) | <C (1 +|z|) kosulunu saglayan polinom tipli bir Beurling

agirlik fonksiyonu, w fonksiyonu da R iizerinde w(x)= (x,0) biciminde tanimli bir

Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Yine v fonksiyonunun da R iizerinde tanimli bir

W)
w(x)

fonksiyonu sifira yakinsamiyorsa, bu takdirde S(p,q,r,w, a))(Rd) uzaymin L] (Rd)

Beurling agirlik fonksiyonu oldugunu kabul edelim. Eger v <w ve x — o icin

uzayma gomiilmesi kompakt degildir.



79

Ispat: v<w ise her xe R? icin v(x) < Cw(x) olacak sekilde bir C >0 sayisi

vardir. Ayrica v=<w ise L, (R ¢ ) cL (Rd) olacagindan

S(p,q,r,w,a))(Rd)c L’W(Rd)c LC(Rd) olur. Yine x — o igin 4%

vlx)
w(x)
()

yakinsamadigindan ——= >J olacak sekilde bir & >0 sayis1 vardir. Herhangi bir

w(x)

fecCg (Rd)c S(Rd) fonksiyonunu alalim. @, polinom tipli bir Beurling agirlik

fonksiyonu sifira

fonksiyonu oldugundan w fonksiyonu da polinom tipli olup, buradan § (R 4 ) cL, (Rd)
kapsamas:t yazilir. Boylece fe L (Rd) olur. Yine |a)(z)| <C (1+|z|)N ise

S(Rd)CM (p,q,a))(Rd) kapsamast  4.1.4. Onermeden biliniyor. O halde

feS(p.grw, a))(Rd) elde edilir. Ayrica f, — oo olacak sekilde bir (tn) c R? igin

neN

1, :ﬁ olmak iizere ( !, )ne v dizisini tammlayalim. Yine 4.2.1.3. Yardimci
wit,

Teoremden dolayr x — fonksiyonu w(x) agirlik fonksiyonuna denk

r.f

|S(p,q,r,w,a))
olup, her xe R? icin

M_lw(x) ST f

) SMw(x)

|S(17,q,r,w,w

olacak sekilde bir M (f)> 0 sayis1 vardir. Bu esitsizlik kullanilirsa

T f
wlt,)
1

wlt,)

dizisi S(p,q,r,w, a))(R") uzaymda sinirhdir.

S(p,q.r.w,) -

fVl

1
= WH)HTI" f”s([,,q,r,w,aﬂ

S(p.g.r.w,0)

<

Mw(t,)=M

bulunur. Dolayisiyla ( f )

n/neN
Simdi (f,)_, dizisinin L] (Rd) uzaymda yakinsak bir alt dizisinin olmadigin
gosterelim. Bir ke C,. (R") verilsin. Eger suppk = K ve supp f, = K, denirse en az bir

n, € IN i¢gin K ve K, aynktr. Yani K N K, =& olur. Béylece 7, — e oldugunda

k(x)dx

-0 (69)

J:I £ (x)k(x)dx
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bulunur. Boylece ( fn) dizisi belirsiz (vague) topolojiye gore sifira yakinsar. Yine
(fn ) S(p,g.r,w, a))(Rd) ise S(p.q,r,w, a))(Rd ) clL (Rd) kapsamasindan

(fn)cLz(Rd) olur. Ayrica LC(Rd)C L’(Rd) ve l+i,:1 olmak {lizere
ror

C. (Rd)c L (Rd) kapsamalarindan da sirasiyla (f,)c L’ (Rd) ve ke L (Rd) yazilir.

O halde Holder esitsizligi kullanilirsa

< k

fVl

¥ S"‘f"

.
r ry r

J:I £, (x)k(x)dx

olup, (69) ifadesinden dolay1 esitsizligin sol taraf1 sifir fonksiyonuna yakinsadigindan,

eger ( fn) dizisi L] (R") uzaymda yakinsaksa | f.

., =0 olmahdir. Simdi bu

yakinsamanin olmadigini gosterelim. Her fe L’ (R ") igin x —

T.f

| fonksiyonunun
ry

v(x) agirlik fonksiyonuna denk oldugu (Feichtinger-Giirkanli, 1990) calismasindan

bilinmektedir. Boylece her xe R icin

k, v(x)<

r.f

L, Sk, v(x)
olacak sekilde k,, k, >0 sayilar1 vardir. Buradan

r,f
wlr, )

vit, )
wlt,)

|,

>k,

b
o)

1
oL

r,v

r,y

bulunur. Her (tn) icin

> ¢ oldugundan

fVl

ry

olup, ( f”) dizisi L] (Rd) uzaymda sifira yakinsamaz. Dolayisiyla ( fn) dizisinin

ne N
LZ(R‘Z) uzayinda yakinsak bir alt dizisi yoktur. O halde S(p,q,r,w,@) uzaymn
L (Rd) uzayma gomiilmesi kompakt degildir.

4.2.1.8. Teorem: 1< g< p<o, @, ve w,, R* iizerinde tanimh, polinom tipli

Beurling agirlik fonksiyonlari, w, ve w, fonksiyonlari da R iizerinde w, (x)= , (x,0)

ve W, (x)= w, (x,0) biciminde tammli Beurling agirlik fonksiyonlart olsunlar. Yine o,

agirhik fonksiyonunun sabit bir C >0 reel sayist ve Ne IN icin |o,(z)| < C(l+|z| )
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W, (x)
w, (x)

sifira yakinsamiyorsa, bu takdirde S ( Dsq,7,s W, 0, )(Rd) uzaymin S ( Dsq,TsW,, 0, )(Rd)

kosulunu sagladigim1 kabul edelim. Eger @, <@, ve x — o igin fonksiyonu

uzayma gomiilmesi kompakt degildir.

ispat: @, <, ise w, <w, olup, S(p.q.r.w,.@)R*)< S(p.q.r,w,,®,)R)
kapsamas1 4.2.1.4. Onermenin (ii). 6zelliginden biliniyor. Yine 4.2.1.1. Onermeden
dolay1 I:S(p,q,r,wl,a)l)(Rd)—> S(p,q,r,wz,a)z)(Rd) birim doniisiimii siireklidir.
S(p,q,r,wl,a)l)(Rd) uzaymda simrli herhangi bir ( fn)neN dizisi verilsin. Eger
S(p,q,r,wl,a)l)(Rd) uzayimin S(p,q,r, wz,a)z)(Rd) uzaymna gomiillmesi kompakt

olsaydi, bu (f,) _, dizisinin S(p,q.r,w,,@)(R*) uzayinda yakinsak bir alt dizisi

ne N

olurdu. Buradan bu alt dizi L, (Rd) uzaymda da yakinsardi. Bu durumda ise

S(p.q.r, wl,a)l)(Rd) uzaymn L (R") uzayma gomiilmesi kompakt olurdu. Ancak

~~—

w, (x

Wi (x )

w, <w, ise ve x—oo ig¢in fonksiyonu sifira yakinsamiyorsa, 4.2.1.7.

Onermeden dolay1 S(p,q,r,w,,®, )(Rd) uzaymn L (R d) uzayina gomiilmesi kompakt
degildir. O halde S(p,q.r.w,@)(R*) uzaymn S(p.q.r,w,,@ )(R*) uzaymna
gomiilmesi kompakt degildir.

4.2.1.9. Onerme: 1< g< p<oo, @, ve w,, R* iizerinde tamimli, polinom tipli
Beurling agirlik fonksiyonlari, u, ve u, fonksiyonlari da R? iizerinde tamimli, her
ye RY icin ul(y): @, (0,y) ve uz(y): w, (0,y) kosullarini saglayan Beurling agirlik
fonksiyonlar1 olsunlar. Yine @, agirhik fonksiyonunun her z= (x,y)e R*™, sabit bir

C >0 reel sayis1t ve Ne IN ig¢in |a)1 (z)|SC (1+|z|)N kosulunu sagladigin1 kabul

us(y)

edelim. Eger @, <@, ve y — oo i¢gin
ul()’)

fonksiyonu sifira yakinsamiyorsa, bu

takdirde S(p,q,r,ul,a)l)(Rd) uzayinin S(p,q,r,uz,a)z)(Rd) uzaymna gomiilmesi
kompakt degildir.
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u
~—

Ispat: @, <@, ise u, <u, olup, S(p,q,r,ul,a)l)(Rd)C S(p,q,r,uz,a)z)(R

kapsamasi 4.2.1.4. Onermenin (ii). ozelliginden biliniyor. Ayrica y — o icin uz((y))
u\y
fonksiyonu da sifira yakinsamadigindan
”1()’ )

olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 vardir. Ote yandan 4.2.1.1. Onermeden dolayi
I:S(p,q,r,ul,wl)(Rd)—> S(p,q,r,uz,a)z)(Rd) birim doniistimii stireklidir. Herhangi
bir feC; (R")c S (R") fonksiyonunu alalim. @,, polinom tipli bir Beurling agirlik
fonksiyonu oldugundan u, fonksiyonu da polinom tipli olup, buradan § (R ¢ ) cL, (Rd)
kapsamasi yazilir. Yine |a)l (Z)| < C(1+|z| )N ise S(Rd)c M(p,q,a)l)(Rd) kapsamasi
da 4.1.4. Onermeden biliniyor. Boylece S (Rd )c S (p,q,r,ul,a)l)(Rd) bulunur. Bunun

sonucu f € S(p,q, r,ul,a)l)(Rd) olur. Ayrica y, — = olacak sekilde bir y, € R’ igin

1

fi =— M, f olmak iizere ( fi )keN dizisini tanimlayalim. Yine 4.2.1.6.

”E(yk)

1
Onermeden dolay1 H M, f HS ( = ul (yk) oldugundan

Podyroty @)

1

[, <Cul ()

Psq,r,uy 0

olacak sekilde bir C >0 sayis1 vardir. Buradan

1 1
" fk ||S(1’a‘]~’~“1aw1) - L My‘ f - 1 “Myk f “S(p,q,r,u],a)l)
ulp (yk) S(puqurou.a) ulp (yk)
1 E
< Cu/(y,)=C
ul(y,)

olup, ( fi )kE y dizisi § (p.q, r,ul,a)l)(Rd) uzaymda siirhdir.
Simdi ( fi )kE v dizisinin § (p,q,r,uz,a)z)(Rd) uzaymda yakinsak bir alt diziye

sahip olmadigim gosterelim. Herhangi bir he C, (R") verilsin. Eger supph=M ve
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supp f, =M, denirse en az bir k,€ IN i¢cin M "M, =P olur. Béylece y, —> oo

oldugunda

J' Mykf(x)

R d

h(x)dx| — 0 (71)

I, £ () h(x)dx

u! (y,)

bulunur. Boylece ( fk) dizisi belirsiz topolojiye gore sifira yakinsar. Yine
S(p, q,7,u,,0, )(Rd ) c S(p, q,7,u,, 0, )(Rd ) kapsamasindan dolay1
(fk)cS(p,q,r,uz,@)(Rd) olur. Buradan (fk)cL;2 (Rd) olup, L, (Rd)c L’(Rd)
kapsamasindan da  ( fi oL (Rd) olur. Yine herhangi bir he C, (R d) verilsin.

l+l, =1 olmak iizere C. (Rd)c L (Rd) kapsamasindan da he L” (Rd) yazilir. O
ror

halde Holder esitsizligi kullanilirsa

J. fk (X)h()C)dX = "fk r h ¥ < ||fk iy h r < ||f7< ||S(p,q,r,uz,a)2)||h r

Rd
olup, (71) ifadesinden dolay1 esitsizligin sol tarafi sifir fonksiyonuna yakinsadigindan,
eger (f,) dizisi S(p,q,r,uz,a)z)(Rd) uzayinda yakinsaksa ||fk ”S(,,,q,,,uz,ah) -0

olmalidir. Simdi de bu yakinsamanin olmadigim gosterelim. Yine 4.2.1.6. Onermeden
1
~ P S5
dolay1 ”Myf ||S(p,q,r,u2,a)z) = U (y) oldugundan

1
Mt (y)<|M,f]

DTty )

olacak sekilde M ,M, >0 sayilar1 vardir. Boylece

1 1

|| fk ||S(17an~“2~a’2) = l Myk f = l ||M~Vk f||S(p,q,r,u2,aI2)
uf (y" ) 8(p.q.rauy.0,) uf (y" )
. 1
> mur(y)=m, uy(yi))7 (72)
ul(yk)

ul;(yk)
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”2()’k)

ul(yk)

U\

)
olur. O halde (72) ve (73) ifadelerinden

olur. Ayrica y, = i¢in fonksiyonu sifira yakinsamadigindan (70)

ifadesinden dolay1

jp > 50 (73)

SR

" fe ”s(p,q,r,uz,wz) = % “M.w f‘

1

ZMI(MZ(yk)j 2M1§p
S(1’~‘I~ra“2~a)2)

uf (yk)

ul(yk)

olup, ( fk) dizisi S( p,q,r,uz,a)z)(Rd) uzayida sifira yakisamaz. Dolayisiyla ( fk)

keN
dizisinin S(p,q,r,uz,a)z)(Rd) uzayinda yakinsak bir alt dizisi yoktur. O halde
S(p,q,r,ul,a)l)(Rd) uzayinin S(p,q,r,uz,a)2)(Rd) uzaymna goOmiilmesi kompakt
degildir.
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4.3. M(p,q, w)(Rd) ve S(p,q,r,w, @ )(Rd) Uzaylarmin Carpanlar Uzayi

4.3.1. Onerme: 1< p<oo, 1<g<oo, l+i,=1, l+i,=1 ve w, polinom

p p q9 9
tipli bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Yine v fonksiyonun da 4.1.11. yardimci

teoremdeki gibi tanimli oldugunu kabul edelim. Bu takdirde
Hom,, (le (Rd ),M (r".q, w)(Rd )) carpanlar uzay1 M(p’,q’, w)(Rd) dual uzayma
izometrik izomorftur.

ispat: M(p,q, w)(Rd) uzaymin L (Rd) uzayi iizerinde girisim islemine gore
esas Banach modiilii oldugu 4.1.13. Teoremde gosterildi. Yine M (p, g, w)(Rd ) uzayinin

dualinin M ( r.q, w)(Rd) oldugu da 4.1.16. Teoremden bilinmektedir. O halde (Rieffel,

1967) calismasindaki 2.13. Sonug kullanilirsa

Hom, (le (Rd )’M(p,’q,’ w)(Rd ))= Hom,, (1) (le (Rd )»(M(P»q,W)(Rd )) )
= (L (R*)+M(p.q.w)(R"))

= (M(p,q,w)(Rd ))* = M(p',q',w)(Rd)
bulunur.
.. 1 1 1 1 . -
4.3.2. Onerme: 1< p<o, 1<g<oo, —+—=1, —+— =1 w, polinom tipli
p p q9 4
bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Yine v fonksiyonun da 4.1.11. yardimci

teoremdeki gibi tanimli oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

HomLi‘(M(p,q,w)(Rd),L‘:’,l (Rd)) carpanlar uzay1 M(p',q',w)(Rd) dual uzayina

izometrik izomorftur.
Ispat: 4.3.1. Onermedeki ispat teknigi ve (Rieffel, 1967) calismasindaki 2.13.

Sonug kullanilirsa

Hom,y (M (p. g w)R*) L7, (R?))= Hom, ) (M (p.q )R ) (24 (7)) )

bulunur.
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4.3.3. Onerme: 1< p<oo, I<g<oo ve @, R* iizerinde taniml polinom tipli

bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Yine R iizerinde tammli w Beurling agirlik
fonksiyonunun da her ze R? icin w(z)=a@(z,0) biciminde tanimh oldugunu kabul

1 1 i:lve l+i,=lolmakiizere

edelim. Bu takdirde l+—,:1, —+—
ror p p q9 4

Hom,, (s(p.q.r,w,0)(R* )L~ (R"))= L. (IR )xL(p".q", wdu)([]{”%

w!

olur.
ispat: S(p,q,r,w, a))(IRd) uzaymin L, (Rd) uzay1 lizerinde esas Banach modiil

oldugu 4.2.5. Onermeden bilinmektedir. Yine S(p,q,r,w, a))(IRd) uzayinin dualinin

v d ’ 7 2d
L (R (' odu) IR % oldugu da 4.2.14. Teoremde gosterildi. O halde

(Rieffel, 1967) ¢alismasindaki 2.13. Sonug kullanilirsa
HomL, (S(p, q,r,w, a))(Rd ), Lz,, (Rd )) = Holew (S(p, q,r,w, a))(Rd ), (Llw (Rd ))* )

=(S(p.g.row )R )= L, (R'))

=(s(p.g.r.w@)(R"))
L (R < L(p’, ', odp)IR %

bulunur.

Calismamizin 4.2. Bolimiinde S(p,q.1, w,a))(Rd) uzaymin bir S, (G) uzayr
oldugunu gostermistik. Simdi (Dogan-Giirkanli, 2001; Giirkanli, 2005) calismalarini

kullanarak bu uzaym carpanlar uzayini inceleyecegiz. Bunu icin de asagidaki tanimlari

verelim:
l<p<oo, 1Sg<oeo, r=1 ve w, R’ iizerinde tammh bir Beurling agirlik

) kiimesini C (,u) >0, i Olctimiine bagl bir sabit

fonksiyonu olmak tizere bir M, ., »

ve
FeL,(G)f#0,feC, (Rf’)}

|7

1w

Il = {"ﬂ*fllw,q,l.w,w)
M

olmak iizere
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Mo =t1e M) 4], <Clu) }

bi¢iminde tammlayalim. M g ) # {0} oldugu (Giirkanli, 2005) calismasindaki 2.1.

p.q,l,w,0
Onermede oldugu gibi gosterilir.

4.3.4. Onerme: 1< p<oo, 1<g<oo, r=1 ve @, R* iizerinde tammli, sabit
bir C >0 reel sayis1 ve Ne IN igin |a)(z)| <C (1+|z|)N kosulunu saglayan polinom

tipli bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Yine w fonksiyonunu da R? iizerinde

w(z): cu(z,O) biciminde tanimlayalim. Eger w BD kosulunu sagliyorsa bu takdirde
T:L, (G)— S(p,q.l,w, a))(Rd ) dogrusal fonksiyonu i¢in asagidaki ifadeler denktir:
1 TeM(L,(R) S(p.g.Lw.@)(R"))

2) Her fe Llw(Rd) icin Tf = u* f olacak sekilde bir tek ue Mg

p,q,l,w,a))
vardir.
Fazladan olarak, T ve u arasindaki esleme, M (Llw (Rd),S (p.q.Lw, a))(Rd)) ve

M g ) uzaylar arasinda bir izometridir.

p.q,l,w,0
ispat: S(p,q.1,w, a))(Rd) uzaymin bir § (G) uzay1 oldugu 4.2.13. Onermeden
bilinmektedir. O halde (Giirkanl1,2005) calismasindaki 2.4. Onermeden dolay: ispat

tamamlanir.
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4.4. Sobolev-Shubin Uzaymn Bir Genellestirilmesi ve Ozelliklerinin incelenmesi

Bu boliimde (Giirkanli, 2006) ¢alismasinda tanimlanan M (p,q)(Rd) uzayi ve
Toeplitz operatorii  kullanilarak  bir QY (p ’q)(Rd) uzayr tammlanmip, o6zellikleri

g.w

incelenecektir.
4.4.1. Tamm: ge S(Rd)/{O} sabitlenmis bir pencere fonksiyonu, w, R*’

iizerinde taniml1 bir Beurling agirlik fonksiyonu ve 1< p,g < oo olsun. Bir
0! (r*)=1r e S(R*)| Tp, (w)f € M (p.q)(R")}
kiimesini tanimlayalim. Herhangi iki f,he Q;‘ﬁ” "’)(Rd) alalim. Buradan f.,he S '(Rd)

ve Tp, (w)f € M(p.q)(R"). Tp, (whe M(p.q)(R?) olup $'(R") ve M(p.q)(R") birer
vektor uzayi oldugundan f +he S '(R d) ve
Tp, W)(f +1) =V (wv, (f +1) =V (wV, )+ V, (wV,h)
=Tp,(w)f +Tp, (whhe M(p,q)R")
yazilarak f +he Qg‘f,”’q)(Rd) bulunur. Yine herhangi bir f e Qﬂ” ’4)(Rd) ve aeC
verildiginde af € S'(R*) ve
1p, (wes) =V, (w (@)= av;(w, r)=atp, (w)f € M(p.q)R")
olup af e Qﬂ” "’)(Rd) elde edilir. QZVE,” "’)(Rd) uzayinin vektor uzayr olmanin diger
kosullarim sagladigin1 gostermek kolaydir. O halde QZW(,”’“(R") uzayr C lzerinde bir
vektor uzayidir.

Qﬂp ) (Rd ) vektor uzayi iizerinde

”f”Q =HTpg (W)f”M(p,q)
fonksiyonunu tanimlayalim.

4.4.2. Onerme: (QM (p "’)(Rd )|||| 0 ) Bir normlu uzaydir.

g.w
Ispat: 1) ||.||M(p’q) fonksiyonunun M (p,q)(Rd) vektor uzayi tizerinde bir norm

oldugu (Giirkanli, 2006) calismasindan bilinmektedir. Buradan her f € QZW(,”"”(R d) icin

1£1, =[ 72, (w)f],,,,, >0 elde edi.
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2) Herhangi iki f,he QZW(,” ’q)(Rd) verilsin. ||||M () fonksiyonunun norm olmasi

kullanilarak
PRI A AVED) R VA VRS A
=V (v, £)+v; (wv,h)| .
S VALY B VA AT
=171, +Il,
elde edilir.

3)Her fe Q;fw(,”’q)(Rd) ve ae C igin

”}“f"Q :"V; (ng (ﬂf))”M(p,q) :”V; (lwvgf)”M(p 2)

- .” (ﬂ'wvgf)(x’)’)MyTxgdxdy

R M(p.q)
=|4| I wVf xyMngxdy
R M(p.q)
=l v: (v, )], =12

bulunur.

4) Her fe QX" (R) igin |f[, =|v,(wv, f)”M(p’q):O olsun. [,

fonksiyonu M (p, q)(Rd ) lizerinde bir norm oldugundan

wV f ” wV, f X, y)MyTXg(t)dxdy:O

R2d

yazihr. w21 ve g=#0 oldugundan V, f (x,y)=0 olup buradan f =0 bulunur.
Tersine, eger [ =0 ise V, f (x,y)=0 olup

0

"f”Q :" V; (Wvgf)”M(p,q)

bulunur.

O halde (QZW(,” (R ),||.||Q ) bir normlu uzaydir.

4.4.3. Teorem: 1< g < oo ise (QZW(,” (R4 )||||Q ) bir Banach uzayidir.



90

Ispat: QZW(,""’)(Rd) uzayinda bir (f,) . Cauchy dizisi verilsin. Bu takdirde

neN

herhangi bir £ > 0 sayisi verildiginde, her m,n 2 n, oldugunda

o = =2, = Ve v, (7= 1))

|M(p,q)

=|v:(wv, £, -wV, £,

M(p.q) - " Vg ° Vg* (WVS' f" B WVS’ f’” )”pq

= "”g (Wng,,)—ﬂ'g (ngfm )”pq <€
olacak sekilde bir n,e€ N sayisi vardir. Boylece 7z, (ng fn) dizisi L(p,q)(RZd)

uzayimda bir Cauchy dizisi olur. Yine L[ p,q)(de) bir Banach uzay1 oldugundan aym
£ >0 sayis1 ve her n > n, igin

&

||71'g (ngfn)— F",,q < —”Vgg”l

olacak sekilde bir F e L[ p,q)(R 2d) vardir. Buradan her ze R* icin w(z)>1 olmasi da

F
w

olup Ee L(p,q)(de) olur. Yine ||g||2=1 olsun. O halde E:ng olarak
w w

kullanilirsa

<|Fl,, <o

tanimlanirsa  f :Vg* L yazilir. Buradan F=wV, fe L(p,q)(R”) olup (Giirkanli,
w

2006) calismasindaki 2.1. Teoremden dolayr V' F =V (ng f )e M (p,q)(Rd) yazilir.

Buradan da f € Q;’, (p "’)(Rd) bulunur. O halde ayn1 € >0 sayis1 ve n 2 n, icin

TS B VA A TAS)
_||v wVf) (wV 1)
=[vv v wv s, )-vi v s,
=||Vg* Z WV [ =WV f ||M(p )

S”Vgg”l””g(wvgf")_F"pq
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<||Vgg||lm:€
8

M(p.q)

olup, O, (Rd) bir Banach uzayidir.
4.4.4. Teorem: w, R* iizerinde tanimli bir Beurling agirlik fonksiyonu olsun.
Bu takdirde

QO ;”w(” ) (Rd ) uzay1 otelemeler altinda degismez kalir.

2) I< p<oo, 1<g<o ve w, R* iizerinde tanimh, sinirh bir Beurling agirlik

fonksiyonu ise R“ kiimesinden QV (pa (Rd) uzaymna giden z—T7,f doniisimii

g.w

sureklidir.

Ispat: 1) Herhangi bir fe Qévfw(,”"’)(Rd) ve ze R’ verilsin. Buradan

Tp,(w)f =V, (ngf)e M(p,q)(Rd) ve bunun sonucu V,V, (ngf)e L(p,q)(RZd)

yazilir. Yine Vy(M T.g)x,y)=e ~2mls V Hu—x,1—y) ve
V(T f)x,y)=e7™T, ,\V, f(x, y) esitlikleri kullamlirsa

vV WV, T f )= (v, WV, T.f )M T,g)=(wV,T.F.V,(M,T,3g))

= ([ 6oV, T 1 X, )V, (1., £ Yox, )y

RZI

= [[wle, )V, T f (e, 3V, gl = 1 = y)e ™) dedy
R'.Zd

I wlx,y)e™V, flx—z,ylV,glu—x1t- ¥)e ) gy

R2(i

olup, x — z =v degisken degistirmesi yapilir ve her iki tarafin mutlak degeri alinirsa

‘Vng* (ngTzf)(u,t)‘ < ”|W(z +v, y)| ‘ng(v, y)‘ ‘ Vgg((u —v)—z,t— y)‘ dvdy
< ”w(z,O)|w(v, y)| ‘ng(v, y)‘ ‘T(Zqo)Vgg(u —v,t— y)‘ dvdy

= (e 0)wV, £ [#[T. oV, &)
bulunur. Ayrica wV,fe€ L(p,q)(de), V.ge S(de)c L (de), ve L(p,q)(Rz")
uzayimn L' (RM )—modiil olmas1 kullanilirsa

[v.v;(w,T.r “ <w(z.0)||wv, f|*

Ti. o)V, g‘”
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<w(z0)wv, £ [Teovisl,
<O, 7], 1.e], o
bulunur. Eger K = ”Vgg" denir ve (74) ifadesi kullanilirsa
Ir.£1, =|v: wVTf” —||VV wVTf”
< K w(z.0)|wv, f"pq < oo
elde edilir. Dolayisiyla 0"/ (R*) uzay1 stelemeler alunda degismez kalr.

2) Herhangi bir feQ"")(R?) ve zeR’ verilsin. Buradan
Tp,(w)f =V, (wV, f)e M(p,q)(R") ve M(p,q)(R?) uzaymm tammindan
wV, f € L(p,q)(R**) yazilr. Yine w Beurling agarlik fonksiyonu oldugundan

|V £ (e y)| < wloe, )|V, £ (x, y)
olup, L(p,¢)(R**) uzaymin katr uzay olmast kullanilirsa
vesl,, slwvis],, <o

2d -
ve buradan da V, fe L(p,q)(R ) bulunur. Ayrica w smrhh  oldugundan

sup w(x, y) =M denir ve (Giirkanli, 2006) ¢alismasindaki 2.1. Teorem kullanilirsa

(x.y)R*

IT.f = £ll, =|Vv: b, @.f - ),

(p.g)

<|v.e| [wv..r -7,
S”VggnlM" Ve (Tzf)_vgf”pq (75)

esitsizligi elde edilir. Yine R? kiimesinden M (p,q)(Rd) uzayma giden Oteleme

doniisiimiiniin  siirekli oldugu (Giirkanli, 2006) c¢alismasindaki 2.2. Onermeden

biliniyor. O halde herhangi bir € > 0 sayis1 verildiginde her z€ U icin

1T f = Fllyiy =l V. @)=V, 1| < (76)

. MIIV s,

olacak sekilde R“ kiimesinin biriminin bir U komsulugu vardir. Boylece (75) ve (76)

ifadelerinden ayn1 £ >0 sayisi ve her ze€ U icin
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”Tzf—f"Q SMHVggHI H Vg (T*”'f)_vgfupq

bulunur. O halde R? kiimesinden QZ‘E,”’Q)(Rd) uzaymna giden z —7,f doniisiimii
stireklidir.

4.4.5. Onerme: 1< p,g<o ve w, R* iizerinde tammli, smirli bir Beurling
agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde

S(R*)c M(p,q)R* )= Q) (R")

kapsamasi vardir.

ispat: S(Rd)c M (p,q)(Rd) kapsamasi (Giirkanli, 2006) calismasindaki 2.1.
Onermeden  biliniyor. Herhangi bir feM (p,q)(Rd) verilsin.  Buradan

V.fe L(p,q)(de) yazilir. Yine w siurhi oldugundan C= sup w(x,y) denirse

(x.y)kR*

‘w(x, y)ng(x, y)‘ SC‘ ng(x, y)‘ olup bunun sonucu
Iy =[viwvo s, <|Vsl wver],, <&lves],, <

ve fe QM(”"’)(Rd) bulunur. Dolayisiyla M(p,q)(Rd)c QM (ra) (Rd) kapsamasi vardir.

g.w g.w
4.4.6. Onerme: 1<q <g,<c ise QY W(R)c oyt “)(R*) kapsamast

vardir.

Ispat: Herhangi bir fe QM(”"“)(Rd) verilsin. Bu takdirde f e S'(Rd) ve

g.w

Tp, (w)f :V;(ngf)e M(p.q, )(Rd) olur. 1<g,<q, <o ise
M(p,q,\R")= M(p,q,)R") oldugundan Tp,(w)f =V (wV, f)e M(p.q,)R*) olup

feoll )(R*) bulunur. O halde Qllra) (Rd)c 0"+ (R*) bulunur.

8w

4.4.7. Onerme: w, < w, ise QZW(,II”Q)(Rd )< 0¥ (79 (R*) kapsamast vardr.

8wy
Ispat: w, <w, olsun. Herhangi bir fe Qﬁ‘f{’ ’4)(Rd) alalim. Buradan
Tp, (w,)f = v, (legf)e M(p,q)(Rd) ve buradan da wV, fe L(p,q)(de) olur.

w, <w, oldugundan wz(x,y)SCwl(x,y) olacak sekilde bir C >0 sayist vardir.

Buradan
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w, (6, )|V, £ ()| < Cw ()| V, £ (2, y)]
yazilir. L( p,q)(de) uzay1 kat1 uzay oldugundan

oV f],, s clmvir],, <o
olup, buradan w,V, fe€ L(p,q)(RZd) bulunur. Bunun sonucu olarak da

Tp, (w,)f = v, (Wngf)e M(p,q)(Rd) olup fe QM(”"’)(Rd) elde edilir. O halde

g
02 ) 021 )
kapsamasi vardir.

4.4.8. Onerme: p,ge [l,] ve w, R* iizerinde tanimli, sinirli bir Beurling
agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde M (p, g, w)(Rd ) uzayl Q;‘ﬂff’ "’)(Rd) uzayina siirekli
olarak gOmiiliir.

Ispat: Herhangi bir feM ( P>q, w)(R d) verilsin. Buradan
V.f€ L(p.q, wd,u)(R 2d) yazilir. Yine L(p,q, wd,u)(de ) c L( p,q)(RZd) kapsamasindan
V.f€ L(p,q)(RZd) olur. Ayrica w smurh ise wV, fe L(p,q)(RZd) olup
v, (ng f )e M (p,q)(Rd) ve buradan da fe Q;Vfw(,” "’)(Rd) bulunur. Dolayisiyla

M(p.q, w)(Rd )C QM(M)(R”[) kapsamasi vardir.

g.w

Simdi 7:M(p.q, w)(Rd)—> oY “”‘”(Rd) doniisiimiinii  tamimlayalim. Yine

g.w

HVgé’HIZCI ve  sup w(x,y)zC2 denirse, herhangi bir f € M(p,q,w)(Rd) igin

(X,y)ERZd

W, <IH,,, esitsizligi kullanilarak

1Mo =171 =[vi 6V P, < IVeel Vs,

<cC|v, 1], <v./]

pa.w

= C1C2||f||M(

Pog-w)

yazihr. Yani [:M (p,q,w)(Rd)%QM(p’q)(Rd) doniisiimii  siireklidir. O halde

g.w

M(p.q, w)(Rd) uzayi Qﬁfw(,”’q) (R d) uzayina siirekli olarak gomiiliir.

Simdi tanimlamis oldugumuz QZW(,”’“(R") uzayinin neden Sobolev-Shubin

uzaymnin bir genellestirmesi oldugunu gosterelim.
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4.4.9. Teorem: p=g=2 ve v, R* iizerinde tammli polinom tipli bir
Beurling agirlik fonksiyonu olsun. Bu takdirde Q(Zfz’z)(Rd) uzay1 bir Sobolev-Shubin
uzayidir.

Ispat: M’ (Rd ), p=g=2 ve R* iizerinde tamimli polinom tipli bir v, agirhik
fonksiyonu i¢in modiilasyon uzaymn, Q. (Rd) uzayr da tanimi 2.42. Tanimda verilen
Sobolev-Shubin uzaymni gostermek iizere, M’ (Rd ): 0, (Rd) esitligi  (Boggiatto-

Cordero-Grochenig, 2004) ve (Boggiatto-Toft, 2005) calismalarindan biliniyor. O halde
ispat igin M ] (Rd): oY (2’2)(Rd) oldugunu gostermek yeterlidir.

85

Simdi herhangi bir fe M’ (Rd) alalm. Buradan vV, f € L (de) olur. Yine

H V.8 Hl = A denir ve (Giirkanli, 2006) ¢alismasindaki 2.1. Teorem kullanilirsa

”f”Q - HTpg (v, )f”M(Z,Z) =H v, (stgf)”M(z,z)

<|veel [v.v.rl.. =[veel [v.ves], )
Ayl = Alsl,, <
olup, f € 0" (R") bulunur. Boylece
M?(R")c 0 (RY) (78)

kapsamasi elde edilir.

Ters kapsama igin once Tp, (v,): M2(R?)— M (2,2)(R*) fonksiyonunu alalim.
feM f(Rd) icin vV, fe L (de): L(2,2)(R 2d) oldugundan (Giirkanli, 2006)
calismasindaki 2.1. Teoremden dolay1 Tp, (vS ) f= Vg* (vs V.f )e M (2,2)(Rd) olur. Yani

bu fonksiyon iyi tanimlidir. Simdi de bu fonksiyonun dogrusal, sinirli, birebir ve orten

oldugunu gosterelim. Herhangi iki f,he M’ (Rd) ve a, € K verilsin. Buradan

Tp, v Naf +BR) =V v,V (af +Bn) =V (av,v, f)+V.(Bv,V,h)
=alp,(v,)f +BTp, (v, )h

olup, Tp, (vs) fonksiyonu dogrusaldir. Ayrica fe M’ (Rd) icinvV fe L (R 2d) ve

|70 G iy =1V Ve N
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<|VaslJv.ve sl =1vael [V £,

= AV, sl,, =Al7L
oldugundan 7p,(v,): M?(R")— M (2,2)R?) smuhdir. Yine Tp,(v,)f =0 olsun.
Buradan V;(v,V,£)=0 olup g#0 oldugundan v,V,f =0 yazilr. Yine v, >1 ve
g #0 olmast kullamlarak f =0 bulunur. Béylece Tp,(v,) fonksiyonu birebirdir.

Ortenligini gostermek icin herhangi bir he M (2,2)(Rd) alalm. Buradan

V.,he L(2,2)(R2d ): r (R”) ve VLhe r (R”) olur. Tp, (v,)f =V; (v, ng): h olacak
v

s

V.h
sekilde bir fe M f(Rd) fonksiyonunun varligim gosterecegiz. Eger f :V;( £ j
v

R

V,h 2 2d 1 1
alimrsa  ——¢€ L (R ) oldugundan (Grochenig, 2001) c¢alismasindaki 11.3.2.
v

s

s
v

5

) * Vgh 2 pd . % # Vgh
Onermeden dolay1  f =V, eM (R ) olur. Yine f=V,V f=V | —
v

R

V.h
ifadesinden V, f = —— yazilir. Bu esitlik kullanilirsa
v

1p,(v)f =V, (v, )=V, (V,h)=h
bulunur. Dolayisiyla Tp, (vs) ortendir. O halde ters doniisiim teoreminden dolay1

(T, 0" 1 22)(R") - 012 (R?)

siirhdir.
Simdi herhangi bir fe Qﬁ.(z’z)(Rd) alalim. Buradan
Tp, Wv.)f = v, (vs V.f )e M (2,2)(Rd) yazilir. Buradan da

(Tpg )" (Tpg v)f)=feM? (R") olur. O halde
0y (R") e M (R) (79)
kapsamasi elde edilir. Boylece (78), (79) ifadeleri ve M2(R*)=0 (R?) esitligi

kullanilirsa

0"CA(R!)=m2(R")=0,(R")
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yazilir. Dolayisiyla foz’z)(R d) uzay1 bir Sobolev-Shubin uzayidir.

Yine (Tp g(vs ))f1 sinirl oldugundan

1£1,,: =@, 0 (@2, 0)F)] .

My
<Cl1p, ()¢, 0 = €1, 80)

olacak sekilde bir C >0 sayis1 bulunur. Ayrica (77) ve (80) esitsizliklerinden

1
E"f

wr <1l < Al f e

yazilir. Boylece ||||M ve |||| 0 normlar1 denktir. Yine (Boggiatto-Cordero-Grochenig,

2004) calismasindan ||||M2 = ||||Q oldugu biliniyor. Buradan ||||Q = ||||Q elde edilir.
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S. TARTISMA

Bu calismada g #0, ge § (Rd) sabit bir pencere fonksiyonu, 1< p,g <o ve

w, R* iizerinde tanimli bir Beurling agirlik foksiyonu olmak iizere bir M (p, g, w)(Rd)
uzayr tanimlandi. Bu uzaym bazi temel 6zellikleri incelendi. Ayrica ¢arpanlar uzayi

bulundu. Bu M ( p,q,w)(Rd) uzayi, (Giirkanli, 2006) calismasinda tanimlanan
M ( D, q)(Rd ) uzaymin genellestirmesi olan bir uzaydir.

Calismanin ikinci kisminda tanimlanan  S(p,q,r,w, a))(Rd) uzayr da yine
(Giirkanl1, 2006) calismasinda tanimlanan S(p, q)(R d) uzaymin bir genellestirmesidir.

Calismamuizin son kisminda ise 7p, (w)f Toeplitz doniisiimii M ( p,q)(Rd)
uzaymda olan fe S '(Rd) tempered dagilim fonksiyonlarinin wa(,”’q)(Rd) vektor uzayi

tammlanarak bu uzayin bazi ozellikleri incelendi. p=¢g=2 ve w, R** iizerinde

tamimh polinom tipli bir Beurling agirlik fonksiyonu ise Q" (’”q)(Rd) uzay1 bir Q. (R d)

g.w
i M(p.g)(pd d .
Sobolev-Shubin uzayidir. Dolayisiyla Q, " (R ) uzay1 da Q, (R ) Sobolev-Shubin
uzayinin bir genellestirmesidir.
Calismamizdaki M (p.q, w)(Rd) uzaymin tamiminda kullanilan agirlikli Lorentz

uzaymin yerine bagka fonksiyonel uzaylar alinarak bu uzayin 6zellikleri benzer sekilde

incelenebilir. Yine bu uzayin tanimina bagh olarak bizim c¢alismamizdaki

S(p.q.r,w, a))(Rd) uzaymna benzer bir uzay tamimlanabilir. Ayrica calismamizin son
kismindaki Q;ﬂf}’ ) (Rd) uzaymin tamminda kullanilan M (p, q)(R") uzay1 yerine baska

fonksiyonel uzaylar alinarak Sobolev-Shubin uzaymin baska genellestirmelerinin olup

olmadigr arastirilabilir.
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