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M(p,q,w)(R
d
 ) UZAYI ÜZERİNDE GABOR ANALİZİ 

VE 

SOBOLEV-SHUBİN UZAYININ BİR GENELLEŞTİRİLMESİ 

ÖZET 

 Bulgular bölümünün ilk kısmında 0≠g , ( )d
RSg ∈  sabit bir pencere 

fonksiyonu, ∞≤≤ qp,1  ve w , dR 2  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık foksiyonu 

olmak üzere, fVg  Gabor dönüşümü ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  ağırlıklı Lorentz uzayında olan 

( )d
RSf ′∈  tempered dağılım fonksiyonlarının bir ( )( )d

RwqpM ,,  alt vektör uzayı 

tanımlandı. Bu uzay, 
wpq,

. , ağırlıklı Lorentz uzayının normu olmak üzere 

( ) wpqgwqpM
fVf

,,,
=  normu ile donatıldı. Daha sonra farklı pencere fonksiyonlarının 

( )( )d
RwqpM ,,  uzayı üzerinde denk normlar oluşturduğu ispatlandı. Yine ∞<< p1 , 

∞<≤ q1  ve w  polinom tipli Beurling ağırlık fonksiyonu olduğunda bir Banach uzayı 

olduğu gösterildi. Ayrıca ( )( )d
RwqpM ,,  uzayının ötelemeler altında değişmez kaldığı, 

ötelemelerinin sürekliliği, bu özelliklerden yararlanılarak da bazı koşullar altında 

( )( )d
RwqpM ,,  uzayının ( )d

v RL
1  uzayı üzerinde esas Banach modül olduğu ispatlandı. 

Bu kısmın sonunda ise uzayın kapsama ve kompakt gömülme özellikleri incelendi. 

 Bulgular bölümünün ikinci kısmında ∞<< p1 , ∞≤≤ q1 , ∞<≤ r1  ve w  ve 

ω  sırasıyla dR  ve dR 2  üzerinde Beurling ağırlık fonksiyonları olmak üzere bir 

( )( ) ( ) ( )( )ddr

w

d
RqpMRLRwrqpS ωω ,,,,,, ∩=  kesişim uzayı tanımlandı. Bu uzay 

( ) ( )ωω ,,,,,,,
...

qpMwrwrqpS
+=  toplam normu ile donatılarak Banach uzayı olduğu, eğer 

1=r  ise Banach girişim cebiri olduğu gösterildi. Ayrıca bu ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  

uzayının bazı temel özellikleri araştırılarak, bazı koşullar altında bir wS  uzayı (Cigler, 

1969) olduğu gösterildi. Yine bu uzayın kapsama ve kompakt gömülme özellikleri 

araştırıldı.  

Bu bölümün üçüncü kısmında da ( )( )d
RwqpM ,,  ve ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  

uzaylarının çarpanlar uzayları çalışıldı. 
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Bulgular bölümünün dördüncü kısmında ise ∞≤≤ qp,1 , ( ) { }0/d
RSg ∈  

sabitlenmiş bir pencere fonksiyonu ve w , d
R

2  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu olmak üzere ( ) fwTp g  Toeplitz dönüşümü (Gürkanlı, 2006) çalışmasında 

tanımlanan ( )( )d
RqpM ,  uzayında olan ( )d

RSf ′∈  tempered dağılım fonksiyonlarının 

( ) ( )dqpM

wg RQ ,
,  vektör uzayı tanımlandı. Bu uzay uygun bir normla donatılarak bu norm 

altında bir Banach uzayı olduğu ispatlandı. Daha sonra da ( ) ( )dqpM

wg RQ ,
,  uzayının bazı 

temel özellikleri araştırıldı. Bu kısmın sonunda ise 2== qp  ve 
sv  polinom tipli bir 

Beurling ağırlık fonksiyonu olmak üzere 
svw =  ise ( ) ( ) ( )d

s

dM

sg RQRQ =
2,2

,  eşitliği 

ispatlanarak ( ) ( )dqpM

wg RQ ,
,  uzayının, ( )d

s RQ  Sobolev-Shubin uzayının bir 

genelleştirilmesi olduğu gösterildi.  

 

Anahtar Kelimeler: Gabor dönüşümü, modülasyon uzayı, Banach cebiri, 

Toeplitz operatörü, Sobolev-Shubin uzayı. 
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GABOR ANALYSIS ON THE SPACE M(p,q,w)(R
d
 ) 

AND 

A GENERALIZED SOBOLEV-SHUBIN SPACES 

ABSTRACT 

 In the first part of main results, we defined the space ( )( )dRwqpM ,,  to be the 

subspace of tempered distributions ( )dRSf ′∈  such that the Gabor transform fVg  of 

f  in the weighted Lorentz space ( )( )dRwdqpL 2,, µ , where ∞≤≤ qp,1 , w  is a 

Beurling weight function on dR 2  and ( )dRSg ∈  is a nonzero and fixed function. We 

endowed ( )( )dRwqpM ,,  with the norm 
( ) wpqgwqpM

fVf
,,,

= , where 
wpq,

.  is the 

norm of the weighted Lorentz space. Later we proved that different windows yield 

equivalent norms on the space ( )( )dRwqpM ,, . We also showed that if ∞<< p1 , 

∞<≤ q1  and w  is a Beurling weight function in polynomial type, the space 

( )( )dRwqpM ,,  is a Banach space. Moreover, we studied that the space ( )( )dRwqpM ,,  

is invariant under the translations, the translation operators are continuous and essential 

Banach module over ( )d

v RL1  under the some conditions. At the end of this part we 

discussed inclusions and the compact embeddings between these spaces. 

 In the second part of this chapter, we also defined the space 

( )( ) ( ) ( )( )ddr

w

d
RqpMRLRwrqpS ωω ,,,,,, ∩=  for ∞<< p1 , ∞≤≤ q1 , ∞<≤ r1  

where w  and ω  are Beurling weight function on dR  and dR 2 , respectively. Endowing 

the space ( )( )dRwrqpS ω,,,,  with sum norm 
( ) ( )ωω ,,,,,,,

...
qpMwrwrqpS

+= , we showed 

that it is a Banach space and it is a Banach convolution algebra if 1=r . Moreover, we 

investigated its some properties. We also proved that this is a spaceSw −  (Cigler, 1969) 

under some conditions. Later we studied inclusion properties and the compact 

embeddings between these spaces. 

 In the third part of this chapter, we obtained multipliers of the spaces 

( )( )dRwqpM ,,  and ( )( )dRwrqpS ω,,,, . 
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 In the fourth part of this chapter we defined ( ) ( )dqpM

wg RQ ,
,  to be the vector space 

of ( )dRSf ′∈  such that the Toeplitz transform ( ) fwTp g  of f  in the space 

( )( )dRqpM ,  where ( )( )dRqpM ,  is defined in (Gürkanlı, 2006). We endowed it with a 

norm and showed that it is a Banach space under this norm. Later we studied its some 

preliminary properties. At the end of this part we showed that if 2== qp  and svw =  

is a Beurling weight function in polynomial type then ( ) ( ) ( )d

s

dM

sg RQRQ =
2,2

, . That 

means ( ) ( )dqpM

wg RQ ,
,  is a generalization of Sobolev-Shubin space ( )d

s RQ . 

 

Key Words: Gabor transform, modulation space, Banach algebra, Toeplitz 

operator, Sobolev-Shubin space. 
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SİMGELER 

Denklikler 

21
.. ≈  : 

1
.  ve 

2
.  normlarının denkliği. 

 

Fonksiyonlar 

fλ     : f  fonksiyonunun dağılım fonksiyonu. 

∗f     : f  fonksiyonunun yeniden düzenlenmiş (rearangement) fonksiyonu. 

∗∗f    : f  fonksiyonunun ortalama fonksiyonu. 

:gf ∗  f  ve g  fonksiyonlarının girişim işlemi. 

 

Kümeler 

supp f  : f fonksiyonunun desteği. 

 

Operatörler 

Öteleme operatörü :  ( ) ( )xtftfTx −= . 

Modülasyon operatörü :  ( ) ( )xfexfM
ixt

t

π2
= . 

f  fonksiyonunun Fourier dönüşümü :  ( )( ) ( ) ( )∫ −==
∧

G

dxyxxfyfyfF , . 

Gabor dönüşümü (STFT) :  ( ) ( ) ( ) dtextgtfwxfV itw

IR

g
d

π2, −

∫ −= . 

Gabor dönüşümünün adjointi :  ( )
2

,
d

y x

R

V F F x y M T dxdyγ γ∗
= ∫∫  

Toeplitz operatörü :  ( ) ( )( )fVwVfwTp ggg

∗
=  

 

Uzaylar 

( )XCC   : X  üzerinde tanımlı, sürekli, kompakt destekli fonksiyonların kümesi. 

( )XCC

∞  : X  üzerinde tanımlı, her mertebeden türevlenebilen, kompakt destekli 

fonksiyonların kümesi. 

( )dp RL   :  Lebesgue uzayı. 
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( )dp

w RL   : Ağırlıklı Lebesgue uzayı. 

( )dqp

m RL
,   : Ağırlıklı karışık-normlu uzay. 

( )( )dRqpL ,  : Lorentz uzayı. 

( )( )dRdwqpL µ,,  : Ağırlıklı Lorentz uzayı. 

( )dqp

m RM ,   :  Modülasyon uzayı. 

( )d

s RQ   :  Sobolev-Shubin uzayı. 

( )dRS   :  dR  üzerinde tanımlı, her mertebeden sürekli olarak türevlenebilen, sonsuzda 

çabuk sıfıra giden fonksiyonlar uzayı (Schwartz uzayı). 

( )dRS ′   :  tempered dağılım fonksiyonlarının uzayı, ( )dRS  uzayının duali. 

 

Kısaltmalar 

BD koşulu : Beurling Domar koşulu 

BF uzayı : Banach fonksiyon uzayı 

h.h.h. : hemen hemen her yerde 
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1. GİRİŞ 

 Zaman-frekans analizi ve Gabor analizi, Fourier analizinin bir yerel şekli olup 

1930 lu yıllarda kuantum mekaniğinin gelişmeye başlamasıyla birlikte H. Weyl, E. 

Wigner, J. Van Neumann ve 1946 yılında da D. Gabor tarafından işaret analizi ve 

haberleşme teorisinin teorik temelleriyle birlikte ortaya çıkarılmıştır. 1980 li yıllara 

gelindiğinde ise zaman-frekans analizi ve Gabor analizi, Guido (A.J.E.M) Janssen in 

çalışmalarıyla bağımsız bir matematik alanı olarak gelişmeye başlamıştır. 1990 lı 

yıllardan sonra zaman-frekans analizi ve Gabor analizi gelişimini dalgacık analizine 

paralel olarak sürdürdü. Bunda ise Ingrid Daubechies’in büyük rolü oldu.  

 Bugün ise zaman-frekans analizi ve Gabor analizi bağımsız birer araştırma alanı 

olup fizikte faz uzayı analizi olarak karşımıza çıkar. Matematikte ise zaman-frekans 

analizi Fourier analizinin çeşitli matematik uygulamaları, kompleks analiz, harmonik 

analiz, temsil teorisi, kısmi diferansiyel denklemler teorisi, operatörler teorisi ve 

nümerik analiz alanları ile bağlantılıdır. 

 Fourier dönüşümü Matematik Analizin ve mühendisliğin çok kullanılan temel ve 

eski konularından biridir. Eğer f , R  üzerinde tanımlı bir işaret (signal) ise bu tanım 

bölgesi R  ye zaman bölgesi, f  fonksiyonunun f̂  Fourier dönüşümünün tanım bölgesi 

ise frekans bölgesi olarak adlandırılır. Böylece f̂  Fourier dönüşümü f  işaretinin 

sınırlandırılmamış frekans bilgilerini içerir. O halde sınırlandırılmış frekans bilgisi elde 

edilmek istenirse Fourier dönüşümü yeterli değildir. Bu takdirde kısa zamanlı Fourier 

dönüşümü (STFT) veya Gabor dönüşümü kullanılır. Herhangi bir ( )d
RLf

2
∈  sinyalinin 

( )d
RLg

2
∈  fonksiyonuna göre Gabor dönüşümü ya da kısa-zamanlı Fourier dönüşümü 

(STFT), d
IRwx ∈,  olmak üzere 

( ) ( ) ( ) dtextgtfwxfV
itw

IR

g
d

π2, −

∫ −=  

olarak tanımlanır. Gabor dönüşümünün ( )wxfVg ,  noktasal değerleri, x  zamanının bir 

komşuluğundaki w  frekans bandının değerini ölçer ve fVg  Gabor dönüşümünün 

kendisi f  fonksiyonunun genel zaman-frekans dağılımını kodlar.  

 Modulasyon uzayları 1983 yılında Hans G. Feichtinger tarafından (Feichtinger, 

1983) çalışmasında tanımlandı. İlk çalışmalarda Besov uzayları ve onların atomik 
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ayrışımlarına paralel olarak devam eden modulation uzayları daha sonra da genel bir 

dalgacık teorisinin örneği olarak görüldü. Bu teori soyut temsil teorisi ve değişmeli 

olmayan harmonik analizde kullanıldı. Yine modulasyon uzayları ile ilgili bazı sonuçlar 

zaman-frekans analizi için de kullanıldı, (Gröchenig, 2001). 

Yine ∞<≤ p1 , ∞<≤ q1  ve G  bir yerel kompakt Abel grubu olmak üzere 

( )( )GqpL ,  Lorentz uzayı için bilinen bazı özelliklerin, w  Beurling ağırlık fonksiyonu 

olmak üzere ( )( )GwdqpL µ,,  ağırlıklı Lorentz uzayı için de geçerli olup olmadığı 

(Duyar-Gürkanlı, 2003) çalışmasında araştırıldı. 

 Daha sonra A. Turan GÜRKANLI, (Gürkanlı, 2006) çalışmasında ( )dqp

m RM
,  

modulasyon uzayındaki ( )dqp

m RL
2,  karışık normlu uzayı yerine ( )( )d

RqpL
2,  Lorentz 

uzayını alarak ( )( )d
RqpM ,  uzayını tanımladı. Bu uzayı  

( ) ( )qpLgqpM
fVf

,,
=  

normu ile donatarak, ( )( )d
RqpM , uzayının Banach uzayı olduğunu ve ∞≤≤ qp,1  için 

zaman-frekans ötelemesi altında değişmez kaldığını ispatladı. Yine bu uzayın dual 

uzayını ve ( )d
RL

1  uzayından ( )( )d
RqpM ,  uzayına giden çarpanlar uzayını araştırdı. 

Ayrıca ∞<< p1 , ∞≤≤ q1  olmak üzere ( )( ) ( ) ( )( )ddd
RqpMRLRqpS ,, 1

∩=  kesişim 

uzayının 
( )qpgS

fVff
,1

+=  normuna göre bir Banach girişim cebiri ve Segal cebiri 

olduğunu gösterdi. Son olarak da ( )( )d
RqpS ,  ve ( )( )d

RqpM ,  uzaylarının çarpanlar 

uzayını inceledi. 

 Bu tezin bulgular bölümünün ilk kısmında ise (Gürkanlı, 2006) çalışmasının 2. 

Bölümünde tanımlanan ( )( )d
RqpM ,  uzayındaki ( )( )d

RqpL
2,  Lorentz uzayı yerine 

( )( )d
RwdqpL

2,, µ  ağırlıklı Lorentz uzayı alınarak, bir ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı 

tanımlandı. Çalışmada önce ( )( )d
RwqpM ,,  uzayının Banach uzayı olduğu gösterildi. 

Sonra da dual uzayı bulundu. Ayrıca uzayın kapsama ve kompakt gömülme özellikleri 

incelendi. 

Çalışmamızın ikinci bölümünde, ( )( ) ( ) ( )( )ddr

w

d
RqpMRLRwrqpS ωω ,,,,,, ∩=  

kesişim uzayı 
( ) ( )ωω ,,,,,,, qpMwrwrqpS

fff +=  normu ile donatılarak bu norma göre bir 

Banach uzayı, 1=r  için Banach girişim cebiri ve bazı koşullar altında wS  uzayı 
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(Cigler, 1969) olduğu gösterildi. Yine uzayın kapsama ve kompakt gömülme özellikleri 

araştırıldı. 

 Bulgular bölümünün üçüncü kısmında ise ( )( )d
RwqpM ,,  ve 

( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzaylarının çarpanlar uzayları çalışıldı. 

 Sınırlandırma operatörleri, araştırmaların çeşitli alanlarla bağlantısında teorik ve 

uygulamalı matematik sayesinde ortaya çıkar. Uygulama alanına bağlı olarak bu 

operatörler Wick operatörü, Wick olmayan ya da Toeplitz operatörü olarak 

adlandırıldıkları gibi Gabor veya kısa-zamanlı Fourier dönüşüm çarpanları olarak da 

adlandırılırlar. Sınırlandırma operatörleri, en önemli zaman-frekans temsillerinden biri 

olan kısa-zamanlı Fourier dönüşümü aracılığıyla tanımlanabilir.  

 Yine (Boggiatto-Toft, 2005) çalışmasında modulasyon uzaylarının bazı yeni 

özellikleri çalışıldı ve bu özellikler Toeplitz operatörü kullanılarak yeniden elde edildi. 

Ayrıca modulasyon uzayları için kapsama ve kompakt gömülme özellikleri incelendi. 

(Boggiatto-Toft, 2005) çalışmasının son bölümünde ise sv  polinom tipli ağırlık 

fonksiyonu olan w  için, ( )d

s RM
2,2  uzayı ile çakışan ( )d

s RQ  Sobolev-Shubin uzayı, 

[ ]∞∈ ,1,qp  olmak üzere ( ) ( )dqp

wg RQ ,
,  uzayına genelleştirildi. 

Çalışmamızın 3. bölümünde ise (Boggiatto-Toft, 2005) çalışmasındaki 

( ) ( )dqp

wg RQ ,
,  genelleştirilmiş Sobolev-Shubin uzayının tanımlanmasında kullanılan 

( )dqp RM ,  modulasyon uzayı yerine (Gürkanlı, 2006) çalışmasında tanımlanan 

( )( )dRqpM ,  uzayı alınıp bir ( ) ( )dqpM

wg RQ ,
,  uzayı tanımlanarak bu uzayın bazı temel 

özellikleri incelendi. Daha sonra da bu uzayın ( )d

s RQ  Sobolev-Shubin uzayının yeni 

bir genelleştirilmesi olduğu gösterildi. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 4 

2. GENEL BİLGİLER 

 Bu bölümde tezde kullanılacak olan bazı temel bilgiler verilecektir. 

2.1. Tanım: X  bir topolojik uzay, f  de X üzerinde tanımlı karmaşık değerli 

bir fonksiyon olsun. 

( ){ }0≠∈ xfveXxx  

kümesinin kapanışına f  fonksiyonunun desteği denir ve supp f  simgesi ile gösterilir. 

 X  yerel kompakt uzay olmak üzere, X  üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, 

sürekli, kompakt destekli fonksiyonların vektör uzayı ( )XCC  ile, her mertebeden 

türevlenebilir, kompakt destekli fonksiyonların vektör uzayı da ( )XCC

∞  ile gösterilir. 

2.2. Tanım: f  ve g  fonksiyonları G  yerel kompakt Abel grubu üzerinde birer 

Borel fonksiyonu olsunlar. Bu fonksiyonların girişimi gf ∗  simgesi ile gösterilir ve 

( )( ) ( ) ( )∫ −=∗

G

dyyxgyfxgf  

biçiminde tanımlanır. Bu girişimin tanımlı olması için, 

( ) ( )∫ ∞<−

G

dyyxgyf  

olmalıdır, (Reiter, 1968). 

2.3. Tanım: KA,  cismi üzerinde bir vektör uzayı ve her Ayx ∈,  için Axy ∈  

olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa, A  kümesine, K  üzerinde bir cebirdir 

denir: 

 i) Her Azyx ∈,,  için ( ) ( )zyxzyx = , 

 ii) Her Azyx ∈,,  için ( ) xzxyzyx +=+ , 

 iii) Her Ayx ∈,  ve her K∈βα ,  için ( )( ) ( )( )xy x yαβ α β= . 

Eğer A  cebiri her Ax ∈  için xxeex ==  olacak şekilde bir e  elemanı 

içeriyorsa birimli cebir, e  elemanına da cebirin birim elemanı denir. Yine her Ayx ∈,  

için yxxy =  ise A  cebirine değişmeli cebir denir. 

 KA,  cismi üzerinde bir cebir olsun. Eğer ( )⋅,A  bir Banach uzayı ise ve her 

Ayx ∈,  için 

yxyx ≤  

eşitsizliği sağlanıyorsa A  cebirine K  cismi üzerinde Banach cebiridir denir. 
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2.4. Tanım: ( )
A

A ⋅,  normlu cebirinde bir ( )
Ι∈ααe  ağı verilmiş olsun. Eğer her 

Ax ∈  için xxe =
Ι∈

α
α
lim  sağlanıyorsa ( )

Ι∈ααe  ağı A  normlu cebiri için sol yaklaşık 

birim, her Ax ∈  için xxe =
Ι∈

α
α
lim  oluyorsa ( )

Ι∈ααe  ağına A  normlu cebiri için sağ 

yaklaşık birim denir. Eğer her iki özellik birden sağlanıyorsa, ( )
Ι∈ααe  ağına A  normlu 

cebirinin yaklaşık birimi denir. Yine, her I∈α  için Me
A

≤α  olacak şekilde bir 

0>M  sayısı varsa, ( )
Ι∈ααe  ağına A  normlu cebirinin sınırlı yaklaşık birimi denir. 

 2.5. Tanım: ( )
B

B ⋅,  bir Banach uzayı ve ( )
A

A ⋅,  bir Banach cebiri olsun. Bir 

⊗  işlemi aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa B  uzayına A  üzerinde bir Banach modülü 

veya bir Banach A -modüldür denir, (Wang,1977): 

i) Her Agf ∈,  ve her Bkh ∈,  için  

( )

( ) kfhfkhf

hghfhgf

⊗+⊗=+⊗

⊗+⊗=⊗+ ,
 

ii) Her Agf ∈,  ve her Bh ∈  için ( ) ( )hgfhgf ⊗⊗=⊗∗ , 

(Burada ∗ , A  uzayındaki çarpma işlemidir). 

iii) Her Af ∈ , her Bh ∈  ve her Ca ∈  için ( ) ( ) ( )ahfhafhfa ⊗=⊗=⊗ , 

iv) Her Af ∈  ve her Bh ∈  için 
BAB

hfhf ≤⊗ . 

2.6. Tanım: A  bir Banach cebiri ve X  bir sol Banach A -modül olsun. Bu 

takdirde  

{ }XxAaaxAX ∈∈= ,:  

kümesi tarafından gerilen X  in alt vektör uzayının kapanışına X  modülünün esas 

kısmı denir ve eX  ile gösterilir. Eğer eXX =  ise X  modülüne esas sol Banach A -

modül denir. Benzer şekilde sağ Banach A -modül de tanımlanır, (Doran-Wichman, 

1979). 

2.7. Teorem: A  bir Banach cebiri, ( )
Ι∈λλe  da onun bir sınırlı sol yaklaşık birimi 

olsun. Bu takdirde bir X  Banach A -modülünün esas Banach A -modül olması için 

gerekli ve yeterli koşul her Xx ∈  için xxe =λlim  olmasıdır, (Doran-Wichman, 1979). 
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2.8. Teorem: (Module Factorization Theorem) ( )
A

A ⋅,  sınırlı yaklaşık birime 

sahip bir Banach cebiri ve ( )
X

X ⋅,  bir Banach A -modül olsun. Eğer AX , X  uzayında 

yoğunsa bu takdirde XAX =  olur, (Wang,1977). 

2.9. Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grubu, ( )
A

A ⋅,  da G  üzerinde tanımlı 

ölçülebilir fonksiyonların bir Banach uzayı olsun. Bu uzay üzerindeki xT  öteleme 

operatörü, her Af ∈  ve Gyx ∈,  için ( ) ( )xyfyfTx −=  biçiminde tanımlanır. 

Eğer her Af ∈  ve Gyx ∈,  için ( ) ( ) AxyfyfTx ∈−=  oluyorsa A  ötelemeler 

altında değişmez kalır (invaryanttır) denir. Yine A  ötelemeler altında değişmez 

kalıyorsa ve 
AAx ffT =  koşulu sağlanıyorsa A , ötelemeler altında kuvvetli olarak 

değişmez kalır denir. 

2.10. Tanım: γ  bir G  yerel kompakt Abel grubu üzerinde tanımlı, karmaşık 

değerli bir fonksiyon olsun. Eğer her Gx ∈  için ( ) 1=xγ  ve her Gyx ∈,  için 

( ) ( ) ( )yxyx γγγ =+  

koşulları sağlanıyorsa, γ  fonsiyonuna G  grubunun bir karakteri denir. G  grubunun 

bütün sürekli karakterlerinin kümesi 
∧

G  ile gösterilir. 
∧

G  kümesi üzerindeki toplama 

işlemini her Gx ∈  ve 
∧

∈ G21 ,γγ  için  

( )( ) ( ) ( )xxx 2121 γγγγ =+  

biçiminde tanımlayalım. Bu işleme göre 
∧

G  bir grup olup, buna G  grubunun karakter 

grubu (ya da dual grubu) denir. 
∧

∈Gγ  ve Gx ∈  olmak üzere ( )xγ  yerine ( )γ,x  simgesi 

de kullanılır, (Rudin, 1960).  

2.11. Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grup, 
∧

G  onun karakter grubu ve 

( )
A

A ⋅, , G  üzerinde tanımlı ölçülebilir fonksiyonların bir Banach uzayı olsun. Bu uzay 

üzerindeki karakter operatörü, her GxAf ∈∈ ,  ve 
∧

∈ Gt  için ( ) ( ) ( )xftxxfM t ,=  

biçiminde tanımlanır. Eğer, her GxAf ∈∈ ,  ve 
∧

∈ Gt  için ( ) ( ) ( ) AxftxxfM t ∈= ,  ise 

A  uzayına karakter operatörü altında değişmez kalır denir. Yine A , karakter operatörü 

altında değişmez kalıyorsa ve 
AAt ffM =  koşulu sağlanıyorsa, A  uzayına karakter 

operatörü altında kuvvetli olarak değişmez kalır denir. 
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Eğer d
IRG =  ise d

IRG =
∧

 olup ( ) ( )xfexfM
ixt

t

π2
=  olur. Yine tx MT  veya 

xtTM  dönüşümleri zaman-frekans değişimi olarak da adlandırılır. Bu iki operatör 

arasında 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( )

( )zfTMe

zTee

xzfee

xzfexzfMzfMT

xt

ixt

x

iztixt

iztixt

txzi

ttx

π

ππ

ππ

π

2

22

22

2

−

−

−

−

=

=

−=

−=−=

 

eşitliği vardır. Buradan ∞≤≤ p1  için 

pptx ffMT =  

bulunur, (Gröchenig, 2001). 

 2.12. Tanım: Bir G yerel kompakt Abel grubu üzerinde tanımlı, reel değerli bir 

w  fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyorsa, bu w  fonksiyonuna Beurling ağırlık 

fonksiyonu denir. 

i) Her Gx ∈  için ( ) 1≥xw , 

ii) Her Gyx ∈,  için ( ) ( ) ( )ywxwyxw ⋅≤+ , 

iii) w  fonksiyonu ölçülebilir ve yerel sınırlı. 

2.13. Tanım: G yerel kompakt Abel grubu ve w  da G üzerinde tanımlı herhangi 

bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. ∞<≤ p1  olmak üzere bir ( )GL
p

w  kümesini 

( ) ( ) ( ){ }GLwfGLfGL
pPp

w ∈∈=  

biçiminde tanımlayalım. ( )GL
p

w  bir vektör uzayı olup bu uzay 

( ) ( )
p

p

G

p

wp
dxxwxff

1

,








= ∫  

normuna göre bir Banach uzayıdır. Buna ağırlıklı pL  uzayı denir.  Eğer 1=p  alınırsa 

( )GLw

1  uzayı, 
w,1

⋅  normuna ve girişim işlemine göre bir Banach cebiridir. Buna 

Beurling cebiri denir. 

 Yine, bir G yerel kompakt Abel grubu üzerinde herhangi iki 21 ,ww  ağırlık 

fonksiyonları verildiğinde her Gx ∈  için ( ) ( )xwcxw 12 ≤  olacak şekilde bir 0>c  reel 

sayısı varsa 2w  ağırlık fonksiyonu 1w  ağırlık fonksiyonundan önde gelir denir ve 
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12 ww p  şeklinde gösterilir. Eğer 12 ww p  ve 21 ww p  ise 1w  ve 2w  ağırlık 

fonksiyonları denktir denir ve 21 ww ≈  şeklinde gösterilir, (Feichtinger-Gürkanlı, 1990; 

Fischer-Gürkanlı-Liu, 1996). 

 Eğer w  ağırlık fonksiyonu her Gx ∈  için  

( )
∞<∑

≥1
2

log

n n

nxw
 

koşulunu sağlıyorsa bu w  ağırlık fonksiyonu Beurling Domar (kısaca BD) koşulunu 

sağlıyor denir, (Domar,1956). 

 2.14. Tanım: f , ( )µ,G  ölçüm uzayı üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, 

ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Herhangi bir 0≥y  için 

( ) ( ){ }yxfGxyf >∈= µλ  

biçiminde tanımlanan fλ  fonksiyonuna f  nin dağılım fonksiyonu denir. 

 Yine 0≥t  olmak üzere bir ( )tf ∗  fonksiyonunu da 

( ) ( ){ } ( ){ }tyyytyyytf ff >>=≤>=
∗ λλ ,0sup,0inf  

biçiminde tanımlayalım. Bu ∗f  fonksiyonuna f  fonksiyonunun yeniden düzenlenmiş 

fonksiyonu, 0>x  olmak üzere  

( ) ( )∫
∗∗∗

=

x

dttf
x

xf
0

1
 

şeklinde tanımlanan ∗∗f  fonksiyonuna da f  nin ortalama fonksiyonu denir. fλ , ∗f  ve 

∗∗f  fonksiyonlarının artmayan ve sağdan sürekli fonksiyonlar olduğu biliniyor. 

2.15. Önerme: Her f  ölçülebilir fonksiyonu için 

1. ( ) ( ).. ff
λλ = , 

2. ∗∗
= ff , 

3. ∗∗∗∗
= ff , 

4. ∗∗∗
≥ ff , 

özellikleri sağlanır, (Hunt, 1966). 
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 2.16. Önerme: Ra ∈ , f , ( )
Nnnf

∈
 ve g , R  üzerinde tanımlı hemen hemen her 

yerde (h.h.h.) sonlu olan ölçülebilir fonksiyonlar olsunlar. Bu takdirde aşağıdaki 

özellikler vardır: 

 (1) ∗f , [ )∞,0  üzerinde tanımlı, negatif olmayan, artmayan ve sağdan sürekli bir 

fonksiyondur. 

 (2) ( ) 0>tfλ  olan her 0≥t  için ( ){ } ( )[ )ttsfs fλ,0:0 =>≥
∗  olur. 

 (3) ( ) ∞<tfλ  olan her 0≥t  için ( )( ) ttf f ≤
∗ λ  ve ( ) ∞<

∗ tf  olan her 0≥t  

için ( )( ) ttff ≤
∗λ  olur. 

 (4) Eğer h.h.h. fg ≤  ise, bu takdirde ∗∗
≤ fg  eşitsizliği sağlanır. 

 (5) ( ) ∗∗
= fafa , 

 (6) Her 0, 21 ≥tt  için ( ) ( ) ( ) ( )2121 tgtfttgf ∗∗∗
+≤++  eşitsizliği vardır. 

 (7) Eğer h.h.h. n
n

ff
∞→

≤ inflim  ise bu takdirde ∗

∞→

∗
≤ n

n
ff inflim olur. Böylece 

h.h.h. ff n ↑  ise ∗∗
↑ ff n

 yakınsaması vardır. 

 (8) Her ( )∞∈ ,0p  için ( ) ( )pp
ff ∗

∗

=  eşitliği vardır. 

 (9) Eğer h.h.h. ff n
n

≤
∞→

suplim , yeterince büyük her Nn ∈  sayıları için h.h.h. 

gf n ≤ , her 0>t  için ( ) ∞<
∗

tg  ve ( ) 0lim =
∗

∞→
tg

t
 ise bu takdirde ∗∗

∞→

≤ ff n
n

suplim  

olur. 

 (10) Eğer h.h.h. ff n
n

=
∞→

lim  ise ∗∗

∞→
= ff n

n
lim  yakınsaması vardır, (Edmunds-

Evans, 2004). 

 2.17. Tanım: f , ( )µ,G  ölçüm uzayı üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, 

ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Yine 

( )[ ]

( )













∞=∞≤<

∞<<∞<<














==

∗

>

∗

∞ −

∗∗
∫

qptft

qpdttft
p

q

ff

p

t

q
qp

q

qpqp

,0,sup

0,0,

1

0

1

0

1

,µ
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şeklinde tanımlansın. Bu takdirde ∞<
∗

pq
f  olan G  üzerinde tanımlı, ölçülebilir f  

fonksiyonlarının (denklik sınıflarının) vektör uzayına Lorentz uzayı denir, (Blozinski, 

1972; Hunt, 1966; Saeki-Thome, 1994; Yap, 1969). 

Özel olarak qp =  alınırsa 

( ) ( )
p

p

G

p

pp
fxdxff =










= ∫

∗

1

µ  

olur. Buradan ( )( ) ( )GLGppL p
=µ,,  elde edilir. 

 Yine ( )( )GqpL µ,,  Lorentz uzayı üzerinde 

( )[ ]

( )













∞=∞≤<

∞<<∞<<














==

∗∗

>

∗∗

∞ −

∫

qptft

qpdttft
p

q

ff

p

t

q
qp

q

pqpq

,0,sup

0,0,

1

0

1

0

1

,µ
 

şeklinde tanımlanan 
µ,

..
pqpq

=  fonksiyonu bir norm olup, ( )( )( )
µ

µ
,

.,,,
pq

GqpL  bir 

Banach uzayıdır. Fazladan olarak ∞<< p1  ve ∞<≤ q1  olmak üzere G  üzerinde 

tanımlı herhangi bir f  ölçülebilir fonksiyonu için 

∗∗

−
≤≤

µµµ ,,, 1 pqpqpq
f

p

p
ff  

eşitsizliği vardır. Yani 
∗

µ,
.

pq
 fonksiyonu, 

µ,
.

pq
 normuna denktir, (Chen-Lai, 1975; 

Hunt, 1966; Saeki-Thome, 1994; Yap, 1969). 

 2.18. Teorem: G  bir yerel kompakt Abel grubu, µ  onun üzerinde bir Haar 

ölçümü olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler vardır: 

1. Herhangi bir Gs ∈  için ( ) ( )sxfxfTs −=  olmak üzere ffTs
λλ = , ( ) ∗∗

= ffTs , 

( ) ∗∗∗∗
= ffTs , 

∗∗
=

µµ ,, pqpqs ffT  ve 
µµ ,, pqpqs ffT =  eşitlikleri vardır. 

2. ∞<< p1  ve ∞<≤ q1  olmak üzere G  grubundan ( )( )GqpL µ,,  Lorentz 

uzayına giden fTs s→  fonksiyonu süreklidir. 

 

Şimdi ( )( )GwdqpL µ,,  ağırlıklı Lorentz uzayını tanımlayarak bu uzayın bazı 

özelliklerini verelim: 
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Lorentz uzayında kullanılan µ  ölçümü yerine, µwd  ölçümü alınarak, ( )µwdG,  

ölçüm uzayında tanımlı, karmaşık değerli, ölçülebilir f  fonksiyonunun dağılım 

fonksiyonu, 0≥y  olmak üzere 

( ) ( ){ } ( ) ( )
( ){ }
∫

>∈

=>∈=

yxfGx

f xdxwyxfGxwy µλ  

şeklinde, ∞=φinf  ve 0sup =φ  kabulü altında f  fonksiyonunun negatif olmayan 

yeniden düzenlenmiş fonksiyonu da 0≥t  olmak üzere 

( ) ( ){ } ( ){ }tyyytyyytf ff >>=≤>=
∗ λλ ,0sup,0inf  

biçiminde tanımlanır. Yine ( )∞,0  aralığında tanımlı ∗∗f  ortalama fonksiyonu 

( ) ( )∫
∗∗∗

=

t

dssf
t

tf
0

1
 

olarak verilir. Ayrıca ( )( )GqpL ,  Lorentz uzayındakine benzer olarak 

 i) ∗f  ve ∗∗f  fonksiyonları artmayan ve sağdan sürekli fonksiyonlardır. 

 ii) ( ) ( ).. ff
λλ = , ∗∗

= ff , ∗∗∗∗
= ff , ∗∗∗

≥ ff . 

 iii) Her C∈α  ve 0≥t  için ( ) ( ) ( )tftf
∗∗

= αα  ve 0>t  için 

( ) ( ) ( )tftf
∗∗∗∗

= αα  eşitlikleri vardır. 

 v) f  ve g , gf ≤  özelliğini sağlayan ölçülebilir fonksiyonlar ise 

( ) ( ).. gf λλ ≤ , ∗∗
≤ gf  ve ∗∗∗∗

≤ gf  olur, (Chung-Hunt-Kurtz, 1982; Duyar-Gürkanlı, 

2003).  

 2.19. Önerme: ( )µwdG,  ölçüm uzayı üzerinde pozitif tanımlı bir f  basit 

fonsiyonu için 

( ) ( )∫ ∫∫
∞ ∞

∗
==

0 0

dxxfdyydwf f

G

λµ  

eşitliği vardır, (Duyar-Gürkanlı, 2003). 

 2.20. Önerme: f , ( )µwdG,  ölçüm uzayı üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, 

ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde her 0>p  için 

( ) ( )∗∗
=

pp
ff  

ve 
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( )[ ]∫∫
∞

∗
=

0

dxxfdwf
p

G

p
µ  

eşitlikleri vardır. Yine ( )µwdG,  ölçüm uzayı üzerinde tanımlı f  ve g  ölçülebilir 

fonksiyonları için  

( ) ∗∗∗∗∗∗
+≤+ gfgf  

eşitsizliği sağlanır, (Duyar-Gürkanlı, 2003). 

 2.21. Tanım: ( )µwdG,  ölçüm uzayı üzerinde tanımlı ve 

( )[ ]

( )













∞=<<

∞<<














=

∗

>

∗

∞ −

∗
∫

qptft

qpdttft
p

q

f

p

t

q
qp

q

wqp

0,sup

,0,

1

0

1

0

1

,
 

∞<
∗

wqp
f

,
 olan f  fonksiyonlarının (denklik sınıflarının) vektör uzayı 

( )( )GwdqpL µ,,  ile gösterilir ve buna ağırlıklı Lorentz uzayı denir. Yine 

( )( )GwdqpL µ,,  ağırlıklı Lorentz uzayı 

( )[ ]

( )













∞=<<

∞<<














=

∗∗

>

∗∗

∞ −

∫

qptft

qpdttft
p

q

f

p

t

q
qp

q

wqp

0,sup

,0,

1

0

1

0

1

,
 

normu ile donatılırsa, ( )( )( )
wqp

GwdqpL
,

.,,, µ  bir Banach uzayıdır. 

 Yine 1≥w  olduğundan 
wpqpq ,,

.. ≤
µ

 olup, ( )( ) ( )( )GqpLGwdqpL µµ ,,,, ⊂  

kapsaması vardır, (Chung-Hunt-Kurtz 1982; Duyar-Gürkanlı 2003). 

 2.22. Önerme: Gs ∈  olmak üzere ( ) ( )sxfxfTs −=  biçiminde tanımlanan 

öteleme fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlar: 

 (i) Her 0≥u  için ( ) ( ) ( )uswu ffTs
λλ ≤  olur. 

 (ii) Her 0≥t  için ( ) ( )
( )









≤

∗∗

sw

t
ftfTs , her 0>x  için ( ) ( )

( )








≤

∗∗∗∗

sw

x
fxfTs , 

yine ( )[ ]
∗∗

≤
wpq

p
wpqs fswfT

,

1

,
 ve ( )[ ]

wpq
p

wpqs fswfT
,

1

,
≤  eşitsizlikleri vardır. 
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Yine ∞≠q  olmak üzere basit fonksiyonlar kümesinin ( )( )GqpL µ,,  Lorentz 

uzayında her yerde yoğun olduğu (Hunt, 1966) çalışmasından biliniyor. ( )( )GqpL µ,,  

uzayındaki ölçüm yerine µdw  ölçümü alınırsa basit fonksiyonlar kümesi 

( )( )GwdqpL µ,,  ağırlıklı Lorentz uzayında da her yerde yoğundur. Buna göre 

∞<< p1  ve ∞<≤ q1  olmak üzere herhangi bir ( )( )GwdqpLf µ,,∈  için G  

grubundan ( )( )GwdqpL µ,,  uzayına giden fTs s→  fonksiyonu süreklidir, (Duyar-

Gürkanlı, 2003). 

 2.23. Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grubu, 
∧

G  de onun dual grubu olsun. 

Bir ( )GLf 1
∈  fonksiyonunun Fourier dönüşümü 

∧

f  veya Ff  ile gösterilir ve 

∧

∈∈ GyGx ,  olmak üzere 

( )( ) ( ) ( )∫ −==
∧

G

dxyxxfyfyfF ,  

şeklinde tanımlanır, (Rudin, 1973). 

Özel olarak d
IRG =  alınırsa d

IRG =
∧

 olup, ( )d
IRLf

1
∈  fonksiyonunun 

Fourier dönüşümü dIRwx ∈,  ve 

∑
=

=⋅
d

i

ii wxwx
1

 

olmak üzere 

( )( ) ( ) ( ) dxexfwfwfF
d

IR

wix

∫
⋅−

==
π2ˆ  

şeklindedir, (Gröchenig, 2001). 

 2.24. Tanım: Gf ,  yerel kompakt Abel grubu üzerinde tanımlı, karmaşık 

değerli bir fonksiyon olsun. Eğer f  ölçülebilir ve her GK ⊂  kompakt kümesi için 

( )∫ ∞<

K

dxxf  oluyorsa f  fonksiyonuna, yerel integrallenebilir fonksiyon denir, 

(Rudin, 1973). G  üzerinde yerel integrallenebilen fonksiyonların vektör uzayı ( )GLloc

1  

ile gösterilir. 

2.25. Tanım: ( )
B

B ⋅,  bir Banach uzayı olmak üzere, her Bf ∈  ve GK ⊂  

kompakt alt kümesi için 
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( )∫ ≤

K

BK fcdxxf  

olacak şekilde 0>Kc  sabiti varsa, ( )
B

B ⋅,  uzayına Banach fonksiyon uzayı (veya 

kısaca BF- uzayı) denir. 

 2.26. Tanım: Eğer h.h.h. ( ) ( )xfxg ≤  koşulunu sağlayan Bf ∈  ve 

( )GLg loc

1
∈  verildiğinde, Bg ∈  ve 

BB
fg ≤  oluyorsa, bu BF uzayına katı (Solid) 

uzay denir. 

 2.27. Tanım: Pencere fonksiyonu adını verdiğimiz bir 0≠g  fonksiyonunu 

alalım. Bir f  fonksiyonunun bu g  fonksiyonuna göre Gabor dönüşümü ya da kısa-

zamanlı Fourier dönüşümü (STFT), d
IRwx ∈,  olmak üzere 

( ) ( ) ( ) dtextgtfwxfV
itw

IR

g
d

π2, −

∫ −=  

olarak tanımlanır. 

 

Şekil 1: Kısa zamanlı Fourier Dönüşümü 

 

 Eğer g , desteğinin merkezi orijinde olan kompakt destekli bir fonksiyon ise, bu 

takdirde ( )⋅,xfVg , x  merkezli komşuluktaki f  fonksiyonunun bir diliminin Fourier 

dönüşümüdür. Pencere fonksiyonu, farklı x  değerleri için, t -ekseni boyunca farklı 

yerlere kayar. Böylece her x  için f  nin farklı bir diliminin Fourier dönüşümü bulunur. 

 1=d  ise dIR 2  uzayı işaret (signal) analizinde zaman-frekans düzlemi, fizikte 

ise faz uzayı olarak adlandırılır. 
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 Gabor dönüşümü f  fonksiyonu için doğrusal, g  fonksiyonu için eşlenik 

doğrusaldır. Ayrıca Gabor dönüşümünün özellikleri g  pencere fonksiyonunun seçimine 

bağlıdır, (Gröchenig, 2001). 

 ( )dIRL2  bir Hilbert uzayı, ,  da bu uzaydaki iç çarpım olsun. Eğer 

( )dIRLggff 2
2121 ,,, ∈  ise bu takdirde 

( ) 212121 ,,,
221

ggfffVfV
dIRL

gg =  

eşitliği vardır. Bunun sonucu olarak 

222
gffVg =  

eşitliği yazılır. Özel olarak 1
2

=g  ise her ( )dIRLf 2
∈  için 

22
ffVg =  olur. 

 Şimdi Gabor dönüşümünün bazı temel özelliklerini ve kullanacağımız bazı 

teorem ve yardımcı teoremleri verelim:  

 2.28. Teorem: ( )dIRLgf 2, ∈  ise, bu takdirde fVg , dIR 2  üzerinde düzgün 

süreklidir ve her ( ) dRwx 2, ∈  için 

( ) ( ) ( )wgTfwxfV xg

∧

⋅=,                                                    (2.28.1) 

                                                    gTMf xw,=                                                      (2.28.2) 

                                                    
∧

−

∧

= gMTf xw,                                                   (2.28.3) 

                                                    ( )xgTfe w

ixw
−








⋅=

∧
∧∧

− π2                                       (2.28.4) 

                                                  ( )xwfVe
g

ixw
−=

∧
−

∧ ,2π                                              (2.28.5) 

    ( )( )xgMfe w

ixw ∗−
∗=

π2                                         (2.28.6) 

                                                  ( )xgMf x 







∗=

∗∧

−

∧

                                                (2.28.7) 

                                                  ∫
−−









−








+=

d
IR

itwixw dte
x

tg
x

tfe ππ 2

22
                   (2.28.8) 

eşitlikleri vardır, (Gröchenig, 2001). 

 2.29. Teorem: fVg  tanımlı ise dIRuwx ∈η,,,  için 
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( )( ) ( )ηπ

η −−=
− wuxfVewxfMTV g

iuw

ug ,, 2  

eşitliği vardır, (Gröchenig, 2001). 

 2.30.Ters Gabor Dönüşümü: Eğer ( )dIRLg 2, ∈γ  ve 0, ≠γg  ise bu takdirde 

her ( )dIRLf 2
∈  için 

( )∫∫=
d

IR

xwg dxdwTMwxfV
g

f
2

,
,

1
γ

γ
 

olur. Buna f  fonksiyonunun ters Gabor dönüşümü veya Gabor dönüşümünün tersi 

denir, (Gröchenig, 2001). 

2.31. Tanım: dZ +
 pozitif tamsayıların kümesini göstermek üzere bir 

( ) d

d Z
+

∈= ααα ,...,1  indisi için ∑
=

=
d

j

j

1

αα , ∏
=

=
d

j

j
jww

1

αα , kısmi türev operatörü ve 

çarpım operatörü de ( ) ( )xfxxfX αα
=  şeklinde tanımlansın. 

dR  üzerinde tanımlı, her mertebeden sürekli olarak türevlenebilen ve her 

dZ+∈βα ,  için 

( ) ∞<=
∈

∞
xfXDfXD

d
Rx

βαβα sup  

koşulunu sağlayan f  fonksiyonlarının vektör uzayı ( )dRS  ile gösterilir. ( )dRS  

uzayında verilen bir ( )
Nnnf

∈
 dizisinin ff

S

n →  yakınsaklığı her dZ+∈βα ,  için 

( ) 0→−
∞

nffXD
βα  

biçiminde tanımlanır. Bu ( )dRS  uzayına sonsuzda çabuk sıfıra giden fonksiyonlar uzayı 

denir. Bu uzayın topolojik duali ise tempered dağılım fonksiyonlarının uzayı olarak 

adlandırılır ve ( )dRS ′  ile gösterilir. ( )dRS ′  uzayının her elemanına da bir tempered 

dağılım fonksiyonu denir, (Gröchenig 2001; Katznelson 1968; Rudin 1973; Treves 

1967). 

 2.32. Teorem: ( ) { }0/dRSg ∈  ve ( )dRSf ′∈  olsun. Bu takdirde fVg  Gabor 

dönüşümü süreklidir ve her dRwx ∈,  için 

( ) ( )N

g wxCwxfV ++≤ 1,  

olacak şekilde 0>C , 0≥N  sayıları vardır, (Gröchenig, 2001). 
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 2.33. Tanım: dR 2  üzerinde tanımlı bir ( )wxF ,  fonksiyonu verilsin. Eğer her 

0≥n  ve ( ) dRwx 2, ∈  için 

( ) ( ) n

n wxCwxF
−

++≤ 1,  

olacak şekilde bir 0>nC  sayısı varsa, bu ( )wxF ,  fonksiyonuna, çabuk azalan (rapid 

decay) fonksiyon denir, (Gröchenig, 2001). 

 2.34. Önerme: Bir ( ) { }0/dRSg ∈  fonksiyonu verilsin. Yine ( )wxF ,  fonksiyonu 

dR 2  üzerinde tanımlı çabuk azalan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde 

( ) ( ) ( )∫∫=
d

IR

xw dxdwtgTMwxFtf
2

,  

ve ( )d
RSf ∈  olur, (Gröchenig, 2001). 

 2.35. Teorem: Bir ( )dRSg ∈  fonksiyonu verilsin. Bu takdirde her ( )dRSf ′∈  

fonksiyonu için aşağıda verilen özellikler denktir: 

 (i) ( )dRSf ∈  

 (ii) ( )d

g RSfV 2
∈  

 (iii) Her 0≥n  ve her dRwx ∈,  için 

( ) ( ) n

ng wxCwxfV
−

++≤ 1,  

olacak şekilde bir 0>nC  sayısı vardır, (Gröchenig, 2001). 

 2.36. Teorem: ( )dRSg ∈  olsun. Bu takdirde 

( ) ( )zfVzfV g

s

Rz
Lg

dsv

+=
∈

∞
1sup

2

,     0≥s  

yarı normları , ( )dRS  uzayının topolojisini oluşturan yarı normlara denktir. Dolayısıyla 

( )dRS  üzerinde aynı topolojiyi oluştururlar, (Gröchenig, 2001). 

 2.37. Sonuç: ( ) { }0/, dRSg ∈γ  olsun. 

 (i) Bazı 0, ≥NC  sayıları için 

( ) ( )N
wxCwxF ++≤ 1,  

eşitsizliği sağlanıyorsa, bu takdirde 

( )∫∫
d

IR

xw dxdwgTMwxF
2

,  
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integrali bir ( )dRSf ′∈  tempered dağılım fonksiyonu tanımlar. Yani her ( )dRS∈ϕ  

için 

( )∫∫=
d

IR

xw dxdwgTMwxFf
2

,,, ϕϕ  

olur. 

 (ii) Özel olarak ( )dRSf ′∈  için fVF g= alınırsa, bu takdirde 

( ) dwdxTMwxfV
g

f xw

R

g
d

γ
γ ∫∫=

2

,
,

1
 

olur. Sonuç olarak, Gabor dönüşümü ( )dRS ′  üzerinde tanımlı birebir bir dönüşümdür, 

(Gröchenig, 2001). 

2.38. Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grubu olsun. Her pozitif 

( )∞+→ ,0: Gw  fonksiyonuna bir ağırlık fonksiyonu denir. 

 2.39. Tanım: G , yerel kompakt Abel grubu olmak üzere bunun üzerinde tanımlı 

bir m  ağırlık fonksiyonu verilsin. Eğer ( ) 1=em  ve her Gyx ∈,  için 

( ) ( ) ( )ymxmyxm ≤+  koşulu sağlanıyorsa m  fonksiyonuna altçarpımsaldır denir. 

 2.40. Tanım: G  bir yerel kompakt Abel grubu ve w  da onun üzerinde tanımlı 

bir ağırlık fonksiyonu olsun. Eğer her Gyx ∈,  için 

( ) ( ) ( )ymxwyxw ≤+  

olacak şekilde bir m  altçarpımsal fonksiyonu varsa w  ağırlık fonksiyonuna sağ 

ortalayan, eğer 

( ) ( ) ( )ymxwxyw ≤+  

ise w  fonksiyonuna sol ortalayan fonksiyon denir. Hem sağ ortalayan, hem de sol 

ortalayan ise w  ağırlık fonksiyonuna m -ortalayan veya kısaca ortalayan ağırlık 

fonksiyonu denir. 

 2.41. Tanım: m , dR 2  üzerinde bir ağırlık fonksiyonu ve ∞<≤ qp,1  olsun. Bu 

takdirde ( )dqp

m RL 2,  ağırlıklı karışık-normlu uzayı 

( ) ( )

q

R

p

q

R

pp

L
d d

qp
m

dwdxwxmwxFF

1

,,,






























= ∫ ∫  
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normu sonlu olacak şekilde d
R

2  üzerinde tanımlı, karmaşık değerli, ölçülebilir F  

fonksiyonlarının vektör uzayı olarak tanımlanır. 

 

Yine 0≠g , ( )d
RSg ∈  bir pencere fonksiyonu ve m , dR 2  üzerinde 

−v ortalayan ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde ( )dqp

mg RLfV
2,

∈  ve 

∞<=
qp

m

qp
m LgM

fVf
,,  

olacak şekildeki ( )d
RSf ′∈  tempered dağılım fonksiyonlarının vektör uzayına 

modülasyon uzayı denir ve bu uzay ( )dqp

m RM
,  ile gösterilir. ( )dqp

m RM
,  modülasyon 

uzayı, qp
mM

f ,  normuna göre bir Banach uzayıdır, (Feichtinger, 1983). 

 Yine qp =  olduğunda ( ) ( )dp

m

dqp

m RMRM =
,  olur. Ayrıca ( )dqp

m RM
,  uzayı 

1=m  olduğunda ( )dqp
RM

,  standart modülasyon uzayı, 0≥s  olmak üzere 

( ) ( )222
1,

s

yxyxm ++=  ve 2== qp  ise ( )d

s RM
2  uzayıdır. 

 2.42. Tanım: w , dR 2  üzerinde tanımlı bir ağırlık fonksiyonu ve ( )dRSff ∈21 ,  

olmak üzere ( )wTpg  Toeplitz dönüşümü 

( )( ) ( )2121 ,, fVfVwffwTp ggg =  

biçiminde tanımlanır. Ayrıca ∗

gV , gV  Gabor dönüşümünün tersi olmak üzere ( )wTpg  

Toeplitz operatörü 

( ) ( )( )fVwVfwTp ggg

∗
=  

eşitliğini de sağlar. 

 Yine 0≠g , ( )dRSg ∈  pencere fonksiyonu ve w , dR 2  üzerinde 

( ) ( )222
1,

s

yxyxw ++=  biçiminde tanımlı bir ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde 

( ) ( )d

g RLfwTp 2
∈  ve 

( )
( ) ∞<=

2
fwTpf gQ w

 

olacak şekildeki ( )dRSf ′∈  tempered dağılım fonksiyonlarının vektör uzayına 

Sobolev-Shubin uzayı denir ve bu uzay ( )d

s RQ  ile gösterilir. 

 Ayrıca her Rs ∈  için 
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( ) ( )d

s

d

s RQRM =
2  

olup, bu uzayların normları denktir, (Boggiatto-Cordero-Gröchenig, 2004; Boggiatto-

Toft, 2005). 

 Öte yandan, [ ]∞∈ ,1, qp  için ( ) ( )dqp

g RMfwTp ,
∈  ve 

( )

( ) ∞<=
qpqp

wg MgQ
fwTpf

,,
,

 

olacak şekildeki ( )dRSf ′∈  tempered dağılım fonksiyonlarının vektör uzayına da 

genelleştirilmiş Sobolev-Shubin uzayı denir ve ( ) ( )dqp

wg RQ ,
,  ile gösterilir, (Boggiatto-

Toft, 2005). 

 2.43. Tanım: ∞≤≤ qp,1  ve 0≠g , ( )dRSg ∈  bir pencere fonksiyonu olmak 

üzere ( )( )dRqpM ,  uzayı, fVg  Gabor dönüşümü ( )( )dRqpL 2,  Lorentz uzayında olan 

( )dRSf ′∈  tempered dağılım fonksiyonlarının alt vektör uzayıdır. Bu uzay 

( ) ( )qpLgqpM
fVf

,,
=  

normuna göre bir Banach uzayıdır, (Gürkanlı, 2006). 

 2.44. Tanım: ( )
X

X .,  ve ( )
Y

Y .,  iki Banach uzayı olsunlar. Eğer YX ⊆  ve her 

Xf ∈  için 
XY

fCf ≤  olacak şekilde bir 0>C  sayısı varsa X  uzayı Y  içine 

sürekli olarak gömülüyor denir, (Gröchenig, 2001). 

 2.45. Tanım: X  ve Y  normlu uzaylar, T  de X  uzayından Y  uzayına tanımlı, 

doğrusal bir fonksiyon olsun. Eğer X  uzayındaki her sınırlı { }nx  dizisi için, { }nTx  

dizisi Y  uzayında yakınsak bir alt diziye sahip ise bu T  fonksiyonuna kompakttır denir, 

(Taylor, 1957). 

 2.46. Teorem (Ters Dönüşüm Teoremi): X  ve Y  birer Banach uzayı olsunlar. 

Eğer YXA →:  fonksiyonu doğrusal, sınırlı, birebir ve örtense, bu takdirde 

XYA →
− :1  fonksiyonu da sınırlıdır, (Conway, 1990). 

 

E  ve F  normlu uzaylar olsunlar. FE ×  uzayı üzerindeki 
max

⋅  ve 
sum

⋅  

normları Ex ∈ , Fy ∈  olmak üzere  

( ) ( )
max

, max ,x y x y=  
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( ) yxyx
sum

+=,  

şeklinde tanımlansın. 

 FEH ×,  uzayının kapalı bir alt vektör uzayı olmak üzere FE HΛ  uzayı H  ve 

onun üzerindeki norm FE ×  üzerindeki 
max

⋅  normunun H  ya kısıtlanması olsun. Yine 

FVE H  de ( ) HFE ×  ve onun üzerindeki norm da 

( ) ( ) ( ){ }HyxuFEyxyxu
sum

mod,,,:,inf =×∈=  

olarak tanımlansın. 

 Şimdi tezimizin bulgular bölümünün 4.2. kısmında kullanacağımız (Liu-Van 

Rooij, 1969) çalışmasındaki bir teoremin ifadesini verelim: 

 2.47. Teorem (Duality Teoremi): E  ve F  normlu uzaylar, E′  ve F ′  uzayları 

E  ve F  nin dual uzayları ve H , FE ×  uzayının kapalı bir alt uzayı olsun. Bir K  

kümesini 

( ) ( ){ }HyxyxFEK ∈=+′×′∈= ,,0:, τστσ  

biçiminde tanımlayalım. Bu takdirde ( )′→′Λ′ FVEFEU HK:  ve 

( )′Λ→′′ FEFVEV HK:  izometrileri vardır. Yani ( )′≅′Λ′ FVEFE HK  ve 

( )′Λ≅′′ FEFVE HK  olur. 

 2.48. Tanım: A  bir Banach cebiri, 1B  ve 2B , A  üzerinde tanımlı Banach 

modülleri olsunlar. Yine bir 21: BBT →  sınırlı doğrusal fonksiyonu verilsin. Eğer her 

Aa ∈ , 1Bb ∈  için ( ) ( )baTabT =  koşulu sağlanıyorsa bu T  fonksiyonuna 1B  

uzayından 2B  uzayına giden bir çarpan (multipliers) denir. 1B  uzayından 2B  uzayına 

giden çarpanlar uzayı ( )21 , BBM  ile, özel olarak 1B  uzayından kendi üzerine giden 

çarpanlar uzayı ( )1BM  ile gösterilir, (Rieffel, 1969). 

2.49. Tanım: X  ve Y , Banach A -modül olmak üzere YX γ⊗ , bu uzayların 

projektif tensör çarpımını göstersin. Her Aa ∈ , Xx ∈  ve Yy ∈  için 

ayxyax ⊗−⊗                                            (2.49.1) 

biçimindeki bütün elemanlar tarafından gerilen YX γ⊗  uzayının kapalı alt uzayı K  

olsun. Bu takdirde KYX γ⊗  bölüm Banach uzayına A-modül tensör çarpımı denir ve 
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YX A⊗  ile gösterilir. Yine A-modül tensör çarpım uzayının elemanları da projektif 

tensör çarpımının elemanları gibi YXt A⊗∈  için ∑
∞

=

∞<
1i

ii yx  olmak üzere 

∑
∞

=

⊗=
1i

ii yxt ,                           YyXx ii ∈∈ ,  

biçimindedir, (Rieffel, 1969). 

2.50. Teorem: X  ve Y , Banach A -modül olsunlar. Bu takdirde 

( ) ( )∗∗
⊗≅ YXYXHom AA ,  

izometrik izomorfizmi vardır, (Rieffel, 1967). 

G  yerel kompakt Abel grubu ve w , onun üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu olsun. µµ ,  ölçümünün total salınımı olmak üzere bir ( )wM  kümesini 

( )












∞<∈ ∫
G

dwGM µµ  

şeklinde tanımlayalım. Bu kümenin  

∫=

G

dw µµ  

normuna göre bir Banach girişim cebiri ve ( )GLw

1  uzayından ( )GLw

1  uzayına giden 

çarpanlar uzayının ( )wM  uzayına izometrik olduğu biliniyor, (Gaudry, 1969). Özel 

olarak 1=w  alınırsa ( )GL1  uzayından ( )GL1  uzayına giden çarpanlar uzayı ( )GM  

sınırlı regüler Borel ölçümler uzayıdır. 

Şimdi 4.2. bölümde kullanacağımız ( )GSw  uzayının tanımını verelim: 

2.51. Tanım: G  yerel kompakt Abel grubu, w  fonksiyonu da onun üzerinde 

tanımlı bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde ( )GSw  ile gösterilen uzay 

( )GLw

1  uzayının aşağıdaki koşulları sağlayan bir alt cebiridir. 

1) ( )GSw  uzayı ( )GLw

1  uzayında her yerde yoğundur. 

2) ( )GSw  uzayı 
wS

⋅  normuna ve girişim işlemine göre bir Banach cebiridir ve 

ötelemeler altında değişmez kalır. 

3) Her ( )GSf w∈  ve her Gy ∈  için ( )
ww

SSy fywfT ≤  eşitsizliği vardır. 
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4) Herhangi bir ( )GSf w∈  ve 0>ε  sayısı verilsin. Bu takdirde her Uy ∈  için 

ε<−
wSy ffT  olacak şekilde G  grubunun biriminin bir U  komşuluğu vardır. 

5) Her ( )GSf w∈  için 
wSw

ff ≤
,1

 eşitsizliği vardır, (Cigler, 1969; Doğan-

Gürkanlı, 2001; Gürkanlı, 2005). 

 Yine G  bir yerel kompakt Abel grubu w  da onun üzerinde tanımlı bir Beurling 

ağırlık fonksiyonu olsun. Tanımı yukarıda verilen 
wS  uzayı kullanılarak bir 

wSM  

kümesi, ( ) µµ ,C  ölçümüne bağlı bir sabit ve  

( )




















∈≠∈

∗
=

∧∧

GCffGLf
f

f

Cw

w

S

M

w ,0,sup 1

,1

µ
µ  

olmak üzere  

( ) ( ){ }
wS M

M M w Cµ µ µ= ∈ ≤  

biçiminde tanımlandı. Yine (Gürkanlı, 2005) çalışmasında tezimizin bulgular 

bölümünde kullanacağımız aşağıdaki önerme ispatlandı.  

 2.52. Önerme: G  yerel kompakt Abel grubu olsun. Eğer w  ağırlık fonksiyonu 

BD koşulunu sağlıyorsa bu takdirde ( ) ( )GSGLT ww →
1:  doğrusal fonksiyonu için 

aşağıdakiler denktir: 

 1) ( ) ( )( )GSGLMT ww ,1
∈  

 2) Her ( )GLf w

1
∈  için fTf ∗= µ  olacak şekilde bir tek 

wSM∈µ  vardır. 

 Fazladan olarak, T  ve µ  arasındaki eşleme, ( ) ( )( )GSGLM ww ,1  ve 
wSM  uzayları 

arasında bir izometri teşkil eder. 
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3. MATERYAL VE METOT  

 Bulgular bölümünün ilk kısmında tanımlamış olduğumuz ( )( )d
RwqpM ,,  

uzayının bazı özellikleri (Gröchenig, 2001) ve (Gürkanlı, 2006) çalışmalarındaki 

yöntemler kullanılarak incelendi. Yine kapsama özellikleri (Duyar-Gürkanlı, 2003) 

çalışmasındaki metotlar kullanılarak, kompakt gömülme özellikleri ise (Boggiatto-Toft, 

2005) ve (Gürkanlı, 2007) çalışmalarındaki metotlar kullanılarak araştırıldı. 

 Bu bölümün ikinci kısmında ise tanımlamış olduğumuz ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  

uzayının bazı özellikleri (Gürkanlı, 2006) çalışmasındaki yöntemler kullanılarak 

ispatlandı. Yine kapsama ve kompakt gömülme özellikleri için (Boggiatto-Toft, 2005) 

ve (Gürkanlı, 2007) çalışmalarından, ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayının dual uzayı için de 

(Gürkanlı, 2006) çalışmasından ve (Liu-Van Rooij, 1969) çalışmasındaki duality 

teoreminden yararlanıldı. ( )( )d
RwqpM ,,  ve ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  uzaylarının çarpanlar 

uzayları da (Rieffel, 1969) ve (Gürkanlı, 2005) çalışmalarındaki metotlar kullanılarak 

bulundu. 

 Bulgular bölümünün son kısmında tanımlanan ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayının bulunan 

özellikleri için (Boggiatto-Toft, 2005) ve (Gürkanlı, 2006) çalışmalarından yararlanıldı. 

Yine ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayının bir ( )d

s RQ  Sobolev-Shubin uzayı olduğu gösterilirken de 

(Boggiatto-Cordero-Gröchenig, 2004) ve (Boggiatto-Toft, 2005) çalışmalarındaki 

yöntemler kullanıldı. 
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4. BULGULAR 

4.1. M(p,q,w)(R
d
) Uzayı Üzerinde Gabor Analizi 

 Bu bölümde bir ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı tanımlanarak bu uzayın bazı temel 

özellikleri incelenecektir. 

4.1.1. Tanım: 0≠g , ( )d
RSg ∈  bir pencere fonksiyonu ve ∞≤≤ qp,1  olsun. 

w , dR 2  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık foksiyonu olmak üzere bir ( )( )d
RwqpM ,,  

kümesini  

( ) ( ) ( ){ }∞<′∈=
wpq

g

dd
fVRSfRwqpM

,
,,  

biçiminde tanımlayalım.  

Herhangi iki ( )( )d
RwqpMhf ,,, ∈  alalım. Buradan ( )d

RShf ′∈,  ve 

( )( )d

gg RwdqpLhVfV
2,,, µ∈  olup ( )d

RS ′  ve ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  birer vektör uzayı 

olduğundan ( )d
RShf ′∈+  ve ( ) ( )( )d

ggg RwdqpLhVfVhfV
2,, µ∈+=+  yazılarak 

( )( )d
RwqpMhf ,,∈+  bulunur. Yine herhangi bir ( )( )d

RwqpMf ,,∈  ve C∈α  

verildiğinde ( )d
RSf ′∈α  ve ( ) ( )( )d

gg RwdqpLfVfV
2,, µαα ∈=  olup, 

( )( )d
RwqpMf ,,∈α  elde edilir. ( )( )d

RwqpM ,,  uzayının vektör uzayı olmanın diğer 

koşullarını sağladığını göstermek kolaydır. O halde ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı bir vektör 

uzayıdır. 

 ( )( )d
RwqpM ,,  vektör uzayı üzerinde  

( ) wpqgwqpM
fVf

,,,
=  

fonksiyonunu tanımlayalım. 

 4.1.2. Önerme: ( )( )
( )

( )
wqpM

d
RwqpM

,,
.,,,  Bir normlu uzaydır. 

İspat: 1) 
wpq,

⋅  fonksiyonunun ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  vektör uzayı üzerinde bir 

norm olduğu (Duyar-Gürkanlı, 2003) çalışmasından bilinmektedir. Buradan her 

( )( )d
RwqpMf ,,∈  için 

( )
0

,,,
>=

wpqgwqpM
fVf  elde edilir. 

2) Herhangi ( )( )d
RwqpMhf ,,, ∈  verildiğinde, 

wpq,
⋅  fonksiyonunun norm 

olduğu kullanılarak 
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( )

( ) ( )( ) ( )
wpqR

ti

wpqgwqpM
d

dtextgthfhfVhf

,

2

,,, ∫
−

−+=+=+
ηπ  

                                        ( ) ( )( ) ( )
wpqR

ti

d

dtextgthtf

,

2

∫
−

−+=
ηπ  

                                        ( ) ( ) ( ) ( )
wpqR

ti

R

ti

dd

dtextgthdtextgtf

,

22

∫∫
−−

−+−=
ηπηπ  

                                        
wpqgwpqgwpqgg hVfVhVfV

,,,
+≤+=  

                                        
( ) ( )wqpMwqpM

hf
,,,,

+=  

bulunur. 

3) Her ( )( )d
RwqpMf ,,∈  ve C∈λ  için  

                  
( )

( ) ( )( ) ( )
wpqR

ti

wpqgwqpM
d

dtextgtffVf

,

2

,,, ∫
−

−==
ηπλλλ  

                                     ( ) ( ) ( ) ( )
wpqR

ti

wpqR

ti

dd

dtextgtfdtextgtf

,

2

,

2

∫∫
−−

−=−=
ηπηπ λλ  

                                     
( )wqpMwpqgwpqg ffVfV

,,,,
λλλ ===  

olur. 

 4) Her ( )( )d
RwqpMf ,,∈  için 

( )
0

,,,
==

wpqgwqpM
fVf  olsun. 

wpq,
⋅  

fonksiyonu ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  üzerinde bir norm olduğundan  

( ) ( ) ( ) 0, 2
=−= ∫

−

d
R

ti

g dtextgtfxfV
ηπη  

 yazılır. 0≠g  olduğundan 0=f  bulunur. Tersine eğer 0=f  ise ( ) 0, =ηxfVg  olup 

( )
0

,,,
==

wqpMwpqg ffV  elde edilir. 

 O halde ( )( )
( )

( )
wqpM

d
RwqpM

,,
.,,,  bir normlu uzaydır. 

4.1.3. Yardımcı Teorem: ∞<≤≤ pq1  olsun. Eğer ( )d

w RLf
1

∈  sınırlı ve 

sürekli bir fonksiyon ise bu takdirde ( )( )d
RwdqpLf µ,,∈  olur. 

 İspat: 1≥≥ qp  olsun. Herhangi bir ( )d

w RLf
1

∈  sürekli ve sınırlı fonksiyonunu 

alalım. Buradan 
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( )[ ]

( )[ ] ( )[ ]













+=

=

∫∫

∫
∞

∗
−

∗
−

∞

∗
−

∗

1

11

0

1

0

1

,

dxxfxdxxfx
p

q

dxxfx
p

q
f

qp

q
qp

q

qp

q

wpq

q

 

yazılır. ∗
f  fonksiyonu [ ]1,0  aralığı üzerinde sürekli olduğundan  

                  ( )[ ]
[ ]

( )
[ ]

( )∫∫ ∞<







=








≤

∗

∈

−
∗

∈

∗
− 1

0 1,0

1

1,0

1

0

1

supsup
q

x

p

qq

x

qp

q

xf
q

p
dxxxfdxxfx             (1) 

bulunur. Yine [ )∞∈ ,1x  ve 1≥≥ qp  ise ( )[ ] ( )[ ]qqp

q

xfxfx
∗∗

−

≤
1

 olması ve 

( )[ ]∫∫
∞

∗
=

0

dttfdwf
q

R

q

d

µ  

eşitliği kullanılırsa  

                    

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ∞<=≤

≤==

=≤≤

−

∞

−

∞

−

∞

∗

∞

∗

∞

∗
−

∫

∫ ∫

∫∫∫

w

q

R

q

R R

qq

qqqp

q

ffdttwtff

dttwtftfdttwtf

dxxfdxxfdxxfx

d

d d

,1

11

1

011

1

                   (2) 

olur. Böylece ∞<
∗

wpq
f

,
 olup, ( )( )d

RwdqpLf µ,,∈  bulunur. 

 4.1.4. Önerme: ( )d
RSg ∈  bir pencere fonksiyonu ve ∞<≤ qp,1  olsun. Yine 

w  Beurling ağırlık fonksiyonu da sabit bir 0>C  reel sayısı ve INN ∈  için 

( ) ( )N
zCzw +≤ 1  koşulunu sağlasın. Bu takdirde ( ) ( )( )dd

RwqpMRS ,,⊂  kapsaması 

vardır. 

 İspat: Herhangi bir ( )d
RSf ∈  alalım. Önce qp ≤  olduğunu kabul edelim. 

( ) ( )dd
RSRSf ′⊂∈  olduğundan (Gröchenig, 2001) çalışmasındaki 11.2.5. Teoremden 

dolayı ( )d

g RSfV
2

∈  olup  

( ) ( ){ } ∞<+
∈

zfVz g

n

Rz d

1sup
2

 

bulunur. Böylece  

( )
( ) ( ) ≤++==

−

wpq
g

nn

wpqgwqpM
fVzzfVf

,,,,
11  
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         ( ) ( ){ } ( )
wpq

n

g

n

Rz

zzfVz
d ,

11sup
2

−

∈

++≤  

         ( ) ( ){ } ( )
wpp

n

g

n

Rz

zzfVz
d ,

11sup
2

−

∈

++≤  

                                            ( ) ( ){ } ( )
pd wp

n

g

n

Rz

zzfVz 1

2 ,
11sup

−

∈

++=                               (3) 

            ( ) ( ){ } ( )
p

pn

g

n

Rz

wzzfVz
d

1

11sup
2

−

∈

++=  

                         ( ) ( ){ } ( ) ( )
p

p

N
pn

g

n

Rz

zCzzfVz
d

+++≤
−

∈

111sup
1

2

 

              ( ) ( ){ } ( )
p

p

N
n

g

n

Rz

p zzfVzC
d

+−

∈

++= 11sup
2

1

 

bulunur. Yine ( ) ( )dpn
RLz

201 ∈+
−

 olacak şekilde bir INn ∈0  sayısı vardır. Eğer n  

sayısı, 0n
p

N
n +≥  olarak seçilirse 00 ≤++− n

p

N
n  olup, ( ) 11 0

≤+
++− n

p

N
n

z  yazılır. 

Buradan ( ) ( ) 011
n

p

N
n

zz
−+−

+≤+  bulunur. ( )dp
RL

2  uzayının katı uzay olması ve 

( ) ( )dpn
RLz

201 ∈+
−

 olması kullanılırsa 

( ) ( ) ∞<+≤+
−+−

p

n

p

p

N
n

zz
011  

elde edilir. Böylece (3) ifadesinden 

( )
( ) ( ){ } ( ) ∞<++≤

+−

∈ p

p

N
n

g

n

Rz

p

wqpM
zzfVzCf

d

11sup
2

1

,,
 

bulunur.  

 Şimdi de qp >  olduğunu kabul edelim. Eğer ( ) ( )N
zCzw +≤ 1  kabulü 

kullanılırsa 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
111,1

11111
NnNnn

w

n
zCzzCwzz

+−−−−
+=++≤+=+            (4) 

olup n  sayısı yeterince büyük seçilerek (4) ifadesinden  

( ) ( ) ∞<+≤+
+−−

1,1
11

Nn

w

n
zCz  
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bulunur. O halde 4.1.3.Yardımcı Teoremden dolayı 

( ) ∞<+
−

wpq

n
z

,
1  

olup, (3) ifadesinden 

( )
( ) ( ){ } ( ) ∞<++≤=

−

∈ wpq

n

g

n

Rz
wpqgwqpM

zzfVzfVf
d ,,,,

11sup
2

 

elde edilir. Buradan 
( )

∞<
wqpM

f
,,

 yazılır. Böylece ( ) ( )( )dd
RwqpMRS ,,⊂  

kapsaması bulunur. 

 4.1.5. Tanım: γ  sıfırdan farklı bir pencere fonksiyonu, F  de 2dR  üzerinde 

tanımlı bir fonksiyon olsun. Bu takdirde gV  Gabor dönüşümünün adjointi 

( )
2

,
d

y x

R

V F F x y M T dxdyγ γ∗
= ∫∫  

biçiminde tanımlanan doğrusal bir operatördür. 

 Bundan sonra vereceğimiz bazı teorem ve önermelerde polinom tipli Beurling 

ağırlık fonksiyonları kullanılacaktır. Okuyucuya örnek olması bakımından, buna en 

klasik örnek, ( ) d
Rwxz

2, ∈=  ve 0≥s  olmak üzere 

( ) ( ) ( )
s

s

d

j

j

s

s wxzzzv 







++=



























+=+= ∑

=

2

1
22

2

1

2

1

2 111  

ağırlık fonksiyonudur. 

 4.1.6. Teorem: Sıfırdan farklı herhangi iki ( )d
RSg ∈γ,  pencere fonksiyonu 

verilsin. ∞<< p1 , ∞<≤q1  ve w  da polinom tipli bir Beurling ağırlık fonksiyonu 

olsun. Bu takdirde 

     1) ∗

γV  dönüşümü ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  uzayından ( )( )d
RwqpM ,,  uzayına tanımlı olup 

( ) wpqwg
wqpM

FVFV
,,1,,

γγ ≤
∗  

eşitsizliği sağlanır. 

     2) fVF g=  ise ( )( )d
RwqpM ,,  uzayındaki ters Gabor formülü  

( ) dxdyTMyxfV
g

f xy

R

g
d

γ
γ ∫∫=

2

,
,

1
 

olur. 
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 İspat: 1) Herhangi bir ( )( )d
RwdqpLF

2,, µ∈  alalım. 

( )( ) ( )( )dd
RqpLRwdqpL

22 ,,, ⊂µ  olduğundan ( )( )d
RqpLF

2,∈  olur. Önce 

( )d
RSFV ′∈

∗

γ  olduğunu gösterelim. Bunun için herhangi bir ( )d
RSf ∈  alalım. 

1
11

=
′

+
pp

 ve 1
11

=
′

+
qq

 olmak üzere  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }d

g

ddd
RqpLfVRSfRqpMRS

2,, ′′∈′∈=′′⊂  

kapsaması (Gürkanlı, 2006) çalışmasındaki 2.1. Önermeden bilinmektedir. Böylece 

( )( )d
RqpMf ′′∈ ,  olup, buradan da ( )( )d

RqpLfV
2, ′′∈γ  elde edilir. 

 Yine, ispatı qp ≥  ve qp <  olması durumlarında yapacağız. qp ≥  ise 
qp

11
≤  

olup buradan 
qp

1
1

1
1 −≥−  yazılır. Böylece 

qp ′
≥

′

11
 olup qp ′≤′  bulunur. qp <  ise 

benzer şekilde qp ′>′  elde edilir. 

 Önce qp ≥  olsun. Bu takdirde qp ′≤′  olup, Lorentz uzayı için Hölder 

eşitsizliği kullanılırsa,  

( )∫∫=
∗

d
R

xy dxdyTMyxFFV
2

, γγ  

olduğundan, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫∫ 












==

∗

d dd R R

xy

R

xy dttfdxdytTMyxFfdxdytTMyxFfFV
22

,,,, γγγ  

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ∫ =












=

dd d R

xy

R R

xy dxdytftTMyxFdxdydttftTMyxF
22

,,, γγ  

                    ( ) ( ) ( ) fVFdxdyyxfVyxFdxdyTMfyxF
dd RR

xy γγγ ,,,,,
22

=== ∫∫∫∫  

                    
pwpqqpwpqqppq

fVFfVFfVF
′′′′′

≤≤≤ γγγ ,,
                                (5) 

                    ( ) ( )
p

nn

wpq
fVzzF

′

−
++= γ11

,
 

                    ( ) ( ){ } ( )
p

nn

Rz
wpq

zzfVzF
d ′

−

∈

+








+≤ 11sup
2, γ  
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bulunur. Yine ( ) ( )dpn
RLz

21 ′−
∈+  olacak şekilde bir INn ∈  sayısı vardır. Dolayısıyla 

( ) ∞<+
′

−

p

n
z1  olur. Ayrıca (Gröchenig, 2001) çalışmasındaki 11.2.6. sonuçtan dolayı 

( ) ( ){ } ∞<+
∈

zfVz g

n

Rz d

1sup
2

 yazılır. Böylece 

( ) ( ){ } ( ) ∞<+








+≤
′

−

∈

∗

p

nn

Rz
wpq

zzfVzFfFV
d

11sup,
2, γγ

 

olup, FV
∗

γ , ( )d
RS  üzerinde süreklidir. Yine FV

∗

γ  dönüşümünün doğrusal olduğunu 

göstermek kolaydır. O halde ( )d
RSFV ′∈

∗

γ  bulunur. 

 Şimdi qp <  olsun. Bu takdirde qp ′>′  olur. Yine ( ) n
z

−
+1  sınırlı ve 

süreklidir. Ayrıca yeterince büyük n  için  

( ) ∞<+
−

1
1

n
z  

olur. Böylece (Gürkanlı, 2005) çalışmasındaki 2.1. Yardımcı Teoremden dolayı 

yeterince büyük n  için 

( ) ∞<+
′′

−

qp

n
z1  

yazılır. Yine (5) ifadesi kullanılırsa 

   ( ) ( ){ } ( ) ∞<+








+≤≤
′′

−

∈
′′

∗

qp

nn

Rz
wpqqpwpq

zzfVzFfVFfFV
d

11sup,
2,, γγγ      (6) 

bulunur. Dolayısıyla ( )d
RSFV ′∈

∗

γ  olur. 

 O halde 2.33. Teoremden dolayı ( )d
RSFV ′∈

∗

γ  elemanının Gabor dönüşümü 

vardır ve bu dönüşüm süreklidir. Eğer ( )( ) ( ) ( )ytxuVeyxgTMV g

ytix

ut −−=
−− ,, 2 γπ

γ  

eşitliği kullanılırsa 

( ) ( )gTMVFgTMFVtuFVV ututg γγγ ,,, ==
∗∗  

                                                   ( ) ( )( )∫∫=
d

R

ut dxdyyxgTMVyxF
2

,, γ  

                                                   ( ) ( ) ( )
dxdyeytxuVyxF

ytix

R

g
d

−−

∫∫ −−=
πγ 2

2

,,  

olup, buradan 

                ( ) ( ) ( ) ( )( )tuVFdxdyytxuVyxFtuFVV g

R

gg
d

,,,,
2

γγγ ∗=−−≤ ∫∫
∗              (7) 
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bulunur. Ayrıca ( )( )d
RwdqpLF

2,, µ∈  ( )d
RSg ∈γ, , ( )d

g RSV
2

∈γ , ( )d

wg RLV
21

∈γ , 

( )( )d
RwdqpL

2,, µ  uzayının ( )d

w RL
21 -modül olması ve (7) eşitsizliği kullanılırsa 

                 
( )

( )
w

gwpqwpq
g

wpq
g

wqpM
VFVFFVVFV

,1,,,,,
γγγγ ≤∗≤=

∗∗               (8) 

elde edilir. 

 2) ( )( )d

g RwdqpLfVF
2,, µ∈=  ise teoremin birinci kısmından dolayı 

( )( )d

g RwqpMfVVFV ,,∈=
∗∗

γγ  olur. Yine ( )d
RSg ∈γ,  olduğundan ∞<g,γ  olup, 

( )( )d
RwqpM ,,  uzayının vektör uzayı olmasından dolayı 

( )( )d

g RwqpMfVV
g

f ,,
,

1~
∈=

∗

γ
γ

 

yazılır. Dolayısıyla f
~

, ( )d
RS ′  uzayının da elemanıdır. O halde (Gröchenig, 2001) 

çalışmasındaki 11.2.7. sonuçtan dolayı ff =
~

 eşitliği elde edilir. 

 4.1.7. Önerme: ∞<< p1 , ∞<≤q1  ve w  da polinom tipli bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu olsun. Bu takdirde, ( )( )d
RwqpM ,,  uzayının tanımı, ( )d

RSg ∈  pencere 

fonksiyonundan bağımsızdır. Farklı pencere fonksiyonları denk normlar oluşturur. 

 İspat: Farklı iki pencere fonksiyonu ( )d
RSgg ∈0,  olsun. 4.1.6. Teoremin 

birinci kısmındaki ispatta γ=g , 1
2

=g  alınır ve (8) eşitsizliği kullanılırsa her 

( )( )d
RwqpMf ,,∈  için  

     
( )

( )
wpqgwpqg

w
g

wpq
ggg

wpq
gwqpM

fVCfVgVfVVVfVf
,1,,1,,,, 000

=≤==
∗      (9) 

eşitsizliği elde edilir. Yine g  ve 0g  fonksiyonlarının yerleri değiştirilerek 

  
( )

( )
wpq

g
wpq

gwg
wpq

gggwpqgwqpM
fVCfVgVfVVVfVf

,2,,10,,,, 0000
=≤==

∗    (10) 

eşitsizliği bulunur. Böylece (9) ve (10) eşitsizliklerinden 

wpqg
wpq

gwpqg fVCfVfV
C ,1,,

2
0

1
≤≤  

elde edilir. Böylece 
wpq

g fV
,0

 ve 
wpqg fV

,
 normları denk olur. 

 4.1.8. Önerme: ∞<< p1 , ∞<≤q1  ve ( )d
RSg ∈  olsun. Yine w  ağırlık 

fonksiyonu da sabit bir 0>C  reel sayısı ve bir INN ∈  için ( ) ( )N
zCzw +≤ 1  
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koşulunu sağlayan polinom tipli Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde ( )d
RS  

uzayı ( )( )d
RwqpM ,,  uzayında heryerde yoğundur. 

 İspat: ( )d
RSg ∈  pencere fonksiyonunu 1

2
=g  olacak şekilde seçelim. 

Herhangi bir ( )( )d
RwqpMf ,,∈  verilsin. Buradan ( )( )d

g RwdqpLfV 2,, µ∈  olur. 

( )d
RSf ′∈  olduğundan (Gröchenig, 2001) çalışmasındaki 11.2.3. Teoremden dolayı 

fVg  süreklidir. Şimdi her INn ∈  için { } d

n RnzzK
2

⊂≤=  kompakt kümeler 

dizisini göstermek üzere 

( ) ( ) ( )
( )





∉

∈
==

n

ng

Kgn
Kz

KzzfV
zzfVzF

n ,0

,
.χ  

fonksiyonlarını tanımlayalım. Her INn ∈  için nF  fonksiyonlarının nK  kümesine 

kısıtlanması süreklidir. ( )k
z+1  sürekli, ( )zFn  kompakt destekli olduğundan  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )zzfVzzFz
nKg

k

n

k
χ.11 +=+  

fonksiyonu da kompakt desteklidir. Ayrıca nK  üzerinde süreklidir. O halde 0≥k  için 

( ) ( ) kn

k
CzFz ≤+1  

olacak şekilde bir 0>kC  sayısı vardır. Böylece ( )zFn  çabuk azalan bir fonksiyondur. 

Eğer ngn FVf
∗

=  denirse 

( ) ( )∫∫==
∗

n
R

xynngn dxdytgTMyxFFVf
2

,  

                                             ( )( ) ( )∫∫=
d

n

R

xyKg dxdytgTMyxfV
2

,.χ  

                                             ( )( ) ( )∫∫=

nK

xyg dxdytgTMyxfV ,  

olup (Gröchenig, 2001) çalışmasındaki 11.2.4. Önermeden ( )d

n RSf ∈  bulunur. Şimdi 

( )
Nnnf

∈
 dizisinin ( )( )d

RwqpM ,,  uzayında f  fonksiyonuna yakınsadığını gösterelim. 

Eğer (8) eşitsizliği kullanılırsa, 

     
( ) ( )wqpM

ngggwqpMn FVfVVff
,,,,

∗∗
−=−  
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                              ( ) ( ) ( ) ( )
( )wqpMR R

xynxyg
d d

dxdytgTMyxFdxdytgTMyxfV

,,
2 2

,,∫∫ ∫∫−=  

                              ( )( ) ( )
( )wqpMR

xyng
d

dxdytgTMyxFfV

,,
2

,∫∫ −=  

                              ( )
( )

( )( )
wpq

nggg
wqpM

ngg FfVVVFfVV
,,,

−=−=
∗∗                        (11) 

                              
wpq

Kggg
wpq

ng
w

g n
fVfVgVwFfVgV

,1,,1
.χ−=−≤  

                              ( ) ( )
wpq

Kgg

N

n
fVgVzC

,1
11 χ−+≤  

                              ( ) ( )
wpq

Kgg

N

n
fVgVzC

,1
11 χ−+≤  

bulunur. Ayrıca ( )d

g RSgV
2

∈  olduğundan 

( ) ∞<+
1

1 gVz g

N
 

olur. Yine ( ) ( )
nKg fVzh χ−= 1  dersek her 

nKz ∈  için ( ) 1lim =
∞→

z
nK

n
χ  olacağından  

( ) ( ) ( ) ( )( ) 01lim1limlim =−=−=
∞→∞→∞→

zzfVfVzh
nn Kg

n
Kg

nn
χχ  

bulunur. Ayrıca (Duyar, 1998) çalışmasındaki 4.3.3. Önermeden dolayı her 0>t  için 

( )( ) ( ) 01lim =−
∗∗

∞→
tfV

nKg
n

χ  

olup, buradan da 

( ) ( )( )[ ] 01lim
1

=−
∗∗

−

∞→

q

Kg

p

q

n
tfVt

n
χ  

yazılır. Yine 

( ) ( ) ( )( ) ( )zfVzzfVzh gKg n
≤−= χ1  

ve ( )( )d

g RwdqpLfV
2,, µ∈  olduğundan ( )( ) ( )( ) ∗∗∗∗

≤ zfVzh g
 olup, monoton 

yakınsaklık teoreminden dolayı 

( )( ) ( )[ ]∫
∞

∗∗
−

∞→
=−

0

1

01lim dttfVt
q

Kg

p

q

n n
χ  

elde edilir. Buradan da 

( ) 01lim
,

=−
∞→ wpq

Kg
n n

fV χ  
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olur. O halde herhangi bir 0>ε  sayısı verildiğinde her 0nn ≥  olduğunda 

( )
( )

1

, 1
1

gVzC
fV

g

Nwpq
Kg n

+
<−

ε
χ  

olacak şekilde bir INn ∈0  sayısı vardır. Eğer (11) eşitsizliği kullanılırsa aynı 0>ε  

sayısı ve INn ∈0  için 

( )
( ) ( )

wpq
Kgg

N

wqpMn n
fVgVzCff

,1,,
11 χ−+≤−  

                                                     ( )
( )

ε
ε

=
+

+<

1

1 1
1

gVzC
gVzC

g

Ng

N
 

bulunur. O halde ( )d
RS  uzayı ( )( )d

RwqpM ,,  uzayında heryerde yoğundur.  

 4.1.9. Teorem: 1 p< < ∞ , 1 q≤ < ∞  ve w , polinom tipli bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu olsun. Bu takdirde ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı Banach uzayıdır. 

 İspat: ( )( )d
RwqpM ,,  uzayında herhangi bir ( )n n N

f
∈

 Cauchy dizisi alalım. Bu 

takdirde ( )
INnng fV

∈0
, ( )( )2, , d

L p q wd Rµ  uzayında bir Cauchy dizisi olup, 

( )( )2, , d
L p q wd Rµ  bir Banach uzayı olduğundan bu dizi ( )( )2, , d

L p q wd Rµ  uzayının 

bir F  elemanına yakınsar. O halde herhangi bir 0ε >  sayısı verildiğinde her 0n n≥  

olduğunda 

   

w
g

wpq
ng

gVg
FfV

,10

2

20
,

0

0 −
<−

ε
                                         (12) 

olacak şekilde bir INn ∈0  sayısı vardır. Öte yandan ( )( )d
RwdqpLF

2,, µ∈  olduğundan 

4.1.6. Teoremden dolayı bir f  fonksiyonunu  

( )
0

2

02 2

0 02 2

1 1
,

d

g y x

R

f V F F x y M T g dxdy
g g

∗
= = ∫∫  

şeklinde tanımlayabiliriz. Yine aynı teoremden dolayı ( )( ), , d
f M p q w R∈  olur. Benzer 

şekilde ( )( ), , d

n
f M p q w R∈  elemanları için de 

( )
0 02

0 2

1
n g g n

f V V f
g

∗
=  

yazılır. Böylece 
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( )

( )

( )
( )wqpM

nggg

wqpM

ngggwqpMn

fVVFV
g

fVV
g

FV
g

ff

,,

2

20

,,

2

20

2

20

,,

000

000

1

11

∗∗

∗∗

−=

−=−

 

                                                   ( )
( )wqpM

ngg fVFVg
,,

2

20 00
−=

∗−
 

bulunur. Eğer 4.1.6. teoremin 1. kısmı ve (12) ifadesi kullanılırsa 

  
( )

( )
( )wqpM

nggwqpMn fVFVgff
,,

2

20,, 00
−=−

∗−
 

                                                
wpq

ng
w

g fVFgVg
,,10

2

20 00
−≤

−
 

                                                
0

0

2

0 0 22 1,
0 02 1,

g
w

g
w

g V g
g V g

ε
ε

−

−
≤ =  

elde edilir. O halde ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı bir Banach uzayıdır. 

 4.1.10. Teorem: w  bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde 

 i) ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı ötelemeler altında değişmez kalır ve her dRz ∈  

( )
( )[ ]

( )wqpM
p

wqpMz fzwfT
,,

1

,,
0,≤  

eşitsizliği sağlanır. 

 ii) 1 p< < ∞  ve 1 q≤ < ∞  olmak üzere d
R  kümesinden ( )( )d

RwqpM ,,  uzayına 

giden fTz z→  fonksiyonu süreklidir. 

 İspat: i) Herhangi bir ( )( )d
RwdqpLh

2,, µ∈  ve ( ) d
Ryx

2, ∈  için 

( ) ( )( )
wpq

p
wpqyx hyxwhT

,

1

,, ,≤                                                 (13) 

 eşitsizliği (Duyar-Gürkanlı, 2003) çalışmasındaki 2.1. Önermeden bilinmektedir. Eğer  

( )( ) ( ) ( )∫==
dR

uyxuyxyxg dttgTMthMTgTMhMTuhMTV ηηη ,,  

                             ( )( ) ( )∫ −=
dR

uy dttgTMxthM η  

                             ( ) ( ) ( )∫ −=
−

dR

u

xtiy
dttgTMxthe η

π2  
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eşitliği kullanılır ve vxt =−  denirse 

( )( ) ( ) ( ) ( )∫ −=
−

dR

u

xtiy

yxg dttgTMxtheuhMTV η

πη 2,  

                                         ( ) ( )∫ +=
dR

u

iyv
dvvxgTMvhe η

π2  

                                         ( ) ( )∫
−

−=
dR

iyv

ux dvevgTMTvh
π

η

2  

                                         ( ) ( )∫
−

−−=
dR

iyv

uxy dvevgTMTMvh
π

η

2  

                                         gTMehgTMTMh xuy

ix

uxy −−−− == η

ηπ

η

2,,  

                                         ( )yxuhVgTMhe gxuy

ix
−−== −−

−
ηη

ηπ ,,2  

                                         ( ) ( )η,, uhVT gyx=  

elde edilir. Yine (13) ifadesi kullanılırsa 

  ( ) ( ) ( )( )
wpqg

p
wpqgyxwpqyxg hVyxwhVThMTV

,

1

,,,
,≤=                        (14) 

eşitsizliği bulunur. 

 Şimdi herhangi bir ( )( )d
RwqpMf ,,∈  ve d

Rz ∈  verilsin. Eğer 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )yxfVTyzxfV

yzxfVegTMfeyxfTV

gzg

g

yzi

zxy

yzi

zg

,,

,,,

0,

22

=−=

−==
−

−

− ππ

 

eşitliği ve (14) ifadesi kullanılırsa 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )( )
( )wqpM

p

wpqg
p

wpqgzwpqzgwqpMz

fzw

fVzwfVTfTVfT

,,

1

,

1

,0,,,,

0,

0,

=

≤==

 

bulunur. O halde ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı ötelemeler altında değişmez kalır. 

 ii) Öteleme fonksiyonu doğrusal olduğundan, ispat için d
R∈0  noktasındaki 

sürekliliği göstermek yeterlidir. Bunun için de bir ( )
Nnnz

∈
 dizisi için 0lim =

∞→
n

n
z  ise 

ffT
nz

n
=

∞→
lim  olduğu gösterilmelidir. Herhangi bir ( )( )d

RwqpMf ,,∈  için 
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( )

( ) ( )
wpq

gzg
wpq

zg
wqpM

z fVfTVffTVffT
nnn ,,,,

−=−=−  

                                      ( ) ( )
wpq

ggz

iyz
fVfVTe

n

n

,0,
2

−=
− π  

                                      ( ) ( )
wpq

gg

iyz

g

iyz

gz

iyz
fVfVefVefVTe nn

n

n

,

22
0,

2
−−+=

−−− πππ  

                                      ( ) ( ) ( )
wpq

g

iyz

wpq
g

iyz

gz

iyz
fVefVefVTe nn

n

n

,

2

,

2
0,

2 1−+−≤
−−− πππ      

                                     ( ) ( )( ) ( )
wpq

g

iyz

wpq
ggz

iyz
fVefVfVTe n

n

n

,

2

,0,
2 1−+−=

−− ππ  

                                     ( ) ( ) ( )
wpq

g

iyz

wpq
ggz fVefVfVT n

n ,

2

,0, 1−+−=
− π                  (15) 

yazılır. Yine herhangi bir ( )( )d
RwdqpLF

2,, µ∈  için ( ) ( )FTtz tz ,, →  fonksiyonunun 

dR 2  uzayından ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  uzayına sürekli olduğu (Duyar-Gürkanlı, 2003) 

çalışmasındaki 2.2. Önermeden bilinmektedir. O halde ( )( )d

g RwdqpLfV
2,, µ∈  

olduğundan ( ) ( ) fVTtz gtz ,, →  fonksiyonu da dR 2  uzayından ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  uzayına 

süreklidir. Böylece eğer 0lim =
∞→

n
n

z  ise ( ) ( )0,00,lim =
∞→

n
n

z  olup, buradan 

( ) fVfVT ggz
n n

=
∞→

0,lim  yazılır. O halde verilen bir 0>ε  sayısı için her 1nn ≥  olduğunda 

                                             ( ) ( )
2,0,

ε
<−

wpq
ggz fVfVT

n
                                           (16) 

olacak şekilde bir INn ∈1  sayısı vardır. 

 Yine  

( ) ( )yxfVeyxh g

iyz

z
n

n
,1, 2

−=
− π  

denirse, 0lim =
∞→

n
n

z  için 

( ) 0,lim =
∞→

yxh
nz

n
 

olup, (Edmunds-Evans, 2004) çalışmasındaki 3.2.4. Önerme (10). özelliğinden dolayı 

her 0>t  için 

( )( ) ( ) 0,lim =
∗

∞→
tyxh

nz
n

 

bulunur. Buradan 

( )( ) ( )[ ] 0,lim
1

=
∗

−

∞→

q

z

p

q

n
tyxht

n
 

olur. Böylece 
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( ) ( ) ( )yxfVyxfVeyxh gg

iyz

z
n

n
,2,1, 2

≤−=
− π  

eşitsizliği kullanılırsa, 

( )( ) ( )( )∗∗
≤ yxfVyxh gzn

,2,  

buradan da 

( )( )[ ] ( )( )[ ]q

g

p

q
q

z

p

q

yxfVtyxht
n

∗−
∗

−

≤ ,2,
11

 

yazılır. Yine ( )( )d

g RwdqpLfV
2,, µ∈  olduğundan ( )( )[ ] ( )∞∈

∗−

,0,2 1
1

LyxfVt
q

g

p

q

 

olur. Böylece Lebesgue monoton yakınsaklık teoreminden dolayı 

( )( ) ( )[ ] ( ) ( )( )( ) ( )[ ] 0,1lim,lim
0

2
1

0

1

=−= ∫∫
∞

∗−
−

∞→

∞

∗
−

∞→
dttyxfVetdttyxht

q

g

iyzp

q

n

q

z

p

q

n

n

n

π  

yani 

( )( ) 01lim
,

2
=−

∗
−

∞→ wpq
g

iyz

n
fVe nπ  

bulunur. Yine 
∗

wpq,
.  fonksiyonu ile 

wpq,
.  normu denk olduğundan 

( )( ) 01lim
,

2
=−

−

∞→ wpq
g

iyz

n
fVe nπ  

elde edilir. O halde aynı 0>ε  sayısı ve her 2nn ≥  için 

    ( )( )
2

1
,

2 επ
<−

−

wpq
g

iyz
fVe n                                           (17) 

olacak şekilde bir INn ∈2  sayısı vardır. Eğer { }210 ,nnmakn =  denirse (15), (16) ve 

(17) ifadelerinden her  0nn ≥  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ε
εεπ

=+<−+−≤−
−

22
1

,

2

,0,,, wpq
g

yzi

wpq
ggz

wqpM
z fVefVfVTffT

nn
 

bulunur. Dolayısıyla dR  kümesinden ( )( )d
RwqpM ,,  uzayına giden fTz z→  

fonksiyonu süreklidir. 

 

 4.1.11. Yardımcı Teorem: Bir +
→ RRw

d2:  Beurling ağırlık fonksiyonu 

verilsin. Bu takdirde 

( ) ( )0,

:

xwxvx

RRv
d

=→

→
+
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şeklinde tanımlanan v  fonksiyonu da dR  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık 

fonsiyonudur. 

 İspat: w  bir Beurling ağırlık fonksiyonu olduğundan v  ölçülebilir, yerel sınırlı 

ve her dRx ∈  için ( ) ( ) 10, ≥= xwxv  olur. Ayrıca dRxx ∈21 ,  için 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121212121 0,0,0,0,0, xvxvxwxwxxwxxwxxv ⋅=⋅≤+=+=+  

olduğundan, v  bir Beurling ağırlık fonksiyonudur. 

 4.1.12. Teorem: 1 p< < ∞ , 1 q≤ < ∞  olmak üzere w  ağırlık fonksiyonu 

polinom tipli bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. v  ağırlık fonksiyonu 4.1.11. 

Yardımcı Teoremdeki gibi tanımlı olmak üzere ( )( )dRwqpM ,,  uzayı ( )d

v RL1  üzerinde 

bir Banach modüldür. 

 İspat: Herhangi bir ( )( )dRwqpMf ,,∈  ve ( )d

v RLh 1
∈  verilsin. Buradan 

( )( )d

g RwdqpLfV 2,, µ∈  olup (Duyar-Gürkanlı, 2003) çalışmasındaki 2.1.Önermeden 

dolayı dRz 2
∈  olmak üzere 

( ) ( )( )
wpqg

p
wpqgz fVzwfVT

,

1

,
≤  

eşitsizliği yazılır. Ayrıca ( ) ( )xgxg −=
∗ olmak üzere ( ) ( )( )ugMfeufV iu

g

∗−
∗= η

ηπη 2,  

eşitliği de kullanılırsa 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )
wpqwpq

wpq

iu

wpq
gwqpM

gMfhgMhf

gMhfehfVhf

,,

,

2

,,,

**

***

∗∗

∗−

∗∗==

==∗

ηη

η

ηπ

 

                                            ( ) ( )( )
wpqRd

dttugMfth

,

∫ −∗=
∗

η  

                                           ( )( )( )∫ −∗≤
∗

d
R

wpq
dttugMfth

,η                                     (18) 

                                           ( ) ( )∫ −=
d

R
wpqg dttufVth

,
,η  

                                           ( ) ( ) ( )( )∫=
d

R
wpqgt dtufVTth

,0, ,η  

                                           ( ) ( )( )∫≤
d

R
wpqg

p dtfVtwth
,

1

0,  
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                                           ( ) ( )∫≤
d

R
wpqg dttwthfV 0,

,
 

                                           ( ) ( )
( ) vwqpM

R
wpqg hfdttvthfV

d

,1,,,
=≤ ∫  

bulunur. Banach modülü olmanın diğer koşullarının sağlandığını göstermek kolaydır. O 

halde ( )( )dRwqpM ,,  uzayı ( )d

v RL
1  üzerinde Banach modüldür. 

 4.1.13. Teorem: 1 p< < ∞ , 1 q≤ < ∞ , w , polinom tipli bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu, v  ağırlık fonksiyonu da 4.1.11. Yardımcı Teoremdeki gibi tanımlı olsun. 

Bu takdirde ( )( )dRwqpM ,,  uzayı ( )d

v RL
1  uzayında esas Banach modüldür. 

 İspat: ( )( )dRwqpM ,,  uzayının ( )d

v RL
1  üzerinde Banach modülü olduğu 4.1.12. 

Teoremde gösterildi. Şimdi herhangi bir ( )( )dRwqpMf ,,∈  alalım. dR  kümesinden 

( )( )dRwqpM ,,  uzayına giden fTz z→  fonksiyonunun sürekli olduğu 4.1.10. 

Teoremden biliniyor. Bu takdirde her 0>ε  sayısı ve Uz ∈  için 

( )
ε<−

wqpMz ffT
,,

 

olacak şekilde dR  nin biriminin kompakt bir U komşuluğu vardır. Bir ( )d

v RLh
1

∈ , 

0≥h  sürekli fonksiyonunu 1=∫
U

h  ve supp Uh ⊂  olacak şekilde seçelim. Bu takdirde 

her Uz ∈  için 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )wqpMR R

wqpM
d d

dzyfzhdzzyfzhffh

,,

,, ∫ ∫−−=−∗  

                                          ( ) ( ) ( )( )
( )wqpMRd

dzyfzyfzh

,,

∫ −−=  

                                         ( )
( )

( ) εε =<−≤ ∫ ∫
U U

wqpMz dzzhdzffTzh
,,

 

bulunur. Böylece ( ) ( )( )dd

v RwqpMRLfh ,,1
∗∈∗  olduğundan ( ) ( )( )dd

v RwqpMRL ,,1
∗  

uzayı ( )( )dRwqpM ,,  uzayında her yerde yoğundur. O halde Module Factorization 

teoremine (Wang, 1977) göre ( ) ( )( ) ( )( )ddd

v RwqpMRwqpMRL ,,,,1
=∗  olup, 

( )( )dRwqpM ,,  uzayı ( )d

v RL
1  uzayı üzerinde esas Banach modüldür. 
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 4.1.14. Uyarma: ( )d

v RL
1  Banach cebirinin en az bir ( )

I
e

∈αα  sınırlı yaklaşık 

biriminin varlığı biliniyor, (Gaudry, 1969). Yine 4.1.13. Teoremde ( )( )dRwqpM ,,  

uzayının ( )d

v RL1  uzayı üzerinde esas Banach modül olduğu gösterildi. O halde Doran-

Wichmann 15.3. sonuçtan dolayı her ( )( )dRwqpMf ,,∈  için ffe =∗α
α

lim  olur. 

 4.1.15. Önerme: ∞<< p1  olsun. Eğer polinom tipli bir w  Beurling ağırlık 

fonksiyonu 0>C  olmak üzere ( ) ( )yxwCxyw ,, ≤−  koşulunu sağlarsa, bu takdirde 

( )( )dRwppM ,,  uzayı Fourier dönüşümü altında değişmez kalır.  

 İspat: Herhangi bir ( )( )dRwppMf ,,∈  ve ( )dRSg ∈  verilsin. ( )dRS  uzayı 

Fourier dönüşümü altında değişmez kaldığından ( )dRSg ∈ˆ  olur. Yine 4.1.7. 

Önermeden dolayı ( )( )dRwppM ,,  uzayının tanımı pencere fonksiyonundan bağımsız 

olup ( )dRSgg ∈ˆ,  pencere fonksiyonları için 
wppgwppg fVCfV

,ˆ1,
≤  yazılır. Ayrıca 

pwpwpp
ff

1

,,
=  olması ve ( ) ( )xyfVeyxfV g

ixy

g −=
− ,ˆ, ˆ

2π  eşitliği kullanılırsa 

  
( )

p

wp
g

p

wpp
g

p

wpp
g

p

wppM p
fVCfVCfVf 1

,
ˆ1

,
ˆ1

,,,

ˆˆˆˆ =≤=  

                                         ( ) ( )∫∫ 












=

dR

p

p
p

g dxdyyxwyxfVC
2

,,ˆ
1

ˆ1  

                                         ( ) ( )∫∫=
d

R

p

g dxdyyxwyxfVC
2

,,ˆ
ˆ1  

                                         ( ) ( )∫∫ −=
dR

p

g

ixy
dxdyyxwxyfVeC

2

,,2
1

π  

                                         ( ) ( )∫∫ −=
dR

p

g dxdyyxwxyfVC
2

,,1  

bulunur. Eğer ( ) ( )yxwCxyw ,, ≤−  hipotezi kullanılırsa  

                      
( )

( ) ( ) ( )∫∫ −−=
dR

p

g
wppM

duduwufVCf
2

,,ˆ
1

,,
ηηη  

                                        ( ) ( )
p

wp

g

R

p

g
pd

fVCduduwufVCC 1

2 ,
21 ,, =≤ ∫∫ ηηη  

                                       
( )

∞<==
p

wppM

p

wppg fCfVC
,,2,2  
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olup ( )( )d
RwppMf ,,ˆ ∈  elde edilir. 

 4.1.16. Teorem: ∞<< qp,1  olsun. 1
11

=
′

+
pp

 ve 1
11

=
′

+
qq

 olmak üzere 

( )( )d
RwqpM ,,  uzayının ( )( )( )∗d

RwqpM ,,  duali ( )( )d
RwqpM ,, ′′  uzayıdır. Ayrıca 

( )( )d
RwqpM ,, ′′  uzayının her elemanı, ( )( )d

RwqpMh ,, ′′∈  ve her 

( )( )d
RwqpMf ,,∈  için 

( ) ( )∫==
d

R

gggg dzzhVzfVhVfVhf
2

,,  

ile temsil edilir. 

 İspat: ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  ağırlıklı Lorentz uzayının dualinin 

( )( )d
RwdqpL

2,, µ′′  olduğu (Chung-Hunt-Kurtz, 1982) çalışmasından biliniyor. 

Herhangi bir ( )( )d
RwqpMh ,, ′′∈  alalım. Buradan ( )d

RSh ′∈  ve 

( )( )d

g RwdqpLhV
2,, µ′′∈  olur. ( )( )d

RwqpM ,,  uzayı üzerinde bir hl fonksiyonunu 

( ) ( ) ( )∫=
d

R

ggh dzzhVzfVfl
2

 

biçiminde tanımlayalım. Bu fonksiyon sınırlı ve doğrusaldır. Gerçekten de herhangi 

C∈βα ,  ve ( )( )d
RwqpMff ,,, 21 ∈  için  

  ( ) ( )( ) ( )∫ +=+
d

R

ggh dzzhVzffVffl
2

2121 βαβα  

                                               ( )( ) ( )dzzhVzfVfV g

R

gg
d

∫ +=
2

21 βα  

                                               ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +=
dd

R

gg

R

gg dzzhVzfVdzzhVzfV
22

21 βα  

                                               ( ) ( )21 flfl hh βα +=  

olup, hl  doğrusaldır. Ayrıca, ağırlıklı Lorentz uzayı için Hölder eşitsizliği kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ∞<≤=
′′∫ wqp

g
wpq

g

R

ggh hVfVdzzhVzfVfl
d

,,
2

 

olup, hl  sınırlıdır. Böylece hl , ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı üzerinde sınırlı ve doğrusal bir 

formdur. O halde 

   ( )( ) ( )( )( )∗

⊂′′ dd
RwqpMRwqpM ,,,,                                       (19) 
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olur. 

 Tersine, herhangi bir ( )( )( )∗

∈
d

RwqpMl ,,  verilsin. ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  ağırlıklı 

Lorentz uzayının bir V  alt vektör uzayını 

( )( ) ( )( ){ }fVFveRwqpMfRdwqpLFV g

dd
=∈∈= ,,,, 2µ  

biçiminde tanımlayalım. Bu V  vektör uzayını ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  uzayının normu ile 

donatalım. Bu V  uzayı, ( )( )d
RwdqpL

2,, µ  uzayının bir kapalı alt uzayıdır. Gerçekten, 

herhangi bir VF ∈  için F  ye yakınsayan bir ( )
NnnF

∈
 dizisi vardır. Ayrıca her Nn ∈  

için VFn ∈  olduğundan nng FfV =  olacak şekilde bir ( )( )d

n RwqpMf ,,∈  bulunur. 

Yine ( )
NnnF

∈
 dizisi ( )( )d

RwdqpL
2,, µ  uzayında ( )( )d

RwdqpLF
2,, µ∈  elemanına 

yakınsadığından bir Cauchy dizisidir. Dolayısıyla herhangi bir 0>ε  sayısı verildiğinde 

her 0, nnm ≥  için 

ε<−
wpqmn FF

,
 

olacak şekilde bir INn ∈0  sayısı vardır. Buradan 

( )
( ) ε<−=−=−=−

wpqmnwpqmgngwpqmngwqpMmn FFfVfVffVff
,,,,,

 

olup, ( )
Nnnf

∈
 dizisi ( )( )d

RwqpM ,,  uzayında bir Cauchy dizisi olur. ( )( )d
RwqpM ,,  

uzayı bir tam uzay olduğundan ff n →  olacak şekilde bir ( )( )d
RwqpMf ,,∈  vardır. 

Yine ( )( )d
RwqpM ,,  uzayından V  uzayına giden ve 

( )( )
UuVu

VRwqpMV

g

d

g

=→

→,,:
 

biçiminde tanımlanan gV  Gabor dönüşümü izometrik izomorfizmdir. Gerçekten verilen 

herhangi C∈βα ,  ve ( )( )d
RwqpMvu ,,, ∈  için 

 ( )( ) ( )( ) ( )∫
−

−+=+
d

R

ity

g dtextgtvuyxvuV
πβαβα 2,  

                                           ( )( ) ( ) ( )( ) ( )∫∫
−−

−+−=
dd

R

ity

R

ity
dtextgtvdtextgtu

ππ βα 22  

                                           ( ) ( ) ( ) ( )∫∫
−−

−+−=
dd

R

ity

R

ity
dtextgtvdtextgtu

ππ βα 22  

                                          ( ) ( )yxvVyxuV gg ,, βα +=  
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olup, gV  dönüşümü doğrusaldır. Yine herhangi bir ( )( )d
RwqpMu ,,∈  için 0=uVg  

olduğunda 0=g  veya 0=u  olur. Ancak 0≠g  olduğundan 0=u  bulunur. Yani gV  

Gabor dönüşümü birebirdir. Ayrıca her VU ∈  için UuVg =  olacak şekilde bir 

( )( )d
RwqpMu ,,∈  bulunabileceğinden gV  örtendir. Yine ( )( )d

RwqpM ,,  uzayının 

tanımından her ( )( )d
RwqpMu ,,∈  için 

( ) wpqgwqpM
uVu

,,,
=  olduğu biliniyor. O halde 

( )( )d
RwqpM ,,  uzayı V uzayına izometrik izomorftur. O halde uVg  Gabor dönüşümü 

( )( )d
RwqpM ,,  uzayından ( )( )d

RwdqpL
2,, µ  uzayına bir izometri olduğundan sürekli 

olup, ff n →  olduğundan fVfV gng →  bulunur. Yine nng FfV = , FFn →  ve 

( )( )d
RwdqpL

2,, µ  uzayı bir Hausdorff uzayı olduğundan limit tektir. Buradan 

FfVg =  yazılır. Böylece VF ∈  olup VV ⊂  bulunur. Yine kapanış tanımından 

VV ⊂  olduğu biliniyor. Dolayısıyla VV =  olup, V  kapalıdır. 

 Şimdi de V  üzerinde ( ) ( )flfVl g =
~

 olacak şekilde bir l
~

 fonksiyonu 

tanımlayalım. Bu l
~

 fonksiyonunun doğrusal olduğu açıktır. Yine ( )( )( )∗

∈
d

RwqpMl ,,  

olduğundan, her ( )( )d
RwqpMf ,,∈  için 

( )wqpM
fKfl

,,
, ≤  

olacak şekilde bir 0>K  sayısı vardır. Buradan 

( )
( ) wpqgwqpMgg fVKfKflfVlfVl

,,,
,,

~~
=≤==  

olup, l
~

 süreklidir. Hahn-Banach Teoreminden dolayı l
~

 doğrusal formu 

( )( )d
RwdqpL

2,, µ  üzerinde tanımlı bir sürekli doğrusal forma genişletilebilir. O halde 

( )( )d
RwdqpL

2,, µ  ağırlıklı Lorentz uzayı için Hölder eşitsizliği (Chen-Lai, 1975; Hunt, 

1966; Bennet-Sharpley;1988) kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )fldzzHzfVfVl
d

R

gg == ∫
2

~
 

olacak şekilde ( )( )d
RwdqpLH

2,, µ′′∈  vardır. Bu takdirde 4.1.6. Teoremden dolayı 

( ) dxdygTMyxHHVh xy

R

g
d

∫∫==
∗

2

,  

olup, ( )( )d
RwqpMh ,, ′′∈  bulunur. Böylece ( ) ( )flfVl g =

~
 olduğundan 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )fhhfhfVVhVfV

dzzhVzfVdzzHzfVfVlfl

gggg

R

gg

R

gg
dd

====

===

∗

∫∫

,,,

~

22                     (20) 

elde edilir. Böylece ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı üzerinde tanımlı her sürekli doğrusal form 

(20) ifadesindeki şekildedir. Yine (20) ifadesinden hl =  olup, ( )( )d
RwqpMl ,, ′′∈  

bulunur. Bunun sonucu 

   ( )( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM ,,,, ′′⊂

∗

                                     (21) 

 olur. O halde (19) ve (21) ifadelerinden 

( )( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM ,,,, ′′=

∗

 

elde edilir. 
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 4.1.1. M(p,q,w)(R
d
) Uzayında Kapsama Özellikleri ve Kompakt Gömülme 

 4.1.1.1. Önerme: 1w  ve 2w , d
R

2  üzerinde polinom tipli Beurling ağırlık 

fonksiyonları ve 1 p< < ∞ , 1 q≤ < ∞  olmak üzere 

( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM 21 ,,,, ⊂  

olması için gerekli ve yeterli koşul her ( )( )d
RwqpMf 1,,∈  için 

( ) ( )12 ,,,, wqpMwqpM
fcf ≤  

olacak şekilde bir 0>c  sayısının bulunmasıdır. 

 İspat: ( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM 21 ,,,, ⊂  olsun. ( )( )d

RwqpM 1,,  üzerinde 

tanımlı bir .  fonksiyonunu her ( )( )d
RwqpMf 1,,∈  için  

( ) ( )21 ,,,, wqpMwqpM
fff +=  

biçiminde tanımlayalım. Bu fonksiyon iki normun toplamı olduğundan ( )( )d
RwqpM 1,,  

uzayı üzerinde bir normdur. Şimdi ( )( )( ).,,, 1
d

RwqpM  uzayının bir Banach uzayı 

olduğunu gösterelim. 

 ( )( )( ).,,, 1
d

RwqpM  uzayında bir ( )
Nnnf

∈
 Cauchy dizisi verilsin. Cauchy dizisi 

tanımından verilen herhangi bir 0>ε  sayısı ve her 0, nnm ≥  için 

( ) ( )
ε<−+−=−

21 ,,,, wqpMmnwqpMmnmn ffffff  

olacak şekilde bir Nn ∈0  sayısı vardır. Böylece ( )
Nnnf

∈
 dizisi ( )( )d

RwqpM 1,,  ve 

( )( )d
RwqpM 2,,  uzaylarında da bir Cauchy dizisi olur. ( )( )d

RwqpM 1,,  ve 

( )( )d
RwqpM 2,,  uzayları birer Banach uzayı olduklarından ( )

Nnnf
∈

 dizisi 

( )( )d
RwqpM 1,,  uzayının bir ( )( )d

RwqpMf 1,,∈  elemanına, ( )( )d
RwqpM 2,,  

uzayının da bir ( )( )d
RwqpMh 2,,∈  elemanına yakınsar. O halde aynı 0>ε  sayısı için 

her 1nn ≥  olduğunda 

( ) 21,,

ε
<−

wqpMn ff  

olacak şekilde bir Nn ∈1  sayısı vardır. Buradan her 1nn ≥  için 

( )
( ) 2111

,,,,

ε
<−=−=−≤−

wqpMnwpqngwpqgngpqgng ffffVfVfVfVfV  
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elde edilir. Yine aynı 0>ε  sayısı için her 2nn ≥  için 

( ) 22,,

ε
<−

wqpMn hf  

olacak şekilde bir Nn ∈2  sayısı vardır. Buradan her 2nn ≥  için 

( )
( ) 2222

,,,,

ε
<−=−=−≤−

wqpMn
wpq

ng
wpq

gng
pq

gng hfhfVhVfVhVfV  

bulunur. Bu ( ) ( )( )d

Nnng RqpLfV
2,⊂

∈
 dizisi ( )( )d

RqpL
2,  uzayında yakınsak ve 

( )( )d
RqpL

2,  bir Hausdorff uzayı olduğundan limit tektir. O halde hVfV gg =  bulunur. 

Eğer { }210 ,nnmakm =  denirse 0>ε  sayısı ve her 0mn ≥  için 

( ) ( )21 ,,,, wqpMnwqpMnn ffffff −+−=−  

                                                 ( ) ( )
21 ,, wpqngwpqng ffVffV −+−=  

                                                 
21 ,, wpqgngwpqgng fVfVfVfV −+−=  

                                                 
21 ,, wpqgngwpqgng hVfVfVfV −+−=  

                                                 ε
εε

=+<
22

 

bulunur. O halde ( )( )( ).,,, 1
d

RwqpM  bir Banach uzayıdır. 

 Şimdi 

( )( )( ) ( )( )
( )

( )
( ) ffIf

RwqpMRwqpMI
wqpM

dd

=→

⋅→
1,,11 ,,,.,,,:

 

birim fonksiyonunu tanımlayalım. Bu I  birim fonksiyonu birebir, örten ve doğrusaldır. 

Ayrıca 

( )
( ) ( )

fffI
wqpMwqpM

≤=
11 ,,,,

 

olduğundan I  süreklidir. O halde ters dönüşüm teoremi gereğince I  bir 

homeomorfizmdir. Dolayısıyla ( )( )
( )

( )
1,,1 .,,,

wqpM

d
RwqpM  uzayından 

( )( )( ).,,, 1
d

RwqpM  uzayına giden 1−I  fonksiyonu da süreklidir. Böylece 

( )
( ) ( ) ( )121 ,,,,,,

1

wqpMwqpMwqpM
fcffffI ≤+==

−  

olacak şekilde bir 0>c  sayısı vardır. Buradan her ( )( )d
RwqpMf 1,,∈  için 
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( ) ( )12 ,,,, wqpMwqpM
fcff ≤≤  

bulunur. Bu ise istenendir. 

 Tersine her ( )( )d
RwqpMf 1,,∈  için  

( ) ( )12 ,,,, wqpMwqpM
fcf ≤  

olacak şekilde bir 0>c  sayısı var olsun. ( )( )d
RwqpMf 1,,∈  olduğundan 

( ) ( )
∞<≤

12 ,,,, wqpMwqpM
fcf  

bulunur. Dolayısıyla ( )( )d
RwqpMf 2,,∈  olup ( )( ) ( )( )dd

RwqpMRwqpM 21 ,,,, ⊂  

kapsaması elde edilir. 

 4.1.1.2. Önerme: ∞≤≤≤ 211 qq  ise ( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM ,,,, 21 ⊂  

kapsaması vardır. 

 İspat: Herhangi bir ( )( )d
RwqpMf ,, 1∈  verilsin. Bu takdirde ( )d

RSf ′∈  

( )( )d

g RdwqpLfV
2

1 ,, µ∈  olur. ∞≤≤≤ 211 qq  için 

( )( ) ( )( )dd
RdwqpLRdwqpL

2
2

2
1 ,,,, µµ ⊂  

kapsaması (Duyar-Gürkanlı, 2003) çalışmasındaki 2.5. Önermeden bilinmektedir. 

Böylece ( )( )d

g RdwqpLfV
2

2 ,, µ∈  olup, ( )( )d
RwqpMf ,, 2∈  bulunur. O halde 

( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM ,,,, 21 ⊂  kapsaması vardır. 

 

Eğer (Duyar-Gürkanlı, 2003) çalışmasındaki 2.9. Lemmada p
w  Beurling ağırlık 

fonksiyonu yerine w  Beurling ağırlık fonksiyonu alınırsa bu eşitsizlik aşağıdaki şekli 

alır: 

G  bir yerel kompakt Abel grubu ve ∞<≤≤ pq1  olsun. Her 0≠h , 

( )( )GdwqpLh µ,,∈  ve Gx ∈  için 

( ) ( ) ( ) ( )xwhchTxwhc
p

wpqx

p

1

2,

1

1 ≤≤                                        (22) 

olacak şekilde ( ) ( ) 0, 21 >hchc  sayıları vardır. 

4.1.1.3. Yardımcı Teorem: ∞<≤≤ pq1  olsun. Her ( )( )d
RwqpMf ,,∈  ve 

d
Rz ∈  için 
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( ) ( )
( )

( ) ( )0,0,
1

2,,

1

1 zwfcfTzwfc
p

wqpMz

p
≤≤  

olacak şekilde ( ) ( ) 0, 21 >fcfc  sayıları vardır. 

 İspat: Herhangi bir ( )( )d
RwqpMf ,,∈  verilsin. 4.1.10. Teoremden dolayı her 

d
Rz ∈  için 

   
( )

( ) ( )
( )wqpM

p

wpqzgwqpMz fzwfTVfT
,,

1

,,,
0,≤=                  (23) 

olup, ( )( ) ( ) ( )yxfVTyxfTV gzzg ,, 0,=  eşitliği kullanılırsa 

( ) ( )
( )wqpM

p

wpqgz fzwfVT
,,

1

,0, 0,≤  

yazılır. Ayrıca (22) eşitsizliği kullanılırsa 

   ( ) ( )( ) ( ) ( )wqpMzwpqgz

p fTfVTzwfc
,,,0,

1

1 0, =≤                       (24) 

olacak şekilde bir ( ) 01 >fc  sayısı bulunur. Eğer ( )
( )wqpM

ffc
,,2 =  denir ve (23), (24) 

ifadeleri kullanılırsa, 

( ) ( )
( )

( ) ( )0,0,
1

2,,

1

1 zwfcfTzwfc
p

wqpMz

p
≤≤  

elde edilir. 

 

Yine (Duyar-Gürkanlı, 2003) çalışmasındaki 2.10. Önermede p
w1  ve p

w2  

Beurling ağırlık fonksiyonları yerine sırasıyla 1w  ve 2w  Beurling ağırlık fonksiyonları 

alınırsa, bu önerme yeniden aşağıdaki şekilde ifade edilir: 

 1w  ve 2w , G  yerel kompakt Abel grubu üzerinde tanımlı Beurling ağırlık 

fonksiyonları olsunlar. Yine ∞<≤≤ pq1  olduğunu kabul edelim. Bu takdirde 

( )( ) ( )( )GdwqpLGdwqpL µµ 21 ,,,, ⊂                                        (25) 

olması için gerekli ve yeterli koşul 12 ww p  olmasıdır. 

 4.1.1.4. Önerme: ∞<≤≤ pq1  olsun. 

 i) 1w  ve 2w , d
R

2  üzerinde tanımlı herhangi iki polinom tipli Beurling ağırlık 

fonksiyonları, 1v  ve 2v  de dR  üzerinde, her dRz ∈  için ( ) ( )0,11 zwzv =  ve 
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( ) ( )0,22 zwzv =  biçiminde tanımlı Beurling ağırlık fonksiyonları olsunlar. Bu takdirde 

( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM 21 ,,,, ⊂  ise 12 vv p  olur. 

 ii) 1w  ve 2w , dR 2  üzerinde tanımlı Beurling ağırlık fonksiyonları olsunlar. Eğer 

12 ww p  ise ( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM 21 ,,,, ⊂  kapsaması vardır. 

 İspat: 1v  ve 2v  fonksiyonlarının birer Beurling ağırlık fonksiyonu olduğu 

4.1.11. Yardımcı Teoremden biliniyor. ( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM 21 ,,,, ⊂  olsun. Her 

( )( )d
RwqpMf 1,,∈  için ( )( )d

RwqpMf 2,,∈  olup, 4.1.1.3. Yardımcı Teoremden 

dolayı 
( )1,, wqpMz fTz →  fonksiyonu pv

1

1  ağırlık fonksiyonuna, 
( )2,, wqpMz fTz →  

fonksiyonu da pv

1

2  ağırlık fonksiyonuna denktir. Böylece her d
Rz ∈  için 

   ( )
( )

( )zvmfTzvm
p

wqpMz

p

1

1,,

1

1
1

1
≤≤

−                                          (26) 

olacak şekilde bir 0>m  sayısı ve 

   ( )
( )

( )zvnfTzvn
p

wqpMz

p

1

2,,

1

2
1

2
≤≤

−                                           (27) 

olacak şekilde bir 0>n  sayısı vardır. Ayrıca 4.1.1.1. Önermeden dolayı 

    
( ) ( )12 ,,,, wqpMzwqpMz fTcfT ≤                                        (28) 

olacak şekilde bir 0>c  sayısı vardır. Böylece (26), (27) ve (28) ifadeleri kullanılırsa 

( )
( ) ( )

( )zvmcfTcfTzvn
p

wqpMzwqpMz

p

1

1,,,,

1

2
1

12
≤≤≤

−  

olur. Buradan 

( ) ( ) ( )zvcmnzv
p

12 ≤  

olup, ( )p
cmnk =  denirse ( ) ( )zvkzv 12 ≤  bulunur. Bu ise 12 vv p  olduğunu gösterir. 

 ii) 12 ww p  olduğunu kabul edelim. Herhangi bir ( )( )d
RwqpMf 1,,∈  verilsin. 

Buradan ( )d
RSf ′∈  ve ( )( )d

g RdwqpLfV
2

1,, µ∈  olur. Yine ∞<≤≤ pq1  olmak 

üzere 12 ww p  ise ( )( ) ( )( )dd
RdwqpLRdwqpL

2
2

2
1 ,,,, µµ ⊂  olduğu (25) ifadesinden 

biliniyor. Bunun sonucu ( )( )d

g RdwqpLfV
2

2,, µ∈  olup buradan da 

( )( )d
RwqpMf 2,,∈  bulunur. Böylece ( )( ) ( )( )dd

RwqpMRwqpM 21 ,,,, ⊂  kapsaması 

elde edilir. 
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 4.1.1.5 Önerme: i) w  bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde 

( )( )d
RwqpM ,,  uzayı modulasyon işlemi altında değişmez kalır ve her d

Rt ∈  için 

( )
( )[ ]

( )wqpM
p

wqpMt ftwfM
,,

1

,,
,0≤  

eşitsizliği sağlanır. 

ii) ∞<≤≤ pq1  olsun. Her ( )( )d
RwqpMf ,,∈  ve d

Rt ∈  için 

( ) ( )
( )

( ) ( )twfkfMtwfk
p

wqpMt

p ,0,0
1

2,,

1

1 ≤≤  

olacak şekilde ( ) ( ) 0, 21 >fkfk  sayıları vardır. 

 İspat: i) Herhangi bir ( )( )d
RwqpMf ,,∈  verilsin. 

( )( ) ( )ηπ

η −−=
−

yuxfVeyxfMTV g

iuy

ug ,, 2  eşitliği kullanılırsa her d
Rt ∈  için 

( )( ) ( ) ( ) ( )yxfVTtyxfVyxfMV gtgtg ,,, ,0=−=  

olur. Yine (Duyar-Gürkanlı, 2003) çalışmasındaki 2.1. Önerme kullanılırsa 

( )
( ) ( ) wpqgtwpqtgwqpMt fVTfMVfM

,,0,,,
==  

           ( )( ) ( )( )
( )wqpM

p
wpqg

p ftwfVtw
,,

1

,

1

,0,0 =≤  

bulunur. O halde ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı modulasyon işlemi altında değişmez kalır. 

 ii) Herhangi bir ( )( )d
RwqpMf ,,∈  verilsin. Önermenin (i) özelliğinden dolayı 

her d
Rt ∈  için 

    
( )

( )
( )wqpM

p

wqpMt ftwfM
,,

1

,,
,0≤                                 (29) 

yazılır. Ayrıca (22) eşitsizliği kullanılırsa 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )wqpMtwpqtgwpqgt

p fMfMVfVTtwfk
,,,,,0

1

1 ,0 ==≤                  (30) 

olacak şekilde bir ( ) 01 >fk  sayısı bulunur. Eğer ( )
( )wqpM

ffk
,,2 =  denir ve (29) ile 

(30) ifadeleri kullanılırsa, 

( ) ( )
( )

( ) ( )twfkfMtwfk
p

wqpMt

p ,0,0
1

2,,

1

1 ≤≤  

bulunur. 
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4.1.1.6. Teorem: ∞<≤≤ pq1 , 1w  ve 2w  fonsiyonları da dR 2  üzerinde 

tanımlı, polinom tipli ve her d
Rz

2
∈ , sabit 0, 21 >KK  reel sayıları ve INn ∈  için 

( ) ( )N
zKzw +≤ 111 , ( ) ( )N

zKzw +≤ 122  koşullarını sağlayan Beurling ağırlık 

fonksiyonları olsunlar. Eğer 12 ww p  ise ve ∞→z  için 
( )

( )zw

zw

1

2  fonksiyonu sıfıra 

yakınsamıyorsa, bu takdirde ( )( )d
RwqpM 1,,  uzayının, ( )( )d

RwqpM 2,,  uzayına 

gömülmesi kompakt değildir. 

 İspat: 12 ww p  ise ( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM 21 ,,,, ⊂  kapsaması 4.1.1.4. 

Önermeden biliniyor. Ayrıca ∞→z  olan dRz 2
∈  noktaları için 

( )

( )zw

zw

1

2  fonksiyonu 

sıfıra yakınsamadığından 

( )

( )
δ≥

zw

zw

1

2                                                           (31) 

olacak şekilde bir 0>δ  sayısı vardır. Yine ( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpMI 21 ,,,,: →  

birim dönüşümünün sürekli olduğu 4.1.1.1. Önermeden bilinmektedir. Bir ( )d
RSf ∈  

fonksiyonunu alalım. ( ) ( )( )dd
RwqpMRS 1,,⊂  olduğundan ( )( )d

RwqpMf 1,,∈  olur. 

Ayrıca ∞→k  olduğunda ∞→kz  olan ( ) d

kkk Ryxz
2, ∈=  dizisi için 

( )

fTM

zw

f
kk xy

k

p

k 1

1

1
=  dizisini tanımlayalım. Buradan ( )

wpq

p

wpqz fzwfT
,

1

,
≤  

eşitsizliği, fTMefMT
kk

kk

kk xy

yix

yx

π2−
=  ve ( )( ) ( )yxufVeufMTV g

xi

yxg −−=
− ηη ηπ ,, 2  

eşitlikleri kullanılırsa 

( )

( )

( )

( )
( )

( )1

1

1 ,,

2

1

1,,

1

1

,,

11
wqpM

yx

yix

k

p

wqpM

xy

k

p

wqpMk fMTe

zw

tfTM

zw

f
kk

kk

kk

π
==  

    

( )
( )

( )

( )( )
11 ,1

1

,,1

1

,
11

wpq
yxg

k

p

wqpM
yx

k

p

ufMTV

zw

fMT

zw

kkkk
η==  

    

( )

( )
1,

2

1

1

,
1

wpq
kkg

xi

k

p

yxufVe

zw

k −−=
−

η
ηπ                                        (32) 
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( )

( )

( )
( )

11 ,,1

1

,1

1

1
,

1
wpq

gyx

k

p

wpqkkg

k

p

fVT

zw

yxufV

zw

kk
=−−= η  

   

( )

( )
1,

1

11

1

,
1

wpqgkk

p

k

p

fVyxw

zw

≤  

   

( )

( )
( ) ( )

∞<==
11 ,,,,

1

11

1

1
wqpMwqpMk

p

k

p

ffzw

zw

 

olup, ( )
Nkkf

∈
 dizisi ( )( )d

RwqpM 1,,  uzayında sınırlıdır. 

 Şimdi ( )
Nkkf

∈
 dizisinin ( )( )d

RwqpM 2,,  uzayında yakınsak bir alt diziye sahip 

olmadığını gösterelim. Yine herhangi bir ( )d
RSh ∈  alalım. ( ) ( )dd

RSRS ′⊂  

kapsamasından dolayı ( )d
RSh ′∈  olup, ( )d

RSf ∈  olduğundan (Gröchenig, 2001) 

çalışmasındaki 11.2.5. Teoremden dolayı ( )d

f RShV
2

∈  olur. Dolayısıyla ∞→k  için 

∞→kz  olduğunda 

( ) 0→kf zhV                                                     (33) 

yazılır. O halde (33) ifadesi kullanılırsa 

( ) ( ) ( )

( )

( )∫∫ ==
d

kk

d
R

xy

k

pR

kk dttfTM

zw

thdttfthhf
1

1

1
,  

              

( )

( ) ( )

( )

fTMh

zw

dttfTMth

zw

kk

d

kk xy

k

pR

xy

k

p

,
11

1

1

1

1

== ∫  

   

( )

( )

( )

( ) 0
1

,
1

1

1

1

1

→== kf

k

p

kkf

k

p

zhV

zw

yxhV

zw

                    (34) 

bulunur. Böylece ( )kf  dizisi ( )d
RS ′  uzayında sıfıra yakınsar.  

Yine ( )( )d

k RwqpMf 1,,∈  ise, ( ) ( )( )d

kk RwqpMffI 2,,∈=  olur. Ayrıca 

1
11

=
′

+
pp

 ve 1
11

=
′

+
qq

 olmak üzere ( ) ( )( )dd
RwqpMRS 2,, ′′⊂  olduğundan 

( )( )d
RwqpMh 2,, ′′∈  yazılır. O halde 4.1.16. Teorem ve ağırlıklı Lorentz uzayı için 

Hölder eşitsizliği kullanılırsa 
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( ) ( )
22

2
,,

,,,
wqp

g
wpq

kg

R

gkgk hVfVdxdyyxhVyxfVhf
d

′′
≤= ∫∫  

         
( ) ( )22 ,,,, wqpMwqpMk hf

′′
=                                                             (35) 

olup, (34) ifadesinden dolayı eşitsizliğin sol tarafı sıfır fonksiyonuna yakınsadığından, 

eğer ( )
Nkkf

∈
 dizisi ( )( )d

RwqpM 2,,  uzayında yakınsaksa 
( )

0
2,,

→
wqpMkf  olmalıdır. 

Şimdi bu yakınsamanın olmadığını gösterelim. Her d
Rz

2
∈  için 

2,wpqz hTz →  

fonksiyonunun ( )zw p

1

2  ağırlık fonksiyonuna denk olduğu (22) ifadesinden biliniyor. 

Böylece her d
Rz

2
∈  için 

    ( ) ( )zwchTzwc
p

wpqz

p

1

22,

1

21
2

≤≤                                    (36) 

olacak şekilde 0, 21 >cc  sayıları vardır. O halde (32) ifadesinde yapılan işlemler 

tekrarlanırsa ve (36) ifadesi kullanılırsa 

( )

( )

( )

( )
( )

( )
2

2

2 ,,1

1,,

1

1

,,

11
wpq

gyx

k

p

wqpM

xy

k

p

wqpMk fVT

zw

tfTM

zw

f
kkkk

==  

            

( )

( )
( )

( )

p

k

k

kk

p

k

p
zw

zw
cyxw

zw

c

1

1

2
1

1

21

1

1 ,
1









=≥                                     (37) 

bulunur. Halbuki ∞→kz  için 
( )

( )k

k

zw

zw

1

2  fonksiyonu sıfıra yakınsamadığından (31) 

ifadesinden dolayı 

     
( )

( )
p

p

k

k

zw

zw
1

1

1

2 δ≥







                                               (38) 

olur. O halde (37) ve (38) ifadeleri kullanılırsa 

( )

( )

( )
p

p

k

k

wqpMk c
zw

zw
cf

1

1

1

1

2
1,, 2

δ≥







≥  
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olup, ( )
Nkkf

∈
 dizisi ( )( )d

RwqpM 2,,  uzayında sıfıra yakınsamaz. Dolayısıyla ( )
Nkkf

∈
 

dizisinin ( )( )d
RwqpM 2,,  uzayında yakınsak bir alt dizisi yoktur. O halde 

( )( )d
RwqpM 1,,  uzayının, ( )( )d

RwqpM 2,,  uzayına gömülmesi kompakt değildir. 
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4.2. S( p,q,r,w,ω )( R
d 
) Uzayı ve Bazı Özellikleri  

Bu bölümde bir ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı tanımlayıp, onun özelliklerini 

inceleyeceğiz. 

∞<≤ r1 , ∞≤≤ qp,1 , 0≠g  ve ( )d
RSg ∈  olsun. Yine w , d

R  üzerinde, ω  

da dR 2  üzerinde tanımlı Beurling ağırlık fonksiyonları olmak üzere 

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ){ }d

g

dr

w

ddr

w

d

RdqpLfVRLf

RqpMRLRwrqpS

2,,

,,,,,,

µω

ωω

∈∈=

∩=
 

kesişim uzayını tanımlayalım. ( )dr

w RL  ve ( )( )d
RqpM ω,,  uzayları birer vektör uzayı 

olduğundan ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı da bir vektör uzayıdır. Yine ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  

uzayı üzerinde 

( ) ( ) ωωω ,,,,,,,,, pqgwrqpMwrwrqpS
fVffff +=+=  

fonksiyonunu tanımlayalım. 
wr ,

.  ve 
ω,

.
pq

 fonksiyonları sırasıyla ( )dr

w RL  ve 

( )( )d
RdqpL

2,, µω  uzayları üzerinde birer norm olduklarından 
( )ω,,,,

.
wrqpS

 fonksiyonu 

da ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı üzerinde bir normdur. 

 4.2.1. Teorem: ∞<< p1 , ∞<≤ q1  ve ω  da polinom tipli bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu olsun. Bu takdirde ( )
( )

( )
ω

ω
,,,,

.,,,,,
wrqpS

wrqpS  bir Banach uzayıdır. 

 İspat: ( )
Nnnf

∈
, ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  uzayında herhangi bir Cauchy dizisi olsun. 

Bu takdirde verilen herhangi bir 0>ε  sayısına karşılık her 0, nnm ≥  için 

( ) ( )ωω ,,,,,,, qpMmnwrmnwrqpSmn ffffff −+−=−  

                                                          ( )
ω,, pqmngwrmn ffVff −+−=                      (39) 

                                       
2,,

ε

ω
<−+−=

pqmgngwrmn fVfVff  

olacak şekilde bir Nn ∈0  sayısı vardır. Böylece ( )
Nnnf

∈
 dizisi ( )dr

w RL  uzayında, 

( )
Nnng fV

∈
 dizisi de ( )( )d

RdqpL
2,, µω  uzayında birer Cauchy dizisi olurlar. Yine 

( )dr

w RL  ve ( )( )d
RdqpL

2,, µω  uzayları Banach uzayı olduklarından ( )
Nnnf

∈
 dizisi bir 

( )dr

w RLf ∈  fonksiyonuna, ( )
Nnng fV

∈
 dizisi de bir ( )( )d

RdqpLh
2,, µω∈  fonksiyonuna 
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yakınsar. Böylece 1
11

=
′

+
rr

 koşulunu sağlamak üzere, herhangi bir 0>ε  sayısı 

verildiğinde, her 1nn ≥  için 

24,

εε
<<−≤−

′r

wrnrn
g

ffff                                        (40) 

olacak şekilde bir Nn ∈1  sayısı vardır. Yine aynı 0>ε  ve her 2nn ≥  için 

2,

ε

ω
<−≤−

pqngpqng hfVhfV                                             (41) 

olacak şekilde bir Nn ∈2  sayısı vardır. O halde (Yap, 1972) çalışmasındaki 2.2. 

Lemmadan dolayı ( )
Nnng fV

∈
 dizisinin h  fonksiyonuna h.h.h. yakınsayan bir ( )

kng fV  

alt dizisi vardır. ( )
kng fV  alt dizisinin h  fonksiyonuna yakınsamadığı noktaların 

kümesini A  ile gösterirsek ( ) 0=Aµ  olur. Böylece her ( ) Ayx ∉,  için her 3nnk ≥  

olduğunda 

( ) ( )
2

,,
ε

<− yxhyxfV
kng                                               (42) 

olacak şekilde Nn ∈3  sayısı vardır. Öte yandan ( )d
RSg ∈  ve 1

11
=

′
+

rr
 olmak üzere 

1≥′r  için ( ) ( )drd
RLRS

′
⊂  olduğundan ( )dr

RLg
′

∈  olur. Yine ( )dr
RL

′  uzayı öteleme 

ve modülasyon işlemleri altında değişmez kaldığından ( )dr

xy RLgTM
′

∈  yazılır. Ayrıca 

( )dr

n RLff ∈−  olduğundan, Hölder eşitsizliği ve ( ) gTMfyxfV xyg ,, =  eşitliği ve 

(40) ifadesi kullanılırsa, her 1nn ≥  için 

( ) ( ) ( )( ) gTMffyxffVyxfVyxfV xynnggng ,,,, −=−=−  

                                                  ( )( ) ( )∫ −=
dR

xyn dttgTMtff                                       (43) 

                                                  
rxyrn gTMff
′

−≤  

                                                  
44

εε
=<−=

′

′

′ r

r

rrn g
g

gff  

elde edilir. Böylece ( )
Nnng fV

∈
 dizisi fVg  Gabor dönüşümüne noktasal yakınsar. Yine 

( )
Nnnf

∈
 dizisi ( )dr

RL  uzayında bir Cauchy dizisi olduğundan her 1, mnn k ≥  için 
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r

r
nn

g
ff

k

′

<−
4

ε
                                                     (44) 

olacak şekilde bir Nm ∈1  sayısı vardır. { }112 ,mnmaksm =  diyelim. Eğer (40), (44) 

ifadeleri ve yine Hölder eşitsizliği kullanılırsa, her 2mnk ≥  için 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxfVyxfVyxfVyxfVyxfVyxfV ngnggnggng kk
,,,,,, −+−=−  

                                                 ( ) ( ) ( ) ( )yxfVyxfVyxfVyxfV gngngng k
,,,, −+−≤  

                                                 ( )( ) ( )( )yxffVyxffV ngnng k
,, −+−=  

                                                 gTMffgTMff xynxynnk
,, −+−=  

                                                 
rxyrnrxy

r
nn gTMffgTMff

k ′′
−+−≤  

                                                 
rrnrr

nn gffgff
k ′′

−+−=  

                                                 
24444

εεεεε
=+=+<

′

′

′

′

r

r

r

r

g
g

g
g

 

olup, ( )
kng fV  dizisi de fVg  fonksiyonuna noktasal yakınsar. Şimdi de 

{ }233 ,mnmaksm =  diyelim. Buradan her ( ) Ayx ∉,  için her 3mnk ≥  olmak üzere 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxhyxfVyxfVyxfVyxhyxfV
kk ngnggg ,,,,,, −+−=−  

                                            ( ) ( ) ( ) ( )yxhyxfVyxfVyxfV
kk ngngg ,,,, −+−≤  

                                           ε
εε

=+<
22

 

elde edilir. Böylece h.h.h. hfVg =  olur. Eğer { }210 ,nnmaksm =  denir ve (40), (41) 

ifadeleri kullanılırsa her 0mn ≥  için 

( ) ( )ωω ,,,,,,, qpMnwrnwrqpSn ffffff −+−=−  

                                        ( )
ω,, pqngwrn ffVff −+−=  

                                        
ω,, pqgngwrn fVfVff −+−=  

                                        ε
εε

ω
=+<−+−=

22,, pqngwrn hfVff  

bulunur. O halde ( )
( )

( )
ω

ω
,,,,

.,,,,,
wrqpS

wrqpS  bir Banach uzayıdır. 
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 4.2.2. Yardımcı Teorem: w , dR  üzerinde, ω , dR 2  üzerinde tanımlı birer 

Beurling ağırlık fonksiyonları, v  fonksiyonu da 4.1.11. Yardımcı Teoremdeki gibi  

( ) ( )0,

:

xxvx

RRv
d

ω=→

→
+

 

biçiminde tanımlı bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde 

( ) ( ) ( ){ }xvxwmaksxwx

RRw
d

,

:

0

0

=→

→
+

 

şeklinde tanımlanan 0w  fonksiyonu da bir Beurling ağırlık fonksiyonudur. 

 İspat: w  ve v  birer Beurling ağırlık fonksiyonu olduklarından 0w , ölçülebilir, 

yerel sınırlı bir fonksiyon olup, her d
Rx ∈  için 

( ) ( ) ( ){ } 1,0 ≥= xvxwmaksxw  

yazılır. 

Yine ( ) ( ) ( ){ } ( )212121210 , xxwxxvxxwmaksxxw +=++=+  olsun. Eğer w  

fonksiyonunun Beurling ağırlık fonksiyonu olması kullanılırsa 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )21212121210 , xwxwxxwxxvxxwmaksxxw ⋅≤+=++=+  

                               ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( )20102211 ,, xwxwxvxwmaksxvxwmaks ⋅=⋅≤            (45) 

bulunur. Benzer şekilde, eğer ( ) ( ) ( ){ } ( )212121210 , xxvxxvxxwmaksxxw +=++=+  

seçilirse, yine (45) eşitsizliği elde edilir. O halde 0w  fonksiyonu, bir Beurling ağırlık 

fonksiyonudur. 

 4.2.3. Teorem: i) ω , d
R

2  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık fonksiyonu ve w  

fonksiyonu da her dRz ∈  için ( ) ( )0,zzw ω=  biçiminde tanımlı bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu ise ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı ötelemeler altında değişmez kalır ve her 

d
Rz ∈  için 

    
( )

( )
( )ωω ,,,,,,,, wrqpSwrqpSz fzwfT ≤                               (46) 

eşitsizliği sağlanır. 

 ii) Eğer v  ve 0w  ağırlık fonksiyonları 4.2.2. Yardımcı Teoremdeki gibi tanımlı 

ise  

    
( )

( )
( )ωω ,,,,0,,,, wrqpSwrqpSz fzwfT ≤                              (47) 

eşitsizliği sağlanır. 
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 İspat: i) Herhangi bir ( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  verilsin. Buradan ( )dr

w RLf ∈  ve 

( )( )d
RqpMf ω,,∈  olur. Her dRz ∈  için ( )

wrwrz fzwfT
,,

≤  eşitsizliği ve 

( )dr

wz RLfT ∈  olduğu biliniyor. Yine 

  
( )

( )[ ]
( )

( )( )
( )ωωω

ω
,,

1

,,

1

,,
0,

qpM
p

qpM
p

qpMz fzwfzfT =≤                     (48) 

eşitsizliği ve ( )( )d

z RqpMfT ω,,∈  olduğu 4.1.10. Teoremde gösterildi. Böylece 

  
( ) ( )ωω ,,,,,,, qpMzwrzwrqpSz fTfTfT +=  

                                                ( ) ( )( )
( )ω

ω
,,

1

,
0,

qpM
p

wr
fzfzw +≤  

                                                ( ) ( )
( )ω

ω
,,,

0,
qpMwr

fzfzw +≤                                    (49) 

                                                ( ) ( )
( )ω,,, qpMwr

fzwfzw +=  

                                                ( )
( )

( ) ( )
( )ωω ,,,,,,, wrqpSqpMwr

fzwffzw =+=  

bulunur. O halde, ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı ötelemeler altında değişmez kalır. 

 ii) v  ve 0w  ağırlık fonksiyonları 4.2.2. Yardımcı Teoremdeki gibi tanımlı ise, 

(48) eşitsizliği 

( )
( )[ ]

( )
( )( )

( )ωωω
ω

,,

1

,,

1

,,
0,

qpM
p

qpM
p

qpMz fzvfzfT =≤  

biçiminde olup 

  
( ) ( )ωω ,,,,,,, qpMzwrzwrqpSz fTfTfT +=  

                                                ( ) ( )( )
( )ω

ω
,,

1

,
0,

qpM
p

wr
fzfzw +≤  

                                                ( ) ( )
( )ω

ω
,,,

0,
qpMwr

fzfzw +≤  

                                                ( ) ( )
( )ω,,, qpMwr

fzvfzw +=  

                                                ( ) ( )
( )ω,,0,0 qpMwr

fzwfzw +≤  

                                                ( )
( )

( ) ( )
( )ωω ,,,,0,,,0 wrqpSqpMwr

fzwffzw =+=  

elde edilir. 

 4.2.4. Önerme: 1 p< < ∞  ve 1 q≤ < ∞  olmak üzere d
R  kümesinden 

( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayına giden fTz z→  fonksiyonu süreklidir. 
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 İspat: Herhangi bir ( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  verilsin. Buradan ( )dr

w RLf ∈  ve 

( )( )d
RqpMf ω,,∈  olur. Her dRz ∈  için dR  kümesinden ( )dr

w RL  uzayına giden 

fTz z→  fonksiyonu sürekli olduğu (Fischer-Gürkanlı-Liu,1996) çalışmasından 

bilinmektedir. Yine dR  kümesinden ( )( )d
RqpM ω,,  uzayına giden fTz z→  

fonksiyonu sürekli olduğu 4.1.10. Teoremde gösterildi. O halde verilen herhangi bir 

0>ε  sayısı ve her Uz ∈  için 

2,

ε
<−

wrz ffT  

ve  

( ) 2,,

ε
ω

<−
qpMz ffT  

olacak şekilde d
R  nin birim elemanının bir U  komşuluğu vardır. Böylece aynı 0>ε  

sayısı ve her Uz ∈  için 

( ) ( )
ε

εε
ωω

=+<−+−=−
22,,,,,,, qpMzwrzwrqpSz ffTffTffT  

bulunur. Dolayısıyla d
R  kümesinden ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  uzayına giden fTz z→  

fonksiyonu süreklidir. 

 4.2.5. Önerme: 1 p< < ∞ , 1 q≤ < ∞  ve ω , dR 2  üzerinde tanımlı polinom tipli 

bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Yine d
R  üzerinde tanımlı w  Beurling ağırlık 

fonksiyonunun da her dRz ∈  için ( ) ( )0,zzw ω=  biçiminde tanımlı olduğunu kabul 

edelim. Bu takdirde ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı ( )d

w RL
1  üzerinde bir esas Banach 

modüldür. 

 İspat: Herhangi bir ( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  ve ( )d

w RLh
1

∈  verilsin. Buradan 

( )dr

w RLf ∈  ve ( )( )d
RqpMf ω,,∈  olur. ( )dr

w RL  uzayı ( )d

w RL
1 -modül olduğundan 

wwrwr
hfhf

,1,,
≤∗  eşitsizliği yazılır. Yine ( )( )d

RqpM ω,,  uzayının ( )d

w RL
1  uzayı 

üzerinde bir Banach modülü olduğu ve 
( ) ( ) wqpMqpM

hfhf
,1,,,, ωω

≤∗  eşitsizliğinin 

varlığı 4.1.12. Teoremde gösterildi. Böylece 

  
( ) ( )ωω ,,,,,,, qpMwrwrqpS

hfhfhf ∗+∗=∗  

                                                  
( ) wqpMwwr

hfhf
,1,,,1, ω

+≤  
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( )

( )
( )ωω ,,,,,1,,,,1 wrqpSwqpMwrw

fhffh =+=  

bulunur. Banach modülü olmanın diğer koşullarının sağlandığını göstermek kolaydır. O 

halde ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı ( )d

w RL
1  üzerinde bir Banach modüldür. 

 Yine herhangi bir ( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  alalım. d

R  kümesinden 

( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayına giden fTz z→  fonksiyonunun sürekli olduğu 4.2.4. 

Önermeden biliniyor. Bu takdirde her 0>ε  sayısı ve Uz ∈  için 

( )
ε

ω
<−

,,,, wrqpSz ffT  

olacak şekilde d
R  nin biriminin kompakt bir U komşuluğu vardır. Bir ( )d

w RLh
1

∈ , 

0≥h  sürekli fonksiyonunu 1=∫
U

h  ve supp Uh ⊂  olacak şekilde seçelim. Bu takdirde 

her Uz ∈  için  

 
( )

( ) ( ) ( )
( )ω

ω

,,,,

,,,,

wrqpSR

wrqpS
d

tfdzztfzhffh ∫ −−=−∗  

                                             ( ) ( ) ( ) ( )
( )ω,,,, wrqpSR Rd d

dztfzhdzztfzh∫ ∫−−=  

                                             ( ) ( ) ( )( )
( )ω,,,, wrqpSRd

dztfztfzh∫ −−=  

                                            ( )
( )∫ −≤

U

wrqpSz dzffTzh
ω,,,,

 

                                            ( ) εε =< ∫
U

dzzh  

bulunur. Böylece ( ) ( )( )dd

w RwrqpSRLfh ω,,,,1
∗∈∗  olduğundan 

( ) ( )( )dd

w RwrqpSRL ω,,,,1
∗  uzayı ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  uzayında her yerde yoğundur. O 

halde Module Factorization teoreminden dolayı 

( ) ( )( ) ( )( )ddd

w RwrqpSRwrqpSRL ωω ,,,,,,,,1
=∗  olup, ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  uzayı 

( )d

w RL
1  uzayı üzerinde esas Banach modüldür. 

 4.2.6. Uyarma: ( )d

w RL
1  Banach cebirinin en az bir ( )

I
e

∈αα  sınırlı yaklaşık 

biriminin varlığı (Gaudry, 1969) çalışmasından bilinmektedir. Yine 4.2.5. Önermede 

( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayının ( )d

w RL
1  uzayı üzerinde esas Banach modül olduğu 
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gösterildi. O halde (Doran-Wichmann, 1979) çalışmasındaki 15.3. sonuçtan dolayı her 

( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  için ffe =∗αlim  olur. 

 4.2.7. Önerme: 1 p< < ∞ , 1 q≤ < ∞ , w  fonksiyonu dR  üzerinde tanımlı 

herhangi bir Beurling ağırlık fonksiyonu, ω  fonksiyonu da d
R

2  üzerinde tanımlı 

polinom tipli bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Yine v  ve 0w  ağırlık 

fonksiyonlarının da 4.2.2. Yardımcı Teoremdeki gibi tanımlı olduklarını kabul edelim. 

Bu takdirde ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı ( )d

w RL
1

0
 uzayı üzerinde bir Banach modüldür. 

 İspat: Herhangi ( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  ve ( )d

w RLh
1

0
∈  fonksiyonları verilsin. 

Buradan ( )dr

w RLf ∈ , ( )( )d
RqpMf ω,,∈  ve ( )d

RLwh
1

0 ∈  olur. Yine 0w  

fonksiyonunun tanımından her dRz ∈  için ( ) ( ) ( ) ( )zwzhzwzh 0≤  ve 

( ) ( ) ( ) ( )zwzhzvzh 0≤  olup, ( )d
RL

1  uzayının katı uzay olması kullanılırsa 

101
whwh ≤  ve 

101
whvh ≤  eşitsizliklerinden 

0,1,1 ww
hh ≤  ve 

0,1,1 wv
hh ≤  

yazılır. Böylece ( )d

w RLh
1

∈  ve ( )d

v RLh
1

∈  olur. Eğer ( )dr

w RL  uzayının ( )d

w RL
1 -modül 

olması ve 4.1.12. Teoremden dolayı ( )( )d
RqpM ω,,  uzayının ( )d

v RL
1  uzayı üzerinde 

bir Banach modülü olması kullanılırsa 

  
( ) ( )ωω ,,,,,,, qpMwrwrqpS

hfhfhf ∗+∗=∗  

                                                  
( ) vqpMwwr

hfhf
,1,,,1, ω

+≤  

                                                  
( ) 00 ,1,,,1, wqpMwwr

hfhf
ω

+≤  

                                                  
( )

( )
( )ωω ,,,,,1,,,,1 00 wrqpSwqpMwrw

fhffh =+=  

bulunur. Banach modülü olmanın diğer koşullarının sağlandığını göstermek kolaydır. O 

halde ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı ( )d

w RL
1

0
 uzayı üzerinde bir Banach modüldür. 

 4.2.8. Önerme: 1 p< < ∞  ve 1 q≤ < ∞  olsun. Yine w , ω , 0w  ve v  ağırlık 

fonksiyonlarının da 4.2.7. Önermedeki gibi tanımlı Beurling ağırlık fonksiyonları 

olduklarını kabul edelim. Bu takdirde ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı ( )d

w RL
1

0
 uzayı üzerinde 

esas Banach modüldür. 
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 İspat: ( )d

w RL
1

0
 Banach cebirinin sınırlı yaklaşık birime sahip olduğu (Gaudry, 

1969) çalışmasından bilinmektedir. Yine ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı ( )d

w RL
1

0
 uzayında 

bir Banach modülü olduğu 4.2.7. Önermede gösterildi. O halde Modül Factorization 

teoremine göre, ispat için ( ) ( )( )dd

w RwrqpSRL ω,,,,1

0
∗  uzayının ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  

uzayında her yerde yoğun olduğunu göstermek yeterlidir.  

 Herhangi bir ( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  alalım. ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  uzayında 

öteleme dönüşümünün sürekli olduğu 4.2.4. Önermede gösterildi. Bu takdirde her 0>ε  

sayısı ve Uz ∈  için 

( )
ε

ω
<−

,,,, wrqpSz ffT  

olacak şekilde dR  nin biriminin kompakt bir U komşuluğu bulunur. Bir ( )d

w RLh
1

0
∈ , 

0≥h  sürekli fonksiyonunu 1=∫
U

h  ve supp Uh ⊂  olacak şekilde seçelim. Bu takdirde 

her Uz ∈  için 

 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )ω

ω

,,,,

,,,,

wrqpSR R

wrqpS
d d

dztfzhdzztfzhffh ∫ ∫−−=−∗  

                                             ( ) ( ) ( )( )
( )ω,,,, wrqpSRd

dztfztfzh∫ −−=  

                                            ( )
( )

( )∫ ∫ =<−≤

U U

wrqpSz dzzhdzffTzh εε
ω,,,,

 

bulunur. Böylece ( ) ( )( )dd

w RwrqpSRLfh ω,,,,1

0
∗∈∗  olduğundan 

( ) ( )( )dd

w RwrqpSRL ω,,,,1

0
∗  uzayı ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  uzayında her yerde yoğundur. O 

halde Module Factorization teoremine göre, 

( ) ( )( ) ( )( )ddd

w RwrqpSRwrqpSRL ωω ,,,,,,,,1

0
=∗  olup ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  uzayı 

( )d

w RL
1

0
 uzayı üzerinde esas Banach modüldür. 

 4.2.9. Uyarma: ( )d

w RL
1

0
 Banach cebirinin en az bir ( )

I
e

∈αα  sınırlı yaklaşık 

biriminin varlığı (Gaudry, 1969) çalışmasından bilinmektedir. Yine 4.2.8. Önermede 

( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayının ( )d

w RL
1

0
 uzayı üzerinde esas Banach modül olduğu 
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gösterildi. O halde (Doran-Wichmann, 1979) çalışmasındaki 15.3. sonuçtan dolayı her 

( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  için ffe =∗αlim  olur. 

 4.2.10. Önerme: ∞<< p1 , ∞<≤q1 , 1=r , ω , dR 2  üzerinde tanımlı, 

polinom tipli bir Beurling ağırlık fonksiyonu, w  de her d
Rz ∈  için ( ) ( )0,zzw ω=  

olacak şekilde dR  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde 

( )( ) ( ) ( )( )dd

w

d
RqpMRLRwqpS ωω ,,,,1,, 1

∩=  uzayı ( )d

w RL
1  uzayında bir esas Banach 

idealidir.  

 İspat: Herhangi bir ( )( )d
RwqpSf ω,,1,,∈  ve ( )d

w RLh
1

∈  verilsin. Buradan 

( )d

w RLf
1

∈  ve ( )( )d
RqpMf ω,,∈  olur. ( )d

w RL
1  girişim işlemine göre bir Banach 

cebiri olduğundan ( )d

w RLhf
1

∈∗  olup, 
www

hfhf
,1,1,1

≤∗  eşitsizliği vardır. Yine 

( )( )d
RqpM ω,,  uzayı ( )d

w RL
1  uzayı üzerinde bir Banach modülü olup, bunun sonucu 

( ) ( ) wqpMqpM
hfhf

,1,,,, ωω
≤∗  eşitsizliğinin varlığı 4.1.12. Teoremde gösterildi. 

Böylece 

  
( ) ( )ωω ,,,1,,1,, qpMwwqpS

hfhfhf ∗+∗=∗  

                                                  
( )ω,,,1,1,1 qpMwww

fhhf +≤                                    (50) 

                                                  
( )

( )
( )ωω ,,1,,,1,,,1,1 wqpSwqpMww

fhffh =+=  

bulunur. Yine ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayının tanımından ( )( ) ( )d

w

d
RLRwqpS

1,,1,, ⊂ω  

kapsaması vardır. O halde ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayı ( )d

w RL
1  uzayında bir Banach 

idealidir. 

 Şimdi ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayının ( )d

w RL
1  uzayında bir esas Banach ideali 

olduğunu gösterelim. Bunun için herhangi bir ( )( )d
RwqpSf ω,,1,,∈  alalım. 

( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayında öteleme dönüşümünün sürekli olduğu 4.2.4. Önermede 

gösterildi. O halde herhangi bir 0>ε  sayısı verildiğinde, her Uz ∈  için 

( )
ε

ω
<−

,,1,, wqpSz ffT  
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olacak şekilde birimin kompakt bir U komşuluğu bulunur. Bir ( )d

w RLh
1

∈ , 0≥h  

sürekli fonksiyonunu 1=∫
U

h  ve supp Uh ⊂  olacak şekilde seçelim. Bu takdirde her 

Uz ∈  için 

 
( )

( ) ( ) ( )
( )ω

ω

,,1,,

,,1,,

wqpSR

wqpS
d

tfdzztfzhffh ∫ −−=−∗  

                                             ( ) ( ) ( ) ( )
( )ω,,1,, wqpSR Rd d

dztfzhdzztfzh∫ ∫−−=  

                                             ( ) ( ) ( )( )
( )ω,,1,, wqpSRd

dztfztfzh∫ −−=  

                                            ( )
( )

( )∫ ∫ =<−≤

U U

wqpSz dzzhdzffTzh εε
ω,,1,,

 

bulunur. Böylece ( ) ( )( )dd

w RwqpSRLfh ω,,1,,1
∗∈∗  olduğundan 

( ) ( )( )dd

w RwqpSRL ω,,1,,1
∗  uzayı ( )( )d

RwqpS ω,,1,,  uzayında her yerde yoğundur. O 

halde Module Factorization teoreminden (Wang,1977) dolayı 

( ) ( )( ) ( )( )ddd

w RwqpSRwqpSRL ωω ,,1,,,,1,,1
=∗  olup, ( )( )d

RwqpS ω,,1,,  uzayı 

( )d

w RL
1  uzayı üzerinde bir esas Banach idealidir. 

 4.2.11. Önerme: ∞<< p1 , ∞<≤q1 , 1=r , ω , dR 2  üzerinde tanımlı, 

polinom tipli bir Beurling ağırlık fonksiyonu, w  de d
R  üzerinde tanımlı, her d

Rz ∈  

için ( ) ( )0,zzw ω=  olacak şekilde bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde 

( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayı girişim işlemine göre bir Banach cebiridir. 

 İspat: Herhangi iki ( )( )d
RwqpShf ω,,1,,, ∈  verilsin. Buradan ( )d

w RLhf
1, ∈  

ve ( )( )d
RqpMhf ω,,, ∈  olur. Eğer (50) eşitsizliği kullanılırsa 

( ) ( ) ( )ωωω ,,1,,,,1,,,,1,, wqpSwqpSwqpS
hfhf ≤∗  

bulunur. Banach cebiri olmanın diğer koşullarının sağlandığını göstermek kolaydır. O 

halde ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayı girişim işlemine göre bir Banach cebiridir. 

 4.2.12. Önerme: ω , dR 2  üzerinde tanımlı, sabit bir 0>C  reel sayısı ve 

INN ∈  için ( ) ( )N
zCz +≤ 1ω  koşulunu sağlayan bir Beurling ağırlık fonksiyonu, 
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∞<≤ qp,1 , 1=r  ve w  de dR  üzerinde tanımlı, polinom tipli bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu olsun. Bu takdirde ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayı ( )d

w RL
1  uzayında her yerde 

yoğundur. 

 İspat: Önce ( ) ( )d

w

d

C RLRC
1

=
∞  olduğunu gösterelim. Herhangi bir ( )d

C RCf
∞

∈  

fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun desteği supp Bf =  olsun. w  yerel sınırlı ve B  

kompakt olduğundan her Bx ∈  için ( ) Mxw ≤  olacak şekilde bir 0>M  sayısı vardır. 

Yine ( ) ( )dd

C RLRC
1

⊂
∞  olduğundan ( )d

RLf
1

∈  olup 

( ) ( ) ( ) ∞<=≤== ∫∫ 11,1
fMdxxfMdxxwxfwff

KR

w
d

 

yazılır. Böylece ( )d

w RLf
1

∈  olup ( ) ( )d

w

d

C RLRC
1

⊂
∞  kapsaması vardır. 

 Yine herhangi bir ( )d

w RLf
1

∈  alalım. Bu takdirde ( )d
RLwf

1
∈  olup, ( )d

C RC
∞ , 

( )d
RL

1  uzayında her yerde yoğun olduğundan (Wong, 1998), verilen bir 0>ε  sayısına 

karşılık  

21
,1

ε
<−=− wfhf

w

h

w

 

olacak şekilde bir ( )d

C RCh
∞

∈  vardır. supp 1Kh =  diyelim. Ayrıca ( )d

C RCh
∞

∈  ve w  

polinom tipli ise sürekli olduğundan ( )d
RL

w

h 1
∈  olur. Yine ( ) ( )dd

C RLRC
1

=
∞  olması 

kullanılırsa 

A
k

w

h

21

ε
<−  

olacak şekilde ( )d

C RCk
∞

∈  vardır. supp 2Kk =  ve 21 KKK ∪=  diyelim. Yine 

( ) Axw
Kx

=
∈

sup  olsun. O halde  

11,1
hhwkwfwkwfkf

w
+−−=−=−  

     
1,1

11
wk

w

h

w

h
fwkhhwf

w









−+−=−+−≤  

     ( )
2

1
221,1

εεε
+=⋅+<−⋅+−≤ AAk

w

h
A

w

h
f

w

 

elde edilir. Dolayısıyla ( )d

C RC
∞ , ( )d

w RL
1  uzayında her yerde yoğundur. 



 69 

 Öte yandan ( ) ( )dd

C RSRC ⊂
∞  kapsaması ve 4.1.4. Önermede gösterilen 

( ) ( )( )dd
RqpMRS ω,,⊂  kapsaması kullanılırsa 

( ) ( )( )dd

C RqpMRC ω,,⊂
∞  

elde edilir. Ayrıca ( )( ) ( )d

w

d
RLRwqpS

1,,1,, ⊂ω  ve ( ) ( )d

w

d

C RLRC
1

⊂
∞  kapsamaları da 

kullanılırsa 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )d

w

ddd

w

d

C RLRwqpSRqpMRLRC
11 ,,1,,,, ⊂=∩⊂

∞ ωω  

kapsaması bulunur. Böylece ( )d

C RC
∞  uzayı ( )d

w RL
1  uzayında her yerde yoğun 

olduğundan, ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayı da ( )d

w RL
1  uzayında her yerde yoğundur. 

 4.2.13. Önerme: ∞<< p1 , ∞<≤q1 , 1=r , ω , d
R

2  üzerinde tanımlı, sabit bir 

0>C  reel sayısı ve INN ∈  için ( ) ( )N
zCz +≤ 1ω  koşulunu sağlayan, polinom tipli 

bir Beurling ağırlık fonksiyonu, w  de her d
Rz ∈  için ( ) ( )0,zzw ω=  biçiminde tanımlı 

bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayı bir ( )d

w RS  

uzayıdır. 

 İspat: ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayının girişim işlemine göre bir Banach cebiri 

olduğu 4.2.11. Önermede gösterildi. Yine 4.2.3. Önermede ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayının 

ötelemeler altında değişmez kaldığı, her ( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  ve dRz ∈  için 

( )
( )

( )ωω ,,,,,,,, wrqpSwrqpSz fzwfT ≤  eşitsizliği ve 4.2.4. Önermede de d
R  kümesinden 

( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayına giden fTz z→  fonksiyonunun sürekli olduğu ispatlandı. 

Ayrıca ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayının ( )d

w RL
1  uzayında her yerde yoğun olduğu 4.2.12. 

Önermede gösterildi. Yine 
( )ω,,1,,

.
wqpS

 normunun tanımından her 

( )( )d
RwqpSf ω,,1,,∈  için 

( )ω,,1,,,1 wqpSw
ff ≤  eşitsizliği sağlanmaktadır. Dolayısıyla 

( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayı 2.51. Tanıma göre bir ( )d

w RS  uzayıdır. 

 

 Şimdi ∞<≤ qp,1  olmak üzere bir Φ  fonksiyonunu 

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )fVfff

IRdqpLIRLIRwrqpS

g

ddr

w

d

,

,,,,,,: 2

=Φ→

×→Φ µωω
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şeklinde tanımlayalım. ( )( )( )d
IRwrqpSH ω,,,,Φ=  olsun. Her ( ) Hf ∈Φ  için 

( ) ( )
ω,,

,
pqgwrg fVffVff +==Φ  

biçiminde tanımlanan fonksiyonun H  üzerinde bir norm olduğunu göstermek kolaydır. 

Yine 1
11

=
′

+
rr

, 1
11

=
′

+
pp

 ve 1
11

=
′

+
qq

 olmak üzere bir K  kümesini de 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
















∈=+

′′×∈

=
∫∫∫

′
−

HfVfdzzzfVdyyyf

IRdqpLIRL

K
g

R

g

R

ddr

w

dd

,,0

:,,,

2

1

2

ψϕ

µωψϕ

 

olacak şekilde tanımlayalım. 

 4.2.14. Teorem: Eğer ∞<< p1 , ∞<≤ q1 , 1
11

=
′

+
rr

, 1
11

=
′

+
pp

, 1
11

=
′

+
qq

 

ve ω  polinom tipli bir ağırlık fonksiyonu ise ( )( )d
IRwrqpS ω,,,,  uzayının topolojik 

duali 
( ) ( )( )

K

IRdqpLIRL
ddr

w

2,,1 µω′′×
′
−    olur. 

 İspat: Herhangi bir ( )( )d
IRwrqpSf ω,,,,∈  verilsin. Bu takdirde  

( ) ( )
( )ωω ,,,,,,

,
wrqpSpqgwrg ffVffVff =+==Φ  

olduğundan, Φ  bir izometridir. Yine ( )( )d
IRwrqpS ω,,,,  tam uzay olduğundan 

kapalıdır. Dolayısıyla Φ  fonksiyonu bir izometri ve ( )( )d
IRwrqpS ω,,,,  kapalı 

olduğundan ( )( )( )d
IRwrqpSH ω,,,,Φ=  kapalıdır. O halde (Liu-Van Rooij, 1969) 

çalışmasındaki 1.7. Teoremden dolayı 

( ) ( )( )
K

IRdqpLIRL
H

ddr

w

2,,1 µω′′×
≅

′

∗ −  

bulunur. Φ  bir izometri olduğundan ( )( )d
IRwrqpSH ω,,,,≅  olup 

( )( )( ) ( ) ( )( )
K

IRdqpLIRL
RwrqpS

ddr

wd
2,,

,,,, 1 µω
ω

′′×
≅

′
∗ −  

elde edilir. 
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4.2.1.  S( p,q,r,w,ω )( R
d 

) Uzayında Kapsama Özellikleri ve Kompakt Gömülmeler 

 

 4.2.1.1. Önerme: ∞<< 21 ,1 pp , ∞<≤ 21 ,1 qq , 1w  ve 2w , dR  üzerinde 

tanımlı Beurling ağırlık fonksiyonları, 1ω  ve 2ω  de d
R

2  üzerinde tanımlı, polinom tipli 

Beurling ağırlık fonksiyonları olsunlar. Bu takdirde  

( )( ) ( )( )dd
RwrqpSRwrqpS 2222211111 ,,,,,,,, ωω ⊂  

olması için gerekli ve yeterli koşul her ( )( )d
RwrqpSf 11111 ,,,, ω∈  için 

( ) ( )1111122222 ,,,,,,,, ωω wrqpSwrqpS
fcf ≤  

olacak şekilde bir 0>c  sayısının bulunmasıdır. 

 İspat: ( )( ) ( )( )dd
RwrqpSRwrqpS 2222211111 ,,,,,,,, ωω ⊂  olduğunu kabul 

edelim. ( )( )d
RwrqpS 11111 ,,,, ω  üzerinde tanımlı bir .  fonksiyonunu her 

( )( )d
RwrqpSf 11111 ,,,, ω∈  için 

( ) ( )2222211111 ,,,,,,,, ωω wrqpSwrqpS
fff +=  

biçiminde tanımlayalım. Bu fonksiyon iki normun toplamı olduğundan bu fonksiyonun 

( )( )d
RwrqpS 11111 ,,,, ω  uzayı üzerinde bir norm olduğunu göstermek kolaydır. Şimdi 

( )( )d
RwrqpS 11111 ,,,, ω  uzayının .  normuna göre bir Banach uzayı olduğunu 

gösterelim. 

 ( )( )( ).,,,,, 11111
d

RwrqpS ω  uzayında bir ( )
Nnnf

∈
 Cauchy dizisi verilsin. 

Cauchy dizisi tanımından, verilen herhangi bir 0>ε  sayısı ve her 0, nnm ≥  için  

( ) ( )
ε

ωω
<−+−=−

2222211111 ,,,,,,,, wrqpSmnwrqpSmnmn ffffff  

olacak şekilde bir Nn ∈0  sayısı vardır. Böylece ( )
Nnnf

∈
 dizisi ( )( )d

RwrqpS 11111 ,,,, ω  

ve ( )( )d
RwrqpS 22222 ,,,, ω  uzaylarında da bir Cauchy dizisi olur. 

( )( )d
RwrqpS 11111 ,,,, ω  ve ( )( )d

RwrqpS 22222 ,,,, ω  uzayları birer Banach uzayı 

olduklarından ( )
Nnnf

∈
 dizisi ( )( )d

RwrqpS 11111 ,,,, ω  uzayının bir 

( )( )d
RwrqpSf 11111 ,,,, ω∈  elemanına, ( )( )d

RwrqpS 22222 ,,,, ω  uzayının da bir 

( )( )d
RwrqpSh 22222 ,,,, ω∈  elemanına yakınsar. O halde aynı 0>ε  sayısı için her 

1nn ≥  olduğunda 
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( ) 211111 ,,,,

ε
ω

<−
wrqpSn ff                                                 (51) 

olacak şekilde bir Nn ∈1  sayısı vardır. Eğer 
( )11111111 ,,,,, ωwrqpSwrr

⋅≤⋅≤⋅  eşitsizliği 

kullanılırsa her 1nn ≥  için 

   
( ) 2111111 ,,,,

ε
ω

<−≤−
wrqpSnrn ffff                                         (52) 

bulunur. Yine aynı 0>ε  sayısı için her 2nn ≥  için  

    
( ) 222222 ,,,,

ε
ω

<−
wrqpSn hf                                                (53) 

olacak şekilde bir Nn ∈2  sayısı vardır. Yine 
( )22222222 ,,,,, ωwrqpSwrr

⋅≤⋅≤⋅  eşitsizliği 

kullanılırsa her 2nn ≥  için 

   
( ) 2222222 ,,,,

ε
ω

<−≤−
wrqpSnrn hfhf                                        (54) 

yazılır. ( )dr
RL 1  uzayındaki yakınsaklık ölçüm içindeki yakınsaklığı gerektirdiğinden 

( )
INnnf

∈
 dizisinin f  fonksiyonuna h.h.h. yakınsayan bir ( )

knf  alt dizisi vardır. ( )
knf  alt 

dizisinin f  fonksiyonuna yakınsamadığı noktaların kümesini A  ile gösterirsek 

( ) 0=Aµ  olur. Böylece her Ax ∉  için her 3nnk ≥  olduğunda 

( ) ( )
3

ε
<− xfxf

kn                                                         (55) 

olacak şekilde bir Nn ∈3  sayısı vardır. Yine ( )
INnnf

∈
 dizisi ( )dr

RL 2  uzayında bir 

Cauchy dizisi olduğundan aynı 0>ε  sayısı ve her 4, nnn k ≥  için 

22

ε
<−

r
nn ff

k
                                                            (56) 

olacak şekilde bir Nn ∈4  sayısı vardır. { }425 ,nnmakn =  diyelim. Böylece (54) ve (56) 

ifadeleri kullanılırsa, verilen bu 0>ε  sayısına karşılık her 5nnk ≥  olduğunda 

ε
εε

=+<−+−≤−
22222

rn
r

nn
r

n hfffhf
kk

                              (57) 

olacak şekilde Nn ∈5  sayısı vardır. Yani ( )
knf  alt dizisi ( )dr

RL 2  uzayında h  

fonksiyonuna yakınsar. Buradan ( )
knf  dizisinin h  fonksiyonuna h.h.h. yakınsayan bir 

( )
lknf  alt dizisi vardır. Yine ( )

lknf  alt dizisinin h  fonksiyonuna yakınsamadığı 
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noktaların kümesini B  ile gösterirsek ( ) 0=Bµ  olur. O halde her Bx ∉  için aynı 

0>ε  sayısına karşılık her 1mn
lk ≥  olduğunda  

( ) ( )
3

ε
<− xhxf

lkn                                                         (58) 

olacak şekilde Nm ∈1  sayısı vardır. Yine ( )
knf  bir Cauchy dizisi olduğundan aynı 

0>ε  sayısına karşılık her 2, mnn kkl
≥  için  

( ) ( )
3

ε
<− xfxf

klk nn                                                      (59) 

olacak şekilde Nm ∈2  sayısı vardır. { }2133 ,, mmnmakm =  diyelim. O halde (55), (58) 

ve (59) ifadeleri kullanılırsa her BAx ∪∉  için her 3, mnn kkl
≥  olduğunda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xhxfxfxfxfxfxhxf
lklkkk nnnn −+−+−=−  

                                         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xhxfxfxfxfxf
lklkkk nnnn −+−+−≤  

                                        ε
εεε

=++<
333

 

bulunur. Yine ( ) 0=∪ BAµ  olduğundan h.h.h. hf =  bulunur. Eğer { }210 ,nnmakm =  

denir ve (51) ve (53) ifadeleri kullanılırsa, aynı 0>ε  sayısı ve her 0mn ≥  için 

( ) ( )2222211111 ,,,,,,,, ωω wrqpSnwrqpSnn ffffff −+−=−  

               
( ) ( )2222211111 ,,,,,,,, ωω wrqpSnwrqpSn hfff −+−=  

                                          ε
εε

=+<
22

 

elde edilir. O halde ( )( )( ).,,,,, 11111
dRwrqpS ω  bir Banach uzayıdır. 

 Şimdi 

( )( )( ) ( )( )
( )

( )
( ) ffIf

RwrqpSRwrqpSI
wrqpS

dd

=→

⋅→
11111 ,,,,1111111111 ,,,,,.,,,,,:

ω
ωω

 

birim fonksiyonunu tanımlayalım. I  birim fonksiyonu birebir, örten ve doğrusaldır. 

Ayrıca  

( )
( ) ( )

fffI
wrqpSwrqpS

≤=
1111111111 ,,,,,,,, ωω
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olduğundan I  süreklidir. O halde ters dönüşüm teoreminden dolayı I  bir 

homeomorfizmdir. Dolayısıyla ( )( )
( )

( )→⋅
−

11111 ,,,,11111
1 ,,,,,:

ω
ω

wrqpS

d
RwrqpSI  

( )( )( ).,,,,, 11111
d

RwrqpS ω  fonksiyonu da süreklidir. Böylece 

( )
( ) ( ) ( )111112222211111 ,,,,,,,,,,,,

1

ωωω wrqpSwrqpSwrqpS
fcffffI ≤+==

−  

olacak şekilde bir 0>c  sayısı vardır. Buradan her ( )( )dRwrqpSf 11111 ,,,, ω∈  için 

( ) ( )1111122222 ,,,,,,,, ωω wrqpSwrqpS
fcff ≤≤  

bulunur. 

 Tersine her ( )( )dRwrqpSf 11111 ,,,, ω∈  için 

( ) ( )1111122222 ,,,,,,,, ωω wrqpSwrqpS
fcf ≤  

olacak şekilde bir 0>c  sayısı var olsun. O halde ( )( )dRwrqpSf 22222 ,,,, ω∈  olup 

( )( ) ( )( )dd RwrqpSRwrqpS 2222211111 ,,,,,,,, ωω ⊂  kapsaması bulunur. 

 4.2.1.2.Önerme: ∞≤≤≤ 211 qq  ise ( )( ) ( )( )dd
RwrqpSRwrqpS ωω ,,,,,,,, 21 ⊂  

kapsaması vardır. 

 İspat: Herhangi bir ( )( )dRwrqpSf ω,,,, 1∈  verilsin. Buradan ( )dr

w RLf ∈  ve 

( )( )dRqpMf ω,, 1∈  olur. ∞≤≤≤ 211 qq  için 

( )( ) ( )( )dd RqpMRqpM ωω ,,,, 21 ⊂  

kapsaması 4.1.1.2. Önermeden bilinmektedir. Böylece ( )( )dRqpMf ω,, 2∈  olup, 

( )( )dRwrqpSf ω,,,, 2∈  bulunur. O halde ( )( ) ( )( )dd RwrqpSRwrqpS ωω ,,,,,,,, 21 ⊂  

kapsaması vardır. 

 4.2.1.3. Yardımcı Teorem: ω , dR 2  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu, w  de dR  üzerinde tanımlı, her dRz ∈  için ( ) ( )0,zzw ω=  olacak şekilde 

bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde her ( )( )dRwrqpSf ω,,,,∈  ve 

dRz ∈  için 

( ) ( )
( )

( ) ( )zwfcfTzwfc
wrqpSz 2,,,,1 ≤≤

ω
 

olacak şekilde ( ) ( ) 0, 21 >fcfc  sayıları vardır. 
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 İspat: Sıfırdan farklı herhangi bir ( )( )dRwrqpSf ω,,,,∈  alalım. Buradan 

( )dr

w RLf ∈  ve ( )( )dRqpMf ω,,∈  olur. ( )dr

w RLf ∈  ve 0≠f  olduğundan 

   ( ) ( ) ( )
wrwrz fzwfTzwfc

,,1 ≤≤                                           (60) 

olacak şekilde ( ) 01 >fc  sayısının varlığı (Fischer-Gürkanlı-Liu, 1996) çalışmasından 

biliniyor. Yine her ( )( )dRqpMf ω,,∈  ve dRz ∈  için 

   
( )

( )
( )ωω

ω
,,

1

,,
0,

qpM

p

qpMz fzfT ≤                                            (61) 

eşitsizliği 4.1.10. Teoremde gösterildi. Böylece her ( )( )dRwrqpSf ω,,,,∈  ve dRz ∈  

için, (60) ve (61) ifadeleri de kullanılarak 

( ) ( )
( )ω,,,,1 qpMzwrzwrz fTfTfTzwfc +≤≤  

                                          ( ) ( )
( )ω

ω
,,

1

,
0,

qpM

p

wr
fzfzw +≤  

                                          ( ) ( )
( )ω

ω
,,,

0,
qpMwr

fzfzw +≤  

                                          ( ) ( )
( )ω,,, qpMwr

fzwfzw +=  

                                          ( )
( )

( ) ( )
( )ωω ,,,,,,, wrqpSqpMwr

fzwffzw =+=  

olup, ( )
( )ω,,,,2 wrqpS

ffc =  denirse, 

( ) ( )
( )

( ) ( )zwfcfTzwfc
wrqpSz 2,,,,1 ≤≤

ω
 

bulunur. 

 4.2.1.4. Önerme: 1w  ve 2w  fonksiyonları dR  üzerinde tanımlı Beurling ağırlık 

fonksiyonları, 1ω  ve 2ω  fonksiyonları da dR 2  üzerinde tanımlı, polinom tipli Beurling 

ağırlık fonksiyonları ve ∞<≤≤ pq1  olsun. 

 i) 1w  ve 2w  fonksiyonları dR  üzerinde her dRz ∈  için ( ) ( )0,11 zzw ω=  ve 

( ) ( )0,22 zzw ω=  olacak şekilde tanımlı Beurling ağırlık fonksiyonları olsunlar. Bu 

takdirde 

( )( ) ( )( )dd RwrqpSRwrqpS 2211 ,,,,,,,, ωω ⊂  

ise 12 ww p  olur. 
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 ii) Eğer 12 ww p  ve 12 ωω p  ise ( )( ) ( )( )dd RwrqpSRwrqpS 2211 ,,,,,,,, ωω ⊂  

kapsaması vardır. 

 İspat: i) ( )( ) ( )( )dd RwrqpSRwrqpS 2211 ,,,,,,,, ωω ⊂  olsun. Her 

( )( )dRwrqpSf 11 ,,,, ω∈  için ( )( )dRwrqpSf 22 ,,,, ω∈  olup, 4.2.1.3. Yardımcı 

Teoremden dolayı 
( )11 ,,,, ωwrqpSz fTz →  fonksiyonu 1w  ağırlık fonksiyonuna, 

( )22 ,,,, ωwrqpSz fTz →  fonksiyonu da 2w  ağırlık fonksiyonuna denktir. Böylece her 

dRz ∈  için 

   ( )
( )

( )zwmfTzwm
wrqpSz 1,,,,1

1

11
≤≤

−

ω
                                     (62) 

olacak şekilde bir 0>m  sayısı ve 

   ( )
( )

( )zwnfTzwn
wrqpSz 2,,,,2

1

22
≤≤

−

ω
                                      (63) 

olacak şekilde bir 0>n  sayısı vardır. Ayrıca 4.2.1.1. Önermeden dolayı 

    
( ) ( )1122 ,,,,,,,, ωω wrqpSzwrqpSz fTcfT ≤                               (64) 

olacak şekilde bir 0>c  sayısı vardır. Böylece (62), (63) ve (64) ifadeleri kullanılırsa 

( )
( ) ( )

( )zwmcfTcfTzwn
wrqpSzwrqpSz 1,,,,,,,,2

1

1122
≤≤≤

−

ωω
 

olur. Buradan 

     ( ) ( )zwnmczw 12 ≤                                              (65) 

olup, cmnk =  denirse ( ) ( )zwkzw 12 ≤  bulunur. Bu ise 12 ww p  olduğunu gösterir.  

 ii) 12 ww p  ve 12 ωω p  olsun. Herhangi bir ( )( )dRwrqpSf 11 ,,,, ω∈  verilsin. 

Buradan ( )dr

w RLf
1

∈  ve ( )( )dRqpMf 1,, ω∈  olur. Yine 12 ww p  ise 

( ) ( )dr

w

dr

w RLRL
21

⊂  kapsaması ve ∞<≤≤ pq1  olmak üzere 12 ωω p  ise 

( )( ) ( )( )dd RqpMRqpM 21 ,,,, ωω ⊂  kapsaması 4.1.1.4. Önermenin (ii). özelliğinden 

bilinmektedir. Buradan ( )dr

w RLf
2

∈  ve ( )( )dRqpMf 2,, ω∈  

olup, ( )( )dRwrqpSf 22 ,,,, ω∈ ,dolayısıyla ( )( ) ( )( )dd RwrqpSRwrqpS 2211 ,,,,,,,, ωω ⊂  

elde edilir. 

 4.2.1.5. Önerme: ω , dR 2  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık fonksiyonu ve 

w  fonksiyonu da her d
Rt ∈  için ( ) ( )ttw ,0ω=  biçiminde tanımlı bir Beurling ağırlık 
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fonksiyonu ise ( )( )dRwrqpS ω,,,,  uzayı modulasyon işlemi altında değişmez kalır ve 

her d
Rt ∈  için 

( )
( )

( )ωω ,,,,,,,, wrqpSwrqpSt ftwfM ≤  

eşitsizliği sağlanır. 

 İspat: Herhangi bir ( )( )dRwrqpSf ω,,,,∈  verilsin. Buradan ( )dr

w RLf ∈  ve 

( )( )dRqpMf ω,,∈  olur. Her d
Rt ∈  için 

wrwrt ffM
,,

=  eşitliği ve 4.1.1.5. 

Önermeden dolayı 
( )

( )[ ]
( )wqpM

p
wqpMt ftwfM

,,

1

,,
,0≤  eşitsizliği kullanılırsa 

  
( ) ( )ωω ,,,,,,, qpMtwrtwrqpSt fMfMfM +=  

                                                ( )( )
( )ω

ω
,,

1

,
,0

qpM
p

wr
ftf +≤  

                                                ( )
( )ω,,

1

, qpM

p

wr
ftwf +=                                           (66) 

                                                ( )
( )ω,,, qpMwr

ftwf +≤  

                                                ( ) ( )
( )ω,,, qpMwr

ftwftw +≤  

                                                ( )
( )

( ) ( )
( )ωω ,,,,,,, wrqpSqpMwr

ftwfftw =+=  

bulunur. O halde ( )( )dRwrqpS ω,,,,  uzayı modulasyon işlemi altında değişmez kalır. 

 4.2.1.6. Önerme: ∞<≤≤ pq1 , w  ve ω , sırasıyla dR  ve dR 2  üzerinde tanımlı 

birer Beurling ağırlık fonksiyonları olsunlar. Bu takdirde her ( )( )dRwrqpSf ω,,,,∈  ve 

d
Rt ∈  için 

( ) ( )
( )

( ) ( )tfkfMtfk
p

wrqpSt

p ,0,0
1

2,,,,

1

1 ωω
ω

≤≤  

olacak şekilde ( ) ( ) 0, 21 >fkfk  sayıları vardır. 

 Eğer w , dR  üzerinde tanımlı, her d
Rt ∈  için ( ) ( )ttw ,0ω=  olacak şekilde bir 

Beurling ağırlık fonksiyonu ise, bu takdirde her ( )( )dRwrqpSf ω,,,,∈  ve d
Rt ∈  için 

( ) ( )
( )

( ) ( )twfkfMtwfk
p

wrqpSt

p

1

2,,,,

1

1 ≤≤
ω

 

olacak şekilde ( ) ( ) 0, 21 >fkfk  sayıları vardır. 
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 İspat: Sıfırdan farklı herhangi bir ( )( )dRwrqpSf ω,,,,∈  alalım. Buradan 

( )dr

w RLf ∈  ve ( )( )dRqpMf ω,,∈  olur. Her ( )( )dRqpMf ω,,∈  ve d
Rt ∈  için 

   ( ) ( )
( )

( ) ( )tfkfMtfk p

qpMt

p ,0,0
1

2,,

1

1 ωω
ω

≤≤                        (67) 

olacak şekilde ( ) ( ) 0, 21 >fkfk  sayılarının varlığı 4.1.1.5. Önermede gösterildi. Yine 

wrwrt ffM
,,

=  eşitliği, 4.1.1.5. Önermenin (i). özelliği ve (7) ifadeleri kullanılırsa 

( ) ( )
( ) ( )ωω

ω
,,,,,

1

1 ,0
qpMtwrtqpMt

p
fMfMfMtfk +≤≤  

                                          ( )
( )ω

ω
,,

1

,
,0

qpM

p

wr
ftf +≤  

                                          ( ) ( )
( )ω

ωω
,,

1

,

1

,0,0
qpM

p

wr

p
ftft +≤  

                                         ( )
( )

( ) ( )
( )ωω

ωω
,,,,

1

,,,

1

,0,0
wrqpS

p

qpMwr

p
ftfft =+=  

bulunur. Ayrıca ( )
( )ω,,,,2 wrqpS

ffk =  denirse, 

   ( ) ( )
( )

( ) ( )tfkfMtfk
p

wrqpSt

p ,0,0
1

2,,,,

1

1 ωω
ω

≤≤                     (68) 

elde edilir. 

 Eğer w , d
R  üzerinde tanımlı, her d

Rt ∈  için ( ) ( )ttw ,0ω=  olacak şekilde bir 

Beurling ağırlık fonksiyonu ise, (68) ifadesinden  

( ) ( )
( )

( ) ( )twfkfMtwfk
p

wrqpSt

p

1

2,,,,

1

1 ≤≤
ω

 

elde edilir. 

 4.2.1.7. Önerme: ω , d
R

2  üzerinde tanımlı, her d
Rz

2
∈ , sabit bir 0>C  reel 

sayısı ve INN ∈  için ( ) ( )N
zCz +≤ 1ω  koşulunu sağlayan polinom tipli bir Beurling 

ağırlık fonksiyonu, w  fonksiyonu da dR  üzerinde ( ) ( )0,xxw ω=  biçiminde tanımlı bir 

Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Yine v  fonksiyonunun da d
R  üzerinde tanımlı bir 

Beurling ağırlık fonksiyonu olduğunu kabul edelim. Eğer wv p  ve ∞→x  için 
( )

( )xw

xv
 

fonksiyonu sıfıra yakınsamıyorsa, bu takdirde ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayının ( )dr

v RL  

uzayına gömülmesi kompakt değildir. 
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 İspat: wv p  ise her d
Rx ∈  için ( ) ( )xwCxv ≤  olacak şekilde bir 0>C  sayısı 

vardır. Ayrıca wv p  ise ( ) ( )dr

v

dr

w RLRL ⊂  olacağından 

( )( ) ( ) ( )dr

v

dr

w

d
RLRLRwrqpS ⊂⊂ω,,,,  olur. Yine ∞→x  için 

( )

( )xw

xv
 fonksiyonu sıfıra 

yakınsamadığından 
( )

( )
δ≥

xw

xv
 olacak şekilde bir 0>δ  sayısı vardır. Herhangi bir 

( ) ( )dd

C RSRCf ⊂∈
∞  fonksiyonunu alalım. ω , polinom tipli bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu olduğundan w  fonksiyonu da polinom tipli olup, buradan ( ) ( )dr

w

d
RLRS ⊂  

kapsaması yazılır. Böylece ( )dr

w RLf ∈  olur. Yine ( ) ( )N
zCz +≤ 1ω  ise 

( ) ( )( )dd
RqpMRS ω,,⊂  kapsaması 4.1.4. Önermeden biliniyor. O halde 

( )( )d
RwrqpSf ω,,,,∈  elde edilir. Ayrıca ∞→nt  olacak şekilde bir ( ) d

Nnn Rt ⊂
∈

 için 

( )n

t

n
tw

fT
f n=  olmak üzere ( )

Nnnf
∈

 dizisini tanımlayalım. Yine 4.2.1.3. Yardımcı 

Teoremden dolayı 
( )ω,,,, wrqpSx fTx →  fonksiyonu ( )xw  ağırlık fonksiyonuna denk 

olup, her d
Rx ∈  için 

( )
( )

( )xwMfTxwM
wrqpSx ≤≤

−

ω,,,,

1  

olacak şekilde bir ( ) 0>fM  sayısı vardır. Bu eşitsizlik kullanılırsa 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( ) MtwM

tw

fT
twtw

fT
f

n

n

wrqpS
t

nwrqpSn

t

wrqpSn n

n

=≤

==

1

1
,,,,

,,,,

,,,, ω

ω

ω

 

bulunur. Dolayısıyla ( )
Nnnf

∈
 dizisi ( )( )d

RwrqpS ω,,,,  uzayında sınırlıdır. 

 Şimdi ( )
Nnnf

∈
 dizisinin ( )dr

v RL  uzayında yakınsak bir alt dizisinin olmadığını 

gösterelim. Bir ( )d

C RCk ∈  verilsin. Eğer supp Kk =  ve supp nn Kf =  denirse en az bir 

INn ∈0  için K  ve 
0nK  ayrıktır. Yani Φ=∩

0nKK  olur. Böylece ∞→nt  olduğunda  

   ( ) ( )
( )

( )
( ) 0→= ∫∫

d

n

d R n

t

R

n dxxk
tw

xfT
dxxkxf                               (69) 
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bulunur. Böylece ( )nf  dizisi belirsiz (vague) topolojiye göre sıfıra yakınsar. Yine 

( ) ( )( )d

n RwrqpSf ω,,,,⊂  ise ( )( ) ( )dr

v

d
RLRwrqpS ⊂ω,,,,  kapsamasından 

( ) ( )dr

vn RLf ⊂  olur. Ayrıca ( ) ( )drdr

v RLRL ⊂  ve 1
11

=
′

+
rr

 olmak üzere 

( ) ( )drd

C RLRC
′

⊂  kapsamalarından da sırasıyla ( ) ( )dr

n RLf ⊂  ve ( )dr
RLk

′
∈  yazılır. 

O halde Hölder eşitsizliği kullanılırsa 

( ) ( )
rvrnrrn

R

n kfkfdxxkxf
d

′′
≤≤∫ ,

 

olup, (69) ifadesinden dolayı eşitsizliğin sol tarafı sıfır fonksiyonuna yakınsadığından, 

eğer ( )nf  dizisi ( )dr

v RL  uzayında yakınsaksa 0
,

→
vrnf  olmalıdır. Şimdi bu 

yakınsamanın olmadığını gösterelim. Her ( )dr
RLf ∈  için 

vrx fTx
,

→  fonksiyonunun 

( )xv  ağırlık fonksiyonuna denk olduğu (Feichtinger-Gürkanlı, 1990) çalışmasından 

bilinmektedir. Böylece her d
Rx ∈  için 

( ) ( )xvkfTxvk
vrx 2,1 ≤≤  

olacak şekilde 0, 21 >kk  sayıları vardır. Buradan 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )n

n

n

n
vr

t

nvrn

t

vrn
tw

tv
ktv

tw
kfT

twtw

fT
f

n

n

11,
,

,

11
=≥==  

bulunur. Her ( )nt  için 
( )

( )
δ≥

n

n

tw

tv
 olduğundan 

( )

( )
δ11,

k
tw

tv
kf

n

n

vrn ≥≥  

olup, ( )nf  dizisi ( )dr

v RL  uzayında sıfıra yakınsamaz. Dolayısıyla ( )
Nnnf

∈
 dizisinin 

( )dr

v RL  uzayında yakınsak bir alt dizisi yoktur. O halde ( )ω,,,, wrqpS  uzayının 

( )dr

v RL  uzayına gömülmesi kompakt değildir. 

 4.2.1.8. Teorem: ∞<≤≤ pq1 , 1ω  ve 2ω , dR 2  üzerinde tanımlı, polinom tipli 

Beurling ağırlık fonksiyonları, 1w  ve 2w  fonksiyonları da d
R  üzerinde ( ) ( )0,11 xxw ω=  

ve ( ) ( )0,22 xxw ω=  biçiminde tanımlı Beurling ağırlık fonksiyonları olsunlar. Yine 1ω  

ağırlık fonksiyonunun sabit bir 0>C  reel sayısı ve INN ∈  için ( ) ( )N
zCz +≤ 11ω  
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koşulunu sağladığını kabul edelim. Eğer 12 ωω p  ve ∞→x  için 
( )

( )xw

xw

1

2  fonksiyonu 

sıfıra yakınsamıyorsa, bu takdirde ( )( )d
RwrqpS 11 ,,,, ω  uzayının ( )( )d

RwrqpS 22 ,,,, ω  

uzayına gömülmesi kompakt değildir. 

 İspat: 12 ωω p  ise 12 ww p  olup, ( )( ) ( )( )dd
RwrqpSRwrqpS 2211 ,,,,,,,, ωω ⊂  

kapsaması 4.2.1.4. Önermenin (ii). özelliğinden biliniyor. Yine 4.2.1.1. Önermeden 

dolayı ( )( ) ( )( )dd
RwrqpSRwrqpSI 2211 ,,,,,,,,: ωω →  birim dönüşümü süreklidir. 

( )( )d
RwrqpS 11 ,,,, ω  uzayında sınırlı herhangi bir ( )

Nnnf
∈

 dizisi verilsin. Eğer 

( )( )d
RwrqpS 11 ,,,, ω  uzayının ( )( )d

RwrqpS 22 ,,,, ω  uzayına gömülmesi kompakt 

olsaydı, bu ( )
Nnnf

∈
 dizisinin ( )( )d

RwrqpS 22 ,,,, ω  uzayında yakınsak bir alt dizisi 

olurdu. Buradan bu alt dizi ( )dr

w RL
2

 uzayında da yakınsardı. Bu durumda ise 

( )( )d
RwrqpS 11 ,,,, ω  uzayının ( )dr

w RL
2

 uzayına gömülmesi kompakt olurdu. Ancak 

12 ww p  ise ve ∞→x  için 
( )

( )xw

xw

1

2  fonksiyonu sıfıra yakınsamıyorsa, 4.2.1.7. 

Önermeden dolayı ( )( )d
RwrqpS 11 ,,,, ω  uzayının ( )dr

w RL
2

 uzayına gömülmesi kompakt 

değildir. O halde ( )( )d
RwrqpS 11 ,,,, ω  uzayının ( )( )d

RwrqpS 22 ,,,, ω  uzayına 

gömülmesi kompakt değildir. 

 4.2.1.9. Önerme: ∞<≤≤ pq1 , 1ω  ve 2ω , d
R

2  üzerinde tanımlı, polinom tipli 

Beurling ağırlık fonksiyonları, 1u  ve 2u  fonksiyonları da dR  üzerinde tanımlı, her 

d
Ry ∈  için ( ) ( )yyu ,011 ω=  ve ( ) ( )yyu ,022 ω=  koşullarını sağlayan Beurling ağırlık 

fonksiyonları olsunlar. Yine 1ω  ağırlık fonksiyonunun her ( ) d
Ryxz

2, ∈= , sabit bir 

0>C  reel sayısı ve INN ∈  için ( ) ( )N
zCz +≤ 11ω  koşulunu sağladığını kabul 

edelim. Eğer 12 ωω p  ve ∞→y  için 
( )

( )yu

yu

1

2  fonksiyonu sıfıra yakınsamıyorsa, bu 

takdirde ( )( )d
RurqpS 11 ,,,, ω  uzayının ( )( )d

RurqpS 22 ,,,, ω  uzayına gömülmesi 

kompakt değildir. 
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 İspat: 12 ωω p  ise 12 uu p  olup, ( )( ) ( )( )dd
RurqpSRurqpS 2211 ,,,,,,,, ωω ⊂  

kapsaması 4.2.1.4. Önermenin (ii). özelliğinden biliniyor. Ayrıca ∞→y  için 
( )

( )yu

yu

1

2  

fonksiyonu da sıfıra yakınsamadığından 

     
( )

( )
δ≥

yu

yu

1

2                                                            (70) 

olacak şekilde bir 0>δ  sayısı vardır. Öte yandan 4.2.1.1. Önermeden dolayı 

( )( ) ( )( )dd
RurqpSRurqpSI 2211 ,,,,,,,,: ωω →  birim dönüşümü süreklidir. Herhangi 

bir ( ) ( )dd

C RSRCf ⊂∈
∞  fonksiyonunu alalım. 1ω , polinom tipli bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu olduğundan 1u  fonksiyonu da polinom tipli olup, buradan ( ) ( )dr

u

d
RLRS

1
⊂  

kapsaması yazılır. Yine ( ) ( )N
zCz +≤ 11ω  ise ( ) ( )( )dd

RqpMRS 1,, ω⊂  kapsaması 

da 4.1.4. Önermeden biliniyor. Böylece ( ) ( )( )dd
RurqpSRS 11 ,,,, ω⊂  bulunur. Bunun 

sonucu ( )( )d
RurqpSf 11 ,,,, ω∈  olur. Ayrıca ∞→ky  olacak şekilde bir d

k Ry ∈  için 

( )

fM

yu

f
ky

k

p

k 1

1

1
=  olmak üzere ( )

Nkkf
∈

 dizisini tanımlayalım. Yine 4.2.1.6. 

Önermeden dolayı 
( )

( )k

p

urqpS
y yufM

k

1

1,,,, 11

≈
ω

 olduğundan 

( )
( )k

p

urqpS
y yuCfM

k

1

1,,,, 11

≤
ω

 

olacak şekilde bir 0>C  sayısı vardır. Buradan  

( )

( )
( )

( )
( )11

11

11 ,,,,1

1,,,,

1

1

,,,,

11
ω

ω

ω urqpS
y

k

p

urqpS

y

k

p

urqpSk fM

yu

fM

yu

f
kk

==  

               

( )

( ) CyuC

yu

k

p

k

p

=≤

1

11

1

1
 

olup, ( )
Nkkf

∈
 dizisi ( )( )d

RurqpS 11 ,,,, ω  uzayında sınırlıdır. 

 Şimdi ( )
Nkkf

∈
 dizisinin ( )( )d

RurqpS 22 ,,,, ω  uzayında yakınsak bir alt diziye 

sahip olmadığını gösterelim. Herhangi bir ( )d

C RCh ∈  verilsin. Eğer supp Mh =  ve 
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supp
kk Mf =  denirse en az bir INk ∈0  için Φ=∩

0kMM  olur. Böylece ∞→ky  

olduğunda  

   ( ) ( )
( )

( )

( ) 0
1

1

→= ∫∫
d

k

d
R

k

p

y

R

k dxxh

yu

xfM
dxxhxf                            (71) 

bulunur. Böylece ( )kf  dizisi belirsiz topolojiye göre sıfıra yakınsar. Yine 

( )( ) ( )( )dd
RurqpSRurqpS 2211 ,,,,,,,, ωω ⊂  kapsamasından dolayı 

( ) ( )( )d

k RurqpSf 22 ,,,, ω⊂  olur. Buradan ( ) ( )dr

uk RLf
2

⊂  olup, ( ) ( )drdr

u RLRL ⊂
2

 

kapsamasından da ( ) ( )dr

k RLf ⊂  olur. Yine herhangi bir ( )d

C RCh ∈  verilsin. 

1
11

=
′

+
rr

 olmak üzere ( ) ( )drd

C RLRC
′

⊂  kapsamasından da ( )dr
RLh

′
∈  yazılır. O 

halde Hölder eşitsizliği kullanılırsa 

( ) ( )
( ) rurqpSkrurkrrk

R

k hfhfhfdxxhxf
d

′′′
≤≤≤∫ 222 ,,,,, ω

 

olup, (71) ifadesinden dolayı eşitsizliğin sol tarafı sıfır fonksiyonuna yakınsadığından, 

eğer ( )kf  dizisi ( )( )d
RurqpS 22 ,,,, ω  uzayında yakınsaksa 

( )
0

22 ,,,,
→

ωurqpSkf  

olmalıdır. Şimdi de bu yakınsamanın olmadığını gösterelim. Yine 4.2.1.6. Önermeden 

dolayı 
( )

( )yufM p

urqpSy

1

2,,,, 22

≈
ω

 olduğundan 

( )
( )

( )yuMfMyuM p

urqpSy

p

1

22,,,,

1

21
22

≤≤
ω

 

olacak şekilde 0, 21 >MM  sayıları vardır. Böylece 

( )

( )
( )

( )
( )22

22

22 ,,,,1

1,,,,

1

1

,,,,

11
ω

ω

ω urqpS
y

k

p

urqpS

y

k

p

urqpSk fM

yu

fM

yu

f
kk

==  

    

( )

( )
( )

( )

p

k

k

k

p

k

p
yu

yu
MyuM

yu

1

1

2
1

1

211

1

1








=≥                                      (72) 
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olur. Ayrıca ∞→ky  için 
( )

( )k

k

yu

yu

1

2  fonksiyonu sıfıra yakınsamadığından (70) 

ifadesinden dolayı 

     
( )

( )
p

p

k

k

yu

yu
1

1

1

2 δ≥







                                               (73) 

olur. O halde (72) ve (73) ifadelerinden 

( )

( )
( )

( )

( )
p

p

k

k

urqpS
y

k

p

urqpSk M
yu

yu
MfM

yu

f
k

1

1

1

1

2
1,,,,1

1

,,,,
2222

1
δ

ωω
≥








≥=  

olup, ( )kf  dizisi ( )( )d
RurqpS 22 ,,,, ω  uzayında sıfıra yakınsamaz. Dolayısıyla ( )

Nkkf
∈

 

dizisinin ( )( )d
RurqpS 22 ,,,, ω  uzayında yakınsak bir alt dizisi yoktur. O halde 

( )( )d
RurqpS 11 ,,,, ω  uzayının ( )( )d

RurqpS 22 ,,,, ω  uzayına gömülmesi kompakt 

değildir. 
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 4.3. M(p,q,w)(R
d
) ve S(p,q,r,w,ω )(R

d
) Uzaylarının Çarpanlar Uzayı 

 4.3.1. Önerme: ∞<< p1 , ∞<≤ q1 , 1
11

=
′

+
pp

, 1
11

=
′

+
qq

 ve w , polinom 

tipli bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Yine v  fonksiyonun da 4.1.11. yardımcı 

teoremdeki gibi tanımlı olduğunu kabul edelim. Bu takdirde 

( ) ( )( )( )dd

vL
RwqpMRLHom

v

,,,1
1 ′′  çarpanlar uzayı ( )( )d

RwqpM ,, ′′  dual uzayına 

izometrik izomorftur. 

 İspat: ( )( )d
RwqpM ,,  uzayının ( )d

v RL
1  uzayı üzerinde girişim işlemine göre 

esas Banach modülü olduğu 4.1.13. Teoremde gösterildi. Yine ( )( )d
RwqpM ,,  uzayının 

dualinin ( )( )d
RwqpM ,, ′′  olduğu da 4.1.16. Teoremden bilinmektedir. O halde (Rieffel, 

1967) çalışmasındaki 2.13. Sonuç kullanılırsa 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )( )∗

=′′ dd

vRL

dd

vL
RwqpMRLHomRwqpMRLHom d

vv

,,,,,, 11
11  

           ( ) ( )( )( )∗

∗≅
dd

v RwqpMRL ,,1  

           ( )( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM ,,,, ′′==

∗

 

bulunur. 

 4.3.2. Önerme: ∞<< p1 , ∞<≤ q1 , 1
11

=
′

+
pp

, 1
11

=
′

+
qq

 w , polinom tipli 

bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Yine v  fonksiyonun da 4.1.11. yardımcı 

teoremdeki gibi tanımlı olduğunu kabul edelim. Bu takdirde 

( )( ) ( )( )d

v

d

L
RLRwqpMHom

v

∞
−11 ,,,  çarpanlar uzayı ( )( )d

RwqpM ,, ′′  dual uzayına 

izometrik izomorftur. 

 İspat: 4.3.1. Önermedeki ispat tekniği ve (Rieffel, 1967) çalışmasındaki 2.13. 

Sonuç kullanılırsa 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )∗∞
=−

d

v

d

RL

d

v

d

L
RLRwqpMHomRLRwqpMHom d

vv

1,,,,,, 111  

            ( )( ) ( )( )∗

∗≅
d

v

d
RLRwqpM

1,,  

            ( )( )( ) ( )( )dd
RwqpMRwqpM ,,,, ′′==

∗

 

bulunur.  
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 4.3.3. Önerme: ∞<< p1 , ∞<≤ q1  ve ω , dR 2  üzerinde tanımlı polinom tipli 

bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Yine d
R  üzerinde tanımlı w  Beurling ağırlık 

fonksiyonunun da her dRz ∈  için ( ) ( )0,zzw ω=  biçiminde tanımlı olduğunu kabul 

edelim. Bu takdirde 1
11

=
′

+
rr

, 1
11

=
′

+
pp

 ve 1
11

=
′

+
qq

 olmak üzere 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
K

IRdqpLIRL
RLRwrqpSHom

ddr

wd

w

d

Lw

2,,
,,,,, 1

11

µω
ω

′′×
≅

′

∞ −

−  

olur. 

 İspat: ( )( )d
IRwrqpS ω,,,,  uzayının ( )d

w RL
1  uzayı üzerinde esas Banach modül 

olduğu 4.2.5. Önermeden bilinmektedir. Yine ( )( )d
IRwrqpS ω,,,,  uzayının dualinin 

( ) ( )( )
K

IRdqpLIRL
ddr

w

2,,1 µω′′×
′
−  olduğu da 4.2.14. Teoremde gösterildi. O halde 

(Rieffel, 1967) çalışmasındaki 2.13. Sonuç kullanılırsa 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )∗∞
=−

d

w

d

L

d

w

d

L
RLRwrqpSHomRLRwrqpSHom

ww

1,,,,,,,,,, 111 ωω  

      ( )( ) ( )( )∗

∗≅
d

w

d
RLRwrqpS

1,,,, ω  

      ( )( )( )∗

=
d

RwrqpS ω,,,,  

      
( ) ( )( )

K

IRdqpLIRL
ddr

w

2,,1 µω′′×
=

′
−  

bulunur. 

 

Çalışmamızın 4.2. Bölümünde ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayının bir ( )GSw  uzayı 

olduğunu göstermiştik. Şimdi (Doğan-Gürkanlı, 2001; Gürkanlı, 2005) çalışmalarını 

kullanarak bu uzayın çarpanlar uzayını inceleyeceğiz. Bunu için de aşağıdaki tanımları 

verelim: 

∞<< p1 , ∞<≤ q1 , 1=r  ve w , dR  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu olmak üzere bir ( )ω,,1,, wqpSM  kümesini ( ) µµ ,0>C  ölçümüne bağlı bir sabit 

ve  

( ) ( ) ( )












∈≠∈
∗

=
∧

d

Cw

w

wqpS

M
RCffGLf

f

f
,0,sup 1

,1

,,1,, ω
µ

µ  

olmak üzere 
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( ) ( ) ( ){ }µµµω CwMM
MwqpS ≤∈=,,1,,  

biçiminde tanımlayalım. ( ) { }0,,1,, ≠ωwqpSM  olduğu (Gürkanlı, 2005) çalışmasındaki 2.1. 

Önermede olduğu gibi gösterilir. 

 4.3.4. Önerme: ∞<< p1 , ∞<≤ q1 , 1=r  ve ω , d
R

2  üzerinde tanımlı, sabit 

bir 0>C  reel sayısı ve INN ∈  için ( ) ( )N
zCz +≤ 1ω  koşulunu sağlayan polinom 

tipli bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Yine w  fonksiyonunu da d
R  üzerinde 

( ) ( )0,zzw ω=  biçiminde tanımlayalım. Eğer w  BD koşulunu sağlıyorsa bu takdirde 

( ) ( )( )d

w RwqpSGLT ω,,1,,: 1
→  doğrusal fonksiyonu için aşağıdaki ifadeler denktir: 

 1) ( ) ( )( )( )dd

w RwqpSRLMT ω,,1,,,1
∈  

 2) Her ( )d

w RLf
1

∈  için fTf ∗= µ  olacak şekilde bir tek ( )ωµ ,,1,, wqpSM∈  

vardır. 

 Fazladan olarak, T  ve µ  arasındaki eşleme, ( ) ( )( )( )dd

w RwqpSRLM ω,,1,,,1  ve 

( )ω,,1,, wqpSM  uzayları arasında bir izometridir. 

 İspat: ( )( )d
RwqpS ω,,1,,  uzayının bir ( )GSw

 uzayı olduğu 4.2.13. Önermeden 

bilinmektedir. O halde (Gürkanlı,2005) çalışmasındaki 2.4. Önermeden dolayı ispat 

tamamlanır. 
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4.4. Sobolev-Shubin Uzayının Bir Genelleştirilmesi ve Özelliklerinin İncelenmesi 

 Bu bölümde (Gürkanlı, 2006) çalışmasında tanımlanan ( )( )d
RqpM ,  uzayı ve 

Toeplitz operatörü kullanılarak bir ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayı tanımlanıp, özellikleri 

incelenecektir. 

 4.4.1. Tanım: ( ) { }0/d
RSg ∈  sabitlenmiş bir pencere fonksiyonu, w , dR 2  

üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık fonksiyonu ve ∞≤≤ qp,1  olsun. Bir 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }d

g

ddqpM

wg RqpMfwTpRSfRQ ,,
, ∈′∈=  

kümesini tanımlayalım. Herhangi iki ( ) ( )dqpM

wg RQhf
,

,, ∈  alalım. Buradan ( )d
RShf ′∈,  

ve ( ) ( )( )d

g RqpMfwTp ,∈ , ( ) ( )( )d

g RqpMhwTp ,∈  olup ( )d
RS ′  ve ( )( )d

RqpM ,  birer 

vektör uzayı olduğundan ( )d
RShf ′∈+  ve 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )d

gg

ggggggg

RqpMhwTpfwTp

hVwVfVwVhfVwVhfwTp

,∈+=

+=+=+
∗∗∗

 

 yazılarak ( ) ( )dqpM

wg RQhf
,

,∈+  bulunur. Yine herhangi bir ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈  ve C∈α  

verildiğinde ( )d
RSf ′∈α  ve 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )d

gggggg RqpMfwTpfVwVfVwVfwTp ,∈===
∗∗ αααα  

olup ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈α  elde edilir. ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayının vektör uzayı olmanın diğer 

koşullarını sağladığını göstermek kolaydır. O halde ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayı C  üzerinde bir 

vektör uzayıdır. 

 ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  vektör uzayı üzerinde 

( )
( )qpMgQ

fwTpf
,

=  

fonksiyonunu tanımlayalım. 

 4.4.2. Önerme: ( ) ( )( )
Q

dqpM

wg RQ .,,
,  Bir normlu uzaydır. 

 İspat: 1) 
( )qpM ,

.  fonksiyonunun ( )( )d
RqpM ,  vektör uzayı üzerinde bir norm 

olduğu (Gürkanlı, 2006) çalışmasından bilinmektedir. Buradan her ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈  için 

( )
( )

0
,

>=
qpMgQ

fwTpf  elde edilir. 
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 2) Herhangi iki ( ) ( )dqpM

wg RQhf
,

,, ∈  verilsin. 
( )qpM ,

.  fonksiyonunun norm olması 

kullanılarak 

( )( )
( )

( )
( )qpM

ggg
qpM

ggQ
hVwfVwVhfVwVhf

,,
+=+=+

∗∗  

   ( ) ( )
( )qpM

gggg hVwVfVwV
,

∗∗
+=  

   ( )
( )

( )
( )qpM

gg
qpM

gg hVwVfVwV
,,

∗∗
+≤  

   
QQ

hf +=  

elde edilir. 

 3) Her ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈  ve C∈α  için 

( )( )
( )

( )
( )qpM

gg
qpM

ggQ
fVwVfVwVf

,,
λλλ ∗∗

==  

       ( )( )
( )qpMR

xyg
d

dxdygTMyxfVw

,
2

,∫∫= λ  

       ( )( )
( )qpMR

xyg
d

dxdygTMyxfVw

,
2

,∫∫= λ  

       ( )
( ) QqpM

gg ffVwV λλλ ==
∗

,
 

bulunur. 

 4) Her ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈  için ( )
( )

0
,

==
∗

qpM
ggQ

fVwVf  olsun. 
( )qpM ,

.  

fonksiyonu ( )( )d
RqpM ,  üzerinde bir norm olduğundan 

( ) ( )( ) ( )∫∫ ==
∗

d
R

xyggg dxdytgTMyxfVwfVwV
2

0,  

yazılır. 1≥w  ve 0≠g  olduğundan ( ) 0, =yxfVg  olup buradan 0=f  bulunur. 

Tersine, eğer 0=f  ise ( ) 0, =yxfVg  olup 

( )
( )

0
,

==
∗

qpM
ggQ

fVwVf  

bulunur. 

 O halde ( ) ( )( )
Q

dqpM

wg RQ .,,
,  bir normlu uzaydır. 

 4.4.3. Teorem: ∞≤≤ q1  ise ( ) ( )( )
Q

dqpM

wg RQ .,,
, , bir Banach uzayıdır. 
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 İspat: ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayında bir ( )
Nnnf

∈
 Cauchy dizisi verilsin. Bu takdirde 

herhangi bir 0>ε  sayısı verildiğinde, her 0, nnm ≥  olduğunda 

( )( )
( )

( )( )
( )qpM

mnggqpMmngQmn ffVwVffwTpff
,,

−=−=−
∗  

     ( )
( )

( )
pq

mgnggg
qpM

mgngg fVwfVwVVfVwfVwV −=−=
∗∗

o
,

 

     ( ) ( ) εππ <−=
pqmggngg fVwfVw  

olacak şekilde bir Nn ∈0  sayısı vardır. Böylece ( )
ngg fVwπ  dizisi ( )( )d

RqpL
2,  

uzayında bir Cauchy dizisi olur. Yine ( )( )d
RqpL

2,  bir Banach uzayı olduğundan aynı 

0>ε  sayısı ve her 0nn ≥  için 

( )
1

gV
FfVw

g
pqngg

ε
π <−  

olacak şekilde bir ( )( )d
RqpLF

2,∈  vardır. Buradan her dRz 2
∈  için ( ) 1≥zw  olması da 

kullanılırsa 

∞<≤
pq

pq

F
w

F
 

olup ( )( )d
RqpL

w

F 2,∈  olur. Yine 1
2

=g  olsun. O halde fV
w

F
g=  olarak 

tanımlanırsa 
w

F
Vf g

∗
=  yazılır. Buradan ( )( )d

g RqpLfVwF
2,∈=  olup (Gürkanlı, 

2006) çalışmasındaki 2.1. Teoremden dolayı ( ) ( )( )d

ggg RqpMfVwVFV ,∈=
∗∗  yazılır. 

Buradan da ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈  bulunur. O halde aynı 0>ε  sayısı ve 0nn ≥  için 

( )( )
( )

( )( )
( )qpM

nggqpMngQn ffVwVffwTpff
,,

−=−=−
∗  

     ( ) ( )
( )qpM

ggngg fVwVfVwV
,

∗∗
−=  

     ( ) ( )
( )qpM

ggngggg fVwVfVwVVV
,

∗∗∗
−=  

     ( )
( )qpM

gnggg fVwfVwV
,

−=
∗ π  

     ( )
pqnggg FfVwgV −≤ π

1
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     ε
ε

=<

1

1 gV
gV

g

g  

olup,  ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  bir Banach uzayıdır. 

 4.4.4. Teorem: w , dR 2  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. 

Bu takdirde 

 1) ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayı ötelemeler altında değişmez kalır. 

 2) ∞<< p1 , ∞<≤ q1  ve w , dR 2  üzerinde tanımlı, sınırlı bir Beurling ağırlık 

fonksiyonu ise d
R  kümesinden ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayına giden fTz z→  dönüşümü 

süreklidir. 

 İspat: 1) Herhangi bir ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈  ve d
Rz ∈  verilsin. Buradan 

( ) ( ) ( )( )d

ggg RqpMfVwVfwTp ,∈=
∗  ve bunun sonucu ( ) ( )( )d

ggg RqpLfVwVV
2,∈

∗  

yazılır. Yine ( )( ) ( ) ( )ytxuVeyxgTMV g

ytix

ut −−=
−− ,, 2 γπ

γ  ve 

( )( ) ( ) ( )yxfVTeyxfTV gz

iyz

zg ,, 0,
2π−

=  eşitlikleri kullanılırsa 

 ( )( ) ( ) ( )gTMVfTVwgTMfTVwVtufTVwVV utgzgutzggzggg ,,, ==
∗∗  

           ( )( ) ( )( )∫∫=
d

R

utgzg dxdyyxgTMVyxfTVw
2

,,  

          ( ) ( ) ( ) ( )
dxdyeytxugVyxfTVyxw

ytix

R

gzg
d

−−

∫∫ −−=
π2

2

,,,  

         ( ) ( ) ( ) ( )
dxdyeytxugVyzxfVeyxw

ytix

R

gg

iyz

d

−−−

∫∫ −−−=
ππ 22

2

,,,  

olup, vzx =−  değişken değiştirmesi yapılır ve her iki tarafın mutlak değeri alınırsa 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) dvdyytzvugVyvfVyvzwtufTVwVV
d

R

ggzggg ∫∫ −−−+≤
∗

2

,,,,  

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dvdyytvugVTyvfVyvwzw
d

R

gzg∫∫ −−≤
2

,,,0, 0,  

            ( ) ( )( )( )tugVTfVwzw gzg ,0, 0,∗=  

bulunur. Ayrıca ( )( )d

g RqpLfVw
2,∈ , ( ) ( )dd

g RLRSgV
212

⊂∈ , ve ( )( )d
RqpL

2,  

uzayının ( )d
RL

21 -modül olması kullanılırsa 

( ) ( ) ( )
pq

gzg
pq

zggg gVTfVwzwfTVwVV 0,0, ∗≤
∗  



 92 

       ( ) ( ) 10,0, gVTfVwzw gzpqg≤  

       ( )
1

0, gVfVwzw gpqg≤                                  (74) 

bulunur. Eğer 
1

gVK g=  denir ve (74) ifadesi kullanılırsa 

( )
( )

( )
pq

zggg
qpM

zggQz fTVwVVfTVwVfT
∗∗

==
,

 

          ( ) ∞<≤
pqg fVwzwK 0,  

elde edilir. Dolayısıyla ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayı ötelemeler altında değişmez kalır. 

 2) Herhangi bir ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈  ve dRz ∈  verilsin. Buradan 

( ) ( ) ( )( )d

ggg RqpMfVwVfwTp ,∈=
∗  ve ( )( )d

RqpM ,  uzayının tanımından 

( )( )d

g RqpLfVw
2,∈  yazılır. Yine w  Beurling ağırlık fonksiyonu olduğundan 

( ) ( ) ( )yxfVyxwyxfV gg ,,, ≤  

olup, ( )( )d
RqpL

2,  uzayının katı uzay olması kullanılırsa 

∞<≤
pqgpqg fVwfV  

ve buradan da ( )( )d

g RqpLfV
2,∈  bulunur. Ayrıca w  sınırlı olduğundan 

( )

( ) Myxw
dRyx

=
∈

,sup
2,

 denir ve (Gürkanlı, 2006) çalışmasındaki 2.1. Teorem kullanılırsa 

( )( )
( )qpM

zggQz ffTVwVffT
,

−=−
∗  

       ( )
pqzgg ffTVwgV −≤

1
 

       ( )
pqgzgg fVfTVMgV −≤

1
                              (75) 

eşitsizliği elde edilir. Yine dR  kümesinden ( )( )d
RqpM ,  uzayına giden öteleme 

dönüşümünün sürekli olduğu (Gürkanlı, 2006) çalışmasındaki 2.2. Önermeden 

biliniyor. O halde herhangi bir 0>ε  sayısı verildiğinde her Uz ∈  için 

   
( )

( )
1

,
gVM

fVfTVffT

g
pqgzgqpMz

ε
<−=−                    (76) 

olacak şekilde dR  kümesinin biriminin bir U  komşuluğu vardır. Böylece (75) ve (76) 

ifadelerinden aynı 0>ε  sayısı ve her Uz ∈  için 
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( )
pqgzggQz fVfTVgVMffT −≤−

1
 

        ε
ε

=<

1

1 gVM
gVM

g

g  

bulunur. O halde dR  kümesinden ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayına giden fTz z→  dönüşümü 

süreklidir. 

4.4.5. Önerme: ∞<≤ qp,1  ve w , d
R

2  üzerinde tanımlı, sınırlı bir Beurling 

ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde 

( ) ( )( ) ( ) ( )dqpM

wg

dd
RQRqpMRS

,
,, ⊂⊂  

kapsaması vardır. 

 İspat: ( ) ( )( )dd
RqpMRS ,⊂  kapsaması (Gürkanlı, 2006) çalışmasındaki 2.1. 

Önermeden biliniyor. Herhangi bir ( )( )d
RqpMf ,∈  verilsin. Buradan 

( )( )d

g RqpLfV
2,∈  yazılır. Yine w  sınırlı olduğundan 

( )

( )yxwC
dRyx

,sup
2, ∈

=  denirse 

( ) ( ) ( )yxfVCyxfVyxw gg ,,, ≤  olup bunun sonucu 

( )
∞<≤≤=

∗

pqgpqgg
qpM

ggQ
fVKfVwgVfVwVf

1,
 

ve ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈  bulunur. Dolayısıyla ( )( ) ( ) ( )dqpM

wg

d
RQRqpM

,
,, ⊂  kapsaması vardır. 

 4.4.6. Önerme: ∞≤≤≤ 211 qq  ise ( ) ( ) ( ) ( )dqpM

wg

dqpM

wg RQRQ 21 ,
,

,
, ⊂  kapsaması 

vardır. 

 İspat: Herhangi bir ( ) ( )dqpM

wg RQf 1,
,∈  verilsin. Bu takdirde ( )d

RSf ′∈  ve 

( ) ( ) ( )( )d

ggg RqpMfVwVfwTp 1,∈=
∗  olur. ∞≤≤≤ 211 qq  ise 

( )( ) ( )( )dd
RqpMRqpM 21 ,, ⊂  olduğundan ( ) ( ) ( )( )d

ggg RqpMfVwVfwTp 2,∈=
∗  olup 

( ) ( )dqpM

wg RQf 2,
,∈  bulunur. O halde ( ) ( ) ( ) ( )dqpM

wg

dqpM

wg RQRQ 21 ,
,

,
, ⊂  bulunur. 

 4.4.7. Önerme: 12 ww p  ise ( ) ( ) ( ) ( )dqpM

wg

dqpM

wg RQRQ
,

,
,

, 21
⊂  kapsaması vardır.  

 İspat: 12 ww p  olsun. Herhangi bir ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

, 1
∈  alalım. Buradan 

( ) ( ) ( )( )d

ggg RqpMfVwVfwTp ,11 ∈=
∗  ve buradan da ( )( )d

g RqpLfVw
2

1 ,∈  olur. 

12 ww p  olduğundan ( ) ( )yxwCyxw ,, 12 ≤  olacak şekilde bir 0>C  sayısı vardır. 

Buradan  
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( ) ( ) ( ) ( )yxfVyxwCyxfVyxw gg ,,,, 12 ≤  

yazılır. ( )( )d
RqpL

2,  uzayı katı uzay olduğundan 

∞<≤
pqgpqg fVwCfVw 12  

olup, buradan ( )( )d

g RqpLfVw
2

2 ,∈  bulunur. Bunun sonucu olarak da 

( ) ( ) ( )( )d

ggg RqpMfVwVfwTp ,22 ∈=
∗  olup ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

, 2
∈  elde edilir. O halde 

( ) ( ) ( ) ( )dqpM

wg

dqpM

wg RQRQ
,

,
,

, 21
⊂  

kapsaması vardır. 

4.4.8. Önerme: [ ]∞∈ ,1,qp  ve w , dR 2  üzerinde tanımlı, sınırlı bir Beurling 

ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayına sürekli 

olarak gömülür. 

 İspat: Herhangi bir ( )( )d
RwqpMf ,,∈  verilsin. Buradan 

( )( )d

g RdwqpLfV
2,, µ∈  yazılır. Yine ( )( ) ( )( )dd

RqpLRdwqpL
22 ,,, ⊂µ  kapsamasından 

( )( )d

g RqpLfV
2,∈  olur. Ayrıca w  sınırlı ise ( )( )d

g RqpLfVw
2,∈  olup 

( ) ( )( )d

gg RqpMfVwV ,∈
∗  ve buradan da ( ) ( )dqpM

wg RQf
,

,∈  bulunur. Dolayısıyla 

( )( ) ( ) ( )dqpM

wg

d
RQRwqpM

,
,,, ⊂  kapsaması vardır. 

 Şimdi ( )( ) ( ) ( )dqpM

wg

d
RQRwqpMI

,
,,,: →  dönüşümünü tanımlayalım. Yine 

11
CgVg =  ve 

( )

( ) 2
,

,sup
2

Cyxw
dRyx

=
∈

 denirse, herhangi bir ( )( )d
RwqpMf ,,∈  için 

wpqpq ,
.. ≤  eşitsizliği kullanılarak 

( ) ( )
( ) pqgg

qpM
ggQQ

fVwgVfVwVffI
1,

≤==
∗  

         
wpqgpqg fVCfVCC

,21 ≤≤  

         
( )wqpM

fCC
,,21=  

yazılır. Yani ( )( ) ( ) ( )dqpM

wg

d
RQRwqpMI

,
,,,: →  dönüşümü süreklidir. O halde 

( )( )d
RwqpM ,,  uzayı ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayına sürekli olarak gömülür. 

 Şimdi tanımlamış olduğumuz  ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayının neden Sobolev-Shubin 

uzayının bir genelleştirmesi olduğunu gösterelim. 
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 4.4.9. Teorem: 2== qp  ve sv , dR 2  üzerinde tanımlı polinom tipli bir 

Beurling ağırlık fonksiyonu olsun. Bu takdirde ( ) ( )dM

sg RQ
2,2

,  uzayı bir Sobolev-Shubin 

uzayıdır. 

 İspat: ( )d

s RM
2 , 2== qp  ve d

R
2  üzerinde tanımlı polinom tipli bir 

sv  ağırlık 

fonksiyonu için modülasyon uzayını, ( )d

s RQ  uzayı da tanımı 2.42. Tanımda verilen 

Sobolev-Shubin uzayını göstermek üzere, ( ) ( )d

s

d

s RQRM =
2  eşitliği (Boggiatto-

Cordero-Gröchenig, 2004) ve (Boggiatto-Toft, 2005) çalışmalarından biliniyor. O halde 

ispat için ( ) ( ) ( )dM

sg

d

s RQRM
2,2

,
2

=  olduğunu göstermek yeterlidir. 

 Şimdi herhangi bir ( )d

s RMf
2

∈  alalım. Buradan ( )d

gs RLfVv
22

∈  olur. Yine 

AgVg =
1

 denir ve (Gürkanlı, 2006) çalışmasındaki 2.1. Teorem kullanılırsa 

( )
( )

( )
( )2,22,2 M

gsgMsgQ
fVvVfvTpf

∗
==  

         
212,21

fVvgVfVvgV gsggsg =≤                            (77) 

          ∞<== 2
,2 sMsg fAfVA  

olup, ( ) ( )dM

sg RQf
2,2

,∈  bulunur. Böylece 

( ) ( ) ( )dM

sg

d

s RQRM
2,2

,
2

⊂                                                   (78) 

kapsaması elde edilir. 

Ters kapsama için önce ( ) ( ) ( )( )dd

ssg RMRMvTp 2,2: 2
→  fonksiyonunu alalım. 

( )d

s RMf
2

∈  için ( ) ( )( )dd

gs RLRLfVv
222 2,2=∈  olduğundan (Gürkanlı, 2006) 

çalışmasındaki 2.1. Teoremden dolayı ( ) ( ) ( )( )d

gsgsg RMfVvVfvTp 2,2∈=
∗  olur. Yani 

bu fonksiyon iyi tanımlıdır. Şimdi de bu fonksiyonun doğrusal, sınırlı, birebir ve örten 

olduğunu gösterelim. Herhangi iki ( )d

s RMhf
2, ∈  ve K∈βα ,  verilsin. Buradan 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )hvTpfvTp

hVvVfVvVhfVvVhfvTp

sgsg

gsggsggsgsg

βα

βαβαβα

+=

+=+=+
∗∗∗

 

olup, ( )sg vTp  fonksiyonu doğrusaldır. Ayrıca ( )d

s RMf
2

∈  için ( )d

gs RLfVv
22

∈  ve  

( )
( )

( )
( )2,22,2 M

gsgMsg fVvVfvTp
∗

=  
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212,21

fVvgVfVvgV gsggsg =≤  

    2
,2 sMsg fAfVA ==  

olduğundan ( ) ( ) ( )( )dd

ssg RMRMvTp 2,2: 2
→  sınırlıdır. Yine ( ) 0=fvTp sg  olsun. 

Buradan ( ) 0=
∗ fVvV gsg  olup 0≠g  olduğundan 0=fVv gs  yazılır. Yine 1≥sv  ve 

0≠g  olması kullanılarak 0=f  bulunur. Böylece ( )sg vTp  fonksiyonu birebirdir. 

Örtenliğini göstermek için herhangi bir ( )( )d
RMh 2,2∈  alalım. Buradan 

( )( ) ( )dd

g RLRLhV
2222,2 =∈  ve ( )d

s

g
RL

v

hV
22

∈  olur. ( ) ( ) hfVvVfvTp gsgsg ==
∗  olacak 

şekilde bir ( )d

s RMf
2

∈  fonksiyonunun varlığını göstereceğiz. Eğer 







=

∗

s

g

g
v

hV
Vf  

alınırsa ( )d

s

g
RL

v

hV
22

∈  olduğundan (Gröchenig, 2001) çalışmasındaki 11.3.2. 

Önermeden dolayı ( )d

s

s

g

g RM
v

hV
Vf

2
∈







=

∗  olur. Yine 







==

∗∗

s

g

ggg
v

hV
VfVVf  

ifadesinden 
s

g

g
v

hV
fV =  yazılır. Bu eşitlik kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) hhVVfVvVfvTp gggsgsg ===
∗∗  

bulunur. Dolayısıyla ( )sg vTp  örtendir. O halde ters dönüşüm teoreminden dolayı 

( )( ) ( )( ) ( )d

s

d

sg RMRMvTp
21 2,2: →

−  

sınırlıdır. 

 Şimdi herhangi bir ( ) ( )dM

sg RQf 2,2
,∈  alalım. Buradan 

( ) ( ) ( )( )d

gsgsg RMfVvVfvTp 2,2∈=
∗  yazılır. Buradan da 

( )( ) ( )( ) ( )d

ssgsg RMffvTpvTp
21

∈=
−  olur. O halde 

( ) ( ) ( )d

s

dM

sg RMRQ
22,2

, ⊂                                                   (79) 

kapsaması elde edilir. Böylece (78), (79) ifadeleri ve ( ) ( )d

s

d

s RQRM =
2  eşitliği 

kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )d

s

d

s

dM

sg RQRMRQ ==
22,2

,  
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yazılır. Dolayısıyla ( ) ( )dM

sg RQ
2,2

,  uzayı bir Sobolev-Shubin uzayıdır. 

Yine ( )( ) 1−

sg vTp  sınırlı olduğundan 

( )( ) ( )( )
22

1

s
s M

sgsgM
fvTpvTpf

−
=  

( )
( ) QMsg fCfvTpC =≤

2,2
                                       (80) 

olacak şekilde bir 0>C  sayısı bulunur. Ayrıca (77) ve (80) eşitsizliklerinden 

22

1
ss MQM

fAff
C

≤≤  

yazılır. Böylece 2.
sM

 ve 
Q

.  normları denktir. Yine (Boggiatto-Cordero-Gröchenig, 

2004) çalışmasından 
ss QM

.. 2 ≈  olduğu biliniyor. Buradan 
sQQ

.. ≈  elde edilir. 
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5. TARTIŞMA 

Bu çalışmada 0≠g , ( )d
RSg ∈  sabit bir pencere fonksiyonu, ∞≤≤ qp,1  ve 

w , dR 2  üzerinde tanımlı bir Beurling ağırlık foksiyonu olmak üzere bir ( )( )d
RwqpM ,,  

uzayı tanımlandı. Bu uzayın bazı temel özellikleri incelendi. Ayrıca çarpanlar uzayı 

bulundu. Bu ( )( )d
RwqpM ,,  uzayı, (Gürkanlı, 2006) çalışmasında tanımlanan 

( )( )d
RqpM ,  uzayının genelleştirmesi olan bir uzaydır. 

Çalışmanın ikinci kısmında tanımlanan ( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayı da yine 

(Gürkanlı, 2006) çalışmasında tanımlanan ( )( )d
RqpS ,  uzayının bir genelleştirmesidir. 

Çalışmamızın son kısmında ise ( ) fwTpg  Toeplitz dönüşümü ( )( )d
RqpM ,  

uzayında olan ( )d
RSf ′∈  tempered dağılım fonksiyonlarının ( ) ( )dqpM

wg RQ ,
,  vektör uzayı 

tanımlanarak bu uzayın bazı özellikleri incelendi. 2== qp  ve w , dR 2  üzerinde 

tanımlı polinom tipli bir Beurling ağırlık fonksiyonu ise ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayı bir ( )d

s RQ  

Sobolev-Shubin uzayıdır. Dolayısıyla ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayı da ( )d

s RQ  Sobolev-Shubin 

uzayının bir genelleştirmesidir. 

Çalışmamızdaki ( )( )d
RwqpM ,,  uzayının tanımında kullanılan ağırlıklı Lorentz 

uzayının yerine başka fonksiyonel uzaylar alınarak bu uzayın özellikleri benzer şekilde 

incelenebilir. Yine bu uzayın tanımına bağlı olarak bizim çalışmamızdaki 

( )( )d
RwrqpS ω,,,,  uzayına benzer bir uzay tanımlanabilir. Ayrıca çalışmamızın son 

kısmındaki ( ) ( )dqpM

wg RQ
,

,  uzayının tanımında kullanılan ( )( )d
RqpM ,  uzayı yerine başka 

fonksiyonel uzaylar alınarak Sobolev-Shubin uzayının başka genelleştirmelerinin olup 

olmadığı araştırılabilir. 
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