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SLATER TiP ORBITALLER KULLANILARAK
ELEKTRIK VE MANYETIK MOMENT
INTEGRALLERININ COZUMLENMESI

0z

Bu calismada, Slater tip orbitaller (STO), Fourier doniisiimii ve tagima
bagintilar1 kullanilarak, elektrik ve manyetik cok-kutup moment integralleri i¢in analitik
ve seri ifadeler tiiretilmistir. Oncelikle, ii¢-merkezli olan elektrik ve manyetik ¢ok-kutup
moment integrallerindeki ¢cok-kutup islemciler 0-merkezinden b-merkezine taginmaistir.
Boylece, lic-merkezli elektrik ve manyetik cok-kutup moment integralleri iki-merkeze
indirgenmistir. Daha sonra, elde edilen analitik ifadeler 6rtme integralleri cinsinden
yazilmistir. Ayrica, elektrik ¢ok-kutup moment integrallerinin 2" -kutuplu genel ifadesi
hem ayni hem de farkl perdeleme sabitli olarak diizenlenmistir. Manyetik ¢ok-kutup
moment integralleri hesaplanirken, ¢ok-kutup momentlerin x-, y- ve z-bilesenleri igin
matris temsilleri olusturulmus ve her bilesen ayri ayr1 analitik olarak hesaplanmistir.
Son olarak, manyetik ¢cok-kutup moment integralleri de ayn1 ve farkli perdeleme sabitli

ortme integralleri cinsinden verilmistir.

Anahtar Sozciikler : Elektrik cok-kutup momentleri, Manyetik ¢ok-kutup momentleri,

Ortme integralleri, Slater tip orbitaller, Fourier doniisiimii.
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SOLUTION OF ELECTRIC AND MAGNETIC
MOMENT INTEGRALS BY
USING SLATER TYPE ORBITALS

ABSTRACT

In this study, analytical and serial expressions are derived for electric and
magnetic multipole moment integrals by using Slater type orbitals (STOs), Fourier
transform and translation formulas. Firstly, multipole moment operators which appear
in the three-center electric and magnetic multipole moment integrals are translated to b-
center from 0-center. So, three-center electric and magnetic multipole moment integrals
have been reduced to the two-center. Then, the obtained analytical expressions have
been written in terms of overlap integrals. Furthermore, the general expression of
electric multipole moment integrals with the 2" -pole are arranged in terms of both the
same and different screening parameters. When the magnetic multipole moment
integrals calculated, matrix representations for x-, y- and z-components of multipole
moments was composed and every component was separetely calculated to analytically.
Consequently, magnetic multipole moment integrals are also given in terms of the same

and different screening parameters.

Key Words : Electric multipole moments, Magnetic multipole moments, Overlap

integrals, Slater type orbitals, Fourier transform.
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1.GiRiS

Dogadaki maddelerin fiziksel ve kimyasal 6zellikleri, dncelikle bu maddeleri
olusturan molekiillerin yapisma baghdir. Bir molekiiliin yapt ve 0Ozelliklerinin
belirlenmis olmasi, onun kimyasal reaksiyon yetenegi ve olusturdugu maddenin
ozellikleri hakkinda fikir sahibi olunmasinda yardimci olur. Molekiillerin 6zellikleri ise
icinde bulundurduklar1 atomlarin yapilar1 ile ilgilidir. Bunun yanmi sira, istenilen
ozellikte bir madde yapmak i¢in, bu maddeyi olusturacak molekiillerin yapisinin
onceden bilinmesi ¢ok onemlidir. Gergekten, molekiillerin baz1 6zelliklerini bilmekle,
hicbir deney veya teorik arastirma yapmadan olusacak madde hakkinda bilgi sahibi

olunabilir.

Gerek basit molekiiller gerekse karmasik yapili molekiiller, fiziksel agidan
cOziilmesi gii¢ sistemlerdir. Molekiiller kuantum mekaniksel sistemler oldugundan,
yapilarin1 inceleyebilmek icin Oncelikle sisteme ait tam Hamiltonien yazilarak,
Schrodinger denkleminin ¢oziilmesi gerekir. Schrodinger denklemi, yapisindaki bazi
matematiksel zorluklardan dolayi, etkilesen ¢ok parcacikli sistemler i¢in tam olarak
coziilememektedir. Ortaya ¢ikan bu giicliikleri kismen ortadan kaldirabilmek icin ileri
siiriilen molekiiler yap1 teorilerinin temel amaci, molekiilii olusturan c¢ekirdeklerin,
elektronlarin hareketlerini ve etkilesmelerini belirleyen temel fizik yasalarna bagl
olarak, molekiillerin kimyasal olusumunun nedenlerine yeni bir yorum getirmektir.
1960’larda bilgisayarlarin bu denklemlerin ¢oziimiinde kullanilmaya baslanmasi ile bu
alanda ilerlemeler kaydedildi ve kuantum kimyasi, kimyanin yeni bir alan1 olarak ortaya
ciktl. Bilgisayar destekli hesaplamalar, giiniimiizde deneysel teknikleri tamamlayici
olarak kullanilmalarimin yani sira, deneysel yontemlerle elde edilemeyecek kadar

ayrintili agiklamalar getirebilmektedir.

Molekiiler sistemde, sistemin enerjisinin belirlenmesi disinda en Onemli
parametrelerden bir tanesi de molekiiliin sahip oldugu yiikk dagiliminin incelenmesidir.
Molekiillerin yiik dagilimlar1 ise, elektrik cok-kutup momentler cinsinden ifade
edilmektedir [1]. Diger taraftan, yiiksek dereceden elektrik cok-kutup momentler
sogurma spektrumlari, molekiiller arasi kuvvetler, diisiik enerjili elektron-molekiil

sacilmasi, carpigma teorisi basta olmak iizere kutuplanabilirlik, dogrusal olmayan



dielektrik ve sagilma olaylarinda, IR (Kizilotesi) ve NMR (Niikleer Manyetik
Rezonans) spektroskopisindeki ¢arpisma olaylarinda ve Rayleigh ve Raman
spektroskopisindeki sagilmalarda ¢ok biliyiilk 6nem kazanmistir. Elektrik cok-kutup
momentlerin belirlenmesine yonelik deneysel calismalar sadece ¢ift-kutup ve dort-kutup
moment ile smirhdir [2]. Teorik olarak yapilan ¢aligmalar sonucunda ise elektrik ¢ok-
kutup momentler i¢in genel analitik bir ifade elde edilebilmis degildir. Bu nedenle,
elektrik ¢ok-kutup momentler hesaplanirken, bir¢ok yaklasik yontem kullanilmaktadir.
Bu yontemler icerisinde en yaygin olarak kullanilanlar; MPn teorisi, CI yontemi ve 6z

uyumlu HFR yodntemidir.

Molekiillerin elektrik ve manyetik ¢cok-kutup momentlerin belirlenmesi ile ilgili
calismalar son yarim asir igerisinde biliylik onem kazanmistir. Calismalar o6zellikle
molekiiller arasi etkilesmelerde [1], dogrusal olmayan molekiiler sistemlerin optik
ozelliklerinin incelenmesinde [3, 4], IR ve NMR spektroskopisindeki ¢arpisma
etkilerinde [4, 5], Rayleigh ve Raman sacilmalarindaki siddet diferansiyellerinde [6],
asir1 ince yapi etkilesmelerinde [7] ve van der Waals molekiillerinin geometrilerinin

onceden teorik olarak tespit edilmesinde kullanilir [8, 9].

Gilintimiize kadar yapilan ¢aligmalarda, daha yiiksek momentler i¢cin deneysel
hesaplamalar nadiren yapilmis olup bulunan sonuglar da pek tatmin edici olmamistir.
Elektrik ve manyetik ¢ok-kutup momentlerle ilgili son zamanlarda yapilmis olan
calismalarin ¢ogu teoriktir. Bu calismalar genellikle ab initio metoduna dayanan 6z-

uyumlu alan (SCF) uygulamalarinda kullanilir [10].

Genellikle molekiiler kuantum mekaniginde iki temel yaklasik yontem
kullanilmaktadir. Bunlar, London ve Heitler tarafindan ileri siiriilen valans bag teorisi
ve 1920’°lerin sonunda Hund, Mulliken ve Lennard-Jones tarafindan ileri surilen
molekiiler orbital teoridir (MOT). MOT, molekiillerin yapilarinin teorik incelenmesinde
yaygin olarak kullanilmaktadir ve molekiilii siirekli bir yiikk dagilimi olarak goriir. Bu
teori, karmasik molekiillere daha kolay uygulandigindan molekiillerin yapisinin teorik

olarak incelenmesinde daha ¢ok kullanilmaktadir [11].



MOT’da sistemin yapisini inceleyebilmek ve gerek duyulan fiziksel ve kimyasal
nicelikler hakkinda bilgi edinebilmek i¢in sistemin molekiiler orbitallerinin (MO)
bilinmesi gerekmektedir. Molekiiler orbitaller, bu hesaplamalar icin yeterlidir. Bu
nedenle, uzun yillardan beri MOT’un gelistirilmesi yOniinde c¢alismalar devam
etmektedir. MOT’un matematiksel problemi, sistemin etkilesme matrisinin
kosegenlestirilmesi ve hesaplanmasidir. Bu hesaplamalarda bircok sadelestirme
yapilarak cesitli yaklagim yontemleri gelistirilmistir. MOT da iki tiir yaklagim yontemi
kullanilmaktadir. ilk yaklasim, molekiillere ait deneysel verilerin fiziksel niceliklerini
hesaplamak icin parametre olarak kullanildig1 ve ortaya ¢ikan etkilesme enerjisine gore
matris elemanlar1 i¢in uygun degerlerin se¢ildigi yari-deneysel yontemlerdir. Bu
yaklasima, Hiickel ve gelistirilmis Hiickel yontemleri drnek olarak verilebilirler. Ikinci
bir yaklasim ise tam olarak matematiksel formiillere dayanmakta olup matris
elemanlarinda ortaya c¢ikan atomik ve molekiiler integrallerin hesaplandigi
yontemlerdir. Bu yaklasimda en ¢ok kullanilan yontemlerden biri Hartree-Fock-

Roothaan (HFR) yontemidir .

Bu caligmada, STO’lar ve Fourier doniisiimii kullanilarak, elektrik ve manyetik
cok-kutup moment integrallerinin analitik olarak hesaplanmasi ifade edilecektir. Hem
elektrik hem de manyetik cok-kutup integrallerinin genel ifadeleri ti¢-merkezlidir.
Integraller icerisindeki ilk STO a-merkezinde, islemciler o-merkezinde ve diger STO
ise b-merkezindedir. Bu integral ifadelerinin iki-merkeze indirgenmesi i¢in elektrik ve
manyetik islemcileri b-merkezine tagmmistir. Oncelikle ii¢-merkezli olan elektrik ve
manyetik cok-kutup integrallerinin ikisi de iki-merkeze indirgenerek analitik
hesaplamalar yapilmistir. Elde edilen analitik ifadeler ortme integralleri cinsinden

yazilmistir. Ayrica elektrik ¢ok-kutup moment integrallerinin 2" -kutuplu (v =0,1,2,...;

tek-kutup, cift-kutup, dort-kutup, sekiz-kutup, onalti-kutup, ...) genel ifadesi hem ayni
hem de farkli perdeleme sabitli olarak diizenlenmistir. Manyetik cok-kutup moment
integralleri hesaplanirken, momentlerin x-, y- ve z-bilesenleri i¢in matris temsilleri
olusturulmus ve her bilesen i¢in ayr1 ayr1 analitik hesaplamalar yapilmistir. Son olarak,
manyetik ¢ok-kutup moment integralleri de aym1 ve farkli perdeleme sabitli Grtme

integralleri cinsinden ifade edilmistir.



2. GENEL BILGILER
2. 1. Molekiiler Orbital Teoride Baz Fonksiyonlar:

Atomik orbitallerin dogrusal toplami seklinde ifade edilen molekiiler orbitallerin
kullanildig1 teorik caligmalarda, atomik orbital olarak baz fonksiyonlar1 kullanilir.
Dolayisiyla, yapilan ¢alismalarin dogrulugu ve giivenilirligi biiylik dl¢lide segilen baz
fonksiyonlarma baghdir. Secilen baz fonksiyonlarinin radyal kismi farkli olmakla

birlikte, agilara bagli kisim kiiresel harmoniklerdir. Matematiksel olarak baz fonksiyonu

fnlm(r,Q,(p):Rn (r)Yl"1 (Q,go) biciminde ifade edilebilir. Baz fonksiyonlarmin radyal

kisimlar i¢in; Gaussian tip orbital (GTO), Slater tip orbital (STO), Bessel tip orbital
(BTO) ve Polinom tip orbitalleri (PTO) gibi asagidaki 6rnekleri vermek miimkiindiir.

R,(r)=re” (GTO) (2-1)
R (r)=r""e"" (STO) (2-2)
R(r)=y2/n K _ y (ar) (BTO) (2-3)
R,(r)=0(a~r)r" (PTO) (2-4)

Cok merkezli molekiiler integraller, molekiillerin fiziksel ve kimyasal
ozelliklerinin matematiksel ifadeleri, yaygmn olarak iki distel tip orbital (ETO)
kullanilarak hesaplanir. Bunlar, GTO ve STO olarak verilir. GTO’larin kullaniminin
onemli avantaji molekiiler ab initio hesaplamalarinda analitik olarak kolayliklar
saglamasidir. Bununla birlikte, biliylik kuantum sayilar1 i¢in hesaplamalar yapilirken
GTO’larm kullanilmas1 hesaplamalar1 oldukga zorlastirir. Ustel olarak azalan ETO’larin
ozel bir sinifin1 olusturan ve molekiiler integrallerde, GTO’lara gore ¢ok daha karmasik
analitik yapiya sahip STO bagli-durum molekiiler ve atomik dalga fonksiyonlarmin iki
ozelligini ¢ok 1y1 ifade etmektedir. Bunlar; ¢ekirdege ¢ok yakin ve ¢ekirdekten cok uzak

mesafelerdeki sinir sartlarmi tam anlamiyla saglamaktadir [12]. Bu yiizden cekirdege



yakin ve g¢ekirdekten ¢ok uzaktaki mesafelerde dalga fonksiyonunun sinir sartlarini

saglayan GTO'larin disindaki ETO’larin kullanilmasi tercih edilir [13-16].

Asagidaki Sekil 2.1°de STO, GTO ve BTO baz fonksiyonlarmma =2 ve n=15
icin 7 degerinin degisimine gore grafikleri verilmistir. Bu grafik ¢izdirilirken, [17-19]

kaynaklar1 ve Mathematica 6.0 programi kullanilmastir.

STO ,GTO ,BTO
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Sekil 2.1. ¢ =2 ve n =15 i¢in STO, GTO ve BTO’nun r’ye gore degisimi.

2. 2. Slater Tip Orbitaller

Molekiillerin elektronik yapi1 hesaplamalarinda, genlikle atomik orbitallerin
dogrusal bilesiminden olusan molekiiler orbitaller kullanilir. Bu yaklasiklikta baz
fonksiyonunun se¢imi ¢ok dnemlidir. Molekiiler hesaplamalarda kullanilacak iy1 bir baz

fonksiyonu, kaynak [20]’de da ifade edildigi gibi su iki kurali saglamalidir :

1) Atomik orbitallerde kullanilacak olan baz fonksiyonlari, ¢ekirdege yakin ve

uzak durumlardaki molekiiler hesaplamalarda iyi sonuglar vermelidir.

2) Secilen baz fonksiyonlari, ¢ok-merkezli molekiiler integrallerin ¢oziimiinii
analitik olarak kolaylastirmali ve biiylik kuantum sayilarinda deneysel sonuglara yakin

sonuclar vermelidir.



Ustel Tip Orbitallerden (ETO) biri olan STO’lar, ilk defa 1930°da J. C. Slater
tarafindan kullanilmistir [21]. Bu baz fonksiyonlar1 giiniimiizde Hartree-Fock yaklagik
yonteminde yaygim olarak kullanilmaktadir. STO’larin konum uzayinda kullanilmasi
molekiiler hesaplamalarda kolayliklar saglamasina ragmen, momentum uzayimdaki

molekiiler hesaplarda oldukca zor matematiksel islemler gerektirmektedir [20].

x ile gosterilen normalize edilmis STO’ lar

_ 2 n+1/2 . i
xfl(a,r)Z%r Yexp(—ar )Y, (0,9) (2-5)

olarak verilir. Burada (a,7) = (t,7,0,¢) anlamma gelmektedir. STO ifadesindeki o >0

perdeleme sabitini ve r atomlar aras1 uzaklig1 gdstermektedir. Denklemdeki kiiresel

harmonikler

Y"(0,9)=P, , (cos0)®,,($) (2-6)

ifadesi ile verilir [22-24]. Burada P, , normalize bagh Legendre fonksiyonlaridir. Reel

m| 2

kiiresel harmonikler i¢in,

O (§)= 1 cos(m¢p) m>0 igin 2-7)
" _;}ﬂ'il+5m’oi sin(m¢)  m<0 icin
ve kompleks kiiresel harmonikler i¢in ise,
1 eim¢ (2-8)

@)=

ifadeleri kullanilir.

S/ (F)=r"1"(6.9) (2-9)



ifadesi ise diizenli kiiresel harmoniktir. Ug kiiresel harmonigin ¢arpimi
HYm; ] sz )Yhm‘ (Q)dQ = (1,m;|1,m, ‘l]m]> (2-10)

seklinde Gaunt katsayis1 olarak verilir [25]. Ayrica, iki kiiresel harmonigin irettigi

diizeltilmis Gaunt katsayilar1 ise

L
[Yllml ( ] sz Z <l m, |l] m |lm2 _m1>Y1mz_ml (Q) (2-11)
=l

/

olarak tanimlanir [26-28]. Buradaki 2(2) sembolii toplamm ikiser ikiser arttigim

gostermektedir.

2. 3. Slater Tip Orbitallerin Fourier Doniisiimii

Verilen bir f(r) ve bunun Fourier doniisiimii f(p) arasindaki baginti
f(p)=(r) " [e? f(7)d’r (2-12)
fF)= @) [ f(p)d’ p (2-13)

seklindedir. Fourier doniisiimii yalnizca f fonksiyonunun fel' (133 ) kosulunu
saglamas1 durumunda gegerlidir. Yani tam olarak integre edilebilen fonksiyonlar i¢in

tanimlanir. Ornegin, tek boyutlu bir f (x) fonksiyonunun Fourier doniistimiiniin

yapilabilmesi i¢in I | f (x)| d x < o kosulunu saglamasi gerekir.

Fourier doniisiim metodu sadece tek-elektronlu integrallerle smirli olmayip,
atom ve molekiil fiziginde elektronik etkilesmeler igeren alti-katli integrallerde de
kullanilmaktadir [20]. Fourier donilistim metodu sayesinde, konum uzayinda alti-katl

olarak verilen



[[1E)e@E)nGE -R)ardr, =) [ 1 (p)2 (p)k ()d’p (2-14)

integraller, eger f, g ve h indirgenemez kiiresel tensorler ise momentum uzayinda

kolaylikla ti¢-kath integrallere doniistiiriilebilirler [20].

Fonksiyon genellestirme teorisi kullanilirsa, Fourier doniistimii diizenli dagilim
uzaymna genisletilebilir. Eger f ve g indirgenemez kiiresel tensorler ise Fourier
doniisiimii kullanilarak integral degiskenlerinin ayrilmasi analitik hesaplamalarda biiyiik
kolaylik saglamaktadir. Ayrica, analitik hesaplamalarda Rayleigh diizlem dalga acilimi
olarak bilinen, kiiresel Bessel fonksiyonu ile kiiresel harmonikler cinsinden ifade

edilebilen diizlem dalga acilimi kullanilacaktir. Rayleigh diizlem dalga agilimi ifadesi

7= i Z i) j (pr) G o) v (51 p) (2-15)

seklinde tanimlanir [29]. Burada, (7/r)=(0,.4,) ve (p/ p):(Qp,qbp) ile gosterilir.

Ji ( pr) ise kiiresel Bessel fonksiyonudur ve indirgenmis Bessel fonksiyonlar1 cinsinden

Ji (pr)a/ziprmp (pr) (2-16)

seklinde yazilir .

Slater tip fonksiyonunun Fourier doniisiimiini, (2-5) denklemi (2-12)
denkleminde yerine yazilir, diizlem dalga a¢ilimi ve kiiresel harmoniklerin diklik

bagintis1 kullanilirsa

.\ 12y (5 oo
UZ(OC’Z’):(_Z) (205) J.e_ar']ln/z pr rt dr (2-17)
0

Jp(2n

olarak verilebilir. Bu esitlikteki integral i¢in



J.e_ar S (pr)r™? dr = A, n+l+2 (2p)(2[+])/2Ci+}{ - }
0

\/;(062+p2) 5 ,062+p2

(2-18)

ifadesi kullanilirsa [23], Slater tipi dalga fonksiyonunun Fourier doniisiimii Gegenbauer

polinomlar1 cinsinden;
Un(a p) =N (o) (a2 +p7 ) 2 it {L}S (-ip) (2-19)

seklinde ifade edilir [30]. Burada;

2n+1+] an+]/2

F(n)yn F,(2n)

Nm

n,l(a):

(2-20)

seklinde tanimlanan bir katsayisidir. Ayrica, F,(n) Binom katsayis1 ve C*(x) ise

Gegenbauer polinomu olup

E(n/2)
C%(x)= Z (-1) a,(c,n)(2x)" > (2-21)

s=0

biciminde ifade edilir ve

E(a/2)+E(c/2)

c’ (x)Cf (x): z (— l)s as(b,a;d,c)(2x)a+c_23 (2-22)

s=0

esitligi tanimlanir [30]. Burada

E(n/2):§—# (2-23)

bicimindedir. Ifadelerdeki
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a,(a,n)=F, (a=1+n—m)F,(n—m) (2-24)
Gegenbauer katsayisidir.

Denklem (2-17)’deki radyal integralin hipergeometrik fonksiyon cinsinden

e o T o T
o ' a"'T(u+v) | a® +b°

— 1 v— 2 :
ZF](V u+l v—u+ v+1;—b—]

) ; 2-25
5 5 ; (2-25)
degeri [31] kullanilirsa, STO’nun Fourier doniisiimii
so{-15

v @ areiy T 27

U, (a,p)z 1/2 i+
(7)) (1/2)., [o*+p?]
I-n l-n+1 p’

olarak ta verilebilir [20]. Buradaki (a), =(a+n—1)//(a —1) genel bigminde gosterilen
Pochhammer semboliidiir. Ayrica, n,/e N ve n>[+1 olup, n—/ yada n—[-1 gift
tamsayidir. Buradaki , F; hipergeometrik fonksiyonu i¢in kaynak [22] sayfa 47°deki

JF (a,b;c;2)=(1-2)"" ,F (c—a,c—b;c;z2) (2-27)

=(1-2)" ,F, [a,c—b;c; - ] (2-28)

z—1

z—1

=(-2)" ,F, (b,c ~a;c; i) (2-29)
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dogrusal doniisim denklemleri (2-26) denklemindeki STO’nun Fourier doniisiimiinde
kullanilirsa ;

wi o (i (=ir2) e
Ve Sy ),

2
F n+l+2’n+l+3;l+3/2;_p_2 (2-30)
2 2 a

_ OC"_] (n+l+1)'(—l/2)[ [m(ﬁ)
Cr) 2 (/2), o + p2 ]

2 2

_ 2
gl 2 gy P (2-31)
2 2 p +a

_ a" (n+1+1)(=i/2) ()
Cr) 2 (1/2), fo + 2]

2 2

2
F [ n+1’l+n+3;l+3/2; p (2-32)
2 2 p+a

ifadeleri elde edilir [20]. Burada n,/e N ve n>[+1 dir. Ayrica n—1[ yada n—/-1
cift tamsayidir. Denklem (2-31) ve denklem (2-32)’deki ,F, hipergeometrik
fonksiyonlar1 yakinsaktir. Fakat denklem (2-30)’daki ,F, hipergeometrik fonksiyonu

sadece p’><a’ olmasi durumunda yakmsaktir.

Bir hipergeometrik fonksiyon ayni zamanda Gaussian fonksiyon olarak ta

adlandirilir ve

F(a b.c.z):1+a_.bz+a(a+1)b(b+1)22
271 s Lo c.l c(c+1)12
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cle+)(c+2)1.2.3 = (), nl

N ala+1)a(a+2)b(b+1)b(b +2)Z3 . i (a), (), z" (2-33)

olarak verilir [23, 24]. Eger bir hipergeometrik seride, a veya b, negatif bir tamsayiya
veya sifira esit olursa seri sonlu deger alir. ¢ =-n(n=0,1,2,...) icin e§er a ve b
degerleri —m degerine esit degilse, hipergeometrik seri sonsuz olur (burada m <n ve m

bir dogal sayidir). Fakat

im L F (a,b;c;2) _ ala+1)...(a+n)b(b+1)...(b+n)
c>mn I'(c) (n+1)!

2" F(a+n+Lb+n+ln+2;z) (2-34)

olmaktadir. Eger a, b, ¢ degerleri ihmal edilirse, |c|<1 birim gemberinde

hipergeometrik seri yakinsak olur. Bu durumda , £}, z =1 noktasinda farkli durumlar

gosterir. Boylece, birim ¢ember iizerindeki yakinsaklik kosullar1 asagidaki gibi verilir

[23]:

1) Re (a +b—- c) > 0 ise, hipergeometrik seri birim ¢emberin z =1 noktas1 hari¢
her yerinde yakinsak olur.

2) Re (a +b- c) <0 1ise, hipergeometrik seri birim c¢emberin her yerinde
yakinsak olur.

3) Re (a +b—- c) >1 ise, hipergeometrik seri birim ¢emberin her yerinde raksak

olur.

Hipergeometrik fonksiyonlarin bir baska dogrusal doniisiim ifadesi kaynak [22],
sayfa 48°deki

1-z

], a-b#tm, meN

(2-35)
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bicimindedir. n—/ farkinin ¢ift veya tek olmasi durumuna gére STO’nun iki farkli

Fourier doniisiimii elde edilir. Egern — [ ¢ift ise

Un(a, p)=

)" (e L+ ) =127
CO P et )02
(04

1+3(277,')]/2 [n;l]!(l/z)(mlﬂ)ﬂ

2 (n+1+2)/2 / 742 1 2
a -n n
—— F, , =L (2-36)
a’ +p 2 2 2 p+a

olur [20]. Egern —1 tek ise

(=)™ (4 1+ (=1 +1)127272

(o) (" 2

Ui(a. p)= s/(B)

I e TR R O
(04 —n n
= 3 . F : = (2-37)
a +p 2 2 2 a"+p

olur [20]. Molekiiler integraller hesaplanirken BTO’larin Fourier doniisiimlerinin
kullanilmas1 olduk¢a kullanishidir. Ayrica, islemlerde matematiksel zorluklar
barindirmasina ragmen STO’larmm Fourier doniisimii de kullanilmaktadir [32-34].
Fourier doniistimii gibi faydali bir baska yontem de STO’larm bir merkezden baska bir
merkeze taginmasidir. Bu islem sayesinde 6rnegin bir a-merkezindeki STO diger bir b-
merkezi cinsinden ifade edilebilmektedir. STO’larm tasinmasiyla ilgili detayl bilgi EK-

A’da verilmistir.
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2. 4. Ortme Integralleri

Ortme integralleri sadece ab initio hesaplamalarinda degil ayn1 zamanda yar1
deneysel hesaplamalarda da goriiliir. STO’lar kullanilarak 6rtme integrali hesaplanmasi
[35-46] kaynaklarinda oldugu gibi, pek ¢ok teorik ¢alisma yapilmustir. Iki STO’nun

ortme integrali i¢in

S (o iR )= | e (o) 2, (B -R)ar (2-38)

ifadesi kullanilir. Denklem (2-46)’daki 6rtme integralinin Fourier doniistimii

Szt piR =[P R U (P U, (B. ) p (2-39)

ile verilir. Denklem (2-39)’da, (2-15) ile verilen Rayleigh diizlem dalga acilimi, (2-19)
ile verilen STO’larin Fourier doniistimii kullanilirsa, farkli perdeleme sabitli 6rtme

integrali

A\ -1, no+ny +l+L+2 _n+1/2 pny+1/2
S"z Ly my (a’ﬁ’]_é ): (l) 2 a ﬁ
4 F}l (nl)F}z (nz)\/Fnl (2n1 )Fnz (2n2)

nylymy

max

I=ln

p/|+/z [C['+] { \JCIZZH { \J
5o OC + +
J.e—zR.p p ﬁ p sz—ml

(052 +p n|+l|+2 /2 n2+12+2 2 ! (f?)d3p (2-40)

olarak verilir [47].
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Denklem (2-40)’ta iki kiiresel harmonigin carpimi (2-11) ve Gegenbauer
polinomlarmin (2-21) ifadesi, kaynak [26]’daki Taylor ac¢ilimlar1 da kullanilirsa 6rtme

integrali momentum uzayinda, farkl perdeleme sabitli iki STO cinsinden

(_ 1)11 22(n1+n2)+1/2

nz 1, my ( )
nl hLmy ﬁ R

Lina
(2) _1/ / / Im. —
Fl(nl)Flz(nz)\/Fnl(znl)Fnz(znz) l;mi,, ( )<2m2|]m1| m ml>

1

E(MT_[I] E(%j £ . a (l +1,n -1 )a (l +1,n, —lz) )
1 S+r+ s \"1 (2! 1 r\"2 ) F(L
£5 By el i),
(_l)nz—r+] n—s ﬁ2n2_12+]/2 Fnz_r(n] +n2 _r_S_q)
qZO a251—2"1—12 (ag _ﬁz)nl+nz—r—s—q+]
q—t—1
22q 2 kZ_; gq 1k %k+11 (0‘ R)}
+(_1)nl—s+] = {azn‘ h+1/2 F (n] +n, - r—s—q)
2q-2m -1, 2 2 Yy +ny—r—s—q+1
o | B (ﬁ -a )
q-t-1
22q 2 ; gq ok Xt (ﬁ R)}} (2-41)

olarak verilir [47]. Eger denklem (2-40)’ta o=/ alinirsa, ayn1 perdeleme sabitli 6rtme

integrali

2n1+n2+11+12+2 m+1/2 ny+1/2

1~
ool 710 " g
R S G )
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Lmax
z @) <12 m, |l] m, |lm2 -m, >
=l in

Pl { P ]% { i }
—iR.p a +p a +p o =
J.e o mAny i+l +2 Sl ’ l(p)d3p (2'42)
(oc2+p2) 2

olur. Denklem (2-40)’ta iki kiiresel harmonigin c¢arpimu (2-11) ve Gegenbauer

polinomlarmin (2-22) ifadesi kullanilirsa, ayni perdeleme sabitli 6rtme integrali

- 1) e [, m |l m |lm -m >
S:z/zmmz a,a;R)=n ( 1) (2)(_1)1 <2 2 |11 2 1
o (0 R) 2 F, (1 )F, () JF, @ )F, (2m)

L
z Z(—l)m 22(r+])as(ll +1’n1 _ll;lz +1’n2 _lz) Fr(L)

u-l N
g 2 R) (2-43)

seklinde verilir [47]. Burada t:E(n‘—z_l]]+E(n22_lzj ve p=n,+n,—s—r+ldir.

Ayrica

o= AU () k1) B BRT)) @44
(u) "

olarak tanimlanmistir ve bu fonksiyon, farkli perdeleme sabitli integralde kullanilan

/ .
g, 1le aymidir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER
3.1. Cok-Kutup Alanlar

Bu kisimda sunulan bilgiler i¢cin [48-54] kaynaklarmmdan yararlanilmustir.
Burada, kararli-durum kosullar1 altindaki elektromanyetik etkilerden bahsedilecektir.
Oncelikle, durgun vyiiklerin kendilerinden belirli bir uzaklikta olusturdugu ve kuvvet
serilerinin agilimi ile elde edilen skaler potansiyelin hesaplanmasi verilecektir. Kuvvet
serilerinin terimleri kullanilarak, sistemin c¢ok-kutup momentleri bulunabilir. Bu
kisimda sistemdeki g¢ok-kutup momentlerden tek-kutup, cift-kutup ve dort-kutup
terimleri ayrmtili olarak incelenmistir. Eger yiikler hareketli ise, akim olusur ve
manyetik etkilerle karsilasilir. Akimin gectigi iletkenden belirli bir uzakliktaki manyetik
alanin sabit olmasi i¢in akimin kararli olmas1 gerekir. Vektorel potansiyel bir manyetik
cok-kutup acilimi olarak yazilabilir. Bu acilim, statik yiiklerin elektrik cok-kutup
acilimima benzerdir. Kararli-durum kosullar1 i¢in elektrik ve manyetik etkiler arasinda
cok yakin bir etki vardir. Eger kararli-durum kosullar1 ortadan kaldirilirsa, alanlar sabit
kalmaz ve 1sinim olusur. Bu kisimda verien esitlikler Gauss birim sisteminde ifade

edilmistir. Yani, k£ =1/4ne, =1 olarak alinmugtir.

3.1.1. Elektrik Cift-Kutup

Elektrik ¢ift-kutbunun anlasilmasi i¢in, temel bir 6rnek olan yliklerin statik
sistemi iizerinde duralim. Bu sistemin incelenmesi i¢in; diiz bir eksen iizerinde, belirli
bir 0 merkezinden d uzakliklarda bulunan, biiyiikliikleri esit fakat zit kutuplu iki yiikii
ele alalim (Sekil 3.1.).

P(r,8,9)

Sekil 3.1. Elektrik Cift-Kutup.
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Boyle bir yiik sistemine elektrik ¢ift-kutup denir. P(r,0,¢) noktasindaki potansiyel

©(r.0.0) = q(Ri—i] (3-1)

1

olarak verilir. Burada R, :‘ﬁa‘ dir. Potansiyel ifadesi r=|F| biiyiikligiine ve 6

acisma bagl olarak yazilabilir. Yiik dagilimi simetrik oldugu i¢in potansiyel ¢ azimut
acisindan bagimsiz olmalhidir. Potansiyeli bu sekilde ifade edebilmek i¢in Oncelikle R,

ve R,’y1 r ve 6 agisicinsinden yazmak gerekir. Kosiniis kurali yardimiyla

R =r>+d*-2rdcos0

=r? |:1+(1j —2(ijcos9:l (3-2)

yazilir. Boylece,

(g A

2 3
= ll:l +(ij cosd +%(ij (3 cos’ @ —1)+%(ij (5 cos’ 0 —3c0s9)+...

-1/2

r r r r
(3-3)

seklinde ifade edilir. Eger cift-kutup alaninin etki ettigi P noktasinin ¢ift-kutup
merkezinden uzakligi, yiiklerin c¢ift-kutup merkezine olan d uzakligindan ¢ok biiyiik

secilirse (d << r) yaklasik olarak

2
L:l+i2cos9+la’—3(3cos29—1)
R r r 2r
2
L:l—icos9+la,—(3cos29—l) (3-4)

2
R, r r 27
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olur. Buradaki 1/R, ifadesindeki eksi isareti cos(z—6)=—-cosf agilimmdan

kaynaklanmaktadir. Bu ylizden, potansiyel yaklasik olarak

cos@ (3-5)

biciminde olur. Yukaridaki c¢ift-kutup potansiyeli ifadesinden de gorildiigii gibi ¢ift-
kutup potansiyeli mesafe ile 1/7*seklinde azalma gosterirken, tek yiikiin potansiyeli

mesafe ile 1/r seklinde azalma gostermektedir.

Elektrik ¢ift-kutup momenti

p=2qde (3-6)

olarak tanimlanan, yonii negatif yiikten pozitif yiike dogru olan bir vektordiir. Buradaki

e ise ¢ift-kutup moment vektorii yoniinde yonelen birim vektordiir (Sekil 3.1.).

Eger e, birim vektorii P noktasindaki alan yoniinde ise ¢ift-kutup potansiyeli

p-é,
o= > (3-7)
olarak ifade edilebilir. Cift-kutup i¢in elektrik alan vektori
E= —grad © (3-8)

seklindedir. E ’nin kiiresel bilesenleri (3-5) denklemi sayesinde kolaylikla bulunabilir.

p =2qd alnarak,



Er:—aq):z cosf
or P

g o L8®_ sing
r 06 r
1 ()]

g2
rsin@ o

olarak yazilabilir.
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(3-9)

Uzerinde potansiyellerin sabit oldugu yiizeylere es potansiyel yiizeyler denir.

Asagidaki Sekil 3.2. bazi es potansiyel ¢izgilerini ve bazi elektrik alan ¢izgilerini

gostermektedir. Her iki egri takiminin da kutup eksenine gore simetrik olduklari

goriilmektedir.

\/ Espotansiyeller

‘\

{ Simetri ekseni

r : l
T Flektrik alan

cizgileri

Sekil 3.2. Espotansiyel ve elektrik alan ¢izgileri.

Buradaki ifadelerde bahsedilen c¢ift-kutup, sonlu biiytlikliiktedir. Fakat secilen bir ¢ift-

kutup noktasi (d mesafesi) limit durumunda sifir olur ve yiikiin biiyiikliigli ise sonsuza

yaklagir. Boyle bir durumda p ¢ift-kutup momenti asagidaki gibidir.

p=lm2qd

g—>0

(3-10)
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3.1.2. Potansiyelin Cok-Kutup A¢ilim

Bu kisimda, statik yiiklerin keyfi bir noktada toplandigi durumu ele alalim.

I :F’(x’ ) vektord, (x;’,,x;’z,x;J) noktasindaki yiik yogunlugunun ¢ . konumu

a,i

olarak ayarlanmis olsun. ¢, yiikiinden ve orjinden P:P(xl.) noktasma yonelen

vektorler, sirasiyla ﬁa =7 -7 ve 7 olmaktadr (Sekil 3.3.). R, vektoriiniin, ¢,

yiikiiniin  x/,; koordinatlarinin fonksiyonu igin, P noktas: dikkatli bir sekilde

se¢ilmistir.
. A A )
‘xz'
ale,) Razrorn
T
r
e,
; >
X

Sekil 3.3. g, yiikiiniin bir P noktasindaki potansiyeli.

q, tek yiikiin P noktasindaki potansiyeli

q, (3-11)

R, =|F=7|= [3 (e —x, ] (3-12)
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dir. 7 vektoriiniin konumunu ayarlamak i¢in, 1/R_ ’nin 7' = 0 orjini yakmimnda agilimi

!

yapilir. 7, —(xa],xaz, ) koordinat1 icin, bir fonksiyonun ti¢c-boyutlu Maclaurin

acilimi

f(fJ)Zf(0)+2x;{L(,a)] L1 z{ 6f<*’>}

; 0X, ox,,0x _
(3-13)
olarak yazilir. Bunun i¢in
' q
ry)=—F 3-14
1e)=2 (3-14)
olarak alindig1 zaman, ¢, yiikiinden kaynaklanan potansiyel i¢in Taylor agilimi
===+ 94 z xa il A~ 7 | 5
r ox
R,=r
L DXl x! _o (L + (3-15)
2qaij e axt’xiax(;j R,
> 4 > R,=r
seklinde verilir. Denklem (3-12) yardimiyla uzaysal tiirevler
0 0
—f(R)=-——f(R,) (3-16)
ox ox,

a,i

olarak degistirilebilir. Boylece r = /fo icin
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__ 9 (1 ]
© ox, [r] -17)

bi¢iminde ifade edilir. Sonug olarak potansiyel

q , 0 (1) 1 ., 0’ (1]
O ==« x| = += x ox —|—... 3-18
“ ‘]az a’lﬁxi( j 2%2 ot Ox,0x,\r ( )

r i,j

olarak yazilabilir. Bu durumda, yiiklerin toplamindan kaynaklanan potansiyel de

o=, =00 +oW s ol (3-19)
0)_N9a _4

o) =y de 4 (3-20a)
~r r

o? = _z q, zx;’i ai[lj (3-20b)

_ _z 7 z * 0 (lj (3-20c)

a’@x ox,

o' 1
bl X, — % [ 3-20d
z' Z%Zal el 5 o, ...a,(j (3-200)

o i,j,. r

olur. Burada ilk terim ®", eger tiim g = an orjinde toplansaydi olusurdu. Bu ilk

terim tek-kutup potansiyeli olarak adlandirilir. Tek-kutup momenti toplam ¢ ylikiinden
olusur. ®® terimi ¢ift-kutup potansiyeli, ®“ terimi dort-kutup potansiyeli ve q)(ZI)

terimi ise genellikle 2'. cok-kutup potansiyeli olarak adlandirilir.
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Asagidaki boliimlerde o® ve oY potansiyellerinin detayli incelenmesi

sunulacaktir.
3.1.3. Cift-Kutup Potansiyeli

Oncelikle (3-20b) denklemi ile verilen ®® terimini ele alalim

o - _ / ,i(l]
;%Zj:xa,z ox,

r

= —z q,7, .grad(l] (3-21)
= r

seklinde diizenlenir. Fakat ¢ 7' {izerinden toplam denklem (3-6) ile benzerdir. Boylece

sistemin ¢ift-kutup momenti
P=-24.7, (3-22)

olur. Bu yiizden

_DE (3-23)

yazilabilir. Elektrik c¢ift-kutup alan vektorii E (2), @ ifadesinin gradienti alinarak

asagidaki gibi hesaplanabilir:

E® = —grad o

= —grad [ﬁ 'F] (3-24)

3
r
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seklinde ifade edilir. Iki skaler fonksiyonunun ¢arpimmin gradient agilimi ( p.7 ve 1/7°

fonksiyonlar1) kullanilarak

E® :_% grad(p.7)—(p.7)grad (%] (3-25)
bulunur. Simdi de
grad(p.7)= Z p € =p (3-26)
Ve
gmd(%] = —¥ (3-27)
r r
kullanilarak
B9 =L (p.r)2L
:%[3(;3.?)?—;3%] (3-28)

olarak elde edilir. Daha once gordiigiimiiz gibi cift-kutup potansiyeli 1/r> ile

orantiliydi. Cift-kutbun olusturdugu elektrik alanin 1/7° ile orantili olarak degistigi

goriilmektedir.
3.1.4. Dort-Kutup Potansiyeli ve Dort-Kutup Momenti

Statik yiiklerin katkisindan olusan potansiyelin tigiincii terimi

1 0’ 1
oW =13g S X —H (3-29)
24 YT ox, 0x,

ij r
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olarak verilmisti. Bu a¢ilim dort-kutup potansiyellerinin hesaplanmasinda direk
kullanilmasmin yam sira, Ozellikle kati-cisim dinamigindeki tensorlerin tasmmasi
calismalarinda oldukc¢a kullanighidir. Tensorlerle ilgili detayli bilgi EK-B’de verilmistir.

Bahsedilen bu durumu daha i1yi anlamak i¢in asagidaki iglemleri yapalim.

Laplace denkleminin » = 0 noktasi hari¢, 1/7 i¢in ¢6zimil

> o (l] —0, >0 (3-30a)

2
T O0x; \r

olur. Bu ifade yeniden

2
> 0 (1]51. ; =0, r>0 (3-30b)

i7 Ox,0x, \r

olarak yazilabilir. Bu ifade sifira esit oldugu i¢in eklenebilecek bir sabit o degerini

a

L1 1 ' =
degistirmeyecektir. Eger bu sabit —nga r!? olarak segilirse (7] = | r, |2)

4) _ 1 ( ' ' 2 ) 62 1 3-31
) =ngaz 3%, %, ;=1 0, pyary (3-31a)
o i,j i j
bi¢iminde olur. Bu esitlik
1 o2 1 1 3x, x. —r 8.
oW =-%"0 ==Y |/~ U 3-31b
6%“Ql’ Ox,0x, (r] 6;Ql’{ r’ ( )

seklinde yazilabilir. Buradaki

0,=>4,06x,,x,,-r5,) (3-32)



27

ifadesi 3x3 liikk bir tensordiir ve dort-kutup tenséorii olarak adlandirilir. Bu tensor

On OQn O
{Q}=10s On 0y (3-33)
O, Oy, Oy

seklindedir. Bu tensor simetriktir yani Q,; = Q,, dir. Boylece {Q} en fazla alt1 eleman
ierebilir. Gergekten de (,;’de bagimsiz eleman sayisini bese disiiren bir ek 6zellik

vardir. Bunu gostermek i¢in
0 = 4.3 -1 ,) (3-34)

yazilabilir. k iizerinden toplam alinirsa

k

ZQkk = zqa {3(2 x:xz,k ] _’”022 (z 5/(,/(]} (3-35)
olur. Fakat

S o=lE [ =r? ve Y5, =3 (3-36)
k

k

olmaktadir. Bunun i¢in denklem (3-35)

ZQkk =0 (3-37)

seklinde indirgenir. Bu ylizden {Q} ’nun kdsegen elemanlarmin toplami ({Q} nun izi

olarak adlandirilir) sifir olur ve O, nin en gok bes elemani bagimsiz olur.

Eger dort-kutup tensorii esas eksene goOre secilirse, kosegen disindaki tiim

elemanlar sifir olur. Pek cok durumda yiik dagilimi simetri eksenine gore belirlenir.
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Eger x;-ekseni simetri ekseni olarak segilirse, Q,, =Q,, olur. Bu yiizden {Q} nun

sadece bir tane bagimsiz elemani vardir:

Oy = _(Qn + 0y ) =-20,=-20,, (3-38)

olur. Buradaki Q,,, simetrik yiik dagilimimnin dort-kutup momenti olarak adlandirilir.

{Q} nun bagimsiz eleman1 birka¢ durum halinde 6zetleyebiliriz:

Q,; + 9 elemanli olmak tizere:

d {Q} en fazla 6 bagimsiz eleman icin simetriktir.
J {Q} nun izi en fazla 5 bagimsiz eleman i¢in sifir olur.
J {Q} en fazla 2 bagimsiz eleman i¢in temel eksen olur.

1 bagimsiz eleman i¢in, simetrik yiik dagilimi= Q olmaktadir.

Denklem (3-32) ile verilen dort-kutup tensorii, yukarida verdigimiz bu
ozellikleri saglar. Bu sebepten dolay1 dort-kutup potansiyel hesaplamalarinda (3-32) ile
verilen tensoriin kullanilmasi, genellikle denklem (3-29)’un kullanilmasindan daha

uygundur.

Eger yiik dagiliminin simetri ekseni olarak x;-ekseni segilirse,

0= p(7)3xy —r)d xidx, d x, (3-39)

v

!

seklinde verilir. Burada p(z7 ’), 7' vektorli tarafindan belirlenen noktadaki yiik

yogunlugudur ve buradaki integral yiik yogunlugu dagilimmnin V' hacmi iizerinden
almmaktadir. Burada yilik dagilimi tamamen pozitiftir (atom ¢ekirdegi i¢in) ve eger yiik

dagilimi x;-ekseni boyunca olursa, Q >0 olmaktadir. Fakat, pozitif yiik dagilimi az

oldugunda, Q <0 olur.
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Ornek: Cift-kutup momentlerinin daha iyi anlasilmas i¢in Sekil 3.4.’te verilen
yiik dagilimmi goz Oniine alalim. Sekilde ¢ift-kutup momentlerinin biiytikliikleri

p =2¢q0 olan iki 6zdes yiik vardir. Yiikler sirasiyla,

+q , xy=1+6
-q , [-0
-q , -1+0
+q, -1-5

gosterilen konumlarda olsunlar.

X3
e
1 | d
6
| §
!
Loy |
Xy T_‘T“’

Sekil 3.4. Cift-kutup momentlerinin yiik dagilimi.

Dikkat edilirse hem tek-kutup, hem de ¢ift-kutup momentin benzer sekilde sifir
olduklar1 goriilmektedir. Bu yiizden dort-kutup terimi potansiyele en diisiik-seviyede

katkida bulunur. Ciinkii x;-ekseni boyunca yiik dagilimi simetriktir. Bu yiizden sadece

dort-kutup tensor elemani olan Q,, ele alinirsa
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0=0; = 2zqa xz;z,s

=2(q(+0Y —qli-6Y —q(-1+6) +q(-1-5))

=16415 =8 pl (1
olmaktadr. Ustelik
0 =0y == 0y =-4pl o)

dir. Eger denklem (3-31a) kullanilirsa

1 0’ 1
oW =-%"0 ( j
677 ol Ox,0x,

r

1 0% (1
—EZQM( @(;)

k

=2pl—(3x32_r2) 3)

bi¢iminde elde edilir. x; =7 cos@ i¢in, denklem (3) yeniden

2
o —pl (3cosr59 1) @)

olarak ifade edilebilir. Bu potansiyel Sekil 3.5.’te 6 acisinin bir fonksiyonu olarak
gosterilmektedir. Sekle dikkat edilirse potansiyelin pozitif ve negatif bolgeleri vardir.

Iki negatif yiikiin, x,-eksenine iki pozitif yiikten daha yakm oldugu goriilmektedir.
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Bunun i¢in, 8 =90° yakinlarinda negatif yiiklerin potansiyele etkisi daha biiyiiktiir ve
bu bdlgede potansiyel negatif olur. Potansiyel 6 = cos™ (1/ V3 ); 54.7° degerinde sifir

olur.

negatif

Sekil 3.5. 9 = 54.7° i¢in dért-kutup potansiyelinin pozitif ve negatif bolgeleri.

Eger yiik dagilim1 Sekil 3.6.’daki gibi karesel ise potansiyel ¢ azimut agisindan

bagimsiz olamaz. Bu durumda dért-kutup potansiyeli

ol =3 42 S Ocos2¢
4 r

&)
olur. Burada pozitif x,-eksenine boyunca ¢ =0 dir. x, —x, diizlemindeki potansiyel

(0=nr/2) Sekil 3.7.°de gosterilmistir ve yine buradaki potansiyelin de pozitif ve

negatif kisimlara sahip oldugu goriilmektedir.
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Xy
®q
1 /2
1/2 1/2 4
° S X
+q +q
1 /2
@ 9

Sekil 3.6. Dort-kutup karesel yiik dagilim.

Sekil 3.7. 9 = /2 i¢in dért-kutup potansiyelinin pozitif ve negatif bolgeleri.

3.1.5. Elektrik Cok-Kutuplar

Keyfi bir yiikk dagiliminin potansiyeli, daima bir ¢ok-kutup agilimi cinsinden
ifade edilebilir. Genellikle, daha yliksek-seviyedeki terimler 1/ ifadesindeki gibi
mesafenin azalmasiyla artis gosterse bile, bir agilimin tiim terimleri bulunur ve analitik
olarak ifade edilir. Bu yiizden, r’nin boyutlar1 yik dagilimmnmn boyutlar: ile

karsilastirildiginda, » degerleri icin a¢ilim daha hizli yakimnsar. Dahasi, verilen yiik
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dagiliminin geometrisi yiiziinden, bazi ¢ok-kutup terimleri sifir olabilir. Eger esit
miktarda pozitif ve negatif yiikler varsa tek-kutup terimi sifir olur. Eger esit biiytikliikte
fakat zit yonlerde yonelmis cift-kutuplar varsa, ¢ift-kutup terimleri de sifir olur (Sekil
3.4. ve Sekil 3.6. ). Boyle bir durumda, en diisiik-seviyedeki terim sifirdan farkli olursa
ideal ¢ok-kutup olarak adlandirilir. Boylece, Sekil 3.1. ideal c¢ift-kutup, Sekil 3.6. ise
ideal dort-kutpu gostermektedir. Fakat bu durumdaki ¢ift-kutuplar veya dort-kutuplar
sadece acilimdaki temel durumlari temsil etmektedir ve genelde ise daha yiiksek
seviyelerdeki terimler sistemi temsil eder. Jdeal c¢ift-kutup, bir [ mesafesi ile

birbirilerinden ayrilan +¢ ve —g yiiklerin olusturdugu sistemdir. /deal dort-kutup ise,
aralarinda / kadar mesafe olan biri p digeri de — p ¢ift-kutup momentine sahip iki ¢ift-

kutuptan olusan sistemdir. Bahsettigimiz bu g¢ok-kutup sistemleri asagidaki Sekil

3.8.’de gosterilmistir.

e P o
- - |
+1 i st i
=+ | | | : ! |
™ — | i | 1 — I | |
| [ i !  of o SR (2
| i | | it
-4 B ——— el e ™
+
(a) (b) (c) (d)
Tek-kutup Cift-kutup Dort-kutup Sekiz-kutup

Sekil 3.8. Elektrik tek-, ¢ift-, dort- ve sekiz-kutup.

Cok-kutup momentler, genellikle hesaplanmalar1 i¢in seg¢ilen orjine baglidir.
Ornegin, tek yiikiin potansiyeli ¢/ R dir. Buradaki R, yiik ile etki alam noktasi
arasindaki mesafedir. Eger ¢ok-kutup ac¢ilimindaki yiikler orjinde toplanirsa, acilim
icindeki higbir terim sifir olmayacaktir (bu durum Sekil 3.3. ve denklem (3-18)’de
gosterilmistir). Eger ylk dagilimi sifir net yiike sahipse, ¢ift-kutup moment orjin
noktasindan bagimsiz olacaktir. Genel olarak, dort-kutup ve daha yiiksek-seviyedeki

momentler, se¢ilen eksenin yonelimine baghdir.
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3.1.6. Manyetik Cok-Kutuplar

Bu kisimda, sabit akimlardan kaynakli manyetik etkilerin ¢ok-kutup agilimlari

iizerinde durulacaktir. Vektorel potansiyel

Z(?)zljv j(_?’) v’ :%Iv@dv’ (3-40)

dir. Elektrostatik durumda 1/R = 1/| F—r ’| alinabilir. Sadece tek-kutup ve ¢ift-kutup

terimleri ele alinirsa, denklem (3-20) ve (3-21) yardimiyla

7) =L [ 36 1] 56 P ] (41

r

olur. Oncelikle tek-kutup terimini inceleyelim. Bu terim
A0 = L[ 5 av (3-42)
crdy

seklindedir. Sistemin akim yogunlugu kapali akim ilmeginde artis gostermektedir.

Bunun i¢in, J’nin hacim integrali, ilmeklerin etrafinda tiim uzay {lizerinden integre

edilmistir ( Sekil 3.9.). Bu integral

[ TE)av' = A3ds; (3-43)
B

v

olarak verilir.
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B. akim ilmedi

Sekil 3.9. Manyetik ¢ok-kutup akim yogunlugunun olusturdugu potansiyel.

Verilen tiim ilmeklerde 7}, sabit oldugundan, yukarida verilen esitligin sag tarafi

;I; rﬂd%

olur. Integrant tam diferansiyel oldugundan

(3-44)

olmaktadir. Bu yiizden, manyetik ¢ok-kutup agiliminda hi¢ tek-kutup teriminin olmadigi

anlagilir. Bu sonug, divB =0 ile verilen ifadeyle uyumluluk gosterir.

Denklem (3-41)’deki benzer durumda

(3-45)

_'(2)__1 ' =1 l =
A = C;Iﬂj;rﬂrﬂ.gmd[r]dsﬂ

biciminde doniistiiriilebilir. Bu ifade yardimiyla
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= 1 = 1 n = = 1
ﬁﬂ Iy .grad(;jdsﬂ = Ed (rﬂ {rﬂ .grad(;]D
1 = = 1 = = 1
+§ dsg|ry.grad = —7ry|ds'.grad =

_ %d{;ﬁr {?ﬂ' . grad(%]D —% grad(%jx(?ﬂ’xd 5)) (3-46)

bulunur ve bu ifade denklem (3-45)’te yerine yazilirsa, integralin ilk terimi sifir olur.

Clinkii bu ilk terim tam diferansiyeldir. Boylece, kalan kisimlarla birlikte
AY :lgmd 1 121” Fixds! (3-47)
2 r C B rﬂ s s

olur. Buradaki grad (1/ r) terimi integralden c¢ikarilmistir ¢iinkii, integral kapali akim

ilmeginin koordinatlar1 lizerinden alinmaktadir ve bu yiizden alanin koordinatlarindan

bagimsizdir.

Eger S ylizeyi kapal1 ilmek tarafindan sinirlandirilirsa, Sekil 3.10.’daki I' i¢in,

§r?xd§ - 2§5da (3-48)

yazilir. Bu yiizden, denklem (3-47)
2(2) _ 1 1 ' —
=grad| —|x| =Y I, ¢ da, (3-49)
r C B Sﬂ

seklinde verilir. Buradaki S, . akim ilmegi tarafindan sinirlandirilmis yiizeydir.
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Sekil 3.10. Manyetik ¢ok-kutbun kapali S ylizeyinde olusturdugu akim ilmegi.

S yiizeyi ile gevrilmis bir diizlem ilmegindeki bir ' akimmimn olusturdugu manyetik
moment

(3-50)
C

seklindedir. Bu tanimin daha genel bigimi

m:?Lda (3-50a)

olur. Bu ifadedeki S, Sekil 3.10.’daki gibi bir yiizey, I’ ilmekten gegen akim ve I ise

—

S yiizeyinin smiridir.  Denklem (3-49)’daki parantez, ni, ¢ift-kutup momentlerinin

tiim elemanlarinin toplamidir. Bu yiizden

(3-51)
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seklinde olur. Bu ifadedeki m akimlarin olusturdugu tiim sistemin manyetik ¢ift-

toplam

kutup momentidir. Ifade icindeki grad (1/ r) acilimi yapilirsa

2(2) _ mtoplamxer
2

r

(3-51a)

olur. Vektorel potansiyelin manyetik ¢ift-kutup kismi i¢in yazilan bu ifade, denklem (3-

23) ile verilen elektrostatik durumdakine benzerdir.

AV =0 oldugu i¢in manyetik alana en diistik-seviyedeki katki, vektorel
potansiyeldeki ¢ift-kutup teriminin

B® = ot 4¥ (3-52)

seklinde rotasyonelinin alinmasiyla bulunur. Eger m yerine m cinsinden deger

toplam

kullanilirsa

BY = mt[m”] (3-53)

seklinde yazilir.
rot (ﬁxl;) = (l; .grad) a- (&.gmd)l; +adivb -bdiva

olarak verilen vektor 6zelligi kullanilirsa

BY = (L.grad]n? —(m.grad)

r

+ n?div(L] - L divin (3-54)

~

ile verilir. Buradaki tiim diferansiyel islemciler, manyetik alan noktasi ile uyumludur.

Fakat, ilk ve son terimdeki islemciler manyetik momente etki etmediklerinden sifir

olurlar. Ustelik, div (17 /v’ ) =-V?*(1/7)=0 (orjin haricinde) oldugu igin
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B® = —(m.grad)

\:w|\:1

- —%(%.gmd)f —F(ﬁi-gmd)%

(3-55)

olur. Tk terim dik koordinatlarda

igrad)i =| Sm 2 S, 0% 0%,
(m.grad)r —(Zmi P ,Zmi 5 Zmi ]

i i i i i axi
= (m] 1My, My )
_— (3-56a)

yazilir. Ikinci terim ise

3 (3-56b)

= L Ba.7)7 -] (3-57)
r

olur. Gorildiigii gibi, manyetik ¢ift-kutup alani, denklem (3-28) ile verilen elektrik ¢ift-

kutup alani ile aynidir.
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3.2. Kuantum Mekaniksel Olarak Elektrik ve Manyetik
Cok-Kutup Momentler

Klasik mekanikteki her gozlenebilir, kuantum mekaniginde bir islemci ile temsil
edilir ve bu iglemciler matris mekanigi kullanilarak birer matris seklinde yazilabilir. Bir
gozlenebilirin (M) beklenen veya ortalama degeri, ¥ normalize dalga fonksiyonu

olmak tizere;

(M)=[w" M¥av

=(¥|M|¥) (3-58)

olarak ifade edilir. Burada M , bu gozlenebilire karsilik gelen islemcidir. Bu kisimda,
sirasiyla elektrik ve manyetik cok-kutup moment islemcileri kullanilirak, molekiillerin
2" -kutuplu elektik ve manyetik cok-kutup momentlerinin beklenen degerlerinin analitik

olarak hesaplanmasi sunulacaktir.

Molekiiler orbitallerin acilimimda da atomik yoriingelerin dogrusal birlesimde
oldugu gibi, molekiillerin dalga fonksiyonlar1 arasindaki elektrik ve manyetik ¢ok-kutup
moment islemcilerinin matris elemanlari, ayn1 iglemcilerden olusan ¢ok merkezli ¢ok-
kutup moment integraller ile ifade edilir. Bu integraller, Hartree-Fock-Roothaan

yaklagimi kullanildig1 zaman molekiillerin elektrik ve manyetik 6zellikleri belirlenir.

Elektrik ve manyetik ¢ok-kutup moment integrallerini ifade etmeden oOnce,
kullanilacak olan a ve b cekirdeklerinden olusan bir molekiiliin kartezyen koordinat

sistemindeki temsili gosterimi asagidaki Sekil 3.11.’de gosterilmistir. Yukarida verilen
J.‘P* MWYdV ifadesindeki dV hacim elemam olup, dV = r02 sin@, dr, d6, d¢,

seklindedir.
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Sekil 3.11. a ve b gekirdeklerinden olusan bir molekiiliin kartezyen
koordinat sistemindeki temsili gosterimi.

3.2.1. Elektronun Yoriinge Cift-Kutup Momenti

3.2.1-3.2.5’te verilen bilgiler i¢in [55-61] kaynaklar1 kullanilmistir. Her agisal
momentuma bir ¢ift-kutup momenti eslik edecegine gore atomlarda yoriinge ¢ift-kutup
momenti, spin ¢ift-kutup momenti, toplam cift-kutup momenti ve ¢ekirdek cift-kutup
momentlerinden s6z etmek miimkiindiir. Bohr yoriingesinde dolanan elektron bir 1
akimi olusturur. » yaricapli bir yoriingede dolanan elektronun yoriinge agisal
momentumu, hizi ve yoriinge manyetik ¢ift-kutup momenti vektorlerinin yonleri Sekil

3.12.°de gosterilmistir.
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Sekil 3.12. Elektronun yoriingesel hareketi sonucu olugan manyetik
moment ve agisal momentum gdsterimi momentumu.

Yoriinge acisal momentumu, klasik mekanige gore

L=Fxp (3-59)

olarak ifade edilir. L ’nin bliytikligi

L=m,yr (3-60)

olur. Kuantum mekaniksel olarak agisal momentumun biiyiikligii

L=\Il+1)n (3-61)

olarak wverilir. Buradaki yoriingesel manyetik kuantum sayisi /=0,1,2,...,n—1

degerlerini alir. A¢isal momentumun z-bileseninin biiyiikligii ise

L =mh (3-62)
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olur. Buradaki yoriinge manyetik kuantum sayist m, =—1,—/+1,...,/ degerlerini alir.

Y oriinge manyetik ¢ift-kutup momenti

fy=-=L (3-63)

p, =———JI([+1) (3-64)

bigmindedir. Burada

u, = 0927510 J/ T (3-65)

2m

e

olup, Bohr manyetonu adini alir. Sonu¢ olarak, atom yoriingesindeki elektronun

yoriinge manyetik ¢ift-kutup momenti Bohr manyetonu cinsinden

wy ==yl +1) (3-66)

sekline doniisiir. Yoriinge ¢ift-kutup momentinin ayni zamanda vektdrel ifadesi

i=-trf (3-67)

seklinde ifade edilebilir.
3.2.2. Elektronun Spin Cift-Kutup Momenti
Elektronlar, atomik yoriingesel hareketlerinin yani sira, kendi i¢ yapisindan

kaynaklanan bir spin hareketine de sahiptir. Boyle bir spin ¢ift-kutup momentinin

oldugu deneysel olarak gozlenmistir. Elektronlarin spin ¢ift-kutup momenti kendi
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icindeki yiikk dagilimindan kaynaklanir. Ancak elektronlarin i¢ yapisinda yiik
dagilimmin sekli bilinmedigi icin spin ¢ift-kutup momentini hesaplamak pek kolay
olmaz. Ancak yoriinge ¢ift-kutup momentine benzetilerek asagidaki ifadeler yazilabilir.
Elektronlarm spin kuantum sayisi s=1/2 oldugu deneysel olarak ta tespit edilmistir. Spin

acgisal momentumu

S =qs(s+1)h=""r (3-68)

olur. Spin agisal momentumunun z-bileseni

h (3-69)

5]
o
N | —

dir. Spin ¢ift-kutup momenti ise

_ 35 (3-70)

ifadesi ile verilir. Buradaki y , oran katsayisina spin jiromanyetik orani denir.

3.2.3. Elektronun Toplam Cift-Kutup Momenti
Atoma bagl bir elektronun hem yoriinge hem de spin ¢ift-kutup momenti

olacagina gore bu iki kiiciik miknatis etkilesecek ve bir bileske ¢ift-kutup miknatis1 yani

bir toplam ¢ift-kutup momenti olusturacaktir. Bu durumdaki agisal momentum,

J=L+S (3-71)

yazilir. Burada J, toplam agisal momentum vektoriinii gostermektedir. Bu durumdaki

toplam ¢ift-kutup moment ise
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A, =+ J, (3-72)

olarak ifade edilir. Ayrica toplam c¢ift-kutup moment, toplam acisal momenum

cinsinden
i, = g": =J (3-73)

ifadesi ile verilir. Burada g, toplam Landé ¢arpani adini alir ve

1+j(j+1)+s(s+1)—z(1+1) (3-74)

o 2/(j+1)

ile belirlenir. Burada karsilagilan toplam acisal momentum kuantum sayis1 j,

[l-s|<j<I+s (3-75)

araliginda degerler alir. m; ise -j den +j ye kadar degisen (2j+1) farkli deger alr.

3.2.4. Cekirdek Cift-Kutup Momenti

Atomun ¢ekirdeginde bulunan parcaciklara niikleon denir. Niikleonlar nétron ve
protonlardan ibarettir. Cekirdek i¢cindeki ¢ok sayida notron ve protonun, kiitle merkezi
etrafinda bir donme hareketi yapmasi ¢ekirdegin ¢ok yogun bir ortam olmasi sebebiyle
zordur. Ancak nétron ve protonlar spin hareketlerini kolaylikla siirdiiriirler. Yani
cekirdek icinde cok sayida, proton ve nétron spin ¢ift-kutup momentleri vardir. Ancak
bunlar birbirinin etkisi altindadirlar ve nétron ¢ift-kutup momentleri kendi aralarinda
ikiser ikiser ciftlenirler. Sonugta ¢iftlenmemis protonun ya da nétronun veya her ikisinin
birden cift-kutup momentleri kalir ve bu ¢ift-kutup momenti o ¢ekirdegin cift-kutup
momentini olusturur. Cekirdek spin kuantum sayis1i =0, 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, 3, ... olmak

iizere ilgili ¢cekirdek spini agisal momentumu

1= Ji(i +1)n (3-76)



46

ile verilir. Cekirdek spin momenti de

j =] (3-77)

seklinde yazilir. Burada u, niikleer manyeton olup

py = Hs g sv10 T (3-78)
2mp 1836

degerindedir. Cekirdek i¢i parcaciklarm (n,p) c¢ift-kutup momentleri ¢ekirdek

manyetonu cinsinden

M, =2.719276u, ve u, =-191u, (3-79)

ile belirlenir. Burada dikkat edilmesi gereken bir konu ndtronun yiikii olmadig1 halde
manyetik ¢ift-kutup momentinin sifirdan farkli olmasidir. Bu da noétron i¢cindeki (+) ve

(-) yiik dagiliminin simetrik olmamasi ile agiklanir.
3.2.5. Atomun Toplam Cift-Kutup Momenti

Atomun elektronlarindan kaynaklanan g, ve g¢ekirdeginden kaynaklanan g,

cift-kutup momentleri de birbiriyle etkilesirler. Bu etkilesim sonunda atom i¢in bir

toplam

iy =+ (3-80)

cift-kutup momenti tanimlanir. Atomun toplam agisal momentumu

F=Jr(f+1)n (3-81)

olur. Burada f, atomun toplam agisal momentum kuantum sayis1 adini alir ve
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|j—i|<f<j+i (3-82)
araliginda degerler alir. Atomun toplam ¢ift-kutup moment vektdrel olarak

L giHp
fi, = thF (3-83)

olur. Buradaki g, ; i, j ve f degerlerine bagh olarak hesaplanabilir.

3.3. Elektrik Cok-Kutup Moment Integralleri

(3-58) denkleminde dalga fonksiyonu yerine STO’lar alinirsa, elektrik ¢ok-kutup

moment integralleri

M(elektrik) (a,ﬁ;ROb,kab): J.%r*zlm (O{,I_;a )M\EZ)(FO)%n'I'm' (ﬁ’;'b)dV (3-84)

nimyo.,nlm

bicimde ifade edilir [62]. Buradaki

N 4 1/2 ,
M‘EU)(F):(2V7-T|-1] r Yvo‘(g’q)) (3_85)

islemcisi, kiiresel koordinatlarda 2" -kutuplu elektrik moment islemcisinin o .

bilesenidir [62]. Burada 7, , elektronun segilen orjin noktasina alan uzakligini temsil

eden vektor, R,, =7, — 7, ve R, =7, —F, olmaktadr.

a

3.4. Manyetik Cok-Kutup Moment integralleri

STO’lar kullanilarak manyetik ¢ok-kutup moment integralleri asagidaki bicimde
ifade edilir

M(manyetik) (O(, ﬁ’ 1301; H ]_éab ) = J.%r*tlm (O{, ’_;a )M‘Eganyetik)(fo )%n'l'm' (ﬁ’ ’7;) )dV (3-86)

nimyvo,nlm
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Ayrica buradaki

"~ (manyeti — 2 4 1 — Vv A
Nt ytm(r):m(zv’ilj (Vry,, (0.0))i (3-87)

islemcisi, kiiresel koordinatlarda 2" -kutuplu manyetik moment islemcisinin o .

bilesenidir [63]. Ifade icindeki, 4, =4, fA,=p, ve f, =/, Dbilesenleri,

o= (1/ 2)17x§ manyetik ¢ift-kutup moment igslemcisinin bilesenleridir. Manyetik ¢ok-

kutup moment islemcisinin denklem (3-87)’deki daha acik bigimi

1
M (manyetik) (’—{) ) _ L z

Vo

V_] . A
{ ’ a\l/U,U'M\Ee—)l,o" (7‘0)} l[:ll(;:o) (3_88)

olarak verilir [64]. Ifade igindeki M ée_)]U(FO) ise denklem (3-85) ile verilmis olan

elektrik cok-kutup moment islemcisidir. Ayrica reel kiiresel manyetik cok-kutup

moment iglemcisi i¢in

a\]/U,O" = 870-[(1 - 50‘,0 )(1 + 50‘,] )(V + U)(V +o - 1)]]/2 50",0‘—]

~is,,)0-0, v —o)y -0 -], ., (3-89)

av":,’a, = —%’[(1 =0, )(1 -0, )(v + U)(V +0— 1)]”2 Oui gt

~ s, )ive, e —o)v -0 -] 75, (3-90)

a\?o,o' :[(V+O-)(V_O-)]]/2 50’,0" b a(i)a,o” :0 H alio‘,O :5'

i,o

(3-91)

degerlerini alirlar [64].
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3.5. Elektrik Cok-Kutup Moment Islemcisinin Tasinmasi

Cok-merkezli molekiiler integraller hesaplanirken tasima bagintilar1 biiyiik yarar
saglamakta ve matematiksel islemlerde kolayliklar getirmektedir. Burada elektrik ¢ok-
kutup moment islemcilerinin tagima bagintilar1 verilecektir. Elektrik cok-kutup moment
islemcisi, manyetik ¢cok-kutup moment integralleri hesaplanilirken de gerekmektedir.
Ciinkii manyetik ¢ok-kutup moment islemcisi, elektrik ¢ok-kutup moment islemcisi
cinsinden yazilabilmektedir. Bu yiizden 0 orjin noktasindaki elektrik g¢ok-kutup

moment iglemcisinin b-merkezine taginmasini veren
MG =Y Y Qe (R L) (3-92)

ifadesi kullanilacaktr [64, 65]. Burada M 5?(170) elektrik ¢ok-kutup moment
islemcisidir ve daha sonra elektrik ¢cok-kutup moment integralleri hesaplanirken detayl

incelenecektir.  Denklem (3-92)’deki Q

voyv'c

(130,,) ifadesi kompleks cok-kutup

moment iglemcisi i¢in
Q:U,V'U'(ROIJ): M\Eé)—)V',U—U'(ROb)AVO',V'O" (3_93)
olarak verilir. Reel cok-kutup moment islemcisi i¢in ise

QyovorBy)= 3 MY, (R )N, o (3-94)

i=+l

olarak verilir [64]. Burada

6i=800,|i7/+7/’ , 7/=|6,7/’=|6’| ve

= 1yl e E (s o)F - o)) (3-95)

vo,v'o'
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1/2
Ny = 1490 (0 A, o (3-96)
v o148, , J1+8,,) | 7 AR

olur. Ayrica ¢ok-kutup moment iglemcileri i¢cin

1 o020 icin
£, = ° (3-97)
-1 o<0 icin
olmak tizere ¢_,. =¢, ¢, olup, 6zel olarak ¢, =—1 ve iy +y' =0 olmast durumunda
A =0 olur.

vo,v'o'

3.6. Manyetik Cift-Kutup Moment islemcisinin Tasgimnmasi

Manyetik ¢cok-kutup moment integrallerinin hesaplanmasi igin £, (170) cift-kutup

moment islemcilerinin #-merkezinden b-merkezine taginmasi ile ilgili denklem

A (e 1 0 0 A (e
O e 9%)

bicimindedir [64]. Burada i=1 i¢in j=-1, k=0 dir. i=-1 igin j=0,k=1 dir.
i=0 ¢ j=1k=~1 dir. Ayrica, X,=x,, X, =y,, X,=z, olup x, =X,
x,=Y,, x, =2, degerlerini alir. Swastyla /() manyetik gift-kutup moment

islemcilerinin degerleri
i=1 i¢in

n (e 1 0 0 R
ﬂx(”o):E(YOb Py —Zy, 3y j"":“x(”b) (3-99)
b b

i=-1i¢in
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VIR | 0 0 N (=

ﬂy(ro)_E(ZOba_XOb E]Jrﬂy(%) (3-100)

i=0 i¢in

R | 0 0 N

a.(7)==| Koy == Yo, =— |+ (7)) (3-101)
2 oy, ox,

ifadesi elde edilir. Yukaridaki {i¢ ifadenin de r, > r, , seklinde  tasindigi

goriilmektedir.

Manyetik ¢ok-kutup moment integrali i¢indeki, 4., 4, ve fi bilesenlerini

kiiresel koordinatlarda yazabilmek i¢in 4 = (1/ 2)17x§ manyetik c¢ift-kutup moment

islemcisinin bilesenlerini bulalim.

— o}

a=0/2)iv =, ) i+a,G) j+a.G) k (3-102)

olmaktadir. Buna gore;

1{ 0 0
W (7)== y—-z— 3-103
a.(7%) 2(yaz Z&y] (3-103)
1{ 0 0
0 (7)== z=——-x— 3-104
A, () z(zax xaz] (3-104)
1{ 0 0
0 (7)== x——y— 3-105
a.(7,) 2(xay yax] (3-105)

bi¢iminde yazilir. Elde edilen bu ifadelerin kiiresel koordinatlarda yazilabilmesi i¢in

x=rsin@cos¢, y=rsinfsing, z=rcosf

ifadeleri yardimiyla
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6 0ro 008 040
=t ——

ox 0xO0r 0x00 0xd¢

:sm9cos¢i+lcos9cos¢i— 1 sinngi (3-106)
or r 060 rsinf op
O in0sing-2 + L cossin g0+ 00 0
oy or r 060 rsinf 0¢
(3-107)
—:cos9i—lsm@i
z or r 00
(3-108)

yazilir. Bu esitlikler kullanilirsa, kiiresel koordinatlarda manyetik-¢ift kutup moment

islemcilerinin bilesenleri

Jin :—(sin ¢%+cot9cos¢%) (3-109)
1, = cosq)i—cowsinqbi (3-110)
= 00 o6

0
~_ 0 3-111
Sy ( )

olarak bulunur.
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4. BULGULAR
4.1. ELEKTRIK COK-KUTUP MOMENT INTEGRALLERI

4.1.1. Elektrik Cok-Kutup Moment Integrallerinin Fourier Doniisiimii

Yardim ile Hesaplanmasi

Elektrik cok-kutup moment integralinin (3-84) denklemi ile verilen genel

ifadesinin igerisinde ilk fonksiyon STO olmakta ve kalan kisimlar ise

fnfl,iktiiff (ﬁ Row’”b) M\EZ)(?O)Zn'I'm'(ﬁ”;;)) 4-1)

seklinde bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir. Bilindigi gibi, ilk fonksiyon olan STO’nun
Fourier doniisiimii (2-19) denkleminde verilmisti. Ikinci fonksiyonun Fourier doniisiimii

ise
(elektrik _ 32 —ip.F (elektrik)( 55 ) 3
gn I'm' ,vo (ﬁ p) - ( ) J.e fn'l'm',va ﬁ’ ROb ’ Rab d r (4_2)

olarak yazilir. Daha sonra bulunan iki fonksiyonun Fourier doniisiimleri (3-84)

denkleminin

f (elekrik) '(Of’ﬂ;kowkab)zj. _lpr[Unl a p] [gnelziftr‘i/; B, ]d3p (4-3)

nimyvo.,nlm

bi¢iminde verilen Fourier konvolusyon(harmanlama) teoreminde yazilarak, momentum

uzayinda analitik olarak hesaplanacaktir. Oncelikle —iki-merkezli " (/3 ROb,Rab)

fonksiyonunun tek-merkezli olarak yazilmasi gerekmektedir. Yani M ‘EZ) (170) —>M ‘EZ) (17,))

olmas1 durumunda fonksiyon tek-merkezli olarak yazilmig olur. Boylece (4-1)
denkleminde, 0 orjin noktasindaki islemcinin b-merkezine tasmmmasimi veren denklem

(3-92) kullanilirsa

£ (5 Ry 7 ) =3 S o oy W ) e (5.7, (4-4)

v'=0o'=—v'
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olur. M (¢) (rb) ifadesi i¢in (3-85) ve STO’nun konum uzayindaki degeri kullanilarak

1R )= 3 S R 50 j'”(zﬂ)“”z

v'=00'=—v 2vi+1 (2 n' )'

P e Py (6,0) Y (0,6) (4-5)

bi¢iminde tek-merkezli ( b-merkezli) olarak yazilmis olur. Bu ifade (4-2) denkleminde

yerine yazilirsa

v R 172 n+1/2
nel[ilamzlé (ﬁ p):(zﬂ:) 3/22 ZQ:U,V'U'(RO[))( 4,77: ] (2ﬁ)

v'=00'=—v' 2v+1 (271’ )'
Ie_i’;'FrV'+"'_] e‘ﬂrYV(f' (F/r)Y,’”' (F/r)d3r (4-6)

elde edilir. Integral icerisinde, (2-15) denklemi ile verilen diizlem dalga agilimi

kullanilirsa, (4-6) ifadesi

lektrik -3/2 o, - 4 V2 (o g+ ok N
"e[m "U(ﬁ p):(zﬂ:) z ZQVU,V'U'(ROIJ)( ,ﬂ: ] ( ﬁ) 47772 Z(—l)

v'=0o'=—v' 2vi+1 ( 2 n' )' k=0 z=—k

Ykz([?/p)T e j (pr)r ! 2aVr]i ”Y r/r] Yo (F/r)Yr (7 r)dQ

0=0 $=0

(4-7)

olarak yazilir. Burada, ii¢ kiiresel harmonigin carpimimni veren (2-10) denklemi,
indirgenmis Bessel fonksiyonlarmin (2-16) denklemi ve (2-18) denklemi ile verilen
integral acilimi kullanilip gerekli matematiksel diizenlemeler yapilirsa Fourier

doniisimii

(elektrik N - * D 8 v (2ﬁ)”+]/2 N k K
g,,,m Vo (ﬁ p) ‘;)UZVQVU’V'U'(ROb)(z\/""l] (( ' k ()Z )
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KV +n k) p) i, B

<k Z|V c ‘l m> (ﬁZ +p2)v'+n'2+k+2 v'+n' k{W\] k

(4-8)

olarak bulunur. Bulunan bu ikinci fonksiyonun Fourier doniisiimii ve (2-19) denklemi

ile verilen STO’nun Fourier doniisiimii, (4-3) denkleminde yerine yazilirsa elektrik ¢cok-

kutup moment integrali

. . . 2n+l+] n+1/2 2 n+1/2 vy V' 8 1/2
M(elekt”k), ‘m (a’ ﬁ;ROb ’Rab): a ( ﬁ ) z z voy'oc' ( Ob )[ ]
!

nim,yo,nlm F(n)\/ﬂ'Fn(Zn) \/ ! V06— 2V +1

izk: (k2 v'o|I'm) kI (v +n' = k)12" () (i)'

k=0 z=—k

il brird e g
iR s + B+ . - (=
Ie PRt (052 +p2a)(n+1i)/2( 5 +p2)(v +n+/fz )12 [Y )] Y, (p/p)d3p

(4-9)

olarak wverilir. Bu ifade icerisindeki iki kiiresel harmonigin carpimi olan (2-11)

denklemi, diizenli kiiresel harmonigin (2-9)’daki degeri kullanilip, yeniden diizenleme

yapilirsa

n+l+1 _ n+1/2 n'+1/2 vy v' 1/2
M(elektrik)u (a,ﬁ,]_é ’R’a ): 2 (04 (2ﬁ) e [ 8 ]
e / z z ( Ob) 2v'+1

nim,vo,nlm F(n)\/ﬂ-Fn(zn) \/ ! v'=0c'=-v'

© Lmi\x
Y (k] Vo | 'm0 = )2t ) (<) 3

k=0 z=—Fk L=Ly,

~m)
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Sim(p)dp

Cl+] o Ck’+]' ﬁ
—ip.R I+k-L " Va2+p2 o ‘\/ﬁ2 +P2
J.e P (az +p2 )(n+l+2)/2 (ﬁz +p2)(v'+n'+k+2)/2
(4-10)

olarak yazilwr. Burada ﬁab =R dir. Eger (2-40) ile verilen 6rtme integralinin genel

ifadesi [ >/, m —>m, n —>n,l, >k, m, >z, n, >v' +n'vel—>L icin
1 1 1 2 2 2 9
diizenlenirse
Ll“ﬂX
2
()<kz|lm|L,z—m>
L=L

Si"(p)d’p

cl {L ] il {L }
J'e—i[a.ﬁ I+k-L O£2+p2 ﬁ2+P2

p (a2 +p2 )(n+l+2)/2 (ﬁz +p2)(v'+n'+k+2)/2

e B s ik, )
(l) 2n+v+n++ + an+ ﬁv+n+

(4-11)

olarak bulunur. Elde edilen bu ifadenin degeri (4-10) denkleminde yerine yazilir ve
gerekli diizenlemeler yapilirsa, elektrik ¢ok-kutup moment integrali 6rtme integrali

cinsinden

)_ 2n+1+] an+]/2 (2ﬁ)n'+]/2
ab ]

" E T E,@n) 2 )

M (elektrik) (a’ ﬁ, I_é()b , I_é

nimyvo.,nlm

v v 0 1/2
3D (160,,)(%] (kz|v' o[ m VRt (v 4 = k)28 (1)
0 4

A e B D st ik
2n+v+n++ + an+ ﬁv+n+

(4-12)
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olarak yazilabilir. Ortme integralinin denklem (2-40) ile verilen ifadesi; a = f3,

l,—>1,m —>m, n—>n,l,>k,m —>z,n —>v+nvel—>L igin

Lmi\x
(2)<kz| lm| L,Z—m>

L=1L

Cl+] { o \Jckﬂ { o \]
n—1 5 5 v'+n'—k 5 5
J’e—i,‘a.ﬁ pl+k—L Vo +p V& +p gz »

(a2+p2 )(n+l+2+v'+n'+k+2)/2 L (_’) d3p

oz Fl(n)Fk(v’+n’)\/Fn(2n)Fv,+n,(2(v’+n')) S(V'+n')k2(a a:R )
— s Hoflab

N\ -k n+v'+n'+l+k+2  n4v'+n'+1 nlm
(z) 2 a

(4-13)

biciminde diizenlenebilir. Bu ifade kullanilarak ayni perdeleme sabitli elektrik ¢ok-

kutup moment integrali

2n+1+n'+3/2 n+n'+1

o

F{nF,Cn) (20 )

M(elektrik) (a’a;k%’kab): P

nimyvo.,nlm

y © 1/2
ZZZiQLW(ﬁ%)( 8 ] (kz|v' |1 m VR (v 4 ' = k)28 (1)

() E W+ NE,Cn)F QU 1) s

2n+v'+n'+1+k+2 an+v'+n'+] nlm

(iR, ) (4-14)

seklinde elde edilir.
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4.1.2. Elektrik Cok-Kutup Moment Integrallerinin Ortme Integralleri

Cinsinden Hesaplanmasi

Denklem (4-5)te iki kiiresel harmonigin c¢arpimi olan denklem (2-11)

kullanilirsa
471_ 1/2
elektrzk R
fnlm vo (ﬂ ROb’rb) ‘;)G;‘/QVGV v ( Fo )[2V + 1)

L n'+1/2
max (2) l’ FEE L " ' % vi+n'-1 _—Br Ym’_o'y 9
D o R

(4-15)
elde edilir. Bu ifade asagidaki gibi, kolaylikla STO’lar cinsinden yazilabilir

1/2
£l (8, R, 7, )= ZZQW(},))[ iz j

v'=0o'=—v' 2V +1

Lmi\x ’ ; '
(2) lr ", ’L ' ﬂm ny
L= Ly < m|V U‘ m G>\/(2I’l’)!(2ﬂ) AV L(ﬂ rb) ( )

Denklem (4-16), denklem (3-84)’te yerine yazilir ve kaynak [47]’deki Fourier

dontistimii ile elde edilmis 6rtme integrali dikkate alinarak elektrik ¢cok-kutup moment

integralinin farkli perdeleme sabitli 6rtme integrali cinsinden

Mﬁ?ﬁf’i’i",};m (0" B Roys Ry ) = J.Xzzm (e.7,) £kt (ﬁ Ry, 7, )dV

\4 v’ / ‘max
:Z ZQiU’V,U,(EOb)({_”]] " (2)<[’m’|v’0'"Lm’—o">

v'=00'=—v' 2vi+1 L=L,

(2(V’+n’) )' (v'+n') L m'-o'

J@ay(p) (“’ﬁékab)

(4-17)
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olarak yazilabilir. Ayn1 perdeleme sabitli elektrik cok-kutup moment integrali

2 (etekrrik) (0(, a; l_éob ) ]_éab ) -

nimyo,nlm

v v 1/2 Lonax
Z Zgia,v'o'(kob)(%] (2)<l’m’|V’O'"Lm’—O">
- , Vv

VRO ) o
J2r ) (2a) "

olarak elde edilir.

(4-18)
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4.2. MANYETIK COK-KUTUP MOMENT INTEGRALLERI
4.2. 1. Manyetik Cok-Kutup Moment Integrallerinin Hesaplanmasi

Manyetik cok-kutup moment integralinin (3-86) denklemi ile verilen genel

ifadesinin igerisinde ilk fonksiyon STO olmakta ve kalan kisimlar ise

Srintd (877 )= MG e (B7,) (4-19)
bigiminde diger bir fonksiyondur. Oncelikle  iki-merkezli f{n®(8,7 7 )
fonksiyonunun tek-merkezli olarak yazilmasi gerekmektedir. Yani,
M )( ) - M (m )( b) olmas1 durumunda fonksiyon tek-merkezli olarak yazilmis olur.

Vo

Boylece denklem (3-88), denklem (4-20)’de yerine yazilir ve denklem (3-92)

yardimiyla, f, (170) manyetik ¢ift-kutup moment islemcisinin haricinde kalan kisimlar b-

merkezli olarak

7)) 2w (BT (4-20)

=

) o 2 1 v—l ; ~ (o _
fn('llq?;?\i?k)(ﬂ”‘O’rb):_Z{ ’ avo‘,o" M\E—)],o"(ro)}

Flm (B Ry 7, ) =~y

—~ %

v—l v-l t . n _ o _
{ avo‘ o' ZQ v—l)o",tu(ROb )Mt(j)(rb)}:uz (’b)%n'l'm'(ﬂ’rb)

v+1 3 - =0 u=—t
(4-21)
2 1 v—I1 ) v—l t - 477: 1/2
- c i Qr —
V+1i_z_]o_’__(v_f§v0',0' ,:()L,:z_, v-1)o' tu( )(2t+lj
o 2 v t+n' -Br yu
) ZEL o 0y 0.0)17 (0.0) (4-22)

seklinde yazilir. Burada reel kiiresel harmoniklerin ¢carpimi, denklem (2-11) yardimiyla



(manyetik) 2 Lo« el B ar 2
fnlm Vo (ﬁ ROb’rb)_mlz]U_ o ﬁvaa ;M:_IQ(V—I)U’,M (ROb)(m)

Linan n'+1/2
S0 - ) L e v . )
=] .

1=l N (2n")

(4-23)

biciminde yazilabilir. Boylece, manyetik ¢ok-kutup moment integralinin denklem (3-

86) ile verilen genel ifadesi (nlm — n [, m, ve n'lI'm'—n, [, m, ) almarak

—~ %

( ) 2 1 1 ¢ 477: 172

manyetik . D » _ i —

Mnlllml,va,nzlzmz (aaﬁaROb’Rab)_v+lz Ljvo‘,o" ZQV—])U',IM(ROb)(zt_i_l]
i=—lo'=—(v-1 t=0 u=—t

N
—_
~
3
]
~
<
~
3
[
|
<
~~—
—~~
\9]
~
~
+
N
8]
~
g

[ L (@) @) 2 (85 v
(4-24)

bicimindeki genel ifade olusturulur.

4.2.2. Manyetik Cok-Kutup Moment Integralinin z-Bileseninin

Hesaplanmasi

Manyetik ¢ok-kutup moment integralinin z-bilesenini hesaplamak i¢in denklem

(3-111) ile verilen ji, :ai manyetik ¢ift-kutup moment islemcisi, genel ifade olan

denklem (4-24)’te yerine yazilir ve kaynak [47]’deki Fourier doniisiimii ile elde edilmis

ortme integrali de dikkate alinarak, farkli perdeleme sabitlerinin oldugu durumlarda
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M(manyetik) (a ﬁ]‘é R’ ): 2 vl ao ’V—l XQ* | (R’ )( Ar ]]/2
m lymy,vo,ny ly my s> 0b° " tab V+lo-’:_(v_])v0',0' e (v-1)o',tu 0b 2f+1
121(2) <l m |tu|lm —u> (2(t+n2))! (m, —u) S”"Zl('”z_“)(oc ﬁk )
& 2 M2 2 (2}12 )'(Zﬁ)t 2 mlmy s Moy

(4-25)

—~ %

v—l v-l ¢t 1/2
(manyetik) ( . D ) )_ 2 0 (_' ) 4
Mnl lymyvo,nyly my a’a’ROb ’Rab - avo‘,o" ZQ v-1)o',tu ROb
' t=0 u=—t 2t+1

(2) <12 m, |tu|lm2 _u> (2(t+n2))' (m2 —l/l) St+nzl(mz—u)(a’a’]_éab)

ny lymy

I -~
1§ B
) =

esitligi elde edilir.
4.2.3. Manyetik Cift-Kutup Moment islemcisinin Bilesenleri i¢in Matris

Temsilleri

Manyetik ¢ok-kutup moment integrallerinin ¢oziimii igin arttrma (/,) ve

azaltma ( f1_) islemcileri

fz = @, Fip, oldugundan;

f, =e” i+z'cot9i (4-27)
00 0¢

ve

g =—e* 9 icot9i (4-28)
06 o6
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olur. Bu iki ifade taraf tarafa toplanir ve denklem (3-109) de kullanilirsa

0 0
1.+ =2i(sing—+cotOcos¢p—)=—2i (1 4-29
A+ A =2iing— ¢a¢) i, (4-29)
Boylece;
R 1
A==+ ) (4-30)

olur. Eger denklem (4-27) ve denklem (4-28) taraf tarafa cikarilir ve denklem (3-
110)’daki bagint1 da kullanilirsa

0 0
1 — 0 =2(cosp——cotOsing—)=2 11, =211 4-31
f, - =2( ¢ae ¢a¢) ay=2/, (4-31)
seklinde bulunur. Boylece;

i, =—(u, —p) (4-32)

1
2

olarak elde edilir.

i, ve g, nin sirasiyla denklem (4-30) ve denklem (4-32) degerlerini kullanarak

bu islemcilerin 6zel durumlar i¢in matris temsillerini olusturalim.

Oncelikle 4. isemcisinin kiiresel harmonige uygulanmasmi ve matris

elemanlarini dikkate alarak atomik birimde matris temsilini bulalim.

L, lm>:im‘lm>

(Im,| o, |lmy ) =im,(Im|Imy)=im,$, (4-33)

Im) =1l +1)=m, (m, F1) | ImF1)
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seklindedir.

[ =1 i¢in A matrisini olusturalim;

{tm| . |1m, 1 0 -1

1 i 0 0

0 0 0 0

-1 0 0 -I

Tablo 4.1. ,&Z matrisinin elemanlar1
Tablo 4.1.’den
i 0 0

g =10 0 0 (4-34)

0 0 —i

olarak bulunur. Denklem (4-30) ve (4-32) kullanilarak, g, ve j, islemcileri igin

asagidaki bagintilar kolaylikla yazilabilir.

(1| i) == A a1 )+ (1| [}

N _% {\/l(l +1)_m2 (mz +1) 5ml,mz+l +\/l(l+1)_m2 (m2 _1) 5’”1””2‘]}
1
(4-35)

N 1
(i a om ) = S| o) ~(tm, | 1)

— NI D= o, D) 6, =TT D= (=D 6,

(4-36)

Béylece [ =1 i¢in, 4, ve i, islemcilerinin matris temsilleri sirasiyla,
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0 7 0

. 2

a2l (4-37)
0 7 0
0 1 0

-2

/,ly :7 -1 0 1 (4-38)
0 -1 0

seklinde yazilir.

4.2.4. Manyetik Cift-Kutup Moment islemcileri icin

Komutasyon Bagintilan

Manyetik c¢ift-kutup moment islemcileri i¢in matris temsilleri kullanilarak, /=1

icin komutasyon bagintilar

[ﬁx’ﬁy]:ﬁx :[ly _ﬁy ll:\lx

i 0 0
=40 0 0|=-4 (4-39)
00 —i

olarak bulunur. Benzer sekilde [4,,4.] i¢in komutasyon bagmtis1 yazilir ve gerekli
islemler yapilrsa

[ﬁy’ﬁz]: lLly lle _ILlZ lLly

Y20 —i|=-4, (4-40)

seklinde yazilir. [/1_, f1 ] i¢in komutasyon bagntisi yazilir ve gerekli islemler yapilrsa
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[/jz’ﬁx]:ﬁz ll:\tx _li’\lx IL’zZ

010
Y20 0 -1|=-p, (4-41)
01 0

elde edilir. Ayrica 4., g, ve f. matris temsilleri kullanilarak gerekli islemler

sonucunda

=21 (4-42)

bulunur. Burada / birim matrisi gostermektedir. 4’ islemcisinin £, a, ve [,

komutasyon bagintilar1

(2%, a =A% a,1=[4",2.1=0 (4-43)

seklindedir. Bu bagntilara gore, [ islemcisi bilesenleri ile sira degistirebilmektedir.

4.2. 5. Manyetik Cok-Kutup Moment integrallerinin

x- ve y-Bilesenlerinin Hesaplanmasi

Manyetik cok-kutup moment integralinin genel ifadesi denklem (4-24)’teki

integralin i¢indeki £, (170) ifadesi yerine ji_ almirsa

—~ %

( k) . . 2 v—I : v-1l ¢t . 477: 1/2

manyeti . _

Mnlllml,va,nzlzmz (a’ﬂ’ROb’Rab)_v+l ( (?VO',O" ZQ V—])O"J“(RO/?) 2t +1
o'=—(v-1 t=0 u=—t

e o, Vel — (2(t+n,))
2 s Jeutm, =) S )
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[ [z ()] a2t (B, )av (4-44)

olarak diizenlenebilir. Bu ifadedeki integral

1=[ [ )] (A, 20 (B.7,))av

xis)

= ——{<an I ‘ o, %an <%:111,11 ‘ H-

_2% {\/l(l +1)=(m, —u)(m, —u +1)<an I

u+]

I+ )= (my ) (my —u =D [ )} (4-45)

olarak yazilabilir. Bu ifadedeki integral

_ZLZ.{\/I(I"_l)_(mz _u)(mz —u +1)J. [xr’:ll ] %tnjrnzuﬂ (ﬁ”i)dV

T )= (my ) Gy —u =D [ [ (@7 27 (B, 7,)av |
(4-46)

seklinde ifade edilir. Elde edilen bu ifade denklem (4-44)’te yerine yazilir ve kaynak
[47]’deki Fourier doniisiimii ile elde edilmis farkli perdeleme sabitli 6rtme integrali
cinsinden

v—I v-1l ¢t 1/2
(manyetik) ( B = )_ 2 1 . (_. ) iy
Mnl 1, my,vo,nyly, my a’ﬁ’ROb’Rab - avo‘,o" ZQ(V—])U',M ROb 2% +1
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{5 NI~ 0, =) my e ) S} R, )

I+ D)= (my —u)(my —u—1) S0 (o B R, ) (4-47)

by my

biciminde yazilir. Ayni perdeleme sabitli 6rtme integralleri cinsinden ise

v—I1 v-l t 4 /2
(manyetik) ( . D ) )_ 2 * (_' ) T
Mnlllml,va,nzlzmz a’a’ROb’Rab _V+1 vo,o' ZQ(V -o',tu Ob 2f+1
o'=—(v-1) t=0 u=—t

{é {\/Z ((+1)—(m, —u)(m, —u+1) S;f}l’znfl(mz'“”)(a,a,Rab)

T+ = (my —) (my —u—1) S D o0, R, )| (4-48)

bymy
olarak yazilir.

Manyetik cok-kutup moment integralinin genel ifadesi denklem (4-24)’teki

integralin i¢indeki £, (170) ifadesi yerine £, alinirsa

( k) _ _ 2 v—1 . v-1l ¢t . 477: 1/2
manyeti . _ - *
Mnl 1, my,vo,nyly, my (a’ﬁ’ROb’Rab)_ avo‘,o" ZQ(V—])U',M (RO/)) 2f+1

[ Lz (i iy 20 (8.5 )av (4-49)
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olarak diizenlenebilir. Bu ifadedeki integralin ¢6ziimii i¢in

1= j[)(nl i ] ,uy)(mz (ﬁ ’”b))

my—u
%t+n2,1>}

M )=

:21{ 1(7+1)=(m, —u)(m, —u+l)<xnl ;

my—u+l1
Xiiny.1

)=y )Gy —u =D (7, [ )} (4-50)

seklinde elde edilir. Elde edilen bu ifade denklem (4-49)’da yerine yazilir ve kaynak
[47]’deki Fourier doniisiimii ile elde edilmis farkli perdeleme sabitli 6rtme integrali
yardimiyla

( k) _ _ 2 v—1 . v-1l ¢t . 477: 1/2
manyeti . _ - *
Mnl 1, my,vo,ny 1, my (a’ﬁ’ROb’Rab)_ avo‘,o" ZQ(V—])U',M (RO/)) 2f+1

{% {Jz(z +1)—(my —u)(m, —u +1) S’*;jz,,jfmz-“”(a, ﬁ,ﬁab)

I D)=y =)y —u—1) S e, B R, )
(4-51)

biciminde yazilir. Ayni perdeleme sabitli 6rtme integralleri cinsinden ise
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v—l v-l ¢t 1/2
(manyetik) ( . D D ) _ 2 -1 ® (—’ ) 4r
Mnl lymyvo,nyly my a’a’ROb’Rab - avo‘,o" ZQ(V—])U',tu ROb m

{21 {\/l(l+1)—(m2 —u)(my —u+1) S;j;;f<mz-“+‘>(a,a,Rab)

1T+~ (my —u) (my —u—1) SI72 D 0,0, R, )
(4-52)

olarak ifade edilir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Molekiillerin fiziksel ve kimyasal ozellikleri incelendiginde, ¢oziimii oldukca
zor ve karmasik molekiiler integrallerle karsilagiimaktadir. Bu yiizden, molekiiler
integrallerin ¢6ziimii i¢in pek ¢ok yaklasik yontem kullanilmaktadir. HFR yonteminin
uygulanmasi sonucunda atomik orbitaller bazinda ¢ok sayida bir- ve iki-elektronlu

molekiiler integral ile karsilasilmaktadwr. Eger bu molekiiler integraller,

St (a,ﬁ;kab ) ortme integralleri cinsinden olusturulabilirlerse ¢éziimleri daha da

ny, I ,m

kolaylagsmaktadir.

Kuantum mekaniginde bir molekiiler sistem incelenirken, sistemin enerjisinin
belirlenmesi diginda en 6nemli parametrelerden bir tanesi de molekiiliin sahip oldugu
yiik dagilimmin incelenmesidir. Molekiillerin yiik dagilimlar: ise, elektrik ¢ok-kutup
momentler cinsinden ifade edilmektedir. Molekiillerin elektrik ve manyetik ¢ok-kutup
momentlerinin belirlenmesi ile ilgili son zamanlarda yapilmis olan ¢alismalarin ¢ogu
teoriktir. Elektrik cok-kutup moment integrallleri i¢in yapilmis olan [66-71] teorik
calismalarinda ve manyetik ¢ok-kutup moment integrallleri ile ilgili yapilmis olan [64,
65], [72, 73] teorik calismalarinda genellikle STO’larin tagima bagmtilar1 kullanilmistir.
Bu tasima bagntilar1 sayesinde iig-merkezli olan elektrik ve manyetik ¢ok-kutup

moment integralleri, iki-merkeze indirgenerek hesaplanmistir.

Molekiiler integrallerin hesaplanmasi sirasinda, HFR denklemlerini analitik
olarak ¢6zmek icin kullanilacak baz fonksiyonunun se¢cimi ¢ok Onemlidir. Ciinki,
atomik orbitallerde kullanilacak olan baz fonksiyonu, c¢ekirdege yakin ve uzak
durumlardaki molekiiler hesaplamalarda iyi sonuglar vermeli, ¢cok-merkezli molekiiler
integrallerin ¢6ziimiinii kolaylastirmali ve biiyiik kuantum sayilarinda deneysel
sonuclara yakin sonuglar vermelidir. Bu yiizden, belirtilen 6zellikleri 1y1 sagladig: i¢cin

bu ¢alismada baz fonksiyonu olarak STO kullanilmistir.

Bu caligmada, STO’lar ve Fourier doniisiimii kullanilarak, elektrik ve manyetik
cok-kutup moment integralleri analitik olarak hesaplanmistir. Hem elektrik hem de
manyetik cok-kutup integrallerinin genel ifadeleri {ic-merkezlidir. Integraller

icerisindeki ilk STO a-merkezinde, islemciler 0-merkezinde ve diger STO ise b-
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merkezindedir. Bu integral ifadelerinin iki-merkeze indirgenmesi icin (3-85) ile verilen
elektrik ve (3-87) ile verilen manyetik ¢ok-kutup islemcileri, b-merkezine tagmmustir.
Analitik olarak hesaplanan elektrik ve manyetik ¢cok-kutup moment integrallerinin genel

ifadeleri olan denklem (3-84) ve denklem (3-86) g6z 6niinde bulunduruldugunda,

oo B Ry, Ry )= [ 2 F )V 7)) g, BF, ) AV (5-1)

bigimine 7#,, 7, ve 7, konumlarma bagli, lic-merkezli bir integral ile karsilasilir. Bu

konumlar Sekil 3.11°de gosterilmistir. Hem elektrik cok-kutup moment integrali hem de

manyetik ¢ok-kutup moment integrali hesaplanirken, sadece 7 konumunda

merkezlenmis islemci degismektedir. Bu islemcilerin almis oldugu degerler haricinde
analitik hesaplamalar benzerdir. Her iki ¢ok-kutup moment integrali de hesaplanirken,

isemciler 7, ile konumlandirilan merkezden 7, ile konumlandirilan merkeze tasmmis ve
0 b

iki-merkezli cok-kutup moment integral ifadeleri olusturulmustur.

Elektik cok-kutup moment integralleri, iki farkli durum i¢in analitik olarak
hesaplanmistir. Bunlardan ilki, islemci b-merkezli olarak yazilip Fourier doniisiimii
almirken karsilagilan {i¢ kiiresel harmonigin carpimi i¢in (2-10)’nun kullanilmasi
sonucu (4-12) ve (4-14) ile verilen genel ifadelerin bulunmasidir. Ikinci durum ise,
islemci b-merkezli olarak yazilip Fourier doniisiimii alinmadan 6nce, karsilasilan ayni
merkezli iki kiiresel harmonigin ¢arpimi i¢in (2-11)’in kullanilmas1 sonucu, (4-17) ve
(4-18) 1ile verilen genel denklemlerin elde edilmesidir. Elektrik ¢ok-kutup moment
integralleri i¢in bulunan her iki genel ifade; Ortme integralleri, toplamlar, sabit

degiskenler, Gaunt katsayilar1 ve Binom katsayilar1 igermektedir.
Manyetik cok-kutup moment integrallerinin hesaplanirken, elektrik ¢ok-kutup

moment integrallerinde oldugu gibi islemci b-merkezli olarak yazilmistir. Fakat

manyetik cok-kutup moment integralleri i¢in olusturulan denklem (4-24) genel ifadesi

[ Do )] ) (8.7,)av (5-2)
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biciminde integral icermektedir. Bu integral Ortme integrali degildir. Bu yilizden
1

denklem (4-24) igerisindeki z toplaminin trettigi i =—1,0,1 degerleri i¢in /ftl(FO)
i=—1

cift-kutup moment islemcisinin bilesenleri b-merkezli olarak yazilmis ve olusan

integraller analitik olarak hesaplanmistir. Manyetik ¢ok-kutup moment integrallerinin z-

bileseni i¢in kiiresel koordinatlarda

fy = 1. = (5-3)

olarak almip farkli ve ayn1 perdeleme sabitleri cinsinden, (4-25) ve (4-26) ile verilen
analitik ¢Ozlimler bulunmustur. Fakat manyetik c¢ok-kutup moment integrallerinin

g, =f, ve f,=p, bilesenlerinin kiiresel koordinatlardaki deZerlerinin kullammi

matematiksel hesaplamalarda zorluklar olusturmaktadir. Bu yiizden, bu islemcilerin,
arttrma (4, ) ve azaltma (/) islemcileri cinsinden degerleri kullanilarak matris
temsilleri olusturulmustur. Bu matris temsilleri sayesinde analitik hesaplamalarda biiyiik

kolayliklar saglanmustir. Boylece [, =i, ve f, =, cift-kutup moment islemcileri

icin farkli ve ayni perdeleme sabitleri cinsinden manyetik ¢ok-kutup moment

integrallerinin sirasiyla; (4-47), (4-48), (4-51) ve (4-52) analitik ¢oziimleri bulunmustur.

Sonu¢ olarak, iic-merkezli elektrik ve manyetik cok-kutup moment
integrallerinin ikisi de iki-merkeze indirgenip analitik olarak hesaplanmustir. Ayrica,
manyetik cok-kutup momentlerin x-, y- ve z-bilesenleri i¢in matris temsilleri
olusturulmus ve her bilesen icin ayr1 ayri analitik hesaplamalar yapilmistir. Tim
molekiiler integraller 6rtme integralleri cinsinden olusturulabilmektedir. Dolayisiyla, bu
calismada elde edilen tiim analitik hesaplamalar O6rtme integralleri cinsinden ifade

edilmistir.
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6. ONERILER

Bu tezde elde edilmis olan analitik ifadeler kullanilarak asagidaki bazi

calismalar Onerilebilir:

e FElektik ¢cok-kutup moment integralleri i¢cin yapilacak bir sayisal hesaplamada
denklem (4-17) ve (4-18), denklem (4-12) ve (4-14)’ten daha uygun olacaktir.
Ciinkii denklem (4-17) ve (4-18) ifadelerindeki toplamlar

v 2,
Z Zgio,v'o'(kob)(él—ﬂ] (2)<l’m’|V’O'"Lm’—O"> (6-1)

'
2V + 1 L=Lyn

ifadesinden goriildiigii gibi sonludur. Ote yandan genel denklem (4-12) ve (4-14)

icerisinde ise

>3

o0
v'=0o'=—v' k=l

k * - 8 1/2 o ’ ’
OZ;QVU,v'gr (Rob)(zv,_i_l] <k Z|V o) ‘l m>k' (V +n _k)'zk (_1)2k
(6-2)

seklinde sonsuz toplam vardir.

e Manyetik ¢ok-kutup moment integrallerinin x-, y- ve z-bilesenleri i¢in sirasiyla,
(4-47), (4-51) ve (4-25) esitlikleri kullanilarak farkli perdeleme sabitli sayisal
hesaplamalar yapilabilir. Ayrica (4-48), (4-52) ve (4-26) esitlikleri kullanilarak
ayn1 perdeleme sabitli sayisal hesaplamalar yapilabilir.

e Bu calismada, c¢oziimii yapilmis olan tiim molekiiler integraller Ortme
integralleri cinsinden ifade edildiginden sayisal hesaplamalar1 daha da kolay
hale gelmistir. Ortme integrali dogrusal molekiillerde (=0 ve ¢=0
durumunda) daha rahat hesaplandigindan, dogrusal molekiiller i¢in elektrik ve
manyetik cok-kutup sayisal hesaplamalar yapilabilir.

e Elektrik ve manyetik momentler i¢in elde edilen ifadeler kullanilarak,
molekiiller arasi elektrik ve manyetik ¢cok-kutup etkilesim enerjileri ile asir1 ince

yap1 yarilmalarinda ortaya ¢ikan enerjiler hesaplanabilir.
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7. EK A : STO’NUN BiR MERKEZDEN BASKA BiR MERKEZE
TASINMASI

Kiiresel koordinatlarda (7,,0,,¢), pozitif z ekseninde orjinden R kadar uzakta

merkezlesmis bir B merkezli noktanin koordinatlar1 olsun. Daha 6nce Boliim 2’°de verilen

STO, B merkezli olarak yeniden s0yle yazilabilir:
2 =N, \n Y"(6,.9 )it e an ), (A-1)

parantezler i¢indeki ilk nicelik, diizenli kiiresel harmonik ve ikinci ifade ise, orbitalin
radyal kismidir. B’de merkezlesmis bir STO, 4 merkezine iki basamakta tasinir. Birinci
basamakta B’de merkezlesmis diizenli kiiresel harmonik, ikinci basamakta ise, yine

B’de merkezlesmis radyal kistm A merkezine tasinir [74 ].
B’ de Merkezlesmis Diizgiin Kati Harmonigin A Merkezine Tasinmasi

B’ de Merkezlesmis diizglin kati harmonigin 4 merkezine tasmmmasi islemi

asagida verilen sonlu terime sahip ifadenin kullanilmasi ile elde edilir [75, 76 ].

F

| m|

(=D*
m\

‘ (t, +|m|)R"™ r* Y™(0,9), (A-2)
a,

lh
K Y(6,.8,) = (=1)"d" >
pu=m

Burada F,, (l,, +| m |) binom katsayisidir ve

—m)!
o = 20, +1 (I —m)! (A-3)
’ 2 (I+m)!

seklinde tanimlanmisgtir.
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B Merkezli Kiiresel STO’ nun A’ da Tek Merkezli Olarak A¢ilimi

Radyal degisken 7’ nin, orbital kuvvetlerinin artan kiiresel kismi seriye acilabilir:

q , Sl — = k) v 1 v k _.—k+q =Gl
rle ™ =21y > (-1 R} (c,r;,c080) rl 1 e, (A-4)
k=0 v=0 v

olur [74]. Burada ¢ negatif olmayan tamsayidir,
ro= min(r,R); r = max(7, R),

Acilimin katsayis1 asagidaki gibi olur,

. ) k.
R/ (c,ry,c080) = U!Z( '] ] el {% Z% Y! (9,¢)} K (A-5)
j Jj-v . € ¢

Bu esitlikte, @ Z ifadesi toplamin ikiser ikiser arttigini gosterir. max(u,l =00 ) <j<k

ve k—j—p(j,0)+258 ki p(i0)p S €Sk olarak verilir. Burada 6 Kronecker deltadir ve

p ise asagida tanimlanmigtir:
p(n,m)= ll — (1) J/ 2.
Ayrica,

£,0

(2
. . Q)
ki Z9(a’)>? TH n A-6
ﬁs ( s) ; k ;l+g—2n+l ( )

\(
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max[2j —k, p(k,0)]< A <k
0<n<le/2]
[t]: t” den daha kiiciik tamsay1 degerin alir ve sonugta:

(21 - 2v)!

a)l,m — (_l)u 1 ,
2°(l-m-=2v)!(l -v)!!

v

veE

TM = ()" F_(k)F o,k + A= j=1)(k=A-DN (k+A-2j-DIl,
Yukaridaki formiilde n!!, ¢ift faktoriyel fonksiyonudur [77]. Ayrica,
(2n)'=2.4.6..2n

2n+1)1=1.3.5...2n+1)

(A-7)

(A-8)

(A-9)

(A-10)

bicimindedir. Molekiiler integrallerin hesaplanmasinda STO’larin tasmmasi [78-81]

kaynaklarinda da belirtildigi gibi biiyiik kolayliklar saglamaktadir. Bu tasima islemleri

sonunda molekiiler integrallerdeki merkez sayis1 azaltilmaktadir.
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8. EK B : TENSORLER

Bu ek olusturulurken [24], [82-87] kaynaklarindan faydalanilmistir. Fizik
yasalarmin matematiksel ifadesinde koordinat sistemleri 6nemli bir rol oynar. Bununla
birlikte, fizik yasalar1 veya fiziksel sonuclar koordinat sisteminin sec¢iminden
bagimsizdir. Yani koordinat sistemi nasil segilirse secilsin fizik yasalar1 degismez. Fizik

yasalarinin ayni kalmasi kosulu tensor analizi konusunu olusturmaktadir.

Vektor ve tensor analizi; kuantum mekanigi, geometri, analiz ve dogrusal cebir
gibi pek ¢ok alandaki kavramlarin gelismesinde olduk¢a dnemli rol oynamistir. Vektor
analizi; diferansiyel geometri ve egri teorisi ile ilgili genis bir uygulama alanina
sahipken, tensOr analizi ise diferansiyel geometrideki yiizey teorisi ve uzaylarm n

boyuta genellestirilmesi gibi daha karmasik durumlar ile ilgilenmektedir.

Tensorlerin gosteriminde alt, list yada karma indisler kullanilabilir ve bir
tensorde tekrarlanan indisler disindaki indislerin toplam sayisi o tensoriin mertebesini
(rankiny) verir. Buna gore, skalerler, vektorler ve matrisler sirasiyla sifirinct, birinci ve

ikinci mertebeden tensorlerdir. Bu nedenle; tensor kavrami, skaler, vektor ve matrisleri

de i¢ine alan daha genel bir kavramdir. Ornegin 7"/, T, ve T}y,

tensorleri sirasiyla
ikinci mertebeden kontravaryant, igiincii mertebeden kovaryant ve dordiinci
mertebeden karma tensorler (birinci mertebeden kontravaryant, ticlincii mertebeden
kovaryant) olarak isimlendirilirler. Ug boyutlu uzayda bir skaler 1 bilesenli (veya 3°),
bir vektor 3 bilesenli (veya 3'), ikinci-mertebeden bir tensor 9 bilesenli (veya 3%) ve

genel olarak n. mertebeden bir tensor 3" bilesenlidir.

Tensorlerin uygulamalar ile ilgili fiziksel bir 6rnek verilebilir. Eger bir demet
materyale, x-ekseni dik diizlem secilip kuvvet uygulanarak iki parcaya boliiniirse,
materyal diger yonlerde de kuvvete maruz kalir. Bu durum bir vektor ile temsil

edilebilir ve P, P, P__ seklinde ii¢ tane vektor bileseni vardir. Buradaki ilk alt indis

xx o xy?o
olan x, kuvvetin diizleme x-yoniinden etki ettigini gosterir. Benzer sekilde y-yoniinden

kuvvet uygulanirsa, P, , P, , P,. vektor bilesenleri olusur. Son olarak ta z-yoniinden
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kuvvet uygulanirsa, P._, P. , P.. vektor bilesenleri olusur. Boylece materyaldeki bir

zx? zy? zz
nokta
Pxx ny sz
P, P, P, (B-1)
P By B

seklindeki dokuz nicelige sahip bir matris olarak tanimlanabilir. Bu ikinci-mertebeden

tensor, gerilme tensorii olarak ta bilinir.
Kartezyen Tensorleri

Burada, koordinat doniisiimlerinin yer degistirme vektorlerine etkisi ve bu etki
sonucunda olusan tensorlerin belirlenmesi verilecektir. Eksenlerin ¢evrilmesi ile ilgili

basit bir 6rnek verelim. Dik eksenin koordinatlari (x,y,z) ve dondiiriilmiis oteki

eksenin koordinatlar1 da (x’, y’,z’) olsun (Sekil B.1).

, (x,9.2)
(x".y.7)

~|
e

Sekil B.1. Dik koordinatlarin dondiiriilmesi.

Ayrica Tablo B.1.’de (x, y,z) ekseni ile (x',)’,z’) ekseni arasindaki dokuz tane

acmin kosiniisleri verilmistir.
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X ¥ z
x| m, n,
Yo m, n,
z' | m, n,

Tablo B.1. Kartezyen tensor i¢in yon kosiniisleri.

Tablo B.1.’deki /,, x-ekseni ile y'-ckseni arasindaki agiyr gostermektedir. Sekil
B.1.’deki 7 vektori x,y,z veya x',)’,z" bilesenlerinden olusan iki koordinat sistemini

temsil edebilir. Biz burada bu iki bilesen takimi arasindaki iliskiyi bulmaya calisacagiz.

A
!

i, 7, k birim vektorleri (x, y,z) eksenindeki birim vektorler ve i', ', k' ise

(x',y",2") eksenindeki birim vektorler olmaktadir. O halde 7 vektorii
17:fx+jy+l€z:f’x’+j’y’+l€’z’ (B-2)

olur ve bu vektdr ;' birim vektori ile skaler carpilirsa asagidaki gibi yazilir (i'.i" =1 ve

i'.j'=i".k" =0 oldugu goz 6niinde bulundurularak).
V=id'x+ ji y+ki'z=x (B-3)

Ifadelerdeki 7.i" degeri i ve i' arasindaki aginin kosiniisiidiir. Yani, x-ekseni ile x'-

eksenini temsil eden ive i’ birim vektorlerinin arasindaki a¢iin kosiniisiidiir. Bu

A

yiizden Tablo B.1.’deki /, degeri N =/, esitliginden bulunmustur. Benzer bigimde

J.i'=m, ve k.i"=n, olmaktadir. Boylece denklem (B-3)

xX'=lx+m y+n z (B-4)
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olur. Benzer sekilde 7 vektorii ;' ve k' birim vektorleriyle skaler garpilir ve Tablo

B.1. kullanilirsa

y=Lx+m,y+n,z (B-5)
ve
Z'=Lx+my,y+n,z (B-6)

bigiminde yazilir. Denklem (B-4), (B-5) ve (B-6) (x,y,z) koordinat ekseninden

(x,y",2") koordinat eksenine doniismiis denklemler olarak adlandirilir. Ayn1 yolla, 7

vektori i, J, k birim vektorleriyle skaler carpilirsa, x, y, z degerleri x',)',z'

cinsinden asagidaki gibi yazilir.

x=0Lx"+1,y'+1z (B-7)
y=mx'+m,y +m,z (B-8)
z=nx"+n,y" +n,z' (B-9)

Elde edilen bu doniisiim denklemleri matris notasyonunda ifade edilebilir. Denklem (B-

4), (B-5) ve (B-6) matris notasyonunda asagidaki gibi yazilir.

x' I, m n \(x
y'i=|l, m, n, ||y| veya F'=AF (B-10)
z' Iy my ny)\z

Benzer sekilde denklem (B-7), (B-8) ve (B-9) matris notasyonunda

F=A"F (B-11)

olarak verilir. Bu esitlikteki 4" ifadesi A4 'nin tranzpozudur.
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Kartezyen Vektorlerinin Belirlenmesi

Bir kartezyen vektori ¥, her dik koordinat sisteminde lic tane bilesene sahiptir.
Eger V., V,, V. bir koordinat sisteminin bilesenleri ve V', V|, V! de dondiiriilmiis bir

koordinat sisteminin bilesenleri ise denklem (B-10)’daki gibi diizenlenebilirler. Yani

v V.
vi|=4lV, veya V'=AV (B-12)
VZ’ V4

olur. Buradaki 4 denklem (B-10)’daki donii matrisidir. Notasyon degisimleri asagidaki

gibi 6zetlenebilir;

X, ¥, 2 yerine X, X,, X,
! ! ! : ! ! !
x'\ ',z yerine  Xx;, X5, X3
V., Vy, V., yerime V,,V,,V, (B-13)

vi,v,,V! yerine V|, V), V]

ay 4y Ay
Denklem (B-10)’daki 4 yerine | a,, a, a,; |alnim.

a3 dyp 4y

Yazilan bu yeni notasyonlara gore denklem (B-10)

¥=Ya,x, . i=1.2.3 (B-14)

3
=1

J

olur ve denklem (B-12) ise

=3, i-1.2.3 (B-15)

3
=1

J
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seklinde ifade edilir. Daha sik kullanilan bu gosterim sayesinde, tensorlerin

tanimlanmasi kolaylagsmaktadir.
Kartezyen Tensorlerinin Belirlenmesi

Bir vektor birinci-mertebeden tensdr olarak tanimlanmust1. Ikinci-mertebeden bir
kartezyen tensor tiim dik koordinat sistemlerinde dokuz bilesene sahiptir. Eger bir

sistemdeki bilesenleri 7, olarak adlandirrsak (i=j=1,2,3 degerlerini alir),

ij

dondiiriilmiis sistemdeki 7}, bilesenleri ise

3 3
T, =2 a,a,T,;, k,1=1,2,3, (B-16)

i=1 j=1
seklinde olur. Buradaki a’lar M donii matrisindeki yon kosiniisleridir.

[kinci-mertebeden tensdrler icin basit bir drnek verilebilir. Bunun i¢in U ve V

seklinde iki vektor ele alalim. Bu vektorlerin bilesenler1 U, U,, U; ve V|, V,, V,

kullanilarak asagidaki gibi diizenleme yapilabilir:

un un U
Uz V] Uz Vz Uz V3 (B'17)
U3V] U3 Vz U3V3

Bu diizenleme U V carpimi (skaler veya vektorel carpim degil) ile ikinci-mertebeden

tensoriin dokuz tane niceligi olarak gosterilebilir. U ve V vektorlerinin dondiiriilmiis

koordinat eksenindeki bilesenleri denklem (B-15) yardimiyla
3 3

U/; :zakiUi ) I/l’:zalej (B-18)
i=1 j=1

seklinde diizenlenir. Bu yiizden ikinci-mertebeden tensér U V
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3 3 2
U/; I/l’:zakiUizalej = zakialj U, Vj (B-19)
i-1 =1

i, j=l
olur. Buna gore denklem (B-16)’daki 7,, =U, V', ve T, =U, V/ olmaktadir.Denklem
(B-16) genellestirilebilir. Ornegin, dordiincii-mertebeden kartezyen tensér 3* veya 81

bilesenli 7, ,, ile, tim dik koordinat sistemlerinde dondirtilmiis koordinatlar sistemi

1

arasimda

Tipys = Zam ag; @y as Ty (B-20)

i,j, k0
bagintis1 vardir. Buradaki i, j,k,/ indisleri 1, 2, 3 degerlerini alirlar.

Sifirinc1 Mertebeden Tensorler

Denklem (B-15) ile verilen birinci-mertebe, (B-16) ile verilen ikinci-mertebe,
(B-20) ile verilen dordiincii-mertebe tensor doniisiim ifadelerine benzer sekilde S ile

verilen sifirinci-mertebe bir tensor i¢in doniisiim
S'=S (B-21)

olmaktadir. Bir bagska deyisle, sifirinci-mertebeden bir tensor sadece bir bilesene
sahiptir ve bu bilesen donme ekseninin degisiminden etkilenmemektedir. Bundan dolay1

sifirnci-mertebeden tensor invaryant veya skaler olarak adlandirilir.
Tensor Alt Indislerinin Gésterimi

Denklem (B-15), (B-16), (B-19) ve (B-20) ile verilen ifadelerdeki a

katsayilardaki alt indislerin daha basit ifadeleri asagidaki gibi verilebilir:

. . 2 2 2 .
a,a; veya a;a; veya a,a, ifadeleri a; +a; +a; anlamma gelmektedir.

a,;b;, ifadesi ise a;, b +a,,b,, +a;;b;, anlamina gelmektedir.

ij
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