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KAPALI BiR BOLGEDE DOGAL TASINIMLI ISI VE KUTLE

TRANSFERININ KARARLILIK ANALIZi

0z

Bu ¢alismada, alttan 1sitilan ve alt tabakasi tuzlanmis dogal tasinim probleminin
kararlilik analizi incelenmistir. Akimin olustugu ortam gézenekli ve gézeneksiz olarak
alinmaktadir. Kararlilik analizi, lineer kararlilik ve global kararlilik analizi seklinde ele
alan probleme bagh olarak iki farkl tiirde yapilmistir.

Bu caligma alt1 boliimden olusmaktadir.

Dogal tasinim probleminin kararlilik analizi icin genis bilgiler giris ve literatiir
Ozeti boliimiinde verilmistir. Genel bilgiler boliimiinde; 6nemli tanim ve kavramlar yer
almaktadir. Materyal ve metot boliimiinde; tezde ele alinan probleme iliskin uygulanan
yontemler hakkinda bilgi verilmektedir.

Bulgular boliimii tezin orijinal kismidir. Bu bolim iki alt boliimden
olusmaktadir. Ik bolimde, Newtoniyen akisin karalilik analizi, normal mod analizi
kullanilarak arastirilmustir. ikinci boliimde, gozenekli ortamda dogal tasimimla olusan
hareketin global kararlilik analizi, Darcy kanunu kullanilarak, yine S. Lombardo ve ark.
(2001) calismasinda ki yontem ile € ve Le parametrelerine gore incelenmistir.

Tartigma boliimiinde, bu ¢alismada elde edilen sonuglar grafiksel olarak verildi
ve bunlar yaymlanan diger calismamalarla karsilastirilmistir. Bu béliimde, Newtoniyen
akisin kararliligt boyutsuz parametrelere gore yorumlanmistir. Ortamin kararliligini
etkileyen kritik Ra=%R degerleri Le ve € boyutsuz parametrelerine gore
tanimlanmastir.

Son olarak, kararlilik analizi konusunda gelecek calismalar i¢in yeni Oneriler

sonug ve Oneriler boliimiinde verildi.

Anahtar Kelimeler: Dogal Tasinim, Newtoniyen Akigskan, Dogrusal Kararlilik, Global

Kararlilik, Is1 ve Kiitle Tasinimi, Darcy Kanunu, Gecirgenlik, Gozeneklilik
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STABILITY ANALYSIS OF A NATURAL CONVECTION HEAT AND MASS
TRANSFER PROBLEM WITHIN A CAVITY

ABSTRACT

In this study, consideration was given to the stability analysis of a natural
convection problem with salted bottom wall and heated from below. Flow regime which
is occurred to flow is taken as porous or non porous. Stability analysis was studied as
linear stability and global stability, depending on the problem considered.

This work had six main sections:

Brief information on the stability analysis of the natural convection problem is
given in the Literature Summary and Introduction section.

Some basic definitions, concepts and information are given in the general
information section. The Materials and Methods section provides information related to
the problem and methods used in this study.

The findings section is the original part of this thesis. This section consists of
two subsections. In the first part, the stability analysis of Newtonian fluid was examined
by using linear stability with normal mode analysis. In the second part, the global
stability analysis of the resulting natural convection in the porous media was examined
by using Darcy’s law according to Lombardo et al. (2001), with respect to the
parameters Le and €.

In the Discussion section, the results are given graphically and are discussed
with other published work. In this section, the stability of Newtonian flow is interpreted
with respect to the dimensionless parameters. The critical Rayleigh’s values affecting
the stability are determined from Le ande.

In the Conclusions and Suggestions sections, suggestions are presented for

future studies on stability analysis.

Key words: Natural Convection, Newtonian Fluid, Linear Stability, Global Stability,

Heat and Mass Transfer, Darcy’s law, Permeability, Porosity
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1. GiRiS VE LITERATUR OZETi

Kapali ortamlar, duvarlarla sinirlanmis ve akigkan ile dolu bogluklardir. Bu ortamlar
icinde olusan dogal tasimm ise, akiskan icerisinde meydana gelen derisiklik
(konsantrasyon) farklar1 ile birlikte yergekimi gibi cisim kuvvetinin neden oldugu
kaldirma kuvvetinden kaynaklanmaktadir. S6z konusu derisiklik degisimleri, ortami
sinirlayan yiizeyler boyunca distan 1sitma veya sogutma, ortam igerisine 1s1
kaynaklarmin bulunmasi, kiitle gecisinin bir sonucu olarak akigkan icerisinde olusan
derisiklik degisimleri veya bu durumlarin herhangi bir birlesimi sonucu olusabilir
(Yang, 1987).

Kapali ortamlarda ki dogal tasinimin bircok uygulama alami vardir. Ozellikle bilim
ve teknolojinin, meteoroloji, jeofizik, astrofizik, niikleer reaktor sistemleri, malzeme
isleme, giines enerji sistemleri, enerji depolama ve korunumu, yangin kontrolii ve
kimya, gida ve metaliirji endiistrisi gibi ¢esitli alanlarda ¢ok sik¢a kullanilmaktadir.
Ayrica pratik olarak en onemli uygulama alanlarindan biri, binalarin 1sitilmasi ve
sogutulmasidir.

Bu tiir uygulamalar, bir¢ok 1s1 gec¢isi uzmanini kapali ortamlar igindeki dogal
tasinim konusunu caligmaya yoneltmistir. Giderek artan bu ilgi i¢in bir bagka sebep,
dogrusal olmayan eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii ig¢in sayisal
yontemlerin gelistirilmesi kadar, tiirbiilans, yanma ve radyasyonlu 1s1 gecisi gibi
karmagsik fiziksel islemlerin anlagilmasinda son zamanlarda yapilan ilerlemelerdir.
Bunun sonucu olarak, énemli kapali ortam dogal taginim problemleri uygun bir sekilde
denklemlerle ifade edilebilmekte ve basarili bir sekilde sayisal olarak ¢oziilebilmektedir
(Yang, 1987).

Kapali ortamlar i¢inde olusan dogal tagimimla ilgili ilk ¢alismalar, Lewis (1950),
Ostrach (1952) ve Batchelor (1954) tarafindan yapilmistir.

Lewis, sinir tabaka yapisinin karsilagilmadigi, birden kiigiik Rayleigh sayilarinda ki
durumu ele almustir.

Osrtach, sonlu diisey oyuk icerisindeki akista siirtinme yontulmasinin etkisini
incelemis ve bu etkinin 6nemli oldugunu bulmustur.

Batchelor, (1954) H/d oraninin 5’den sonsuza degisen degerleri i¢in ayritili bir
analiz yapmistir. Ra Rayleigh sayisimin kiiciik degerleri icin bir bozunum sekli

kullanmis ve H /d biiyiikse, Ra <1000 i¢in sadece iletim rejiminin olmasi nedeniyle



151 gecisinde cok az bir artisin oldugu sonucuna varmistir. Ayrica, herhangi bir Ra
sayisinda, H/d degeri sonsuza giderken 1s1 gecisinin tek mekanizmasinin iletim
oldugunu gostermistir.

Yine Batchelor (1956), oyuk (cavity) bolgedeki akim problemi ile ilgili daha onceki
calismalardan yola cikarak biiyilk Reynold sayilari i¢in kararli Newtoniyen akiskan
akiminin tekil girdap verdigini gostermistir. Kartezyen koordinatlarda ¢ukur bolgede ki
akima ait ilk sayisal calisma Kawaguti (1961) tarafindan yapilmistir ve Reynolds
sayinsin 64 e kadar olan degerleri icin sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Cukur bolgedeki
akim problemi, Burgraff (1966) tarafindan detayl olarak ele alinan kararl ve kararsiz
akimlara ait test problemlerinin biiyiik bir boliimiinii teskil etmistir ve cukurun daha alt
koselerindeki ikinci girdap hareketini incelemistir.

Cukur bolgede ki viskoelastik akiskan Demir (1996), tarafindan zamandan bagimsiz
ve zamana bagl olarak caligilmistir. Bu calismada sonlu farklar metodu kullanilarak iki
boyutlu akimlara ait sonuglar alinarak dogal tasimimla 1s1 ve kiitle transferi sayisal
olarak incelenmistir.

Gozenekli ortam, kati bir iskelet icerisinde birbiri ile irtibath bogluklarin bulundugu
bir malzeme olarak tamimlanmaktadir. G6zenekli ortamlar, giinlilk hayatimizda her
sahada karsimiza ¢ikmaktadir. Dogal gozenekli ortam olarak, deniz kumu, kirec tasi,
odun, cavdar ekmegi, akciger ve dokular1 Ornek verebiliriz. Petroliin yer altindan
cikarilmasi, jeotermal enerji, kimyasal ve niikleer artiklarin depolanmasi, yalitim
malzemelerinde, ¢akil yatakl niikleer reaktorlerin tasariminda, doku i¢inde kanin akisi
ve 151 gecisi problemlerinde kullanilir. Ayrica hava ve uzay araglarinda aerodinamik
1sinmanin Oniine gecmek i¢in kullanilan 1s1 kalkan problemleri gibi ¢ok sayida bilimsel
ve teknik alanda gozenekli ortam modellenmesi kullanilmaktadir.

Gozenekli ortamlarda akis ile ilgili ilk rastlanan calisma Henry Philibert Gaspard
Darcy tarafindan 1856 yilinda Fransa’nmin Dijon kentinde temiz su getirme projesi
kapsaminda yapilan bir deneysel caligmadir. Bu ilging deneysel caligmanin sonuglari
daha sonralar1 gozenekli ortamlarda akis problemlerine uygulanabilecek giincel bir
matematik model haline getirilmis ve halen kullanilmaktadir (Baytas, 2006).

Gozenekli ortamlarda akiskan akisi ve tagimimla 1s1 gegisi konusunda son
yillarda cok sayida kitap ve bilimsel ¢aligma yayinlanmistir. Bunlardan bazilar1 Nield ve

Bejan (1999) Ingham ve Pop (1998;2002; 2005) vb. dir. Biitiin bu gelismelere ragmen,



gozenekli ortamlar icin yine de cok sayida yeni matematiksel modellere ve
tanimlamalara ihtiya¢ duyulmaktadir.

Gozenekli ortamlarda dogal, zorlanmis ve birlesik tasimimla 1s1 gecisi ve akig
icin sinir tabaka problemleri Pop (2004) tarafindan incelenmis ve degisik problemler
i¢in matematik modelleri tanitmugtir.

Singh ve ark. (1999) sivi ve gozenekli tabaka iceren bir ortamda sicaklik ve
derisiklik degisimlerinin hareket ettirdigi dogal tasimim ile 151 ve kiitle gecisini sayisal
olarak incelemislerdir. Calismalarinda akiskanin gozenekli ortama niifus etme
derecesini, Darcy sayisina, 1s1l Rayleigh sayisina, derisiklik Rayleigh sayisina ve
yilizdiirme oranina bagli oldugunu gostermislerdir. Ayrica Lewis sayisinin 1sitilmig
duvarlarda ki kiitle gecisinde ki etkisinin de Darcy sayisina bagli oldugunu
gostermislerdir.

Kala ve ark. (2001), gozenekli kap icindeki dogal tasinim ile 1s1 ve kiitle gecisini
Boussinesq yaklasgimli Darcy modeli kullanarak sayisal ve analitik yontemle
incelemislerdir. Kabin alt duvarinda 1s1 akis1 ve derisiklik akis1 uygulanirken, yatay
yonde diisey duvarlara sabit bir 1s1 akist uygulanmaktadir. Yan duvarlarin gegirgen
olmadigi kabul edilmistir. Matematik modellemelerde coziimler 1s11 ve derisiklik
Rayleigh sayilari, Lewis sayisi, boyut oram ve farkli 1s1 akilan icin elde edilmistir.
Akislarda ki catallagsmalarin 1s1l Rayleigh sayisina bagli oldugu, bunun da derisiklik
Rayleigh sayisina, Lewis sayisina ve 1s1 akisina bagl olarak degistigini gostermislerdir.

Bourich ve ark. (2004) derisikligi sag duvarda biiyiik sol duvarda kiiciik olacak
sekilde alttan 1sitilan iistten sogutulan kare gozenekli ortamda 1s1 ve kiitle gecisini
sayisal yontemle incelemislerdir. Akisin yapisini, 1s1 ve kiitle gegisi 1s1] Rayleigh sayist,
Lewis sayis1 ve Nuselt sayisina bagh olarak incelemislerdir. Ve sonuglar, yiizdiirme
oraninin, akisin dinamik davranisinin ve 1s1 ve kiitle gecisinin belirlenmesinde temel
parametrelerden biri oldugunu gostermistir.

Bahloul ve ark. (2004) alttan 1sitilan ve yan duvarlar farkli derisikliklere sahip olan
dikdortgen bir gozenekli kapta 1s1 ve kiitle gecisini Rayleigh ve Lewis sayilan ile
ylizdiirme oranmin genis bir araliginda incelemislerdir. Yiizdiirme oran sifira
yaklagirken, akisin Lewis sayisindan fazla etkilenmedigini buna karsilik yiizdiirme orani
arttikca akisin Lewis sayisina bagh olarak degistigini gostermiglerdir.

Mohamad ve Bennacer (2001) akiskana doymus gozenekli kabin sol diisey

duvarmin 1sitildig, sag diisey duvar sogutuldugu ve kabin alt duvarina ve iist duvarina



farkli derisikligin uygulandigi matematiksel modeli sayisal yontemle incelemislerdir.
Darcy-Brinkman modeli kullanilarak gézenekli ortamdaki dogal tagimim ile 1s1 ve kiitle
gecisini ve akis yapisini Grashof sayisi, yiizdiirme oran1 ve Darcy sayisina bagh olarak
incelemislerdir.

Derisiklik ve sicaklik degisiminin farkli eksenlerde uygulanmasi capraz degisim
olarak ifade edilir. Mohamad ve Bennacer (2002) capraz degisimlere maruz doygun
gozenekli ortamda 1s1l-¢ozlinen madde taginimim iki ve ii¢ boyutlu model i¢in sayisal
olarak incelemislerdir. Kabin diisey duvarlarina farkli sicaklik uygulanirken yatay
duvarlara da farkli derisiklik uygulaniyor. Yiizdiirme oranina bagh olarak akisin yapisi
degismektedir. Yiizdiirme oram1 >0.8 ve Lewis sayisi =100 ise kararsiz akis
olugmaktadir. Sonuglar, iki boyutlu bir modelin 1s1 ve kiitle gecis oranlarini uygun bir
sekilde modelleyebilmek i¢in yeterli oldugunu gostermistir.

Trevisan ve Bejan (1985) yatay yonde 1s1 ve derisiklik degisimine maruz kare
gozenekli ortamda kaldirma kuvvetine bagli dogal tasgimim ile 1s1 ve kiitle gecisini
sayisal yontemle ve Olcek analizi ile incelemislerdir. Bu incelemelerinde temel korunum
denklemlerinin kullanilmasi ile elde edilen boyutsuz parametrelerden Rayleigh sayisi,
Lewis sayis1 ve kaldirma oranmi farkli deger araliklarinda kullanilmistir. Sonug olarak,
iki farkli metottan elde edilmis verileri karsilastirarak gozenekli bir tabakada dogal
tasimima etki eden biiytikliikleri sinirlar ile birlikte gostermislerdir.

Gozeneklilik, gozenekli ortamin i¢inden gecen tasima siireglerini modellemede
onemli bir faktordiir. Ortamin gézeneklilik degisiminin dogasi, 1s1 taginimini ve akisini
onemli derecede etkiler. Degisken gozenekliligin, kiiresel yapida ki gézenekli ortamda
dogal tasmmm iizerinde ki etkisi David ve ark. (1991) tarafindan sayisal olarak
incelenmistir. Taginim olayinda gozeneklilik degisiminin dogrusal olmayan sicaklik
dagilimlarina yol actigin1 gostermislerdir. Calismalarin1 deneysel sonuclarla da
karsilastirip sonuglarin uyumlu oldugunu belirlemislerdir.

Gozenekli ortamda ¢ift 1s1-yayilim taginimi olaylan iizerinde ki ilk caligsmalar,
alttan 1sitilan ve tuzlanan yatay tabakalardaki tagimim kararsizligi problemleri ile
ilgilidir. Bu gbzenekli ortamda ¢ift yayilim tasinim calismalar ilk olarak 1968 yilinda
Nield tarafindan baslatilmistir. Taunton ve ark. (1972) Nield’in analizini bir gozenekli
tabakada tuz-parmaklik yayilim durumunu diisiinerek genislettiler. Rudraiah ve ark.
(1982) dogrusal ve dogrusal olmayan analiz uyguladilar ve alt kritik kararsizliklarin iki

bilesenli akiskan durumunda miimkiin olduklarini buldular.



Lombardo ve ark. (2001) bir gbzenekli ortamda ¢ift-yayilim karistminin Benard
problemi icin dogrusal olmayan kararliligini, gozeneklilik (€) ve Lewis sayisina (Le)
gore incelemislerdir. Yine Lombardo ve Straughan (2006), Lyapunov direkt metodunu
kullanarak alttan tuzlanan ve 1sitilan ve donen bir gozenekli ortam i¢inde ¢ift akigkan
karigiminin yatay diizlemde dogrusal olmayan kararliligimi ¢alismislardir.

Bu calismalardan yaralanilarak biz bu tez calismasinda ilk boliimde iki boyutlu,
kapali bir ortamda alttan tuzlanan ve 1sitilan bir ¢ukur (cavity) bolgede olusan dogal
tasinim probleminin kararlilik analizini normal mod analizi kullanarak arastirdik. Aymi
problemin dogrusal olmayan global kararlilik analizi farkli simir kosullarinda ii¢ boyutlu
uzayda ve gozenekli ortamda Lombardo ve Mulone (2001) tarafindan calisiimistir.
Lombardo ve ark. (2001) calismalarindaki metot kullanilarak kritik Rayleigh sayisi

bulunmus ve salinim baslangici icin Rayleigh sayis1 elde edilmistir. Pr,Le

parametrelerinin cesitli degerleri icin grafikler incelenip yorumlanmistir.

Bulgular boliimiiniin ikinci kisminda ise yine 2 boyutlu, kapali bir ortamda alttan
tuzlanan ve 1sitilan gézenekli bir ortamdaki dogal taginim probleminin kararlilik analizi
Lombardo ve Mulone (2001) ve Lombardo ve ark. (2001) calismalarindan
yaralanilarak gozeneklilik (€) ve Lewis sayisina (Le) gore incelenmistir. Sonuglar

grafiklerle desteklenip daha onceki calismalarla karsilastirilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde hazirlanan tezin iceriginde kullanilacak oOnemli tamimlar ve

boyutsuz parametreler tanitilacaktir.

2.1. Temel Tamimlar ve Boyutsuz Parametreler

2.1.1. X reel vekdr uzay: iizerinde taniml reel degerli ||.|| fonksiyonu
a)Her x,ye X icin [x+y||<|jx|+]y]
b) Her xe X ve @€ IR icin |ax|=|o||]
¢) x#0 igin || >0
d) Her xe X igin |x|=0& x=0

kosullarin1 saglarsa bu fonksiyona X {izerinde bir norm denir (Minklavcic, 2001).

2.1.2. Q; R" uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. L () uzay

L2(Q):{ | f:Q—>R, olgilebilir ve |f ||2 <oo} seklinde tamimlidir. Burada ki

1/2
L} (Q) iizerinde ki ||||2 normu || f ||2 ZEHf(x)rde
Q

olarak tanimlidir (Miklavcic, 2001).
Bu calismada kullandigimiz tiim norm ve i¢ carpim fonksiyonlar1 L’ (Q) uzay:

iizerinde tanimli norm ve i¢ ¢arpim fonksiyonlaridir.

2.1.3. X vektor uzayi iizerinde tanimlanan her i¢ ¢carpim fonksiyonunun ayni zamanda
X lizerinde bir norm tanimladig: bilinmektedir. Eger bu norma gore X bir tam uzay ise

X uzayina Hilbert uzay1 denir.

Ozel olarak L’ (Q) uzay1 Vu,ve L’ (Q) icin (u,v)zjuvdx

Q

seklinde tanimli i¢ ¢carpim fonksiyonuna goére bir Hilbert uzayidir (Miklavcic, 2001).

Ayrica [a,b] kapali aralig1 {izerinde tanimli ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlarmn sinifi C* ([a,b]) ile gosterilir.



Yine Q iizerinde taniml ikinci mertebeden tiirevlenebilir ve sonsuzda sifir olan

tiim fonksiyonlarin uzayr C; (Q) ile gosterilir (Macrowen,1995).

2.1.4. Poincare’ esitsizligi: Q, R” uzaymm smirh alt kiimesi olsun. Her ue C, (Q)
icin

“u (x)|2dx < CHVu (x)|2 dx

Q

kosulunu saglayan C =C (<) sabiti vardir (Macrowen,1995).

2.1.5. Cauchy - Schwarz Esitsizligi: H vektor uzayi, iizerindeki <> ic carpim

fonksiyonu ve |||| normuna gore bir normlu uzay olmak iizere her x,ye H igin

(G )<

esitsizligi vardir (Nield,1968).

2.1.6. Darcy kanunu: Henry Darcy genellikle gézenekli cisimlerdeki sivinin hareket
denklemlerini olusturmustur. Gozenekli cisimlerde akiskanin hareketinin denklemi tek

boyutlu durum i¢in sivinin hizinin, akim yoniindeki basing gradyenti ile orantili oldugu

. d, . . . .
sonucuna varmigtir. Yani  u o< d_p Ayrica u dinamik yapiskanlik (viskozite) ve x
X

gozenekli ortamin gecirgenligi olmak iizere puu = —K‘Z—p bagitisini elde etti. Bu baginti
X

lic boyuta genisletilirse, v =(u,v,w) olmak iizere # v =—xVp denklemi bulunur. Bu

denklem Darcy kanunu olarak bilinir (Straughan, 1992).

2.1.7. Oberbeck-Boussinesq Yaklasimi: Dogal tasinim ¢alismalarinda VP = Ay

K
Darcy denkleminin sag tarafina pg yercekimi terimi veya onun yaklasik acilimm
eklenir. Is1 yayilimi olusturmak icin sivinin yogunlugu sicakligin bir fonksiyonu
olmalidir. Ayrica kiitle, momentum ve enerjinin denklemlerini tamamlamak igin bir

durum denklemine ihtiyacimiz vardir. Cift 1s1 yayilimi i¢in en basit derisiklik degisim



fonksiyonu p = p, [I—B(T -T,)+p (C— CO)} seklindedir. Buradaki p,, 7, baslangig
sicakhigindaki sivi yogunlugudur. C, baslangictaki derigikligi gosterir. B ve B’ 1s1 ve

¢oziinen madde yayihm katsayilaridir. Analizi basitlestirmek igin B ve B’ sabitleri

hari¢ diger tiim materyal fonksiyonlar1 sabit kabul edilir. Bu durumda Boussinesq

yaklagimi gecerlidir denir (Nield ve Bejan, 1992).

2.1.8. Varyasyonel Hesaplar ve Euler — Lagrange Denklemleri:

Bircok fiziksel sistem, verilen tanim kiimesinde fiziksel niceliklerin ekstremum
ozellikleri ile karakterize edilir. Bu fiziksel nicelik verilen bolgedeki integral olarak
goriiliir.

Klasik Euler-Lagrange varyasyonel problemi

b
, , _du
I(u)=|F(x,uu )dx, U =—
()= (x0) -
u(a)=a, ve u(b)=p
fonksiyonelinin ekstremum degerini tanimlamaktir. Burada & ve [ verilen sayilar,
u(x) ozel olarak C?([a,b]) siufindan olsun. Ayrica F integranti tiim degiskenlerine

gore ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir.

ueC 2([a,b]) alalim. Kabul edelim ki /(u) bir ekstremuma sahip olsun. Bu
takdirde v(a)=0=v(b) kosullarim saglayan C 2([a,b]) sinifina ait keyfi v elemam

ve sonlu u elemani igin tim wu+é&v  de@isimlerinin kiimesini disiinelim. 7 (u)

fonksiyonelinin 67 degisimini alirsak

Ol =1(u+ev)—1(u)
b
:j[F(x,u+€v, u'+&v')—F (x,u,u’) Jdx

a

bulunur. integralin igindeki ilk fonksiyon &=0 civarinda Taylor serisine agilirsa




elde edilir. Boylece I (u) fonksiyonelinin ekstremuma sahip olmasi igin gerekli kosul,

bir keyfi € icin

b
0=41 zj(v a—F+v' a—Fjdx

ou ou’

olarak bulunur. Buradan bu integralin ikinci terimine kismi integral uygulanirsa

b
0=951 :J(V a—F+v' a—Fjabc

ou ou’

¢ [oF 4 ( j { OF T
J.v e — dx + | v —
* | du  dx ou’ |,

olur. v(a)=0=v(b) oldugundan son terim sifir olur. O halde v keyfi oldugundan

integralin i¢i sifir olmali. Yani buradan

w_d(r),

ou ou’

kosulu elde edilir. Bu son denkleme tek degiskenli varyasyon problemleri igin

Euler-Lagrange denklemi denir. Burada

)22 a3 2 5,
ou') oJx\ou du\ ou’ du'\ 9

esitligi kullanilirsa

o (or).

du dx\ou

Euler-Lagrange denklemleri

F,—F., —uF,, —uF, =0
formunda yazilabilir. F, x, u, veya u  degiskenlerinden birine agik olarak bagh
degil ise o zaman Euler —Lagrange denklemleri basitlestirilebilir. Acik olarak iic durum

vardir.

1. Bger F=F(x,u) ise o zaman B_F_i(aF/
Jdu dx\ou

j: 0 denklemi F,(x,u)=0

denklemine doniisiir.
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2. Eger F=F(xu’) ise bu takdirde oF_d BF, =0 denklemi F,:sabit
u dx\odu u
denklemine doniisiir.
3. Eger F=F (u,u’) formunda ise yine oF_d 8F, =0 denklemi F—u'F, =sabit
ou dx\du

denklemine doniisiir (Debnath, 2004).

2.1.9. Enerji Ozdeslikleri: Kararlihk analizi i¢in Enerji metodu en iyi metotlardan
biridir. Enerji metodu, ¢ — o iken bozulmus akimin baslangi¢ durumunda ki akima
asimptotik olarak yaklastiginin ispati i¢in kullanilir. Bir problem ele alindiginda

bozulmus hareketin kinematik enerjisi

K — l 24
K £2V Q
- 1 - 1
O=|=T%dQ , [=|=C%dQ
ve izT E[z

seklinde sicaklik ve derisiklik degerleri alimir. Burada T ve C sirasiyla bozulmus

hareketin sicaklik ve derisikligidir. Eger ¢—oco oldugunda K, ©® ve @ sifira

yakinsarsa baslangic durumunda ki akimim kararli oldugu soylenir. K, ® ve I' ‘nn

degisimleri arastirilan sistemin denklemlerinden elde edilir (Joseph ve Shir, 1968).

2.1.10. Lewis sayisi: Termal yayilmanin ¢oziinen madde yayilmasina orani olarak

. k .
tanimlanan boyutsuz bir sayidir. Le=-L  seklinde tanimlidir ve sivinin akigini

C
karakterize etmek icin kullanmilir (Nield ve Bejan,1992). Tasinim ile 1s1 ve Kkiitle

gecisinin bir arada gerceklestigi durumlarla ilgilidir.

2.1.11. Yapiskanhk (Viskozite): Akiskanin akisa karsi gosterdigi direncin bir
Olctimiidiir. Sivilarin yapiskanlhigi sicaklikla azalir, gazlarin yapiskanligi ise sicaklikla

artar. Birim uzunluga kars1 gelen kiitle akis hiz1 dinamik yapiskanlik olarak adlandirilir

ve W ile gosterilir. Birimi Ns/m* veya kg /ms . Kinematik yapiskanlk, v K seklinde
p

verilir. Birimi m* /s dir ( Altinisik, 2003).
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2.1.12. Prandtl sayisi: Vv kinematik yapiskanhigin «1s1 yaymmimina oram olarak
tanimlanir. Prandtl sayisi, hiz ve 1s1l sinir tabakalar icinde yayilimla momentum ve

enerji aktartminin birbirine oranin1 gosterir (Frank ve David, 2001).

2.1.13. Grashof sayisi: Hiz tabakasindaki kaldirma kuvvetlerinin, siirtiinme
kuvvetlerine oraninin bir Olgiisiidiir. Grashof sayisinin serbest tasimmdaki roli
Reynolds sayisinin zorlanmis tagimmdaki rolii ile hemen hemen aymdir (Sogukoglu,

2000).

2.1.14. Bir dogal tagimim sinir tabakasinda gecis bolgesi, akiskan i¢indeki kaldirma ve
sirtinme kuvvetlerinin goreceli biiyiikliigiine baghdir. Bu genellikle boyutsuz
parametre olan Rayleigh sayis1 ile ifade edilir. Rayleigh sayis1 gercekte Grashof ve
Prandtl sayilarinin carpimina esittir (Sogukoglu, 2000). Akiskanlar mekaniginde bir

akim icin Rayleigh sayisi, akim icinde ki 1s1 transferi ile ilgili boyutsuz bir sayidir.

2.1.15. Reynolds sayisi: Atalet kuvvetlerinin siirtiinme kuvvetlerine orani olarak da
yorumlanabilen Reynolds sayisi Re:E olarak tanimlanir. Burada v kinematik
Vv

yapiskanlik, v akiskanin hiz1 ve d yiiksekliktir. Bu sinir tabaka igindeki diferansiyel
kontrol hacmi i¢in atalet kuvvetleri, akiskan kontrol hacimden gecerken momentum
akisindaki degisim ile iliskilidir. Reynolds sayisi, akisin laminer (diizenli) veya
tiirbiilansh (diizensiz) oldugunu belirtir. Ele alinan sistemde Re sayis1 2300 den kiigiik
ise diizenli akis, biiylik ise diizensiz akis olarak alinir. Herhangi bir akista kiigiik
calkantilar biiyiiyerek diizensiz kosullar olusturabilir. Ama Re’ nin kii¢iik degerlerinde
sirtinme kuvvetleri, atalet kuvvetlerine gore yeterince biiyiiktiir ve diizenli akis
korunur. Ancak, Re sayisinin artan degerleri ile siirtiinme kuvvetleri atalet kuvvetleri
yaninda kiiciik kalir ve kii¢iik ¢alkantilar biiyiiyerek diizensiz akisa gecis saglar. Bunun
yant sira Reynolds sayisimin biiyiikliigiiniin, hiz sinir tabakasinin kalinhigini etkiledigi
vurgulanmalidir.

Gozenekli ortamda diger bir boyutsuz parametre Darcy sayisidir. Darcy sayisi

2

ortamin gozenekliligi ile ilgilidir. Ve Da = 4 ile tanimlidir.
K
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2.1.16. Akim fonksiyonu: ¥ akim fonksiyonunu fiziksel olarak soyle ifade edebiliriz.
Akim fonksiyonu bir akim c¢izgisi ile herhangi bir taban (baz) akim ¢izgi arasinda ve
sekil diizlemine dikey birim derinlik icinde yer alan ve birim zaman i¢inde hacim olarak
akim miktarin ifade eden bir fonksiyondur. Akim cizgileri boyunca biitiin noktalarda
hiz vektorleri akim cizgilerine tegettir ve bundan dolayr hiz bilesenleri akim

fonksiyonunun tiirevleri cinsinden ifade edilebilir. Ve bunlar Vv =0 denklemini saglar.

2.1.17. Girdap Vektorii: ® girdap vektorii, bilegenleri akigkan elemaninin
rotasyonunun birim zaman i¢indeki degeri (agisal hiz) olarak tanimlanir. Yani ®=rotv.

Girdap vektorii akim fonksiyonu cinsinden = V*¥ seklinde ifade edilebilir.
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2.2. Is1 ve Kiitle Gegcisinin Temel Tamimlar:

Kat1 veya akigkan bir durgun ortam icinde, bir sicaklik farki olmasi durumunda,
ortam icinde gerceklesen 1s1 gecisi i¢in iletim terimi kullanilir. Is1 gegisinin bu tiiri,
atomik ve molekiiler diizeyde hareketle iliskilidir. fletim, bir madenin daha yiiksek
enerjili parcaciklardan daha diisiik enerjili parcaciklarina, bu parcaciklar arasindaki
etkilesimler sonucunda enerjinin aktarilmasi olarak diisiiniilebilir. Rastgele molekiiler
hareket ile net enerji aktarimi, enerjinin yayilim olarak ifade edilebilir.

Buna karsin, bir ylizey ile hareket halinde ki bir akigskan farkli sicaklikta ise,
aralarinda gergeklesen 1s1 gegisi, tasimmm terimi ile anilir. Tasimim ile 1s1 gegisi, iki
mekanizmadan olugsmaktadir. Rastgele molekiiler hareket (yayillim) sonucunda enerji
aktarimimin yam sira, akigkanin kitle veya makroskopik hareketi ile de enerji aktarimi
olur. Bu akigkan hareketi herhangi bir anda, cok sayida molekiiliin, topluca veya
kiimelenmis olarak hareket etmesi ile ilgilidir. Bir sicaklik gradyenti olmasi durumunda,
boylesi bir hareket, 1s1 gecisine katkida bulunur.

Tasinimla 1s1 gegisi, akisinin tiiriine gore siniflandirilabilir. Akis, bir fan, bir
pompa veya atmosferik riizgarlar gibi bir dis etki ile oluyorsa, zorlanmis tasinim soz
konusudur. Ornek olarak, elektronik devre elemanlarmin bir famn olusturdugu veya
zorladigl akis sonucu taginimla sogutulmasi gosterilebilir. Buna karsi, dogal (veya
serbest) tasimmda akis, akiskan icindeki sicaklik degisimlerinin neden oldugu
derisiklik farkindan kaynaklanan kaldirma kuvveti ile iliskilidir. Zorlanmig taginim ve
salt dogal taginimin yam sira, zorlanmis ve dogal taginimin birlikte yer aldigi durumlar

da olusabilir.

2.2.1. Sikistirllamaz akiskan: Hareket boyunca akigkanin 6zgiil kiitlesi degigsmiyorsa

bu akiskanlara sikistirilamaz akigkan denir (Sogukoglu, 2000).
2.2.2. Gozenekli ortamin temel ozellikleri:

a) Malzeme kendi boyutlar ile karsilagtinldiginda igerisinde ¢ok kiiciik ve birbiri ile
irtibatli bosluklar igerir. Bir kati matris i¢inde olusan bu bosluklar; hava, su vb gibi
akiskanlar veya farkli akiskanlardan olusan karigimlar bulundurur.

b) Akiskan kat1 maddenin bir ucundan girip diger ucundan c¢ikabilmelidir. Dogal bir

gozenekli ortam i¢cinde bulunan bosluklarin biiytikliigii ve sekli diizensizdir. Gozenekli
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ortamin biitiin makroskopik 6zellikleri bu diizensizlik ve rastgelelikten etkilenir. Bu
durumda, makroskopik gézeneklilik yapis1 degiskenleri gozenekli malzemenin ortalama
ozelliklerini temsil eder. En oOnemli gozenek yapisti degiskenleri; gozeneklilik,
gecirgenlik ve akis yatagi olarak bilinir. Gozeneklilik ve akis yatagi yapisi gdzenekli
ortama has oOzelliklerdir, fakat gecirgenlik gozenekli ortamun kiitle gecis 6zelligini
temsil eder. Gozeneklilik, €, malzeme icindeki toplam bosluk hacminin malzemenin
toplam hacmine orami seklinde tanimlanir ve gozeneklilik sifira yakin veya hemen
hemen 1 e yakin bir deger alabilir. Gozeneklilik, gozenekli bir malzemenin en 6nemli
ozelligidir. Ciinkii malzemenin tiim fiziksel 6zellikleri gbzeneklilikten etkilenir. Tiirdes

bir gbzenekli ortamda, gézeneklilik sabit olabilir fakat genelde yere bagh olarak degisir

2.2.3. Gegirgenlik: Gecirgenlik, x, gbzenekli ortamin akis iletkenliginin bir 6l¢iistidiir

veya malzeme icinden akiskanin gegme kolayliginin bir 6l¢iisiidiir
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Sekil 2.1. Gozenekli malzemelere ornekler; iist: Dogal gozenekli malzemeler (A) Plaj
Kumu, (B) Kumtas1, (C) Kiregtasi, (D) Cavdar ekmegi, (E) Odun, (F) Insan akcigeri.
Alt: Yap1 malzemelerinde kullanilan taneli gbzenekli malzemeler. Cap1 0,5 cm (Liapor)

kiireler(sol) ve 1 cm boyutunda parcalanmis kirectasi (sag) (Nield ve Bejan, 1999)
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2.3. HAREKET DENKLEMLERI

Bir sivinin hareketini ifade eden genel denklemler kiitlenin korunumu ve
momentumun korunumu denklemleridir. Belirli bir ¢ aninda ki tanim kiimesi Q olmak

tizere kiitlenin korunumu denklemi Q iizerinde

ap
P 1V (pv)=0 23.1
5+ (ov) (231

seklindedir. Benzer olarak momentum denklemi Q {izerinde

v, v,

gy —il=f+0. . 2.3.2
seklindedir. Newtoniyen akiskan i¢in o, =2pe, +1g, 6, — pd, oldugunu biliyoruz.
Buradap basing, €, =¢, (v) =%(vi,j +vj,i) , 0, Kronecker deltasi ,c, gerilme

kuvvetidir. Buradan o, = M(V,»,j +v, ) +A(divv)3, — pd, olur. Tiireve gegersek

C,,; = M(V,-,,-,- + vj,ﬁ)+7u(divv),i -p,
=pAY, + (A +u)(div v),i -,
bulunur. Bdylece momentum korunum denklemi
o| Dyy O +p,—uAv, —(A+p)(divy) = f (2.3.3)
o ' ox, ’ !
olarak yazilir. Bu esitligi vektorel formda yazarsak

p(%+ (v.V) vj + gradp — AV — (A +p) grad (div v) = f (2.3.4)

seklinde elde edilmis olur. (2.3.1) ve (2.3.4) denklemlerine Navier—Stokes denklemleri

denir. Sikistirillamaz akigkanlar icin yogunluk (p ) sabit oldugundan siireklilik denklemi
Vv=0 (2.3.5)
olur. Ayrica baslangi¢ durumunu homojen kabul edersek p(x,0)=p, = sabit olur. Sivi

sikistirilamaz ve homojen oldugunda yukarda ki (2.3.4) denklemi

aa—v+(v.V)V+lgradp:vAV+f' (2.3.6)
‘ p
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seklinde olur. Bura da f'=f/p ve v = inematik yapiskanmdir. (2.3.5) ve (2.3.6)
p

denklemleri sikistirnlamaz homojen akigkanlar igin Navier-Stokes denklemleridir

(Temam ve Miranville, 2005)

2.3.1. Newtoniyen Akiskan:

Akigkan ortam hareketsiz halde iken veya ideal akigkanlar hareket halinde
olsalar dahi, sifir kayma gerilmesine maruz kalirlar. Buna gore sonsuz kiigiik bir
zorlama etkisinde dahi hi¢ diren¢ gostermeden akis eylemine gecen akiskan ortamlara
ideal akiskan denir. Bu akigskanlarda akisa karsi direnci temsil eden yapiskanlik yok
kabul edilmistir. Bu akigkanlara yapiskansiz akigkanlar da denir.

A
K

a

y C

m

a A-> Newtoniyen Akiskan

G B B->Pseudoplastik Akiskan

e T

r A C->Bingham Plastik Akigkan
i

1 D D->Dilatant Akiskan

m

e

S

1 Ideal akiskan

Hiz Gradyenti, dv/dy

Sekil 2.2. Cesitli akigkanlarin kayma gerilmesi ( T )- Hiz Gradyenti (dv/dy) degisimi

Yukarda ki sekilde A egrisi Newton un deneysel yontemlerle elde ettigi bir egri

olup, matematiksel yapis1 t= u?seklinde ifade edilmistir. Burada T kayma gerilmesi,
y

u mutlak yapiskanlik, ? ise deformasyon hizimi ifade etmektedir. i katsayisi sabit
y
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olup, A egrisinin egimini verir. Newton tarafindan tamimlanan bu karaktere en yakin
olarak doga da su ve havay1 gostermek miimkiindiir. Bu 6zelliginden dolayr bu
akiskanlara Newtoniyen akigkan denir. Dogada bunlar disinda daha bir¢ok akiskan
mevcut olup, davramis1 bu karaktere uymaktadir. Davramisi bu karaktere uymayan
akiskanlara ise Newtoniyen olmayan akiskanlar denir. Bunlardan bir kismui Sekil 2.2. de

B, C, D egrileridir (Sogukoglu, 2000).
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3. METERYAL VE YONTEMLER

Bu caligmanin bulgular boliimiin de Wang ve Tan (2008) ve Lombardo ve ark.
(2001) ¢alismalarindan yararlanilarak, bulgular béliimiiniin birinci kisminda olusturulan
ortamda ki akiskanin dogrusal kararlilig1 normal mod analizi kullanilarak arastirilmaistir.
Ikinci kisminda ise gozenekli ortamda olusturulan akiskanin global kararlilik 6zellikleri
Euler-Lagrange formiilleri yardimiyla incelenmistir. Ayrica burada ki hesaplamalarin
uzun ve karmagik olmasindan dolay1r Maple paket programindan yararlanilmistir.

Bulgular boliimiine gegmeden 6nce bu ¢alismanin amacini olusturan kararlilik ve

kararlilik degisimi kavramlarini kisaca tanitalim.

Kararhlik: Otonom denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin kararhhgi:

x=0(r), x'=f(x) diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olsun. ¢(z) ¢oziimiiniin
kararlih@ini belirlemek demek X’ = f(x) denkleminin biitin ¢(7) ¢oziimleri =0
dan ¢(r) ¢oziimiine yeterince yakin ise biitiin 7>0 zaman araliginda ¢(7) ¢oziimiine
yeterince yakin kalmalidir. Bu ifadeyi matematiksel olarak yazarsak

Ve >0 igin dyle bir §=3(¢) sayis1 bulabilmeliyiz ki x"= f(x) denkleminin her ¢(7)
¢oziimii igin ‘(pj (0)-0, (O)‘ <8(g) oldugunda ‘(pj (r)-o0, (t)‘ <& saglanmahdir

(j=12,....,n) (Boyce ve Diprima, 1986).

Kararhhik Degisimi: Normal mod analizinde ki W =W, +iW, karmasik zaman sabiti
icin; eger W, #0 icin W, <0 ise o zaman kararlilifin degisim prensibi saglanir denir.
Eger W, =0 ise yani W e R ise kararlilik degisiminin daima saglandig agiktir.

Eger W, #0 ve kararlilik degisimi saglanmaz ise o zaman herhangi bir kararsizlik

durumuna overstable salinimi1 ya da salimim kararsizligi denir (Straughan, 1992).
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4. BULGULAR

4.1. Kapah Bir Bolgede Alttan Isitilan Dogal Tasimmlhi Newtoniyen Akiskanin

Dogrusal Kararhhk Analizi

Bu boliimde kapali bir bolgede, alt yiizeyi tuzlanan ve 1sitilan, dikey yiizeyleri
izole edilmis dogal tasimim problemi ele alinmistir. Bu problemde tasinim daha iyi
formiile edilip sayisal olarak ¢dzebilmek icin bir¢ok Onemli boyutsuz parametreler
kullanilmastir.

Bu problemi sematik ve matematiksel olarak asagidaki sekilde modelleyebiliriz.

T, (87)

(="
«—

T; G

Sekil 4.1.1. Problemin fiziksel modeli

2 - boyutlu, d yiksekliginde L uzunlugunda tuzlanmis olan alt tabakasindan
1isitilan kapali bir bolgenin sikistirilamaz Newtoniyen akiskan ile dolduruldugunu
varsayalim. Burada, dikey duvarlar gecirgen degildir yani izole edilmistir. Yatay
duvarlar ise homojen olup farkli 1s1 ve derisiklik degerlerine sahiptir. Sekilde goriildiigii

gibi alt tabaka 7, 1s1 degerine ve C, derisiklik degerine, ist tabaka ise 7, 1s1 degerine ve
C, derisiklik degerine sahiptir. Burada 7, >7, ve C,>C, saglanir. Alt tabakamn

sicakhigr st tabakanmin sicakligindan yiiksek oldugundan akiskan tabakasi icinde
yukariya yonlii bir 1s1 gegisi olacak ve yukariya dogru azalan bir sicaklik profili

olusacaktir. 7, —7, sicaklik farkinin yeterince kii¢iik degerleri i¢in, siirtiinme kuvvetleri
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kaldirma kuvvetlerinin iistesinden gelecek ve akiskan hareketsiz kalacaktir. Bunun

sonucu olarak akigskan tabakasi boyunca 1s1 gecisi iletimle olacaktur. 7, —7, sicaklik

farki, kaldirma kuvvetlerinin, siirtiinme kuvvetlerinin iistesinden gelebilecek bir degeri
astiktan sonra; akigkan icerisinde tasinimsal hareket baslayacaktir. Yatay bir akigkan
tabakasinin alttan 1sitilmas, ii¢ farkli 1s1 gecisi rejimi ile ilgilidir. Bunlar iletim, hiicresel
tasinim ve diizensiz( tiirbiilansli) tasinim rejimleridir.

Bu calismada akiskan i¢cin Boussinesq yaklagimi gdz oniine alinmis olup, bu

yaklagima gore, akiskan oOzellikleri o yogunlugunun diginda sabit olarak kabul

edilmistir. o ise 1s1 ve derisiklik degerlerine dogrusal olarak bagli olup
p=p,[1-B(T~T,)+p(C~C,)]
seklinde tamimlanmustir. Burada p,, 7},C, sirastyla baslangi¢c (referans) yogunlugu,

sicakligi ve derisikligidir. Ayrica B ve B’ sirasiyla 1s1 ve derisiklik hacimsel acilim

katsayilaridir. Diger taraftan her bir parcaciga sadece kaldirma kuvvetinin etkidigi diger

kuvvetlerin ise ihmal edildigi kabul edilmistir. Bu sekilde tanimlanan iki boyutlu
problemin matematiksel ifadesi, v=(u,v) olmak iizere

Momentum denklemi

p%%:-VP+yv%+pg 4.1.1)

Enerji denklemi

%§z@v% (4.1.2)

Derisiklik denklemi

DC
~—— =k VC 4.1.3
Dt € ( )

Siireklilik denklemi

Vv=0 4.1.4)
Girdap denklemi

. dv  du

“ox Oy
ile verilir. Burada k, 1s1l yayilabilirligini ve k. tuz yayilabilirligini gdstermektedir.

Problemdeki baslangi¢ kosulu
t=0i¢in v=0,T=T, C=C,
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ve sinir kosullar1t ¢ > 0: i¢in;

o _, C_,

x=0, 0<y<d, icin u=v=0, — =0, — =0,
Y ¢ ox 0x ox
x=L, 0<y<d, icin u=v=0, a—T:O, a—C:O,w:Q
ox ox 0x
.. Ju
y=0, O0<x<L, icin u=v=0, T=T7T, C=C,, a)za—
y
.. Ju
y=d, 0<x<L, icin u=v=0, T=T7,, C=C,, a)za—
y

olarak ifade edilir.

Simdi bu sekilde tanimlanan hareketin dogrusal kararlilik analizini inceleyelim.

[lk olarak sivinin hareketsiz olmasi durumunu goz dniine alalim. Bu durumda sadece y
dogrultusunda hareket olacagindan 7, =7,(y), C,=C,(y) seklindedir. Diger

elemanlar, baslangic durumunda v,, B, p, seklinde olsun. O halde (4.1.1)-(4.1.4)

denklemleri

—-V.P,+gp, =0 (4.1.5)
L, (4.1.6)
a(_; b=k VC, (4.1.7)
Vv, =0 (4.1.8)

olarak elde edilir. S1iv1 hareketsiz yani ai: 0 oldugundan yukarda ki denklemlerden ve
t

sinir kogullarmdan 7, =7, (y) ve C,=C,(y) ifadeleri

T -T. ¢ -C
T-%) e (GG, 4.19)

L=h-—4 d

seklinde bulunur. Simdi siviya (w,9,7, p,) seklinde kiigiik yavas akimlar uygulayalim.

Burada yogunluk, hiz, basing, sicaklik ve derisiklik nicelikleri

= =+ ” = =+
{IO Iob Io v Vb u (4'1'10)

P=F+p, T=T,+¢¥, C=C,+y
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seklinde uygulandiginda

D(v,+u)

(o, +0) oy ==V.(B,+p,)+uV: (v, +u)+(p,+p)g 4.1.11)

D(T, +9) )

2T e v(T 4.1.12
D VT, +9) ( )

DICHT) i v(c,+y) (4.1.13)
Dt

V.(v,+u)=0 (4.1.14)

(Tl_Tz) (Cl_cz)

=C, - y olmasi kullanilirsa

D

olur. Burada V=0 ve T =T g C,

ve kiiciik niceliklerin yiiksek mertebeden tiirevli terimleri ihmal edilirse

p% =—V.p, +uVu+p'g (4.1.15)

%ﬂ_%v:kTV%}l (4.1.16)
t

%—Ad—cv:chzy 4.1.17)

Vu=0 (4.1.18)

elde edilir. Burada P, =P, [1 -B(7,-1)+B(C,-C, )] )
p=p,[1-B(T-T,)+B'(C-C,)] ve AT =T,~T, AC=C,-C, seklindedir. O halde
p=p, +p esitliginden p’=p—p, olup islemleri yaparsak p'=—p,[BO—PBY]
bulunur. Bunu (4.1.15) denkleminde yerine yazarsak

Du 2 ,
P = VPt VU= [BO-BY]e (4.1.19)

olarak bulunur. Burada g yergekimi ivmesini yone bagh olarak —g alalim. O halde

Newtoniyen ve sikistirilamaz durumda ki akiskanin denklemleri

%:_%Jr ey (4.1.20)
t X
Dy _ 9 s p,e (BO-BY) 4.1.21)

P Dt ady
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D—ﬁ—A—TV:kTVz’f}

Dt d

Dy AT )

———vVv=k.V

Dt d V¥

Vu=0

seklinde elde edilir. Simdi bu denklemleri
d -k d’? < 0

ﬁ:_u, [:_Tt, D, =—— . ﬁ:—’ V=
k, 2 T VA Y

ifadeleri ile boyutsuz forma getirelim. Bunlarn1 denklemde yerine yazarsak ve

isaretini ihmal edersek

kT2 Du k. dp, ky o2
— —=——"L———4+u-Vu
PE D &

ki Dv_ ki 9p,

& Dt &y 4

AT .k, DY AT AT
& oo T

ACDy , AC k
ST
Vu=0

olur. Bu denklemler diizenlenirse

k Du __op,

—2 4 u.k—TV2v +p,8 (BAT . O—B'AC.Y)

+Viu
W Dr ox
3 ’ 3
kDv_ 0 g, PdBAT o pgfACd
w Dt 9y ko ke,
D—ﬁ—v =V*9
Dt
ﬂ—v = ke Vz'Y
Dt k.

(4.1.22)

(4.1.23)

(4.1.24)

13 2

(4.1.25)

(4.1.26)

4.1.27)

(4.1.28)

(4.1.29)

(4.1.30)

4.1.31)

(4.1.32)

(4.1.33)

(4.1.34)
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denklemleri elde edilir. Burada

V= B_ kinematik yapigkanlik,
p
kT

Le =——= Lewis sayisi
kC

Pr:i

k.p

poed’AT B  B.d’gAT
kb vk,

= Prantdl say:ist

Ra, = = Isil Rayleigh Sayist

p,ed’ACH  PB.d’ACg
krl Vk;

Ra. = = ¢oziinen made Rayleigh sayist

olmak iizere son denklemleri bu boyutsuz parametrelere gore yeniden yazarsak

1 Du_ 9 2 (4.1.35)
Pr Dt ox

LDV _ 9P vy Ra, 9—Ra,y (4.1.36)
Pr Dt dy

Dﬁ—v+V O (4.1.37)
Dt

Dy |

—=v+—V 4.1.38
Dt Le Y ( )
Vu=0 (4.1.39)

. .. D 0 0 0
elde edilir. Simdi —=—+4+u—+v— maddesel tiirev ifadesi daha acik olarak

Dt dt odx  dy
yazilirsa (4.1.35) ve (4.1.36) denklemleri

1] ou ou ou dp, | ou
— |t U— v =2 | 4.1.40
Pr| ot o ax ay} ox Lﬂx ay ( )

1[ov av ov dp, | 9*v 9%
|2 P 1OV OV Ry O—Ra,.. 4.1.41
Pr_8t+ ox ay} dy L)x +ay R aad ( )
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seklinde yazilir. Birinci denklemin y degiskenine, ikinci denklemin x degiskenine

gore tiirevlerini alip ikinci denklemden birinci denklemi cikartilirsa, = a—v 5 girdap
X oy

fonksiyonu olmak iizere yukarda ki denklemlerden

1| Jdo o 99 ay
—|—tu—+v V’®+Ra, ——R 4.1.42
{ o ox ay} x € ( )
denklemi elde edilir. Diger denklemleri de eklenerek
1| Jdo o 99 ay
—| —+u—+v V’0+ Ra, — — Ra, — 4.1.43
{ o ox ay} x € ( )
Do _ v+ V20 (4.1.44)
Dt
Dy l oo
—=v+—V 4.1.45
Dt ' Le ! ( )
Vu=0 (4.1.46)

girdap fonksiyonuna bagli yukarda ki denklemler elde edilir. Dogrusal kararlilik i¢in
dogrusal olmayan terimler ihmal edilirse (4.1.43)- (4.1.45) denklemleri

{a‘”} Ve a—ﬁ—R a, 9 (4.1.47)
ot T ox ox

9 _ v+ V20 (4.1.48)
B

ay |

il R v/ 4.1.49
ot Y Le ! ( )
olarak yazilabilir.

Kararlilign arastirmak icin W karmagik zaman sabiti, a yatay diizlemde dalga

say1st olmak iizere normal mod analizini kullanalim (Chandrasekhar,1961). Buna gore
sinir kosullart g6z oniine alinarak
¥(y)=Y,sin(nny), 06(y)=6,sin(nny), T'(y)=T,sin(nmy)

olmak iizere
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W (x,y,t)=P(y)exp{Wt +iax}
I x, y,1) = 60(y)exp{Wr +iax}

7(x, y,t) =T (y)exp{Wt +iax}

olarak alinabilir. Burada gerekli islemler yapilarak

wzﬁ—a—quz‘Pz—s‘P, V20 =—s9, Vz'y:—sy, a—19=W19
ox dy ot
ow o0 . ay . oy
Vzw: Z‘P’ _— - WlP, _= ’ﬂ, _—= s —:W
PRy T o w7

ifadeleri bulunur. Bunlari (4.1.47)-(4.1.49) denklemlerinde yerine yazarsak s=a’ +n’w’

olmak iizere

=) PE(_S) P (y)exp{Wt +iax} = {sz‘i’(y)} exp{Wt +iax}
r

+ Ra,iab(y)exp{Wt +iax} - Ra iaI(y)exp{Wt +iax}
=) WO(y)exp{Wt +iax} —ia'P (y)exp{Wt +iax} ={-a’0(y) +8"(y)} exp{Wt + iax}

=) WI'(y)exp{Wt +iax} —ia¥ (y)exp{Wt +iax}

= LL{—azF(y) +T7(y)}exp{Wt +iax} (4.1.50)
e

elde edilir. Sinir kosullarmi yerine yazip bu denklemleri diizenlersek

—SPE‘PO -s’W, —iaRa, 8, +iaRa T, =0 (4.1.51)

T

WO, —ia¥, +56, =0 (4.1.52)

W, —ia®, +—T, =0 (4.1.53)
Le

bulunur. Bu son 3 denklemin sifirdan farkli ¢6ziimiiniin olmas: i¢in katsayilar matrisinin

determinanti sifir olmali. O halde bu determinanttan

(—sW —s’ Pr)(W +5)(LeW +5)+ia(=ia)PrR(LeW +5)

+iagOLePr(W+s)ia:0 (4.1.54)
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esitligi bulunur.
W biiyiime sabiti karmagik bir sabittir. (4.1.54) esitligini W biiyiime sabitine gore

diizenlenirse, denklem

—sLeW?® —s*(PrLe+Le+1)W? —[az PrLe(p—-R)+s’ (PrLe+Pr+1)JW

+sPr(a’R-s’—a’pLe)=0 (4.1.55)

olur. W,, W, reel sayilar olmak ilizere W =W, +iW, karmasik zaman sabitini alalim.
W, <0 oldugunda sistem daima kararlidir. W, >0 oldugunda sistem kararsiz olacaktir.
Burada dogal kararlilhlk durumu icin W, =0 kabul edelim. (4.1.55) denkleminde
W =iW, yazarak denklemin reel ve sanal kistmlarina ayiralim. O halde reel ve sanal
kisimlar sirasiyla

sW (LePr+Le+1)+Pr(—s* +a* (R -pLe)) =0 (4.156)

ve
W,’Les —W, (s3 (LePr+Pr+1)+a’ PrLe(go—%)) =0 (4.1.57)

seklinde bulunur. (4.1.56) ve (4.1.57) denklemleri W, =0 ve

3

s3—a2(93—Leg)) =0 oldugunda saglamr.s—2 nin a’> ve n’degerlerine gére minimum
a

2
degerini bulursak n=1 igin kritik dalga sayis1 a’ =% bulunur. O halde

4

R=Lep+ 27m

olarak elde edilir. Bu duragan Rayleigh sayisidir.

Benzer olarak salmm  baslangici icin @ W,#0 olup sanal kisimdan

s* (PrLe+Pr+1)—sW,’Le
a’PrlLe

R=p+ (4.1.58)

bulunur.
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Reel kisimdan ise

_ ' Pr—a’ Pr(R-Lep)
- s(PrLe+Le+1)

w2 (4.1.59)

olur. Yukarda ki (4.1.58) esitliginden JRdegerini (4.1.59) esitliginde yerine yazalim.
Buradan W, degerini ¢ekersek

—s* (Pr+1)+a’ Pr Lego(Le—1)
sLe® (Pr+1)

W2 = (4.1.60)

elde edilir. O halde W, nin pozitif koklerini arastirmaliyiz. Eger hi¢ pozitif kok yoksa
salinm kararsizligt miimkiin degildir. Eger iki pozitif kok varsa (4.1.58) esitligi ile

s’ (PrLe+Pr+1)—sW,’Le
a’PrlLe

verilen R =0+

ifadesi dogal salimm Rayleigh sayisim verir.
(4.1.60) denklemi ile verilen W, nin iki pozitif kokiiniin olabilmesi i¢in
sLe’ (Pr+1)W; +5° (Pr+1)—a’ Pr Le@p(Le—1) =0
Denkleminde Descartes’ kuralindan sLe” (Pr+1) >0 oldugundan
(s (Pr+1)—a’ Pr Lep(Le—1)) <0 (4.1.61)
olmalidir. Yani

(s*(Pr+1)—a’PrLep(Le—1)) <0

oldugunda overstabiliteye (salimm kararsizligl) ulasilmaz. Yukarda ki (4.1.61)
esitsizliginden
s> (Pr+1)

>—————"— bulunur. Bu esitlikte s=a’+n’m’ oldugu gz Sniine alinarak a’
a’LePr ( Le— 1)

277" (Pr+1)

— = elde edilir. O halde
4LePr ( Le— 1)

dalga sayisina gore minimum degerini alirsak g >

277" (Pr+1)

——— kosulu saglandiginda salinim kararsizligina ulasilmaz.
4LePr ( Le— 1) 3 g g g 3

0>

Yine benzer olarak (s3 (Pr+1)—a’PrLeg(Le— 1)) >0 oldugunda salinim hareketinin

hari¢ tutuldugu anlagilir. (s3 (Pr+1)—a’PrLe@(Le— 1)) >0 olmasi Le<1 olmasi ile

mumkiindiir.
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Simdi (4.1.59) esitliginde ki W, degerini (4.1.58) esitliginde yerine yazip R
degerini ¢cekersek
(PrLe+1)  s°(PrLe+Le+Pr+1)(PrLe+1)

R = + 4.1.63
Le(Pr+1) o a’PrLe* (Pr+1) ( )

elde edilir. Burada s =7’ +a” esitligini kullanirsak

R = (PrLe+1) . (TE2 +a2)3(PrLe+Le+Pr+1)(PrLe+1) 4164
- Le(Pr+1)80 a® PrLe* (Pr+1) o

bulunur. R Rayleigh sayisim @ dalga sayisina goére minimum degerini alirsak

2
a’= % bulunur. Bunu R esitliginde yerine yazarsak

Prle+1 277* )(PrLe+ Le + Pr+1)(Pr Le +1
g (PrLest)  (27%)(PrLes Lot Prol)(PrLe+1) 65
Le(Pr+1) 4PrLe’ (Pr+1)

elde edilir. Buradan salinim hareketi i¢in kritik Rayleigh sayisim bulmus oluruz.

Sonuclar1 daha net gorebilmek i¢in Pr, ¢, Le parametrelerine degerler verilerek (4.1.64)

esirliginden R —a grafikleri cizilebilir. Bu grafikler tartisma boliimiinde verilmistir.
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4.2. Gozenekli Ortam da Alttan Isiillan Kapahh Bir Bolgedeki Newtoniyen
Akiskanin Global Kararhlik Analizi

Bu boéliimde Lombardo ve ark. (2001) nin yapmis oldugu calismada ki yontem
izlenerek tanimlayacagimiz hareketin dogrusal olmayan enerji kararlilik analizini
inceleyecegiz.

1)Ilk olarak €=1, Le=1 olmasi durumunu

2) Ikinci olarak €=1 ve Le #1 olmas1 durumunu ve

3) Ugiincii olarak da herhangi € ve Le olmasi durumunu inceleyecegiz.

Yine bu caligmada; kapali bir bolgede, alt yiizeyi 1sitilan ve dikey ylizeyleri izole
edilmis gozenekli ortam ile doldurulmus tasinim problemi ele alinmistir. Simdi bu

calismadaki problemi sematik ve matematiksel olarak ifade edelim.

VA

T, G

v

T, C
«— —

Sekil 4.2.1. Gozenekli ortamin fiziksel modeli

2- boyutlu, d yiiksekliginde L uzunlugunda, tuzlanmis olan alt tabakasindan 1sitilan,
kapali, gozenekli bir bolgenin sikistirtlamaz Newtoniyen akiskan ile dolduruldugunu
varsayalim. Yatay duvarlar homojen olup farkli 1s1 ve derisiklik degerlerine sahiptir. Alt

tabaka 7, 1s1 degerine ve C, derisiklik degerine, iist tabaka ise 7, 1s1 degerine ve C,
derisiklik degerine sahiptir. Burada 7, >7, ve C, > C, saglanir. Bu ¢alisgmada akigkan

icin Boussinesq yaklasimim1 g6z Oniine alinmis olup, bu yaklasima gore, akiskan

ozellikleri  p yogunlugunun disinda sabit olarak kabul edilmistir. p ise 1s1 ve
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derisiklik degerlerine dogrusal olarak bagh olup
=P, [1 -B(T-T,)+p’(C-C, )} seklinde tammlanmistir. Burada p,, T},C, sirasiyla

baslangic¢ (referans) yogunlugu, sicakligi ve derisikligidir. Ayrica Bve B strastyla 1s1
ve derisiklik hacimsel acilim katsayilaridir. Diger taraftan her bir parcaciga sadece
kaldirma kuvvetinin etkidigi diger kuvvetlerin ise ihmal edildigi kabul edilmistir.

Bu kabuller altinda gozenekli ortam igin Navier-Stokes denklemleri asagidaki gibi

verilir.

p[g—:+ V.VV}:—V.P+ﬂV2V—%V+pfg (4.2.1)

O WT =k VT 4.2.2)
ot

gaa—f+ V.VC =k V’C 4.2.3)

Vv=0 (4.2.4)

Yukaridaki (4.2.1) denkleminin ilk terimi yerel ivmelenmeyi, ikinci terim atalet
terimlerini, ii¢iincii terim gézenekli ortam iginde akigkanin basing degisimini, dordiincii
terim yapigkan kuvvetleri besinci terim Darcy akis etkisi ile yapiskan siiriiklenme
kuvvetini ve son terim ise govde kuvvetlerini gostermektedir.

Problemin baslangic kosulu

t=0i¢cin v=0, T=T, C=(

ve siir kosullar1 7 >0: igin;

x=0, 0<y<d, icin u=v=0, a_T:(), a_C:()
ox o0x

x=L, 0<y<d, 1(;111 u=v=0, a_Tz()’ B_C:O
0x ox

y=0, 0<x<L, icin u=v=0, T=T, C=C,
y=d, 0<x<L, icin u=v=0, T=T7,, C=C,
olarak ifade edilir.
Hareketin kararlilik analizine ge¢meden Once denklemleri uygun forma
getirelim. Bunun i¢in ilk Once sivinin hareketsiz yani v=0 olmasi durumunu

inceleyelim. (4.2.1)-(4.2.4) denklemleri baslangi¢ durumunda sadece y dogrultusunda

harekette olacagindan



33

T,=T,(y) . C,=C,(y) olur. Diger elemanlar baslangic durumunda v,, P,,p,

seklinde olsun. Buradan (4.2.1)-(4.2.4) denklemleri

~V.P,+gp, =0 (4.2.5)
a7,
SE=k VT, (4.2.6)
aC

L =kVC, (4.2.7)
V.v=0 (4.2.8)

olur. Yukarda ki (4.2.5)- (4.2.8) denklemlerinden ve sinir kosullarindan AT =7, -T,,

AC =C,-C, olmak iizere T, =T, —Ad—T y ve benzer olarak C, = C, _Ad_C y bulunur.

Simdi s1v1 hareketli iken yani

p=p,+p, vV=v,+u
4.2.9
{P:Pb+p2, T=T,+v, C=C,+y ( )
seklinde kiiciik yavas akimlar uygulandiginda
~D(v, +u ,
(Ioh+p)(#):_v(Bv+p2)+ﬂvz(vb+u)_%(vb+u)+(pb+p)g (42'10)
D(T, +¢
—(lh) )=kTV2(Tb+19) 4.2.11)
t

a(C, +
8%+(vb+u)V(Cb+7/):kCV2(Cb+7) 4.2.12)
V.(v,+u)=0 (4.2.13)
elde edilir. Burada V» =0 olmasi ve T, =T, —A—Ty ,C,=C, —Ey

d d

esitlikleri kullanilip, kiictik niceliklerin yiiksek mertebeden tiirevli terimleri ihmal

edilirse
Du ’ U ,
p=—=-V.p,+uVu-"u+p’g (4.2.14)
Dt K
D—’9+(T2_lev=kTV2ﬁ (4.2.15)
Dt
8¥+uv;/+(%jv =k Vy (4.2.16)
t

Vu=0 4.2.17)
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elde edilir. Burada p,=po[1-B(T,-T;)+B'(C,~C))] ve
pP=p, [1 -B(T-T,)+B (C-C, )} seklindedir. O halde p=p,+p” esitliginden

p'=p-p, olup p'=—p,[BO-Py] bulunur. Bunu (4.2.14) denkleminde yerine

yazarsak;
Du ,
p =2 =—vp, +uviu—Lu—p g[po-p4] (4.2.18)
Dt K
bulunur. Yukarda ki denklemler diizenlenirse
Du p, 2, M
== __B W= 4.2.19
P Dt ox HYu Ku ( )
Dy apz 2 M ’
—=——4uVy-=v+ V- 4.2.20
PO~ oy TV Pog (BO-BY) (4.2.20)
T -T,
Do _ (7 2)v+kTV21‘} @.2.21)
Dt
C -C
8ﬂ+uVy:(l—2)v+kCV27 4.2.22)
ot d
Vu=0 (4.2.23)

seklinde olur. Simdi bu denklemleri

2
i=Zu, t=k—T2t, P:d—zpz,
k, d k
~ % . v ~ X .y
ﬂ:—’ :—’ x:—, = —
AT Y AC d Y d

[T3EE)

ifadeleri ile boyutsuz forma getirelim. Bunlarn denklemde yerine yazarsak ve

isareti ihmal edilirse

2
Du_ 10P v M (4.2.24)
Dt pox k, pxk,
2 3
Dv_ 1P Vg, B Pl o garn-pacy) (4.2.25)
Dt pady k prk;  pk;
%—ﬂ+u.V1‘}:v+V21‘} (4.2.26)
t
a’Y |
e Luvy=v+—Vviy 4.2.27)
ot Le

Vu=0 (4.2.28)
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elde edilir. Burada vy — 7y.Le alirsak ve v = B _ inematik yapiskanlik
p
ky . n ’
Le =—L= Lewis sayisi ,Pr=——=Prandtl  sayisi, Da =—=Darcy  sayisi
k. k.p K
B.ATd’
Ra, :g[’)—d: Isil Rayleigh Sayist,
vk,
"d’AC.
Ra, = Bd—kCg = coziinen made Rayleigh sayist
v T

olmak iizere son denklemleri yeniden yazarsak

&:—la—P+PrV2u—Da Pru (4.2.29)
Dt p ox
&:—la—P+PrV2v—Da Prv+Pr(RaT.ﬁ—RaC.y) (4.2.30)
Dt p dy
%—ﬁ+uVﬁ: v+ V3 (4.2.31)
t
Y 2
SLea—+Leu.V’y:v+V Y 4.2.32)
t
Vu=0 (4.2.33)

elde edilir. Simdi elde edilen (4.2.29)-(4.2.31) denklemleri icin analizini Le ve &

sayilarinin farkli durumuna goére yapacagiz.
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4.2.1. Le = ¢ =1 Olmasi Durumunda:
Bu problemin (4.2.9) esitliklerindeki bozulmalart g6z oniine alarak kararligini

inceleyelim. Bu bozulmalardan sonra

Du _ —18—P+Prv2u —DaPru (4.2.34)

Dt p Ox

Dy _ —18—P+Prv2v—Da Prv+Pr(Ra, 9—Ra,.Y) (4.2.35)

Dt p dy

%—ﬂ-HIVﬂ: v+ V39 (4.2.36)
t

?ww: v+V3y (4.2.37)
t

Vu=0 (4.2.38)

denklemleri elde edilir. Burada Ra, >R, Ra. > olmak lizere ¢=RI-py

doniisiimii yaparsak ilk denklem

DY vpiPrvu-Da Pru+Pr(0)j (4.2.39)

Dt

seklinde olur. Bu denklemi uile carpip Q iizerinden integral ahrsak, (,) L,(Q)

iizerinde i¢ carpim fonksiyonu olmak iizere yukarda ki denklem

(%—l;uj +(uVuu)=(-VPu)+ Pr(Vzu,u) —DaPr(u,u)+Pr(,v)j (4.2.40)

seklinde yazihir. Burada simir kosullari ve kismi integral kullanilirsa (w.Vu,u)=0 ve

(VP,u)=0 oldugu goriiliir (Xu ve ark., 2007). Bu i¢ ¢arpim ifadesinden integrale

gecersek
Ju ) .
[5-udQ =Pr [V'uudQ-DaPr [uudQ+Pr(o,v)] (4.2.41)
Q at Q Q
yazilir. Esitligin solunda ki ifade de integral ¢ degiskeninden bagimsiz oldugundan
a_“udQ = li”unz olarak yazilir. Yine I VuudQ  integraline kismi integral
2 ot 2 dt o

uygularsak
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%%”u”z = Pe|[Vulf - DaPrfu +Pr(p.) (42.42)
esitligi bulunur. Burada ki i¢ carpim fonksiyonuna Cauchy-Schwartz esitsizligi
uygulanirsa (¢,v) <|¢|-|u] elde edilir. Ayrica 2ab < a” + b esitsizliginden
||¢|| NS
)< ||¢|| ||u|| <— 5 < ||u||2 olur. Bu son esitsizligi yukarda ki esitsizlikte yerine

yazip Poincare esitsizligini kullanirsak

[uff <~ Prfu - Daprfof +Prul’
2 dr (4.2.43)
<2Pr|u| (1-7° - Da)
elde edilir. Elde edilen bu diferansiyel denklemi ¢zersek
Ju(r)]" <u(0)exp{2Pr(1-7* - Da)r} (4.2.44)

bulunur. Burada Pr(1—7z2 - Da) <0 igin t — o oldugunda ||u(t)||2 — 0 elde edilir.

Ayrica @¢=RI—-py degisken doniisiimiinii aa—ﬁ +uVd=v+V>% denklemine
t

uygulanip ? +v.Vy=v+V?*y esitligi kullanilirsa
t

g +uVeo=(R-p)v+Vp (4.2.45)
denklemi elde edilir. (4.2.45) denklemini ¢ ile carpip integral alirsak (u.V¢,u) =

olmak iizere

- _ \V4 L.
Lo = (- (v0)- Vol 4246)

elde edilir.

R —4) <0 icin akimin daima kararli oldugunu gosterelim: Bunun icin yukarda
(R-p ¢ gunu g giny

ki denklemdeki ||V ¢)||2 ifadesine Poincare esitsizligini uygulayalim. Buradan

I 2||¢)|| (R-p)(v.0)- 2||¢)|| esitsizligi bulunur.

(¢.v)<|@|Jlu]| ve 2ab<a’+b esitsizliklerini kullanarak

2
LLJof <(3-)af o]
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d 1
el 27" ol <2(% - ) Jul} (4-2.47)

elde edilir. Bu son esitsizlikte ||u (t)”2 <u(0) exp{2 Pr (1 -’ - Da)t} esitsizligini
kullanarak diferansiyel denklemi ¢ozersek

O <5 g

—exp{2Pr(1-7° = Da)t}+¢(0)exp(-271)  (4.2.48)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte yine Pr(l—ﬂ'2 —Da) <0 i¢in t — oo oldugunda
||¢(t)|| — 0 bulunur.

Benzer yontemi ? +u.Vy=v+V?*y denklemine uygularsak Pr (1 Y Da) <0 icin
t

t — o oldugunda ||;/(t)||—>0 elde edilir. Buradan (R-)<0 igin akimin kararl

oldugunu bulmus oluruz.
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4.2.2. Le #1 ve € =1 Olmasi Durumunda:

Burada sartsiz dogrusal olmayan iistel kararliligi bulmak ve Lombardo ve ark.
(2000, 2001) calismalarinda ki parametreler metodunun en iyilestirmesi sayesinde
dogrusal ve dogrusal olmayan kritik Rayleigh sayilariin cakistigini  bulmak
miimkiindiir.

Bunun i¢in Ra, >R, Ra, = ve 8> 0 sabit bir reel say1 olmak iizere ¢ =RO—gpy
ve Y=RO-Ledgpy degisken doniisiimii uygulayalim. O halde yukarda ki (4.2.29)-

(4.2.33) denklemleri dLe # 1 olmasi durumunda

ﬂ:—lVP+PrV2u—DaPru+Pr(q>)j (4.2.49)
Dt p
Le*d-1 Le—1
V)= —~ V- v’ 2.
Le(, +uv0) = (LSt go)v+(L66_1] 0 (Les_lj v (42.50)
(% (3-1) gy, [3(Le=D) )0

(v, +uVy)=(R 850)v+((L68_1) Vi — = |V'0 (4.2.51)
Va=0 (4.2.52)

sekline doniisiir. Burada E(7)= [k”u" +Le||q)|| +1:||\|!|| ] Lyapunov fonksiyonunu

alahm (Mulone ve Rionero,1998). Burada A ve ¢ pozitif sabitlerdir. Bu norm
degisimini olusturmak icin (4.2.49)-(4.2.51) denklemlerini (ku,q),’cw)T ile carpip Q

tanim kiimesi {izerinden integral alirsak daha once yapilan iglemlere benzer olarak

—x—||u|| =—PrA|Vu|" - ADaPr |l +1Pr(v,0) (4.2.53)
1 dyp_ Le*d—1

Jrelor =(ren-p)0)-[ L ol ot Jvave) sy
1 dy p o-1 2 (Le—-1)

—T— = -1 0—F— \% 2.
Lol =5(5-p8) (1 v)- (Les_ljuwn 1[5 - lj(vq, v) @255
denklemlerini elde edilir. Burada ki |||| ve (.) ig carpim L, (Q) iizerinde ki norm ve ig

carpimdir. E(¢) esitliginin tiirevini alirsak

:— - — 4.2.
B0 =30l + 2 1oL of +3 5L 42:56)

2
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elde edilir. (4.2.53), (4.2.54) ve (4.2.55) denklemleri (4.2.56) degisim denkleminde
yerine yazilip ve diizenlenirse

E(t)=(LeR-@+APr)(v,0)+1(R-30)(v,v)

2
- kPr||Vu||2+DaPrk||u||2+[L€8 1)” ¢||}

(LS 1)” W+ (Vq”v‘l’)} (4.2.57)

elde edilir. Bu ifadeyi I, =(LeR—@+APr)(v,0)+T(R-30)(v.y) ve

Le*d-1
DO:7\.Pr||Vu||2+DaPr7\.||u||2+( ¢ jn o + (LS 1jll vl

+(Le—1)(‘c§—1)
Led—1

(V. V)

olmak iizere E(t)=1,—D, seklinde yazabiliriz. Buradaki D, fonksiyonelinin pozitif
tanimlh olmasim garanti etmek i¢in

2_ Ju—
Le*d 1>0 0-1

2
570 S50 e [(Le—1)(18-1)] —4t(1-Le’5)(5-1) <0

olmalidir. Bu kabulden

2 2 Le*d—-1 -1 2
o (v 17wl )= o ol + Sl
(Le—1)(t3-1)
+ —LeS—l (Vq,, Vq;) (4.2.58)

olacak sekilde pozitif bir

41(Le*3-1)(8-1)—(Le—1)" (t8-1)°
o, =
: (Led—1)[1-Le’d+1(3-1) ]

reel sayist vardir (Lombardo ve ark.2001). H ;u,¢,y fonksiyonlarinin x ve y

degiskenlerinin periyodik fonksiyonlarinin kiimesi olmak iizere

m= max;—0 diyelim. Burada maksimum ifadesinden E(¢) tiirevini
H
0

E(t)=1,-D,<(m-1)D, (4.2.59)

seklinde yazabiliriz. O halde (4.2.58) esitsizliginden
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E (1) <(m=1)( e, |[VO[' + o [V + 1 Pr|Vul + Da Pri|ul) (4.2.60)

2 2
. T TIUP .| oy LT
yazilir. Burada Poincare esitsizligini kullanirsak ve y= mln( i ,——, Pr (Da +7 )J
e T

alipE(t) yeniden diizenlenirse E(¢)<(m—1)YE(t) bulunmus olur. Bu diferansiyel
denklemi ¢ozersek  E(t)<E(0)exp((m—1)yt)elde edilir. Bu ise bize m<1 igin

sistemin kararli oldugunu gosterir. Simdi Le#1,e€=1 i¢in dogrusal ve dogrusal

olmayan kritik Rayleigh sayilarinin hangi kosullarda c¢akistigimi gosterecegiz. Bunun

icin yukarda ki m :mgx% maksimum probleminin Euler —Lagrange denklemlerini
0

bulalim. O halde i(ij =0 olmali. Bu ifadeyi hesaplarsak
e=0

de\ D
500]

0
1
:F(SIO —mSDO)

0

o Lo |_ 8Dy = 18D, _ 1 (o Iy
D D’ D, " D

0 0

bulunur. Buradan maksimum problemi i¢in 81, —mdD, =0 esitligi elde edilir.

Burada h,k ve t fonksiyonlart simrlarda sifir olan ve C*(Q) simfindan keyfi

fonksiyonlar olmak iizere,

dl, :il(u+eh,¢+ek,\|;+et) (4.2.61)
de e=0
ve
3D, :diD(u+eh,V¢+er,qu+th) (4.2.62)
€ e=0
olur. O halde 6/, —mdD, =0 denklemini olusturalim.
2 —
a=LR-p+APr,  f=1(R-5p), T=200
Led—1
(4.2.63)
5_1(5—1) _(Le-1)(z0-1)
 Les-1 ~ Les-1

olmak iizere (4.2.61) ve (4.2.62) ifadelerini hesaplayalim.
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dl, :dil(u+sh,¢+sk,w+et)
€

=a%'|.(v+sh2)(¢+£k)d§2

Q

e=0

+B%J'(v+eh2)(w+et)d9

e=0

= o[ (Oh, +kv) dQ+ B (wh, +1v)dQ

bulunur. Benzer olarak

dD, = diD(u +eh,Vo+€eVk,Vy +¢eVr)
3

e=0

+Da Prkij(u+8h)2 dQ
dey,

e=0

e=0

=kPrij(Vu+£Vh)2 dQ
dey,

d 2
+&— | (Vy+eVe) dQ
g (Vw+evr)

Q

d 2
+I'— | (VO+eVEk) dQ
~ | (Vo+evk)

Q

e=0 e=0

e=0

+n%_‘.(V\p+th)(V¢+er)dQ

Q

olur. Yukarda ki tiirev ve kismi integral hesaplar1 yapilirsa
3D, = diD (u+€h,Vo+eVk,Vy+eVr)
€

= ~2)Pr [(V’uh)dQ-2DaPr)[(wh)dQ
Q

Q

—20[(V29hk)dQ-28[(Viyi)dQ

- j (V2yr+V20k)dQ

Q

Q e=0

(4.2.64)

(4.2.65)

(4.2.66)

bulunur. Buldugumuz bu ifadeleri 6/, —mdD, =0 esitliginde yerine yazarsak

o[ (O, + ) dQ+ B[ (wh, +1v)dQ

—m[—ZkPr [(V'uh)d@-2DaPri| (u.h)dg}

Q

| —2FJ(V2¢.k)dQ—2§J(quf.t)dg}

—m| -] (V2¢.t+V2uf.k)dQ}:O

Q

(4.2.67)

olur. Bu esitlikte gerekli islemler yapilirsa maksimum probleminin Euler-Lagrange

denklemleri
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odj+PBwj+2mDa Priu+2m PrAViu =0 (4.2.68)
ow +2mIV20 + nm Vg =0 (4.2.69)
By +2mEV Y +nmmV7>0 =0 (4.2.70)

olarak elde edilir. Birinci denklemin bilesenleri
—2mDa PrAu+2m PraViu=0 4.2.71)
o+ By —2mDa PrAv+2m PraViy =0 (4.2.72)

seklinde yazilir. (4.2.71) denklemin y degiskenine gore, (4.2.72) denklemin x

degiskenine gore kismi tiirevlerini alip ikinciden birinciyi cikartirsak ®= ? - 3—“
X oy
girdap fonksiyonu olmak iizere
ai¢+ﬁiw+ 2mDa PrAw+2m PravV:m=0 (4.2.73)
ox ox

elde edilir. O halde yukarda ki (4.2.69), (4.2.70), (4.2.73) denklemleri

ociqw Bi\lf+ 2mDa PrAw+2m PraV:o=0

ox ox
o +2mIVio+mmViy =0 4.2.74)

By +2mEVY+mmV3ip=0

seklinde yazilir. ¢ ve y degiskenlerini yok etmek icin sinir kosullarini saglayan asagida
ki siniis ¢oziimleri arayalim. Bunun icin
¥(y)=%,sin(nzy), 6(y)=6,sin(nzy), T(y)=T,sin(nzy)
olmak iizere
¥(xyr)| |E(5)
3(x,3.1) |=| 6(y)
y(xyt) | [ T(y)

.exp(Wr +iax)

normal mode analizini uygulayalim. s = n’>z° +a* olmak iizere

v:a—lP:ia‘P 0=VV¥=—s¥
ox
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o=Ro—5y » LRI 5N _ vo—iady
ox ox  ox
Y=RO-Led oy — a—wziﬁa—ﬂ—Lef)goﬁ = iaRV—iaLed oy
ox ox X

Vo=—sRO+ds7, Vy=—sRO+sLedpy

olarak bulunur. Bunlar (4.2.74) denklemlerinde yerine yazip
¥(y)=%,sin(nzy), 6(y)=6,sin(nzy), T(y)=T,sin(nzy)

olmas1 kullanilirsa

iaR(a+ )6, —iap(a+ BLed)T +2mPr As(s—Da)¥, =0
—sR(2mL +mn) 6, + s (2mI’ + mnLeS) T, + ctia'¥ , =0
—sR(2m& +mn) G, + s (2mELed+mn) T, + fia¥, =0

denklemleri elde edilir. Bu denklem sisteminin kat sayilar matrisinin determinantim alip

m degerini cekersek

m, =0
\/—Prl(—4§F+nz)(Da—s)(—,BZF+,Ba77—a2§)a @275)
m, = 2.
? PrAs(-4£T+7*)(Da—s)
m, =—m, bulunur. Burada m; =m” degerini alirsak
T-Bon+a’§)a’
m* = (BT —pon+at) (4.2.76)

 PrAs’ (n* —4T¢)(Da-s)
elde ederiz. Yine s=n’z’+a’ ifadesini m’ esitliginde yerine yazip a® ve
1’ ifadelerine gore maksimum degerini alalim. Maksimum deger icin n=1 olmali.
Maksimum deger icin

. (BT -Bom+a’t)a’
Pris® (0 —4T¢)(Da-s)

esitliginin o’ degerine gore tiirevini alip a” cekilirse
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=== ve 4.2.77)

2 :&_”_2_\/(1)“_9”2)(1)‘1_”2) (4.2.78)
4 4 4

bulunur. Bu a” degerlerinden birincisini m; esitliginde yerine yazilirsa

2

) 16(Da-7*+ [(Da-97*)(Da-7*)|(-a2¢ + fnar-T )
a3+ Da+ [ Da-977)(Da-7°) |(-37° +3Da~ [(Da-97*) (Da-7*)|(~4r¢ +7)
(4.2.79)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte

a=LeR—p+APr, L=1(R-p)
r_Le25—1 _7(6-1) _(Le-1)(z6-1)
 Led-1’  Les-1’ - Led—1

degerlerini kullanarak A ve 7 parametrelerine gore minimum degerini alirsak dort ¢ift

A ve 7 degeri bulmus oluruz. Bunlardan uygun olanin yani denklemi minimum yapani

_ (Le-1)(p-%) _ (Led-1)(p-%R)
T GpLe-R)(6-1)’ A= Pr(6—1) (42.80)

seklinde bulunur. Bunlari m” =m; de yerine yazip diizenlersek

) 16(@—93)(Da—7[2+\/(Da_gﬂ-Z)(Da_ﬂ_z))

(30a-37° - [(Da—92) (Da~7") (37 + Da+ [ Da+97°) (Da+ 7°) |

(4.2.81)

elde edilir. m” <1 oldugu kullanilirsa ve bu ifadeden R degerini cekersek

. (Da-7*)(4p-277" - Da® )+\/(Da—97z2)(Da—7r2) (49— 4Dar’ - Da* +97*) (4.2.82)

4(pa-7*+,[(Da=97*)(Da-7*))
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elde edilir. Kritik 1s1l Rayleigh sayisini, Darcy sayisi ve kritik ¢6ziinen madde Rayleigh
sayisina bagh olarak bulmusg olduk.

Lineer olmayan kritik Rayleigh sayisi1 ile lineer bir Rayleigh sayisi1 arasinda ki
cakismay1 bulalim. Bunun i¢in Lombardo ve ark.(2001) nin yapmis oldugu ¢aligmada ki
teknigi kullanalim.

O halde ﬂ=p_l)ﬂ, T=% secersek a=0, ve n=0 elde edilir. Bu
r

degerleri (4.2.76) esitliginde yerine yazalim. Buradan

e P’ : (4.2.83)
4Pr7u§(Da—7t2 —az)(ﬂ:2 +a2)

2 Da-97*)(Da-rn*
olarak bulunur. Ayrica burada a° = %—”—+ \/( )( ) , B.& ve

4 4

}FM 1-:1

>

Pr o

degerlerini yerine yazip diizenlersek

. 4(Da—7z2+\/(Da—97z2)(Da—7r2))(9(—5g0)2(Leé'—l)

5(5—1)(80—L65R)(—37£2+3Da—\/(Da—97r2)(Da—7£2))2(Da+37r2+\/(Da—97[2)(Da—7r2))

(4.2.84)
bulunur. Bu esitlikte yine m* <1 olmasmm kullanip R degerini ¢ekersek Darcy sayis,

Lewis sayisi, ¢oziinen madde Rayleigh sayisina () ve 0 ya bagh cok uzun bir ifade
elde etmis oluruz. Burada Rayleigh sayisinin Prandtl sayisina bagli olmadig: elde
edilmis olur. R degerinin ¢ok uzun bir ifade olmasindan dolayi sayisal deger verilerek
yaklasik olarak Rayleigh sayis1 bulabiliriz. m<1 olmasi durumunda m* <1

esitsizliginden R degerinin ¢ekersek bu ifade de Le=3, §=0.1, Da=0.0001 ve

7 =3 degerleri yerine yazilirsa R ile g arasinda

R < 0.1000000000 g2
+0.03968268668\/§\/62496.53572&0 +56484652.06 —421.7754477 (4.2.85)

esitsizligi bulunur. Bu ifadenin grafik olarak gosterimi tartisma kisminda verilmistir.
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4.2.3. Herhangi € ve Le Sayisi icin Kararhilik Analizi:

Bunun i¢in

Du 1 )

—=——VP+PrV’u—DaPru+Pr(R9-p.y)

Dt p (4.2.85)
8_19 +uVd=v+V>o

ot (4.2.86)

oy 2
eLea—+ LeuVy=v+V<y 4.2.87)
t
Vu=0 (4.2.88)

denklemini yeniden ele alalim. Kararlilhik analizi icin Lombardo ve ark.( 2001)

calismasinda ki enerji denklemi metodunu kullanacagiz. Bu nedenle bu denklemleri

(u,%, 7)T ile carpip Q tanim kiimesi iizerinden integral alalim. O halde

S ulf ==Pr|Vuf - DaPrlul +Pr(v.%0-07) (4.2.89)

L = (v, 0)- |V off (4.2.90)

2 dt ’

eLe~ LI =(v.7)-|VoA? (4.2.91)
2 dt ’

esitliklerini elde etmis oluruz. Enerji denklemi i¢in A >0, 7>0 birlestirme sabitleri
olmak iizere E(r)= %[”u”2 + k||61|2 +1le’e p”y"ﬂ alalim. E(r) enerji denkleminin

degisimini inceleyecegimizden esitliginin ¢ degiskenine gore tiirevini almaliyiz. O

halde yukarda ki esitlikleri kullanirsak
E(t) = (PrR+2)(v,8) +p(Let—Pr)(v,7)
- | Pr|vul| + DaPr|uf’ + AV ]’ + Lezp |V | (4.2.92)
olur. =PrR+1 , f=p(Let—Pr) olmak iizere
I=a(v,0)+B(v.y) ve
D =Pr||Vu| + DaPru| + 2|V + Lezp|Vy|’ olsun. O halde yukarda ki tiirev

ifadesi E(t)=1-D seklinde yazilir. E(t)enerji denkleminin maksimum degerini
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bulmak i¢in m:mgx% diyelim. Bu maksimum probleminin Euler-Lagrange

denklemleri 01 —m.0D =0 ifadesinden bir dnceki boliimde yapilan ile benzer olarak

yapilirsa

2mPrV2u—2mDaPru+(Pr9(+/1)z9j+g0(Lez'—Pr) vj=Vp’

2mAV O+ (PrR+A)v=0 (4.2.93)

2mLetV?y+(Ler—Pr)v=0
olarak elde edilir. Burada p’ Lagrange ¢arpamdir. Yine ilk esitligi bilesenlerine ayirip

birinci denklemin y degiskenine gore ikinci denklemi x degiskenine gore tiirevini alip

cikartirsak
2 2
omp| O[O [0V _Oul| o by pgf 2
ox \dx dy) dy \dx Ody ox dy
+(Pri+ )22 4 p(Ler—pr) 2L =0 (4.2.94)
ox ox
denklemi elde edilir. Burada w:?—g—u girdap fonksiyonu, ¥ akim fonksiyonu
X oy

olmak iizere yukarda ki denklem

2mPr| 2 (@) + 2 (@) |- 2mPr Da()
ox dy

+(PrR+4) 224 p(Ler—pr) 2L =0 4.2.95)
0x ox
olarak diizenlenir. O halde

2mPrV2a)—2mPrDa(a))+(Pr<ﬁ+/1)%—19+gO(LeT—Pr)¥:O
X X

2mAV? 9+ (PrR+1)v=0
2miVy+(Pr+7)v=0

olarak yazilir. Normal mode analizini uygularsak;
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¥ (y)=Y,sin(nry)

Iy)=3, sin(nzy)
7(y)=¥,sin(n7zy)

olmak iizere

¥ (x,y,t)=(y)exp{ot +iax}
I x, y,1)=0(y)exp{ot +iax}
(% y.t)=7(y)

exp{ot +iax}

almir. Bu ifadeleri son esitliklerde kullanirsak ve ifadeleri diizenlersek s=n’z’+a’

olmak iizere

2ms’ Pr\¥ +2mPr s Day, + aia®d, + Biay, =0
—2msA9, +oia?¥, =0
—2mstLey,+Bia¥,=0

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin c¢oOziimii i¢in katsayilar matrisinin

determinantinin sifir olacagindan

4m* Prs’Le(s+Da) _Le(PrR+4)° o (Let—Pr)’
a - A T

(4.2.96)

elde edilir. 7 =% icin R en biiyiik degerini alir. O halde m=1 kararlilik sinirinda
e

yukarida ki son denklem

4Prs’Le(s+Da) Le(PrR+A)
a - A

(4.2.97)

olarak bulunur. Buradan kararlilik sinirinda, sol tarafin a® degerine gére minimum

degerini alalim. Bunun igin (n =1) ve (4.2.97) denkleminin a” ye gore tiirevini alip

a® degerini gekersek
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4 =—x?
. 7 Da \/(97r2+Da)(7r2+Da)
CTTA T 4
. 7 Da \/(97z2+Da)(7£2+Da)
CTTY Ty 4

degerleri elde edilir. Bu degerlerden minimum yapan deger

2 :_7[_2_&_\/(9%2 +Da)(7r2 +Da) e
4 4 4

Bunu (4.2.97) denkleminde yerine yazarsak

(-3 + Da+[[9%° + Da) (% + Da) | (3" ~3Da+ (95" + Da) (* + Da)

A=

4(7r2 +Da+\/(9ﬂ:2 +Da)(n’ +Da))

(PrR+1)’

olmak iizere Pr.A= esitligi elde edilir.

Buradan R degerini ¢ekersek R = ‘/7;—14—7» bulunur. Bu elde ettigimiz 1sh Rayleigh
r

sayisinin (R) en iyi degerini bulmak i¢in A parametresine gore maksimumunu alalim.

/ A e .
Bu maksimum deger A = % olur. Bu degeri R = 7\'P— —\ esitliginde yerine yazarsak
r r

R :% elde edilir. A degerini de R esitliginde yerine yazarsak
r

N (-3%° + Da+[{9% + Da)(%* + Da) | (~3x° ~3Da-+[[9%" + Da) (" + Da)

16Pr(7c2 +Da+\/(9n2 +Da)(n’ +Da))

bulunur. Yukarda da goriildiigi gibi Rayleigh sayis1 Darcy ve Prandtl sayisina bagl
olarak elde edildi. Coziinen madde Rayleigh sayisina bagh degildir. Buradan

cikardigimiz sonug ise herhangi Le ve € igin ¢Oziinen madde Rayleigh sayisinin

degerine bakilmaksizin (4.2.5)-(4.2.8) ile verilen (V,T, C, P) ¢cOziimleri
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. (-3 + Da+ {9 + Da) (% + Da) | (~3x° ~3Da+ [[9%° + Da) (" + Da)

16Pr(7c2 +Da+\/(9n2 + Da)(n’ +Da))

oldugunda sartsiz olarak dogrusal olmayan kararlidir.
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5. TARTISMA

Tezin tartisma boliimiinde, bu c¢alismanin 4.1.1. boliimiinde yapilan arastirmalar
sonucunda elde edilen ve 4.1.64 esitligi ile bulunan 1s1 Rayleigh sayis1 degiskenlerine
sayisal degerler verilerek bazi grafikler ¢izildi ve bu grafiklerden bir tanesi daha 6nce ki
yillarda yapilan S. Lombardo ve ark. (2001) calismasi ile karsilastirilirdi. Ayrica 4.2.2.
boliimiinde elde edilen ¢6ziinen madde Rayleigh sayis1 ve 1s1l Rayleigh sayis1 arasinda
ki bagint1 grafiksel olarak gosterildi.

4.1.1 bolimiinde yer alan 4.1.64 esitliginde @ =150, Pr=1, t=3.14 ve
Le=0.3, Le=0.5, Le=0.7, Le=3, Le="7 alinarak Sekil 4.1.2 ¢izilmistir. Bu sekilde
Lewis sayisinin degisimine gore R—a degisimi incelenmistir.

Yine 4.1.64  esitlikte Lewis  sayillarmmin  aym1  degerleri  ig¢in
@=150,Pr=7, t=3.14 alarak R—a degisimi Sekil 4.1.3 'te incelenmistir. Burada
Prandtl sayisinin etkisi goriilmektedir.

Benzer olarak 4.1.64. esitliginde Le=0.7, Pr=1, mt=3.14 degerleri i¢cin % nin
0 =20, =50, =100, =150, =200 olmas1 halinde Sekil 4.1.4. ve
@ =100, o =500, g =1000, =1500, £=2000 almarak Sekil 4.1.5 cizilmistir. Bu
grafikte ¢oziinen madde Rayleigh sayist @ nin R—a degisimi iizerinde etkisi
gosterilmistir.

Sekil 4.1.6. de ise S. Lombardo ve ark. (2001) calismasinda R = £+ A’ Itele

€ €le
ifadesinde Le=0.7, t=3.14, €=0.5 ve £ =100, =500, o =1000, £ =1500,
$=2000 icin R—a degisim grafigi incelenmistir.
Sekil 4.1.7 de Sekil 4.1.5 ile Sekil 4.1.6 beraber gosterilmistir.
Sekil 4.2.2 de ise 4.2.85 esitsizliginin grafiksel gosterimidir. Sekilden de
anlagilacagi gibi R ile g =C arasinda yaklasik dogrusal bir bagint1 vardir.



53

Sekil 4.1.2. =150, Pr=1, 1=3.14 veLe=0.3, Le=0.5, Le=0.7,
Le=3, Le=7 i¢in R—a degisim grafigi

3
Prlie+1 7’ +a*) (PrLe+Le+Pr+1)(PrLe+1
Sekil 4.1.2 , gt = (Prie )p+( ) ( - ) ) esitliginde
Le(Pr+1) a’PrLe’ (Pr+1)

Lewis sayisina degerler verilerek elde edilmistir. Lewis sayisimin kiigiik degerleri
(Le=0.3, Le=0.5, Le =0.7) i¢cin a dalga boyu 0 ile 1 araliginda degisirken Rayleigh
sayist hizli bir sekilde azalmistir. 1<a <4 araliginda ise neredeyse sabit kalmistir.
Ancak a =4 icin Rayleigh sayist artmaya baslamistir. Lewis sayisinin biilyiik degerleri
(Le=3, Le=17) i¢in ise, yaklasik 0<a<2araliginda Rayleigh sayis1 hizla azalmig
a=2 ve civarinda minimum degerini alarak artmaya baslamistir. a dalga boyunun
yaklagik 2 degerinde biitlin Lewis sayilar1 i¢cin Rayleigh sayis1t minimum degerine
ulasmakta ve parabolik degisim gostermektedir. Rayleigh sayis1 bu a degerinden

oncesinde ve sonrasinda maksimum degere ulagmaktadir.
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Sekil 4.1.3. =150, Pr=7, n=3.14 ve Le=0.3, Le=0.5, Le=0.7, Le=3, Le=7
icin R—a degisim grafigi

Sekil 4.1.3, (4.1.64) esitligine o =150, Pr=7, t=3.14 ve Le=0.3, Le=0.5,
Le=0.7 Le=3, Le=7 degerleri verilerek c¢izilmistir. Burada sekil 4.1.2 den farkli

olarak Prandtl sayisinin Pr =7 olmasi durumu incelenmistir. Bu durumda ki degisiklik

151l Rayleigh sayisinin degerinin diismesidir.
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Sekil 4.14. Le=0.7, Pr=1, T=3.14 ve p=20, p =50, =100, p =150, g =200

icin % nin RW—a degisimi iizerindeki etkisinin grafigi

Sekil 4.1.5. Le =0.7, Pr=1, ©=3.14 ve =100, g =500, ¢ =1000,
@ =1500, =2000 icin ¢ nin R—a deisimi iizerinde ki etkisinin grafigi
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Sekil 4.1.4. ve Sekil 4.1.5, (4.1.64) esitliginde Pr=1 icin g =Cnin degisimi
incelenmistir. Sekiller g6z Oniine alinirsa ¢ nin artmasi sekilsel olarak grafikte ¢ok

fazla bir degisiklige yol agcmamistir. Referans araliklan kiigiilmiistiir. Isil Rayleigh
say1s1 yaklasik olarak dalga sayisinin a=2 olmast durumunda minimum degerini

almastir.

C = 2iMy

C =150

C=5M

e

1+¢€L
Sekil 4.1.6. S. Lombardo ve ark. (2001) calismasinda <~K=Q+4TEZT€
€ ELe

Le=07,m=3.14,€=05 ve =100, =500, p=1000, g =1500, =2000 icin
R—a degisim grafigi

ifadesinde

Sekil 4.1.6 da S. Lombardo ve ark. (2001) calismasinda bulunan kritik 1s1l
Rayleigh sayis1 Le=0.7, t=3.14, €=0.5 ve £ =100, g =500, go =1000, ¢ =1500,
§# =2000 degerleri icin hesaplanip dalga sayisina gore grafigi alinmistir. Sekilde
goriildiigli gibi Rayleigh sayist dalga sayis1 0 ile 1 arasindayken hizli bir sekilde

azalirken 1 den biiylik degerler icin sabit kaldig1 sdylenebilir
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o100
[
- p=C=1500
oo - p-C=1000
- p=C=500
- p=C=100
R

Sekil. 4.1.7. Sekil 4.1.5 ve Sekil 4.1.6 nin bir arada goriiniimii

Sekil 4.1.7 de Sekil 4.1.5 ve Sekil 4.1.6 ayn1 grafikte gosterilmistir. o =C =100 egrisi
ile go=C=2000 egrisi yaklasik olarak a =2 noktasinda ayni degeri almaktadir. R

Rayleigh sayisinin 8000 olarak alinmasi grafikleri karsilastirma amachdir.
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02 04 06 08 1
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0.8

-1-
Sekil. 4.2.2. Le=3, 8=0.1, Da=0.001,t =3 icin 4.2.85 esitsizliginin ¢6ziinen madde

Rayleigh sayisi ile 1s1l Rayleigh sayisi grafigi

Sekil 4.2.2 de 4.2.85 esitsizligi ile verilen ifadenin Le=3, §=0.1, Da=0.001,t1=3

degerleri i¢in ¢izilmistir. Bu grafikte Rayleigh sayisi ile 1s1l Rayleigh sayisi arasinda yaklasik
olarak dogrusal bir iligki oldugu goriilmektedir. Bu dogru sifira ¢ok yakin bir degerden
gegmektedir.



59

6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasi 6nemli iki alt boliimden olusmaktadir. Biri gozeneksiz digeri
gozenekli olmak iizere attan 1sitilan ve alt tabakasi tuzlanmis bir ortamin dogrusal
kararhlik analizi ile global kararlilik analizleri S. Lombardo ve ark. (2001), Mulone ve
Rionero (1998), Mulone ve Straughan (2006) calismalarindan yararlanilarak
Newtoniyen akiskanlar icin arastirllmigtir. Bulgular bolimiiniin ilk alt boliimiinde
bulunan sonuglar grafiklerle S. Lombardo ve ark. (2001), calismas1 ile
kargilastirilmistir. Sonuglar yorumlanmustir.

Bu c¢alismay1 Newtoniyen olmayan yapiskan akiskanlar ve nihayetinde yapiskan
elastik akiskanlar igin genisletebiliriz. Bu durumda akiskanin yapiskanligi sabit
olmayip, 6rnegin shear (kayma) bagimli olup, egrisel bagimlilik durumunda buradaki
yontemlerle kararlilik analizleri bityiik 6nem arz edecektir.

Bu calismadan yararlanmlarak ortamin geometrisi degistirilerek, Newtoniyen ve
Newtoniyen olmayan akiskanlar i¢in degisik problemler tanimlanip bu calismada
kullanilan yontemlerle kararlilik analizleri arastirilabilir.

Yine degisik geometrilerde bilgisayar paket programlar1 kullanilarak ve deneysel

verilere dayanarak sayisal ¢oziimler elde edilebilir.
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