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IKi ASAMALI BiR COXIAN KUYRUK MODELININ OPTIMiZASYONU
OZET

Bu tezde A parametreli iistel dagihmli gelislere sahip iki fazli bir Coxian kuyruk
modeline ait stokastik denklem sistemi elde edilmistir. Herhangi bir anda a’ya (0 < o
<1) gore sistemin dolu ya da bos olmasi olasiliklar1 hesaplanmistir. Ayrica ortalama
miisteri sayist da elde edilmistir. Eger bu modelde a« = 1 ve u; = u, segilirse, M /
E, / 1 / 0 kuyruk modelinin elde edilecegi gosterilmistir. @« = 1 igin ise bir
miisterinin servis siliresinin hypoexponential olacagi da gosterilmistir. Eger o = 0
alinirsa bu durumda bir M / M / 1 / 0 kuyruk modeline sahip oluruz. Teorem 7.1’ de
sistemde bulunan ortalama miisteri sayisinin optimal degerleri verilmistir. Teorem
7.2°de ise servis parametrelerinin karsilikli yer degistirmesiyle elde edilecek optimal
servis kanali siralamasi i¢in kaybolma olasiliklari belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Coxian model; Diferansiyel denklemler; Kaybolma olasiligr;
Limit dagilim1
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ON OPTIMIZATION OF A COXIAN QEUEING MODEL WITH TWO
PHASES

ABSTRACT

In this thesis, we have obtained stochastic equation systems of a Coxian queueing
model with two phases where arrival stream of this model is according to the
exponential distribution with A parameter . We have obtained the probabilities of
the state idle and state occupied with respect to a(0 < a <1) at any given
t moment.

Furthermore the mean number of customer is found. In this model if &« =1

and p; = py taken then M/E,/1/ 0 queueing model is obtained. Also for ¢ =1 it
is shown that service time of a customer is according to hypoexponential.
If a =0 istaken we have M/ M/1/ 0 queueing system. The optimal values of the
mean number of customer in the system is found in Theorem 7.1. Furthermore, loss
probability by changing the parameters of service are obtained for optimal ordering
of phases by Theorem?7. 2.

Key Words: Coxian model; Differential equations; Loss probability; Limiting
distribution; Optimal ordering.
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1. GIRIS

Miisterilerin talep ettikleri bir hizmet i¢in beklemeleri giinlilk hayatimizda artik bir
zorunluluk haline gelmis, hayatimizin bir pargasi olmustur. Restoranlarda yemek icin
beklemek, saglik hizmeti veren kuruluslarda hasta kuyruklarinda beklemek, aligveris
merkezlerinde 6deme yapmak icin beklemek, trafik 1siklarinda beklemek ve her tiirlii
depolama, stoklama islerinde beklemek gibi. Biitiin bu bekleme gerektiren islerde
hizmet sunan (hizmet veren), verilen hizmet kalitesinin yliksek olmasini ve
miisterilerin bekleme siirelerini en diisiik diizeyde tutmay1 hedeflemektedir.

Hizmet i¢in gelen miisteri, isteklerinin zamaninda karsilanmasini bekler.
Miisteri gereginden fazla beklediginde, hizmet verenin miisteriyi kaybetme olasiligi
vardir. Bu hizmet verenin arzu ettigi bir durum degildir. Hizmet vericinin yararlar
ile hizmet talep edenin yararlarin1 dengeleyen bir ekonomik strateji belirlenmesi
kuyruk teorisi analizi ile gerceklestirilebilir. Kuyruk Teorisi; siraya girme, kuyrukta
bekleme ve siranin 6niinde hizmet verenler tarafindan servisin sunulmasini i¢eren

bircok iliskili islemin matematiksel analizinde kullanilir.

1.1 Tezin Amaci

Bu tez ¢alismas1 yapilirken esas olarak bir “Iki Fazli Coxian Kuyruk Modeli” analiz
edilmeye calisilmis ve bu modele ait stokastik denklem sistemi elde edilmistir. Elde
edilen bu denklem sistemi yardimiyla bu modelin istenilen performans dlgiilerine ait
bulgular elde edilmeye calisilmustir. iki fazli Coxian kuyruk modelinde hizmet
parametreleri y; , i = 1,2; birinci fazdan ikinci faza gegis olasiligi a; birinci fazdan
sonra sistemi terk etme olasiligl ise (1 — )’ dir.Burada amacimiz parametrelerin
durumuna gore optimal siralamalar yapilarak modelimizin hangi durumda daha
avantajli olacagm gostermektir. Yine Cox(2) sistemimizden yola g¢ikarak hizmet
parametreleri ve gecis olasiliklarina gore sistemimizin farkli sistemlere doniisecegi

gosterilmeye calisilmistir.



1.2 Literatiir Arastirmasi

Tek fazli kuyruk sistemleri, Kuyruk Teorisinin dnemli boliimlerinden birisini teskil
etmektedir. Cok daha karmasik kuyruk sistemleri modelleyebilmek igin
hypoexponential ve hiperexponential dagilimlarin beraber kullanildig1 faz tipli
dagilimlar  olusturulabilinir. Kompleks olasiliklar ve kompleks oranlarin
matematiksel olarak ifade edilmeye baslanmasiyla birlikte D.R. Cox (1955), rasyonel
bir Laplace doniistimiiniin iistel fazlarin bir dizisi olarak ifade edilebilecegini
gostermistir. W.J. Stewart (2009), herhangi bir fazda hizmet tamamlandiktan sonra
diger faza gecerek hizmetini seri alacak sekilde ard arda hizmetlerin serisi olarak
hizmet dizisini tanmimlamigtir. Coxian dagilimlarinin baska bir genis alt kiimesi
F. Neuts tarafindan tanitilan faz tipli dagilimlardir. N. Bhat (2008) tarafindan verilen
Erlang dagiliminin olasiliksal genellemesi de faz tipi dagilim olarak kabul edilir.
R. Marie (1980), hizmet siireleri Cox’un genellestirilmis agsama metoduna uyan ve
Poisson giris akimlar1 yiik bagimli kuyruk ile belirlenmis modelin denge durumunu
incelemistir. Bu modelde ¢6ziim bu  modelle ayni denge durumuna sahip
dogum - 6liim siireci ile elde edilmistir. M. Zobu, V. Saglam (2013a), ise iki agamali
Tandem hizmet kuyrugunun optimal siralamasini vermistir ve yine M. Zobu (2013Db)
tip-1 ve tip-2 olasiliklarina bagli olarak hizmet siiresi Coxian giris akimlart Poisson
dagilimli iki kanalli bir hizmet sistemine ait optimal Orneklem genisligini elde
etmistir. Aralarinda bekleme hatti olmayan ve Coxian hizmet siireli bir liretim
hattinin analizini gesitli yollarla H.T. Papadoupolus (1998) yapmuistir. Bu ¢alismada
ise iki asamali A parametreli iistel giris akimli bir Coxian kuyruk modelinin

duraganlik denklem sistemleri elde edilmeye caligilmistir.



2. GENEL BILGILER

Stokastik siireclere ait bazi genel tanimlar agagidaki gibidir:

Tanmmm 2.1: (Q,F,P) olasilik uzayr olsun. Burada Q, 6rnek uzayi; F, o — cebir;
P’ de olasilik Ol¢iistidiir. Bu uzayda tanimlanan { {;, t = 0} tesadiifi degiskenler
ailesine stokastik stire¢ denir. Burada t - zamana iliskin parametredir.

Tammm 2.2: &, siirecinin alabilecegi degerler kiimesi R, ile t parametresinin
alabilecegi degerler kiimesi de T ile gosterilir. Bu baglamda R, ’e durum uzayi, T ye
ise indis kiimesi ya da parametre kiimesi denir. R, = (—oo, ) ve T = (0,].
Durum uzay1 E ile de gosterilir.

Eger T = (—o0, o) ise &, ye stokastik fonksiyon denir ve { &, T }ile ifade
edilir. Stokastik siire¢ler durum uzayma ve parametre kiimesine gore; kesikli veya
stirekli parametreli, kesikli veya siirekli durum uzayli stokastik siire¢ olmak iizere
dort kisima ayrilir.

&=k, ke R, oldugunda stokastik siire¢ t aninda k durumundadir.
Stokastik siire¢ tesadiifi degisken kavraminin genel hali, tesadiifi degisken kavrami
da stokastik siire¢ kavraminin 6zel halidir.

t =t, gibi bir sabite esit oldugunda stokastik siire¢ &, gibi bir boyutlu
tesadiifi degiskene doniisiir. t € {t,,t,} alabiliyorsa stokastik siire¢ iki boyutlu
tesadiifi degiskene doniisiir ve (ftl, ftz) bi¢imindedir. t € {t,t,, -+ ,t,} i¢in
stokastik stire¢ n boyutlu tesadiifi degiskenler vektoriine doniisiir, yani
(&¢,,6tp = &, ) bigimindedir.

Tanmm 2.3: { &,t >0} bir stokastik ~ slire¢  olsun. Eger n = 1,2, ... ve
0<t; <t < - <tp<t<o dgin &, -&, , ... &, - &, , tesadifi

degiskenleri bagimsiz iseler, bu siirece bagimsiz artimli siire¢ (B.A.S.) denir.

Tammm 2.4: { &,t >0} bir stokastik siire¢ olsun. Eger n=1,2, ...,
h>0 Ve & <t < - <t,<t<oo igin &,y Eepp s b Stoan

degiskenlerinin ortak dagilimi ile §¢,, &, , -, &, degiskenlerinin ortak dagilimi

ayni ise bu silirece duragan siire¢ denir. Boylece duragan stirecin dagilimi, baslangi¢



zamanindaki degisimle etkilenmeyecek ve herhangi bir h > 0 i¢in &, ile &, , aym
dagilima sahip olacaktir. (Khaniev, 2003)
Tammm 2.5: {&,, ¢t >0} tesadiifi siireci (0,t) araliginda meydana gelmis olan
olaylarin toplam sayisin1 temsil ederse (gosterirse) bu silirece sayma slireci
denir. Bu tanimdan sayma siireci &, asagidaki kosullart saglar. (Hsu, 1996)

1. =0 veé, =0

2. & tamsay1 degerlidir.

3.s<tiseé;, <&

4. (s,t) araliginda meydana gelen olaylarin sayis1 &, — & ye esittir.

v

ty t s U t

Sekil 2.1. Sayma siirecinin 6rneklem fonksiyonu



3. MARKOV ZiNCIiRLERI

3.1 Siirekli Parametreli Markov Zincirleri

Tanmm 3.1: {&;, t =0 }, durum uzay1 E = {0,1, ...} olan siirekli parametreli bir

stire¢ olsun. Denklem (3.1) gegerli oldugunda bu siirece siirekli parametreli Markov

zinciri denir. Herbir 0 <t; <t,; <<t <t <o Ve ny,.. ,n, €E igin;
P(§=j/§e, =01, o =) = P(& = /S, = ) 3.1)
t > t' igin,
P =j/éuu<t) =P =j/é) (3.2)

olur. (Grimmett, 1992)

(3.1) ve (3.2) denklemlerine Markov 6zelligi ya da belleksizlik 6zelligi denir.
Bu tanima gore Markov siirecinin herhangi bir ¢ aninda durumu belli oldugunda
bunun ge¢mis ve gelecegi birbirinden bagimsizdir.

pij(t) = P(§pye = j/& = i) ifadesinin anlami ¢’ aninda i durumunda olan

siirecin t + ¢t aninda j - durumunda olmasi olasiigidir. Ozel olarak, t =0
alindiginda;

pij(t) = P& =j/& =1) (3.3)
olur.

{&, t =0 } siireci homojen siire¢ olarak adlandilir. p;;(t) olasihigmna |
durumundan j durumuna gegis olasiligi denir. Bunlar asagidaki 6zellikleri saglar.
Vi,j € E igin,;

pj(t) = P& =)

pj(t) =0

pij(t) =0 (3.4)

Yi=opij(t) =1

olur.



3.1.1 Poisson siireci

Sayma siireclerinin en 6nemlilerinden birisi de Poisson siirecidir.

Tanmm 3.2: Eger asagidaki kosullar saglanirsa {&;,t = 0} sayma siireci bir Poisson
siireci olarak adlandirilir. Poisson siireci siirekli parametreli kesikli durum uzayl
stokastik siirectir.

1LPE=0)=1 (3.5)
2. & bagimsiz artimli siirectir.

3. Herhangi bir t aralik uzunlugundaki olaylarin sayis1t At ortalama ile Poisson

dagilmistir. Yani tiim t > 0 igin;

e_)‘t()lt)k
k!

P(&prs— & = k) = , k=012, .. (3.6)

olur. Bu 3. 6zellik Poisson siirecinin duragan artimli ve E (§;) = At oldugunu
gosterir.

Poisson siirecinin ortalamasi,  varyansi1 ve kovaryansi asagidaki gibi

verilmistir.
) E(§) = At 3.7)
i) E(E2) = (At)? + At (3.8)
V() =EGH) —E@)* = At (3.9)
i) Vs, t > 0icin Cov(é;, &) = Amin(t,s) (3.10)

3.1.1.1 Poisson siirecinin ozellikleri

1. ho Oiken, &~ Pois(ih) Ve f(xp) = o0 = 0,1, ... oldugunda,
a) P(§, = 0) = 1— Ah + o(h) (3.11)
b) P(¢, = 1) = AR + o(h) (3.12)
¢)PEr=2)=0(h) (3.13)

olur.
2. Poisson siirecinin gelis anlan t; < t, < --- < t, olsun. Bunlara sigrayis anlar1
denir. Bu dizi bagimsiz artimli bir dizidir. Denklem (3.14).

letl_to 1T2:t2_t19-'~aTn:tn_tn—1 (314)

Burada;

i) Ty ler A parametreli iistel dagilima sahiptirler.



i) Ty ler bagimsizdir.

3. { t(l), t> O}, { t(2), t> 0} ) e { t(n), t=> 0} , n-tane stokastik siire¢
veriliyor ve ortalama oranlari swrasiyla A4, 4,,...,4, ve 1 = Y7, A; olarak
alindiginda n, = Y-, fgi) de bir Poisson siirecidir.

4. {&,,t = 0}, A parametreli Poisson siireci olsun. 0 <t; <t, < <t, <t<ow
gelis anlaridir. &, = 1 kosulu altinda t; gelis an1 (0, t) aralifinda diizgiin dagilima
sahiptir.

5. {X;,t =0} poissonsiireci ve 0 <t; <t, <:-<t, <t<oo bu siirecin gelis
anlaridir. Her bir gelis an1 p olasiligr ile saglanmiyor veya 1 —p = q olasilig1 ile
saglanamiyor. N; ile (0,t) araliginda yerlesen ve saglanan geliglerin sayisini
gosterelim. Bu durumda N, , Apt parametreli Poisson dagilimina sahiptir. Yani N;’
nin Poisson siireci olabilmesi i¢in asagidaki 6zellikleri saglamasi gerekir. Denklem
(3.15).

a N, =0

b. N, ,bagimsiz artimli siiregtir. (3.15)

c. N¢’ nin gelis anlar1 &, ’nin gelis anlarndir.

e_)lpt(lpt)k
k!

6. {&, t =0 } Aparametreli Poisson siireciolsun. 0 < t; <t, < <t, <t <o

P(N, =k) = , k=012,..

’ler gelis anlaridir. §, =n  kosulu altinda (0,t) araliginda ty,t, , ... , t, gelis

anlarinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonunu denklem (3.16) da veriliyor.

n!

flxq, x3,..,x, /&) = — ; X1 <Xy < < Xy (3.16)

tn
7. A parametreli Poisson siirecinde n. gelis amn nve A parametreli gamma
dagilimina sahiptir. Yani t,,” in olasilik yogunluk fonksiyonu denklem (3.17)’ deki
gibidir.
fi tn( x) =

l(/lx)n_le_lx )

oo A>0, x>0 (3.17)

8. {&,t=01} A parametreli Poisson siireci olsun. t; <t, < -’ ler gelis
anlandir. ty,t, , ... , t, gelis anlarinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu da
denklem (3.18)’de verilmistir.

fu(xX1, X3, .0, xy ) = Ale Mn ; X < Xp << Xp (3.18)



3.1.2 Gegis oranlari

Kabul edelim ki;
0, i#j
@ =sy={7 2% (3.19)
olsun. Burada &;;°e kronoker delta denir.
Tamim 3.3: p;;(t)’nin sifir noktasinda tiirevi varsa, yani,
p',;(0) = lim;,_o 22U (3.20)

ise p’l.j (0) = ay; ’lere gegis oranlari denir.

Eger i =j ise; yani a;’ ye i durumunda kalma oram, a;;(i # j)’ ye ise
i durumundan j durumuna gecis orant denir (denklem (3.21)) ve bu oranlar
denklem (3.22)’deki 6zellikleri saglar. (Inal, 1988).

Qoo o1
A = [alo a11 l (321)
1)l=/:]1§:1n aijZO
2) i=jigin  a,<0 (3.22)

3.1.3  Markov zincirinin herhangi bir durumda oturma siiresi

Markov zincirinin herhangi bir i durumunda oturma stiresi ile ilgili asagidaki teorem
verilir.
Teorem 3.1: 7; Markov zincirinin i durumunda oturma siiresi olsun. Bu burumda

7; Ustel dagilima sahiptir.
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Sekil 3.1. Markov zincirinin oturma siireleri

P(t;>t+s/ 1;>s) olasiigimi goz Oniine alalim.  Markov zincirlerinin

belleksizlik 6zelliginden dolayz;
P(Ti>t+S/Ti>S)=P(Ti>t) (323)
ve kosullu olasiliktan dolayz;

P((zi>t+s)N(T;>5) P(T;>t+s)
P(t;>t+s/t;>s) = ( PGs) ) _ ) (3.24)

yazilir. (3.23) ve (3.24) denklemlerinin esitlenmesiyle;
P(tj>t+s)=P(t; >t) P(t; >5) (3.25)

elde edilir. Fi(t) = P(t; <t) ve ®;(t) =P(tr; >t)olarak alalim. Yukaridaki
(3.25) denklemini yeniden diizenlersek @;(t)®;(s) = @;(t +s) seklinde yazilabilir.

®;(t + s) fonksiyonu tiirevlenebilir olsun.
Q;(t +s) — 0;(t) = D (O)D(s) — Dy(8)
= BO@,(s) ~ 1) (3.26)

Denklem (3.26) s “ye boliip limite gegilirse;

lim Oi(t+5)—=0y() _ @, (1) lim,_g (@;(s)-1)
s—0 S S



0;(0=1-P(1;<0)=1-P(@)=1-0=1 (3.27)
i (¢) = ©;(t)D";(0) (3.28)

olur. Denklem (3.28)’ den;

@',(0) = i’ii(f)) = [In(@;(t))]’ (3.29)

esitligi elde edilir. Denklem (3.29), [0, t] araliginda integrallenirse;

In®,(t) = ¥, (0)t veya @, (t) = e®®t (3.30)
bulunur. F;(t) = 1 — e®©®t ve g, = — ®',(0) alindiginda;

Fi(t) =1—e7t, t>0 (3.31)
oldugu goriiliir. Sonug olarak Markov siirecinin i. durumda kalma siiresinin lstel

dagilima uydugu goriiliir. Ayrica beklenen deger ve varyans denklem (3.32) ve
denklem (3.33)” deki gibidir.

E(t) = 91 (3.32)

1

V(Ti) = 92

(3.33)

3.1.4 Kolmogorov denklemleri

t >0 ve t=>0 birbirini izleyen iki zaman aralig1 olsun. Ayrica Vi, k,j € E
olsun.

=~
—

|

[

& r

0 hd t Y t+t
t t’

t+t zaman araliginda i durumundan j durumuna gecis olasilig toplam

olasilik formiiliine gére denklem (3.34) ile denklem (3.35) elde edilir.
P’ () = Tier P OP';(0) = Tyer P (O a (3.34)
p’ij(t') = YkeE QikPkj (3.35)

(3.34) ve (3.35) denklemlerine sirastyla Kolmogorov’un ileriye ve geriye
dogru diferansiyel denklemleri denir. denklem (3.34)’ te baslangi¢ durumu dikkate

alinmadiginda;
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p’j(t) = YkeE pk(t)akj (3.36)
denklemi elde edilir.

3.1.5 Limit dagilimi

Stirekli parametreli Markov zinciri indirgenemez ise t — o igin ge¢is olasiliklar
sabit bir degere yaklasir. Bu sabit olasilik baslangi¢ durumuna bagh degildir. V;
igin;

lim; , o p;j (t) = m; (3.37)
olur. Bu limit durumuna denge durumu (steady-state) denir. Elemanlari
mj, j =0,1,2,.. olan vektdrii P ile gosterelim. Buna gore; P= [y, 7y, ...] Olur. P’
ye limit dagilimi ya da limit olasilik dagilimi denir. denklem (3.37)’ nin her iki

yaninin t’ ye gore limitini alirsak;
lim;,, P'l-j(t) = D limo, my () ay; (3.38)
Yk Trayj =0 (3.39)

denklemleri elde edilir. Bu esitlik kuyruk modellerinin kurulmasinda temel bir
ifadedir.

11



12



4. STOKASTIK KUYRUK SISTEMLERI

4.1. Kuyruk Sistemlerinin Genel Yapisi

D.Kendall (1953) ¢ok servis biriminin oldugu kuyruk problemlerinde; gelis
dagilimi, servis siiresi dagilimi ve sistemde bulunan paralel servis sayisini
tanimlamak iizere bir notasyon dnermistir.

A. Lee (1966) ise bu notasyona servis disiplini ve sistemde bulunan maksimum
miisteri sayisini eklemistir.

H. A. Taha (1968) da altinci karakteristik olan gelis kaynagini notasyona
katmustir.

(@/b/c):(d/elf) ifadesini agiklayacak olursak:

a: Geligler aras1 siirenin dagilim fonksiyonunu (gelis akimini) gosterir.

b: Hizmet siiresinin dagilim fonksiyonunu gosterir.

c: Servis (hizmet) kanal1 sayisini1 gosterir.

d: Hizmet disiplinini gosterir.

e: Sistemde (serviste ve kuyrukta) izin verilen ¢ok miisteri sayisin1 gosterir.

f: Gelis kaynaginin biiyiikligiinii gosterir. (Halag, 1988)

Kuyruk sistemleri; tek kanalli, paralel ¢ok kanalli, fazli, ardisik, paralel ve
ardisik olabilirler. Tek kanalli servis sistemlerinde bir tane hizmet saglayici vardir.
Paralel ¢ok kanalli servis sistemlerinde ayn1 hizmeti saglayabilen birden fazla hizmet
saglayicisi vardir.

Fazli servis sistemlerindeki yapi ¢ok cesitli olmakla beraber diger servis
sistemlerinden en belirgin farki servis saglayicilarinin birim olarak adlandirilmasi ve
biitiin sistemde iinitelerden biri dolu ise sistemin mesgul olmasidir. Ardisik servis
sistemleri ise servis saglayicilariin ard arda siralanmis olmasidir. Paralel ve ardisik
servis sistemleri servis saglayicilarin hem paralel hem de devaminda yeniden bir ya

da birden fazla servis saglayicisinin olmasidir ve bu boyle devam edebilir.

13



Tamim 4.1: Paralel n kanalli bir kuyruk sisteminde miisterilerin sisteme gelis anlari
ty, ty, .., L OlSUN. &, k. miisterinin sisteme gelis an1 olmak {izere Ty =t — tee—1)
’lar ardisik iki miisteri arasindaki siireyi gostersin.

T’ lar tesadiifi degiskendir. {Ty, T,, ..., Ty} dizisine miisteri akimi (sisteme giris
akimi) denir. Ty, Ty, ..., Ti,” larin bagimsiz ve ayni dagilima sahip oldugu varsayilir.
Ty, Ty, ..., Ty > larin dagilim fonksiyonunu P(T; <t) = A(t), (i =1,2,..,k) ile
gosterelim. A(t) keyfi ya da belirli bir olasilik fonksiyonu olabilir. Keyfi oldugunda
giris akimina recurent akim denir ve Gl ile gosterilir. A(t) * nin verilmesi ile girig
akimi belirlenir.

a. Eger A()= P(T;<t)=1—eM, t>0, i=12,..,k ise buna
Poisson akimi denir ve M ile gosterilir (M:Markovian)

b. Eger T; = D (sabit) (i = 1,2, ..., k) ise bu akima Deterministik akim denir
ve D ile gosterilir.

c. Ty=nm+n,+-+n,, (i=12,..,k) olmak {lizere 7,1y, .., 0, ’lar
bagimsiz ve ayni dagilima sahip olsun.

P(n] < t) =1—eM t>0, j=1,2,..,rise bu akima Erlang akim1 denir

ve E, ile gosterilir.

Tamim 4.2: Sisteme gelen her bir miisteri belli bir zaman igerisinde hizmet aliyorsa
bu zamana hizmet siiresi denir. Sistemin belirlenebilmesi i¢in hizmet siiresinin
dagilim fonksiyonunun verilmesi gerekir. Bu siire genellikle bir tesadiifi degiskendir.

¢; 1. miisterinin hizmet siiresini gostermek iizere &, &y, ..., &’ lar bagimsiz
tesadiifi degiskenler olup ayni dagilima sahiptirler. Hizmet siiresinin dagilim
fonksiyonu P(§; < t) = B(t), i =1,2,...,k ile gosterilsin, B(t) keyfi oldugunda
hizmet stiresi G ile gosterilir. B(t)'nin verilmesi ile hizmet siiresi belirlenir.

a. BgerB(t) =P, <t)=1—e ™, t >0, i =1,2,..,k ise buna Poisson
akimi denir ve M ile gosterilir. B(t)'nin verilmesi ile hizmet siiresi belirlenir.

b. Eger §; = D (sabit) (i = 1,2, ..., k) ise bu akima Deterministtik akim denir
ve D ile gosterilir.

c. &=m+n+-+n., (i=12,..,k) olmak iizere n4,1,,..,1n,  lar
bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip olsun.

P(nj < t) =1—e ™, t>0, j=12,..,7rise bu akima Erlang akim denir

ve E, ile gosterilir.
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Tamim 4.3: Sisteme gelen miisteri talep ettigi hizmeti belli bir kurala gore almalidir.
Bu kurala hizmet disiplini denir. Cesitli hizmet disiplinleri hizmet vermek i¢in esas
olarak kullanilmaktadir.

a. FIFO (ilk gelen ilk hizmeti alir)

b. LIFO (Son gelen ilk hizmeti alir)

c. RANDOM (Tesadiifi olarak hizmet alinir)

d. PRIORITY (Oncelikli hizmet)

Servis ve kuyruk kapasitesi, sistemde izin verilen en ¢ok miisteri sayisini
belirler. Bu say1 sonlu ya da sonsuz olabilir. Aksi belirtilmedigi siirece gelis kaynagi

biiyiikliigii sonsuzdur.

4.2 Tek Kanalh Markovian Kuyruk Sistemleri ve Performans Olgiileri

4.2.1 M/M /1 Sistemi ve analizi

Bu sistem {i¢ elemanin verilmesiyle tanimlanir.

i) Miisterilerin sisteme gelis (varig) anlari, bu anlar t;, t,, ... tesadifi
degiskenleridir.

ii) Her bir miisterinin hizmet siiresi y tesadiifi degiskenidir ve bu degisken u
parametreli istel dagilima sahiptir.

Iii) Hizmet sitemi bir tane hizmet verenden (kanaldan) olusmustur. Sistemin
hizmet disiplini FIFO dur. £(t), t aninda sistemde olan misteri sayisi oldugunda
{&(), t>0} ve durum uzayt1 E = {0, 1, 2,..} olan bir stokastik siireg
olacaktir. Bu siire¢ P, (t) = P({(t) = k) sistemde t aninda Kk tane miisteri olmasi

olasiligidir. P, (t) olasiligin1 bulmak olduk¢a zordur. Fakat bu olasilik t — oo igin

p= % < 1 kosulu altinda mevcuttur.

4.2.1.1 M/M /1 Sisteminin performans ol¢iileri
Sistemdeki ortalama miisteri sayisi

Sistemde n tane miisteri olmasi1 olasihigt P, = p™(1 —p) * dur. Sistemde

herhangi bir anda beklenen miisteri sayisi ise denklem (4.1)’ de verilmistir.

E(N) = fp (4.1)
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Kuyrukta bekleyen ortalama miisteri sayisi

M /M /1 sisteminde kuyrukta bekleyen ortalama miisteri sayisini (4.2) veya (4.3)

denklemleriyle elde edebiliriz.
_
E(Ng) = = 4.2)
=P _
E(Ng) = 15 P (4.3)

Bir miisterinin sistemde ve kuyrukta ortalama bekleme siiresi
W : Bir miisterinin sistemde bekleme siiresi
W,: Bir miisterinin kuyrukta bekleme siiresi

olsun. E(W)’ yi bulabilmek i¢in 6nce W * nin yogunluk fonksiyonunu bulmaliyiz.
Ciinkii W siirekli bir tesadiifi degiskendir. f,,(x) , W’ nin yogunluk fonksiyonu

olsun.

fw(x / N = n), sistemde n tane miisteri oldugu bilindigine gore bir miisterinin

bekleme siiresini bulmak i¢in asagidaki denklemleri incelemek gerekir.

_ fw®)
W=ni+n+ .t Mpt Mng1 ~ thr (4.5)

(tn+1)- sigrayis anlarmin dagilim fonksiyonu ile W’ nun dagilim fonksiyonu
benzerdir. Burada; n,, 73, ... ,Mp+1 bagimsizdir, ancak dagilimlar1 aymdir ve iistel

dagilmis tesadiifi degiskenlerdir.

fu /N =n)=f, () = “E oomx (4.6)

Sistemde n tane miisterinin oldugu bilindigine goére (n+1). miisterinin

beklemesinin olasilik fonksiyonu toplam olasilik formiiliine gore asagidaki gibidir.

_ —(u—1)x
£ () {(’“‘0 A)em 'xfd(_) 4.7)

Sistemde bekleme siiresinin ortalamasi ise denklem (4.8)’ de verilmistir.

EW) = ﬂ_% (4.8)
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Bir miisterinin sistemde bekleme siiresi W = W, + M ise, bir miisterinin

kuyrukta ortalama bekleme siiresi;

-t
EWy) = =5+ 4.9)
olur.
422 M/M /c Sistemi ve analizi

Bu sistem sonsuz miisteri kaynakli Poisson gelis akimli ¢ kanaldan olusmus her bir
kanaldaki miisterinin hizmet siireleri listel dagilima uymaktadir. Sistem ilk gelene
ilk hizmet disiplini ile ¢alisir. Miisteri sisteme geldiginde kanallarin tiimii de doluysa
hizmet almak i¢in bekleme hattina girer.

4221 M/M /c Sisteminin performans olciileri

Sistemdeki ortalama miisteri sayisi

Sistemdeki ortalama miisteri sayist;

n+1

_ P
E(N) = oz Po P (4.10)
olarak elde edilir.

Bir miisterinin sistemde ve kuyrukta ortalama bekleme siiresi

Miisterinin kuyruktaki ortalama bekleme siiresi;

_ pp™
E(Wo) = opom P (4.12)
olur.
Miisterinin sistemdeki ortalama bekleme siiresi ise denklem (4.12) de
verilmistir.

_ 1 _ [ 1
EW) = E(W,)+ = eohmEPo (4.12)

423 M/M /c /0 Sistemi

Bu sistemde c tane kanaldan herhangi biri ya da daha fazlas1 bos ise, miisteriler
hizmet alirlar. Aksi halde ¢ kanalin biitiinii de dolu ise hizmet almadan sistemi terk
ederler (beklemelerine miisaade edilmez). Sistem dolu oldugunda, (c+1). ve daha

sonraki miisteriler hizmet almadan geri donerler.
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4.2.3.1 M/M /c/0 Sisteminin performans ol¢iileri
Sistemdeki ortalama miisteri sayisi
Sistemdeki ortalama miisteri sayisi denklem (4.13)’ te verilmistir.
E(N) =p(1-F) (4.13)
Bir miisterinin sistemde ve kuyrukta ortalama bekleme siiresi

Sistem dolu oldugunda (c+1). ve daha sonraki miisteriler hizmet almadan geri
dondiiglinden kuyruk uzunlugu ve kuyruktaki ortalama miisteri sayis1 sifirdir.
Ciinkii miisterilerin beklemesine miisaade edilmez. Dolayisiyla miisterinin

kuyruktaki ortalama bekleme siiresi;
E(W,)=0 (4.14)

olur.

Sistemdeki ortalama bekleme siiresi ise;

_ p(1-P;) _ i
E(W) = —l(l—PC) = P (4.15)

seklindedir. (Little, 1961).

18



5. FAZ TiPi DAGILIMLAR

Faz tipi dagilimlar birden ¢ok faz veya hizmet verenden olusmakta ve fazlarin
herhangi biri dolu oldugunda sisteme miisteri girememektedir. Bu faz tipi

dagilimlar seri, paralel veya ikisi birlikte olabilir.

5.1. Erlang —r Dagilim

Erlang-r dagilimi E,. ile gosterilir. Bir E,. dagilimin1 bagimsiz r tane ve her biri p
parametreli listel dagilima sahip fazlar olarak asagidaki sekilde gosterebiliriz. Burada
her bir fazda tek bir hizmet veren bulunmaktadir. Dolayisiyla boyle bir sisteme giren

miisteri r tane fazdan ard arda hizmet alarak sistemi terk eder.Burada v r € Z* olur.

Sekil 5.1. Tandem’de r tane iistel hizmet faz1

Bunu analiz etmek i¢in miisterinin i. fazda harcadig1 zaman, olasilik yogunluk
fonksiyonu f,(y) = pe™ olan bir kitleden ¢ekilmis olsun (y = 0). Bdylece her

bir faz i¢in beklenen deger ve varyans denklem (5.1) ve denklem (5.2)’de verildigi

gibi olur.
E(m) =1/p (5.1)
o} = 1/u2 (5.2)

Sistemdeki hizmetlerde harcanan toplam zaman r tane bagimsiz ayni dagilmis

rasgele degiskenlerin toplamindan, tiim hizmetin beklenen de§er ve varyansi bir

miisteriden denklem (5.3) ile denklem (5.4)’ deki gibi elde edilir.
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EQ=r(3)=1 (5.3)
of =7 (1)2 = é (5.4)

5.2 Hypoexponential Dagihim

Bu dagilimin Erlang- r dagilimindan farki her bir fazdaki hizmet siiresinin dagilimi
farkli parametreli listel dagilima sahip olmasidir. Yani i = 1,2,...,r igin her bir
fazdaki ortalama hizmet siiresi 1/y; dir. Yine, her bir miisteri r tane ardisik fazda
hizmetini tamamlayarak bu sistemi terk eder. Bu miisterinin bu sistemde ki harcamig
oldugu siirelerin dagilimi hypoexponantial dagilima uyar ve bu durum asagidaki

sekilde gosterilir.

_____________________________________________________________________

Sekil 5.2. Hypoexponential dagilim
Burada her bir fazdaki hizmet siiresi bagimsiz &;~exp (u;) olmak iizere

& = Yi-1 & icin &in olasilik yogunluk fonksiyonu denklem (5.5)’te soyle veriliyor.

fe(x) = Yo aqpe™* x>0 (5.5)

Hj
W=

> dir.

Burada a; = [Ij=1jx

&’in beklenen deger ve varyansi ise denklem (5.6) ve denklem (5.7)" deki
gibidir.
E[E] =Sl (5.6)
1

1

VG.T' [E] = ?=1 ui2

(5.7)
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5.3 Coxian Dagilim

Bundan oOnceki faz tipi dagilimlarda miisteri sisteme girdiginde hizmetini
tamamlamadan sistemden c¢ikmasi miimkiin degildi. Burada ise i. fazda hizmet
tamamlandiktan sonra hizmete devam etmek icin «; olasilig1 ile (i + 1). faza geger.
1 — a; olasiligi ile de hizmeti terk eder. Bir miisterinin boylesi bir sistemde harcamis
oldugu siirelerin dagilim1 Coxian dagilimi olarak adlandirilir. Bu model 1955 yilinda
Cox tarafindan bulundugundan, Cox ismine atfen bu sekilde adlandirilmistir.

Asagidaki sekilde Coxian dagilimina sahip bir sistem verilmistir.

v

Sekil 5.3. Coxian dagilimi

Sekil 5.3°de goriilityor ki, p; = 1 — a4 olasilikla hizmetin ilk fazindan sonra
hizmet siireci biter, p, = a;(1 — a,) olasilikla ilk iki hizmet fazi tamamlanir ve
biter. Bu mantik dogrultusunda devam edersek, siire¢ sonlandirilmadan once ilk k
hizmet fazinin tamamlanmasmin olasiligy; p, = (1 — ay) [155 a; olarak ortaya
cikar.

Coxian dagilimi r tane hipotistel dagilim arasindan olasiliksal bir secenek
olarak gosterilebilinir.

Coxian rasgele degiskeninin beklenen degeri Sekil 5.3’den bulunabilir.
Sekil 5.3’den biz ilk fazin her zaman gerceklestigini gorebiliriz ve bu fazin beklenen
degeri E[&;] = 1/p; olur. Ikinci fazin beklenen degeri a; olasilikla gercekleserek
E[&é,] = 1/, olur ve bu sekilde devam eder. k > 1 fazlar i¢in beklenen deger
E[&r] = 1/p olur ki bunun gergeklesme olasihig ]_[;‘;11 a;’ dir. Toplam beklenen
degerler bize Coxian-r dagilmis rasgele degiskenin beklenen degerini bulmamizi

saglar. Denklem (5.8).
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1 a aiay A10...Qp_1q r Ak (5 8)

+ o =T — k=1—
Ha H2 Uz Ur Ui

Bu durumda k > 1 degerleri i¢in 4;, = H?;ll a; olur ve A; = 1°dir. Bundan sonraki
gosterimlerde r fazli Coxian dagilimi Cox(r) ile gosterilecektir. Ornegin Cox(2);
parametreleri p;, pu, ve a olan Cox(2) dagilmis tesadiifi degisken i¢in beklenen deger

ve varyans denklem (5.9) ve denklem (5.10).’da soyle veriliyor.

_ 1 1 — Uz +apy
E[E] B 51 ta U2 H1H2 (5'9)
24 qu2(2—
Var[g] = BB (5.10)
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6. DONUSUMLER

6.1 Laplace doniisiimii

Tamm 6.1: & pozitif degerler alan siirekli bir tesadiifi degisken ve bunun olasilik
yogunluk fonksiyonu fz(x) olsun. Bununla birlikte s bir reel degisken olarak kabul
edilsin. Bu durumda asagidaki integral tim s reel degiskenleri i¢in tanimli ise;

L,.(s)’ ye f(x) in Laplace doniisiimii denir.
L,(s)= fooo e f(x)dx (6.1)

Burada L£,(s) = E(e™%%) olarak verilebilir. Laplace doniisiimiiniin asagidaki

ozellikleri sagladig1 gosterilebilir.

) La()lso = 1 (6.2)
i) 5L:(9)| _ = ~E© (6.3)

i) 55 L) _ =BG (6.4)

|s=0

Bunlarin en genel halini su sekilde belirtebiliriz:

am
ds(m)

L) _ =CDmEGE™,  vmez (6.5)

6.2 z- Doniisiimii

¢ pozitif degerler alan kesikli bir tesadiifi degisken olmak iizere, ¢ ’in olasilik
yogunluk fonksiyonu tek tiirlii olarak bu fonksiyonun z doniistimii ile belirlenir (ayn1
zamanda buna bu fonksiyonun iireten fonksiyonu da denir) ve denklem (6.6).” daki
gibi verilir.

Pe(z) = Yp=o Pnz" ,|z| <1 ,z€C ;B =P =n),n=0 (6.6)
Burada z kompleks degisken olup Pg(z) analitiktir. Baska bir deyisle bu toplam

sonludur.
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z doniistimii asagidaki 6zellikleri saglar.

) |Ps(2)| <1 (6.7)
i) Pe(1) =1 6.8)
iii) Poype(2) = E(29%P%) = z°E(s%) (6.9)

iv) &,&,, ..., &, tesadiifi degiskenleri bagimsiz iseler bu tesadiifi degiskenlerin
toplamlarinin z doniigiimii, bu tesadiifi degiskenlerin ayr1 ayr1 z doniistimlerinin

carpimina esittir. Yani n = Y11, & olmak tzere;

P(2) = [Ty Ps,(2) (6.10)
olur.
V) LD pe(s—1) ..~k +1) (6.11)

Vi) z doniistimii stirekli bir fonksiyondur. (Stewart, 2009)
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7. IKi ASAMALI BiR COXIAN KUYRUK MODELININ OPTIMIiZASYONU

Aragtiracagimiz model asagidaki gibi tanimlaniyor.

7.1 Stokastik Model

Gelis akim1 A parametresi ile ve hizmet parametreleri p;(i = 1,2) ile iistel dagilima
uyan iki agsamali bir Coxian kuyruk modeli dikkate aliniyor. Birinci ve ikinci asama
sirastyla bos veya dolu olabilir, ancak bu sistemde ayni anda iki miisteriye miisaade
edilmez. Herhangi bir t aninda birinci fazin durumu &; ile ikinci fazin durumu 7; ile
gosteriliyor. Herhangi bir t aninda @’ ya gore sistemin bos ve dolu olma
olasiliklarini, bu sisteme ait limit dagilimlarini, diferansiyel ve fark denklemlerini

elde edebiliriz. Bu iki fazli Coxian kuyruk modeli Sekil 7.1 yardimiyla gosteriliyor.

______________________________

G
N
v

Sekil 7.1. ki fazli Coxian kuyruk modeli
7.2 Limit Dagilimi

Burada {(¢;,7n:),t = 0} iki boyutlu siirekli parametreli Markov zincirinin durum
uzay1 Q= {(0,0),(0,1),(1,0))} ’ dir.
Pij(t) =Prob{§ =i, n, =j} V (i,j) €Q (7.1)

Bu olasiliklar i¢in Kolmogorov diferansiyel denklemleri elde ediliyor.
{(&:,me), t = 0} stirecinin gegis olasiliklar1 (¢, t + h) araligi igin denklem (7.2);
denklem (7.3) ve denklem (7.4) asagidaki gibi bulunuyor.
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Poo(t +h) = (1= 2h + 0(h))Pyo (1) + (1 — @) (ﬂlh + o(h)) P (t) +

(12 + 0()) Pox (0)+ o) (72
Py (6 + R) = (1 — pah + 0(h))Poy () + a(ph + 0(R))Pyo(t) + o(h)  (7.3)
Pt +h) = (1 — prh + 0(h))Pyo(t) + (Ah + 0(R))Pyo(t) + o(h) (7.4)

h — 0 iken (7.2), (7.3) ve (7.4) esitliklerini denklem (7.5), denklem (7.6); ve
denklem (7.7)’ daki gibi yeniden yazabiliriz.

Poo(t) = =2APyo(t) + (1 — @), Pyo(t) + u,Poy (£) (7.5)
Py1(t) = —u,Po1 () + au Pyo(t) (7.6)
Pio(t) = —pt, P1o(£) + APgo (t) (7.7)

Ayrica P;;(t) nin limit dagiliminin var oldugu varsayiliyor, yani;

tll_)rg Py (t) =m; , lime, P';j (£) = 0 (7.8)
olarak limit dagilimi bu sekilde veriliyor. (D.Cross, 1998)

{(¢:,me), t = 0} igin denge-durumu denklemleri asagidaki gibi elde edilmistir.

0 =—Ampo + (1 — @)p, 719 + 1,704 (7.9)
0= —u,mo; +au,myo (7.10)
0 = —u, mo + ATy (7.11)
XajpeaTij =1 (7.12)

7.3 Olasihik Fonksiyonu

p1=A/uy ve p, =A/u, alalm. (7.12) kosulu altinda (7.9), (7.10) ve (7.11)

denklemlerini ¢ozersek asagidaki iki boyutlu olasilik fonksiyonunu elde ederiz.

(——, (i) = (0,0)

1+p1t+pea

—L2Z 1 (4,/) =(0,1)

T[ij = < 1+pi+pra
P1 N
1+p1+p, ) (l']) - (110)

\ 0, d.d.

m, sistemde hi¢ miisteri olmamasi olasiligini ve m; de sistemde bir miisteri

(7.13)

olmasi olasiligini gostersin. Burada my, = my, Ve m; = myy + 74, Olur.
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7.4 Performans Olgiilerinin Bulunmasi

7.4.1 z - Doniisiimiiniin Coxian kuyruk modelinde kullanilmasi
., k =0,1,.., dizisinin z- donisiimii soyle tanimlaniyor:

P(2) = Y=o mxz", (7.14)
Burada z kompleks degisken P(z) ise analitiktir yani Y., 7, z* < oo (Stewart,2009)

1+(p1+pr)z (7.15)

P(Z) =Ty + m1Z = T+py+paa

N tesadiifi degiskeni sistemdeki miisterilerin sayis1 olsun. Ortalama miisteri

Sayisi:

E[N] = - P(2) = patpad (7.16)

1 1+pitpa
olur.
Ikinci ve daha yiiksek momentler buna uygun olarak tiirev almanarak

hesaplanabilir. z doniisimiiniim K. tiirevinde z = 1 alinarak k. faktoriyel momentler

bulunur.
limP®(z) = E[N(N = 1) ...(N — k + 1)] (7.17)
z-1
Boylece;

Var(N) = E(IN(N — 1)] + E[N] — E2[N])

_ p1tp2a (7.18)

T (1+p1+p20)?

bulunur.

7.4.2 Laplace Doniisiimiiniin Coxian kuyruk modelinde kullanilmasi

W tesadiifi degiskeni sistemdeki herhangi bir miisterinin bekleme siiresini gostersin.

W’ nin Laplace doniisiimii denklem (7.19)” daki gibidir.

Ly(s) = (1-)pq 4 G K2 (7.19)

Hits H1tS Hats

Cox(2) igin sistemdeki miisterinin ortalama bekleme zamani (7.20)denklemiyle

veriliyor.

E[w] = % (7.20)

Denklem (7.19) kullanilarak da diger momentler elde edilebilir. Ornegin;
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2 200
Var[W] = W‘;ﬂ—f“) (7.21)

olur.

7.5 Performans Olciilerinin Optimizasyonu

Teorem 7.1: a = 1 i¢in ortalama miisteri sayisi, E[N], maksimum olur.
Ispat : Denklem (7.16)’ y1 denklem (7.22)’ de tekrar yazalim.

BT . 0<a<1 (7.22)
E[N] p1tpaa

Ortalama miisteri sayisinin tersinin, 1/E[N]’nin, minimum degeri ortalama
miisteri sayisinin, E[N] ’nin, maksimum degeridir. « = 1 i¢in 1/E[N] minimum

olur. Baska bir ifadeyle ortalama miisteri sayis1t « = 1 olasiligiyla maksimum olur.

+
MaXo<q<1 E[N] = —11);1:);2 (7.23)

7.6 Kaybolma Olasihig:

I1;,5s sistemdeki miisterinin kaybolma olasilig1 olsun. Bu baglamda sistemde kuyruk

olmadigi i¢in kaybolma olasiligi denklem (7.24)’deki gibi hesaplanir.

1
1+p1+p2a

Mpss = To1 + 19 =1 — g veya Mo = (7-24)

7.7 Kanallarin Optimal Siralamasi

0 < a <1 araligini1 goz Oniine alarak ilk fazin hizmet parametresi y; ve ikinci fazin

hizmet parametresi u, > dir. u; = u, icin performans Olgiileri ve kaybolma

olasiliklar ng ile veriliyor. Benzer bigimde pu; < p, i¢in de performans olgiileri ve
kaybolma olasiliklar1 da gzgs ile veriliyor.

(7.24) denklemini kullanarak T ve T?_* yi denklem (7.25)° deki gibi

loss loss
yazabiliriz.
(1) _ _patpeax (2 _ _patpiax_
Moss = Trprrppa © Mioss = Tipepia (7.25)
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Asagidaki teorem optimal siralamayi veriyor.

Teorem 7.2: Bu sistemde ilk asamanin parametresi ikinci agamanin parametresinden

biiyiikse; yani p, < p,ise denklem (7.26) elde edilir.

® @
l_[loss = l_[loss (7'26)
Ispat: Asagidaki denklem (7.27)’yi inceleyelim..
Uz = g (7.27)
Denklem (7.27) asagidaki gibi yeniden yazilabilir .
pP1 = P2 (7.28)
p1(l—a) < p,(1-a) (7.29)
prtpra = p,+pra (7.30)
< — (7.31)
p2tpra p1tp2a
< : (7.32)
p2tpia p1tp2a
[1+p1+p2 a]_l < [1+P2+P1 a]_l (7 33)
pitpza - p2tp1 @ '

Verilen denklemlerde goriililyor ki p; = u, oldugunda ilk asamanin kaybolma

olasilig1 ikinci asamanin kaybolma olasiligindan daha kiictiktiir.

7.8 Sayisal Ornek

Iki jiiri {iyesinden olusan bir miilakatta, adaylar sirasiyla birinci ve ikinci jiiri
iyesinin yapmis oldugu miilakata katilmak zorundadirlar. Adayin birinci jiiri
tiyesinde basarili olmasi olasilig1 veya ikinci jiiri liyesine ge¢cmesi olasiligi «’ dir.
Birinci jiiri liyesinde basarisiz olmasi olasiligi veya sistemi terk etme olasiligi
(1 —a)’ dir. Adaylarin smava gelisleri A = 2,3 parametresi ile Poisson akimina
uyuyor ve hizmet parametreleri sirasiyla y; = 5,2 ve u, = 3,2 bigiminde olup
sistemde beklemeye miisaade edilmiyor. Sistemimiz Cox(2) dagilimina uyum
sagliyor. Performans Ol¢iileri ve kaybolma olasiliklart a’ nin farkli degerleri icin
hesaplanip Cizelge 7.1.° deki gibi veriliyor. Miilakatta jiiri yelerinin yerleri
degistirilmesi durumundaki kaybolma olasiliklar1 ve performans olgiileri a’ nin farkl

degerleri icin hesaplanip Cizelge 7.2.” deki gibi; milakattaki hizmet parametrelerinin
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W1 = Uy = 4,2 oldugu varsayildigindaki kaybolma olasiliklar1 ve performans olgiileri

de a’ nin farkli degerleri i¢in hesaplanip Cizelge 7.3.’deki gibi bulunuyor.

Cizelge 7.1. p, > u, icin performans olgiilerinin hesaplanmast

a 55 Max{E(N)} Var(N) E(W) Var(W)
0,0 0.278 0.513 0.201 0.172 0.029
0,4 0.395 0.513 0.239 0.291 0.087
0,6 0.440 0.513 0.246 0.351 0.104
1,0 0.513 0.513 0.250 0.470 0.119

A=23; pu =52 ; u, =3,2 icin sistemin performans Olgiilerinin sayisal

degerleri Cizelge 7.1.’de goriilmektedir. Cizelgeyi inceledigimizde M / Cox(2) / 1

sistemimizin a =0 igcin M / M [/ 1 / 0 sistemine doniistigiini;

M | Hyp(2) I 1 sistemine doniistiigl gortiliir.

Cizelge 7.2. u, < p, icin performans 6lciilerinin hesaplanmasi

a =1 i¢in ise

a n®. Max{E(N)} | Var® (N) | E@wW) | Var®w)
0,0 0,401 0,513 0,240 0,299 0,089
0,4 0,451 0,513 0,248 0,367 0,108
0,6 0,474 0,513 0,249 0,402 0,114
1,0 0,513 0,513 0,250 0,470 0,119

Miilakatta jiirilerin yerlerinin degistigi durumundaki

sistemin performans

Olciileri Cizelge 7.2." de sayisal olarak verilmektedir. Yine ¢ =0 ve a =1 i¢in

M [ Cox(2)/1 sistemimizin farkli sistemlere doniistiigiinii s6ylemek miimkiindiir.

Cizelge 7.1. ve Cizelge 7.2. birlikte incelendiginde a <1 icin hesaplanan

performans Olg¢iilerinin Cizelge 7.1.” de daha diisiik oldugu, yani ilk durumun daha

avantajli oldugu sonucuna ulagilir.

30




Cizelge 7.3. pu; = u, icin performans olgiilerinin hesaplanmast

a 55 Max{E(N)} Var(N) E(W) Var(W)
0,0 0.353 0.522 0.228 0.238 0.056
0,4 0.433 0.522 0.245 0.333 0.092
0,6 0.466 0.522 0.248 0.380 0.104
1,0 0.522 0.522 0.249 0.476 0.113

Cizelge 7.3. i¢in kullanilan parametreler A = 2,3, u; = u, = 4,2’ dir. Cizelge
7.3.” in son satirma baktigimizda @ = 1 i¢in M / Cox(2) / 1 sistemimiz M / E,/ 1
sistemine doniligmiistiir. Cizelge 7.1." in performans Olgiileriyle Cizelge 7.3. iin
performans Ol¢iilerini karsilastirdifimizda ise yine Cizelge 7.1." in daha avantajl

oldugu sonucuna ulagilir.
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8. SONUC VE TARTISMA

Tezin 1. boliimiinde kuyruk sistemlerinin tarihi gegmisinden giiniimiize gelisimi ve
cesitli alanlardaki kullanimu ile ilgili kisaca bilgi verilmistir.

2. boliimde ise kuyruk teorisinin temelini teskil eden stokastik siireclere iliskin
¢esitli tanim ve kavramlar verilmistir.

3. boluimde Siirekli Parametreli Markov Zincirleri, Poisson siireci ve
Ozellikleri, ge¢is oranlart matrisi, Markov zincirinin herhangi bir durumda oturma
siiresinin listel dagildigt Teorem 3.1. yardimiyla verildi. Bununla birlikte
Kolmogorov’un ileri ve geri denklemleri ile Limit dagilimi da verildi.

4. bolimde servis sistemlerinin genel yapisi, kuyruk notasyonu, disiplin tiirleri,
seri ve paralel kanalli, agik ve kapali kuyruk sistemlerinden bahsedilerek M / M / 1
sisteminin performans dl¢tileri bulundu.

5. boliimde faz tipi dagilim tiirlerinden bu tezde kulllanilan Erlang — r dagilimu,
Hypoexponential dagilim ve Coxian dagilimi sekiller yardimiyla anlatildi.

6. boliimde Laplace ve z doniistimleri kisaca tanitildi.

Tezin orijinal kismini olusturan iki asamali bir coxian kuyruk modeli analiz
edilerek performas Olciileri bulunmus ve bir sayisal 6rnekle bulunan sonuglar

desteklenmistir. Bulunan bu sonuclar asagida siralanmastir.

1) Sistem analiz edilerek limit olasiliklar1 elde edildi ve iireten fonksiyon
kullanilarak olasilik fonksiyonu bulundu.

i) Sistemdeki ortalama miisteri sayisi ve herhangi bir miisterinin kaybolma olasiligi
hesaplandi.

i) Sistemdeki miisterilerin ortalama sayisinin optimizasyonu Teorem 7.1 yardimiyla
bulundu: Her iki siralama icin sistemdeki optimal ortalama miisteri sayisinin
Max{E(N)} oldugu ve Cizelge 7.1. ile Cizelge 7. 2’ de aym degerleri aldigi
goriildil.

Iv) Hizmet parametreleri igin fazlarin optimal siralamasi Teorem 7.2 ile verildi:
Teorem 7.2’nin sayisal sonuglar1 Cizelge 7.1. ve Cizelge 7.2." de goriilmektedir. 1k

siralamaya gore performans Olciilerinin daha optimal oldugu da tespit edilmistir.
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V) Sistemdeki bir miisterinin bekleme siiresinin Laplace doniistimii ve bu doniisiim
yardimiyla bu miisterinin bekleme siiresinin ortalamasi ve varyansi elde ediliyor.
a = 0 i¢in ortalama hizmet siiresi minimum olmasina karsin, @ = 1 i¢in hizmet
sliresinin varyansi maksimum olur.

vi) Cizelge 7.1., Cizelge 7.2. ve Cizelge 7.3.” te konuyla ilgili sayisal ornek
verilmistir. Ayrica bir miisterinin sistemi terk etme olasiligit ve hizmet
parametrelerinin ayni veya farkli olmasi durumlarinda analiz edilen bu sistemin
farkli kuyruk sistemlerine doniistiigii goriiliir.

vi)a = 1vepu, =y, igin M/ Cox(2) / 1 sistemi M/ E,/ 1 sistemine doniisiir. Bu
durum Cizelge 7.3.’lin son satirinda sayisal olarak da gortliir.

viil) @ = 1 ve py#p, icin M /Cox(2) / 1 sistemi M /[Hyp(2) / 1 sistemine doniisiir.
Baska bir ifadeyle hizmet siiresi hypoexponential dagilima uyar. Bu durum sayisal
olarak Cizelge 7. 1 ve Cizelge 7.2. 'nin son satirlarinda goriiliir.

iX)a =0 igin M/ Cox(2) /1sistemi M/ M/ 1/ 0 sistemine doniigiir. Bu durum da
sayilar olarak Cizelge 7.1., Cizelge 7.2 ve Cizelge 7.3’ iin ilk satirlarinda
gosterilmistir.

X) a < 1igin siralamaya bagl olarak Cizelge 7.1. ve Cizelge 7.2°de hesaplanan
ortalama bekleme stiresi, bekleme siiresinin varyansi ve sistemdeki miisteri sayisinin
varyansl, ilk siralama i¢in daha diistiktiir.

Bundan sonraki calismalar igin faz sayilarmin arttirilmasi tavsiye edilebilir.
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