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KISALTMALAR

ANNINVONZX

AN
A

SR

: Bir M modiluniin {M }I,E[

: Birimli halka

: Dogal sayilar kiimesi

: Tamsayilar halkas1

: Tamlik bolgesinin kesir cismi
: Bos kiime

: Alt kiime

:0z alt kiime

: Alt modiil

: Oz alt modiil

: Kiigiik alt modiil

: R halkasinin birimi

: R halkasinin sifir1

:a, byiboler

:a, b yi bolmez

: R halkasinin § carpimsal alt kiimesine gore kesirler halkasi
: Bir R tamlik bolgesinin kesir cismi

: Bir 4 kiimesi tarafindan tiretilen ideal

: Bir R halkasinda a elemani tarafindan iiretilen esas ideal
: X kiimesi tarafindan iiretilen alt modiil

: R sol R-modiilii

: R sag R-modiili

: Bir me M elemani tarafindan iiretilen devirli alt modiil

: Bir M modiluniin {M}

1 §,., alt modiiller ailesinin toplami

: {M ; }I,E[ modiiller ailesinin direkt carpimi

1

: Bir M modiiliiniin {M [}[E , modiiller ailesinin dig direkt toplami

: Bir f homomorfizmasmin goriintii kiimesi
: Bir / homomorfizmasmin ¢ekirdegi
: M modiiliiniin endomortfizmalarinin halkasi

: Izomorfizma
: Igerme fonksiyonu
: Dogal homomorfizma

: j . projeksiyon (izdiistim epimorfizmasi)

xi

alt modiiller ailesinin (i¢) direkt toplami1



RadM
p(M)

.3.

M
M
M

M

: Jj. injeksiyon (gdmme monomorfizmasi)

: M modiiliiniin birim homomorfizmasi
: M modiiliiniin N alt modiiliine gére béliim modiilii
: R tamlik bolgesinin sifirdan farkli tiim kesirsel ideallerinin kiimesi

modiiliiniin torsion (burulma) alt modiili

modiiliiniin P - asil bileseni

modiiliiniin / indis kiimesine gore kopyalarinin toplami
modiiliiniin radikali

modiiliiniin tiim radikal alt modiillerinin toplami

xii



T-GENELLESTIRILMiS TUMLENMIiS MODULLER

OZET

Bu doktora tezinde, bir modiiliin parcalanisinin genellestirilmesi olarak tiimleyen alt
modiiller yardimiyla alt modiillerin t-toplami ve modiillerin t-toplam terimleri ile t-
ayrigimi tanimlandi. Alt modiillerinin t-toplami olan her m-projektif modiil ayn1 alt

modiillerinin direkt toplamidir. M modiili {U,}

ise, RadM :zRadU[ dir. T-toplam terimleri kullanilarak (giicli) t-radikal
iel

timlenmis modiiller tanimland1 ve bu modiilerin baz1 temel 6zellikleri verildi. T-
radikal tiimlenmis modiillerin her sonlu toplami t-radikal tiimlenmistir. Kiigiik
radikale sahip her giiclii t-radikal tiimlenmis modiil tiimlenmistir. Bu ¢alismada
ayrica (dual sonlu) t-genellestirilmis tiimlenmis modiiller tanimlandi. Bir dagilimli t-
genellestirilmis  tiimlenmis modiilin  her bolim modilii  t-genellestirilmis
timlenmistir. Dual sonlu t-genellestirilmis tiimlenmis modiillerin herhangi direkt
toplami dual sonlu t-genellestirilmis tlimlenmistir. Birimli bir R halkasinin yari-
miikkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her serbest sol R-modiiliin dual sonlu t-
genellestirilmis tlimlenmis olmasidir.

alt modiiller ailesinin t-toplami

Anahtar Kelimeler: (Genellestirilmis) Tiimleyen, (Genellestirilmis) Tiimlenmis
Modiil; T-Toplam; T-Ayrisim; (Giiclii) T-Radikal Tiimlenmis Modiil; (Dual sonlu)
T-Genellestirilmis Tiimlenmis Modjiil.
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T-GENERALIZED SUPPLEMENTED MODULES
ABSTRACT

In this dissertation, t-sum of submodules, t-sum terms of modules and t-
decompositions are defined as a generalization of a decomposition of a module using
supplement submodules. Every 7 -projective module that is a t-sum of submodules is
identical to the direct sum of same submodules. If a module M is a t-sum of a family
{U [}[d of submodules, then RadM :zRadUi. T-summand are used to define
iel

(strongly) t-radical supplemented modules, and some basic properties of such
modules are given. Every finite sum of t-radical supplemented modules is t-radical
supplemented. Every strongly t-radical supplemented module having small radical is
supplemented. Also in this dissertation (cofinitely) t-generalized supplemented
modules are defined. Every factor module of a distributive t-generalized
supplemented module is t-generalized supplemented. Arbitrary direct sum of any
cofinitely t-generalized supplemented modules is cofinitely t-generalized
supplemented. A unital ring R is semi-perfect if and only if every free left R-
module is cofinitely t-generalized supplemented.

Key Words: (Generalized) Supplement; (Generalized) Supplemented Module; T-
Sum; T-Decomposition; (Strongly) T-Radical Supplemented Module; (Cofinitely) T-
Generalized Supplemented Module.
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1. GIRiS

Her abel grup bir Z -modiil, herhangi bir R halkasi, iizerindeki ¢arpma islemine gore
sol R-modiil ve F cisim olmak iizere her V' (sol) F -vektor uzay: bir sol F -modiil
oldugundan modiil teorisi olduk¢a genis arastirma ve uygulama alanmna sahiptir.
Ozellikle, bir modiiliin alt modiillerini ¢alismak ideal teorisini ¢alismak anlamma
gelmektedir. Gilintimiize kadar bu konuyla ilgili cok sayida calisma yapilmistir.

R birimli bir halka ve M bir lniter sol R-modiil olsun. M =U+V ve
UNV =0 1se, M modiline U ve V alt modillerinin direkt toplami denir ve
M =U®YV ile gosterilir. U ve V alt modiillerine M nin direkt toplam terimleri ve
M =U®V yazilisina da M nin bir pargalanisi denir. Direkt toplam teriminin bir
genellestirilmesi olarak tiimleyen alt modiiller tanimlanmistr. M =U+V ve
UnNnV <<V 1se, V alt modiline U nun M modiiliinde tiimleyeni denir. M
modiiliiniin her alt modiilii bir tiimleyene sahip ise, M modiiliine tlimlenmis modiil,
M nin M /U bolim modiilii sonlu iiretilmis olan her U alt modiili M de
timleyene sahip ise, M modiiliine dual sonlu tiimlenmis modiil denir. Her
timlenmis modiil dual sonlu tiimlenmistir. M modiiliiniin radikali RadM , M
modiiliinde tiimleyene sahip ise, M modiiliine radikal timlenmis, M nin RadM alt
modiiliinii igeren her alt modiilii timleyene sahip ise, M ye giiclii radikal timlenmis
modiil denir. Dual sonlu tiimlenmis modiiller gii¢lii radikal tlimlenmis modiillerin 6z
genellemesidir. M modiiliiniin her alt modiilii direkt toplam terimi olacak sekilde bir
tiimleyene sahip ise M modiiliine @ -tlimlenmis modiil denir.

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Genel bilgiler boliimiinde bulgular kisminda
kullanilacak tanim ve teoremlere yer verildi.

Materyal ve yontem bdliimiinde (genellestirilmis) tlimlenmis modiillerin, gii¢li
@ -radikal tlimlenmis modiillerin ve (yar1-) miikemmel halkalarin bazi1 6zellikleri
verildi.

Bulgular ve tartisma bolimii dort kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda bir
modiiliin pargalanis1 zayiflatilarak alt modiillerin t-toplam1 ve modiillerin t-toplam

terimleri ile t-ayrisimi tanimlandi. Alt modiiller ailesinin t-toplami olan her 7 -



projektif modiiliin ayn1 alt modiiller ailesinin direkt toplami oldugu Sonug 4.1.5 de

gosterildi. Teorem 4.1.13 de M modiilii {U, },

.., alt modiller ailesinin t-toplamu ise,

RadM :zRadU ; oldugu ispatland.

il

Ikinci kisimda (giiglii) @ -radikal tiimlenmis modiiller smifi ile (giilii) radikal
timlenmis modiiller smifi arasinda yer alan (giiclii) t-radikal tiimlenmis modiiller
tanimlandi. Bu kavramlarin 6z olarak birbirlerini igerdigi orneklerle aciklandi.
Onerme 4.2.11 de kiiciik radikale sahip her giiclii t-radikal tiimlenmis modiiliin
timlenmis oldugu ispatlandi. Ayrica t-radikal tiimlenmis modiillerin sonlu t-
toplamlarinin da t-radikal tiimlenmis oldugu gosterildi.

Ucgiincii kisimda, genellestirilmis @ -tiimlenmis modiillerin genellemesi olarak
t-genellestirilmis tiimlenmis modiiller tanimlandi. Bu modiillerin temel 6zellikleri
verildi. Dagilimlt her t-genellestirilmis tiimlenmis modiiliin her boliim modiiliiniin t-
genellestirilmis tiimlenmis oldugu ispatlandi. Sonlu {iretilmis t-genellestirilmis
tiimlenmis modiillerin tiimlenmis oldugu gosterildi.

Bulgular ve tartisma bolimiiniin son kisminda dual sonlu t-genellestirilmis
timlenmis modiiller tanimlanarak baz1 0Ozellikleri verildi. (Dual sonlu)
genellestirilmis @ -tiimlenmis olmayan (dual sonlu) t-genellestirilmis tiimlenmis
modiil 6rnegi verildi. Teorem 4.4.8 de bir R halkasmin yar-miikemmel olmasi i¢in
gerek ve yeter kosulun her serbest sol R-modiiliin dual sonlu t-genellestirilmis

tiimlenmis oldugu ispat edildi.

1.1. Literatiir Arastirmasi

Literatiirde ilk E. Matlis’in (1958) “ Injective modules over noetherian rings” adli
calismasinda kullanmig oldugu injektif bliriim kavramimi B. Eckmann ve A. Schopf
(1953) “Uber injective moduln” adli ¢alismalarinda tanimlamislardir. Bu kavramin
duali olarak projektif ortlii kavrammi H. Bass (1960) “Finitistic dimension and a
homological generalization of semiprimary rings” adli calismasinda vermistir. Her
modiil injektif biiriime sahip olmasina karsin projektif ortiiye sahip olmayabilir. H.
Bass her (sonlu iiretilmis) sol modiilii projektif ortiiye sahip olan halkalar1 sol (yari-)
miikemmel halka olarak tanimlamistir. E. A. Mares (1963) “Semi-perfect modules”
adli caligmasinda her boliim modiilii projektif Ortiiye sahip olan modiilleri yari-

mitkemmel olarak tanimlamistir. F. Kasch ve E. A. Mares (1966) “Eine



kennzeichonung semi-perfekter moduln” adli ¢alismalarinda projektif bir modiiliin
yar1 milkkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun o modiiliin tiimlenmis olmasi
oldugunu gostermislerdir. H. Zdschinger (1974-1986) yillar1 arasinda tiimlenmis
modiilleri (lokal) Dedekind bdlgeleri iizerinde inceleyerek karakterize etmistir.
Ayrica tiimlenmis modiillerin bir genellemesi olarak radikal tiimlenmis modiilleri
tanimlamistir. S. H. Mohamed ve B. J. Miiller (1990) “Continuous and discrete
modules” adli kaynakta tiimlenmis modiillerin daha kuvvetli bir yapist olan ©@-
tiimlenmis modiilleri tanimlayarak temel 6zelliklerini vermislerdir. W. Xue (1996)
“Characterizations of semiperfect and perfect rings” adli caligmasinda tiimlenmis
modiiller1 genellestirerek literatiirde rad-tlimlenmis modiil olarak da kullanilan
genellestirilmis tlimlenmis modiilleri tanimlamig ve bazi 6zelliklerini vermistir. A.
Harmanci, D. K. Tiitlincii ve P. F. Smith (1999) “ On @ -supplemented modules”
adli caligmalarinda @ -tiimlenmis modiillerin 6zelliklerini gelistirmislerdir ve sonlu
sayidaki @ -tlimlenmis modiillerin direkt toplaminin da @ -tiimlenmis oldugunu
gostermiglerdir. A. Idelhadj, R. Tribak (2003) “On some properties of ©@-
supplemented modules” adli ¢alismalarinda @ -tiimlenmis modiilleri irdelemislerdir
ve @-timlenmis modiilin boliim modiiliiniin @ -tiimlenmis modiiliin bdolim
modiiliiniin @ -tlimlenmis olmayabilecegini dérneklemislerdir. R. Alizade, G. Bilhan
ve P. F. Smith (2001) “Modules whose maximal submodules have supplements” adl
calismalarinda dual sonlu tiimlenmis modiilleri tanimlayarak bir R halkasmin yari-
miikemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun her R -modiiliin dual sonlu tiimlenmis
oldugunu gostermislerdir. H. Calisict ve A. Pancar (2004) “® -cofinitely
supplemented modules” adli ¢alismalarinda @ -dual sonlu tiimlenmis modiilleri
tanimlamislardir ve keyfi sayidaki @-dual sonlu tiimlenmis modiillerin direkt
toplaminin da @ -dual sonlu tiimlenmis oldugunu gostermislerdir. Y. Wang ve N.
Ding (2006) “Generalized supplemented modules” adli c¢alismalarinda
genellestirilmis tiimlenmis modiilleri incelemislerdir. E. Biiyiikasik ve C. Lomp
(2008) “On a recent generalization of semiperfect rings” adli ¢alismalarinda dual
sonlu rad-tiimlenmis modiilleri tanimlamiglardir. M. T. Kosan (2009) “Generalized
cofinitely semiperfect modules” adli ¢alismasinda dual sonlu rad-tiimlenmis
modiillerin daha kuvvetli bir yapis1 olan dual sonlu genellestirilmis @ -tiimlenmis
modiilleri tanimlayarak bazi 6zelliklerini vermistir. H. Calisici ve E. Tiirkmen (2010)

“Generalized @ -supplemented modules” adli ¢alismalarinda genellestirilmis & -



timlenmis modiillerin sonlu direkt toplaminin da genellestirilmis @ -tiimlenmis
oldugunu gostermiglerdir. Y. Talebi ve A. Mahmoudi (2011) “On rad-®-
supplemented modules” adli g¢alismalarinda tamamen rad-@®-s modiilleri
calismiglardir. Dagilimli modiillerde rad- @ -s modiillerin boliim modiillerinin de rad-
@ -s oldugunu gostermislerdir. E. Biiyiikasik ve E. Tiirkmen (2011) “Strongly radical
supplemented modules” adli ¢alismalarinda radikal tiimlenmis modiillerden daha
kuvvetli bir yapr olan giicli radikal tiimlenmis modiilleri tanimlamislardir. B.
Nisanct Tirkmen ve A. Pancar (2013) “Generalizations of @ -supplemented
modules” adli calismalarinda (giliclii) @ -radikal tiimlenmis modiil kavramini
tanimlayarak modiilleri (giiclii) @ -radikal tiimlenmis olan halkalar1 aragtirmislar ve

(lokal) Dedekind bolgeleri iizerinde yapilarini incelemislerdir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Halkalar

Tanmim 2.1.1. Bostan farkli bir R kiimesi tizerinde tanimli "+"” ve "-” ikili iglemleri
ile beraber asagidaki kosullar saglaniyorsa (R,+,-) cebirsel yapisina halka denir.

H1) (R,+) bir degismeli gruptur,

H2) (R, -) bir yar1 gruptur,

H3) "-" isleminin "+" islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir
(Hungerford, 1973).

(R,+,) bir halka olsun. Bu takdirde (R,+) bir grup oldufundan etkisiz
elemani vardir. Bu etkisiz elemana halkanin sifir1 denir ve 0, ile gosterilir. Eger R
halkasmin "" iglemine gore birim elemani1 varsa R ye birimli halka denir ve
arpmaya gore birim elemani 1, ile gosterilir. Eger (R, -) yar1 grubu degismeli ise
R halkasina degismeli halka denir. Bu durumda her a, b € R i¢in ab =ba saglanir.
R:{O} tek elemanli bir halkadir. Bu halkaya asikar halka denir (Hungerford,

1973).
Bu calismada biitiin halkalar asikar halkadan farkl kabul edilecektir. Ayrica

(R,+,-) halkast denildiginde birimli halka anlasilacak ve kisaca R ile

gosterilecektir.

Tanim 2.1.2. R bir halka ve 7/, R halkasinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. 7,
R halkas1 iizerindeki islemlere gore bir halka yapisia sahipse, / alt kiimesine R
halkasmin bir alt halkasi denir. / nin R halkasinin bir alt halkas1 olmas1 i¢in gerek
ve yeter kosul her a,be [ i¢in a—bel ve abel olmasidir. /, R nin bir alt halkas1
olmak tizere her r € R, her ael i¢in rael (arel ) 1se, [ alt halkasina, R
halkasmin sol (sag) ideali denir. 7/, R halkasmin hem sol hem de sag ideali ise, /

ya, R halkasinin ideali denir. R bir halka olmak iizere R nin {OR} ve R idealine



R nin asikar idealleri, R nin kendisinden farkli bir idealine ise 6z ideali denir. Her

aeR i¢in Ra:{ra|reR}, R halkasmm bir sol ideali, aR:{ar|reR}, R

halkasinn bir sag idealidir. Eger R birimli ise, a=1,a € Ra ve a=al, €eaR dir. 4,
R halkasmin bir alt kiimesi olsun. R de A4 y1 kapsayan en kii¢giik (sol, sag) ideale 4

tarafindan iiretilen (sol, sag) ideal denir ve (A) ile gésterilir. Bu durumda (4), R
de A4 y1 kapsayan tiim ideallerin arakesitidir. Eger 4 ={a} seklinde tek elemanli bir

kiime ise 4 nin irettigi ideale esas (temel) ideal denir ve (a) ile gosterilir

(Hungerford, 1973).

Tanim 2.1.3. R halkasinda 0, #r € R elemani igin rs=0, (veya sr=0,) olacak

sekilde en az bir 0, #5 € R eleman1 bulunabiliyorsa » € R elemanina sol (sag) sifir

bolen eleman denir. R halkasi sol (sag) sifir bolen igermiyorsa R halkasma sol
(sag) sifir bolensiz halka denir. Sol ve sag sifir bolensiz halkaya sifir bolensiz

halka denir (Hungerford, 1973).

Tamm 2.1.4. Birimli ve sifir bolensiz bir R halkasina bélge denir (Sharpe ve

Vamos, 1972).
Degismeli R bolgesine tamhik bolgesi denir (Hungerford, 1973).

Tamm 2.1.5. Her ideali esas (temel) ideal olan degismeli ve birimli bir R halkasina
esas (temel) ideal halkas1 denir. Her ideali esas (temel) ideal olan bir tamlik

bolgesine esas (temel) ideal bolgesi denir (Hungerford, 1973).

0#neZ eleman icin Z /nZ boliim halkasi esas ideal halkasidir. Z tamlik

bolgesi bir esas ideal bolgesidir.

Tanim 2.1.6. R bir halka ve r € R sifirdan farkli bir eleman olsun. rs =1, (sr =1 R)

olacak sekilde bir s € R elemani mevcut ise » elemanina, R halkasinin sag (sol)
terslenebilir elemam denir. Eger » sag ve sol terslenebilir ise, terslenebilirdir
denir. R halkasmin sifirdan farkli her elemani terslenebilir ise, R halkasma bélme

halkasi denir. Degismeli bolme halkasina cisim denir (Hungerford, 1973).

Tanmm 2.1.7. R bir halka ve 7, R halkasmin kendisinden farkli sol (sag) ideali
olsun. 7, R den farkli herhangi bir sol (sag) ideal tarafindan icerilmiyorsa / ya R

nin sol (sag) maksimal ideali denir (Wisbauer, 1991).



Tamim 2.1.8. R degismeli bir halka ve P, R halkasinin kendisinden farkli ideali
olsun. a, b€ R olmak iizere ab € P iken a € P veya b € P oluyorsa, P idealine R

halkasmin asal ideali denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

P kiimesinde yansiyan, ters simetrik ve gecismeli bir < bagintis1 verilmis ise,
(P,S) ciftine kismi (veya parcal) sirah kiime denir. Her pe P i¢in a < p kosulu
a = p esitligini gerektirirse a € P elemanina P kiimesinin maksimal elemami denir
(maksimal eleman tek olmak zorunda degildir). Kismi sirali (P,S) kiimesinin bir C

alt kiimesinde her a,beC igin a<b veya b<a kosulu gerceklenirse C ye tam
sirall alt kiime veya zincir denir. a€ P olsun. Her ceC i¢cin c¢<a ise, a

elemanina C nin iist sinir1 denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Lemma 2.1.9. (Zorn Lemmasi) Kismi siralt kiimede her zincirin bir iist sinir1 varsa,

bu kiimede en az bir maksimal eleman vardir (Hungerford, 1973).

Onerme 2.1.10 R halka olsun. R nin her 6z sol (sag) ideali bir maksimal sol (sag)

ideal tarafindan kapsanir (Wisbauer, 1991).

2.2. Modiiller

Tamm 2.2.1. R halkas1 ve (M,+) abel grubu icin f:RxM — M fonksiyonu
verilmis olsun. f(r,m)eM elemami rm ile gosterilsin. Her r,s € R ve her
m,neM ig¢in,

(i) r(m+n)=rm+rn

(iz') (r+s)ym=rm+sm

(z'ii) (rs)m = r(sm)

ise, M ye bir sol R-modiil denir ve M veya sadece M ile gosterilir. Eger her
meM igin,

(z'v) l,m=m

ise, M ye bir iiniter sol R-modiil veya kisaca iiniter R -modiil denir

(Hungerford, 1973).

Bu ¢aligmada biitiin modiiller iiniter sol R-modiil olarak alinacaktir.



M Dbir R-modiil ise, (M,+) abel grubunun birim elemani genellikle 0,, veya 0 ile

gosterilir. Eger M = {0} tek elemanl: ise, bu modiile sifir modiil ad1 verilir. Kisaca

bu modiil 0 ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

Tamm 2.2.2. M bir R-modil ve & # Ac M olsun. Eger 4 alt kiimesi, M
modiili ve R halkasindaki iglemlere goére kendi basina bir R-modil ise, A4
kiimesine M modiiliiniin bir alt modiilii denir ve genellikle 4 <M ile gosterilir.
M bir R-modiil ve & # A M olmak lizere A kiimesinin bir alt modiil olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul Va,be Ave VreR igin a—b € A ve ra € A olmasidir.

Bu tanima gore 0 ve M nin kendisi M nin alt modiilleridir. Bu alt modiillere M
nin asikar alt modiilleri denir. M nin kendisinden farkli alt modiillerine ise, A nin 6z
alt modiilleri denir. 4, M nin bir 6z alt modiilii ise bu, 4 <M ile gosterilir. Ayrica bir

modiiliin bir takim alt modiillerinin arakesiti bir alt modiildiir (Hungerford, 1973).
Tanm 2.2.3. M bir R-modiill ve X, M nin bir alt kiimesi olsun. M nin X 1
kapsayan biitiin alt modiillerinin arakesitine X in iirettigi alt modiil denir ve <X >
ile gosterilir. Eger X sonlu elemanl: ise, X in iirettigi alt modiile sonlu iiretilmis
alt modiil ve X ={a} seklinde tek elemanli ise, (X)=(a) ya devirli alt modiil
denir.

Eger M :<X > olacak sekilde M nin X sonlu alt kiimesi varsa, M ye sonlu
iiretilmis R-modiil, A :<a> olacak sekilde JaeM varsa M ye a tarafindan

iiretilmis devirli R-modiil denir (Hungerford, 1973).

Z Z-modiili sonlu tiretilmistir. Ancak Q Z-modiilii sonlu tiretilmis degildir.

Bos kiimenin tirettigi alt modiiliin sifir oldugu agiktir. R sol R-modiilii birim eleman

tarafindan tiretilen devirli bir modiildiir (Hungerford, 1973).

Teorem 2.2.4. M bir R-modiil ve X, M nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Bu
takdirde <X> = {rlx] +nxX,++rx | neR, x,eX,i=12,.,nne Z+} seklindedir
(Hungerford, 1973).

Sonug 2.2.5. M bir R-modil ve X, M nin bir alt kiimesi olsun. X ={a}cM

ise, <X> = <a> = Ra dr.



Tanmim 2.2.6. M bir R-modiil ve {Nl.}l,el , M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

X =UN, olmak iizere X tarafindan iiretilen alt modiile {N,} _, ailesinin toplarm

iel

denir ve (X) = ZN . ile gosterilir (Hungerford, 1973).

i
iel

Teorem 2.2.7. M bir R-modiil ve {N .}I,E[ M nin alt modillerinin bir ailesi olsun.

1

Bu takdirde ZNiz{nil+niz+---+nik‘ijel,ni/eNi/,j:1,2,...,k,keZ+} olur.

il
Eger / sonlu elemanli ve 7 ={1,2,...,k} ise bu toplam

N, +N,+---+N, = {nl +n,+-4n, | n,eN,, i:1,2,...,k}

seklindedir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.2.8. M bir R-modiil ve N de M nin bir alt grubu olsun. M /N bolim
grubu re R, m+N e M /N olmak iizere, r(m+ N)=rm+ N ile taniml dis isleme

gore bir R-modil yapisina sahiptir. Bu M /N R-modiiline M nin N ye gore

bolilm modiilii ad1 verilir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.2.9. M sonlu iiretilmis R -modiil olsun. Bu takdirde M nin her bolim

modiili sonlu tiretilmistir (Wisbauer, 1991).

ispat: M sonlu tretilmis bir R-modiil oldugundan M = <x] 3 Xy s .,xn> olacak
sekilde 3 neZ” ve 3 x;, X,,...,x, € M vardir. Herhangi bir N <M ve herhangi bir
m+NeM/N alalim. meM ve M = <x] 3 Xyse .,xn> oldugundan
M=FEX ++FX, olacak sekilde n, r....r,€R vardir. Burada
m+ N =(rx, +nx,+-+r,x,)+N=(rx,+N)+--+(r,x,+ N)=r(x,+N)+---+7,(x,+N)
olup M/N=(x,+N,...,x,+N) olur. O haldle M/N bdlim modili sonlu
iretilmistir.

Tamm 2.2.10. M bir R-modiil ve N <M olsun. M/N bolim modiilii sonlu

iiretilmis ise, N alt modiiliine M nin dual sonlu alt modiilii denir (Alizade ve ark.,
2001).

M sonlu iiretilmis ise, Teorem 2.2.9 dan M nin her alt modiilii dual sonludur.



Tamim 2.2.11. M bir R-modiil ve N <M olsun. M nin N yi kapsayan N den
farkl bir 6z alt modiilii yoksa, N ye M nin maksimal alt modiilii denir (Wisbauer,

1991).

Bir modiiliin birden fazla maksimal alt modiilii olabilir. Ornegin, ,7Z
modiiliinde her p asal sayist i¢in pZ alt modiilleri birer maksimal alt modiildiir.
Buna karsilik maksimal alt modiilii olmayan modiiller de vardir. Ornek olarak Q sol

7, - modiilu verilebilir.

Teorem 2.2.12. M bir R-modiil ve N de M modiiliiniin bir 6z alt modiilii olsun.
Bu takdirde N 0z alt modiiliiniin maksimal olmasi icin gerek ve yeter kosul

VmeM —N i¢cin N +{(m)=M olmasidir (Kasch, 1982).

Ispat: (=) VmeM -N igin Nc N+(m), N#N+(m) ve N, M nin maksimal
alt modiilii oldugundan N +(m) = M olur.

(<:) N <K ve N #K olan herhangi bir K alt modiiliinii ele alalim. Eger K =M

oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. N # K oldugundan dm e K — N vardwr. Bu

durumda m e M — N olup hipotez geregi N +(m) =M olur. Ayn1 zamanda m e K
oldugundan (m) < K olup M =N +{m) < K olur. Dolayisiyla K =M bulunur.
Tamm 2.2.13. R bir halka olsun. Sifirdan farkli her sol R-modiil bir maksimal alt
modiile sahip ise R halkasma sol Bass halka denir (Clark ve ark., 2000).

Teorem 2.2.14. M bir R-modiil ve. N<M olsun. Bu takdirde K — K/N ile
tammli M nin N yi kapsayan alt modiilleri ile M/N nin alt modiilleri arasinda
birebir bir esleme yapilabilir. Boylece M/N nin her alt modiili, K, M nin N vyi
kapsayan alt modiilii olmak iizere K/N seklindedir. Ayrica N yi kapsayan K <M
alt modiiliiniin M de maksimal olmast i¢in gerek ve yeter kosul K/N nin M/N de
maksimal olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.15. M sonlu iiretilmis R -modiil olsun. Bu takdirde M nin her 6z alt
modiilii bir maksimal alt modiil tarafindan kapsanir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: N, M nin herhangi bir 6z alt modiilii olsun. M nin N yi kapsayan 6z alt
modiillerin ~ kiimesini S ile gosterelim. N €S oldugundan S#< dir. S

kiimelerdeki kapsama bagintisina gore kismi swralt bir kiimedir. K, S kiimesinin

bostan farkli bir zinciri olsun. K nin biitiin elemanlarinin birlesimini L ile
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gosterelim. K tam sirali oldugundan K kiimesinin elemanlar1 kiimelerdeki kapsama
bagintisina gore karsilastirilabilir olup L, M nin bir alt modiiliidiir. Ustelik M
sonlu  dretilmis  oldugundan M =Rm,+Rm,+---+Rm, olacak  sekilde
m,m,,...m €M elemanlar1 vardr. Eger L=M ise Vi=12..n icin
m,eL=0U,_N' yazilir. Bu takdirde 6yle N'eK vardr ki Vi=1,2,..,n i¢in
m € N' olup M = N’ bulunur. Bu ise N' € K olmasi ile ¢eligir. O halde L = M dir.

Yani L, M modiiliiniin bir 6z alt modiiliidiir. L, K kiimesinin S de bir iist sinir1
oldugundan, Zorn Lemmas1 geregince S kiimesi bir maksimal elemana sahiptir. Bu
takdirde bu maksimal eleman M nin N 6z alt modiiliinii kapsayan bir maksimal alt

moduladur.

Sonu¢ 2.2.16. M bir R-modiil ve N, M nin kendisinden farkli dual sonlu alt
modiilii olsun. Bu takdirde N, M nin bir maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir.

Ispat: Teorem 2.2.15 geregince M / N, bir K /N maksimal alt modiiliine sahiptir.
Teorem 2.2.14 geregince K, M modiliniin N alt modiiliinii kapsayan bir

maksimal alt modiludiir.

Teorem 2.2.17. (Modiiler kural) M bir R-modill, K, N ve H da M nin alt
modiilleri ve H < N olsun. Bu takdirde, (H+K)NN =H +(K N N) dir (Alizade

ve Pancar, 1999).

Ispat: Herhangi ae(H+K)NN alalm. Bu durumda ae H+K ve aeN olur.

ae€ H+K oldugundan a=h+k olacak sekilde 3he€ H ve 3k € K vardir. H ¢ N
oldugundan A€ N olur. Budurumda k=a—-h ve ae N, he N oldugundan ke N
olup ke KN N bulunur. Yani heH, ke KNN olup a=h+keH +(KF\N)

bulunur.  Bu  durumda (H+K)NNcH+(KNN) olur.  Ayrica,
H+(KNN)cH+K ve H+(KNN)cN oldugundan
H+(KNN)c(H+K)NN olur. Dolaysiyla (H+K)NN=H+(KNN) dir.

Tamm 2.2.18. M modilinin her K, L, N alt modilleri igin,
N+(KNL)=(N+K)n(N+L) veya NN(K+L)=(NNnK)+(NNL) denk

kosullarindan biri saglaniyorsa M modiiliine dagihmhdir denir (Mikhalev ve

Tuganbaev, 1999).
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Tanim 2.2.19. R tamlik bolgesi ve M bir R-modiil olsun. m e M olmak iizere,
sifirdan farkli bir e R icin rm=0 ise, m elemanma M modiiliiniin torsion
(burulmali) elemam denir. Eger boyle bir » elemanm1 mevcut degil ise bu m

elemanmna M modiiliiniin burulmasiz elemam denir. M nin torsion (burulmali)

elemanlarinin kiimesi T (M ) ile gosterilir ve T (M ) M nin bir alt modiliidiir.
Burada T (M ) alt modiiliine M nin torsion (burulma) kismi denir. 7 (M ) =M ise
M modiiliine torsion (burulmah) modiil ve T (M ) =0 1se M modiiliine serbest
torsion (burulmasiz) modiil denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tanim 2.2.20. R bir halka, & # S < R olsun. Eger her a,be S i¢cin abe S ise S

kiimesine R nin ¢carpimsal kapal alt kiimesi denir. R tamlik bdlgesi ve S, R nin

0, ¢S olacak sekildeki carpimsal kapali alt kiimesi olsun. Bu durumda RxS

iizerinde her (r,s),(r',s')eRxS i¢in (r,s)~(r,s')<(rs'=r's)=0 seklinde

tanimlanan "~" bagmtis1 bir denklik bagintisidir. (r,s) € RxS elemanmin denklik
simifini = ile RxS kiimesinin "~" bagintisina gore tiim denklik smiflarmin
s

kiimesini S™'R ile gdsterelim. Z,r—'eS"lR keyfi elemanlar olmak {izere
s s

' ' '

Py _ISHTS G (1)[1’_):1 ile tammli toplama (+) ve ¢arpma (-

s s ss' AR ss'

islemlerine gére S'R bir tamlik bolgesidir. SR halkasina R nin S ye gore
kesirler halkasi1 veya boliimler halkasi denir. Eger S, R nin sifirdan farkl biitiin
elemanlarmimn kiimesi ise, S™'R bir cisimdir. Bu cisme R tamlik bdlgesinin kesir
cismi veya boliim cismi denir ve K (R) ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Z tamlik bdlgesinin kesir cismi Q dur ve Q sol Z modiildiir.
Tamm 2.2.21. Bir R birimli ve degigsmeli halkasinin herhangi iki @ ve b elemam

icin al|b veya b|a ise, R halkasina degerlendirme halkas1 denir. Eger R

degerlendirme halkas1 tamlik bdlgesi ise, R ye degerlendirme bélgesi denir

(Hungerford, 1973).

Tamm 2.2.22. M bir R-modiil ve me M olsun. Sag sifir bélen olmayan her »

elemani i¢in m=rm; olacak sekilde m €M eleman1 varsa me M elemanina
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boliinebilirdir denir. Eger M nin her elemani boliinebilir ise M ye boliinebilir
modiil denir. Bir bagka ifadeyle R nin sag sifir bélen olmayan her » elemani i¢in

M =rM oluyorsa M ye boliinebilir modiil denir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamm 2.2.23. R tamlik bolgesi ve K(R), R nin kesir cismi olsun. K(R) R-

modiiliiniin b eleman1 ile R nin a elemaninin ¢arpimi ab seklindedir. F,
c c

30, #r€R igin #F < R kosulunu saglayan K (R) R-modiiliiniin bir alt modiilii
olsun. F ye R halkasmin Kesirsel ideali denir. F, R nin kesirsel ideali ise,
RF =F dir. R nin sifirdan farkli tim kesirsel ideallerinin kiimesi F (R) ile

gosterilir. R nin idealleri birer kesirsel ideal olup tam ideal olarak adlandirilir.

I =rF ise, I =rF c R oldugundan 7/, R nin bir idealidir. Ayrica I =rF ise,

1
F = (—Rj I seklindedir (Larsen ve McCarthy, 1971).
r

Onerme 2.2.24. R tamlik bolgesi, F ve F' R nin kesirsel idealleri ise FF', R nin
kesirsel idealidir (Larsen ve McCarthy, 1971).

1

Ispat: FF’:{Z f. f‘ fieF, feF,i=12,...,n ve neN} kiimesinin R nin
i=1

kesirsel ideali oldugunu gosterelim. F ve F', R nin kesirsel ideali oldugundan
rF R ve sF'c R kosulunu saglayan 0, #r€R, 0, #s€ R elemanlar1 vardr.
Buradan (rs)FF’ = (sr)FF' c s(rF)F’ csF'c R olacak sekilde O0,#rseR
elemani var oldugundan FF', R nin kesirsel ideali bulunur.

Tanmim 2.2.25. R tamlik bdlgesi, F, R nin keyfi bir kesirsel ideali olsun. FF'=R

kosulunu saglayan bir F' kesirsel ideali varsa F ye terslenebilir kesirsel ideal

denir (Larsen ve McCarthy, 1971).

Tamm 2.2.26. Sifirdan farkli her kesirsel ideali terslenebilir olan tamlik bodlgesine

Dedekind bolgesi denir (Larsen ve McCarthy, 1971).

Teorem 2.2.27. R tamlik bolgesi olsun. R nin Dedekind bdlgesi olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul sifirdan farkli her 6z ideali R nin 6z asal ideallerinin ¢arpimi1 olarak

sira gozetilmeksizin tek tiirli olarak yazilabilmesidir (Larsen ve McCarthy, 1971).
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Onerme 2.2.28. Her esas ideal bolgesi Dedekind bolgesidir (Sharpe ve Vamos,
1972).

ispat: K (R), R nin kesir cismi ve F, R nin sifirdan farkli bir kesirsel ideali olsun.
Bu takdirde 7F < R kosulunu saglayan 0, #7 € R elemani vardwr. »F, R nin bir

tam ideali ve R nin her ideali esas ideal oldugundan »F = Ra olacak sekilde bir

0,#a€R elemam vardir. c:l—ReK(R) elemani i¢in F'=cRc K(R) dir.
a

FF'=R oldugundan F, R nin terslenebilir kesirsel idealidir. Dolayisiyla R
Dedekind bolgesidir.

Teorem 2.2.29. R Dedekind bdlgesi ve M burulmali R-modiil olsun. T', R nin

tim maksimal ideallerinin kiimesi ve PeI’ olmak iizere 3n>0 tamsayisi i¢in

P"m =0 kosulunu saglayan m e M elemanlarmm kiimesi 7, (M ) ile gosterilir ve
T,(M), M nin bir alt modiiliidiir. Bu alt modiile » modiiliiniin P -asil bileseni

denir. Ayrica M = ® T, (M) dir (Cohn, 2002).

2.3. Homomorfizmalar ve Izomorfizma Teoremleri

Tanim 2.3.1. M ve N iki R-modiil olsun. Eger f: M — N fonksiyonu asagidaki
sartlar1 saglarsa f ye bir R -modiil homomorfizmasi veya kisaca homomorfizma
denir.
(i) Her a,b € M igin, f(a +b) = f(a)+ f(b)
(ii) Her ae M ve her r e R i¢in, f(ra)=rf(a)

M =N 1ise f ye M nin bir endomorfizmasi denir ve M nin biitiin
endomorfizmalarmm kiimesi Endp(M) veya End(M) ile gbsterilir. End (M),

fonksiyonlar {izerinde tanimli toplama ve bileske islemine gore bir halka yapisina
sahiptir.

Eger f homomorfizmas: bire-bir ise f ye monomorfizma, Orten ise
epimorfizma, birebir ve orten ise izomorfizma denir. M ve N modiilleri arasinda
en az bir izomorfizma varsa M ile N ye izomorf modiiller denir ve M = N ile

gosterilir (Hungerford, 1973).
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Tanim 2.3.2. Her me M i¢in f(m)zON ile tanimhi f - M — N fonksiyonu bir

homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya sifir homomorfizma denir ve genellikle 0
ile gosterilir. Her me M i¢in g(m) =m ile tanimh g: M — M fonksiyonuda bir

homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya birim homomeorfizma adi verilir ve

genellikle I,, veya 1,, ile gosterilir. M bir R-modiil ve N <M olsun. Her ne N

icin (n) =n ile taniml i: N > M homomorfizmasi bir monomorfizma olup bu

monomorfizmaya icerme monomorfizmasi denir (Hungerford, 1973).

Tamm 2.3.3. f:M — N bir homomorfizma olsun. {a eM | f(a)= 0} kiimesine
f nin ¢ekirdegi denir ve Cek f ile gosterilir. { f (a) | aeM } kiimesine de f nin
goriintiisii denir ve Gor f ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Buna gore, Cek f = {aeM |f(a):0}ve Gor f Z{f(a) | aeM}dir.

Teorem 2.3.4. M bir R-modiill ve K <M olsun. Bu takdirde p:M > M /K,
a—> p(a)=a+K doniisiimii bir epimorfizmadir ve Cek p=K dir.

Bu epimorfizmaya dogal homomorfizma veya kanonik epimorfizma adi

verilir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.3.5. /' : M — N bir R-modiil homomorfizmasi,, K <M ve § <N olsun.
Bu takdirde asagidaki ifadeler vardir.
(z‘ ) f (K ), Gor f tarafindan kapsanan N nin bir alt modiiliidiir. Buna gore Gor f

de N nin bir alt modiiliidiir.

(ii) f7(S), Cek fyi kapsayan M nin bir alt modiiliidiir. Buna gdre Cek f, M
nin bir alt modiiliidiir

(iii) f7(f(K))=K+Cek f dir. Eger Cek f = K ise, f7'(f(K))=K du.

(iv) f(f7(S))=SGorf dir. Eger S<Gor [ ise, f(f7(S))=5 dir (Kasch,

1982).

Onerme 2.3.6. M bir R-modiil ve {N,} , M nin K alt modiiliinii igeren M nin

1

alt modillerinin bir ailesi olsun. Bu takdirde (N,/K)=(N,}/K dur

iel iel

(Hungerford, 1973).
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ispat: a+Keh[(Nl./K) olsun. Bu takdirde her iel i¢in a+KeN,/K ve
aeN, dir. O halde a+Ke(_m[Nl.)/K dir. Buradan (N, /K)g(_m[Nl.)/K olur.

Tersine, (Q[Nf)/ K QQ(NI./ K) oldugu agiktir. Dolayistyla istenen esitlik elde
edilir.

Teorem 2.3.7. (Homomorfizma Teoremi veya 1. izomorfizma Teoremi)

M ve N iki R-modil olsun. Her f:M — N homomorfizmasi i¢in
p:M — M/Cek f dogal epimorfizma olmak lizere f = ?o p olacak sekilde bir tek
f:M/Cek f >N monomorfizmas1 vardir. Ozellikle, M/Cek f =Gorf dir
(Alizade ve Pancar, 1999).

Sonu¢ 2.38. M, N birer R-modil ve f:M — N bir epimorfizma ise,

M/Cek f = N dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.3.9. (2. izomorfizma Teoremi) M bir R-modiil ve N, K <M olsun. Bu

takdirde (N +K)/K = N/(N nK) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.3.10. (3. izomorfizma Teoremi) N, K ve M, N<K <M kosulunu

saglayan R-modiiller ise, M/K =(M/N)/(K/N) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

2.4. Direkt Carpim ve Direkt Toplam

Tanmim 2.4.1. R bir halka ve / bostan farkli bir indis kiimesi olmak {iizere, {M l.}

iel

R-modiillerin  bir ailesi olsun. {a ‘ ol —>U, M, heriecligin oc(i)e Ml.}
dontistimler kiimesine {Ml.}iel modiiller ailesinin ¢arpmm denir ve bu kiime
IT..; M; ile gosterilir. Her ie ! i¢in a(i):=a, ve a:=(a,),, olarak alalim. Burada
o, ye o mn i bileseni denir. Eger [/ indis kiimesi sayilabilir ise,
a=(a,)_ = (ocl.l N ,) seklinde gosterilir.

a,f ell,; M, olmak iizere,

(i)azﬂ@her iel i¢in a;=p,,
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(it) a+B=(o,+p,)_,
(iiz’ ) r € R olmak lizere ra = (rocl. )I,E , seklinde tanimlidir. Bu cebirsel iglemlere gore

[1.., M, bir sol R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {M,} = modiiller ailesinin

dis direkt carpim denir.

Bir o €[,_, M, elemanmnin sonlu tane bileseni sifirdan farkli ve diger biitiin

1 1

bilesenleri sifir ise, a ya sonlu desteklidir denir. [1,_, M, modiiliinde sifir elemani

sonlu destekli kabul edilerek biitiin sonlu destekli elemanlarin kiimesi [[._, M, de

iel i

bir alt modiil yapisina sahiptir ve bu alt modiil ®;_, M, ile gosterilir. Burada ®'_, M,

iel i iel i

alt modiiliine {Ml.}l,el modiiller ailesinin dis direkt toplam denir. Eger / indis

kiimesi sonlu ise, [, M, =@;

i i iel

M, dir.
Eger Viel igin M,=M ise @ _M,=M" yazilir ve M modiiliiniin

iel i

kopyalarimin toplami denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanmm 2.4.2. M ve N iki R-modil ve I/ bos kiimeden farkli bir indis kiimesi
olsun. Eger en az bir f: M " 5N epimorfizmasi mevcut ise, N ye M -iiretilmis

modiil denir. / indis kiimesi sonlu elemanli ise, N ye sonlu M -iiretilmis modiil
denir (Wisbauer, 1991).
R bir halka ve M keyfi bir sol R-modiil olsun. M yi elemanlariyla birlikte

) = Z r,m ile tanimh

meM

indis kiimesi olarak alalm. Her (7, )meM e R igin f((rm )meM

f :R™) > M doniisiimii  bir epimorfizmadir. Dolayisiyla M modili R-
iretilmistir.

Tamm 2.4.3. {M.}I,E[ R-modiillerin bir ailesi olsun. je/ olmak {izere her

1

(ml. )I,E[ € HMI. elemant i¢in 7, ((ml )ie[)z m; ile tanimh 7, :HMI. —>M,

iel iel

doniigimiine j. projeksiyon (izdiisiim epimorfizmasi) ve her m,eM; igin

J g l,, i=j

iel

8.(mj) :(5..m.)iel (@.j = {OR’ H ‘]] ile tammh &, : M, > [ M, doniisiimiine

Jj. injeksiyon (gomme monomorfizmasi) denir (Wisbauer, 1991).
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Tanim 2.4.4. M bir R-modil ve {M [} M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

iel’
Her meM eleman: tek tiirlii olarak M, alt modiillerinin elemanlarmim toplami

seklinde yazilabilirse, M ye M, alt modiillerinin i¢ direkt toplam denir ve

M =® M, ile gosterilir. Yani M =@® M, ise, M nin her m eleman, i,i,,....[, €1

iel iel

ve m . eM,,m €M, ,...m €M, olmak iizere m=m, +m, +---+m, formunda tek
tirlii olarak yazilabilir. Buradaki her i e/ i¢in M, alt modiillerine M modiiliiniin

direkt toplam terimleri denir. M =® M, yazilisina da M modiiliiniin bir direkt
iel

parcalamisi veya sadece parcalanisi adi verilir. (Alizade ve Pancar, 1999).

Eger M sifirdan farkli alt modiillerin bir direkt toplami olarak yazilamiyorsa

M modiiliine parcalanamazdir denir (Hungerford, 1973).

Onerme 2.4.5. M bir R-modiil ve {M i}iel , M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

M =®M, olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul MzZMI. ve her iel i¢in
iel iel

M, m(ZM}.] =0 olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).
J#i
Ispat:(=) M =@®M, olsun. Bu durumda M nin her m eleman

iel

m=m, +m, +---+m, seklinde yazilabileceginden me M, + M, +---+M, ZM ;

iel

olur. O halde MzZMi gergeklenir.  Ayrica, xeMim(ZMj] ise

iel J#i

x=m =m +m, +--+m , L #i yazilabilir. Yazilism tek tiirli olmasindan

m,=m, =m, =---=m, =0 elde edilir. Boylece her ie/ i¢in M, m(ZM‘jjzo
J#i

dir.

(<:) MzZMi oldugundan her meM:zM[ elemani, m=m, +m, +---+m,

iel iel
seklinde yazilabilir. Yazilisin tek tiirlii oldugunu gostermek i¢in bir m elemanmin
m=m, +m,_ +--+m_ =m;+m +---+m, seklinde iki gdsteriminin bulundugunu
varsayalim. Gerekirse toplam terimlerinin yerlerini degistirerek ve sifir toplam

terimlerini ekleyerek, n=¢ ve her k =12....,n i¢in i, =i, oldugunu kabul edebiliriz.
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O halde yukaridaki esitlikten her k=12,....t icin

m, —mj = Z(ml’] —m; ) eM, m(ZMij ] =0 ve buradan da m, =m; elde edilir.

Jj#k J#i

Boylece yazilisin tek tiirlii oldugu goriiliir.

Onerme 2.4.6. M bir R-modiil ve {M i}iel , M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

M=0®M, ise M = @' M, dir. Tersine {Ml.}iel R -modiillerin bir ailesi olmak iizere

iel iel

M=® M, ise, M.'={(mj)fel‘Vj¢ii¢in m; =0, ml.eMl.};Ml. ve M=®M)

iel ! iel
gergeklenir (Alizade ve Pancar, 1999).
Ispat: f ((ml )ie [) = Zmi ile tanimh f: ® M ., —~>M  fonksiyonunun bir

iel el

homomorfizma oldugu kolaylikla gosterilebilir. Vim e ® M, i¢in m = Zm[ tek tiirli
iel icl

olacak sekilde m, € M, var oldugundan f bir izomorfizmadir.

1

Tersine, {Ml}

o R -modiillerin bir ailesi olmak lizere M =®' M, olsun. k=i

iel
igin x, =m ve k#i i¢in x, =0 almarak 7z,(m)=(x,),_, ile tammh 7=, - M, - M
fonksiyonu bir izomorfizmadir. Sifirdan farkhh m, e M, ( j=1, 2,...,n) elemanlari

igin m:(ml.)ieleM elemani m=(...,O,mi],0,...)+---+(...,O,mi,y,0,...)eZMI,,

iel
seklinde yazilabilir. Burada her i € I i¢in M, m(ZM ;] =0 oldugu gosterilebilir. O

J#i

halde Onerme 2.4.5 den M =@® M, elde edilir.

iel
Bu o6nerme ile i¢ ve dis direkt toplamin birbirine izomorf oldugu goriiliir.
Bundan sonra dis direkt toplam yerine de sadece direkt toplam yazilisi

kullanilacaktir.

Onerme 2.4.7. F bir R-modiil ve X = {xk | ke K} F nin bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda asagidaki iki kosul denktir.

(i) Her ae F eleman, sadece sonlu sayida 7, katsayilari sifirdan farkli (veya hepsi

sifir) olmak tiizere, tek tiirlii olarak a = z r.x, seklinde yazilabilir.
keK
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(ii)Her ke K i¢in f,(r)=rx, seklinde tanimlanan f, : R — Rx, fonksiyonu bir

izomorfizmadir ve F = @ Rx, olur (Alizade ve Pancar, 1999).
keK

Ispat: (i)=(ii) f, fonksiyonunun bir epimorfizma oldugu aciktir. r,s€ R keyfi
olmak iizere, f,(r)=f,(s) olsun. Buradan rx, =sx, esitligi elde edilir. Yaziligin
tek tirliligiinden »=s olup f, fonksiyonu bir monomorfizmadir. Dolayisiyla f,
bir izomorfizma olup R=Rx, olur. Her aeF eleman tek tiirlii olarak Rx,
modiillerinin  7x, elemanlarmmn sonlu toplami seklinde gosterilebildiginden

F = @ Rx, yazl.
kekK

(if)= (i) F= ® Rx, oldugundan her aeF, a= ZFkxk sonlu toplam1 seklinde

keK reK

. . 1 ! . . .
gosterilebilir ve a = Zrkxk = E r,x, ise, her ke K i¢in rx, =r'x, dir. Buradan
keK keK

fi(rn)=1, (rk') bulunur. f, : R— Rx, bir monomorfizma oldugundan 7, =7, olur.

O halde a e F elemani a = z r.x, olarak tek tiirlii yazilir.
keK

Tamm 2.4.8. F bir modiil olsun. Onerme 2.4.7 deki denk kosullardan birini
gergekleyen F modiiliine serbest modiil, X ={xk|keK } kiimesine de F nin

serbest iiretenler kiimesi veya tabam denir (Alizade ve Pancar, 1999).

R halkasmm birimi 1, olmak iizere, her R halkasi taban1 X :{IR} olan bir

serbest R -moduldiir.

2.5. Projektif ve & -Projektif Modiiller

Tanim 2.5.1. {Ml}

., R-modiller toplulugundan ve bunlarm f; - M, > M,

Ji i

homomorfizmalarindan olusan ---—> M, ->M,>M,, —--- dizisinde her ieZ

i+1

icin Gor f, = Cek f.,, ise bu diziye tam dizi denir (Alizade ve Pancar, 1999).

!
Tanmm 2.5.2. M, N ve K, R-modiller olmak iizere 0 > N> M iK -0

seklindeki tam diziye kisa tam dizi denir. Bu durumda f homomorfizmasi bire-bir,

g homomorfizmasi 6rten ve Gor f = Cek g dir (Alizade ve Pancar, 1999).
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Tamim 2.5.3. M ve N iki R-modiil olsun. M iK — 0 satir1 tam dizi olmak tizere,
eger asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde bir 4#: N — M homomorfizmasi

bulunabilir ise, N ye M -projektiftir denir.

N
B Jf
A’/
g . K

Bir bagka ifadeyle yukaridaki diyagramda g epimorfizma olmak {izere her

M

v
(e

f:N—>K homomorfizmas1 i¢in [ =goh olacak sekilde bir hA:N—->M
homomorfizmasi bulunabilirse N ye M -projektiftir denir. Eger N modiilii her M

modiilli i¢in M -projektif ise N modiiliine projektif modiil denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.5.4. {P.}I,E[ kiimesi R -modiillerin bir ailesi olsun. P=@® P direkt

! iel
toplammin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i e/ i¢cin F nin projektif
olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (=) P= ® P, projektif olsun. Keyfi f:M — N epimorfizmasmi ve
g: P — N homomorfizmasmi alalm. r,:P— F i. projeksiyon ve ¢ :P —>P i.
injeksiyon olmak tizere P projektif oldugundan gox,:P— N igin foh=gom,
olacak sekilde 4: P — M homomorfizmasi vardir. e =/hog, olmak tizere e: P - M

homomorfizmasi i¢in

M / » N » 0
"‘\\ A
X .

N ¢ g
N \\‘
\
. Pz
h\\ ;Ak
N |
1
MK
\\:
v
P

foe=fohog =gom og,=gel, =g olup her iel igin F projektif bulunur.
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(<) f:M—N brten homomorfizma ve g:P—> N bir homomorfizma olsun. Her
iel i¢in P projektif oldugundan gog,: P —> N homomorfizmas: i¢in

gog, = foh olacak sekilde 4 : P — M homomorfizmasi vardir.

M » 0
A
w

S, N
»
~
~
~
~
~h
N ~d g
N S
N ~
\ Sa
N ~
. ~
\
N
N P
\
RN
AN
\
\
N
N
N 8i
N
N
\
N
i

Her (m;)_, € P igin h((ml )iel) = h(m,) ile tammlt h: P — M fonksiyonunu ele

iel
alalim. 4 nin bir homomorfizma oldugu gosterilebilir. Herhangi (ml. )I,E , € P alalim.

Bu  durumda  her iel icin gog, =foh esitligi ~ yardimiyla

()= [T 0n) | =S () m) = B o) = i () - ((m),,)

iel iel iel iel

elde edilir. Boylece foh =g bulunur. O halde P projektiftir.
Tamm 2.5.5. M R-modil ve eeEnd(M) olsun. Eger e’=e¢ ise, e
endomorfizmasina bir idempotent denir (Wisbauer, 1991).

Tammm 2.5.6. f:M — N bir R-modill epimorfizmasi olsun. Eger fog=I,
olacak sekilde bir g:N —> M homomorfizmasi mevcut ise, bu takdirde f

epimorfizmasi parcalanabilirdir denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.5.7. f:M —> N, g:N —> M R-modiill homomorfizmalari ve go f=1,,

olsun. Bu takdirde N = Gor f _, Cek g esitligi vardir (Kasch, 1982).

Ispat: VneN icin n=f(g(n)+n-f(g(n)), f(g(n)) eGor [,
n—f(g(n)) € Cekg oldugundan N =Gor f +Cekg bulunur. Simdi herhangi
neGor f NCek g alalim. Bu takdirde g(n)=0,, ve n= f(m) olacak sekilde bir

meM vardir. Buradan 0,, =gn)=g(f(m)=m oldugundan
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n=f(m)=f0,)=0, bulunur. Sonu¢ olarak Gor fNCek g=0 olup

N =Gor [ @ Cek g elde edilir.
Teorem 2.5.8. M bir R-modiil olsun. Eger f € End (M ) bir idempotent ise

Cek f=Gor(l,, —f), Gorf=Cek(I,~f) ve M=[(M)®U,-[)M)
esitlikleri vardir (Kasch, 1982).

Ispat: Teorem 2.5.7 nin ispatma benzer yolla yapilabilir.

Tamim 2.5.9. M bir R-modiil olsun. Eger M nin M =U +V sartin1 saglayan her
U, V alt modilleri igin Gor f cU ve Gor(l,,—f)cV olacak sekilde bir

f € End (M ) varsa M ye m-projektif veya egsiirekli R-modiil denir (Wisbauer,
1991).

Teorem 2.5.10. M bir R-modiil olsun. Bu takdirde M modiiliiniin 7 -projektif

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M modiiliiniin M =U +V sartin1 saglayan her U,
V alt modilleri i¢in (u,v) > @(u,v)=u+v ile tammh ¢@:UxV —>M
epimorfizmasimin parc¢alanabilir olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (=) M =U+V olan M modiiliiniin herhangi U, ¥V alt modiillerini ele
alahm. @oh=1,, olacak sekilde bir 4#:M —UxV homomorfizmasinin varhigini
gosterelim. M 7 -projektif oldugundan Gor f cU ve Gor (I, —f)cV olacak
sekilde bir / e End (M ) vardir. m — h(m)=(f(m),(I,, - f)(m)) seklinde tanimls

h:M —->UxV  doniisimiinii tanimlayalim. /4 donilisiimiiniin bir homomorfizma

oldugunu gostermek kolaydir. Vme M i¢in,

(poh)(m)=p(h(m))=o(f(m), (I, —f)(m))=fm)+(I, - f)(m)=f(m)+m- f(m)

oldugundan @oh =1,, bulunur ki bu da istenendir.

(<:) M =U+V olan M modiiliiniin herhangi U, V alt modiillerini ele alalim.
(u, v) —>Q (u, v) =u+v seklinde tanimli ¢@:UxV —->M  homomorfizmasi
parcalanabilir oldugundan ¢@oh=1,, olacak sekilde bir h:M —>UxV
homomorfizmasi vardir. Her meM i¢in h(m)=(u,,v,) diyelim. [f:M —>M
dontigimii m — f(m) =u,, olarak tanimlayalim. f donigiimiiniin bir homomorfizma

oldugunu gdstermek kolaydir. Simdi Gor f U ve Gor(I,,—f)cV oldugu
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gosterilirse istenen elde edilir. Gér f U oldugu agiktir. x € Gor (I, — f) alalm,

Bu  durumda x=m— f(m) olacak  sekilde  bir meM vardir.

x=m-u, =(poh)(m)-u, =p(h(m))-u, =0(u,.v,)-u, =u,+v, —u, =
v, €V bulunur. Yani Gor (1, — f)cV olur.

Teorem 2.5.11. R bir halka olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler vardir.

(i) R projektif sol R-modiildiir.

(ii) Her serbest R -modiil projektiftir (Kasch, 1982).

Ispat: (i) f:N—> K epimorfizmasi ve g:R—>K homomorfizmas: verilsin. f
epimorfizma oldugundan g(1,)= f(n) olacak sekilde bir ne N vardir. Bu takdirde

her reR i¢in h(r)=m ile tamml /s:R— N doniisimi homomorfizmadir.
foh=g oldugunu gostermek icin e R keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde
g(r) = g(rlR) = rg(lR) = rf(n) = f(rn) = (foh)(r) oldugundan istenilen elde
edilir.

(i) F serbest R-modiilii verilsin. Bu takdirde F =R") olacak sekilde 7 indis
kiimesi vardir. (i) den R projektif sol R-modiildiir. Teorem 2.5.4 den F

projektiftir.

2.6. Injektif Modiiller

Tanim 2.6.1. M ve N iki R-modiil olsun. Her f:K — N monomorfizmasi ve
g:K—>M homomorfizmast igin ho f =g olacak sekilde bir A:N—>M

homomorfizmast bulunabilirse, M modiiline N -injektiftir denir. Diger bir

ifadeyle, tam satirli her

N

-,

0

»
»

» K J
g
h
o
M

diyagrami 4 : N — M homomorfizmasi ile degigsmeli liggene tamamlanabilirse, M
modiiliine N -injektiftir denir. Eger M modiilii her N modiilii i¢in N -injektif ise

M modiiliine bir injektif modiil denir (Wisbauer, 1991).
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Teorem 2.6.2. Her M modiilii icin N bir injektif modiil olmak lizere f: M — N

monomorfizmasi vardir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.6.3. Her injektif modiil, kendisini iceren modiil i¢inde bir direkt toplam
terimidir (Sharpe ve Vamos, 1972).
Ispat: M bir injektif R-modiil ve M <M, olsun. Bu takdirde 7, icerme

monomorfizmasi ve /,, birim doniisiim olmak iizere asagidaki diyagrami degismeli

kilan bir g: M, — M homomorfizmasi vardur.

!

> M,

1
> M )
;
M| -
-8
=
M

m eM, keyfi olmak iizere g(m)eM olup gol,, =I, olduundan
g(m)=g(g(m)) yazilir. Buradan m —g(m)eCekg olup
m, =g (m)+ (m1 —g(m, )) eM +Cekg oldugundan M, <M+ Cekg<M, yani
M, =M+Cekg elde edilir. Diger taraftan m, e M NCekg keyfi elemant igin

gol,, =1, oldugundan m, = g(m] ) =0 bulunur. Dolayisiyla M, =M @ Cek g olur.

Onerme 2.6.4. Her R -injektif R -modiil injektiftir (Wisbauer, 1991).

Onerme 2.6.5. R tamlik bolgesi ve M R-modiilii béliinebilir ve burulmasiz olsun.
Bu takdirde M injektiftir (Sharpe ve Vamos, 1972).
Ispat: M boliinebilir ve burulmasiz bir modiil olsun. 7, R halkasinmn keyfi bir

idealive f .1 — M bir R-modiil homomorfizmasi olmak iizere

0 > ] L » R
U
"
M

diyagramini ele alalim. s, / idealinin sifirdan farkli bir elemani olsun. Bu durumda

M béliinebilir oldugundan f(s)=sm olacak sekilde m e M elemani vardr. k e/

keyfi olsun. Bu durumda sf(k)=f(sk)=f(ks)=kf(s)=ksm=skm olup M
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burulmasiz oldugundan f(k)=km dir. Her reR i¢in h(r)=rm ile taniml

h:R—>M donigimi bir homomorfizmadir. Ayrica hoi= f oldugu agiktir.

Dolayisiyla M , R - injektif olup Onerme 2.6.4 den M injektif olur.

Ornek 2.6.6. R tamlik bdlgesi ve K(R), R nin kesir cismi olsun. Bu takdirde

K (R) béliinebilir ve burulmasiz bir R-modiildiir. Onerme 2.6.5 geregince K (R)
injektiftir.

2.7. Basit ve Yari-Basit Modiiller

Tanmim 2.7.1. M sifirdan farkli bir R -modiil olsun. M nin asikar alt modiillerinden

baska hicbir alt modiilii yoksa M modiiliine basit modiil denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.7.2. M basit bir R-modiil ise 0, M nin maksimal alt modilidiir ve M

devirlidir (Alizade ve Pancar, 1999).
Ispat: M basit modiil oldugundan 0 alt modiiliinii M den baska kapsayan alt modiil

yoktur. Dolayisiyla tanim geregi 0, M nin maksimal alt modiiliidiir. 0=me M

olmak tizere Rm<M dir. 0 Rm ve M basit oldugundan Rm=M olup M

devirlidir.

Teorem 2.7.3. M bir R-modiil ve N <M olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir.

(i) N, M nin bir maksimal alt modiiliidiir.

(i) M/N bolim modiilii basittir (Anderson ve Fuller, 1974).

Ispat: (i)= (i) U/N<M/N keyfi bir alt modili i¢in N<U ve N, M nin
maksimal alt modiilii oldugundan U =N veya U=M olur. Buradan U/N ={N}
veya U/N =M/N olup, M/N bélim modiilii basittir.

(il)= (i) NcU <M sartim saglayan M nin U alt modiiliinii alalim. Buradan
{N}cU/NcM/N yazilr. M/N basit oldugundan U/N=M/N veya
U/N={N} olur. O halde U=M veya U=N olup N, M nin maksimal alt
modiiliidiir.

Teorem 2.7.4. M bir R-modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

26



(/) M nin her alt modiilii basit alt modiillerin toplamudir.
(ii) M basit alt modiillerin toplamidir.
(iii) M basit alt modiillerin direkt toplamudur.

z'v) M nin her alt modiilii bir direkt toplam terimidir (Kasch, 1982).

Tanmim 2.7.5. M bir R-modiil olsun. Teorem 2.7.4 iin denk kosullarindan birini
saglayan M modiiliine yari-basit modiil denir (Kasch, 1982).
Her yari-basit modiil basit alt modiillerin direkt toplami oldugundan yari-basit

modiillerin direkt toplami da yari-basittir.
Sonug 2.7.6. Yari-basit bir modiiliin her alt modiilii yari-basittir.

Teorem 2.7.7. Yari-basit modiillerin homomorf goriintiileri yari-basittir (Sharpe ve
Vamos, 1972).

Ispat: M, M, birer R-modiill ve M yari-basit olmak iizere f:M — M,
epimorfizmasini alalim. Cek f <M ve M yari-basit oldugundan M =Cek f DK
olacak sekilde K <M wvardir. Teorem 2.3.7 ve Teorem 2.3.9 kullanilirsa
K=M|Cek f =M, elde edilir. Sonug 2.7.6 geregi K yari-basit olup M, vyari-

basittir.

Tanmim 2.7.8. R halka olsun. R sol (sag) R-modiil olarak yari-basit ise, R halkasina
yari-basit denir.
Herhangi bir R halkasinin yari-basit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sol

(sag) R-modiiliin yari-basit olmasidir (Kasch, 1982).

2.8. Kii¢iik Alt Modiiller

Tanmim 2.8.1. M bir R-modiil ve K, M modiiliiniin bir 6z alt modiilii olsun. Eger
K+ L =M kosulunu saglayan M modiliiniin hicbir L 6z alt modiilii yoksa K alt
modiiliine M de kiigiiktiir denir ve K << M ile gosterilir.

Buna gore K <<M ve K+L=Mise L =M dir. Budurumda O<<M dir
(Wisbauer, 1991).

Kiiciik alt modiiller ile ilgili kullanilacak bazi o6zellikler asagidaki teorem

altinda toplanabilir.

Teorem 2.8.2. K, N ve M birer R-modiil olsun.
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() KcNcM ve N<<M ise, K <<M dir.

(i) KcNcM ve K<<N ise K, M nin N yi kapsayan her alt modiilinde de
kiictiktiir.

(iii) f:M — N bir R-modiill homomorfizmasi olsun. Eger K<<M ise,
f(K)<<N dir.

(z'v) Eger K alt modiili M modiiliinde hem direkt toplam terimi hem de kiigiik ise
bu takdirde K =0 dur.

(v) KcNcM ve N, M nin bir direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde K << N

olmasi igin gerek ve yeter kosul K << M olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (i) K+L=M olacak sekilde herhangi bir L alt modiiliinii ele alalim. Bu

takdirde K < N oldugundan N +L =M olup N << M oldugundan L =M bulunur.
Dolayisiyla K << M dir.

(if) L, M nin N yi kapsayan bir alt modiilii olsun. K+7 =L olacak sekilde
herhangi bir 7 < L alt modiiliinii ele alalim. K +7 =L esitliginin her iki tarafinin
N ile arakesitini alrsak (K+T7)NN=LNN olup N<L ve modiler kuraldan
K+(TmN):N bulunur. K<<N oldugundan T "N =N olur. Dolayisiyla

NcT dir. K+T=L ve K<N<ZT den T =L elde edilir. Buradan K << L
bulunur.

(z'iz') f(K)+L=f(M) olacak sekilde herhangi bir L < f(M) alt modiiliinii alalim.
Bu takdirde £ (f(K) +L) =M yazlabilir. Buradan K+ f' (L) =M dir.
K <<M oldugundan f7'(L)=M olup L=f(M) oldugu goriilir. O halde
f(K)<< f(M) dir ve (ii) den f(K)<<N bulunur.

(iv) K bir direkt toplam terimi oldugundan M =K @ N olacak sekilde bir N alt

modiili vardir. K << M oldugundan N =M olur. Ayrica K "N =0 oldugundan
K=KnM=KnNN =0 bulunur.

(v) (=) K<<N ise, (ii) den K <<M dir.
(<:) K <<M olsun. K+ L =N olacak sekilde herhangi bir L <N alt modiiliinii ele

alalm. N, M nin bir direkt toplam terimi oldugundan M =N @U olacak sekilde
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U<M vardir. O haldle K+L+U=M olur. K <<M oldugundan L+U =M olup

esitligin her iki tarafinn N ile arakesiti almirsa ve modiiler kural uygulanirsa
N=L+(UNN)=L olur. Sonug olarak K << N elde edilir.
Teorem 2.8.2 nin bir sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.
Sonu¢ 2.8.3. M bir R-modil, K,.K,,...K , M M, ..M, M nin alt
modiilleri ve her i=12,..,n i¢in K,<<M, olsun. Bu takdirde,
K+K,++K << M +M,+---+M, dir (Kasch, 1982).
Ispat: n=2 igin gosterelim. K, +K, +L=M,+M, olacak sekilde herhangi bir L
alt modiliinii alalim. K, <<M, oldugundan ve Teorem 2.8.2 (ii) den
K,+L=M,+M, olur. Benzer sekilde K, << M, oldugundan ve Teorem 2.8.2 (ii)

den L=M +M, elde edilir. Buradan K, +K, <<M,+M, bulunur. Benzer sekilde

sonlu sayidakiler i¢in de gdsterilebilir.
2.9. Bir Modiiliin Radikali

Tanim 2.9.1. M bir R-modil olsun. M nin butin maksimal alt modiillerinin

arakesitine M nin radikali denir ve RadM ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

Buna gore RadM :m{K <M | K, M de maksimal} dir.

Tanim 2.9.2. M bir R-modiil olsun. Eger M nin hi¢gbir maksimal alt modiilii yoksa
RadM =M olarak tanimlanir ve M modiiliine radikal modiil denir (Wisbauer,
1991).

Basit modiillerin tek maksimal alt modiilii 0 oldugundan basit modiillerin

radikali sifirdir.

Teorem 2.9.3. M bir R-modil olsun. Bu takdirde RadM = ZL«ML dir

(Wisbauer, 1991).
Ispat: Herhangi bir L << M alt modiiliinii ele alalim. Eger M nin bir K maksimal
alt modiilii L yi igermezse K +L =M olup K =M celiskisi elde edilir. Dolayisiyla

L, M nin biitiin maksimal alt modiilleri tarafindan igerilir. Boylece L < RadM olur.

Buradan da ZL«ML < RadM bulunur. Simdi de ters kapsamay1 gosterelim. Her

m e RadM igin Rm << M oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. m € RadM keyfi
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bir eleman olsun. Kabul edelim ki Rm, M de kiicik olmasin. Bu durumda
Rm+L=M olacak sekilde 3dL#M alt modili vardr. O halde
S={LcM|mgL Rm+L=M} kimesi bostan farklidir. Bu kiimede kapsama
bagintisina gore her zincirin bir list siira sahip oldugunu gosterelim. K, S nin bir
zinciri ve C=U,_, B olsun. Bu takdirde C, M nin bir alt modiilidiir. M #C
oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki M =C olsun. Bu durumda meC=u,_. B
olup me B olacak sekilde 3B € K < § mevcuttur. Bu ise § nin sec¢imi ile celigir.

Dolayisiyla M #C dir. C modiliiniin K nmn bir ist smir1 oldugu agiktir.
Dolayisiyla Zorn Lemmasi1 geregi S bir P gibi maksimal eleman igerir. Burada P
nin M de maksimal alt modiil oldugu gosterilebilir. Burada da m ¢ P oldugundan

m ¢ RadM c¢eliskisi elde edilir. Dolayistyla Rm << M bulunur.

Onerme 2.9.4. M bir R-modiil olsun. M / RadM bdliim modiiliiniin tek kiigiik alt
modiilii {0,z dir. Yani Rad (M / RadM )=0 dir (Wisbauer, 1991).

Ispat: M nin tim maksimal alt modiillerinin ailesi {M,} _ olsun. Bu durumda

Teorem 2.2.14 ile M / RadM boliim  modilunin tim  maksimal alt

modiilleri iel i¢in M,/RadM formundadir. Bdylece Onerme 2.3.6 dan

Rad (M / RadM) = \(M, / RadM ) =(\M, )/ RadM = RadM / RadM =0 dir.

iel

Onerme 2.9.5. M bir R-modiil ve K <L <M alt modiiller olsun. Bu takdirde
RadK < RadL dir (Kasch, 1982).

Ispat: me RadK keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde Rm<<K ve K<L
oldugundan Rm << L olup m € RadL dir.

Tanim 2.9.6. M bir modil olsun. M modiliinin tim radikal alt modiillerinin

toplami olan P(M), M modilinin alt modilidir. Eger P(M)=0 ise, M

modiiliine indirgenmis modiil denir (Wisbauer, 1991).

Her M modiilii igin P(M /P(M))=0 dir. M /P(M) bdlim modiiliine M

nin indirgenmis kismu denir.

Onerme 2.9.7. M bir modiil olsun. Bu takdirde RadP(M)=P(M) dir (Wisbauer,

1991).
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Ispat: me P(M ) keyfi olsun. Her 1<i<n i¢in V,, M modiiliiniin radikal alt
modiilii ve v, eV, olmak iizere m=v, +v, +---+v  seklinde yazilabilir. O halde her
1<i<n i¢in Ry, <<V, olur. Buradan Rm <<V, +V,+---+V elde edilir. Teorem
2.8.2 (ii) den Rm<< P(M) olup me RadP(M) bulunur. Dolayisiyla
P(M )< RadP(M) dir. Tersine, RadP(M )< P(M) oldugu agiktir. O halde istenen
esitlik elde edilir.

Teorem 2.9.8. M bir R-modiil olsun. Eger M nin her 6z alt modiilii bir maksimal
alt modiil tarafindan kapsaniyorsa RadM << M dir (Wisbauer, 1991).

Ispat: RadM + L = M olacak sekilde herhangi bir L alt modiilii i¢in eger L # M
olsa, hipotez geregi L bir K maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir. Burada

M = RadM + L c K celiskisi elde edilir. Dolayisiyla L = M olup RadM << M dir.
Sonu¢ 2.9.9. M sonlu iiretilmis R -modiil ise RadM << M dir (Wisbauer, 1991).

Sonu¢ 2.9.10. M sonlu iiretilmis R-modiil ise M nin herhangi sayidaki kiigiik alt

modiiliiniin toplami1 da M de kiigiiktiir.

Tanmim 2.9.11. M bir R-modiil olsun. Eger M modiiliiniin her 6z alt modiilii bir
maksimal alt modiil tarafindan kapsaniyorsa M modiiliine es-atom modiil denir
(Zoschinger, 1974).

Teorem 2.9.8 geregince es-atom modiiller kii¢iik radikale sahiptir.

Teorem 2.9.12. M ve N 1iki R-modil ve f:M — N bir R-modil

homomorfizmasi olsun. Bu takdirde f(RadM )< RadN dir. Ayrica Cek [ = RadM
ise f(RadM )= Radf (M) dir ( Anderson ve Fuller, 1974).

Ispat: f(RadM)c Radf (M) oldugu Teorem 2.8.2. (iii) ve Teorem 2.9.3 den
goriiliir. Dolayisiyla Radf (M ) < RadN oldugundan f(RadM )< RadN elde edilir,
Kabul edelim ki Cek / = RadM olsun. m € Radf (M) olsun. Bu takdirde 3ne M

icin m=f (n) seklinde yazilabilir. Kabul edelim ki ne M eleman1t M nin biitiin

maksimal alt modiilleri tarafindan kapsanmasin. Bu durumda M nin en az bir K

maksimal alt modiilii i¢in K+ Rn=M dir. Buradan f(K)+ f(Rn)=f(M) elde
edilir.  f(Rn)=Rf(n)=Rm << f(M) oldugundan f(K)= f(M) bulunur. Son
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esitligin her iki tarafinin f ile ters goriintiisii alinwrsa M =K + Cek f bulunur.

Cek f < RadM oldugundan K =M c¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla n e RadM

olup m e f(RadM ) oldugu goriiliir. Sonug olarak f (RadM )= Radf (M) dir.

Teorem 2.9.13. M R-modil ve N<M olmak tzere N < RadM olsun. Bu
takdirde Rad (M/N)= (RadM)/N olur (Anderson ve Fuller, 1974).

Ispat: N <RadM oldugundan N <n{K|K, M de maksimal | = RadM  olup

Onerme 2.3.6 geregince Rad (M /N)=(RadM)/N dir.

Teorem 2.9.14. Her i e/ i¢cin M, ler M nin alt modiilleri olmak lizere M =@ M,

iel
olsun. Bu takdirde RadM =@® RadM, ve M /RadM = ®1(M1 / RadM,) dir

iel

(Wisbauer, 1991).

Teorem 2.9.15. M yari-basit R-modiil ise RadM =0 dir (Kasch, 1982).
Ispat: M yari-basit oldugundan her alt modiilii bir direkt toplam terimi olup M nin

kiigiik alt modiilii yalnizca 0 olur. O halde RadM =0 oldugu goriiliir.

R bir halka olsun. R nin tiim sol maksimal ideallerinin arakesiti Rad ( RR) ile
R nin tiim sag maksimal ideallerinin arakesiti Rad (RR) esit olup R nin bir
idealidir. RadR =Rad ( ;R)=Rad(Ry) ile gdsterilir.
Onerme 2.9.16. R bir halka olsun. R halkasinn sol Bass halka olmast i¢in gerek ve

yeter kosul sifirdan farkli her M R -modiilii i¢in RadM << M olmasidir (Clark ve
ark., 2006).

2.10. Oyuk ve Lokal Modiiller

Tanim 2.10.1. M bir R-modiil olsun. Eger M nin her 6z alt modiilii M de kiigiik
ise M ye oyuk modiil denir (Clark ve ark., 2006).

Tamm 2.10.2. M bir R-modil olsun. Eger M, kendisinden farkli biitiin alt
modiillerini kapsayan bir 6z alt modiile sahipse ya da M nin tiim 6z alt modiillerinin
toplami1 M nin bir 6z alt modiilii ise M ye lokal modiil denir. R halkas1 sol R-

modiil olarak lokal ise R halkasina lokal halka denir (Wisbauer, 1991).
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Her cisim kendi tlizerinde lokal modiil yapisina sahiptir. Ayrica p bir asal say1 ve

k € N* olmak tlizere Zpk lokal halkadir.

Teorem 2.10.3. M lokal modiil olsun. Bu takdirde M nin tek maksimal alt modiili

RadM dir ve RadM << M dir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.10.4. M sifirdan farkli bir R -modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir.

(i) M oyuktur ve RadM =M dir.

(ii) M oyuktur ve devirlidir (veya sonlu iiretilmistir).

(iii) M lokaldir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (i) = (ii) RadM # M oldugundan M nin bir X maksimal alt modiilii vardir.
O halde her meM —-K i¢in Rm+K =M dir. Ayrica M oyuk oldugundan
K << M olup Rm =M bulunur. Dolayistyla M devirlidir.

(ii)= (iii) M devirli oldugundan sonlu iiretilmistir. Ayrica M kendi i¢inde kiigiik
olmadigindan RadM # M dir. Buradan M nin bir N maksimal alt modiilii vardir.
Kabul edelim ki K, M nin herhangi bir 6z alt modiilii olsun ve N tarafindan
kapsanmasm. O halde N maksimal oldugundan K+N=M olup K<<M
oldugundan N =M ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla K < N olmak zorundadir. Yani

N, M nin diger biitiin 6z alt modillerini kapsar. Ayrica N 06z alt modiil
oldugundan M lokaldir.

(iti)= (i) M lokal olsun. O halde M nin tiim 8z alt modiillerini kapsayan bir N
0z alt modiilii vardir. Kabul edelim ki N+ L =M sartin1 saglayan L alt modiilii i¢in
L # M olsun. Buradan L< N olup N =M celiskisi elde edilir. O halde N+ L =M
sartin1 saglayan her L alt modiili icin L=M olup N<<M bulunur. M nin
herhangi bir K 6z alt modiiliinii alalim. K <N ve N <<M oldugundan K << M
bulunur. Dolayisiyla M oyuktur. Ayrica Teorem 2.10.3 geregince RadM = N # M
dir.

Teorem 2.10.5. R lokal olmayan bir degismeli bolge ve M bir R-modiil olsun.
Asagidaki ifadeleri géz Oniine alalim.

(i) M injektiftir.

(ii) M bodliinebilirdir.
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(z'iz') R halkasmin her P maksimal ideali i¢in M = PM olur.
(iv) RadM =M dir.

Bu takdirde (i) = (if) = (iii) < (iv) saglanir (Alizade ve ark., 2001).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Tiimlenmis Modiiller

M =U@®V olmast i¢cin gerek ve yeter kosulun M =U+V ve UNV =0 oldugu
biliniyor. Bu kosullarin bir genellestirmesi olarak literatiirde asagidaki kavramlar yer

almaktadir.

Tammm 3.1.1. U bir M R -modiiliiniin alt modiilii olsun. M nin bir V' alt modiili
icin UNV =0 ve V' bu kosula gére maksimal ise yani U NV'=0 olacak sekilde

her V<V' igin V'=V ise V' ye U nun Kkesisime gore tiimleyeni denir.

Tammm 3.1.2. U bir M R -modiiliiniin alt modiilii olsun. M nin bir V' alt modiilii
icin U+V =M ve V bu kosula gore minimal ise yani U +V' =M olacak sekilde
V'SV igin V'=V ise V ye U nun toplamaya gore tiimleyeni veya kisaca
tiimleyeni denir.

Onerme 3.1.3. M bir modiil U ve V, M nin iki alt modiili olsun. M =U ®V

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V' nin U nun hem kesisime hem de toplamaya gore

tiimleyeni olmasidir.

Ispat: (=)M=U®V ise UnV=0 dir. V<V’ kosulunu saglayan M
modiiliiniin bir 7' alt modiili igin UNV'=0 olsun. M =U®V esitliginin her
iki  tarafinin V' ile arakesiti almip modiiler kural uygulanirsa
V'=V'aM=V'n(U®V)=V+(V'nU)=V olur. O halde V alt modili
UnNV =0 kosulunu saglayan maksimal alt modiil oldugundan ¥V, U nun

kesisime gore timleyenidir. M =U®V i1se M =U+V dir. L<V olmak iizere
M =U+L olsun. M =U+L esitliginin V' ile arakesiti alinip modiiler kural

uygulanirsa V=V M =V \(U+L)=L+(UNV)=L+0=L olur. O halde V',

M =U +V kosulunu saglayan minimal olup U nun toplamaya gore tiimleyenidir.
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(<) V, U nun kesisime gore tiimleyeni oldugundan U NV =0 dir. Yine V, U
nun toplamaya gore tiimleyeni oldugundan M =U +V dir. Dolayisiyla M =U @V
bulunur.

Teorem 3.1.4. M bir R-modill ve U,V <M olsun. V' alt modiiliiniin U nun M

modiiliinde bir tiimleyeni olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul M =U+V ve

UnNV <<V olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (=) ¥, U nun M de bir tiimleyeni olsun. Buna gére M =U+V dir. Bir

X cV alt modiilii igin UNV +X =V olsun. Budurumda U+(UNV)+X =M ve
U+ X =M bulunur. V', U nun tiimleyeni oldugundan 7 nin minimalligi geregi
X =V olmalidir. Yani (U ﬁV)+X =V sartini saglayan her X V' alt modiilii i¢in

X =V olur. Dolayisiyla U NV <<V dir.

(<:) M =U+V ve UNV <<V olsun. U+ X =M sartin1 saglayan her X c V' alt
modiilii icin X =V oldugu gosterilirse istenen elde edilir. X<V ve U+X =M
olan herhangi X alt modiiliini ele alalim. Son esitligin her iki tarafinin V' ile

arakesitini alirsak modiiler kural geregi V=M NV = (U + X) NV = (U N V) +X

olup (Uﬁ V) + X =V elde edilir. U "V <<V oldugundan X =V bulunur.

Kesisime gore tlimleyen her zaman mevcut olmasina karsm toplamaya gore
tiimleyen her zaman olmayabilir. Ornek 3.1.5 de toplamaya gore tiimleyen
olmayabilecegi gosterilmistir. Ayrica kesisime ve toplamaya gore tiimleyenler tek
(hatta izomorf) olmayabilir. M bir modiil ve U << M olsun. Bu takdirde kii¢likliik
tanimindan M modiili U alt modiiliiniin timleyenidir. Dolayisiyla her modiil

kii¢iik alt modiiliiniin tiimleyenidir.

Ornek 3.1.5. 7Z Z-modiiliiniin sifirdan farkli hicbir 6z alt modiilii bir timleyene
sahip degildir. Kabul edelim ki U, Z nin sifirdan farkli bir 6z alt modiilii olsun. Bu
takdirde U =n7Z ve n#0,¥1 olacak sekilde neZ vardw. U nun bir mZ

tiimleyeninin var oldugunu kabul edelim. O halde mZ +nZ =7, ve nZ. N"mZ << mZ

dir. Boylece nZ mZ c RadZ = N pZ =0 olup nZmZ =0 olur. Bu ancak

p asal
mZ =0 olmas1 durumunda miimkiindiir. Buradan 7Z =nZ+ mZ =nZ ¢eligkisi elde
edilir.

Tiimleyen alt modiiller ile ilgili baz1 dzellikler Onerme 3.1.6 ile verilmistir.
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Onerme 3.1.6. M bir R-modiil, U, V<M ve V, U nun M de bir tiimleyeni
olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler vardir.

(i)Eger W <U i¢in M =W +V ise ¥, W modiiliiniin de bir timleyenidir.
ii)Eger K <<M ise V', U+K alt modiiliiniin de M de bir tiimleyenidir.
iii)Eger K <<M ise KNV <<V dir.

iv)Eger L<U ise (V+L)/L de U/L nin M /L de bir tiimleyenidir.

(
(
(
(v) X<V ve X <<M ise X <<V dir.
(vi) RadV =V N RadM dir.

(vii)Eger M sonlu iiretilmis ise ¥ de sonlu iiretilmistir.

(viii) Rad (M /U)=(RadM +U)/U dur (Wisbauer, 1991).

Ispat: (i) X <V alt modiilii igin M =W +X ise W <U oldugundan M =U + X
olur. Buradan V', U nun bir tlimleyeni oldugundan X =/ bulunur.

(if) U+V =M oldugundan (U+K)+V =M esitligi vardr. Simdi bir X <V igin
(U+K)+X =M olsun. Buradan K+(U+X)=M olup K<<M oldugundan

U+X=M bulunur. X<V ve V, U alt modilinin M de bir timleyeni

oldugundan V' alt modiiliiniin minimalligi geregi X =V elde edilir. Dolayisiyla V',
U + K alt modiiliniin de M de bir tiimleyenidir.

(iii) V', U nun bir timleyeni oldugundan M =U +V ve U NV <V dir. Bir S<V
igin V' =(KNV)+S olsun. O halde M =U+V=U+(KNV)+S gergeklenir.

K <<M oldugundan Teorem 2.8.2 (i) den KNV <<M olup M=U+S
yazilabilir. 7 nin minimalliginden S =V olup K "V <<V elde edilir.

(v) M/L=(U+V)/L=(V+U+L)/L=((V+L)/L)+(U/L)  oldugu  agiktur.
(U/L)((V +L)/L)=((UnV)+L)/L oldugundan ((UV)+L)/L<(V+L)/L
oldugunu gsterirsek istenen elde edilir.

(UaV)+L)/ L]+ K/L=((UnV)+K)/L=(V+L)/L
olan herhangi K/L<(V+L)/L alalm. Burada (UNV)+K= V+L elde edilir.

Son esitlikte her iki tarafin V ile arakesiti alinirsa
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(UnV)+K)nV =(UnV)+(KnV)=(V+L)nV =V olur. UnV<<V
oldugundan KNV =V olup ¥ <K bulunur. Dolayisiyla (V' +L)/L<K/L olup
K/L=(V+L)/L elde edilir. Bylece ((UNV)+L)/L<<(V+L)/L olur.

(v) X+K=V olacak sekildle K<V olsun. ¥, U nun M de bir tiimleyeni

oldugundan M =U+V=U+X+K ve X <<M oldugundan M =U+K olur.
Buradan K =V bulunur. Dolayisiyla X <<V dir.

(vi) V<M oldugundan RadV <RadM dir. Buradan RadV <V NRadM oldugu
aciktir. Tersine, x€V N RadM keyfi olsun. O halde xe RadM oldugundan
Rx<<M dir. Bdylece (v) sikkindan Rx <<V olup x € RadV bulunur. Dolayistyla

VN RadM < RadV olur. Sonug olarak RadV =V m RadM elde edilir.

(vii) M sonlu iiretilmis bir modiil oldugundan M =(m,,m,,...,m,) olacak sekilde
m,,m,,...,m, €M vardwr. Ayrica V', M de U nun bir tiimleyeni oldugundan
M =U+V dir. Buradan her i=1,2,...,n i¢in m, =u, +v, olacak sekilde u, eU ve
v,eV vardr. Dolayisiyla M =U+<v],v2,...,vn> olup V alt modiiliiniin
minimalliginden V =<v],v2,...,vn> bulunur. O halde V' sonlu iiretilmistir.

(viii) Herhangi x+U eRad(M /U) alalm. xeM ve M =U+V oldugundan

x=u+v olacak sekilde Ju e U ve dveV vardwr. Burada x+U =u+v+U =v+U

olur. v+UeRad(M/U) oldugundan (Rv+U)/U=R(v+U)<<M/U olur.

Rv+T =V olan herhangi TV alalim. Burada
M/U=U+V)/U=(U+Rv+T)/U=(Rv+U)/U+(T+U)/U

olup (Rv+U)/U<<M/U oldugundan (T+U)/U=M/U olur. O halde

U+T=M olup V, U nun M de bir timleyeni ve T <V oldugundan ¥ nin

minimalligi geregi 7' =V olur. Boylece Rv<<V olup Rv<<M ve buradan da

veRadM  elde edilir. O halde x+U=v+Ue(RadM+U)/U  olup
Rad (M / U) < (RadM + U) /U  olur. p:M—>M/U dogal epimorfizmasi
yardimiyla Teorem 2.8.2 (iii) de kullanilarak (RadM +U )/ U < Rad (M /U )

oldugu gosterilebilir. O halde Rad (M /U)=(RadM +U)/U olup istenen elde

edilir
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Tanmim 3.1.7. M bir R-modil, U <M olsun. M =U +V kosulunu ger¢ekleyen M
nin her V' alt modiilii icin U nun M de V' tarafindan kapsanan bir tiimleyeni varsa

U alt modiiliine M de bol tiimleyene sahiptir denir (Wisbauer, 1991).

Tanmim 3.1.8. Bir M R -modiiliiniin her alt modiili M de bir tiimleyene sahipse, M
ye bir tiimlenmis modiil, A nin her alt modiilii M de bol tiimleyene sahipse M ye
bol tiimlenmis modiil denir (Wisbauer, 1991). Ayrica M nin her dual sonlu alt
modiili M de bir tiimleyene sahip ise M ye dual sonlu tiimlenmis modiil denir
(Alizade ve ark., 2001).

M nin her N alt modili N+M =M olarak yazilabildiginden M bol
timlenmis ise tiimlenmis oldugu agiktir. Ayrica her tiimlenmis modiil dual sonlu
tiimlenmistir. Sonlu tiretilmis her modiiliin her alt modiilii dual sonlu olacagindan her

sonlu tiretilmis dual sonlu tiimlenmis modiil tiimlenmistir.

Onerme 3.1.9. M bir R-modiil olsun. Eger M bir oyuk modiil ise tiimlenmistir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: M bir oyuk modiil ve K, M nin herhangi bir alt modiilii olsun. M bir oyuk
modiil oldugundan L<M i¢in K+L=M kosulu sadece L=M igin saglanir. O

halde M, K nin bir timleyeni olup M tiimlenmis modiil bulunur.
Sonug¢ 3.1.10. M bir R -modiil olsun. Eger M lokal modiil ise, timlenmistir.

Teorem 3.1.11. M tiimlenmis modiil ise, M nin her boliim modiili timlenmistir
(Wisbauer, 1991).
Ispat: M /N, M nin herhangi bir bolim modiili ve U/N <M /N olsun. M

timlenmis oldugundan U nun M de bir V' tiimleyeni vardir. Bu durumda N <U

oldugundan Onerme 3.1.6 (iv) den (V+N)/N de U/N nin M/N de bir

tiimleyeni olur. Boylece M / N nin her alt modiilii bir tiimleyene sahip olup M / N

tiimlenmistir.

Sonug¢ 3.1.12. M tiimlenmis modiil ise, M nin homomorf goriintiisii timlenmistir.
Ispat: M nin homomorf goriintiisic M nin bélim modiiliine izomorf oldugundan

Teorem 3.1.11 geregince istenen elde edilir.

Yardimcr Teorem 3.1.13. M bir R-modill olmak tizere M,,U<M ve M,
timlenmis olsun. Eger M, +U nun M de bir timleyeni varsa U nun da M de bir

tiimleyeni vardir (Wisbauer, 1991).
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Ispat: M, +U nun M deki tiimleyeni X ve M, N(U +X) alt modiiliiniin M, deki
timleyeni Y olsun. Bu takdirde M =M +U+X, (M+U)NnX<X ve
M, =(M,n(U+X))+Y, (M, ~(U+X))nY <Y elde edilir.

Buradan M=M+U+X=(M,N(U+X))+Y+U+X=U+X+Y ve
UN(X+Y)SXn(U+Y)+Yn(U+X)SXN(U+M)+YN(U+X)<< X +Y
olur. Béylece X +Y, U nun M de bir tiimleyenidir.

Teorem 3.1.14. M, ve M, birer R-modiil olmak lizere M =M, + M, olsun. M, ve
M, timlenmis ise M tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

Ispat: U<M olsun. M =(M,+U)+M,, M de 0 asikar timleyenine sahiptir. X,
(M, +U)NM, nin M, de bir tiimleyeni ise Yardimer Teorem 3.1.13 den 0+ X,
M de M, +U nun bir timleyenidir. Yine M, m(U +X ) in M, de bir tiimleyeni Y

ise Yardimci Teorem 3.1.13 den X +Y, U nun M de bir timleyenidir. Dolayisiyla
M tiimlenmistir.
Bu teoremden hareketle sonlu sayidaki timlenmis R -modiillerin toplaminin da

tiimlenmis oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.1.15. R lokal olmayan Dedekind bolgesi ve M bir R-modiil olsun. M
modiiliiniin tiimlenmis olmas1 igin gerek ve yeter kosul M nin burulma modiil

olmasi ve M nin her P -bileseninin tiimlenmis olmasidir (Z6schinger, 1974).

3.2. @ -Tiimlenmis Modiiller

Tamim 3.2.1. M bir R -modiil olsun. M nin her alt modiiliiniin M de direkt toplam
terimi olacak sekilde bir tiimleyeni varsa M ye @ -tiimlenmis modiil denir. O halde
M, @ -timlenmis modil ise VN<M icin M=N+K, NNK<<K ve
K ® L =M olacak sekilde K,L <M vardir (Mohamed ve Miiller, 1990).

@ -tiimlenmis modiiller timlenmistir.

Teorem 3.2.2. Sonlu sayida @ -tiimlenmis R -modiiliin direkt toplami da @ -
tiimlenmistir (Harmanc1 ve ark., 1999).

Ispat: n pozitif bir tam say1 ve 1<i<n igin M, ler @ -tiimlenmis R -modiiller

olsun. M =M, &M, D---®M, yazalim. n=2 igin M nin @ -tiimlenmis oldugunu
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gosterelim. n >2 i¢in de tiimevarim yontemiyle ispat yapilabilir. M =M, @M, ve
N<M olsun. M =M, +M,+ N oldugundan 0 modiili, M, +M,+ N nin M de
bir tiimleyenidir. M, @ -tiimlenmis oldugundan M, N(M,+N) nin, M, de direkt
toplam terimi olacak sekilde bir K  timleyeni vardir. O halde
M,N(M,+N)+K=M,, KNn(M,+N)<<K ve M,=K®K' olacak sekilde
K'<M, vardir. Burada M =M +M,+N=(M,+N)+M,n(M,+N)+K =
M,+N+K olur. M, ©® -timlenmis oldugundan M, N(K+N) nin M, de direkt
toplam terimi olan bir L tiimleyeni vardwr. Buradan M, =M N(K+N)+L,
(K+N)NL<<L ve M,=L®L olacak sekilde L'<M, vardir. Buradan
M=M+N+K =M, "(K+N)+L+(K+N)=K+N+L dir. Ayrica
KN(L+N)<Kn(M,+N) ve KN(M+N)<<K oldugundan
KN(L+N)<<K dir. O halde NN(K+L)<KN(L+N)+LN(K+N)<<K+L

dir. Boylece K+L, N nin M de bir tiimleyenidir. K, M, nin ve L, M, in direkt

toplam terimleri oldugundan K+L=K® L de M nin bir direkt toplam terimidir.
Boylece M =M, ® M, @ -timlenmistir.

Tammm 3.2.3. M ve N R-modiiller olmak tizere f:M — N bir epimorfizma ve
Cek f <<M 1ise, f epimorfizmasina Kkiiciik epimorfizma veya ortii denir. Bu
durumda M modiiliine f :M — N kiiciik epimorfizmasi ile birlikte N modiiliiniin
kiiciik ortiisit denir. Eger M projektif ise M modiiline f M — N kigik
epimorfizmasi ile birlikte N modiiliiniin projektif ortiisii denir (Alizade ve Pancar,

1999).

Tanim 3.2.4. M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin her boliim modiilii bir projektif

ortiiye sahip ise M modiiliine yari-miikemmel modiil denir (Wisbauer, 1991).

Tamim 3.2.5. R bir halka olsun. R sol (sag) R-modiilii yari-miikkemmel ise, R

halkasma yari-miikemmel denir (Wisbauer, 1991).

Herhangi bir halkanin yari-miitkemmel olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her

sonlu tiretilmis modiiliin projektif 6rtiiye sahip olmasidir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.2.6. M bir projektif modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.
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(i) M yari-miikemmeldir.
(ii) M timlenmistir.
(iii) M @ -tiimlenmistir (Harmanc1 ve ark, 1999).

Sonug 3.2.7. R bir halka olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir.

(i ) R yari-miikkemmeldir.

il ) R R timlenmigtir.

(
(iii) xR @ -tiimlenmistir.
(

iv) Her sonlu tiretilmis serbest R -modiil timlenmistir (Wisbauer, 1991).

Tamim 3.2.8. R bir halka olsun. R/ RadR yari-basit halka ise, R ye yari-lokal
halka denir (Facchini, 1998).

Tamm 3.2.9. R keyfi bir halka olsun. Her sol R -modiil projektif ortiiye sahip ise, R
ye sol miikemmel halka denir (Wisbauer, 1991).
R halkasinin sol mitkkemmel olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin yari-lokal

sol Bass halka olmasidir (Wisbauer, 1991).

Teorem 3.2.10. R halkasinin sol miikemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her sol

R -modiiliin (bol) tiimlenmis olmasidir (Wisbauer, 1991).

3.3. Genellestirilmis Tiimlenmis ve Genellestirilmis @ -Tiimlenmis Modiiller

Tanm 3.3.1. M bir R-modiil, U ve V' M nin iki alt modiilii olsun. M =U +V ve
UNV<RadV ise V ye U nun M de bir genellestirilmis tiimleyeni denir. M R -
modiiliiniin her alt modilii bir genellestirilmis tiimleyene sahip ise M ye bir
genellestirilmis tiimlenmis modiil veya kisaca GT-modiil denir (Xue, 1996).

Bu tanimdan da goriilecegi lizere bir modiiliin radikali kiigiik alt modiillerinin
toplami oldugundan her tiimleyen bir genellestirilmis tiimleyendir. Dolayisiyla her
timlenmis modiil bir genellestirilmis tiimlenmis modiildir. Ancak her

genellestirilmis tlimlenmis modiil tiimlenmis modiil olmayabilir.
Onerme 3.3.2. M bir R-modil N,K<M olsun. N+K, M de bir X

genellestirilmis tiimleyenine ve N ﬁ(K+X ) de N de bir Y genellestirilmis
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timleyenine sahip olsun. Bu takdirde X+Y, M de K nmn bir genellestirilmis
tiimleyenidir (Calisict ve Tiirkmen, 2010).
Ispat: X, M de N+K nm bir genellestirilmis timleyeni oldugundan

M=(N+K)+X ve (N+K)NX<RadX dir. Nn(K+X), N de bir ¥
genellestirilmis ~ tiimleyene ~ sahip  oldugundan N =[N (K+X)]+Y ve
(K+X)NY <RadY olur. Buradan M =N+K+X =[(N(K+X))+Y |+K+X
=K+(X+Y) dir. Kn(X+Y)SXN(K+Y)+YN(K+X)<SXN(K+N)+
Y N (K+X)<RadX + RadY < Rad (X +Y) bulunur. Dolaysiyla X+Y, M de K
nin bir genellestirilmis tiimleyenidir.

Tamim 3.3.3. M bir R-modiil olsun. M nin her alt modiilii M de bir direkt toplam
terimi olacak sekilde bir genellestirilmis tiimleyene sahipse M ye bir

genellestirilmis © -tiimlenmis modiil denir (Calisict ve Tiirkmen, 2010).

@ -tiimlenmis modiiller genellestirilmis @ -tlimlenmistir. Ancak tersi her

zaman dogru degildir.

Teorem 3.3.4. Sonlu sayida genellestirilmis @ -tiimlenmis R -modiillerin direkt

toplami da genellestirilmis @ -tiimlenmistir (Calisic1 ve Tiirkmen, 2010).

Ispat: n herhangi bir pozitif tam say1 olmak iizere M,, (1 <i< n) genellestirilmis
@ -tiimlenmis R -modiillerin herhangi bir sonlu ailesive M =M, &M, D---OM,
olsun. Ispatt n=2 i¢in yapahm. M =M @M, ve K, M nin keyfi bir alt modiilii
olsun. Buradan M =M, +M,+K olup M, +M,+K, M de bir 0 genellestirilmis
timleyenine  sahiptir. M,  genellestirilmis @ -timlenmis  oldugundan
M, m(M ,+K ), M, de bir direkt toplam terimi olacak sekilde X genellestirilmis
tiimleyenine sahiptir. Bu takdirde Onerme 3.3.2 den X, M de M,+K nm bir
genellestirilmig tiimleyenidir. M, de bir genellestirilmis @ -tiimlenmis modiil
oldugundan M, N(K+X), M, de bir direkt toplam terimi olacak sekilde Y

genellestirilmis tiimleyenine sahiptir. Onerme 3.3.2 tekrar uygulanirsa X +Y, M de

K nmn bir genellestirilmis timleyeni olur. X, M, in bir direkt toplam terimi ve Y
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de M, nin bir direkt toplam terimi oldugundan X @Y, M nin bir direkt toplam

terimidir. Bu ispat benzer sekilde n >2 icin yapilabilir.

Teorem 3.3.5. M bir projektif modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(i ) M bir yari-mitkemmel modiildiir.

(ii ) M bir genellestirilmis @ -ttimlenmis modiildiir (Ttrkmen, 2013 ).

Teorem 3.3.6. M sonlu iretilmis bir R-modiil olsun. Bu takdirde M nin
genellestirilmis @ -tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin @ -tiimlenmis

olmasidir (Calisic1 ve Tiirkmen, 2010).

Ispat: (=) M nin herhangi bir N alt modiiliinii alalm. M genellestirilmis © -

timlenmis oldugundan N nin M de direkt toplam terimi olacak sekilde bir K

genellestirilmis tiimleyeni vardir. Buradan M =N+K, NNK<RadK ve
M =K®L olacak sekilde 3K, L <M vardir. Teorem 2.2.9 geregince K sonlu

iiretilmistir. Sonug 2.9.9 dan RadK << K elde edilir. Teorem 2.8.2 (i) geregince

NNK<<K olup K, N nin M de bir tiimleyeni olur. Dolayisiyla M @ -

tiimlenmistir.

(<:) Aciktir.

Tamim 3.3.7. M bir R-modiil olsun. Eger M nin her dual sonlu alt modiili M nin
direkt toplam terimi olan bir genellestirilmis tiimleyene sahip ise M ye dual sonlu

genellestirilmis © -tiimlenmis modiil denir (Kosan, 2009).

Onerme 3.3.8. M sonlu iiretilmis bir R -modiil olsun. M nin genellestirilmis @ -
timlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin dual sonlu genellestirilmis & -
tiimlenmis olmasidir (Ecevit ve ark., 2012).

Ispat: M modiilii sonlu iiretilmis oldugundan her alt modiilii dual sonlu olup istenen

elde edilir.

Tamim 3.3.9. M bir R-modiil olsun. RadM , M modiiliinde bir tiimleyene sahipse
M modiiliine radikal tiimlenmis modiil denir (Z6schinger, 1974).
Radikal tiimlenmis modiillerden daha kuvvetli bir yap1 olarak asagidaki tanim

verilebilir.
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Tamim 3.3.10. M bir modiil olsun. M modiiliiniin RadM alt modiiliinii kapsayan
her alt modiili M de tiimleyene sahipse, M ye giiclii radikal tiimlenmis modiil

denir (Biiyiikasik ve Tiirkmen, 2011).

Teorem 3.3.11. M, RadM <<M kosulunu saglayan bir R-modiil olsun. Bu
takdirde M modiiliiniin tiimlenmis modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M
modiiliiniin gii¢clii radikal tiimlenmis modiil olmasidir (Biiyiikasik ve Tiirkmen,
2011).

@ -tiimlenmis modiillerin genellemesi veya bagka bir ifadeyle radikal

tiimlenmis modiillerden daha kuvvetli bir yap1 olarak asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 3.3.12. M bir modiil olsun. RadM , M modiilinde direkt toplam terimi
olacak sekilde bir tiimleyene sahipse, M modiiliine @ -radikal tiimlenmis modiil

denir (Nisanc1 Tiirkmen ve Pancar, 2013).

Tamim 3.3.13. M bir modiil olsun. M modiiliiniin RadM alt modiiliinii kapsayan
her alt modiili M modiilinde direkt toplam terimi olacak sekilde bir tiimleyene
sahipse, M modiiliine giiglii @ -radikal tiimlenmis modiil denir (Nisanc1 Tirkmen

ve Pancar, 2013).

Teorem 3.3.14. R halkasinin yari-mitkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
sonlu iiretilmis serbest R -modiiliin giiglii @ -radikal tiimlenmis olmasidir (Nisanc1

Tiirkmen ve Pancar, 2013).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. T-Toplam

Tanmm 4.1.1. M bir R-modil ve U, V <M olsun. Eger U ve V M de
birbirlerinin tiimleyenleri ise M ye U ve V nin bir t-toplam denir. Eger M, U
ve V nin bir t-toplamiise M =U+V, UNV <<U ve UNV <<V olur. U ile V
ye t-toplam terimleri, A/ modiliiniin bu sekildeki yazilisina da M nin bir t-
ayrisimi denir.

M =U®V ise, U ile V nin M modiiliinde t-toplam terimi oldugu agiktir.

Teorem 4.1.2. M bir R-modiil olsun. M nin bol tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul M nin her U alt modiilii igin X <U ve UNY <<Y olacak sekilde M

nin bir M = X +Y t-ayrisiminin bulunmasidir.

Ispat: (=) M bol tiimlenmis olsun. M nin herhangi bir U alt modiiliinii alalim.

M bol timlenmis oldugundan tiimlenmis olup U nun M de bir Y tiimleyeni
vardir. Bu durumda M =U+Y ve UNnY<<Y olur. M=U+Y ve M bol
timlenmis oldugundan Y nin M de X <U olacak sekilde bir X tiimleyeni vardir.
Ohalde M =X+Y ve XNY << X olur. Ayrica X <U ve UNY <<Y oldugu goz
Oniine almirsa X MY <<Y olur. Béylece X <U ve UNY <<Y olacak sekilde M
nin bir M = X +7Y t-ayrisimi bulunur.

(<) M nin herhangi bir U alt modiiliinii alahm. M =U+V olsun. Hipotezden

X<UNV ve UNVNY<<Y olacak sekilde M nin bir M =X +Y t-ayrisimi
vardir. M =X +Y ve X <UNV <V oldugundan modiiler kuraldan V' =X +V Y
olup M=U+V=U+X+VnY=U+VNY olur. Yine hipotezden S<V Y ve
VY NT <<T olacak sekilde M nin bir M =S+7T t-ayrisimi vardir. S<V Y
ve M =S+T oldugundan modiiler kuraldan VY =8S+V YT elde edilir.
Ayrica VY NT<<T oldugundan M =U+V Y =U+S+VnYnT=U+S
olur. Burada UNnS<UNV NY <<Y oldugundan UNS << M olup S, M de bir

tiimleyen oldugundan Onerme 3.1.6. (v) den UNnS<<S olur. Yani U, Mde
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S <V olacak sekilde bir S tiimleyenine sahiptir. Boylece U , M de bol timleyene
sahip olup M bol tiimlenmistir.

Tanim 4.1.3. M bir R -modiil ve {U, }I_E[ , M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.

Eger her iel icin U, ve Z U,, M de birbirlerinin tiimleyenleri ise, M ye

l kel-{i}

{U .}iel ailesinin bir t-toplam denir.

1

Onerme 4.1.4. M bir 7 -projektif R -modiil ve U ile ¥ nin bir t-toplami olsun. Bu
durumda UV =0 olup M =U @V esitligi vardir (Wisbauer, 1991).

Ispat: UxV modiiliiniin P:{(u,—u)|u eUﬁV} alt modiiliinii ele alalim. Eger
P:{(0,0)} oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. P={(u,—u)|u eUﬁV}
<(UnV)x0+0x(UNV) oldugu gosterilebili. M, U ve V nin bir t-toplami
oldugundan U NV <<U ve UV <<V olur. Bu durumda (U NV )x0<<Ux0,
0x(UNV)<<0xV olup, P<(UNV)x0+0x(UNV)<<Ux0+0xV =UxV dir.

Burada P, f:UxV —>M, (u, v) —>u+v homomofizmasmin c¢ekirdegi oldugu
gosterilebilir. M modili 7 -projektif oldugundan Teorem 2.5.10 geregince f
parcalanabilirdir. Dolayisiyla fog=1,, olacak sekilde bir g:M >UxV

homomorfizmasi vardir. Bu durumda Teorem 2.5.7 geregince

UxV =Gorg®Cek f oldugundan UxV =Gorg®P olup P<<UxV

oldugundan bu durum ancak P = {(0, O)} olmasiyla miimkiindiir.

Onerme 4.1.4 iin genellemesi olarak Sonug 4.1.5 verilebilir.
Sonuc 4.1.5. M bir R-modiil ve {Ul.}l_el, M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.
M 7 -projektif ve {U, }, , ailesinin bir t-toplami ise, M =®U, olur.

Ispat: M, 7 -projektif ve {U,} _, ailesinin bir t-toplami olsun. Bu durumda her

kel i¢gin U, ve Z U,, M de birbirlerinin tiimleyenleri olup Onerme 4.1.4

ie/—{k}

geregince U, m( Z Ul.] =0 bulunur. O halde M =®U, olup istenen elde edilir.

iel—{k}
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Yardimer Teorem 4.1.6. M bir R-modiil ve V', U nun M de bir tiimleyeni ve K,
T<V olsun. T, K nin V' de bir tiimleyeni olmasi1 i¢in gerek ve yeter kosul 7'

modiiliiniin U + K nin M de bir tiimleyeni olmasidir (Nebiyev ve Pancar, 2013).
Ispat: (=) T, K nmn V de bir tiimleyeni olsun. U+K +7, =M olan herhangi
T, <T alalm. K, 7, <V oldugundan K+7, <V olup ayrica U+K+T,=M ve
V, U nun M de bir tiimleyeni oldugundan K +7; =V olur. O halde 7, K nm
V' de bir tiimleyeni oldugundan 7, =7 olup 7 modili U+K nin M de bir
tiimleyeni olur.

(<) T, U+K nn M de bir tiimleyeni olsun. K +7; =V olan herhangi 7, <T
alahm. Bu durumda M =U+V =U+K+1T, olup I, <T ve T, U+K nn M de
bir tiimleyeni oldugundan 7, =7 olur. O halde 7, K nin V' de bir tiimleyeni olup
istenen elde edilir.

Onerme 4.1.7. M, U ve V nin bir t-toplami olsun. Eger K, S nin U da bir
timleyeni ve 7', L nin V de bir timleyeni ise K+7, S+L nin M de bir
tiimleyeni olur (Nebiyev ve Pancar, 2013).

Ispat: Kabul edelim ki K, S nin U da bir tiimleyeni, 7 de L nin V de bir

timleyeni olsun. Bu durumda M =U+V =S+K+L+T=S+L+K+T bulunur.
Ayrica Yardimei Teorem 4.1.6 dan K modiilii V' + S nin, 7 de U+ L nin M de bir

timleyeni olup (V+S)NK<<K wve (U+L)NT<<T olur. O halde

(S+L)N(K+T)<(S+L+K)NT+(S+L+T)NK =(U+L)NT+(V+S)nK
<<T+K=K+T olup K+T', S+L nin M de bir tiimleyeni olur.

Onerme 4.1.7 den asagidaki sonuglar kolayca elde edilebilir.
Sonu¢ 4.1.8. M, U, U,,..,U, nm bir t-toplami olsun. Eger K,, 7, nin U,
(i=12,..,n) de bir timleyeni ise K,+K,+:-+K, de T,+T,+---+T, nin M de
bir tiimleyenidir.
Sonu¢ 4.1.9. M, U, U,,., U, nin bir t-toplam olsun. Eger U,, K, ve T,
(i=1,2,...,n) nin bir t-toplam1 ise M, K, +K, +--+K, ve T, +T,+---+T, nin bir

t-toplamudir.
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Sonug 4.1.10. M, U,,U,,...,U, nin bir t-toplami olsun. Eger K,, U, (i=12,...,n)

de bir tlimleyen ise K, + K, +---+ K, de M de bir timleyendir.

Sonug¢ 4.1.11. M, U,U,,..,U, nin bir t-toplami1 olsun. Eger K,, U, (i=1,2,...,n)

nin bir t-toplam terimi ise K, + K, +---+ K, de M nin bir t-toplam terimidir.

Onerme 4.1.12. M, U ile V nin bir t-toplami ve L, T <V olsun. Bu takdirde V
nin L ile T nin bir t-toplami1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin hem U + L ile
T nin hemde U+T ile L nin bir t-toplam1 olmasidir.

Ispat: (=) V', L ile T nin bir t-toplami olsun. 7', L nin ¥ de bir tiimleyeni ve
V', U nun M de bir tiimleyeni oldugundan Yardimci Teorem 4.1.6 dan 7', U + L
nin M de bir tiimleyeni olur. Bu takdirde (U +L)mT <<T dir. Benzer sekilde

(U+T)NL<<L oldugu gosterilebili. UV <<U oldugundan (U+L)NT <
UN(L+T)+ L(U+T)=UnV+({U+T)NL<<U+L olr. (U+L)NT<<T,

(U+L)NT <<U+L ve M =U+V =(U+L)+T oldugundan M, U+L ve T nin

bir t-toplamidir. Benzer iglemler yapilarak M nin U+7 ve L nin bir t-toplami
oldugu gosterilebilir.

(<:) Kabulden 7, U+ L nin M de bir tiimleyenidir. O halde Yardimci Teorem

4.1.61ile T, L nin V de bir tiimleyenidir. Benzer sekilde L de 7 nin V' de bir

tiimleyenidir. Boylece V', T ve L nin bir t-toplanmdir.

Teorem 4.1.13. M, {U,}  ailesinin bir t-toplam olsun. Bu durumda

1

RadM =" RadU, olur.

iel

Ispat: ZRadUiSRadM oldugu aciktir. Tersine bir xe RadM  alalim.

iel

xeM =) U, oldugundan x=x, +x, +---+x, olacak sekilde 3i,i,,....i, el ve

iel
dx, €U, , 3x, €U, ,..., Ix, €U, vardwr. 1<¢<n olmak tizere Rx, +S=U, olan

herhangi bir §<U, alalim. Burada Rx+S+ ) U, =M oldugu gosterilebilir.

ie/—{i,}

Rx+S+ ) U =M ve Rx<<M oldugundan S+ > U,=M olup ayrica

ie/—{i,} iEI_{it}
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S<U, ve U, > U, nin M de bir timleyeni oldugundan S=U, bulunur. O

l iel—{l,}
halde Rx, <<U, olup x, €Rad U, olur. Dolayisiyla

X=x+x +-+x €Y RadU, olup RadM <) RadU, elde edilir. Sonug olarak

iel iel

RadM =" RadU, dir.

iel

4.2. T-Radikal Tiimlenmis ve Giiclii T-Radikal Tiimlenmis Modiiller

Tamim 4.2.1. M bir R -modiil olsun. RadM , M modiiliinde t-toplam terimi olacak

sekilde bir tiimleyene sahipse M modiiliine t-radikal tiimlenmis modiil denir.

O halde M t-radikal timlenmis modiil ise, M = RadM + K , RadM N K << K
ve M=K+L, KNL<<K, KNL<<L olacak sekilde K, L <M vardur.

Her @ -radikal tiimlenmis modiil t-radikal tiimlenmistir ve her t-radikal

tiimlenmis modiil radikal tiimlenmistir.

Tamim 4.2.2. M bir R -modiil olsun. M modiiliiniin RadM alt modiiliinii kapsayan
her alt modiili M modiiliinde t-toplam terimi olacak sekilde bir tiimleyene sahipse,
M modiiliine giiclii t-radikal tiimlenmis modiil denir.

O halde M giiclii t-radikal tiimlenmis modiil ise, RadM < K olmak iizere M
nin her K alt modiilii icin M =K+ L, KNL<<L olacak sekilde M nin bir L t-
toplam terimi vardir.

Gicli t-radikal tiimlenmis modiillerin, gii¢li radikal tiimlenmis oldugu ve

gliclii @ -radikal tiimlenmis modiillerin, gii¢lii t-radikal tiimlenmis oldugu agiktir.

Onerme 4.2.3. Her tiimlenmis modiil giiglii t-radikal tiimlenmistir.

Ispat: M tiimlenmis modiil ve RadM <U <M olsun. M tiimlenmis modiil
oldugundan U nun M de bir V' timleyeni vardir. Yine M tiimlenmis modiil
oldugundan ¥ nin M de bir V' timleyeni vardir. O halde M =V+V',
VAV <<V' olur. VNV’ <<V' oldugundan ¥V nV'<<M dir. Buradan Onerme
3.1.6 (v) geregince VNV'<<V olur. O halde ¥ ve V', M de birbirlerinin
timleyeni olup ¥, M nin bir t-toplam terimidir. Dolayisiyla M gii¢lii t-radikal

tiimlenmistir.
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Bu béliimiin sonunda Onerme 4.2.3 iin tersinin her zaman dogru olmadigina dair bir

ornek verilecektir.

Onerme 4.2.4. Her radikal modiil (giiclii) t-radikal tiimlenmistir.

Ispat: M bir radikal modiil olsun. M =RadM +0 ve RadM n0=0<<0 ve
M=0+M, 0NnM=0<<0 ve 0NM =0<<M oldugundan M modiiliiniin
RadM alt modiili M de t-toplam terimi olacak sekilde bir tiimleyene sahiptir.
Dolayisiyla M t-radikal tiimlenmistir. Yine M modiiliiniin RadM alt modiiliini
kapsayan M den farkli bir alt modili olmadigindan M giicli t-radikal

tiimlenmistir.

Sonu¢ 4.2.5. Her M R -modiilii igin P(M) giiglii t-radikal tiimlenmistir.
Ispat: M keyfi bir R-modiil olsun. RadP(M )= P(M) oldugundan Onerme 4.2.4

geregi P(M) giiclii t-radikal tiimlenmistir.

Onerme 4.2.6. RadM <<M kosulunu saglayan her M modiilii t-radikal
tiimlenmistir.

Ispat: M, RadM <<M kosulunu saglasm. M =RadM + N kosulunu saglayan
N<M alt modilini alalim. RadM <<M oldugundan M =N dir.
RadM "N <<N ve M=N+0, Nn0=0<<0, Nn0=0<< N oldugundan M

modiilii t-radikal tiimlenmistir.
Sonu¢ 4.2.7. Her es atom modiil t-radikal tiimlenmistir.

Sonuc 4.2.8. R halkas: sol Bass halka ise sifirdan farkli her sol R -modiil t-radikal
tiimlenmistir.

Ispat: R sol Bass halka olsun. Bu takdirde Onerme 2.9.16 geregince sifirdan farkli
her sol M R -modiilii i¢in RadM << M dir. O halde Onerme 4.2.6 dan istenen elde
edilir.

Yardimc1 Teorem 4.2.9. M (giiglii) t-radikal tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde
M t-toplam terimi olan radikal alt modiile sahiptir.

Ispat: M (giiglii) t-radikal timlenmis modiil olsun. Bu takdirde M = RadM +V ,
RadM NV <<V, M=V+V', VV'<<V ve VV'<<V' olacak sekilde 7V,
V'<M vardir. RadV'=V' oldugunu gosterelim. RadM NV <<V  ve
RadM NV =RadV oldugundan RadV <<V dir. M=V +V', VAV <<V ve
VAV'<<V' oldugundan Teorem 4.1.13 den RadM = RadV + RadV' olur. Buradan
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M =V +RadV' bulunur. Esitligin her iki tarafinin V' ile arakesiti alinip modiiler

kural uygulanirsa V'=RadV'+(V V') elde edili. VnV'<<V' oldugundan

RadV' =V" bulunur. Dolayisiyla V', M nin radikal bir t-toplam terimi olur.

Onerme 4.2.10. M indirgenmis modiil olsun. M (giiclii) t-radikal tiimlenmis ise,
RadM << M dir.

Ispat: M (giiclii) t-radikal timlenmis oldugundan M = RadM +V , RadM NV <<V
ve M=V+V', VAV <<V, VV'<<V'" kosullarin saglayan M modiiliiniin V",
V' alt modiilleri vardir. RadM NV = RadV oldugundan RadV <<V olur. Yardimci
Teorem 4.2.9 dan RadV'=V" olur. M indirgenmis modiil oldugundan V'=0 olup
M =V bulunur. O halde RadM =M "N RadM =V N RadM = RadV <<V =M olur.

Onerme 4.2.3 ve ilgili tanimlar yardimiyla Onerme 4.2.11 elde edilir.

Onerme 4.2.11. M bir R-modiil ve RadM << M olsun. Bu takdirde asagidaki
ifadeler denktir.

(i) M giiclii t-radikal tiimlenmistir.

(ii) M giiglii radikal tiimlenmistir.

(iii) M timlenmistir.

Ispat: (i) = (ii) Agiktr.

(ii) = (iii) Teorem 3.3.11 den agiktur.

(iti) = (i) Onerme 4.2.3 den agiktur.

Onerme 4.2.12. M bir dagilml giiclii t-radikal tiimlenmis modiil olsun. U, M
modiiliiniin bir alt modiilii olmak {lizere M /U bdlim modiilii de giiclii t-radikal

tiimlenmistir.

ispat: U, M modilinin bir alt modili ve V/U, M /U bolim modiliinin

Rad(M /U)cV /U kosulunu saglayan bir alt modilii olsun. Burada

(RadM +U)/U < Rad(M /U) oldugu gbsterilebilir. Buradan RadM <V olur.

M giglii t-radikal timlenmis oldugundan ¥ nin M de t-toplam terimi olacak
sekilde bir tiimleyeni vardir. O halde M =V+T, VAT<<T ve M=T+T',
TNT'<<T ve TNT'<<T" olacak sekilde 7', T'<M vardir. Onerme 3.1.6 (iv)

den (T+U)/U, V/U nun M /U da bir timleyeni olur. Simdi (7+U)/U nun
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M /U da bir ttoplam terimi oldugunu gosterelim. M =T+T" oldugundan
M/U=(T+U)/U+(T'+U)/U  olur. M dagilmh modiil oldugundan
U+(TAT)=(U+T)n(U+T") olup [(T+U)/U]n[(T'+U) /U =
[(T+U)N(T'+U)]/U =(U+(TNT"))/U olur. TNT'<<T ve TNT'<<T'
oldugundan  (U+(TNT"))/U<<(T+U)/U  ve (U+(TNT"))/U<<

(I'+U)/U yazilabilir. Béylece (T+U)/U, M /U da bir t-toplam terimi olur.

Sonug olarak M /U bdliim modiilii giiclii t-radikal tlimlenmistir.

Teorem 4.2.13. M, M, ve M, nin bir t-toplam: olsun. Eger M, ve M, t-radikal

timlenmis modiiller ise M de t-radikal timlenmistir.

Ispat: M, t-radikal tiimlenmis modiil oldugundan RadM, in M, de t-toplam terimi
olacak sekilde bir V| tiimleyeni vardir. M, t-radikal tiimlenmis modiil oldugundan
RadM, nin de M, de t-toplam terimi olacak sekilde bir V, timleyeni vardir. M ,

M, ve M, nmn bir t-toplami oldugundan Teorem 4.1.13 geregince

I
RadM = RadM, + RadM, olur. V;, RadM, in M, de bir timleyeni ve V, de
RadM, nin M, de bir tiimleyeni oldugundan Onerme 4.1.7 geregince V,+V,,
RadM = RadM, + RadM, nin M de bir timleyenidir. Ayrica V;, M, in bir t-toplam
terimi ve V,, M, nin bir t-toplam terimi oldugundan Sonug¢ 4.1.11 den V, +V,, M
de bir t-toplam terimi olup M , t-radikal tlimlenmis modiildiir.

Sonuc 4.2.14. T-radikal tlimlenmis modiillerin sonlu sayidaki t-toplami da t-radikal

tiimlenmistir.

Onerme 4.2.15. R lokal olmayan bir degismeli bolge ve M bir injektif R -modiil
olsun. Bu takdirde M (gii¢lii) t-radikal tlimlenmis modiildiir.

Ispat: M injektif bir R -modiil ve R lokal olmayan degismeli bir bolge oldugundan
Teorem 2.10.5 geregince M radikal modiildiir. Dolayisiyla M (gii¢lii) t-radikal

tiimlenmis modiildiir.

Sonug 4.2.16. Lokal olmayan degismeli bir bolge lizerindeki her modiil bir (giiclii) t-

radikal timlenmis modiiliin alt modiiliidiir.
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Ornek 4.2.17. Z lokal olmayan degismeli bir bolge ve ,Q modiilii injektif
oldugundan Teorem 2.10.5 geregince RadQ=Q olur. O halde Onerme 4.2.4
geregince ,(Q giiclii t-radikal timlenmis modiildiir. Ancak ,Q burulmasiz modiil

oldugundan Teorem 3.1.15 geregince tiimlenmis degildir.

Teorem 4.2.18 R keyfi bir halka olsun. R halkasi sol miikemmel ise her sol R -
modiil giiclii t-radikal tiimlenmistir.
Ispat: R sol milkemmel halka olsun. Bu takdirde Teorem 3.2.10 dan her sol R-
modiil tiimlenmis olup Onerme 4.2.3 den her sol R-modiil giiclii t-radikal
tiimlenmistir.

Asagidaki sema (giiclii) t-radikal timlenmis modiillerin diger modiil simiflar1
icindeki yerini gostermektedir.

Giigli @ -Radikal
Tiimlenmis Modiil

\

@ -Radikal Giiglii T-Radikal
Tiimlenmis Modiil Tiimlenmis Modiil
\ T- Radikal ‘/ \‘ Giiclii Radikal
Tiimlenmis Modiil Tiimlenmis Modiil
Radikal

Tiimlenmis Modiil
Sekil 4.1. Giiglii t-radikal tlimlenmis modiillerin yeri
4.3. T-Genellestirilmis Tiimlenmis Modiiller

Tamim 4.3.1. M bir R-modiil olsun. M nin her alt modiilinin M de tiimleyen
olan en az bir genellestirilmis tiimleyeni varsa M ye t-genellestirilmis tiimlenmis
modiil denir. Bu takdirde M , t-genellestirilmis tiimlenmis modiil ise her N <M
icin M=N+K, NNK<RadK ve M=K+L, KNL<<K olacak sekilde K,
L <M vardrr.

Aciktir ki genellestirilmis @ -timlenmis modiiller t-genellestirilmis

tiimlenmistir. Ancak bunun tersi her zaman dogru olmayabilir (Bkz. Ornek 4.4.7).
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Her tiimlenmis modiil t-genellestirilmis tiimlenmistir. Ancak bunun tersi her zaman
dogru olmayabilir (Bkz. Ornek 4.3.7 ve Ornek 4.3.8). Oyuk modiiller tiimlenmis

oldugundan t-genellestirilmis tiimlenmistir.

Onerme 4.3.2. Sonlu sayidaki t-genellestirilmis tiimlenmis R -modiiliin t-toplami da
t-genellestirilmis timlenmistir.

Ispat: n bir pozitif tam say1 I ={1,2,...,n} olmak tizere M modiilii {M,} t-

iel ?
genellestirilmis tiimlenmis R -modiillerin herhangi bir t-toplami1 olsun. Ispat1 n =2

i¢in yapalim. M modiili M, ve M, modiillerinin bir t-toplami1 ve N, M nin keyfi
bir alt modiilii olsun. Buradan M =M ,+M,+N olur. M, t-genellestirilmis
tiimlenmis modiil oldugundan M, (M, +N) nin M, de timleyen olan bir K
genellestirilmis ~ tiimleyeni ~ vardi. O  haldle M,=M,N(M,+N)+K,
[(M,+N)nM,|nK<RadK ve M,=K+K', KNK'<<K  olacak sekilde
K'< M, vardir. Buradan

M=M+M,+N=M +M,N(M,+N)+K+N=M,+N+K elde edilir.
[(M,+N)"M,|nK =(M,+N)NK oldugundan (M, +N)NK < RadK bulunur.
O haldle K, M, +N nin M de bir genellestirilmis tiimleyenidir. M, t-
genellestirilmis tiimlenmis oldugundan M, ﬁ(K +N ) nin M, de tiimleyen olan bir
L genellestirilmig  tiimleyeni  vardir.  Yani M, =M N (K +N ) +L,
M, N(K+N)NLcRadL ve M,=L+L', LNL' <<L olacak sekilde L'<M,
vardir. Buradan M =M +N+K=M N(K+N)+L+N+K=K+N+L olur.
M,N(K+N)NL=(K+N)NL oldugundan (K+N)NLc RadL dir. O halde
NN(K+L)SKN(N+L)+LN(N+K)<KN(M,+N)+(K+N)NLc RadK +
RadL — Rad (K +L) olur. Bu durumda M=N+(K+L) ve
NN (K+L)cRad(K+L) oldugundan K+L, N nin M de bir genellestirilmis
timleyenidir. M , M, ve M, nin bir t-toplami, K, M, de timleyen ve L, M, de

timleyen oldugundan Sonug 4.1.11 den K+ L, M de bir timleyendir. N nin M de
timleyen olan bir genellestirilmis tiimleyeni bulundugundan M t-genellestirilmis

timlenmistir. n > 2 i¢in benzer sekilde ispatlanabilir.
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Sonug 4.3.3. Sonlu sayida t-genellestirilmis timlenmis R -modiiliin direkt toplam1 da
t-genellestirilmis timlenmistir.

Onerme 4.3.4. M bir R-modiil ve RadM << M olsun. M nin t-genellestirilmis
tiimlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin tiimlenmis olmasidir.

Ispat: N, M nin herhangi bir alt modiilii olsun.

(:>) M t-genellestirilmis tiimlenmis oldugundan M =N+K, NNK < RadK ve
K, M de timleyen olacak sekilde K <M vardir. NN K < RadK < RadM oldugu
agiktir. Ayrica RadM << M oldugundan N NK << M olur. Onerme 3.1.6 (v) den
NNK <<K elde edilir. O halde K, N nin M de bir timleyenidir. Dolayisiyla
M tiimlenmis modiildiir.

(<) M tiimlenmis oldugundan M =N +K ve NNK <<K olacak sekilde K <M

vardr. NNK < RadK oldugundan K, M de N nin bir genellestirilmis
timleyenidir. M nin her alt modiiliiniin tiimleyen olan bir genellestirilmis tiimleyeni

bulundugundan M bir t-genellestirilmis tiimlenmis modiildiir.

Sonug 4.3.5. (i ) Her es-atom t-genellestirilmis timlenmis modiil, tiimlenmistir.

(ii ) Her sonlu tiretilmis t-genellestirilmis timlenmis modiil, timlenmistir.

Onerme 4.3.6. M radikal modiil ise, M t-genellestirilmis tiimlenmistir.

Ispat: M nin herhangi bir N alt modilini alalm. N+M =M ve
NNM c M =RadM oldugundan M, N nin bir genellestirilmis tiimleyenidir.
Ayrica M, 0 m bir timleyenidir. Dolayisiyla M t-genellestirilmis tiimlenmis
modiildiir.

Asagidaki 1ki Ornek genel olarak t-genellestirilmis tiimlenmis modiiliin
tiimlenmis olmas1 gerekmedigini gostermektedir. Bunun i¢in kullanilan ilk 6rnekteki
M modilii RadM =M sartin1 saglamaktadir. Fakat ikinci 6rnek RadM # M olacak
sekildeki M modiilleri i¢in de istenilen sartlar1 saglayan modiillerin var oldugunu

gostermektedir.

Ornek 4.3.7. M, RadM =M sartim saglayan bir burulmasiz Z-modiil olsun.
Onerme 4.3.6 dan M t-genellestirilmis tiimlenmistir. Ancak Teorem 3.1.15 den M
timlenmis degildir. Dolayisiyla M @ -timlenmis degildir. M yerine Q burulmasiz
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Z -modiili almarak ,Q modiliinin @ -timlenmis olmayan t-genellestirilmis

tiimlenmis oldugu goriiliir.
Ornek 4.3.8. p bir asal tamsay1 olmak iizere M = Q®Z, sol Z-modiiliinii gbz
Oniine alalim. Burada RadM = Rad (@ @ Zp) =RadQ ® Rad (Zp) =Q®0 olup

RadM # M dir. Z , basit oldugundan t-genellestirilmis tiimlenmistir. O halde Sonug
433 geregince M t-genellestirilmis timlenmistir. Ancak @ tiimlenmis
olmadigindan M tiimlenmis degildir.

Onerme 4.3.9. M modiili M, ve M, modiillerinin t-toplami olsun. M, nin t-
genellestirilmis tlimlenmis modiil olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul M /M, in her
N/ M, alt modiilii icin K <M,, M =K+N ve NNK c RadM olacak sekilde M
nin bir K tiimleyen alt modiiliiniin olmasidir.

Ispat: (:>) Kabul edelim ki M, t-genellestirilmis tiimlenmis modil ve
N/M <M /M, olsun. M, t-genellestirilmis tiimlenmis modiil oldugundan
NN M, alt modilinin M, de tiimleyen olacak sekilde bir K genellestirilmis
timleyeni vardr. O haldle M,=NnM,+K, NnNM,NnKcRadK ve
M,=K+K', KNnK'<<K olacak sekilde K'<M, vardi. M =M +M,
oldugundan M =M, + NnM,+K =N +K olur. Ayrica NNK c RadK < RadM
olur. K, M, de bir tiimleyen ve M, M, ve M, nin bir t-toplam1 oldugundan Sonug
4.1.10dan K, M de bir tiimleyen alt modiildiir.

(<) Hipotezi saglayan bir M /M, béliim modiiliinii ele alalim. H <M, olsun. Bu
takdirde (H +M,)/M, <M /M, dir. Hipotez gerefince L<M,, M =L+H+M,
ve LN(H+M,)<c RadM olacak sekilde M nin bir L tiimleyen alt modiilii vardir.
M,=MnM,=(L+H)+M,"M, ve M,nM,<<M, oldugundan M,=L+H
elde edilir. Ayrica LNH<LN(H+M,)cRadM ve LNH<L oldugundan

Onerme 3.1.6 (vi) geregince LN H <L RadM = RadL dir. Buradan L, M, de

H nin bir genellestirilmis timleyenidir.
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Kabul edelim ki L, M de T nin bir tiimleyeni olsun. M =T+L ve TNL<<L
olur. M,=M,"M=M,(T+L)=L+M,nT ve M,NTNL<TNL<<L

oldugundan L, M, de M, T nin bir timleyenidir. Yani L, M, de bir tiimleyen
olur.

Teorem 4.3.10. M modili M, ve M, modillerinin t-toplami, M bir t-
genellestirilmis tiimlenmis modiil ve M nin M = K + M, kosulunu saglayan her K

timleyen alt modiilii icin K "M,, M de bir timleyen olsun. Bu takdirde M, t-

genellestirilmis tlimlenmis modiildiir.

Ispat: N/M, <M /M, olsun. M nin N "M, alt modiiliinii géz dniine alalim. M

t-genellestirilmis timlenmis oldugundan N N M, alt modiliiniin M de tiimleyen
olacak sekilde bir K' genellestirilmis tiimleyeni vardir. Yani M =(NNM,)+K' ve
(NNM,)NK'<RadK' olacak sekilde M de bir K' tiimleyen alt modiilii vardr.
Buradan M =N+K' olur. M =(NNM,)+K' esitliginin her iki tarafinin M, ile
arakesiti alinirsa M, =(NNM,)+(K'nM,) bulunur. K =M, K’ diyelim. Bu
takdirde M,=(NNM,)+K elde edili. M =M,+M, ve M, <N oldugundan
M=N+M,=N+(NnM,)+K=N+K olur. M=M,+K' ve K', M de bir

timleyen oldugundan hipotez geregince K, M de bir tiimleyen olur. Ayrica

NNK=(NNM,)NK'<RadK'<RadM dir. O halde Onerme 4.3.9 dan M, t-

genellestirilmis timlenmis modiildiir.

Yardimer Teorem 4.3.11. M bir t-genellestirilmis tiimlenmis modiil ve N <M

olsun. M modiilindeki her K tiimleyen alt modiilii i¢in (N+K)/N, M /N de bir

tiimleyen alt modiil ise, M / N boliim modiilii t-genellestirilmis tliimlenmistir.

Ispat: M nin N vyi kapsayan herhangi bir X alt modiiliinii alalm. M t-
genellestirilmis tiimlenmis oldugundan M =X+D=D+D', XnND<RadD ve
DN D' << D olacak sekilde D,D'<M vardr. M =X+D ve N<X oldugundan

M/N=(X+D)/N=X/N+(D+N)/N olur.Burada X N D < RadD oldugundan
[X/N]A[(D+N)/N]=(X"D+N)/N<(RadD+N)/N <Rad((D+N)/N)

olup (D+N )/ N, X/N nin M /N de bir genellestirilmis tiimleyeni olur. Ayrica
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D, M de bir timleyen oldugundan hipotez geregince (D+N)/N de M /N de bir

tiimleyendir. O halde (D+N)/N, X/N nin M /N de tiimleyen olacak sekilde bir
genellestirilmis tiimleyeni olup M / N t-genellestirilmis tiimlenmistir.

Teorem 4.3.12. M bir dagilimh t-genellestirilmis tiimlenmis modiil olsun. Bu
takdirde M nin her N alt modiilii igin M /N bir t-genellestirilmis tiimlenmis
modiildiir.

Ispat: D, M nin bir tiimleyen alt modiilii olsun. Bu takdirde M =D+D' ve
DND'<<D olacak sekildle D'<M vardr. M=D+D" oldugundan

M/N=(D+N)/N+(D'+N)/N  olur. M  dagihmli  oldugundan
N+(DND')=(N+D)n(N+D') esitligi saglanur. O halde
(D+N)/NA(D'+N)/N=[(D+N)n(D'+N)|/N =(N+(DnD'))/N  olur.
p:M —>M/N dogal homomorfizma yardimiyla Teorem 2.8.2 (iii) den
(D+N)/NN(D'+N)/N=(DND'+N)/N<<(D+N)/N bulunur. Buradan M

nin D tiimleyen alt modiilii igin (D+N)/N, M /N de bir tiimleyen alt modiil olur.

O halde Yardimci Teorem 4.3.11 den M /N bir t-genellestirilmis tiimlenmis

moduldiir.

4.4. Dual Sonlu T-Genellestirilmis Tiimlenmis Modiiller

Tanim 4.4.1. M bir R-modiil olsun. Eger M nin her dual sonlu alt modiili M de
timleyen olacak sekilde bir genellestirilmis tiimleyene sahipse M ye dual sonlu t-
genellestirilmis tiimlenmis modiil denir.

Her dual sonlu genellestirilmis @ -tiimlenmis modiiliin dual sonlu t-
genellestirilmis tiimlenmis oldugu aciktir. T-genellestirilmis tlimlenmis modiiller,
dual sonlu t-genellestirilmis tiimlenmistir. Eger modiil sonlu iiretilmis ise, bu

ifadenin tersinin de dogru oldugu aciktir.

Onerme 4.4.2. M bir R-modiil ve RadM <<M olsun. M nin dual sonlu t-
genellestirilmis tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin dual sonlu

tiimlenmis olmasidir.
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Ispat: (=) N, M nin herhangi bir dual sonlu alt modiilii olsun. M dual sonlu t-

genellestirilmis tiimlenmis oldugundan M =N+K, NNK c RadK ve K, M de
timleyen olacak sekilde K <M vardwr. NN K < RadK < RadM ve RadM << M

oldugundan N NK << M olup Onerme 3.1.6 (v) den NNK << K dir. O halde

K, N nin M de bir timleyenidir. Dolayisiyla M dual sonlu tiimlenmistir.

(<) M dual sonlu tiimlenmis oldugundan M nin herhangi bir N dual sonlu alt

modiili i¢cin M =N+K ve NNK<<K olacak sekilde K<M vardir.
NN K c RadK oldugundan K, M de N nin bir genellestirilmis timleyenidir. M
nin her dual sonlu alt modiiliiniin tiimleyen olan bir genellestirilmis tiimleyeni

bulundugundan M bir dual sonlu t-genellestirilmis tiimlenmis modiildiir.

Sonu¢ 4.4.3. M sonlu iretilmis bir R-modil olsun. M nin dual sonlu t-
genellestirilmis tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin dual sonlu
tiimlenmis olmasidir.

Ispat: Onerme 4.4.2 ve Sonug 2.9.9 dan agiktir.

Onerme 4.4.4. M, {Ui}id ailesinin bir t-toplami olsun. Eger her i € / i¢in U, dual
sonlu t-genellestirilmis timlenmis ise M de dual sonlu t-genellestirilmis
tiimlenmistir.

Ispat: K, M nin herhangi bir dual sonlu alt modiilii olsun. Hipotez geregince

M =Y U, oldugundan M =K +U, +U, +---+U, olacak sekilde 3ii,,....i, €/

iel
vardir. Burada Onerme 3.3.2 kullanilarak her ¢=1,2,...,n icin V., U de bir
timleyen olacak sekilde K nm M de bir V, +V, +---+V, genellestirilmis
timleyeninin oldugu gosterilebilir. Her ¢=1,2,...,n i¢in V,, U, de bir timleyen ve
M, {U;}_ ailesinin bir t-toplam:i oldugundan Sonu¢ 4.1.11 kullamlarak
V.+V, +--+V, nin M de bir timleyen oldugu gosterilebilir. Yani K nin M de
timleyen olan bir genellestirilmis tiimleyeni vardir. Dolayisiyla M dual sonlu t-

genellestirilmis timlenmistir.

Sonu¢ 4.4.5. Keyfi sayida dual sonlu t-genellestirilmis tiimlenmis R -modiiliin

direkt toplami da dual sonlu t-genellestirilmis tiimlenmistir.
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Teorem 4.4.6. M projektif ve sonlu iretilmis bir R-modiil olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler denktir.

i) M yari-miikemmeldir.
ii ) M genellestirilmis @ -tiimlenmis modiildiir.

(iii) M dual sonlu genellestirilmis @ -tiimlenmis modiildiir.
(iv) M t-genellestirilmis tiimlenmistir.

v) M dual sonlu t-genellestirilmis tiimlenmistir.
Ispat: (i)< (ii) Teorem 3.3.5 den agiktir. (ii)=> (iv) Agiktir. (iv)=(ii) M t-
genellestirilmis tiimlenmis ve sonlu iiretilmis oldugundan Onerme 4.3.4 geregince
M timlenmistir. Ayrica M projektif oldugundan Teorem 3.2.6 geregince M @ -
tiimlenmis olup genellestirilmis @ -tlimlenmis modiildiir. (ii ) = (z'ii) ve (iv) = (v)
agiktir.

Ornek 4.4.7. R degerlendirme halkasi olmayan bir degismeli lokal halka, a, be R

olmak tlizere a | b ve b a olsun. m, R halkasmnin tek maksimal ideali olmak tizere
(a)N(b)=0 ve am=bm=0 oldugunu kabul edelim. F iiretegleri x,, x,, x,

olan bir serbest R-modiil, K, F nin ax, —bx, ile iretilen bir alt modiilii ve

Rx, ® Rx, ® Rx,

M =F/K olsun. Bu takdirde M =
R(ax, —bx,)

~ (K%, + R%,)® R, dir ve
(R%, + Rx, ) ® R¥,

M @ -timlenmis degildir (Idelhadj ve Tribak, 2003).
e R lokal halka oldugundan Sonu¢ 3.1.10 geregince R tiimlenmis olup Sonug
3.1.12 den Rx,, Rx,, Rx, tiimlenmistir. Teorem 3.1.14 geregince F' tiimlenmistir.

Teorem 3.1.11 den M =F /K bdlim modiilii de tiimlenmistir. Onerme 4.2.3
geregince M giigli t-radikal tiimlenmis modildir. Ancak M giiglii @ -radikal

tiimlenmis degildir (Nisanc1 Tiirkmen ve Pancar, 2013).

e M timlenmis oldugundan t-genellestirilmis tiimlenmis olur. M sonlu tretilmis
olup @ -tlimlenmis olmadigindan Teorem 3.3.6 geregince M genellestirilmis @ -
tiimlenmis degildir.

e M t-genellestirilmis tiimlenmis oldugundan M dual sonlu t-genellestirilmis
tiimlenmistir. Ustelik M sonlu iiretilmis oldugundan ve genellestirilmis @ -

timlenmis olmadigindan M dual sonlu genellestirilmis @ -tiimlenmis degildir.
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Asagidaki sema t-genellestirilmis tiimlenmis modiillerin diger modiil smiflari

icindeki yerini gostermektedir.

(Dual Sonlu) @ -Tiimlenmis Modiil

/ \

(Dual Sonlu) Genellestirilmis (Dual Sonlu) Tiimlenmis
@ -TimlenmisModiil Modiil

(Dual Sonlu) T- Genellestirilmis
Tiimlenmis Modiil

(Dual Sonlu) Genellestirilmis Tiimlenmis Modiil

Sekil 4.2. (Dual sonlu) T-genellestirilmis tiimlenmis modiillerin yeri

Teorem 4.4.8. R bir halka olsun. Bu takdirde R halkasinin yari-milkemmel olmas1
icin gerek ve yeter kosul her serbest sol R-modiiliin dual sonlu t-genellestirilmis

tiimlenmis olmasidir.

Ispat: (=) M bir serbest R-modiil olsun. Bu durumda Onerme 2.4.7 den

M =@®Rx, veher iel igin R= Ry, olacak sekilde M nin {x,} _ alt kiimesi vardur.

iel
R R -modiil olarak projektif, sonlu iiretilmis ve yari-miitkemmel oldugundan Teorem
4.4.6 dan R dual sonlu t-genellestirilmis tiimlenmis R -modiildiir. Dolayisiyla Sonug

4.4.5 den M = ® Rx, modiilii dual sonlu t-genellestirilmis tiimlenmistir.

iel
(<:) R sol R-modiil olarak serbest oldugundan hipotez geregince R sol R -modiilii

dual sonlu t-genellestirilmis tiimlenmistir. Ayrica R sol R-modiilii projektif ve

sonlu iiretilmis oldugundan Teorem 4.4.6 geregince yari-mitkemmeldir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, t-ayrisima sahip modiillerin tiimleyen alt modiiller ve direkt toplam
terimleri ile 1ilgili bazi oOzellikler calisildi. Genel olarak pargalanabilir veya
parcalanamaz modiiller {izerine yapilan tiim calismalar “t-ayrisim” tanimi i¢in agik
problemler olarak goriinmektedir. Ozellikle, “Modiilleri, t-ayrisima sahip olmayan
devirli modiillerin t-toplami1 olan halkalar nedir?” problemi iizerine ¢alisilabilir.

Her genislemesinde tiimleyene sahip olan modiiller (E) 6zelligine sahiptir
denir. Her genislemesinde t-toplam terimi olacak sekilde tiimleyene sahip olan
modiiller caligilabilir. Ayrica her genislemesinde t-toplam terimi olan modiiller
iizerine de calisilabilir.

Dedekind bolgeleri iizerinde giiclii t-radikal tiimlenmis modiillerin yapisi
belirlenebilir. Ayrica t-genellestirilmis tiimlenmis modiil yapisinda tiimleyen alt

modiil yerine t-toplam alinarak daha kuvvetli bir yap1 elde edilebilir.

65



66



KAYNAKLAR

Alizade, R., Pancar, A., 1999. Homoloji Cebire Giris, Ondokuz Mayis Universitesi,
Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Samsun.

Alizade, R., Bilhan, G., Smith, P.F., 2001. Modules whose maximal submodules
have supplements, Comm. Algebra, 29(6), 2389-2405.

Anderson, F.W., Fuller, K.R., 1992. Rings and Categories of Modules, 2nd. ed., New
York, Springer-Verlag.

Bass, H., 1960. Finitistic dimension and a homological generalization of semi-
primary rings, Trans. Amer. Math. Soc., 95, 466-488.

Biiyiikasik, E., Lomp, C., 2008. On a recent generalization of semiperfect rings, Bull.
Aust. Math. Soc., 78 (2), 317-325.

Biiyiikasik, E., Lomp, C., 2009. Rings whose modules are weakly supplemented are
perfect. Application to certain ring extension, Math. Scand., 106, 25-30.

Biiyiikagik, E., Tirkmen, E., 2012. Strongly radical supplemented modules,
Ukranian Math. J., 8(63), 1306-1313.

Cohn, P.M., 1989. Algebra, Vol.2., 2nd. ed., Printed in Great Britain at The Bath
Press, Avon.

Clark, J., Lomp, C.,Vajana, N., Wisbauer, R., 2006. Lifting Modules, 1st. ed.,
Birkhauser Verlag Basel, Boston-Berlin.

Calisici, H., Pancar, A., 2014. @ -Cofinitely supplemented modules, Czechoslavak
Math. J., 54 (129), 1083-1088.

Calisic1, H., Tiirkmen, E., 2010. Generalized © -supplemented modules, Algebra
and Discrete Math., 10, 10-18.

Ecevit, S., Kosan, M.T., Tribak, R., 2012. Rad-® -supplemented modules and
cofinitely rad- @ -supplemented modules, Algebra Colloquium, 19, 637-648.

Eckmann, B., Schopf, A., 1953. Uber injective moduln, Arch. Math., 4, 75-78.

Facchini, A., 1998. Module Theory, 1st. ed., Progress in Mathematics, 167,
Birkhauser, Verlag, Basel.

Harmanci, A., Keskin, D., Smith, P.F., 1999. On @ -supplemented modules. Acta.
Math. Hungar., 83(1-2), 161-169.

Hungerford, T.W., 1973. Algebra, 1st. ed., Springer-Verlag, New York.

Idelhadj, A., Tribak, R., 2003. On some properties of @ — supplemented modules,
Int. J. Math. Math. Sci., 69, 4373-4387.

Kasch, F., 1982. Modules and Rings, 1st. ed., London Mathematical Society by
Academic Press.

67



Kosan, M.T., 2009. Generalized cofinitely semiperfect modules, Int. Electron J.
Algebra, 5, 58-69.

Larsen, M.D., McCarthy, P.J., 1971. Multiplicative Theory of Ideals, Pure and
Applied Mathematics, 43.

Matlis, E., 1958. Injective modules over noetherian rings, Pasific J. Math., 8, 511-
528.

Mares, E.A., 1963. Semi-perfect modules, Math. Z., 82(4), 347-360.

Mares, E.A., Kasch, F., 1966. Eine Kennzeichhnung semi-perfekter moduln, Nagoya
Math. J., 27, 525-529.

Mikhalev, A.V., Tuganbaev, A.A., 1999. Distributive modules and rings and their
close analogs, Math. Sci., 93(2), 149-253.

Mohamed, S.H., Miller, B.J., 1990. Continuous and Discrete Modules, 1st. ed.,
Cambridge University Press, New-York, Sydney.

Nebiyev, C., Pancar, A., 2013. On supplement submodules, Ukrainian Math. J.,
65(7), 961-966.

Nisanct Tiirkmen, B., Pancar, A., 2013. Generalizations of @ -supplemented
modules, Ukrainian Math. J., 65(4), 555-564.

Sharpe, D.W., Vamos, P., 1972. Injective Modules, 1st. ed., Lectures in Pure
Mathematics University of Sheffield, The Great Britain.

Talebi, Y., Mahmoudi, A., 2011. On rad- @ -supplemented modules, Thai J. Math.,
9(2), 373-381.

Tiirkmen, E., 2013. Rad- @ -supplemented modules, An. St. Univ. Ovidius Constanta,
21(1), 225-238.

Wisbauer, R., 1991. Foundations of Module and Ring Theory, Revised and Updated
English edition, Gordon and Breach, Philadelphia.

Wang, Y., Ding, N., 2006. Generalized supplemented modules, Taiwanese J. Math.,
10(6), 1589-1601.

Xue, W., 1996. Characterizations of semiperfect and perfect rings, Publ. Math.,
40(1), 115-125.

Zodschinger, H., 1974. Komplementierte moduln iiber Dedekindringen, J. Algebra,
29, 42-56.

68



OZGECMIS

Ad Soyad: Berna KOSAR
Dogum Yeri ve Tarihi: Ankara-25.11.1980
E-Posta: bernak@omu.edu.tr

Lisans: Ondokuz Mayis Universitesi, Fen-Edebiyat
Fakiiltesi, Matematik Boliimii

YiiksekLisans: Ondokuz Mayis Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Matematik Anabilim Dah

Mesleki Deneyim ve Odiiller: Arastirma Gorevlisi

TEZDEN TURETILEN SUNUMLAR

= Kosar, B., Nebiyev, C., 2013: T- Generalized Supplemented Modules. The
International Conference On Algebra In Honour Of Patrick SMITH And John
CLARK’s 70" Birthdays. August 12-15, 2013 Balikesir, Turkey.

69



