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CESITLI SINIR KOSULLARINA SAHIP TABAKALI KOMPOZIT PLAKALARIN
SONLU ELEMANLAR METODU KULLANILARAK KRITIK BURKULMA YUKU
ACISINDAN INCELENMESI

OZET

Bu calismada genis acikliga sahip (stadyum, hava limani terminali, avm, spor salonu,
vb.) alanlan 6rtmede hafif, ayni zamanda burkulma dayanimi yuksek plak ve kabuk
eleman ihtiyacina yonelik kullanilabilecek tabakal plaklarin burkulma analizleri
ANSYS® sonlu eleman paket programi yardimi ile incelenmektedir. Analizlerde plak
eleman kenar formu, bosluk tipi ve tabakalanma agi varyasyonlarina bagli
parametreler kullaniimistir.

ik olarak plak 6zellikleri, burkulma tanimi ve hesap metotlari sunulmustur. An-
izotropik elastisite teorisi, tabakali kompozit plak mekanigi ve sonlu elemanlar
metoduna dair teorik bilgilerin derlenmesinin ardindan tabakali kompozit plaklarin
sonlu elemanlar metodu ifadelerinin elde edilisi verilmistir. Sonlu elemanlar
yonteminin yaklasik bir ¢dézim metodu olmasi sebebiyle c¢alismamiza paralel
literatirdeki bazi calismalara ait sonuclarla kiyaslama analizleri yapilmigtir.

Bu cercevede cgesitli form, bosluk ve tabakalanma kosullarina sahip tabakali
kompozit plaklarin sonlu elemanlar yontemi ile 294 ayri lineer burkulma analizi
yapilmis ve elde edilen sonuglar i1siginda belirlenen parametrelerin etkileri
yorumlanmisgtir.

Calismanin literatiire katkisi, bosluk ve tabakalanma kosullarinin yaninda yay
formundaki egrisel serbest kenar etkisinin incelenmis olmasidir. Elde edilen sonuglar
neticesinde tabakalanma agisinin belirgin sekilde kritik burkulma yiki Uzerinde
etkisinin oldugu tespit edilmistir. Ayrica, ¢galismanin daha ileri tasinmasinda yapisma
kusurlari (delaminasyon) mevcudiyeti ve non-lineer analiz ile kusurlarin ilerleyisinin
incelenmesi durumlarinin ele alinabilecedi gérustine ulasiimaktadir.

Anahtar Kelimeler: Tabakall kompozit plak, SEM, Burkulma, Egrisel kenar, Bosluklu
plak.
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ANALYSIS of CRITICAL BUCKLING LOAD of LAMINATED COMPOSITE
PLATES with DIFFERENT BOUNDARY CONDITIONS by USING FEM

ABSTRACT

In this study, laminated composite plates with lightweight and high buckling strength
qualifications, could be used for the purpose of roofing the structures with large spans
(stadium, airport terminal, mall, coliseum, etc.), were investigated with respect to
critical buckling load by using finite-element software ANSYS®. In the analyses,
variations of free edge forms of plate element, cutout types and lamination
configurations were used as parameters.

Firstly, general characteristic and behavior of plates, theory of stability and its
calculation methods were presented. After giving basic information about theory of
anisotropic elasticity, mechanics of laminated composite plates and finite-element
method, obtaining of finite-element expressions of laminated composite plates were
given. Because finite-element method is an approximate calculation method, some
literature researches, that are similar to our study, were analyzed again for result
validity comparison.

Within this scope, 294 different critical buckling load analyses of laminated
composite plates with various forms, cutouts and lamination conditions were
performed by using finite-element method. Effects of those parameters were
evaluated by the obtained results.

Contribution to the literature of the current study is investigation of effects of
curvilinear free-edge forms besides cutouts and lamination conditions. According to
the obtained results, the fact that lamination condition has the most significant
influence on the critical buckling load values is understood. For future work, existence
of delamination might be considered and progression of the defect could be
investigated by using non-linear analysis.

Key Words: Laminated composite plate, FEM, Stability, curvilinear edge, plate with
cutout.
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1. GIRiS

1.1  Kompozit Yapilar

“Kompozit” ifadesi makroskobik Olcekte iki veya daha fazla malzemenin bir araya
gelmesi ile olusan yeni malzemeye verilen isimdir (Sekil 1.1). Dayanim, rijitlik, agirlk,
korozyon direnci, termal ozellikler, yorulma dmri ve asinma direnci gibi malzeme
Ozellikleri kompozit yapilar sayesinde ihtiyaca gore sekillendirilebilmektedir. Kompozit
tasarimi ve analitik ¢calismalari icin an-izotropik elastisitesine, yapisal teorilere ve
cokme/hasar kriterlerine dair bilgi birikimine gerek duyulur. izotropik malzemelere

kiyasla an-izotropik malzemeler kompleks mekanik davranislar sergilerler [1].

Sekil 1.1. Kompozit yapilar

Mesela, izotropik ve an-izotropik (monoklinik) malzemeden meydana gelen iki
ayri dortgen blogu ele alalim. izotropik blokta yalnizca kayma gerilmesi etkisinde
sadece kayma birim-sekil-degistirmesi ortaya ¢ikar; benzer sekilde ayni blokta normal
gerilme etkisinde sadece normal birim-sekil-dedistirme olusur. Ayni yiklemeler an-
izotropik malzemeden bir bloda uygulandigi zaman Sekil 1.2’de goruldugu gibi

izotropik malzemeden farkl deformasyonlar ortaya koyar. An-izotropik malzeme her



iki yikleme halinde de hem normal hem de kayma birim-sekil-dedistirme davranisi

sergiler [1].
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Sekil 1.2. izotropik ve an-izotropik malzeme deformasyonlari

Kompozit vyapilarin birgok reel probleminde kesin ¢dzim olanagi
bulunamamaktadir. Bu yizden temsil niteliine sahip yaklasim ¢6zimleri
gerekmektedir. Sonlu elemanlar metodu (SEM), sinir-deger, baslangi¢g-deger ve 6z-
deger problemlerinin numerik ¢oéztimleri icin efektif bir yaklasim metodudur ve
kompozit yapilarin davranislarini 6ngérmede gunumuzdeki en etkin numerik aractir.
Herhangi bir fiziksel slirecin matematik modelinin formilasyonu ve analizinde
galismanin amacina uygun bir sekilde butiin detaylar dahil edilmelidir. Ornegin,
numerik bir modelde arzu edilen dizeyde yakinsaklik ile gergek yukleme ve sinir
kosulu temsili saglanabilir. Fakat malzeme 0&zelliklerin (fiziksel sabitlerin) elde
edilmesi, zorunlu olarak hassas fiziksel Olcimler gerektiren bir yaklagsimdir. Bu
parametrelerin bazilarinin ylzeysel yaklasimi ve digerlerinin hassas sekilde temsili
problemin batindnin gergekgi sekilde modellenmesini saglamaz. Malzeme davranisi

ile beraber deformasyon kinematigi de hassas bir sekilde temsil edilmelidir [1].

1.2 ince Cidarl Yapilar

Plak ve kabuk formundaki ince cidarli yapilar teknolojinin birgok alaninda karsimiza
clkmaktadir; yapi, mekanik, havacilik, denizcilik gibi. Plak ve kabuklarin bu derece

genig Olgekte kullaniminin olugsmasi yapisal 6zelliklerinden kaynaklhdir. Uygun bir



tasarim ile ¢cok ince plaklar ve 6zellikle kabuklar ¢ok buyuk yikleri tagiyabilirler. Bu

yuzden, hafifligin sart oldugu hava tagitlarinda siklikla degerlendiriimektedir [2].

1.3 Amag ve Kapsam

Yapi sektériinde bilhassa genis agikliga sahip (stadyum, hava limani terminali, avm,
spor salonu, vb.) (Sekil 1.3) alanlari értmede hafif, ayni zamanda ylksek dayanim
performansina sahip plak ve kabuk elemanlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Yalniz ince
cidarh bu yapilarin burkulmaya elverigli olusundan kullanim éncesi tahkikleri buytk

onem arz eder.

Sekil 1.3. Yapi sektoériinde ince plak uygulamalari
(a) AAMI Park Stadyumu - Melbourne / Avustralya [3]
(b) CET (Balna) avm - Budapeste / Macaristan [4]
(c) Landesgartenschau Sergi Salonu - Stuttgart / Almanya [5]

Bu ihtiyac temelinde calismamizi sekillendirerek tabakali kompozit plaklar igin
belirlenen plak eleman formu, bosluk tipi (Sekil 1.4) ve tabaka yénlenme (Cizelge 1.1)
varyasyonlarina gore lineer kritik-burkulma-yUki (P.,.) analizlerini gergeklestirmek ve
anlamh kiyaslamalar elde etmek hedeflenmistir. Analizlerde sonlu eleman tabanl

ANSYSP® [6] paket programi kullaniimistir.
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Sekil 1.4. Belirlenen plak formu ve bosluk kombinasyonlari
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Cizelge 1.1. Belirlenen 0 laminasyon (tabakalanma) agilari

Grup
no

01 [0/18/-18/36/-36/54/-54/72/-72/90]s
02  [0/20/-20/40/-40/60/-60/80/-80]s

03  [0/22,5/-22,5/45/-45/67,5/-67,5/90]s
04  [0/24/-24/48/-48/72/-72/90]0.s

05  [0/30/-30/60/-60/90]s

06 [0/36/-36/72/-72]s

07  [0/40/-40/80/90]0.s

08  [0/45/-45/90]s

09 [0/60/-60]s

10 [0/72/-72/144/-144]

0 laminasyon (tabakalanma) agilar

11 [0/90]s

12 [-60/60]s
13 [45/-45]s
14 [-30/30]s

Analizler igin gerekli teorik alt yapi tesisi i¢cin c¢alismada ilk olarak plak
karakteristikleri, burkulma tanimi ve hesap metotlari incelenmistir. Ardindan, tabakali
kompozit plak mekanigine dair analitik hesap metotlari ve sonlu elemanlar metoduna
dair teorik bilgilerin derlenmesinin pesine tabakali kompozit plaklarin sonlu elemanlar
metodu ifadelerinin elde edilisi verilmistir.

Sonlu elemanlar yonteminin yaklasik bir ¢6zim metodu olmasindan dolayi
calismamiza paralel literatlirdeki bazi ¢alismalara ait sonuglarla kiyaslama analizleri
yapilmigtir.

Bu cercevede gesitli form, bosluk ve tabakalanma kosullarina sahip tabakall
kompozit plaklarin sonlu elemanlar yéntemi ile lineer burkulma analizi yapiimis ve
elde edilen sonuglar 1s1§inda belirlenen parametrelerin etkileri yorumlanmistir.

Calismanin literatire katkisi, bogluk ve tabakalanma kosullarinin yaninda yay
formundaki egrisel serbest kenar etkisinin incelenmis olmasidir. Ozetle bu galismanin
hedefi; cesitli bogluk, tabakalanma ve kenar formu kombinasyonlarinin (Sekil 1.4,
Cizelge 1.1) lineer kritik-burkulma-ytku (P.,.) degerlerine etkisinin nasil olacagina dair

Isik tutmaktir.

1.4 Literatiir

1.4.1 Temel teori ve metotlar

1800’0 yillardan bu yana bir¢cok plak probleminin temel teorileri (6ncelikle Navier,
Kirchhoff, Levy tarafindan) ve numerik yaklagimlarn Uzerine (Galerkin, Wahl ve

digerleri tarafindan) calisiimistir [7];



1.4.2

1944 Love, Kirchhoff ince plak teorisini kalin plaklara uyarlamistir.

1946 Prescott, teoriyi plak orta ylzeyinde meydana gelen birim-sekil-
degistirmeleri dikkate alarak gelistirmistir.

1954 Reissner, teorisinde yanal yilzeylerde kayma-kesme kuvvetinden
dolay! olusan deformasyonlari dikkate alarak 6nemli bir gelisimin 6niuni
acmistir.

1956 Turner, Clough, Martin ve Topp miuhendislik problemlerinin buylk
Olcide ¢6zUmlenmesine olanak veren sonlu elemanlar metodunu
gelistirmislerdir. Argyis ve Zienkiewicz(1956)'in ise sonlu elemanlar sayisal

calismalarina blyuk katkilari olmustur.

Literatiir taramasi

[8] calismasinda Al Qablan H., Katkhuda H. & Dwairi H. tarafindan dairesel bosluga

sahip kare formundaki tabakali kompozit plaklarin burkulma yiku analizlerinin gesitli

parametrelere bagl sonlu eleman analizleri gerceklestiriimistir. Parametre olarak

farkli

bosluk boyut ve konumlari ile birlikte tabaka yonlenmeleri ve yukleme sinir

kosullar secilmigtir (Sekil 1.5).

P (b) —F

Cutout

Sekil 1.5. [8] calismasina ait gorsel

[9] calismasinda Baba B.O. tarafindan tabakali kompozit dikdértgen plaklarin

burkulma ylkinin sinir kosullarina bagll degisimi ANSYS® sonlu eleman paket

programi ile incelenmistir. Parametre olarak cesitli bosluk sekilleri, uzunluk/kalinlik

oranlari ve tabakalanma kosullarina bagh degisimler kullaniimistir (Sekil 1.6).



Sekil 1.6. [9] calismasina ait gorsel

[10] calismasinda Baba B.O. & Baltaci A. tarafindan cesitli anti-simetrik
tabakalanma, bosluk tipi ve uzunluk/kalinlik oranlarinin burkulma davranisi Uzerini
etkisini incelemek Gzere numerik ve deneysel bir calisma ortaya konmustur.

[11] calismasinda Baltaci A., Sarikanat M. & Yildiz H. tarafindan dairesel
bosluklara sahip dairesel tabakali kompozit plaklarin dig kenari boyunca dizlem igi
uniform yik etkisindeki burkulma analizleri sonlu eleman metodu kullanilarak
arastirilmistir. Delik boyutu, konumu, kalinlik degisimi, sinir kosulu etkileri ve mod

sekilleri belirlenmistir (Sekil 1.7).
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Sekil 1.7. [11] calismasina ait gorsel

[12] calismasinda Ghannadpour S., Najafi A. & Mohammadi B. tarafindan
tabakali kompozit dikdértgen plaklarin bosluklu olma durumundaki burkulma
davranisi Uzerine sonlu eleman yontemi kullanilarak galisiimistir. Cesitli bosluk boyut
ve sekilleri, plak kenar oranlari ve sinir kosullarina bagl etkilere ait bulgular elde
edilmistir (Sekil 1.8).
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Sekil 1.8. [12] calismasina ait gorsel

[13] calismasinda Joshi A., Reddy P.R., Krishnareddy V.N. & Sushma C.V.
tarafindan dairesel bosluklu ve iki dogrultuda ytkleme durumundaki dikdortgen
plaklarda ANSYS® sonlu eleman paket programi ile burkulma yikinin belirlenmesi
Uzerine calisiimistir. Bosluk pozisyonunu plak-boy/en orani ve plak-en/kalinhk
oranlari degisimi igin burkulma degerleri elde edilmistir (Sekil 1.9).

Sekil 1.9. [13] calismasina ait gorsel

[14] calismasinda Narayana A.L., Rao K. & Kumar R.V. tarafindan sonlu eleman
numerik metodu kullanilarak lineer olarak degisen duzlem i¢i basing yUku
varyasyonlari igin tabakali kompozit dikdértgen plaklarda kare ve dikdértgen bosluk
durumlarinin burkulma davranisina olan etkisi incelenmistir (Sekil 1.10). Bosluk boyut

ve konumu, kenar oranlari ve uzunluk/kalinlik oranlarina bagh degisimler elde
edilmistir.

2
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Sekil 1.10. [14] calismasina ait gorsel
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[15] calismasinda Ozben T. tarafindan fiber takviyeli tabakali kompozit plaklarin
analitk ve sonlu eleman metotlari ile kritik burkulma yukld g¢6zimlemeleri
gerceklestiriimistir. Farkl tabaka yonlenmeleri, simetrik ve anti-simetrik tabakalanma
ve farkli mesnetlenme kosullari i¢in kritik burkulma ytkleri, deformasyonlar ve 1. ve

2. mod formlari elde edilmistir (Sekil 1.11).
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Sekil 1.11. [15] calismasina ait gorsel

[16] calismasinda Tekin M. & Altan M. tarafindan tek dogrultuda duzlem igi
basing etkisindeki sabit mesnetli dikdértgen betonarme plaklarin burkulma analizi igin
yaklagsim ortaya konmustur. Dairesel bosluklu ve bosluksuz betonarme plaklarin
burkulma yUklerinin kiyasi i¢in tabakall kompozit plak olarak sonlu elemanlar yontemi
kullaniimistir. Kompozit malzeme ve tabakali kompozit malzeme yaklagimlar
tartisiimigtir.

[17] calismasinda Yazici M. tarafindan tabakali kompozit dikdértgen plaklarin
bosluklu durumda burkulma davraniglari sonlu eleman yoéntemi kullanilarak
incelenmigtir. Bosluk boyutu, oryantasyonu ve kose yuvarlama yaricaplari

varyasyonlarinin etkileri degerlendirilmistir (Sekil 1.12).
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Sekil 1.12. [17] calismasina ait gorsel

[18] calismasinda Yazici M., Ozcan R., Ulku S. & Okur I. tarafindan tabakali
kompozit dikdortgen plaklarda karsilikli kenarlarindan yapilacak U-seklindeki kesilerin
burkulma davranisina olan etkisi deneysel ve sonlu eleman metotlari kullanilarak
incelenmigtir. Parametre olarak U-seklinin taban doénls yarigapr ve yukseklik

varyasyonlari kullaniimistir (Sekil 1.13).
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Sekil 1.13. [18] calismasina ait gorsel

[19] calismasinda Al-Jameel S.E.S. & Albazzaz R.K. tarafindan eliptik ve
dairesel bosluklara sahip dértgen tabakali kompozit plaklarin burkulma davranislari
ANSYS® sonlu eleman paket programi ile incelenmistir. Parametre olarak elips
formunun yikseklik/genislik orani ve bosluk yénelme agcilarinin varyasyonlari
kullaniimistir (Sekil 1.14).

TTITTITTTITrrrrees -

Sekil 1.14. [19] calismasina ait gorsel

[20] calismasinda Al-Qablan H., Dwairi H., Shatarat N., Rosan T. & Al-Qablan
T. tarafindan berkitmeli kare tabakali kompozit plaklarin burkulmasi incelenmistir. Bu
tur plaklar i¢in yari-analitik bir model yaklasimi tiretilmistir. Dairesel bosluk durumu
icin sonlu eleman analizi yapiimistir. Parametre olarak da tabaka yénlenmeleri, bosluk
boyutu ve konumu, berkitme sayi ve konumu kullaniimigtir. Ug tip dizlem igi yiikleme
belirlenmigtir (Sekil 1.15).

10



Sekil 1.15. [20] calismasina ait gorsel

[21] ¢alismasinda Guo S., Zhou L. & Cheung C. tarafindan kayma gerilmesi
etkisinde tabakali ve sandvi¢c kompozit panellerin bosluk cevresi geriime yigilma
etkisini azaltmak icin yapilan gtg¢lendirmenin burkulma stabilitesine etkisi deneysel ve
numerik analizlerle incelenmistir. Parametre olarak bosluk boyut ve tasarimi ve
glclendirme icin kullanilan malzemeler kullanilarak gerilme dagilimlari ve burkulma

davranislari degerlendirilmigtir (Sekil 1.16).
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Type-1 - flange reinforcement Type-2 — single ring reinforcement

Type-3 - flange and ring reinforcement Type-4 - double ring reinforcement
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Type-5 — central tube reinforcement

Sekil 1.16. [21] calismasina ait gorsel

[22] galismasinda Yildiz Y.O. tarafindan basit mesnetli ve eksenel basing yuku
etkisinde enine berkitmeli izotropik ve kompozit plaklarin ANSYS® sonlu eleman paket

programi ile burkulma analizleri incelenmistir (Sekil 1.17).

11
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Sekil 1.17. [22] calismasina ait gbrsel

[23] galismasinda Majeed M.A. tarafindan simetrik tabaka dizilimli plaklarda
burkulma-gatallanmasi  (bifurkasyon), burkulma-sonrasi ve ikincil-burkulma
durumlarini gergeklestirecek duzlem igi basing yiUklerinin simetrik-olmayan tabaka
dizilimine sahip plaklardaki etkileri ABAQUS® sonlu eleman paket programi
kullanilarak incelenmistir (Sekil 1.18).
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Sekil 1.18. [23] calismasina ait gorsel
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2. PLAK ve BURKULMA MEKANIGI

21 Plak

2.1.1 Tanimi ve yapilan varsayimlar

Plaklarin kalinlik élgisu diger karakteristik boyutlarina (en, boy, ¢cap) kiyasla ¢ok
kiguktir. Geometrileri diiz veya egrisel sinirlara sahip olabilir ve tasidiklari statik veya
dinamik yuklerin godunlugu plak dizlemine dik dogrultudadir [2].

Plaklarin tasima prensibi belli bir dlgiide kiris veya kablolarla benzerlik
gOstermektedir. Bu benzerlikten yararlanarak yapinin egilme rijitligine bagh olarak
plak eleman i¢in sonsuz sayida kirigin 1zgara dizilimi veya sonsuz sayida kablonun ag
kurgusu seklinde yaklasimlar yapilabilir. Plaklarin bu iki boyutlu yapisinin sonucu
daha hafif yapilar ve beraberinde ekonomik avantajlar ortaya ¢ikmaktadir. Plaklarda
dizleme dik yukler taginirken kesme kuvveti, egilme ve burulma momentleri ortaya
cikar. Plaklar acgiklik ve kalinlikga benzer kiriglerden biylk 6l¢glide daha rijittir. Bunun
nedeni, her iki dogrultuda da yuk taginmasi ve ylksek burulma rijitligi 6zelligine sahip
olmasidir. Bu sayede ince plagin hafiflik ve kullanigh sekil 6zellikleri, yliksek yuk
tasima kapasitesi, ekonomiklik ve teknolojik avantajlarla birlestirmektedir. ifade edilen
bu asikar 6zelliklerinden dolay! ince plaklar butin mUhendislik alanlarinda genis
Olgude kullaniimaktadir [2].

Plak ylzeyine paralel olarak kalinligi ortadan ikiye bélen ylzeye plagin orta-
dizlemi adi verilir (Sekil 2.1). Baslangi¢ta dizlemsel olan plak, dizlem ici ve
dizlemine dik ylkler etkisinde deformasyona ugrar ve plak orta-diizlemi egrisel bir
yluzey formuna donUsidr. Sabit kalinlikh plaklarda plagin sekli orta-dizleminin

geometrisi ile tarif edilir [2].

77

\or&a-dﬂzlem

deformasyon éncesi

orta-dizlem
~— " (orta-ylzey)
deformasyon sonrasi

Sekil 2.1. Plak orta-duzlemi
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2.1.2 Plak gesitleri

Plaklar egilme etkileri sayesinde duzlemlerine dik yuklere karsi koymaktadirlar.
Plaklarin egilme karakteristigi boyutlarindan c¢ok kalinliklarina gore degisim
gostermektedir. Plaklar boy/kalinlik (L/t) oranlarina bagh olarak G¢ ana grupta

siniflandirilirlar [2];

\

L orta-dizlem

Kalin Plaki Ince Plak Membran
° 1 ' >
8 80 L/t

Sekil 2.2. Plak ayrim cetveli

a) Kalin plaklar: L/t <8~10 Bu tur plaklarin analizinde genel tg¢-boyutlu (3D)
elastisite teorisinin gerilme, birim-gekil-degistirme ve yer-degistirme ifadeleri kullanilir
(Sekil 2.4) [2].

b)  Membranlar: L/t = 80~100 Cok duguk egilme rijitligine sahiptirler. YUkleri plak
orta-duzlemindeki eksenel gerilme (ve kayma gerilmeleri) ile tasirlar (Sekil 2.4). Bu
gerilmelerin disey bilesenleri ile disey dogrultuda membrana etkiyen yUkler
dengelenir (Sekil 2.3) [2].

Sekil 2.3. Membran kuvvetler

c) Ince plaklar: 8~10 < L/t <80~100 En yaygin ara-tip plak grubudur. Maks-
¢cokme/kalinlik (w/t) oranina bagl olarak kalin plak ve membranlardan ayrigirlar. Bu

nedenle bu tir plaklar iki alt grupta incelenir (Sekil 2.4);
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(Egilme ve uzamarrijitligine sahip)

Sekil 2.4. Farkli plak eleman tiplerine ait igc-kuvvetler

i) Rijit plaklar: Cokme/kalinlik oraninin 0,2’den kiiguk veya esit olmasi (w/t < 0,2)
durumunda rijit plak olarak siniflandirlabilirler. Rijit plaklar egilmeye kargi dayanikli
ince plaklardir. Yukleri iki-boyutlu (2D) olarak (¢cogunlukla egilme ve burulma
momentleri, ve kesme kuvvetleri ile) tasirlar. Orta-dizlem deformasyonlari ve
membran kuvvetler ihmal edilebilir. Rijit plaklarda statik denge denklemleri plagin
deforme olmamis hali i¢in yazilabilir [2].
ii) Egilebilir plaklar: Plak ¢okmesinin belli bir mertebeyi (w/t = 0,3) gegmesi
durumunda, orta-dizlemdeki uzamalarla yanal (dizleme dik) sapmalar ortaya ¢ikar.
Bu tlr plaklara egilebilir plaklar denir. Bu plaklar rijit plak ve membran kombinasyonu
gibi davranir ve dis yukleri igsel momentlerin, kesme kuvvetlerin ve membran
(eksenel) kuvvetlerin birlikteligi ile tasir. Bu tir plaklar elverigli agirhk/ytk 6zelliginden
oturd havacihk sektérinde genis kullanim alanina sahiptirler. Maksimum ¢ékmenin
plak kalinh@ini astigi durumlarda membran davranis sergilerler. Bu sebeple, ¢dkme
oraninin w/t > 5 olmasi durumunda egilme gerilmeleri membran geriimelere oranla
ihmal edilebilir mertebede olmaktadir [2].

Bu siniflandirma w/t oraninin yaninda plagin yukleme tipi ve sinir kosullarina
da baghdir [2].



2.2 Burkulma

2.21 Tanim

Duzlem i¢i normal ve kesme kuvvetleri etkisine maruz ince plak elemanlarda bu
kuvvetlerin yeterince klglk olmasi durumunda kararli bir denge s6z konusu
olmaktadir (Sekil 2.5). Bu yluzden deformasyonlar da dizlem i¢i yer-degistirmelerle
sinirh kalmaktadir (w =0, u# 0, v+ 0). Dizlem ici kuvvetlerin artigi belli
mertebeden sonra gbzle gorilebilir dizeyde deformasyonlar ortaya koymaktadir.
Yani dizlem i¢i deformasyonlara ayni zamanda dizleme dik deformasyonlarda
eklenmektedir. Bu durumda kararli olan denge hali kararsiz hale dontismekte ve plak
burkulmaktadir. Bu hale neden olan en kiguk yuke kritik yik adi verilir. Kritik yuk
asildiktan sonra dizleme dik buylk deformasyonlar olusmakta ve plak tamamiyla

gbcmektedir [24].

orta-ylzey

>

‘2

Sekil 2.5. Dizlem i¢i yike maruz plak eleman

Plak burkulmasinin temel prensibi, rijit bir kirenin farkl denge durumlarina ait
basit bir benzetme ile tarif edilebilir (Sekil 2.6). Kire, buylk c¢ukur bir kasede
duruyorsa (durum I) bu denge haline kararli denge hali denir. Kirenin denge hali
kiigUk bir 6(x) deplasmaniyla bozulsa bile belli bir zaman sonra ilk denge konumuna
geri déner. Eger kire bir dizlem ylizeyde duruyorsa (durum Il) buna farksiz denge
hali denir. Bu klreye kiguk bir 6(x) deplasmani uygulanirsa kiire yeni bir denge
konumuna sahip olur. Yani ilk denge konumuna geri dénmez fakat ilk denge
konumundan da uzaklasmaz. Eger kire baska bir kiirenin tGzerinde duruyorsa (durum
IIl) bu denge haline kararsiz denge hali denir. Uygulanacak en kligiik §(x) deplasmani
bile dengeyi tamamen bozar ve bdylece gocme meydana gelir. Klasik burkulma
teorisinde kararli halden kararsiz hale geciste her zaman farksiz bir denge konumu
mevcuttur. Stabilite ile alakali buatin denklemler farksiz denge konumu igin
yazilmaktadir. Yani kritik yUk farksiz denge konumuna karsi gelen yuk degeri olarak

ortaya ¢cikmaktadir [24].
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Sekil 2.6. Rijit kiirenin farkli denge durumlari

Plak stabilite problemlerinin matematiksel ifadelerinde farksiz denge hali,
deformasyonlarin ¢atallanma (bifurkasyon) noktasi olarak varsayiimaktadir. Bu kritik
yuk degerinden sonra plagin alacagi burkulma formu iki farkli deformasyon seklinde
meydana gelmektedir (bunlardan biri kararli denge konumu ve digeri de kararsiz
denge konumu ile ilgilidir) (Sekil 2.7). Plaklarin elastik stabilite analizlerinde Hooke

kanunu gecerlidir [24].
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Sekil 2.7. Deformasyonun istikamet bifurkasyonu

Burkulmanin lineer ve non-lineer analizi ile ilgili grafik Sekil 2.8’de gdsterilmektir.
Grafikteki catallanma noktasi burkulmanin lineer hesabindan elde edilen kritik ylk
degerini gosterir. Bu noktadan sonra sistem, kararsiz duruma gecer ve davranisi
ongorulemez [22].

Burkulma-6ncesi ve -sonrasi durumlarin incelenmesinde non-lineer analizden
yararlanilir. Lineer ¢6zum sistemin mikemmel oldugu durum igin yapilar. Oysaki

yapilarin gergcekte muikemmel-olmayan davranis icinde olmalarindan 6tird
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catallanma noktasina yakinlastik¢a lineer ¢6zimun verdigi sonuglar yeterli dogrulukta

olamamaktadir [22].

F
A I

Ayrilma \\ / e

Noktasi \){_ -

@(D// >Limit Noktasi

ama

S
NG
7%

_ Burkulma
Oncesi § Sonrasi

u
Sekil 2.8. Burkulmanin lineer ve non-lineer analiz grafigi

Mikemmel ve mikemmel-olmayan yapilarin ayrimini basit yay-esitliginden
yararlanarak agiklayalim; {F} = [K] - {u} esitliginde {F} uygulanan kuvveti, [K] yay
rijitligini, {u} da yer-degistirmeyi ifade etmektedir. Bu esitlik, kigik-deformasyon
teorisini ifade etmektedir. Bu duruma uygun davranan yapilara mikemmel yapi adi
verilmektedir ve [K] rijitlidi sabit bir degerdir (Sekil 2.9a). Diger taraftan mukemmel-
olmayan yapilarda ise deformasyon esnasinda geometrinin degismesi ile dogal olarak
[K] rijitligi de degismektedir. Bu degisim kuvvet artisiyla pozitif veya negatif yonde
olabilir (Sekil 2.9b,c). Rijitligi azalan yapilarda kritik yik degerine (burkulma
noktasina) yaklasildikga kuvvet artisi ile birlikte daha blyik deformasyonlar meydana
gelecektir ve kritik seviyeye ulasan yukun ¢ok kugik bir artisi bile yapida ¢ok buyuk
deformasyonlar meydana getirecekti, bu da yapi rijitligindeki azalmanin
gOstergesidir [22].
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Sekil 2.9. Rijitligin sabit ve degigsken olma durumlari

Plaklar icin burkulma modlarini (sekillerini), genel ve bdlgesel olarak ikiye
ayirabiliriz (Sekil 2.10). Burkulma modlari; sinir sartlari, plak sekil ve 6zelliklerine bagl

olarak degisir [22].

mod I mod II mod III mod IV

Sekil 2.10. Burkulma modlari
2.2.2 Hesap metotlan

Plaklarin klasik burkulma problemleri (i) statik denge diferansiyel denklemleri, (ii)

enerji metotlar ve (iii) dinamik yaklasimlarla ifade edilebilirler [24].

2.2.2.1 Denge metodu

Denge metodunda plagin hafifce burkuldugunu varsayariz. Bu varsayim,
deformasyon formuna goére yazilan denge diferansiyel denklemleri icin gereklidir.
Bdylece plagin egilme ve uzamasinin birlikte meydana geldigi hal ele alinarak denge
denklemleri elde edilir. Duzlem igi yuklerin kritik ylkten ¢ok kiguk bir farkla biyuk
olmasi halinde, dizleme dik deformasyonlar (w) vyukteki artisin kigukliglne
bakmaksizin ¢ok buyik degerlere ulasir (Sekil 2.7). Bu durumu ortaya ¢ikaran en
kuguk yukleme hali kritik yaktur [24].
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Denge metodunun daha genel hali, stabilite problemini bir 6z-deder problemine
donusturir. Bu amacla referans deger olan dis yuki (71,) bir yik parametresi 4 ile
carpariz. Bu ylzden, denge diferansiyel denkleminin belli terimleri bu A ¢arpanini
icermektedir. Bu sekilde elde edilen homojen diferansiyel denklem (w(x, y)) ¢6zimd,
sinir kosullarindan belirlenecek keyfi katsayilara (Cy, C,, Cs, ..., C,,) sahip olacaktir. Bu
denklemlerin determinantini sifira esitleyerek A'nin hesaplandigi karakteristik bir
polinom ifade elde edilir. En kiglik 6z-deger A..'di verir ve buradan kritik yik

hesaplanir [24];
ﬁCT = ACT'ﬁO (2.1)

Karakteristik ifadenin (4 =0) ¢6zimU burkulmamis denge durumuna Kkarsi
gelmektedir [24].

2.2.2.2 Enerji metotlan

Plak stabilite problemleri, degisik enerji teoremlerinin genigletilmesi ile de formiile
edilebilir. Enerjinin korunumu kanunu geregi plagin kararli denge halinden kararsiz
denge haline gegisini ifade edelim. Bu gegiste enerjinin korunumu ile ifade edilen
dengenin farksiz hali de meydana gelir. Bu ifadenin fiziksel tarifi; Farksiz denge
halinde, herhangi bir enerji kaybi veya artigi olmadan plagin orijinal diz formu egrisel

bir forma gecer. Bu durumun enerji denklemi ise;
AW, + AW, =W+ W, (1) =0 (2.2)

seklinde ifade edilir [24].

Orta-duzlemde uzama olmadan meydana gelen kii¢ik egilmeler durumunda dis
basing kuvvetlerinin yaptigi is W,*, egilmenin olusturdugu dizlem igi deplasmanlardan
meydan gelir. Benzer sekilde, i¢ kuvvetlerin yaptigi is W;", egilmeden meydana gelen
potansiyel enerji (U,) seklindedir. Ayrica, burkulma siresince dig kuvvetin siddetinin
degismedigi kabul edilir. Dis kuvvetlerin isi, yukarida da ifade edildigi gibi, ylk
parametresi A fonksiyonu cinsinden verilir [24].

Cogunlukla, varyasyonel prensip kullanarak burkulma problemi ifade edilir. Bu
durum da denge konumundan ¢ok kugik bir sapma yapmis plagin ele alindigi
durumdur. Dig ve i¢ kuvvetlerin yaptidi iglerin sifirlanmasi kosuluyla (2.2) denklemini

potansiyeller cinsinden tekrar yazarsak [24];

Mo+ Al =0 (2.3)
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Buradaki I1,, plak yuk sisteminin kararli denge konumuna ait toplam potansiyelini ve
Al ise toplam potansiyeldeki artisi ifade etmektedir. En yakin denge konumunu ifade
eden bu durumda orta-ylizey, yukte meydana gelen kiglk artistan dolayi hafifce
egilir. Bu, kararli denge konumunda toplam potansiyelin sifirlanmasi (11, = 0)
gerektigini géstermektedir [24].

Toplam potansiyel artisini (AIT) taylor serisi ile ifade edecek olursak;
1
AH=617+§6217+--- (2.4)

(2.3) denkleminden AIl sifira esit olmahdir. Fakat bir denge sistemi igin
potansiyelin ilk varyasyonu sifirdir (611 = 0). Sonug olarak, toplam potansiyelin ikinci

varyasyonu da sifirlanir. Bunu ifade edersek [24];
8211 = §(8M) = §5[6M(cy, ¢z, €3y )] =0 (2.5)

Farksiz denge konumuna karsi gelen minimum potansiyel enerjinin tirevinin

sifira esitlenmesi gerekmektedir [24];

o(am _om _

= = 2.6
aCi aCi ( )

i=123,..,n igin

Buradaki IT* = All, en yakin denge konumdaki toplam potansiyel enerjiyi ifade eder.
Bdylece, bu yaklagim ¢okme ylzeyi ifadesinin birden fazla keyfi sabit (¢4, ¢,, ¢3, ..., ¢p)
icermesi durumunda da kullanilabilir [24].

(2.6) ifadesini, bir 6z-deger — 6z-vektdr problemine indirgeye bilmek igin yeniden
A yik faktéri kullanilir. Once, plagin mevcut yiikler altinda denge halinde oldugu géz
onltne alinir ve orta-yluzeyin diuz oldugu varsayilir. Daha sonra, hafifce egilmenin
meydana geldidi yakin denge haline (bifurkasyona) ulagilana kadar A faktoru ile yuku
artirarak denge kosulu bozulur. Farksiz denge halinde, w deplasmanlarindan 6ttr(
olugacak sekil-degistirme enerjisi ile disg kuvvetlerin potansiyeli toplami minimum
olmalidir. Sifirdan farkli en kligik ¢6zum ise A'nin kritik degerini A.,’i vermektedir [24].

Ayrica, denge kosulu tipi toplam potansiyelin ikinci varyasyonu yardimiyla da
belirlenebilir [24];

Kararli denge igin 1 8% >0 S =0
Farksiz denge icin 186211 =0 = min S =0 (2.7)
Kararsiz denge igin :8%M1<0 S =0
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2.2.2.3 Dinamik yaklagim

Stabilite  problemlerinde  genellikle dinamik  metotlarla analiz  siklikla
kullaniimamaktadir.  DlUzleme  dik titresimlerin  diferansiyel ifadelerinin
olusturulmasinda dizlem igi kuvvetlerin etkisini dikkate almak gerekmektedir. Bu
nedenle, hareket denklemi A yuk faktorind icermektedir. Duzleme dik
deformasyonlari ani sekilde artran A'nin en kiguk degeri kritik yuk faktori
olmaktadir [24].

Burkulma ve titresim diferansiyel denklemlerinin kiyaslanmasiyla plak stabilite
probleminin dinamik ¢6zimiine alternatif bir yaklasim sunulabilmektedir. Eger
burkulma sekli ve serbest-titresim modlari ayni ise kritik yik ve en dusuk dogal
frekans ayni kosullarda meydana gelir. iki diferansiyel denklem sadece bir sabit deger
ile birbirlerinden ayriimaktadir. Plaklarin dinamik stabilite probleminin incelenmesi;
serbest-titresim probleminin analizi ve statik stabilite probleminin analizi olarak

indirgenebilir [24].

2.2.2.4 Bilesik yuikleme durumunda burkulma

Ayni anda dizlem-igi basing ve kesme kuvvetleri ile dizleme dik egilmenin bilesik
olarak plaga etkimesi durumunda, bu kuvvetlerin ayri ayri etkimesi ile burkulma
olusturacak yuklemeden daha disuk degerlerde burkulma meydana gelecektir.
Bilesik ylkleme etkisi icin vyapilan yaklasim asagidaki sekilde ifade
edilebilmektedir [24];

RF+RP+RE+--<1 (2.8)
Burada R; asagidaki sekilde hesaplanan yik oranidir;

__ i-ninci yiikleme (tek bagina etkiyen) 7

‘ i-ninci yiiklemenin kritik ytka N Neri (2.9)

Glvenli
bolge

R+R=1
/(gl'.'lvenli bélge sinir1)

s

0
R, R,
Sekil 2.11. Etkilesim egrisi
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(2.8) denkleminin grafik gosterimi Sekil 2.11’deki dogrunun altinda kalan gri
tarall alani ifade etmektedir. R;-R, ikililerinin kesisim noktasi tarali alan sinirlarinin
Ustlinde veya disinda olmasi durumunda burkulma meydana gelmektedir. Gerard,
dikdoértgen plaklar i¢in gesitli sinir kosullari ve plak boyutlari i¢in etkilesim-ifadelerini
tiretmistir [24].
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3. TABAKALI KOMPOZIT PLAK MEKANIGI

3.1 Girig

Kompozit malzemelerden meydana gelmis yapilarin analizi i¢in an-izotropik elastisite
teorisi, uygun bir yapisal teori, sistemin ¢okme tahkiki icin kirilma kriterleri ve yapiya
iliskin sinir deger problemlerini ¢ézmek igin numerik bir yaklasim metoduna ihtiyag
duyulmaktadir [1].

Temel muhendislik editiminde izotropik malzemeler Uzerinde durulmaktadir
ama vyeni nesil muihendislik problemlerinin analizi igin yeterli olmamaktadir.
Malzemeyi olusturan bilesenlerin an-izotropik heterojen bir madde olmasi
durumunda, rijitligi dogru sekilde modellemek, gerilmeleri belirlemek ve g¢esitli gdé¢gme
durumlarinin baslangig ve ilerleyisini belirlemek igin uygun bir yapisal teoriye ihtiyag
duyulmaktadir. Mevcut metaller hakkindaki bilgi birikimi ile izotropik ve an-izotropik
ortamlar arasinda benzerlik kurmak ve bunlardan bir sonug tiretmek hatali sonuglarin
elde edilmesine neden olmaktadir [1].

Bu boéliumde temel olarak an-izotropik elastisite teorisi ve tabakali kompozitlerin
mekanigi Uzerine odaklaniimistir. Burada temel varsayimlar, kompozit malzemelerin
binye bagintilari ve yapisal tabakali kompozit teorilerinin tiretiimesi Gzerinde
durulacaktir [1].

3.2 An-izotropik Elastisite Teorisi

3.2.1 Tanimlar

Kompozit malzeme mekanidini anlayabilmek icin kompozit malzemenin temel
davraniglarini inceleyerek baglamak gerekmektedir. ilk olarak, homojen ve heterojen
malzeme sistemlerinin farklari tariflenecektir. Malzemenin her yerinde malzeme
karakteristigi degismeden kaliyorsa bu tir malzemelere homojen malzeme denir.
Heterojen bir malzeme sisteminde, malzeme karakteristigi konumun bir fonksiyonu
seklinde tanimlanmaktadir. izotropik ve an-izotropik malzemelerin aralarindaki
farklari ise sdyle tariflenebilir. Bir noktadaki bdtin malzeme karakteristikleri
dogrultudan bagimsiz ise malzemeye izotropik malzeme denir. izotropik malzemenin

bir A noktasindan gegen tim dogrultularda malzemenin fiziksel 6zellikleri aynidir
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(Sekil 3.1a). An-izotropik malzemeler ise dogrultuya bagl olarak farkh fiziksel
Ozellikler sergilerler. Bir malzeme ayni anda izotropik-homojen veya izotropik-

heterojen veya an-izotropik-homojen veya an-izotropik-heterojen olabilir [1].

X

Sekil 3.1. izotropik ve an-izotropik malzeme tarifi, ve Gerilme bilesenleri

3.2.2 Binye bagintilan

Ug-boyutlu (3D) kartezyen koordinat sisteminde (Sekil 3.1b) deformasyonu ifade
ederken aligilagelen gerilme ve birim-sekil-degistirmelerin 6 bileseninden (3 normal
ve 3 kayma) yararlanilir. 6 gerilme ve 6 birim-gekil-degistirme arasindaki lineer baginti

genellestiriimis Hooke kanunu olarak bilinir ve asagidaki sekilde ifade edilir [1],
O = Ck]é'] (k = 1, 2,,6) (31)

Buradaki Cy; elastik sabit katsayilaridir. (3.1), Hooke kanununa ait genel tansorel

formun sadelestirilmis halidir [25-29]. Genel form ise [1];
Oij = Cijki- €kl (3.2)

Cx; konuma gore degisen bir fonksiyon ise malzeme heterojendir, eger
malzemenin her yerinde ayni ise homojendir. Cy;, (6 X 6) kare matrisin k. satiri ve j.
stitunundaki degeri ifade etmektedir. indislerin karmasasindan kurtulmak icin geriime
ve birim-sekil-degistirmeye ait alt indisler asagidaki sekilde ifade edilebilmektedir [1];

01 = 011, 0z = 032, 03 = 033, 04 = 0323, 05 = 013, O = 012

(3.3)

81 = 811, 82 = 822, 83 = 833, 54 = 2.823, 85 = 2.513, 86 = 2.812
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Burada (o4, 62, g3) normal gerilmeleri, (o4, 05, 05) kayma gerilmelerini gdstermektedir.
Ayni zamanda (04, 0,,0) dizlem igi (dizleme paralel) geriimeleri ve (o3,04,03)
dizlem digi (dizleme dik) gerilmeleri ifade etmektedir. Benzer terminoloji birim-sekil-

degistirmeler icinde kullaniimaktadir [1].

Sekil 3.2. Ug-boyutlu (3D) koordinat sistemde gerilme bilesenleri

C;; matrisindeki 36 katsayi, birbirlerinden tamamen bagimsiz degildir. Bagimsiz
katsayllarin sayisi malzeme yapisina baghdir. Cy; = Cj, seklinde simetrik olan

malzemeler igin birim-sekil-dedistirme enerji yogunluk fonksiyonu U, ifadesi [1];

U,
agk = Oy (34)

seklinde de ifade edilebilir;

€k

U, =f ok.de (3.5)

0
(3.1) ifadesini (3.5)'de yerine yazarsak;

1
U0=E'ij'€j‘€k (36)

(3.6) ifadesini (3.4)'de yerine yazarsak;
1
0 =5 (Cij + i) - ¢ (3.7)

(3.7) ve (3.1) ifadeleri kargilagtiriidiginda, Cy; = Cj, oldugu anlasiimaktadir. Bu
simetriden dolayi, an-izotropik malzemeler i¢in sadece 21 tane bagimsiz elastik sabit

elde edilmektedir. (3.1) ifadesini matris formunda yazarsak [1];
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(0-1\ [Cll ClZ (:13 C14 615 Clﬁ] (81\

0y [ Cpy Caz Con Cos Cog| |e
O3( _ | C33 C34 C35 (36| JE3
oy Ciqg Cas Cagl | &4 (3.8)
Os [ sim. Css CSGJ €s
O¢ Ces €6

Bazi an-izotropik malzemeler, malzeme simetrisine sahip olabilirler ve temel
malzeme karakteristigi 21’den daha az katsayi kullanilarak ifade edilebilir. Bir
noktadaki elastik sabitler her koordinat sistemi icin ayni de@erlere sahip ise, yani belirli
bir malzeme simetrisi s6z konusu ise; bu noktadaki malzeme igin belirtilen diizleme,
elastik simetri dizlemi adi veriimektedir. Tek simetri dizlemi olan malzemeler
monoklinik malzemeler olarak adlandirilir ve bu tir malzemelerin bagimsiz elastik
sabitlerinin sayisi 13’e diser. Simetri dizleminin x; = 0 olmasi halinde temel

bagintilar asagidaki sekli alir [1];

C 0 0 C £
(o1 [C11 Ci, 13 16] (1)
| o2 | I Cyy Coz O 0 gzel | iz |

03 } — C33 0 0 361. { 3 ¥ 3.9
4|04| | Caa Cus 0 | €4| (3-9)
tO-SJ | sim. (:55 0 | 85)

0-6 l C66J 86

Plak dizlemine dik g, ve ag; kayma gerilmeleri, dizlem i¢i gerilme bilesenlerinden
bagimsizdir [1].

Malzeme sisteminin birbirine dik 3 simetri dizlemi bulunmasi durumunda
bagimsiz elastik sabitlerin sayisi 9’a dusmuis olur. Bu tir malzemeler ortotropik
malzeme olarak adlandirilir. Ortotropik malzemeler igin gerilme — birim-sekil-

degistirme bagintilar [1];

C C C 0 0 0 £

(1) [C11 12 13 1 (e
03 _ C33 0 0 0 . 83

| Oy | - I Cys 0 0 I I Ly} | (310)
USJ sim. Css 0 J kSSJ
Op C66 &6

Malzeme koordinatlari dogrultusunda yuklenen ortotropik malzemeler i¢in uzama ve
kayma bilesenleri arasinda herhangi bir etkilesim bulunmamaktadir [1].

Ortotropik bir malzeme igin rijitik katsayilar C;;’ler mihendislik sabitleri

cinsinden asagidaki sekilde ifade edilebilmektedir [29];
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_ 1-— Vp3.V32

Ciq =

1 AE,.E;
.. = vzt t V31-Va3 _ Viz + V3. Vi3

12 A.E,.E; A.E,.E,
.. = U3t t V21-V32 _ Vi3 + V1. V23

13 A.E,.E; A.E,.E,
Co = 1—v13.v34

227 A E,.E; (3.11)
.. = 032 t V12 V31 _ Va3 +F V21. Vi3

23 A.E;.E; A.E,.E,
Con = 1—v15.V9

37 AE.E

Caq = Ga3 Css = G13 Cos = G12

A= 1= v15.Vp1 — V23. V32 — V31. Vi3 — 2.V31. U32. Vg3
E\.E,. Es

E;, malzemenin i dogrultusundaki elastisite modulinu ifade eder. v;;, malzeme i
dogrultusunda gerilmeye maruz iken, j dogrultusundaki birim-sekil-degistirmenin i
dogrultusundaki birim-gekil-degistirmeye orani olarak tanimlanir ve poisson orani
olarak adlandirilir. (G,3,G34,G42), sirasiyla 2-3, 3-1 ve 1-2 dizlemlerindeki kayma

modullerini ifade eder [1].
Vij =~ (3.12)

Ortotropik bir malzeme sisteminde birbirine dik t¢ dizleme gére simetrik olan
bir malzeme, simetri diizlemlerinden birinde izotrop ise, yani malzeme 6zellikleri bu
duzlemde dogrultuya gore degismiyorsa bu tip malzemeye enine izotrop malzeme adi
verilmektedir. Enine izotrop malzemede birbirinden bagmsiz 5 elastik sabit
bulunmaktadir. x; dogrultusunun izotropik didzlemin normali olmasi durumunda,

gerilme — birim-gekil-degistirme bagintisi (3.13) seklini almaktadir [1];

C 0 0 0 €
(01\ [C11 Ci2 23 1 (1)
() | C22 C23 0 0 0 | &y
03 _| C,, O 0 0 | &3
o, ¢ 0 0 &y
{05}' [ sim. Cee O j IU:SJ (3.13)
Og C66 &g

Buradaki € = —(C“;C“)
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izotropik bir malzeme igin sonsuz sayida elastik simetri diizlemi bulunmaktadir
ve 2 elastik katsayi ile ifade edilebilir. izotropik malzemenin gerilme — birim-sekil-

degistirme bagintilar [1];

C C C 0 0 o £

(01\ [ 11 12 12 ] (&1

g, I Cll ClZ 0 0 0 I &y

o3| _ I Ciy 0 0 0 I ) €3

Oy - é 0 0 €a
{05}' [ sim. ¢ QJ IKESJ (3.14)

O¢ C €6

Buradaki C = —(C“;C“)

Bu iki katsayi, elastisite modull E ve poisson oranina v bagli olarak asagidaki sekilde

ifade edilmektedir;

E.(1-v) v.E

C=aToia-z ¢ “*Taroa-m

(3.15)

Fiber takviyeli kompozit malzeme, an-izotropik bir malzemedir. Eger fiberlerin
tamami tabaka dizlemine paralel dizlemler i¢cinde kaliyorsa, malzeme koordinat
ekseni x;’i fiber dogrultusunda secerek, homojen ortotrop malzeme karakterize
edilir [1].

3.3 Ortotropik Tabaka

Tek bir ortotropik tabakanin malzeme koordinatlarina (i, x,,x;) gore duzlem igi

(dizleme paralel) gerilme — birim-sekil-degistirme bagintilari;
01 @1 @2 0 &
{qz} =[Q12 Q22 0 {{2} (3.16)
%6 0 0 Qesl ‘43

seklindedir. (xq,x,,x3) = (x,y,z) genel koordinat sistemini ve (x;,%,,X3) malzeme

koordinat sistemini gostermek lzere; genel koordinat takimina (x,, x,,x3) goére olan

geriime o;, sekil-degistirme ¢; ve rijitlikleri Q;;; mazleme koordinat takiminda

(x4, %,, X3) ifade etmek igin (3.16) ifadesinde simgelerin Ustline gizgiler konularak ifade
edilmistir (Sekil 3.3) [1].
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Sekil 3.3. Yapi ve fiber koordinat sistemleri

(3.16) denklemindeki Qij’ler, dizlem gerilmelerin indirgenmis rijitlikleri olarak

adlandinlirlar ve mihendislik sabitleri cinsinden asagidaki sekilde ifade edilirler [1];

Ey E; vy " Eq

, Qa2 = , Q2 =

1 —vy5.Vp; 1—v15.4 1=v12.v2 (3.17)

@66 =Gy

611 =

Tabaka icindeki fiberler, malzemenin ana (birincil) malzeme ekseni 1
dogrultusunca uzanir ve x; ile ifade edilir. Malzeme eksenlerinin, genel koordinat
eksenleri (x,y,z) ile ayni dogrultuda olmamasi durumunda (63, 5,,d,) gerilmelerini
(01,09,06) = (ax,ay, axy) gerilmeleri cinsinden elde etmek igin koordinat dénisim

bagintilar kullanilir (Sekil 3.4) [1].

- X2 =y
X2 \
Xi
/
: /
9 - X, =X
Sekil 3.4. Fiber takviyeli elemanin serbest cisim diyagrami
01 [ cos?6 sin? 6 2 cos @ sin 01
sz = sin? 0 cos? 6 —2cos@sinf |*102 (3.18)
O¢ | —cosfOsinf cosOsinf cos?6O —sin?6l O
04) _[cos® —sinB] (04
= . 3.19
05} lsind cosf@ {05} ( )

Buradaki 6 acisi, pozitif x-ekseni ile pozitif x;-ekseni arasinda saatin tersi yéntinde
Olcilen aciyr ifade etmektedir. Bu ag¢i laminasyon (tabakalanma) acisi olarak
adlandinlir [1].
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3.4 Klasik Tabakali Plak Teorisi

3.4.1 Girig

Fiber takviyeli kompozitler, tabaka veya katman olarak adlandirilan ince levhalar
halinde dretilir. Bu kompozit katmanlar, istenilen kalinhga ve rijitige sahip olacak
sekilde tabakali bir yapi olusturmak Uzere birlestirilirler. Cogunlukla tabakal
kompozitlerin kalinliklarinin diger dizlemsel oélcllerine kiyasla kiigik olmasi sebebi
ile tabakali kompozitlerin gerilme analizlerinde iki-boyutlu (2D) teorilerden yararlanilir.
Ug-boyutlu (3D) elastisite teorisinde kalinlik boyunca olusacak deplasmanlar ve/veya
gerilmeler igin yapilan varsayimlar ile iki-boyutlu (2D) teoriler elde edilmektedir. Klasik
tabakal plak teorisi (CLPT), klasik plak teorisinin tabakal plaklar icin turetilmis bir
uzantisidir. Bu teoride dizlem ici deplasmanlarin kalinhik boyunca lineer olarak
degistigi ve dizleme dik deplasmanlarin kalinlik boyunca sabit kaldigi
varsaylimaktatir (yani, dizleme dik normal birim-sekil-degistirme sifirdir). Kalinlig
dizlem boyutlarina kiyasla iki mertebe kiglk olan tabakali plaklarin birgok
uygulamasinda klasik tabakall plak teorisi yeterli olmaktadir. Klasik tabakall plak
teorisinin (CLPT) yetersiz kaldigi noktada daha gelismis bir hali olan birinci-mertebe

kayma deformasyon plak teorisi (FSDT) kullanihr [1].

3.4.2 Yapilan varsayimlar

Klasik tabakali plak teorisinin turetilmesinde Kirchhoff-Love hipotezi kullaniimistir.
Kirchhoff-Love hipotezinde yapilan varsayimlar; Deformasyon oncesi orta-dizleme
dik olan kesitler deformasyon sonrasinda da dogrusalligini korurlar, uzamazlar ve
orta-ylzeye normaldirler. Bu u¢ kabul ile duzleme dik birim-gekil-degistirmeler
Exz) Eyz €27 ihmal edilmig olur. &,,'nin ihmali ile ¢arpani oldugu o,, de ihmal edilmis
olur ve pladin toplam potansiyel enerjisinde o,, degeri de sifirlanir. Ortotropik
plakalardan olusmus tabakali bir plakta, tabaka agilanmalarina bakmaksizin, &,, ve
gy, nin yok sayllmasiyla oy, ve g,, de ihmal edilmis olur. Buradan klasik tabakali plak
teorisinin, dizleme dik sekil degistirme ve gerilme bilesenlerinin hesaba katiimadigi
sonucu ortya ¢ikmaktadir. Bu da plagin dizleme dik dogrultuda sonsuz rijit oldugu
sonucunu ortaya koymaktadir. Halbuki plaklar gercekte dizleme dik dogrultuda daha
zayiftirlar [1].

Klasik plak teorisi, ince plaklarin analizi igin yeterli bir yontemdir (6zellikle de
dizleme dik sekil degistirmelerin ihmal edilebilecedi durumlarda). Diger taraftan,
gelismis fiber takviyeli kompozit materyallerden meydana gelmis plaklarda, elastisite
ve kayma modilli oranlarinin (E;/G.3 ve E;/G,3) ¢ok blylk olmasindan dolayi

kalinlik boyunca meydana gelecek zorlamalara karsi direngsizdirler. Clinkd dizleme

32



dik efektif kayma modulleri (G35 ve G,3), fiber dogrultusundaki (E;) elastisite
modulinden oldukga kugukturler. Duzleme dik dogrultudaki normal ve kayma
geriimelerinin (o, g,,,0,), dizlem ici gerimelerinden (ay, g, g,) mertebece daha
klig¢lk olmasina ragmen dizleme dik gerilmeler icin materyal dayanim siniri da
duzlem ici gerilmeler igin materyal dayanimindan mertebece daha kuguktlr. Bu
yuzden klasik tabakali plak teorisi (CLPT), dizleme dik kayma gerilmesi ve tabaka
ayrismasli (yani, delaminasyon) durumlarinda ¢okmeye egilimli kompozitler igin

kullanilmamaktadir [1].

3.4.3 Deplasman ve birim-gekil-degistirmeler

Kalinligi h olan; N tane ortotropik katmanin malzeme ana (birincil) dogrultulari ile
yapinin genel x koordinati arasinda (64,60, ...,08y) acilari olacak sekilde dizilmis bir
plak ele alalim ve su kabulleri yapalhm [1];

o Katmanlar birbirine kusursuz sekilde yapismistir

e Her katman malzemesi lineer elastik ve 3 adet materyal simetri duzlemine

sahiptir (yani, ortotropiktir)

e Her plak, sabit (yani, uniform) bir kalinhiga sahiptir

o Birim-sekil-degistirmeler kiiguktir.

Tabakali plagin bulundugu xy-dizlemi, plagin orta dizlemi ile gakisacak
sekildedir. Deformasyon dncesi (x, y, z) koordinatindaki bir P noktasi, deformasyon
sonrasl (x +uq, ¥y + Uy, z+ uz) konumuna gelir. Buradaki (uq,u,,u3) deplasman

vektorindn bilesenleridir [1].
U=Up.éy t U8y +us.é, (3.20)

ve (éx, éy, éz), (x,v, z) koordinatlarina ait birim vektorlerdir. Kirchhoff hipotezinin ilk iki
varsayimi geregi deplasmanlar (u,, u,, u3) asagidaki sekilde ifade edilirler (Sekil 3.5),
ul(xlylzl t) = u(xly' t) + Z'¢l(x')/' t)
uy(x,y,2,t) =v(x,y,t) + z.p,(x,y,t) (3.21)
us(x,v,z,t) = w(x,y,t)

Buradaki (u,v,w), xy-dizlemindeki (yani, tabakal plagin orta dizlemindeki) bir
noktaya ait deplasmanlari; ¢, ve ¢,, sirasiyla orta dizlem normalinin y- ve x-

eksenlerine goére rotasyonlarini; ve t de zamani gdstermektedir. Kirchhoff hipotezinin
v d aw, .
3'Uncl varsayimi ¢, ve ¢, rotasyonlarinin sirasiyla —% ve —%ye esit olduklarini

ifade etmektedir [1];
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ow ow

Boylece klasik plak teorisinin deplasman ifadeleri asagidaki seklini alir,

aw

ui(x,y,z,t) = ulx,y,t) — zi o

( t) = v( t) ow

U\x,y, 2z, =v\xY, VA ay
uS(x'y;Z;t) = W(x,y,t)

Y

T — o — 0

e e — = — —
O e
P e e e e o —— —

—— fiber dogrultusu

x ‘ “\%9

P
W >

P—

w U =

Sekil 3.5. Kirchhoff-Love hipotezinde ince plak egiimesi

(3.22)

(3.23)

Birbirinden farkli malzeme 6zelliklerine sahip birden ¢ok tabakasi olan plaklari

modellemek igin tekil-tabaka teorisinin kinematik varsayimlarini kullanirken, Ustu

kapali olarak birim-sekil-degistirmelerin, birbirinden farkli malzeme &6zelliklerine sahip

tabakalarin araylzeylerinde de dahil olmak Uzere, tabakal plagin kalinligi boyunca

surekli oldugu varsayiimaktadir (Sekil 3.6). Bu varsayim, tabakali plak teorilerinin

gelistiriimesinde 6énemli bir rol oynamakta ve tabakalarin materyal sabitlerini yapinin
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kalinli§i boyunca ortalamasini alarak, esdeger bir tekil-tabaka olarak kabul etmemize
olanak sunmaktadir. Diger taraftan bu varsayim tabakalar arasinda meydana gelen

gerilmeleri yeterli dogrulukta sunmamaktadir [1].

Z Z 7

Sekil 3.6. Kalinlik boyunca birim-sekil-degistirme ve gerilme degisim kabulu

Surekli ortamda bir yapinin deplasman ifadeleri bilindigi durumda birim-sekil-
degistirme — deplasman bagintilari kullanilarak plaktaki birim-sekil-degistirmeler

hesaplanabilir [1, 29],

1. %+%+aum.aum
ax]' axi axi axj

Sij:_

5 (i,j=123) (3.24)

Burada (m) alt indisi kullanilarak tekrarl ifadeler 6zetlenmistir ve x; = x, x, =y, x3 =
z, plaktaki deformasyonun tarifi igin kullanilan koordinatlardir. (3.24) denklemindeki
birim-sekil-degistirmeler, deplasman degisimlerinin non-lineer fonksiyonlaridir. Birim-
sekil-degistirmelerin non-lineer kisimlari kapall olarak incelenmelidir ve c¢alisiimak
istenilen problemlerin sinifina goére ihmal edilebilir terimler ¢ikarilabilmektedir. Buna
gore kiguk birim-sekil-degistirmeli problemler icin ifadeleri sinirlarsak [1];

(aul)z (aul)z du; Jduy
dx ’

dy dx dy «1
(%)2 | (%)2 0w 0wy (3.25)
dx dy dx 0dy
a 2
()
z

(uq,uy,u3z), sirasiyla (xq,x,,x3) koordinatlari boyunca olusan toplam deplasman
bilesenleridir. Burada ortalama mertebede rotasyona (10°~15°) sahip plak
problemleri dikkate alinmistir. Bundan dolayr asagidaki terimler, duzleme dik

normallerin rotasyonlart ile ilgilidir [1];
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(6u3)2 (6u3>2 dus Ous (3.26)

ox dy ox 0y
(3.26) ifadeleri kiglk olmalarina ragmen ihmal edilemezler. (3.25) ve (3.26)

denklemleri ile ifade edilen sinirlamalarla (3.24) denklemini daha basit bir formda
ifade edersek [1];

0x

=%

_Oup 1 (6u3)2 _Oup 1 (6u3)2 _ Oug
2 ’ 2 \dy T

Epy = — € =—
T ox Yy 0z

Exy—z

1 (aul 6u2+6u3 6u3)
dy 0x 0x OJy

(3.27)

Exz _E

1 aul au3 a'U3 au3
(az tox Yoz W)

1 (6u2+6u3 dus c’)ug)
vz =730z dy 9z Ody
Buradaki birim-sekil-degistirmeler, Von Karman birim-gsekil-degistirmeleri olarak
adlandinlir [1].

(3.23) deplasman ifadelerine ait birim-sekil-degistirmeler, Von Karman birim-

sekil-degistirme — deplasman bagintilari (3.27) kullanilarak hesaplanabilirler [1];

oy 1 <6u3>2 _ou 1 (aW)Z 02w

a=0 = T2 o) T 2 Gx ox2
du, 1 (duz\* v 1 ow\? %w
gzzgyy=—2+--(—3) =—+--(—) —z (3.28)
oy 2 \dy oy 2 \dy dy?
Ce = ou, N du, Ouz Ouz; 0Ou N ov N ow 0w 0w
6 = S8y = dy 0dx odx dy dy odx OJx 0dy z 0xdy
) _6u2+6u3_ 6W+6W_
fa =252 =7, dy  dy 9y
Ju; Ous dw Jw
=1 - T 3.29
&5 = 2&y, 37 + P e + " 0 ( )
_ 0u3 ow
@S = g, =g, -

(3.28) ve (3.29) denklemlerinde tabakal plak koordinatlari (x,y,z) = (x1,x3,x3) ile
ifade edilen birim-gekil-degistirmeler icin tekil alt indis notasyonu kullaniimistir. (3.28)

denklemindeki birim-gekil-degistirmelerin genel formu [1];
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g =e 4+ z.eW (i=126) (3.30)

Burada £© = (¢{?, (%, (), orta diizleme ait uzama ve diizlem ici kayma etkileri ile

ilgilidir ve membran birim-sekil-degistirmeler olarak adlandirilir. ¢ = (¢, {1, )

degerleri de egilmelerdir. el.(o) ve ei(l)'in her ikisi de sadece (x,y)'de taniml

fonksiyonlardir. (3.28) denklemi, klasik tabakali plak teorisi icin membran birim-sekil-
(0) €3]

degistirmelerin &;° ve egilmelerin ¢ asagidaki agik forma sahip oldugunu

gOstermektedir [1];

2
© _ a_u+1 (6w> O _ 92w
2 )

1 Ox Ox L7 gx2
v 1 ow\’ 0w
T IR
dy 2 \ady dy
ou dv ow 0 92
géo)=_+_+_w._w , gél)z—Z—W
dy 0x Ox 0y oxdy

. . .1 a2 1 a2 ow ow . , , . ..
(3.31) ifadelerindeki . (5) '3 (5) ,g-gterlmler, Von Karman non-lineer birim-

sekil-degistirmeleridir. Matris notasyonunda (3.30) ifadesinin formu [1];

&1 S§0) Sil)
{52}2 e b +z-4elM (3.32)
&

6 Séo) Sél)

Daha 6nce de ifade edildigi Uzere, (3.32) denklemindeki birim-sekil-degistirmeler,
tabakali plak kalinh@i boyunca lineer olarak degismekte ve bunun tabaka diziliminden
bagimsiz olduguna dikkat edilmelidir. Sabit bir z degeri igin birim-sekil-degistirmeler,

sadece x ve y koordinatlarina gére degismektedir [1].

3.4.4 Hareket denklemleri

Enerji prensipleri veya vektér mekanigi (yani, Newton yasalari) kullanilarak, kati bir
cismin hareket denklemleri tiretilebilir. Enerji prensipleri, hareket denklemlerini ve
ilgili sinir kosullarini tiretebilmek igin toplam potansiyel enerjinin minimizasyonunu
(veya toplam butunleyici enerjinin maksimizasyonunu) gerektirir. Bu yuzden enerji
metotlarinda cismin enerjisine ait uygun ifadeleri yazmak gerekir. Vektér mekaniginde
cismin temsili bir hacimsel elemani, bitin etki ve tepki kuvvetleri ile izole edilir (yani,
bir serbest cisim diyagrami kullanilir), ve temel hareket denklemleri; kuvvetler ve
momentlerin toplamiyla elde edilir. Enerji prensiplerinin avantaji, sadece hareket

denklemlerinin elde edilmesi degil; ayni zamanda sinir kogullari formunun, hareket
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denklemleri ile uyumlu olmasini saglamaktir. Vektdér mekanidi yaklasimi fiziksel
sezgilere daha yatkindir. Belli bash kosullarda iki metot da farkh (fakat birbiriyle
yakindan iligkili) hareket denklem takimlari verebilirler [1].

Bu calismada, enerji metotlarindan virtiiel yer-degistirme prensibinden
faydalanacagiz. Virtiel yer-degistirme prensibinde bir cismin (statik veya dinamik)
denge durumundaki, dis ve i¢ kuvvetlerin her birinin virtiel deplasmanlari
dogrultusundaki hareketi sonucu olusan toplam virtel is sifir olmalidir. Toplam virtiel
is, ic kuvvetlerin yaptidi virtiel is ile dis kuvvetlerin yaptigi virtiel isin toplamina esittir.

Virtlel yer-degistirme prensibi ile hareket denklemleri asagidaki sekildedir [1, 29];

N, oN, O
—t—=1,i-1;.— 3.33
ax dy lo-u=1h ox (3.33)
N, ON, aw

Rkl S S o 3.34

02M, _0°M, 0*M,
+2 +
0x? dyox = 0dy?

+Nw)+q

(3.35)
il 62W+62W o <6il+6i7')
~ oW 2 g2 dy? \ox ' ay
Burada, 6rnegin w = 92w /dt?'dir,
d aw dw d aw ow
(2 =N = — 3.36
N(w) (’)x(N1 6x+N6 8y>+ay( 66x+N2 E)y) ( )

q, duzleme dik yayilh yiku ifade etmektedir. (N;, M;)’ler de reaksiyon kuvvet ve
momentleridir (Sekil 3.7),

h h
Ny Z 0y M, 2 (01
Nyp = f{az} dz , {Mz}= f{az}'z-dz (3.37)
Ng n \T6 Mg h \T6

2 2

1
{z}-p-dz (3.38)

p, malzemenin yogunlugunu ifade etmektedir.
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Qx:Ql A

Nx:Nl //dP

——
M=M

Sekil 3.7. Plak elemana etkiyen kuvvetler

(3.33) ve (3.34) denklemlerinde esitliklerin sag tarafindaki ikinci terimler, rotatif
atalet terimleridir. Bu terimler, siklikla I,.ii ve I,.7 atalet terimlerine kiyasla kuguk
olmasindan 6tura ihmal edilirler. Ayni durum (3.35) denkleminin sag tarafindaki ikinci
terim icin de gecerlidir [1]. Teorinin geometrik ve dogal (kuvvetlerle alakali) sinir
kosullar [29] (Sekil 3.7);

0
Up , Ups » W, % (geometrik) (3.39)
Ny , Nps » Qn , M, (dogal) (3.40)
Up = UN + VN, Upg = —UNy + V.7,
ow dw +6w (3.41)
o ox ¥ ay Y
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Np = Ny.n% + Np.n3 + 2. Ng.ny. 1y,

Nps = (N — Ny).ny.ny, + No. (n2 — n2)
My, = My.n% 4+ My.n3 + 2. Mg.ny. 1, (3.42)
Mps = (My — My).ny.ny, + Mg. (n2 — n2)

~ oM,
Qn = 0Q1.ny + Qz-ny - s

ve n, ve n, plak sinirlarindaki birim normal dogrultman kosinusleridir. x, y ve z

dogrultularindaki kuvvetlerin ve x- ve y-eksenlerindeki momentlerin toplanmasi ile

vektdr mekanigi yaklasimi lineer durum icin asagidaki ifadeleri vermektedir [1];

oNy Ns _ . 0w

ox = dy L

ONg 0Ny _ oW

ox = dy ¥~ 4 dy

0Q; 00,

EAZ A T P 3.43
Ep + 3y +q=1,w ( )
oMy Mg 0w

ox  dy Q=0 ox v

oMs My o

ax ay QZ — 12 ay 1'v

Q1 ve Q,, dizleme dik kesme kuvvetleridir. (3.43)'deki 4'Uincl ve 5'inci denklemlerde
Q1 ve Q, Uguncu ifadede yerine yazilirlarsa (3.35) denklemini non-lineer terimsiz
olarak elde ederiz. (3.43) denklemleri, Ug-boyutlu (3D) elastisite hareket

denklemlerinden de turetilebilir (dis kuvvetlerin olmamasi durumunda) [1];

9 d 9 92
Oy N Oy Oxz _ 5. Uy (3.44)
ax | dy | 0z at?

) 9 d 2
ny n O-yy O-yZ — p i a uz (3.45)
ax ' dy | 0z at2

00y, , 00y; 00, _ 0’ (3.46)

ax oy oz P o

(3.44), (3.45) ve (3.46) denklemlerini plak kalinhgi (—% %) boyunca z'ye gore integre

edilirse, (3.43)deki ilk ¢ denklemi, rotatif atalet terimleri olmadan elde edilebilir. g,

gy, Ve a,, degerleriigin sinir kosullari [1];
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h
z=i5'de Oxz = 0y =0
h
Z = E'de UZZ = q (3.47)
hl
zZ = —'E de Oz =0

Benzer sekilde, (3.44)-(3.46)'deki denklemleri, z ile carpip, plak kalinhgi boyunca
integre ederek (3.43)'deki diger iki denklem de elde edimis olur [1].

3.4.5 Tabakali plak biinye denklemleri

Tabakall plak bunye denklemleri, kuvvet ve moment reaksiyonlari (N;, M;) ile birim-
sekil-degistirmeler (sl.(o), si(l)) arasindaki bagintiy1 kurar. Tabaka koordinat sisteminde
(3.37) denklemlerindeki o; gerilme terimlerini, &; birim-sekil-degistirme terimleri ile

degistirip, z ye gore integrali alinirsa ifade;

(0) (1
Ny A1 Az Ags & Bi1 Biz Bis &
Nyt =1A12 Az Ayel: Ego) +|B12 Bz Bagl- 82(1) (3.48)
Ng A1 Aze  Ags E(O) Bi6 Bae Bes 8(1)

6 6

8(0) ¢€(1)
M, Bi1 Biz Bis 1 Di1 D1z Die 1
Myt =|B12 Bz Bygl: s§°) + D12 Dz Dael- 82(1) (3.49)
Mg Bie Bae Bes S(O) Di¢ D26 Dee 8(1)

6 6

A;ij, Di; ve B;j sabitleri, tabakanin sirasiyla uzama, egilme ve egiimeli-uzama rijitligini

ifade etmektedir;
N
Zk+1 ) 5
(43, Bij, Diy) = Z Qi (1,2,2%).dz (3.50)
=1"%k
Qi(f), tabakall plak koordinatlarina gére k. tabakanin malzeme rijitligini ifade eder.

Ql.(}‘)'lerin her tabaka igin sabit bir deger olmasi kalinhk boyunca integralin

uygulamasini kolaylastirir [1]. Boylece[1];

N
Ay = 0P Giewn = 20 (3.51)
k=1
1 N
Bij = 2 Z Qi(]{()(zlg+1 —z¢) (3.52)
k=1
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N
1
Dij=3- Z Qi (21 — 7)) (3.53)
k=1

N, tabakali plaktaki katman sayisidir ve (zg,zr41), k. katmaninin  kalnhk

koordinatlarinin alt ve Gst degerleridir [1].
Asagidaki doniisim ifadeleri ile @\ malzeme rijitiikleri, @} cinsinden ifade
edilebilir (bk. (3.16)) (k Ust indisi daha sade bir ifade igin asagidaki ifadelerde

kullaniimamigtir);
Q11 = Q11.c0s* 6 + 2.(Q12 + 2.Q66)- 5in* 6 . cos? 6 + Q5. sin*
Q12 = (Q11 + Q22 — 4.Qep)-sin? 0. cos? O + Q4. (sin* 6 + cos* 6)
Q22 = Qq1.5in* 6 + 2. (Q12 + 2.Q6s).5in* 6. cos?  + Q4. cos* 6

Q16 = (Q11 — Q12 — 2. Qeg)-sin 6 . cos> 6 (3.54)
+ (Q12 — Qz5 + 2.Q¢g).sin3 0 .cos 6

Q26 = (Q11 — Q12 — 2. Q). sin 6 . cos 6
+ (612 - sz + 2. 666)' sin@. COS3 0

Q66 = (Qll + 622 - 2 612 - 2 Q66)' Sin2 9 . COS2 9 + 666' (Sin4 0 + COS4 9)

Qi(}"'), k. katmanin malzeme koordinatlarina (¥, x,, X3) gére malzeme rijitlikleridir. Qi(}‘)
tabakal plak koordinatlarina (x;, x,, x3) donUstlrilmis malzeme rijitlikleridir. 8, pozitif
x;-€kseninden fiber dogrultusundaki pozitif x;-eksenine saatin tersi istikametinde
Olculen tabakalanma acisidir (Sekil 3.3) [1].

(3.33), (3.34) ve (3.35)'deki hareket denklemleri, hem analitk hem de
deplasman sonlu eleman modellerini gelistirmek icin (u,v,w) deplasmanlari
cinsinden ifade edilebilir. ilk adim olarak, (3.48) tabakali plak biinye denklemlerinin
yerine (3.28) birim-gekil-degistirme — deplasman bagintilari yazilir. Sonra ki adimda
ise, (3.48)'den gelen kuvvet ve moment reaksiyonlari, (3.33)-(3.35) hareket
denklemlerinde yerine konur. Sonug olarak, 3 deplasman (u, v, w) igin 3 diferansiyel

denklemli bir sistem elde edilir;
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(3.55)

S B T (P | A
26\ 9y? 66 axdy )|~ °atz ' toxot?
d 4 6u+A 6v+A (6u+6v)+B %w B 0%w
x| teax " %oy " T \ay ' ax 161 gx2 26\ 9y?2
+B 2 0*w
66 dx0dy
+6 2 6u+A 6v+A (au+av)+B 0w
ay|"Pax oy T*\ay  ox 220 9x2?
P B TS (P | A
22\ 9y? 26 axay )|~ °atz ' toyot?

92 B 6u+B 6v+B <6u+6v)+D 9’w D 9%w
ax2| Mox 2oy "\ay ox L gx2 1221 gy2

(3.56)

(3.57)

Jdu v

0 (=2 4y (<2229 4 vy +
22 9y? 26 9xdy w)T(q

_, E)ZW_H 03%u N 03v
T gtz T M\ gxat? T dyot?

(3.55) ve (3.56) denklemleri, B;; egilmeli-uzama rijitliklerinin sifir oimasi durumunda

(3.57) denkleminden ayrisabilirler. Bu durumda, (3.55) ve (3.56) denklemleri, diizlem

ici deplasmanlar u ve v igin bagimsiz olarak ¢dzulebilirler. Ayrica (3.57) denklemi de,

dizleme dik w c¢okmeleri igin ¢ozllebilir. B;; = 0 ve dizlem igi deplasman ve

kuvvetlerin sifir olmasi durumunda, u ve v de ayni sekilde sifir olur. Denklemlerin

43



bagimsiz olarak ¢ézilebildigi bu durumda dizleme dik g yuki etkisindeki w ¢ékmesi

asagidaki gibi ifade edilir;

o*w o*w 2*w
— D11 £ + 2(D12 + 2Dgg) 322072 + Dy, a_y“’

xi0y? (3.58)
2*w o*w 0%w '

Ortotropik durumda B;; = 0, ve A6 = Az = 0, Ve Dyg = Dy = 0; izotropik durumda

da D11 = DZZ = D, D12 + 2D66 =2DveD = Eh3/12(1 - Uz)'dil’ [1]

3.5 Birinci-Mertebe Kayma Deformasyon Teorisi

3.5.1 Gelistirilmig plak teorileri

Literatiirde dizleme dik kayma deformasyonlarini igceren bir¢ok plak teorisi mevcuttur.
Bu teorilerde deplasman veya gerilme bilesenleri, referans dizlemdeki kalinhk
koordinati ve belirsiz konum fonksiyonlarinin lineer kombinasyonlarinin agilimindan
elde edilmektedir. Bu sayede ug-boyutlu (3D) elastisite problemi iki-boyuta (2D)
indirgenmis olmaktadir. Temel denklemler, hem virtliel is prensibini kullanarak hem
de tabakali plak kalinhid1 boyunca tg-boyutlu (3D) gerilme denge ifadelerinin agirhkli-
integrali ile turetiimektedir. Boylece esdeger bir tekil-tabaka plak teorisi gelistiriimis
olur [1].

Deplasman esasl teorilerde, deplasman vektdrinin 3 bileseni, kalinlk
koordinati ve belirsiz fonksiyonlarin kuvvet serileri agiimindan elde edilir. Virttel
deplasman prensipleri veya moment metotlari, denge denklemlerinin tiretilmesi igin
kullanihr. Batin tekil-tabaka plak teorilerinde deplasmanlar ve birim-seKkil-
degistirmeler, tabakali plak kalinligi boyunca sireklidir (yani, katman araylzeylerinde
tek bir degere sahiptir). Bu durum, gerilmelerin hesaplanmasinda blnye
denklemlerinin kullaniimasi kosulunda katman arayuzeylerindeki dedisken elastik
katsayilardan dolayi tabaka ici gerilme alanlarinin sureksizligine sebep olmaktadir [1].

Birinci-mertebe kayma deformasyon teorisi (FSDT), en yaygin olarak kullanilan
deplasman esasl teoridir. Bu teoride (3.21) denklemlerindeki deplasman ifadeleri

esas alinmaktadir;
ul(x'y'z) = u(x'}’) + Z-¢1(x:y)
u(x,y,2) = v(x,y) + 2. po(x,y) (3-59)

us(x:}"z) = W(x»}’)
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(uq,uy,u3), tabakall plaktaki bir noktanin (x,y, z) deplasmanlarini; (u,v,w) ise orta
diizlemdeki bir noktanin (x,y, 0) deplasmanini; ve (¢4, ¢,) de dizleme dik normalin
sirasiyla (y,x)-eksenlerine gore rotasyonlarini ifade etmektedir. Birinci-mertebe
kayma deformasyon teorisi, cogunlukla "Mindlin Plak Teorisi" olarak bilinir. Birinci-
mertebe kayma deformasyon teorisi ile plak kalinhginda diizleme dik sabit bir kayma
birim-sekil-degistirme degeri elde edilmesinden 6tiri kayma dizeltme faktorlerine
gerek duyulmaktadir. Kayma birim-sekil-degistirmelerinin birinci-mertebe teorisindeki
sabit durumu ile elastisite teorisindeki ikinci-dereceden veya yuksek-mertebeden
dagihm durumlari arasindaki farllik icin kayma duzeltme faktorleri boyutsuz degerler
olarak hesaplamaya dahil edilir. Tabakali kompozitler i¢in kayma dizeltme faktoru,
genelde tabaka Ozelliklerine, tabaka dizilimine ve yapi tipine (geometri ve sinir
kosullar) baghdir [1].

ikinci ve yiiksek-mertebeden plak teorileri, yiiksek-mertebeden yer-degistirme
ifadeleri igerirler. Ornegin, Reddy'nin glinci-mertebe teorisinin temelini olugturan

deplasman ifadesi [30, 31];

u(x,y,2) =ulx,y) +z.¢, + 2> (‘ %) ' (¢1 + Z_];V)

u3(x'y,Z) = W(x'Y)

seklindedir. Bu deplasman ifadesiyle tabakali yapinin Ust ve alt yuzeylerindeki
dizleme dik kayma birim-sekil-degistirmeleri (ve dolayisiyla gerilmeleri)
sifirlanmaktadir [1].

Son olarak ifade edilen Reddy’nin teorisinde de goruldigu gibi Gglincli-mertebe
teorilerini de icermek Uzere deplasman esasli teorilerin tamami tek bir deplasman
ifadesinden elde edilebilmektedir. Reddy'nin tg¢lncui-mertebe birim-sekil-degistirme-
surekliligi teorisi [32], teknik plak teorilerinin en genel halidir. Bu teoride asagidaki
deplasman ifadesi [33] esas alinmistir;

ow

Ix +B.z.¢p1 + A z% P, +y.23.0,

u(x,y,z) =u+a.z

ow
dy

(3.61)

u,(x,y,2) =v+a.z.—+L.z.¢, + 1. z2.9, +y.23.6,

us(%,y,2) =w+ A;.z.935 + y,1.2%2.0;

(u,v,w), (x,y,z) dogrultularindaki orta dizlem deplasman bilesenleridir; ¢, ve ¢,

duzleme dik normalin sirasiyla y- ve x-eksenlerine gore rotasyonlarndir; ve i; ve 6;
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de belirsiz fonksiyonlardir. Bitlin genellestiriimis deplasmanlar, sadece x ve y’nin
fonksiyonlaridir. Cesitli tekil-tabaka teorilerinin deplasman ifadeleri, (3.61)
denkleminde iz katsayilari (a,,4,41,v,y1) igin uygun degerlerin verilmesiyle elde
edilebilir [1].

Ornegin;

Klasik teori igin (3.23):

a=-1, f=A=y=4=y,=0 (3.62)

Birinci-mertebe teorisi icin (3.59):

a=0, =1, A=y=4=y1=0 (3.63)

ikinci-mertebe teorisi igin:

a=0 ) B=1 ) A=1 B ]/:}{1:]/1:0 (3.64)

Reddy’nin tg¢lincli-mertebe teorisi [31] i¢in (3.60):

g, = 4 ow
1= "3 (¢’1 +a) (3.65)
p 4 N aw

2 3h? (('bz 6y)

Diger birgok Uglincu-mertebeden tekil-tabaka teorilerinin deplasman ifadeleri, (3.61)
deplasman ifadesinden ¢ikarilabilmektedir [1].

Uglincii-mertebe teoriler, hassasiyeti artirirken bilinmeyen sayisini da
artirmasinin kilfetli ve kullanigsiz olmasindan 6tlru literatlirde ¢ok fazla dikkate
alinmazlar. Uclincii-mertebe teorilerine nazaran deplasman esash tekil-tabaka
teorileri daha kullanighidirlar. Uglincii-mertebe teorileri (yani kalinlik koordinatina ait
kubik terimler iceren teoriler), her tabakada diizleme dik ikinci-dereceden birim-sekil-
degistirme varyasyonlari tiretmekte ve kalinlik boyunca birim-gekil-degistirmelerin
gercek dagilimlarini  vermektedir. Bu ylzden kayma dizeltme faktora
gerektirmemektedir. Birinci-mertebe teorisi belirgin sekilde en kullanish (hassasiyet

artisini hesaplamada zorluk ¢ikarmadan gergeklestiren) teoridir [1].

3.5.2 Kinematik

Birinci-mertebe kayma deformasyon teorisinde, klasik tabakali teori icin yapilan 3
varsayimdan biri cikartilmistir.  Yani, tabakali plak orta dizlem normali

dogrultusundaki bir dogru deformasyon sonrasi da duz ve uzamadan kalir, fakat orta
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yluzeye dik oldugu kabulli cikariimistir. Boylece, dizleme dik normalin ¢, ve ¢,

rotasyonlari, (bk. (3.59)) ow/dx ve dw/dy'den bagimsizdirlar [1].

Birinci-mertebe kayma deformasyon teorisinin deplasman ifadesi, (3.59)

denkleminde verilmektedir. Buradaki ¢, ve ¢, dizleme dik normalin rotasyonlaridir.

Von Karman birim-sekil-degistirmeleri, (3.59) deplasman ifadesine bagh olarak séyle

ifade edilir [1];

=D 42D (1=12645)

& i

Burada;
2
5(0)25_“+l.(6_w> NEONLJ}
L ox 2 \ox ’ L ox
2
S(O):a_”+l.<a_w> L _ 02
2 "9y 2 \ox ’ 2 dy
(o 0w v ow ow gy O O¢2
6 dy ox odx 0dy ’ 6 dy = Ox
eéo) =0 , 83(,1) =0
aw
I
aw
WMy o

3.5.3 Hareket denklemleri
Birinci-mertebe kayma deformasyon teorisinin hareket denklemleri;

oNy  ONs _ 9%u 92¢,

ax " ay ot

6N6 n 6N2 — 62v+1 62¢2

ax  dy  ° a9tz b or2

an an 62W
E+w+N(W>+q—I(, W
oM, M, 9%u 32¢,
45 =l —+]  —=
ax dy G=hgath 5
(')1\/16+az\/12 _, asz 2¢,
ax = dy Q=hgmtl 5
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seklindedir. Burada;

h
/2
(Ql! QZ) = f (05, U4)-dZ (0'5 = Oyxz,04 = O'yz) (3.73)

~hy,

ve (N;, M;), N(w) ve I; ifadeleri, daha 6nce (3.37), (3.36) ve (3.38) denklemlerinde
verilmis oldugu sekildedir [1].
Birinci-mertebe teorisi igin sinir kosullarinin formu (bk. (3.41), (3.42)) [1];

U, , Upns » W , Pn , Ons (geometrik) (3.74)

No o Nps o Qny My, My (dogal) (3.75)

Duzleme dik kesme kuvvetleri Q;, deplasmanlar cinsinden ifade edilirse;

",
{Ql}: j {05}-(12: [Ass A45]_ géO) (3.76)
Q, Oy Ags  Aug gio)
M,
Burada;
h,
Aij = Kij - f Q) dz (ij=45)

-h
2 (3.77)
N
= Kij - z Qi(;() (Zk+1 = Z)
k=1
ve K;; kayma dizeltme katsayilaridir. Tabakall plak koordinatina gore Qi(;‘) ile Qi(}‘)
arasindaki baginti [1];
Q44 = Q44.c05% 60 + Qss.5in? 0
Qs = (Qs5 — Q44)-c0s 0.5in O (3.78)
Qss = Qss.c0s% 0 + Q44.5in% 6

seklindedir.
(3.68)-(3.72) hareket denklemleri, deplasmanlar (u,v,w, ¢4, ¢,) cinsinden
(3.79)-(3.83) ifadeleri ile veriimektedir [1];
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v (6u av) 6¢ a(l)z

d Ju
— A1 =—+ A —+ A | =— B +B
ax[ ugy gy TG, T oy) T Pu g P
9] 9]
8 (50 5]
(3.79)
+6[A 6u+A 6v+A (au+av) B do, 4B 6(;[)2
3y [416 5% 263, T 766 \5y T ax 1675 T P26 ay
0¢p, 09, ]_ 0%u 0%¢,
+B66(ay + ax) =lhgathsa
a[A 6u+A 6v+A <6u+f)v)+B 8¢1+B dp,
ax " ox 26 9y 6 \ay  ox 16 9x 26 9y
0 9]
2 (4 5]
(3.80)
+8[A 6u+A 6v+A (6u+6v)+B 6¢1+B o,
ay 412 5% 22, T 4265, T 5% 1275 2275,
¢, 6(]52) 0%v 0%,
B 2\ =l,—+ 1, ——
* 26(6y T ox ] FTER TS
ow
2 2+ ) (24
X (3.81)
a aw aw a‘w
+@[A44(E+¢2)+A45(E+¢1>]+N(W)+q=10W
dv du OJv dpq dp,
e (B g+ By + B (54 57) + o T D
0 9]
#0u (4 5]
d ou av du Jv 09, 6(]52
— |Big=—+ Bye=— + Bee | =— D D 3.82
+6y[ 16ax+ 266y+ 66<ay+ax)+ 16 55 *+ Dze By ( )
0P  0¢, ow
*Dis (5543 )] s Gy 02) s (5 + 1)
0° ¢>1

=lo5z ot2 11 E)tz
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st 2 ()4, 001, 20

Blea +BZ66 + Bes 5 T ox 16 55 + Dye—— 3y
+0us (574 52
[312 —+ Ba gv + Bye (g; + ZZ) + Dy, aa¢ + Dy aa(l;z (3.83)
+0us (5 +%)] [ Gy 02) s (G4 1)
_ 0°¢,

° 9tz 11 6t2
Aynisik ¢6zlme uygun tabakali plak (yani B;; = 0, I; = 0) durumu igin (w, ¢4, $>)
iceren (3.81)-(3.83) denklemleri (3.79) ve (3.80) denklemlerinden bagimsiz olarak

cozilebilirler. Bu durumda (3.82)-(3.83) denklemlerinin alacagi form [1];

0% 0%¢ 2¢ 0%¢ 0%
Dy ox 21 + D16 ox 22 + (D12 +D66) : ZDlsﬁa;"‘D%Wzl
(3.84)
62¢2 ow ow 62¢1
+ D266_y2 — Ays <¢2 +E) — Ass <¢1 + a) =1, 5:2
0%¢ 0%, 0%¢ 0%¢ 0%¢
Dy6 ax 21 + Des =5 922 + (D12 + Dse) }1, ZDzea a;"'Dze 6y1
(3.85)

92, ow owy 9%,
+ Dyp—— 37 A44<¢2 y) Ays (¢1+a>=low

seklindedir. Ortotropik plaklar igin Aq¢, A6 D16, D26, A4s tabakali plak rijitlikleri sifirdir.
Bdylece (3.81), (3.84) ve (3.85) denklemlerini basitlestirerek [1];

04 0, 0w
As <6x +a 2> A44<5y+8y >+N(w)+q 08t2 (3.86)
52 52 52 2
°¢ 4’ ¢ ow 92¢
Dll 21 + (Dlz + D66) 2 D66 21 A55 (¢1 —) = IO —21 (3_87)
dx dy Jat
9° 92 92 ow\ 02
Dgs ax ¢22 + (D12 + Dee) ¢1 22 Wd)zz —A (¢2 + ) =1, 6;22 (3.88)

seklinde ifade edilir.
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3.6 Reddy’nin Layerwise Teorisi

3.6.1 Teorinin altyapisi

Yer yer tabaka-ayrigsmalari (yapisma-kusurlari) olan, serbest kenarli veya tg¢-boyutlu
(3D) gerilme bolgeleri olan tabakali kompozit analizlerinde g-boyutlu (3D) kinematik
esasli bir teori kullaniimasi, sayisallastiriimis bir modelin gelistiriimesi ve bu modelin
de alisilagelmis G¢-boyutlu (3D) sonlu eleman modelinden daha efektif olmasi sarttir.
Bu gereksinimlerden dolayl Reddy'nin Layerwise teorisinin kullanilmasina ihtiyag
duyulmaktadir [34]. Bu teoride deplasmanlar, her tabaka icinde sonlu elemanlarin
Lagrange acilimlari kullanilarak hesaplanmaktadir. Kalinlik boyunca digum degerleri,
dizlem i¢i koordinatlarin (x,y) fonksiyonlaridir. Teoride her tabakanin, hem
matematiksel hem de fiziksel tabaka olarak karakterize edilebiliyor olmasi hesaplama
kolayhgi saglamaktadir. Bununla birlikte tabaka-ayrismalarinin/yapisma-kusurlarinin,
gocmelerin, c¢atlama/yariimalarin ve bunun gibi durumlarin modellenebilmesi
acisindan, birkac fiziksel katmani bir alt tabaka gibi karakterize etme olanagi
sunmaktadir. Reddy'nin Layerwise teorisi, alisilagelmis G¢-boyutlu (3D) sonlu eleman
modeli ile karsilastirildiginda, ayni sonuglari daha kisa slirede hesaplama imkani

veren bir veri yapisina sahip oldugu goértlmektedir [1, 35-37].

3.6.2 Deplasman ve birim-gekil-degistirmeler

Reddy'nin Layerwise teorisi, tabakall plak kalinhik dogrultusunda asagidaki

deplasman acilimi ifadesini esas almaktadir. i. deplasman bileseni ifadesi;

N
wi(x,y,2) = Z Ul (6, y). @/ (2) = U (x,y). &/ (2) (3.89)

Jj=1
i = 1,2,3 deg@erlerini alir; N, tabakali plagin kalinhigi boyunca ayristirma numaralarini
(yani sonlu eleman ayrigstirmasindaki digim numaralarini) verir; ve &/, kalinhk
koordinatina (z) bagh fonksiyonlardir. ifade sadeligi igin l¢ deplasmanin da
hesabinda ayni interpolasyon fonksiyonu kullaniimistir. Deplasmanlarin birbirinden
bagimsiz interpolasyon fonksiyonlari da olabilir (6zellikle us igin). ®/ fonksiyonlari,
tabakall plak kalinigi boyunca J. arayuzeye bagll tabakalarla ilgili Lagrange
interpolasyon  fonksiyonlari  cinsinden  tanimlanan  global interpolasyon
fonksiyonlaridir. (U/,V/,W/), kalinlk boyunca mevcut digimlerin yer-degistirme
degerlerini (u,v,w) ifade etmektedir (Sekil 3.8). ®’/'nin bu lokal yapisindan o6tirl
kalinlik boyunca deplasmanlar sireklidir, fakat z'ye goére tlrevleri slreksizdir. Bu
durum tabaka araylzeylerindeki bitin dizleme dik birim-sekil-degistirmelerin

sureksiz olacagini géstermektedir. Boylece, tabaka blinye denklemlerinden (yani,
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arayuzeyde iki tabakanin birim-sekil-degistirmeleri ile elastik rijitliklerinin
carpimindan) hesaplanan tabaka ici dizleme dik gerilmeler, surekli olabilmektedirler.
Tabaka arayiizeylerinde diizlem ici birim-sekil-degistirmeler (e, &y, &y,) strekli
olacaktir, fakat malzeme 06zelliklerinin tabakadan tabakaya degismesinden dolayi
dizlem ici gerilmeler (ax,ay,axy) sireksiz olmaktadir. Sonugcta teori ile 3N tane
degigken ve 3N tane iki-boyutlu diferansiyel denklem elde edilir. Layerwise teorisinin
avantaji sadece iki-boyutlu (2D) sonlu elemanin kullaniimasidir. Layerwise
modellerinde eleman kenar boyutlari, alisilagelmis tg-boyutlu (3D) sonlu elemanlar

yerine sadece iki-boyutla (2D) sinirli olmasidir [1].

VA /y z
Uy

N_~

\ / -U%é%\% |
\ U

1\}‘/—"\1
X

Sekil 3.8. Reddy’nin Layerwise teorisi kinematigi

(3.89) denklemindeki N degeri, uygun olarak segcilebilir. N, her fiziksel tabaka
icin en az bir eleman olacak sekilde secildiginde, tabaka i¢i gerilme dagilimlari dogru
sekilde belirlenebilir. Alt tabaka konsepti, birka¢ tabakay! esdeger tek bir tabakaymig
gibi modellemek icin kullanilabilir, yani N degerinin tabakal plaktaki fiziksel tabaka
sayisindan daha az olmasi anlamina gelmektedir [1].

Burada toplam kalinligi h olan bir tabakali kompozit plak ele alinmaktadir. Von
Karman non-lineer plak teorisinin birim-sekil-degistirme — deplasman bagintilar

kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilmektedir [1];

ou 1 /0wm\?2  oU’ 1 [ow/ ow/
g = _|__.( ) = | — D || — D]

Tox 2 \ox)  ox 2 \ Ox d0x
1 2 J 1 J ]
52:‘3_"+_.(‘7_W> OV o L (W o (O (3.90)
dy 2 \dy dy 2 dy dy
_aw_ J dd/
83_62_ dz
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_0v  Ow do’/ ow/

=t —=V/ —— . P/
=5, %y iz oy

_6u+6w_U] dd>f+6Wf o
55_62 ox dz d0x

=9y Tax Tax ay \ay T ox

3.6.3 Temel denklemler

du Jdv ow Jw oul  ov/ ow/’ ow/
. — q)]_|_ W.cI)I | — -/

(3.91)

DUgum degiskenleri (U7, V/, W) igin temel denklemler, virtiiel yer-degistirme prensibi

ile turetilebilir. Layerwise teorisinin denge denklemleri;

oM} oMl

6 _ol =
dx * dy Qr=0
oMy oM; |
244 _ =0
dx * dy Q2
oK{ 0K, .,
i e’ N =
6x+6y Q; +N'(W/)=0

I =1,2,..., N degerleri igin, burada;

0x

d ow/’ ow/ d ow/’ ow/
NI(W])=a.<si]._+5é]__y>+__<sé]. +S£]- >

ve bileskeler asagidaki gibidir;

hy, "/,
wi= [ ao@ . 5= [ aelee@.d
~h, 1,
h, "/,
) do! ; do' ;
1= J.US.E , Q2 f 4'5 , Q3
—hy, 1,
hy, hy,
Kl = j os.dl.dz , K= .f 04. Pl dz
~/, ~h/,
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(i=126)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)



(3.92)-(3.94) denklemleri 3N tane degisken (U!,V!,W') igeren 3N tane iki-
boyutlu diferansiyel denklemden meydana gelmektedir. N, tabakali plagin Ust ve alt
ylizii dahil arayiizeylerin sayisini ifade eder. Bileskeler (M!, !/, !, K}), tabaka biinye
denklemleri ve birim-sekil-degistirme — deplasman bagintilar kullanilarak arayizey

deplasman fonksiyonlari (U, VI, W) cinsinden ifade edilebilirler [1].
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4. TABAKALI KOMPOZIT PLAKLARIN SONLU ELEMAN ANAL.Zzi

41 Giris

Kompleks geometri ve sinir kosullarinin  mevcudiyeti durumunda tabakali
kompozitlere ait temel kismi diferansiyel denklemler kapali formda ¢ézilememektedir.
Cogdunlukla, tim kenarlari basit mesnetli (Navier metodu) veya karsilikli iki kenar basit
mesnetli iken diger kenarlarin istege bagli olan (Lévy metodu) dértgen plaklar igin plak
teorilerinin analitik ¢dzimleri bulunmaktadir. Rayleigh-Ritz ve Galerkin metotlari da
yaklasik analitik ¢ozimlerde kullaniimaktadir, yalniz karmasik geometrilerin
fonksiyonlarinin olusturulmasinin zorlugundan dolay! daha basit geometrilerle kisitli
kalmaktadirlar. Numerik ydntemlerin kullaniimasinin 6nemi uygulamaya ydnelik
problemlerin ¢6zimnU kolaylastirmaktadir. Kompleks yapi ve sistemlerin belirlenen
diferansiyel denklemlerinin ¢ézimunde kullanilan numerik metotlarin arasinda sonlu
elemanlar metodu en efektif olanidir [1].

Plak teorileri igin gelistiriimis birka¢ ¢esit sonlu eleman modeli bulunmaktadir.
Bunlar Gi¢ ana sinifta toplanabilir: (i) deplasman modelleri, (ii) karma ve hibrit modeller,
ve (iii) denge modelleri. Plak teorilerinin deplasman sonlu eleman modellerinde virtiel
yer-degistirme prensibi esas alinmakta ve temel denklemlerin tamami deplasmanlar
cinsinden ifade edilmektedir. Karma ve hibrit sonlu eleman modellerinde plak
teorilerinin farkli durumlarinin karmasi veya modifikasyonu esas alinmaktadir. Bu
durumda deplasmanlar ve gerilmelerin her ikisi de bagimsiz ve yaklasik olarak
belirlenmektedir. Denge modellerinde virtiiel kuvvetler prensibi esas alinmaktadir. Bu
Uc tip model arasindan, yer-degistirme sonlu eleman modelleri en gergek¢i olan ve
paket programlarda siklikla kullanilanidir [1].

Bu bdlimde temel olarak sonlu elemanlar metodu ve klasik plak teorisi ve
birinci-mertebe kayma deformasyon plak teorisinin deplasman sonlu eleman

modellerinin gelistiriimesinden bahsedilecektir [1].
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4.2 Sonlu Elemanlar Metodu

4.21 Temel ozellikler

Sonlu elemanlar metodu kompleks geometrik forma sahip kati cisim ve yapi mekanigi
problemlerinin ¢6zimu igin simdiye kadar gelistiriimis en etkin numerik tekniktir. Bir
problemin sonlu elemanlarla analizi oldukga sistematiktir. Analiz birka¢g mantiksal
basamaga bolunip bir bilgisayar yazilimi olarak ifade edilerek kompleks problemler,
sistemi tarif eden veriler kullanilarak (fiziksel 6zellikler, baslangi¢ ve sinir kosullari)
¢cbzulebilmektedir. Sonlu elemanlar yontemini muhendislik uygulamalarini modelleme
ve simule etmede ayricalikli kilan 6zelligi de budur [1].

Sonlu elemanlar teknigi, diger metotlarda bulunmayan iki ayrit edici 6zellige
sahiptir:

1. Probleme ait sistem birbiri ile kesismeyen basit alt sistemler toplulugu teskil
edilecek sekilde bolinlir ve bunlara sonlu elemanlar adi verilir. Buradaki
sistem ifadesi, fiziksel sistemi veya temel denklemleri ¢dzllecek olan
malzemeyi ifade etmektedir. Bir sistemin elemanlara bélinmesine, sonlu
elemanlara ayristirma adi verilir. Olusturulan bu eleman topluluguna da
sistemin sonlu eleman agi denir. Genel itibari ile sonlu eleman agi, sistemi
ifade eden bir yaklagimdir [1].

2. Herbir sonlu elemanda temel denklemlerin ¢6zim yaklasimi, belirsiz
parametrelerin ve hemen hemen tamami polinom olan secilmis yaklasim
fonksiyonlarinin dogrusal (lineer) bir kombinasyonu ile yapilir [1].

Her eleman igin ¢d6zUmin polinom seklinde ifade edilmesi ile sistemin
¢6zUmUndn ardisik bir yaklagimi, eleman araylzeylerindeki sonlu eleman ¢ézimuandn
surekliligi ve muhtemel tlrevleri ile elde edilebilir. Buna elemanlarin bir araya
getiriimesi prosedurt adi verilir [1].

Sonlu elemanlar metodunda geometrik olarak kompleks bir sistemin alt
sistemler toplulugu olarak temsili, bu yaklasim fonksiyonlarinin kolayca
olugturulmasini saglamaktadir. C6zimuin eleman dugum noktalarindaki degerler
cinsinden ifade edilmesi ile (yani, interpolasyon yapilarak) bir eleman icin yaklasim
fonksiyonlarini uygun interpolasyon hesap polinomlari seklinde tanimlayarak su

ifadeyi yazabiliriz:

u(x) = Up() = ) UFp () (4.1)
j=1

j
Buradaki U,, tipik eleman 2¢'deki u'nun sonlu eleman interpolantini ifade eder. Uf,

U, 'nin j. noktadaki degeridir. wf(x) ise interpolasyon fonksiyonlaridir. Ornegin iki-
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boyutlu (2D) bir problemde bir u(x,y) fonksiyonunun dogrusal sonlu eleman
yaklasiminda, dggen pargaciklarin bir araya getiriimesiyle olusturulmus sistemi temsil
eden ucggen sonlu elemanlar kullanilir ve sonra formun lineer polinomlari aracihigiyla

her bir eleman Uzerinde u(x, y) fonksiyonu yaklagimi gerceklestirilir [1, 29, 38].

3
uxa+bx+cy= Z Uiys(x,y) (4.2)

j=1
iki temel &zelligi (sistemin sonlu elemanlara ayristiriimasi ve (4.1) form
denklemleri ile u ¢ézimunin temsil edilmesi) disinda sonlu elemanlar metodu; verilen
bir diferansiyel denklemin herbir eleman icin agirlikli-integral veya varyasyonel
ifadeler olarak adlandirilan esdeger bir formda yeniden bigimlendirildigi genel bir

numerik metottur. U7 parametreleri, herbir eleman icin varyasyonel ifadelerin yeterli
olmasiyla elde edilir. Varyasyonel ifadenin yeterliligi, bir elemanin Uje parametreleri

arasinda bir takim cebirsel bagintilar tiretir. Sistemin elemanlara boélinmesinden
sonra eleman arayuzeylerindeki U,(x)’'in surekliligi kullanilarak elemanlar orijinal
pozisyonlarinda bir araya getirilirler. Sonlu eleman metodu, aranan fonksiyonun
dugum degerleri icin cok sayida denklemin ¢o6zUmunu gerektirmektedir. Denklem
sayisl, bilinmeyen digim degerleri sayisi kadardir. Bu ylzden, ¢ok fazla hesaplama
gerektiren bir metottur ve sadece bilgisayar yardimiyla hesaplamalarin yapilmasi
durumunda pratiktir [1].

Sonlu eleman metodu, varyasyonel metot yaklagsimlari (Rayleigh-Ritz, Galerkin,
en kuguk Kkareler, kollokasyon, alt bdlgelerde kollokasyon vb.) icin yaklagim
fonksiyonlarini olusturmanin bir teknigi olarak ele alinabilir. Sistemin sonlu elemanlara
boélinmesi ve secimlerin polinomlarla kisitlanmasi yaklasim fonksiyonlarinin
meydana getiriimesini elverigli bir hale getirmektedir. Sadece bir tane sonlu eleman
metodu mevcut olmasina karsin kullanilan varyasyonel metodun temel denklemi igin
yeterli olmasina bagl olarak bir denklemin farkli birka¢ sonlu eleman modeli
olabilmektedir [1].

4.2.2 Modellemede dikkate alinacak hususlar

Yapisal bir problemin sonlu eleman analizi, yapi davranisini temsil eden matematiksel
bir modelin numerik analizidir. Bu ylzden, sonlu elemanlar ile modelleme, yapinin
geometrisinin ve davranisinin temsilini dikkate alan varsayimlar icermektedir. Yapinin
nasil davrandigina dair gegerli varsayimlar sadece nitelikli bir bilgiye sahip olmayla

yapilabilir. Yapi ve yapinin sonlu eleman modeli deformasyonlarini elde ettigimiz
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temel denklemlere dair yeterli bilgi, mevcut islemin iyi bir matematik modelinin
gelistiriimesine olanak saglar [1].

Calismada sonlu eleman modeli prosedirinin birka¢ farklh durumu ele
alinmakta ve eleman geometrisi, ag hassasiyeti ve yik durumunun temsilinde dikkat

edilen temel esaslar gosterilmektedir [1, 38].

4.2.2.1 Sonlu eleman agi olugturma

Bir yapinin sonlu eleman agini olusturmada asagidaki esaslar izlenmelidir:
1. AQ, sayisal sistemin geometrisini ve yik durumunu dogru bir sekilde temsil
etmelidir.

Ag, ¢c6zimu yeterli hassasiyette temsil etmelidir (deplasman ve/veya gerilme).

3. Ozellikle biyiik degisimlerin oldugu kritik bolgelerde ag, uzun/kisa kenar orani

blyulk olan elemanlar icermemelidir.

Yukarida belirtilen esaslar dahilinde ag, ylzeysel (iri ve az elemanl) veya hassas
(kGgUk ve ¢cok elemanli) olabilir ve tek tip veya farkll mertebelerde ve tirde elemandan
(Ucgen ve dortgen, lineer ve ikinci dereceden) meydana gelebilir. Uygun elman
mertebe ve tipi secimi ile dogru sonugclar elde edilirken hesap kolayhgi saglanmis olur.
Eleman ve ag se¢imi problemden probleme degisiklik gdsterir. Bir problemde iyi
sonu¢ veren bir ag ve/veya eleman yapisi farkli bir problem igin ayni performansi
saglamayabilir. Bu U¢ esas dogrultusunda yiizeysel ag olusturulmaya baslanmali,
problemdeki simetrilerden faydalaniimali ve elde edilen sonuglar fiziksel bilgi birikim
ve yaklasik analitik ve deneysel bilgiler dogrultusunda degerlendirilmelidir. Bu
degerlendirmeler bir sonraki ag siklastirmasi ve analizlerin gekillendiriimesinde
kullanilir [1].

Tek tip elemandan (6r: lineer veya ikinci-dereceden eleman) meydana gelen
aglarin olusturulmasi kolaydir ¢linkl ayni mertebedeki elemanlar birbirleri ile
uyumludur. Ag siklastirmasinin birkag¢ alternatifi mevcuttur. Bunlardan biri h-tipi ag
siklastirmasidir ve mevcut ag elemanlarinin ayni tipte iki veya daha fazla elemana
bolinmesiyle yapilir (Sekil 4.1a). Bir digeri ise p-tipi ag siklastirmasi ve mevcut ag
elemanlarinin  daha yuksek-mertebeden elemanlarla yer degistirmesi ile
yapilmaktadir (Sekil 4.1b). h- ve p-tipi ag sikilastirmalari; kimi yerde elemanlarin iki
veya daha fazla elemana ayristiriimasiyla, kimi yerde de daha yuksek-mertebeden
elemanlarla degistirilerek yapilabilir. Lokal ag siklastirmasinda ¢ok kic¢iuk ve ¢ok

blylk elemanlar yan yana olmamalidir [1].
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(a) h-tipi ag sikilastirmasi

(b) p-tipi ag sikilagtirmasi

Sekil 4.1. Sonlu eleman ag sikilastirmalari

Kati cisim ve yapi mekaniginde farkl tipte elemanlarin bir arada kullaniimasinin
gerektigi bircok problem mevcuttur. Ornegin, iki-boyutlu (2D) plak egilme elemani, bir-
boyutlu (1D) kiris eleman ile baglanabilir. Plak elemanin klasik plak teorisi ile
modellenmesi durumunda kiris elemani da Euler-Bernoulli kirisi teoremi ile
modellenmelidir ki, baglanti noktalarinda ayni serbestlik derecelerine sahip olabilsin.
Bir diizlem elastik elemanin bir kiris elemana baglanmasi durumunda, bu baglanan
elemanlarin serbestlik derecelerinin uyumsuz olmasi durumunda (¢lnki Kkirisin
donme serbestlik derecesinin karsihdi elastik elamanda bulunmamaktadir), iki-
boyutlu (2D) dizlem elastik elemandan bir-boyutlu (1D) kiris elemana gegisi

saglayacak 6zel bir eleman olusturulmalidir. Bu tlr elemanlara gegis elemanlari adi

verilir [1].
O ®
3
2
1
] r/ \/ . ~ (’ ®
Lineer Gegis ikinci-derece
Eleman Elemani Eleman

Sekil 4.2. Farkli mertebeden elemanlarin baglantilari
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Lokal ag siklastirmasini yapabilmek igin farkli dereceden elemanlari kombine
etmek gerekebilir, lineer ve ikinci dereceden elemanlar gibi farkli dereceden
elemanlari kombine etmenin iki yolu mevcuttur. Biri, elemanin farkh kenarlarinda
degisik sayilarda digim noktalari bulunan gecis elemanlari kullanmak (Sekil 4.2).
Digeri, farkli dereceli elemanlar arasindaki ortak kenarlarda yliksek dereceli elemanin
ara dugum noktalarinin dasuk dereceli elemanin karsilik geldigi noktayla ayni dederi
alacak sekilde sabitlemek (2'nolu digim degerini, 1 ve 3'nolu digim degderlerinin

ortalamasina esitlemek). Sekil 4.3’de bu siklastirmalara érnekler goésterilmektedir [1].

(@) (b)
Sekil 4.3. Lokal ag sikilastirmalari

4.2.2.2 Yukun temsil edilme sekli

Kati bir cismin, yayili yik etkisi altinda oldugunu varsayalim. Cismin deplasmani bir
grup sonlu elemanla modellendiginde, yayili yiki de digim noktalarina etkiyen bir
grup digum kuvveti seklinde modellenmelidir. DGgim noktasi kuvvetlerinin sonlu
eleman digum noktalarindaki deplasmanlar ile yaptiklari isin, yayili yukin yer-
degistirme dogrultusundaki hareket ile yaptidi ise esit olmasi gerekmektedir.
C6zUmun dogrulugu, eleman tipine ve sistemi temsil eden aga ve asil kuvvetlerin
temsil edilisine baghdir. Ornegin egrisel bir sininn modellenmesinde lineer eleman
kullaniimasi asil kuvvet dagilimini etkileyecektir (Sekil 4.4). Bu durumda h- veya p-
tipi ag siklastirmalari ile bu sinir kuvvetlerinin modellemesi gelistirilebilmektedir. Yayili
kuvvetten dolayl olusan yuk vektorl, ¢ozium yaklasimi i¢in kullanilan elemanin
interpolasyon fonksiyonu ile hesaplanmalidir. Ornegin, ¢dzim yaklasimi, ikinci
dereceden dokuz-digum noktali elemanlar kullanilarak yapilmigsa yayili kuvvetin
digim noktasi dagihmlari dért-digim noktali lineer elemanlar kullanilarak

deg@erlendiriimemelidir [1].
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Sekil 4.4. SEM’de sinir kuvvetlerinin temsil edilisi

Diger bir durum da farkh tipte yaklasimlara sahip birbirine temas halindeki iki
cisme etkiyen sinir kuvvetidir. Ornegin, bir plak ile dairesel bir diskin temasi ile bir
tepki kuvveti meydana gelir, bu kuvvet noktasal bir yuk veya lokal yayili yuk olarak
modellenebilir. Sekil degistirebilen cisimlerin aralarindaki temas kuvvetinin noktasal
kuvvet olarak modellenmesi, gercekte yayili olan yukin bir yaklagimidir. Yukin
modellenmesinde yayili ylkin sinGsund kullanmak daha gercekgi olmaktadir [1]
(Sekil 4.4).

4.2.2.3 Sinir kosullarinin belirlenmesi

Kuvvetlerin ifade edildigi sinir pargasi ile yer-degistirmelerin ifade edildigi sinir
parcasinin ortak noktalara sahip olmalari bircok problemde karsilasilan durumdur.
Bagska bir deyigle agin birka¢c dugum noktasinda hem kuvvetin hem de yer-
degistirmenin serbestlik dereceleri belirtilebilir. Bu noktalara tekil noktalar denir. Her
durumda bu iki sinir kosulu ayni noktada uygulanamaz. Genel bir kural olarak,
geometrik (yani, deplasman) sinir kosulu tekil noktalarda uygulanmali ve kuvvet sinir
kosulu dikkate alinmamahldir. Gergek durumda, kuvvet sinir kosullarinin
uygulannmasi sonucu olarak geometrik sinir kosullari ortaya c¢ikar ise ilk olarak
dikkate alinmasi gerekmektedir [1].

Sinir-deger problemlerinin analizinde de baska bir tip tekillikle karsilagilir. Bu da
ayni sinir noktasinda deplasman veya kuvvet degiskeninin iki farkli degerinin
belirlenmesidir. Sonlu eleman analizinde, ya iki deger arasinda bir se¢cim yapmak ya
da bu iki degerin agirlikli ortalamasini almak gerekir. Eger bu iki deger arasindan
secim yapilacaksa daha emniyetli olmasi igin buyuk olan deger tercih edilmelidir. Her
durumda gergek sinir kosulu, bir yaklasim kosulu ile yer degistirmektedir. Yaklagim
sinir kosullarinin gergcede olan yakinhgi, noktanin sahip oldugu elemanlarin
boyutlarina baghdir. Cogunlukla kabul edilebilir bir sonu¢ elde edebilmek igin tekil
nokta civarinda ag siklastirmasi gerekmektedir [1].

Birgok basit problemin kendi muhendislik formulasyonlariyla gergeklestirilen
yaklasimlari ile SEM ¢6ziml sonuglarinin birebir 6értismemesine ¢ok o6nem

veriimemelidir. Analizde meydana gelen degisik hatalarin bagil oranlarn ve
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dogrultulari, sonlu eleman aginda vyapilan siklastirmanin hangi asamada

sonlandirmasi gerektigini ortaya koymaktadir [1].

4.3 Kilasik Tabakali Plak Teorisi (CLPT)

4.3.1 Temel denklemler

Klasik tabakal plak teorisi, ince izotropik plaklar icin olan Kirchhoff plak teorisinin
tabakal plaklar igin genigletilmis halidir. Kirchhoff plak teorisinin varsayimlari bolim
3.4.2 ’de ve temel hareket denklemlerinin ¢ikariimasi da bdlim 3.4.4 'te ele alinmigti.
Statik durumda klasik tabakali plak teorisinin denge denklemleri (bk. (3.33)-(3.35) ve
(3.39)-(3.43)):

——=4+=2) = 4.3
<6x * 63/) 0 (4.3)
0Ny 0N\

~(5e+ %) =0 (4

_<02M1 262M6 92M,

= 4.
~z + axay+ 5y +N(w)+q> 0 (4.5)

(N4, Ny, Ng) ve (My,M,, M), (3.37) denklemlerinde tanimlanan kuvvet ve moment

bileskeleri ve N(w), (3.36) denkleminde tanimlanan non-lineer ifadedir [1];

h h
Ny Z (01 M, Z (01
N, b = f o2t dz Myt = f 02 zdz (4.6)
N6 “h Og M6 N3 Og
2 2
N —a(zv MW N aW)+a(1v aW+1vaw) (4.7)
w) = ax\"tax  Cay) ay\®ax Zoy |

Denge denklemleri, tabakali plak bunye denklemleri kullanilarak deplasmanlar
(u,v,w) cinsinden ifade edilebilirler (bk. (3.33)-(3.35) (3.55)-(3.57)). Burada (4.1)
denkleminin sonlu eleman modeli, kuvvet ve moment bileskelerinin deplasmanlar

cinsinden bilindigi varsayimi ile gelistirilmistir [1].

4.3.2 Sonlu eleman modeli

Sonlu eleman modeli denklemlerinin gelistirimesi iki temel adimda meydana
gelmektedir: (1) denklemlerin agirlikli-integral ifadeleri olusturulur ve (2) interpolasyon
teoremi kullanilarak deplasman yaklasimlari ve agirlikli-integral ifadeleri kullanilarak

digim noktalari deplasmanlari ve kuvvetleri arasindaki cebirsel denklemlerin
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diferansiyelleri tiiretilir. ik olarak, diferansiyel denklemler, ¢éziilebilmeleri icin agirlikli-
integral formunda yeniden yazilirlar. Bu islem, dugum deplasmanlar ve kuvvetleri
arasinda bagimsiz lineer cebirsel bagintilarin turetilebilmesi icin gereklidir. Agirhkli-
integral ifadesi hem direkt olarak temel denklemlerden hem de virtiel deplasmanlar
prensibinden tiretilebilir. Her iki yaklasim da zayif formulasyon adi verilen agirlikh-
integral ifadesini birebir ayni sekilde verir. Sonraki adimda, (4.1) formunun uygun
sonlu eleman interpolasyonlari kullanilarak bagimli degiskenlere yaklasim yapilmis
olunur. Bunlar, deplasmanlar ve kuvvetlerin digim degerleri arasindaki cebirsel
bagintilar elde etmek icin ifadelerin zayif formulasyonlarinda yerlerine yazilir.
Anlatimi sadelestirmek icin, (4.5) denklemindeki non-lineer N (w) terimi ihmal edilir ve

lineer denklemlerin sonlu eleman modelleri gelistirilir [1].

4.3.21 Zayif formiilasyon

Virtiel yer-degistirme prensibi, (4.3)-(4.5)deki diferansiyel denklemlerin zayif
formulasyonunu verir. Buna alternatif olarak, (4.3)-(4.5)'in zayif formulasyonu sdyle
de aciklanabilir; Her denklem, uygun bir agirlik-fonksiyonu ile ¢arpilir ve tipik bir
eleman (zerinde integrali alnir. ifadenin her agirlik-fonksiyon tercihi igin
uygulanabilmesiyle denklemle ilgili deplasman bilesen acilimi dugum degerleri
mevcut olan agirlik-fonksiyonu olarak olabildigince farkl, lineer bagimsiz fonksiyonlar
seklinde secilebilir. Agirlik-fonksiyonu, deplasman bilesenindeki virtiel varyasyon
terimine sahiptir. (4.3)-(4.5)'deki U¢ denklem, (x,y,z) koordinat sistemindeki kuvvet
dengesiyle uyusmaktadir. Bundan dolayi, bu G¢ denklemin agirlik-fonksiyonlari,
sirasiyla (éu, 8v, dw) virtuel varyasyonlarina sahiptirler [1].

(4.3) denklemi, agirhk-fonksiyonu éu ile ¢arpilip, 2° bolgesinde integrallenirse;

0—[6 [ dN; aNGdd
= u " xay (4.8)

N, ve Ng; u, v ve w deplasmanlarinin tirevlerine ait fonksiyonlardir.
interpolasyon fonksiyonlarinin tiirevlenebilirligini azaltmak igin u, v ve w’nun sonlu
eleman yaklasimlarinda kismi integrasyonla (veya gradient teoremiyle) agirlik-

fonksiyonu éu olarak islem géren N; ve Ng’daki tirevi kullaniimistir [1].
déu déu
0= f I:WNl + WN6:| d.X'dy - I(Nlnx + N6le)5uds (49)
ne re

(nx,ny), 0° bélgesinin I'¢ sinirindaki birim normalin dogrultman kosinUsleridir. Sinir

integralindeki parantez ici ifade duzlem i¢i normal kuvveti gostermektedir [1].
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Nlnx + N6le = NTl (4.10)

Boylece (4.8) denklemi asagidaki hali almaktadir;
66u
0= f[ N6] dxdy — f&tN ds (4.11)

(4.11) denklemine, (4.3)'Un zayif formUlasyonu denir. Cinku (4.11) denklemi, (4.3)
orijinal diferansiyel denkleme kiyasla, (u,v,w) baglh degiskenlerinin daha az
tirevlenebilirligini (daha zayif surekliligini) gerektirmektedir [1].

(4.4) ve (4.5) igin de ayni proseduru takip ederek asagidaki zayif formlar elde

edilmektedir;
_ d6v aév
0= f EN6+WN2] dxdy — anS(SUdS (4.12)
ne re
fa%sw aZSWM LW swaaxa
axdy gy2z 2 Towajaxay

(4.13)
aéw
— '[ [SWV;l + WMn ds
év ve éw, siraslyla v ve w deplasmanlarinin virtiel degiskenleridir [1].

4.3.2.2 interpolasyon ve sonlu eleman modeli

Bir elemanin Uzerinde sekil (form) interpolasyonlari ile deplasman (u,v,w)

yaklagimlari;
u= Zujlpj(x,y) v= Z vp;(x,y) w = Z A;9;(x,y) (4.14)
j=1 j=1 j=1

seklindedir. Burada; (u;,v;), (u,v)'nin dugim degerlerini ve 4; de w'nun dugim
degerleri ve tlrevlerini ifade etmektedir. Butlin digim deplasmanlari ve rotasyonlari,
genellestiriimis deplasmanlar olarak adlandirilir ve Q¢ bdlgesi Gzerinde tanimhdir [1].
Sonlu eleman analizinde kullanilan iki temel interpolasyon fonksiyonu
bulunmaktadir. Lagrange’da sadece fonksiyonun, Hermite’de ise fonksiyonun ve
tirevlerinin  interpolasyonu  gercgeklestirimektedir. Lagrange interpolasyonu
kullanilarak meydana getirilen sonlu elemanlar C° olarak, Hermite interpolasyonu
kullanilarak meydana getirilen sonlu elemanlar C™ olarak adlandirilir. Buradaki m
interpolasyona katilan turevlerin mertebesini ifade eder ve m > 0’dir [1].
(4.11)-(4.13) denklemlerinin tirev mertebelerine gore, Lagrange y; ve Hermite

¢; interpolasyon fonksiyonu belirlenir [38, 39]. Acikca, (u, v)’nin C°-interpolasyonu ve

64



w’nun  Cl-interpolasyonu, (4.11)-(4.13) denklemlerinde zayif formilasyonlari
kullanirken klasik plak teorisinin plak egilme elemanini olusturmak igin
gerekmektedir [1].

Dort-dugumla dértgen elemanlar kullanilan (u, v)’nin lineer Lagrange ve w’nun
kibik Hermite interpolasyonunda n=4 ve m=16’dir. Bu durumda dugim

degerinden dort tanesi w’ya baghdir [1];

ow ow %w
" ax a9y ' 0xdy

(4.15)

Lagrange y; ve Hermite ¢; interpolasyon fonksiyonlari, Cizelge 4.1’de
verilmistir. Uygun plak eleman igin Hermite interpolasyon fonksiyonlari, Euler-
Bernoulli kiris elemaninin Hermite kiibik polinomlarinin tansér carpimlarinin alinmasi
ile elde edilir [1, 38].

(u,v,w)nun bu interpolasyon secimi, (u, W, aW/an)’nin elemanlarin
araylzeylerindeki surekliligini saglamaktadir. Bu ylzden bu tir elemanlara uyumlu
elemanlar adi verilir. Eger interpolasyonda karisik tlrev aZW/aX dy yoksa dizleme dik

deplasman egiminin i¢ eleman surekliligi sonu¢ eleman ile uyusmaz. Bundan dolayi,
uyumsuz eleman olarak adlandirilir. Uyumlu eleman her diugiminde toplam 6
serbestlik derecesine sahiptir, diger taraftan uyumsuz eleman her digimuinde toplam
5 serbestlik derecesine sahiptir (Sekil 4.5) [1].

ow w ow ow 'w
uv,w, —, — u,v,w, —, ]
ox  ay Ox dy oxay
(a) Uyumsuz (b) Uyumlu

Sekil 4.5. Klasik plak teorisi (CLPT) plak egilme elemanlari

65



Cizelge 4.1. Plak egilme elemanlari icin Lagrange y; ve Hermite ¢; interpolasyon
fonksiyonlari [1]

Eleman tipi interpolasyon fonksiyonu Aciklamalar

Lagrange elemanlari:

. 1 i digum igin
Lineer ~(1+&DA +mmy)
4 (i=1,..4)
ikinci dereceden %f{i(l + &M (1 +1n;) Kdse dugumdi
%nm(l +mm)(1-¢2) Kenar diigumd, §; =0
SR CR DR D) Kenar diigimii, 7; = 0
(1= -n?) I¢ duigtim
Seredipity eleman:
ikinci dereceden %(1 + &M +nm)(EE +nm — 1) Kose digimi
%(1 — &)1+ ;) Kenar digumi, & = 0
SA+ENA—7?) Kenar dugimii, n; = 0
Hermite kibik eleman:
interpolasyon fonksiyonlari
u degjiskeni igin €+ ED2EE— (0 +1)%(m; — 2)
ou/0¢ tlreviigin I—;fi(f +&)2(&E — D +1)2(m; — 2) i diigum icin
du/an tirevi igin =&E+HED2EE - D +n)2 -1 (=18
0%u/ogon tireviigin  =&(& +E)(EE — Dmin +n)?(ymi — 1)
interpolasyon fonksiyonlari
u degiskeni igin 3G+ Do+ D@+ & +10— 2 = 1)
} 1 i duglm igin
du/9¢ tureviigin =&+ D2 — Do+ 1)
2 (i=1,..4)
du/an tirevi igin 1o + Do + D2 — 1)
f=G-x)/a  n=0-y)/b (2a ve zb, dorigen
& =¢&§; No = N1 elemanin kenarlaridir)

((¢1,m;), elemanin i-ninci digim koordinatlarini; (x.,y.), eleman merkezinin global koordinatini ifade

eder).
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(4.3)-(4.5) denklemlerinin sonlu eleman modeli, (u, v, w) icin (4.14)'deki ifadeler
yerlerine yazilarak ve du =1;, év =y;, dw = ¢; ifadelerini de (4.11)-(4.13)'deki
yerlerine yazilarak elde edilir. Bu, her zayif formun i. cebrik ifadesini verir. Her eleman,
toplamda (2n + m) digum serbestlik derecesine sahiptir. Boylece asagidaki ifadeleri
elde edilmektedir [1];

[0, ;]
0= f 5 M +WN6_ dxdy — f Ny yds (4.16)
ne re
[0, 01,
0= f 55 Mo+ 3y Nz_ dxdy — answids (4.17)
ne re
2 2 2
¢l 0 b 0°¢;
f[ 6 ByM 3y? M, + ¢;q|dxdy
s (4.18)
— ”¢iVn+a—n‘Mn ds
I‘e
Bu denklemler asagidaki sekilde ifade edilebilir;
3 n(p)
z kPl —FF =0 i=12,...,n(a) (4.19)
B=1 j=1
veya
[K°]{4°} — {Fe¢} = {0} (4.20)

Burada, @ = 1,2,3; n(1) =n(2) = 4 ve n(3) = 16'dir. 47 degiskenleri ve K/}’ rijitlik

sabitleri agsagidaki sekilde tanimlanmaktadir [1];
Ai=vw , A=v , A =4 (4.21)

ve
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Kl.lj.“ = f [6611: NY %—l/;Ng';] dxdy

ge
Nllj = Aqq al/J] 1666_1/;
Nfj = Ase alpj A1zaa_ll;
N3 = - <311 % + 2B1g Z;ZJ; + By, ‘Z;y@)
K = f [a(,;il Ngi + (Zf}l NZ“J] dxdy

ge
Ng; = AlG%"’ Aeeaa_ll;j

(4.22)

Nezj = A66% + Azeaa_ll;/j
Ng = - <316 % + 2B gig)’; + By fyqsz )
Ny; = A12%+ AZG%
N3 = A26% + Ay, i)—l/;j

%9, 0%¢; 0%,
Ny = — (BIZW + 2B 9x0y + Bz 9y2 )

62¢ az¢ 62¢
3a _ L ! L
K3 = — f[axz M7 + ZaxayMgf + 3y2 ng] dxdy
_Qe
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oY 0y
Mllj = B1la_x]+ Bis /

ay
0Y; 0Y;
M3; = B16a_xj+ 3126—;
0%¢; 0%¢; 0%¢;
M13] = — <D11 W + ZDlﬁm + D12 a_yz>
0Y; 0Y;
Mg; = B1ea—xj+ Bsea—y]
oY, Y,
M§; = Beea_xJ + Bzea—yj (4.23)
0%¢; 0%¢; 0%¢;
M63] = — <D16W + 2D66m + D26 a—yz>
0y, oY,
M3; = Blza_xj‘*' BZGO_yJ
o, o,
Mj; = Bzea—x]"' Bzza—yj
0%¢; 0%¢; 0%¢;
M23] = — (Dlzm + 2D26m + D22 a_yz>
Fil = J-an»bids ’ Fi2 = answidS
re re ( )
4.24
Ff = oV, +%M ds — | ¢;qdxd
L 'n an n lq y
re ae

ifadeleri yazilabilmektedir ve diger tim katsayilar sifirdir [1].

(4.22)-(4.24) denklemlerindeki katsayilarin hesaplanmasi igin herbir eleman
sistemi Uzerindeki integrallerinin ¢dzulmesi gerekmektedir. Eleman geometrisinin
dortgen olmadigi veya (x,y) koordinatinda karmasik fonksiyonlarin integralleri ile
karsilagilan durumlarda, klasik metotlarla integralin kesin ¢6zimu mumkuan degildir.
Sonlu eleman bilgisayar yazilimlari bu tir integralleri, numerik metotlar kullanarak
hesaplamaktadirlar. Klasik tabakali plak teorisinin sonlu eleman modelinin
olusturulmasi bu sekilde tamamlanmis olur [1].

Bir elemanin (4.19)-(4.20) denklemleri, dGgum deplasmanlarinin ve dugim
kuvvet dengelerinin igsel eleman suirekliligi kullanilarak bir araya getirilir. Sonra

problemin deplasman ve kuvvet sinir kosullar, bir araya getirilen sistem
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denklemlerine uygulanir ve tim agin duagim deplasmanlar igin denklemler
hesaplanir. (4.14) denklemleri herhangi bir (x, y, 0) noktasindaki deplasmani bulmada
ve (3.23) denklemindeki deplasman ifadesi de bir (x,y,z) noktasinin toplam
deplasmanini belirlemede kullanilabilir. Global koordinattaki (x,y,z) birim-gekil-
degistirmeler (3.30) ve gerilmeler, deplasman ifadesi kullanilarak hesaplanabilir ve
(3.18)-(3.19)deki donlisimu denklemleri kullanilarak tabaka koordinatlarina

doénlsumu yapilabilir [1].

4.3.3 Non-lineer model

Eger Von Karman non-lineer birim-sekil-degistirmeleri (bk. (3.31)), sonlu eleman
modeline dahil edilirse yukardaki prosedur, cebrik ifadelerin (4.19)-(4.20) sonuglarinin
non-lineer olmasi haricinde bir degisiklie ugramaz. Non-lineer model igin rijitlik

katsayilari [1];

6 Ui

f [awl NZf]d"dy (4.25)

0p;(_ 0¢; _ 0\ 0¢;(_ 0¢; foy

33 _ l N2 ¥ J 4+ J

K f[ ( 155 + Ng 3y + Jy Ng— Fp + N, —= 3y dxdy
Buradaki;

- ow 0¢; ow 0¢;
Noj = Aar 5757+ Aaz 3y 3y

owadg; dwde;
—— =12
<6x 3y 9y ox (@=126) (4.26)
P —1A (6W>2+1A (6W)2+A dw dw (=126
1 =548\ 50 2412\, 16 3% dy =12,

Non-lineer modelin non-lineer cebrik ifadeleri, iteratif metotlar yardimi ile
cozilirler. iteratif metotlarda bagiml degiskenler iceren ifadeler ve bunlarin tiirevleri,
onceki iterasyonlardan alinan degerler ile hesaplanir. Boylece integraller numerik

metotlar yardimi ile ¢géztmlenmis olur [1].
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4.4 Birinci-Mertebe Kayma Deformasyon Teorisi (FSDT)

441 Temel denklemler

Bu bdlimde, birinci-mertebe kayma deformasyon teorisinin deplasman sonlu eleman
modellerinden bahsedilmektedir. Klasik tabakali plak teorisi icin uygulananla ayni
prosedir uygulanmaktadir. ilk olarak teorinin statik denge denklemlerini ele
alinmaktadir [1].

(3.68)-(3.72) denklemlerindeki zamana gére tirevli terimlerin ihmal edilmesiyle
birinci-mertebe teorisinin denge denklemleri elde edilir (yani, butin bileskelerin

sadece uzay koordinat sisteminin fonksiyonu oldugu varsayilhr) [1]:

aNl 6N6 6N6 aNz)

_ —%) (== =) = 4.27
(6x+6y) o (6x+6y 0 ( )
0Q;  00Q; _

-(3;+37+Nmo+@_o (4.28)

, —(aM6 oM )=o (4.29)

oty @

(4.27)-(4.29) denklemlerinin zayif formulasyonlari, klasik tabakall plak teorisi
icin gdsterilenle ayni sekilde elde edilir. ilk denklem &u ile carpilir, ikincisi v,
Uguncist dw, dérdincusi 6 ¢4, besincisi 6 ¢, ile carpilirlar. Zayif formualasyonlari elde
etmek icin sonucglardan agirlik-fonksiyonlarina kadar olan diferansiyellerin

¢6zimlenmesinde yine kismi-integrasyon kullanilir [1].

4.4.2 Sonlu eleman modeli

Kuvvet ve moment bileskeleri bagh degiskenlerin (u,v,w, ¢, ¢,) en fazla birinci
turevlerini igerir. Bu nedenle, hepsi icin Lagrange interpolasyon fonksiyonlari
kullanilarak yaklasim yapilabilir. Buna gore, birinci-mertebe plak teorisinin plak egilme
elemani, bir C° elemanidir. Deplasmanlarin (u, v, w, ¢4, ¢,) yaklasimlari asagidaki
gibidir;

n n

u= Z witey)  v= Z vipiley)  w= Z wip;(x,y)
j=1

j=1 Jj=1 ]

(4.30)
1= Sy $a= ) SHY)
j=1 j=1

Burada y;, interpolasyon fonksiyonunun Lagrange ailesidir. Lineer, ikinci-mertebeden

veya daha yuksek-mertebeden interpolasyon fonksiyonlari icin kullanilabilir [1].
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Lineer durum icin 2°¢ Uzerinde (4.27)-(4.29) denklemlerinin zayif formulasyonlari

asagidaki sekildedir [1];

0= f Wiy 4 2% N6] dxdy — Ff Nyids (4.31)
0= j [a‘/’l %—II;NZ] dxdy — Ff N, ;ds (4.32)
0= ) a‘/’l "oy + ‘/’l o+ 1/qu dxdy — f Qnibids (4.33)
0= ﬂfe :% M, + ;’;‘ Mg +1; Q1 dxdy — rf M ;ds (4.34)
0= ﬂfe _% Mg + al’[; M, + ; Q2 dxdy — Ff M,s;ds (4.35)

Birinci-mertebe teorisinin sonlu eleman modelini, (4.30)'deki (u,v,w, 1, d,)

ifadelerini, (4.31)-(4.35) denkleminde yerine yazarak elde ederiz [1].

5 n
zz KPal—Fr=0 (a=12...5)

(4.36)
B=1j=1
veya
[Ke]{a°} —{F¢} = {0} (4.37)
Burada, rijitlik ve kuvvet katsayilari (a = 1,2,...,5) ile tanimlanmistir;
[0Y); o .1
Kilja = | % N{; + 3y Ng‘j_ dxdy
_Qe
[0Y); ;7
20 _ i i
K" = e ——Ng; + 3y sz_ dxdy
Qe
01, i o]
Kl?),a — f L — Q0 + - sz_ dxdy (4.38)

Ko = f [axl Mgf] +1,0° j] dxdy
oY,

-
K¢ = - f [a_legj +WM§[,' +1/Jinaj] dxdy
Qe
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a=12,...,5vel =126icin N, Mf ve Qf}; katsayllari agagida verilmistir;
N{; = Ay aazp +Ase a;bj . N = A aalp *As 66¢j
ij=311%+3162_1/; , leszlzaa_l/;;j+Bl6%
N21j=A12%+A2666_¢; ) NZZJ':AZZaa_d;;j_l_AZG%
N;j2312%+326‘2_1/;/j ) N§j=322%+826%
Ng; = Ase a;b + Age aalpj . Ngj = Az aa’l’ + Ags aalpj
Ng; = Bie 661/) + Bes aall;j . Ngj =Bse aal/; * Bes aal/)j
M = 5y a;b h aazp- M= aaw ‘b, aaw.
Mf] =Dy, aall) + D16 aal/;j ’ Mit;} =Dz aalf/ *+ D16 aal‘ij
M3; = B1, % + Bae 68_1/})11 ;M3 = B2 aall; * Bas aal/:c]
M3; = Dy, 661/) + D3¢ 861111- ;M3 =Dy aalp * Dze a;bj
Mg; = Bis 601/1 + Bee aal/;j ;Mg =Bas aal/;/ * Bee aal/)j
Ms; = D¢ aa!,l) + Dgg aalpj ) M61 = Dae aalp *+ Dee a;bj

Qfj =Assthj . Qz =Awsthj , Q) =Awsth; . Q3 = Aud;

Y; oY, Y; 0Y;
Qi = Ass o —L + Ays 6yj . Q3 =Aus Fp —L + Ayy 6yj
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Fil = fl/)iNndS , Fi2 = f¢iandS
re re

F} = fqlpidxdy+ fl/)iQndS
['e

ne

(4.40)
Ft= f YiMpds ,  FP= f Y; M, ds
re re

Diger buttn katsayilar sifirdir [1].

Dort-digumli dértgen eleman kullaniimasi durumunda, eleman rijitlik matrisinin
boyutu (20 x 20)’dir. Dokuz dugumli olmasi halinde ise boyut (45 x 45)’tir (Sekil 4.6).
Duzlem ici serbestlik derecesi (u, v) ihmal edilirse (ayrik durum icin), lineer ve ikinci-
dereceden doértgen elemanlar igin rijitik matrislerinin boyutlar sirasiyla (12 x 12) ve
(27 x 27)’dir. (4.38)-(4.40) denklemlerindeki katsayilar, genelde numerik integrasyon
metotlari ile hesaplanmaktadir [1].

Batin elemanlarin sonlu eleman denklemleri meydana getirildikten sonra
digim deplasman surekliligi ve diagum kuvvet dengesi kullanilarak hepsi bir araya
getirilir. Ardindan deplasman ve kuvvet sinir kosullari, toplam sistem denklemlerine
uygulanir ve denklemler deplasmanlarin diagim degerleri icin ¢ozilir. (4.30)
denklemleri, 2¢ bolgesi iginde herhangi bir noktadaki deplasman, birim-sekil-

degistirme ve gerilmelerin belirlenmesinde kullaniimaktadir [1].

(Ll, v, W, (tbz)

Sekil 4.6. Birinci-mertebe kayma deformasyon teorisi (FSDT) C° plak egilme
elemanlari
(Her dagim, (u, v, w, ¢4, ¢,) serbestlik derecelerine sahiptir)

Geometrik non-lineerlik (Von Karman prensibindeki), klasik tabakall teoride
yapildidi gibi dahil edilebilir. Yani (4.25)-(4.26) denklemlerindeki non-lineer katsayilar,

birinci-mertebe kayma deformasyon teorisi icin de gegerlidir [1].

4.4.3 Dinamik durum

Klasik ve birinci-mertebe kayma teorilerinin (4.19)-(4.20) ve (4.36)-(4.37) sonlu
eleman modellerini gelistirirken, sadece statik durum dikkate alinmistir. Dinamik

durum igin sonlu eleman modellerini olusturmada (3.55)-(3.57) ve (3.79)-(3.83)
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hareket denklemlerini dikkate almak gerekmektedir. Zamana bagl problemlerde
cogunlukla yapilan varsayim; degiskenlerin herbiri [u(x,y,t), v(x,y,t), w(x,y,t),
d1(x,y,t), ¢,(x,y,t)], koordinatlarin (x,y) bir fonksiyonu ile zamanin (t) bir

fonksiyonunun ¢arpimi cinsinden ifade edilebilmesidir [1];

n n n

w= ) wOWy) =) uOWxy) , w= ;wjm.wj(x,y)

j=1 j=1

(4.41)
b= SHOPxY) , b=
=1

S2(0).;(x,y)
J =1

J

Genellestiriimis  deplasmanlarin  digim degerleri, burada zamanin (t)
fonksiyonlari cinsinden ifade edilmektedir. Sonlu eleman denklemlerini meydana
getirirken, ilk olarak herhangi bir t (t > 0) ani igin (u,v,w, ¢4, ¢,) dediskenlerinin ¢
boyutlu dontisum yaklasimi yapilir. Bu adima kismi ayristirma adi verilmektedir. Bu,
zamana bagli adi diferansiyel denklemlerin olusturulmasini saglar. Bu diferansiyel
denklemler daha sonra, belli bir andaki dugum degerleri igin daha ileri yaklagimlar
yapilarak cebrik ifadelere doénuagstirilir. Zaman tlrevleri yaklasimi, zamana bagli

yaklasim olarak bilinir. Yaklagimlarin bu iki agsamasi asagida aciklanmaktadir [1].

4.4.3.1 Kismi ayristirma

(4.41) denklemlerini, (3.79)-(3.83) denklemlerinin zayif formilasyonlarinda yerine

koyarak zamana bagli degiskenler (uj,vj,wj,Sjl,S ) icin 5n tane adi diferansiyel

2
j
denklem dizisi elde edilmektedir;
t > 0 igin N2° bolgesinde,
) (4.42)
[Ke]-{4¢} + [M®] - {A°} = {F¢}
[K€], eleman rijitik matrisi; F¢, (4.37) denklemindeki kuvvet vektori; [M€], kutle

matrisidir. Kitle matrisi katsayilari asagida verilmektedir [1];

[[Mll] [M12] [M13] [M14] [Mls]-l
| [MZZ] [MZS] [M24] [M25]|

[e] = | 3] M3 (M) (4.43)
l sim. [M**] [M45]J
[M5%]

ve
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Mi = flozpiwjdxdy , ME=0, MP=0
Qe

M= f Lypjdxdy , M =0
Qe

(4.44)
MP =M, MP=0, MPF=0 , MP =M}
MP =M, MF=0, MP=0, M}¥=M}
lel-js — Mllj4 , MLSJS — Mg.]l
(4.42) denklemi, analiz tiriine bagh olarak daha uygun bir forma indirgenebilir.
Statik analiz igin ivme vektdru {A} sifir alinir ve asagidaki sonug elde edilir [1];
[Ke]-{a%} = {F¢} (4.45)

Dogal titresim problemleri icin periyodik hareket kabull yapilir ve ivme vektori
asagidaki ifade ile degistirilir [1];

(i) = —w? - (A%}

veya (4.46)
(8} = (ag) - e~

Boylece (4.42) denklemi, bir 6z-deger problemi seklini alir;

(K] = w? - [M°]) - {85} = {F5’} (4.47)

Burkulma analizi i¢in (yani plagin burkulmasina sebep olan dizlem igi basing
kuvveti degerini belirlemek igin) (4.47) denklemindeki kitle matrisini, stabilite matrisi
[S€] ile ve w?, burkulma yiiki A ile yer degistirilir. Stabilite matrisi, (3.81) denkleminin

geometrik non-lineerliginden meydana gelmektedir;

d (IV ow  _ GW) d (_ ow _ 6W> (4.48)

— —+Ng— ) +—|Ng—=—+ N, —
d0x 16x+ 663/ +6y 66x+ Zay

Buradaki (Ny, N,, Ng), uygulanan dizlem igi kuvvetlerdir (Sekil 4.7). Birinci-mertebe

teorisi icin, stabilite (veya geometrik rijitlik) matrisi [S¢] asagidaki sekildedir [1];

(o] [o] [o] [o] [o]y
[0] [o] [0o] [O]

[S€] = [$33] [0] [O] (4.49)
| sim. [0] [o]l
| il

Buradaki;
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S5 = f [Nl W0V |, 20 0% | <a¢i%+%%>] dxdy (4.50)

ax ox Zay dy dx dy = dy ox

N,
AAAAAAAA/%
| |
e {
N, b ~ N,
| |
Il a At
. | r
N,
N,

Sekil 4.7. Duzlem ic¢i yikleme altinda plak eleman

Bu durumda A 6z-degeri, gergek burkulma yukdnun, uygulanan duzlem igi

kuvvetlerine oranini temsil etmektedir [1];

Ny N, N3
A s (4.51)

4.4.3.2 Zamana bagh yaklagim

Gegici tepki (transient response) durumunda, t ani ¢ézimd igin (t + §t) aninda {A}
¢o6zumuyle bagintili cebrik ifadelerin elde edilebilmesiyle (4.42) denklemindeki
¢6zUmUin zamana gore tlrevi kendi ¢6zimU cinsinden ifade edilebilir. Buradaki 6t
birim zaman araligini gésterir. t = (s + 1).6t ani igin {A} ve {A} vektérlerinin
¢6zimune asagida verilen Newmark integrasyon semasindaki ifadelerle yaklagim

yapilir;

(A}, =), +[a-a)- (&) +a- {4} ] ot
(4.52)
(6t)

(A1 = (8)s + {8}, -5t + [ =) - (B}, +v- {4}, ]-
Buradaki s, zaman adim sayisidir. a ve y, semanin dogruluk ve stabilite kontrol
parametreleridir. s alt indisi degerlendirilien vektorlerin s. zaman adimini
belirtmektedir. (yani, t = s. 8t anindaki) [1].

(4.42) ve (4.52) denklemlerini kullanarak bir eleman icin asagidaki cebrik

ifadeleri elde edilmektedir,
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[R]s+1 s = {ﬁ}s,s+1 (4.53)
Burada {A},1, t = (s + 1). 6t anindaki {A} degerini ifade eder [1], ve

[K]S+1 = [K]s+1 + az - [M]s41

{F}S’S“ = {F}s41 + [M]s41 - (a3 {A}s +ay- {A}S +as - {A}S) (4.54)

2
=— |, =as.0t , =—-1
AR STy

{A} ¢6zUmU, tg, 1 = (s + 1).6t aniigin elde edildikten sonra ts,; anindaki {A}'nin
birinci ve ikinci turevleri (hiz ve ivme) asagidaki gibi hesaplanabilir;

{A}s+1 = a3 ({A}s41 —{A}s) —ay- {A}s —ds- {A}s
(4.55)

{A}s41 = (A}s + ap - (A5 + @y - (AYsiq
Buradaki a; = a.6t ve a, = (1 — a).6t’dir [1].

(4.53) denkleminin tek bir eleman igin oldugu bilinmektedir. Bundan dolayi,
(4.54) denklemindeki iglemler de tek bir eleman igin uygulanmistir ve [K¢]| = {Fe},
statik analizdeki gibi bir araya getirilmistir. Sinir kosullarinin da eklenmesini ardindan
ts41 ani icin ¢ézim yapilir. Bu islemler, istenilen zaman adim sayisinca tekrarlanir.
Bdylece, (4.53)-(4.54) denklemi, bir zaman-akis semasini temsil eder [1].

ilk zaman adiminda {A(t)} ve {A(t)}daki baslangic kosullari, biitiin agin her bir
elemani icin {A}, ve {A},’lari hesaplamakta kullanilir. ivme vektéri {A},, t = 0’da

(4.42) denkleminden hesaplanir;

{8} = M1 - ({F}o — [K] - {A}o) (4.56)

Cogunlukla {F}, = {0} olarak kabul edilmektedir. Baslangi¢ kosullarinin sifir {A}, =
{0} olmasi ve t = 0’da uygulanan kuvvetin sifir oldugu varsayilmasi durumunda,
{4}, = {0} alinir [1].

Gergek ¢dzim vektorleri {A} ve {A}niin yaklagimlarinin (4.52) denklemleriyle
ifade edilmesiyle, {A};,; ¢6zimine hata pay ilavesi meydana gelmektedir. (4.53)
denkleminin tekrarli ¢6zimdu ile her bir zaman adiminda hata daha da buyumektedir.
Hatanin zamanla kontrolsiiz sekilde buylidigl bu tir zaman-yaklasim semalari
kararsiz olarak tanimlanir. Eger hata butiin zaman degerleri i¢in sinirl seviyede ise,
sema kararli olarak tanimlanir. Bazi semalar i¢cin sadece zaman adimi Uzerinde belli
kisitlamalar ile hata sinirlandirilabilmektedir. Bu tip semalar, kosullu kararli semalar
olarak adlandiriir. Bundan dolayi, sadece kararli veya kosullu kararli semalar

kullanilmaktadir [1].
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Newmark semasinin numerik kararlligi ¢ ve y degerlerinin secimine baghdir.
Sadece a =y = 1/2 olmasi durumunda sema kosulsuz kararlidir. Bu parametrelerin
diger alternatifleri igin, zaman artis1 &t, asagidaki kararlihk kriterine uygun olarak
secilmelidir;

a =

N =

, y<a igin
(4.57)

1
1 2
8t < 6ty = [E Whax(@ =)
Buradaki w4, analiz edilen yapinin maksimum dogal frekansidir. Bu deger, gegici
(transient) analizler i¢in kullanilanla ayni sonlu eleman agi ile elde edilir [1].
(4.52) Newmark zaman yaklagim semasindaki a ve y parametreleri, bilinen
birkag sonlu farklar semasini tiretmek igin secilebilir. Bunlardan bazilar asagida

verilmistir [1];

¢ Sabit-Ortalama ivme metodu (kararli sema) a= % y :%
e Lineer ivme metodu (sarth kararh) Ca = % y =§ (4.58)
¢ Merkezi sonlu fark metodu (sarth kararli) ra = % y=0

444 Kayma kenetlenmesi

Birinci-mertebe kayma deformasyon plak teorisinde deplasman-esasli C° plak
elemanlar, literatirde mevcutlarl arasinda en basitidir. Ancak, elemanlarin aciklk-
kalinlik oraninin biytk olmasi durumunda (yani, ince plaklarda) bu tip disik mertebe
elemanlarin (dokuz veya daha az digumli elemanlarin) hassasiyeti yeterli degildir.
ince plaklar igin ¢, ve e5 kayma birim-sekil-degistirmelerinin sifir olmasi gerekir ve
boylece birinci-mertebe teorisi esasl plak elemanlar fazlasiyla rijit olur. Bunun
neticesinde hesaplanan deplasmanlar, gercek ¢oziime gdre oldukg¢a kugik c¢ikar.
Kayma kenetlenmesi (shear locking) olarak bilinen bu davranig tird (asin rijit
davranig), kayma deformasyon elemanlarinin uygulanmaya baslanmasindan beri
sorun tegkil etmektedir [1, 40].

Duzleme dik kayma birim-sekil-degistirmenin sifir oldugu plak elemanlarda
egrilikleri dogru sekilde modelleyebilmek icin kayma deformasyon elemanlarinin
yetersizliginden ileri gelen kayma kenetlenmesinin etkisini hafifleten c¢esitli ydntemler
kullaniimaktadir. Birkagini ifade edecek olursak bunlarin igerisinde indirgenmis
integrasyon, karisik formulasyonlar, hibrit formilasyonlar, varsayimsal birim-sekil-

degistirme teknikleri ve ayrik Kirchhoff metotlari vardir. Literatirdeki birinci-mertebe
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kayma deformasyonu icin deformasyon esasli ¢gok sayidaki yeni sonlu elemanlardan
sadece birkagi yeterli 6lgide basarilidir [1].

ince plaklarin, kayma deformasyonlu plak sonlu elemanlari ile modellenmesi
durumunda, dizleme dik kayma birim-sekil-degistirmelerinden kaynakli enerji
sifirlanir. Numerik olarak bu durum (enerjinin yok olmasi), kayma rijitik matrisi ile
deplasman vektori carpiminin sifir olmasini gerektiren sinirlayici bir kosula
esdegerdir. Bu ylzden, sifiranmayan terimler iceren eden bir ¢6zim elde etmek igin
kayma rijitlik matrisi tekil olmalidir. Kayma rijitlik matrisinin tekilligini elde etmenin tek
yolu, integrallerin kesin ¢6zumleri icin hesaplanmasi gereken integrallerden bir-
mertebede dislUk numerik integrasyon kullanmaktir. Dolayisiyla, kayma rijitliginin
indirgenmis integrasyonu gerekir. Bu gézlemler, kayma rijitlik matrisinin tekillik dlgtleri
temelinde kenetlenme davranigi tarifini saglamaktadir. Bagimsiz kayma sabitleri
sayisl, ince plak limiti ve diger kriterler dahilinde elemana uygulanir [1].

Averill ve Reddy tarafindan; elemanin kenar/kalinlik oraninin ¢ok blylik olmasi
durumunda elemana uygulanan kayma sabitlerinin agik formunu tanimlamak i¢in yeni
ve basit bir analitik teknik sunulmustur. Bir elemanin kayma sabitleri formunun
bilinmesi durumunda, birka¢c yaygin birinci-mertebe teorisi temelli teknigin
uygulanmasiyla, ince yapilarin modellenmesinde kullanilan muhtemel performanslar
tespit edilebilir [1].

4.5 Hesaplamalar

4.5.1 Eleman matrislerinin ve numerik integrasyonlarinin bulunmasi

Rijitlik ve kutle matrisleri gibi eleman katsayilarinin bulunmasi, integral hesaplari ile
mimkindir. Bu integrallerin ¢éztUmleri cogunlukla karmasik ve tarif ettikleri yapilar
diizensizdir (yani, dértgen olmayan) ve analitik ydntemlerle ¢éziimleri olanaksizdir.
Karelestirme adi verilen numerik integrasyon ile bu tar integraller hesaplanir [1].

integral hesabi igin birkag numerik metot vardir. Gauss-Legendre
karelestirmesi, diger metotlarla karsilastirildiginda daha dogru yaklasimi daha az
hesaplama sureci ile vermesi nedeniyle en sik kullanilan metottur [1, 38];

Ornek olarak birinci-dereceden bir integral hesabi igin,

b

j G(x)dx (4.59)

a

Burada, G(x), a < x < b’'de tanimli bir fonksiyondur. G(x) egrisi altinda kalan alan
(4.59) integralinin hesabini ifade etmektedir. Butlin integrasyon metotlarinda egri

altinda kalan alana agirlikl toplamla yaklagim yapilmaktadir;
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b N
f G)dx = wiG(xy) + WyG )+ 4wy G (xy) = z w,G(xp) (4.60)
a I=1
I =1,2,...,N olmak lUzere w;’ya agilik adi verilir ve x; 6rnek veya temel noktalari
temsil etmektedir [1].
Gauss karelestirmesinde fonksiyonunun G (x)’in p = (2N — 1) veya daha dusuk

dereceli bir polinom olmasi durumunda G (x) fonksiyonu integralinin kesin de@eri elde

edilir;
b 1
f G(x)dx = f C)dr = wiG(ry) + woG(ry)+... 4wy G (ry)
@ -1 (4.61)

N
= Z w,G(1;)
=1

Burada, G(r), G(r)’nin dénustirilmis halidir;

Gr) = G(x(™) - () (4.62)

J(r), dénlsimiin Jacobian’i ve N de Gauss noktalarinin sayisidir. x ve r arasinda
koordinat donlstimu, (a,b) aralidinin lokal (—1,1) arahdi olarak ifade edilmesi
seklindedir. Yeni koordinat r'ye, —1 < r < 1, dogal veya normallesmig koordinat denir
ve eleman iginde lokal olarak tanimlanir [1].

p-ninci dereceden bir polinomun kesin integrasyonu igin, N Gauss noktalari
sayisl, (p + 1)/2’den blylk en kuguk tam sayiya esit alinmaktadir. Gauss noktalari
ve agirliklari, numerik analiz hakkindaki tim calismalardan elde edilebilmektedir [1,
38].

Sonlu eleman analizinden ortaya cikan alan-integrallerini numerik olarak
hesaplayabilmek igin eleman sistemlerinin, kare sisteme —1 < (r,s) < 1 ((r,s), dogal
koordinat sistemdir) donustirilmesi gerekmektedir. 2¢ bolgesinin kare sistemine
(2M) (master eleman) déntsimi igin geometrik yaklasim gerekmektedir. Geometrik
yaklasim, cogunlukla ayni ¢6zim yoluyla 2¢ boélgesi geometrisinin interpolasyonu ile

gergeklestirimektedir;

x=) whrs) = ;y,-z/?,-(r. $) (4.63)

Jj=1

Burada (x, y), sonlu eleman formulasyonlarinda kullanilan global koordinat sistemidir.
Geometri yaklagiminda kullanilan interpolasyon fonksiyonlari zf)j ile bagil

degigkenlerin yaklagiminda (yani, problemin ¢6ziimiinde) kullanilan y; fonksiyonlari
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genellikle ayni degildirler. 1/7]- = 1; (yani, m = n) ise formUlasyon izo-parametrik olarak
ifade edilir. Eger m < n ise, alt-parametrik formulasyon adini alir [1].

(4.62) déntusumi, global koordinat ve ¢ bélgesinde tanimli integral ifadelerin,
(, s) lokal koordinat cinsinden master eleman (2M) tzerinde tanimli integral ifadelere

doénlsimuni saglamaktadir;

f G(x,y)dxdy = f G(r,s)drds (4.64)

ne oM

ifadesi, Gauss karelestirme formdilii ile yaklagim yapilabilecek bir ifadedir [1];

1 1 N
f f@(r, s)drds = Z W,W]@(r,,s]) (4.65)
15 [j=1

G(r,s), r veya s'de en ylksek mertebeden (p) bir polinom ise integrali kesin

p+1

olarak hesaplamak i¢cin N = [ .

]’dir. p + 1, degeri cift degil ise; N, (p +1)/2’den
blyiik en kiiciik tam sayiya esit oimalidir. Ornegin, bir 2 x 2 Gaussian karelestirmesi
(yani, N = 2) uglncu-mertebeden bir polinomu kesin olarak integre eder ve 3 x 3
karelestirmesi besinci-mertebeden bir polinomu kesin olarak integre eder.

integrasyon mertebesini belilemeden &énce her terim incelenmeli ve polinom

mertebesi belirlenmelidir [1].

4.5.2 Birim-sekil-degistirme ve gerilmelerin hesaplanmasi

Denklemlerin bir araya getirilerek yapilan ¢ézim ile genellestiriimis deplasmanlarin
digim degerleri elde edildikten sonra, her bir eleman i¢in deplasmanlarin (4.30)
diferansiyeli ile birim-sekil-degistirmeler hesaplanir. Deplasman sonlu eleman
modellerinde, sadece deplasmanlar eleman sinirlari boyunca sureklidir, birim-sekil-
degistirmelerin eleman sinirlari boyuncu surekliligi garanti edilemez. Bu durumda, iki
elemana ait ortak bir sinirda birim-gekil-dedistirmeler ve dolayisiyla gerilmeler
arayuzeyin iki tarafinda da farklh degerler alir. Diger taraftan, birim-gekil-degistirmeler
ve dolayisiyla gerilmeler eleman iginde sureklidirler. Bu bdlimde, birim-sekil-
degistirmeler ve gerilmelerin hesaplanmasina dair 6zet bir degerlendirme
sunulmaktadir [1].

Barlow, birim-sekil-degistirmelerin ve gerilmelerin, (N —1) x (N —1) Gauss
noktalarinda hesaplanmasi durumunda en dogru sonucun elde edildigini gostermistir
[41, 42]. Buradaki N X N, rijitik katsayilarinin hesabinda kullanilan Gauss
karelestirme kuralidir. Bu indirgenmis mertebe integrasyon kural indirgenmis

integrasyon olarak tanimlanir ve indirgenmis integrasyon noktalarina Barlow noktalari
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adi verilir. Ornegin, birinci-mertebe teorisinin lineer dortgen plak egilme elemani
egilme rijitliginin kesin hesabinda 2 x 2 integrasyonu gerekmektedir. Ardindan, birim-
sekil-degistirmeler ve gerilmelerin bulunmasi igin bir-nokta integrasyonu (veya 1 x 1),
kullanilmalidir. Benzer sekilde ikinci-dereceden dortgen bir eleman igin Barlow
noktalari, 2 x 2 Gauss kuralinin Gauss noktalarindadir [1].

Bilinmelidir ki, sonlu eleman modellerindeki deplasmanlar global koordinatlara
(x,y,z) g6redir. Barlow noktalarindaki bu degerlerin diferansiyelleri, global
koordinatlardaki birim-sekil-degistirmeleri verir. Yalniz, tabaka analizinde gbé¢me
kriterinin kullanilmasi, gerilmelerin ve birim-gekil-degistirmelerin tabaka (veya ana
malzeme) koordinatlarina gére olmasini gerektirmektedir. Birim-gekil-degistirmeler ve
gerilmeleri malzeme koordinatlarina gére elde etmek igin birim-sekil-degistirmeler ve
gerilmeleri herbir tabakanin ilgili malzeme koordinatlarina gére ddénustirdimesi
gerekmektedir. ik olarak, (3.28) veya (3.66)-(3.67) denklemlerindeki global &; birim-
sekil-degistirmeleri, tabaka &; birim-sekil-degistirmelerine (3.18)-(3.19) denkleminde

kullanilan dénltsum ifadeleriyle benzer sekilde donusturalir [1]:

&) [ cos?@ sin? 6 cos 6 sin 6 €

&= sin? cos? 6 —cosfsinf |-{& (4.66)
&) |—2cosOsinf 2cosfsinf 2(cos?O —sin?6)l \&

£4) _[cos@ —sinB] (€a

4l = : 4.67
€s lsinf cos® ] {85} (4.67)

Sonra tabaka blinye denklemleri, Barlow noktalarinda malzeme koordinatlari ile

temsil edilen gerilmelerin hesabinda kullanilir;

01 -gll (212 glé &

sz = 912 gzz 926 ! {{2} (4.68)
%6 Q16 Q26 Qesl ‘6

4) _ Qs Qus| (%

05} |Qas 655] {8_5} (4.69)

[Q] matrisi, tabakanin ana koordinatlari dogrultusundaki malzeme rijitlik matrisini ifade
eder [1].

Duzlem igi (O-xxJ Tyy, ny) gerilmeleri, sadece gerilme — birim-sekil-degistirme
(blinye) bagintilari ile hesaplanirken, dizleme dik (sz: Oyzr O'ZZ) gerilmeler ise hem
binye denklemleri (3.48) hem de Ug-boyutlu (3D) elastisite denge diferansiyel
denklemleri ile hesaplanabilir [1];

00,y N 00y N 00y,

= 4.7
dx dy dz 0 (4.70)
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00y, 00y, Jd0y,

= 4.71
ax "oy "oz =0 (4.71)
00, N doy, N do,,

= 4.72
dx dy 0z 0 ( )

(4.70)-(4.71) denklemlerinin z’ye gére integrasyonu ile (oy, gy,)’yi bulunur ve
bu degerler de (4.72) denkleminde yerine koyularak o,,’yi elde edilir [29]. Homojen
plaklarin ve ince tabakalilarin gerilmelerinin (4.70)-(4.71) denge denklemlerinden

hesaplanmasiyla daha hassas dogrulukta sonuglar elde edilmektedir [1].

4.5.3 Non-lineer cebrik ifadeler i¢cin hesap metotlari

Non-lineer (Von Karman) birim-sekil-degistirmeleri kullanildiginda (4.22) (veya (4.36)
-(4.37)) denklemlerinde yer alan eleman rijitlik matrisi, non-lineer ve asimetriktir. Bu
yuzden, bir araya getirilen ifadeler de non-lineer ve asimetrik olmaktadir. Bir araya
getirilen non-lineer ifadeler, sinir kosullari etki ettirildikten sonra cebrik ifadelerin
yaklasik ¢6zUmUnU bulan bir metotla ¢ézilmelidir. Siklikla kullanilan iki iterasyon
metodu asagida sunulmaktadir [1].

Bir araya getirilen non-lineer sonlu eleman denklemlerinin sekli;

[K{AD]-{A} = {F} (4.73)

[K] rijitlik matrisi, {A} bilinmeyenine bagl bir deger olmasi sebebiyle hesaplanamaz.
Dolayisiyla, ¢6zim igin varsayimsal bir {A} ¢6zim vektori ve (4.73) denkleminin

iterasyon yontemlerinden biri yardimiyla [K] hesaplanmaktadir [1].

4.5.3.1 Direkt iterasyon metodu

Picard metodu olarak da bilinen direkt iterasyon metodunda, bir 6nceki iterasyondan
¢6zUm vektora r, rijitlik matrisinin hesabinda kullanilir ve (r 4+ 1). iterasyon sonucu,
ifadenin ¢ozilmesi ile elde edilir [38, 43];

[K({A3)] - {ay** = {F} (4.74)
Buradaki {A}", r. iterasyonun ¢6zimuni ifade etmektedir. Bu ylizden, direkt iterasyon
metodunda K;; katsayilari (dolayisiyla Ki‘;‘.ﬁ), bir 6nceki iterasyondan {A}" ¢6zUmi
kullanilarak hesaplanir ve (r + 1). iterasyondaki sonug, (4.74) denkleminin ¢6zilmesi

ile elde edilir [1].

{ay*t = [K({aO]7 - {F} (4.75)
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iterasyonun baslangicinda (r = 0°’da) bir ¢dziim kabulii {A}° yapilmaktadir.
Oregin, {A}° = {0} olmasi bilyilk ¢okme egiimeleri icin non-lineer rijitik matrisini
lineere indirgemektedir. (4.75) denklemi, ilk iterasyonun {A}! sonunda problemin
lineer ¢ozUmunu verir. {A}" ve {A} *! arasindaki farkin 6nceden belirlenmis hata
toleransi seviyesine disene kadar iterasyonuna devam edilir (yani, (4.75) denklemi

her iterasyon icin ¢6zullr). Hata kriteri formu;

N
21:1|A7+1 - AHZ

ZN o <& (1073 olsun) (4.76)
1=1'"1

Buradaki N, sonlu eleman aginda birincil bilinmeyenlerin (yani, genellestiriimig

deplasmanlarin) toplam sayisidir [1].

4.53.2 Newton-Raphson iterasyon metodu

Newton-Raphson iterasyon metodunda cebrik (4.73) denklemlerinin bilinen {A}"
¢6zUmUine goére Taylor serisi acilimi esas alinmaktadir. Metodun tarifi icin (4.73)

denklemi asagidaki formda tekrar yazilr [1];
{R}=I[K]-{aA}—{F}=0 (4.77)

{R}, kalintiyi (residual) ifade etmektedir. {R}'nin {A}"’ye gbre agilimindan asagidaki

ifade elde edilir;

{0} ={R}
e [BY renm  L PR ey (4.7%)
={R}" + @] -({Ay Tt - (A} HZ'[W] (AT = {AY)? +
veya
0 ~ {R} +[KT]" - {6A}+ O - ({6A})? (4.79)
[K]T, tanjant rijitlik matrisidir (veya geometrik rijitlik matrisidir) [1];
[KT]" = [% {A} = {A}"'de hesaplanir. (4.80)
{67} = {A} ! — {A}Y (4.81)

Cesitli prensiplerle formile edilmis yapisal problemler i¢in [K] simetrik olmasa

da [KT] simetrik bir matristir. (4.79) denkleminden;

{64} = —[KT]71 - {R}" = [KT({A)] 7 - ({F} = [K{AID] - {a3) (4.82)

ve (r + 1). iterasyondaki toplam ¢6zim asagidaki gibi ifade edilir [1];
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{AY+1 = {A}Y + {6A} (4.83)

(4.82) denkleminin iterasyon ¢6zumda, (4.76) denklemindeki yakinsaklik kriteri
saglanana veya (4.82)-(4.83) denklemindeki kalintinin (residual) {R} ©nceden
secgilmis belirli bir degerin altina inene kadar devam eder. Her iterasyonun
baslangicinda tanjant rijitik matrisindeki ve kalinti (residual) vektoriindeki, {A}'nin
mevcut en son ¢dzUmundn kullaniimasi gerekliligine dikkat edilmelidir. Tanjant rijitlik
matrisi sabit tutulup, kalinti (residual) vektoru iterasyon boyunca yenilenirse, daha az

hesap yUku elde edilir. Bu yaklagima dizenlenmis Newton-Raphson metodu denir [1].

4.6 Sureklilik Formulasyonlari

Lineer analizlerde deplasmanlarin ve rotasyonlarin kigik olduklari ve malzemenin
lineer elastik davranis sergiledigi kabul edilmektedir. Von Karman birim-sekil-
degistirmeli bir tabakal plak teorisini esas alan non-lineer formilasyonda surekli
ortam geometrisinin ylkleme suresince degismedigi varsayilmaktadir. Kiiguk birim-
sekil-degistirmeler ve kismen buyuk ¢okmeler ve rotasyonlar i¢in bu varsayimlar iyi
sonugclar elde edilmesini saglar. Bu tlr varsayimlari esas alan elemanlar, tabakal
elemanlar olarak adlandiriimaktadir [1].

Fakat blyulk deplasmanlar ve birim-sekil-degistirmelerin oldugu problemlerde
yapinin geometrisi ylkleme boyunca degisir. Bu tir problemlerde geometrik
degismeler, bir sonraki ylikleme artisi uygulanmadan énce hesaba katiimalidir. Bu
yuzden yapinin Gzerindeki toplam yik, adim adim artirilarak uygulanmali ve geometri
yukleme artiglari arasinda yenilenmelidir. Bu yaklasimlar Gzerine kurulan sonlu
elemanlara, surekli ortam elemanlari adi verilmektedir [1].

Surekli ortam problemlerinde deformasyon ve gerilme durumlarinin
belirlenmesinde kullanilan iki ayri kademeli artim formulasyonu vardir [44]: (i) Total
Lagrange formilasyonu ve (i) Yenilenmis Lagrange formilasyonu. Bu
formulasyonlarda mevcut yuk artimi icin yapinin geometrisi, bir énceki artimda elde
edilen geometriden hesaplanir. Total Lagrange formilasyonunda bitin degerler sabit
bir geometriyle ifade edilir. Deplasmanlar ve geriime ifadelerindeki degisimler,
referans geometriye gore belirlenir. Yenilenmis Lagrange formilasyonunda yapinin
bir dnceki artimdaki geometrisi, mevcut artimin ¢ézumu ile yenilenir ve bu yenilenen
geometri, bir sonraki artimin referans geometrisi olarak kullanilir. iki formilasyon icin

de denge durumuna ait kademeli artim denklemlerinin genel sekli agagidaki gibidir;

[Ky, + Ky - {6U;} = {RE+0} — {FE (4.84)
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i, mevcut iterasyon numarasini gostermektedir. {AU}, kademeli artim deplasman
vektortdir. {R}, kalinti (residual) kuvvet vektoridur. {F}, dis ylk vektoérudir. [K;] ve
[Ky.], sirasiyla lineer ve non-lineer rijitlik matrisleridir [1].

Total Lagrange formulasyonunda birim-sekil-degistirme — deplasman
bagintilari, Green-Lagrange birim-sekil-degistirme tansorl ve ikinci Piola-Kirchhoff
gerilme tansori S cinsinden yazilmistir. t anindaki non-lineer rijitlik matrisi ve dGgim
noktasi gerilmeleri, deforme olmamis geometrideki bir eleman (2°¢) Uzerinde

asagidaki denklemler ile ifade edilmistir;

md=ﬁm“wymyw
Qe

(Kni] = jiBNdT-[S]mBNd-dv (4.85)
Qe

7= [1Ba @5} av
qe
[B.] ve [By.], lineer ve non-lineer birim-sekil-degistirme — deplasman doénisim
matrisleridir. [C], blnye elastisite matrisidir. [S], ikinci Piola-Kirchhoff gerilme
bilesenleri matrisidir ve {S}, bu gerilmelerin vektortudir [1].

Yenilenmis Lagrange formilasyonunda en son elde edilen deforme olmus
geometri, bir sonraki geometrinin belirlenmesinde referans alinir. DUgum
koordinatlari, yeni bir referans durumu olusturmak icin kademeli artim ¢6zimi
kullanilarak yenilenir. Bdylece, non-lineer rijitlik ifadesinde kullanilan gerilmeler ayni
zamanda da dugum gerilme degerleri, Cauchy gerilmeleridir (7). Eleman rijitlikleri ve

kuvvet vektorleri asagidaki gibi ifade edilir [1];

mu=ﬁmﬂwymyw

ne

[Kni] = jiBNdT-[ﬂ-[BNd-dv (4.86)
Qe

") = [1B)-@-av
_Qe
Ahmad - Zienkiewicz tarafindan siirekli ortam formulasyonuna spesifik bir 6rnek
olarak bozulmus (dejenere) kabuk eleman ortaya konmustur [45]. Eleman, birinci-

mertebe kayma deformasyon plak/kabuk teorisinde (bk. Bolum 3.5.2 ) kullanilan

varsayimlar aynen kullanilarak Gg-boyutlu (3D) elastisite denklemlerinden elde
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edilmistir. Bozulmus (dejenere) Ug-boyutlu (3D) kabuk eleman (Sekil 4.8) kismen

blyUk ¢cokmelere ve rotasyonlara olanak vermektedir [1].

Sekil 4.8. Bozulmus lU¢-boyutlu (3D) kabuk eleman.

Sekiz dugumlu dikdortgen plak elemanin deplasman ifadeleri ikinci-mertebe

terimler de dahil edilerek asagidaki sekilde veriimektedir;
u(x,,2) =ulx,y) +z-6,(x,y) +z° - ¢1(x,y)
Uy (x,y,2) =v(x,y) +z- 0,(x,y) + 2% - ,(x,y) (4.87)
uz(x,y,2) = wix,y)

Duzlem ici deplasmanlar (u, v) ve katsayilar (¢4, ¢,), asagidaki katsayilari iceren bi-

lineer bir polinom ile genisletilmigtir;
{1 xy xy} (4.88)

w ve rotasyonlar (64, 0,) da asagidaki katsayilari iceren polinomlar ile interpolasyon

gerceklestirilir [17;
{1 xy x? xy y?2 x? y xy?} (4.89)

Kbése digumlerinde yedi serbestlik derecesi (u,v,w,84,6,, ¢4, ¢,) ve kenar-
ortasi dugumlerinde U¢ serbestlik derecesi (w,60,,6,) mevcuttur. Elemanin 40
serbestlik derecesine vardir. Dolayisiyla eleman, QHD40 diye kodlanacaktir [1].

(4.85) ve (4.86) denklemlerinin eleman matrislerindeki hacim integrallerini
hesaplayabilmek icin Gauss karelestirmesi kullaniimaktadir. Kalinlik boyunca
integrasyon tek tabaka icermektedir. Blinye matrisi [C], tabakadan tabakaya degisiklik
gosteren ve kalinhk dogrultusunda suireksiz bir fonksiyondur. Bu ytzden integrasyon
her tabaka icin ayri ayri gergeklestiriimelidir. Tabaka sayisinin artmasiyla hesap yuku
de artmaktadir. islemin alternatifi ise kalinlik boyunca belirli integrasyon hesaplamak
ve problemi iki-boyuta (2D) indirgemektir. Genel itibariyle Jacobian matrisi, lokal
koordinatin (¢,n,¢) bir fonksiyonu olup; ¢ da kalinlik koordinatidir. Kalinlik/egiklik

oraninin kuguk olmasi durumunda ¢’deki terimler ihmal edilebilir. Bdylece, Jacobian
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matrisi [/], {'den bagimsiz hale gelir ve belirli integrasyon kullanilabilir. { terimleri,
[/]'de kalmasi durumunda kalinlik boyunca Gaussian noktalari eklenmelidir [1].

QHDA40 elemaninin deplasman ifadesi (4.87) secimiyle dizlem ici gerilmelerin
iyi bir gésterimi mimkiindiir. Bu formilasyonda diizlem ici gerilmeler (oyy, 0yy, 0xy),

blinye denklemleri (4.68) ile hesaplanir ve sekilleri asagidaki gibidir [1];

Oxx = f1(2%, X%, ¥%) (4.90)
Uyy =f2(221x21y2) (4'91)
ny = fS(Zzlle J’Z) (4'92)

Diizleme dik gerime bilesenleri (o, 6,,,0,,), (4.70)-(4.72) denge denklemleri

ile hesaplanir ve sekilleri asagidaki gibidir [1];

0xz = f2(2%,x,y) (4.93)
oy, = f5(23,%,5) (4.94)
Ozz = f6(23) (4.95)

ince kabuk yapilarda “eleman kenetlenmesinden” (element locking) kaginmak
icin rijitlik katsayilarinin diizleme dik kayma deformasyonuyla ilgili terimleri (yani, C,4,
C4s ve Css terimlerini) hesaplanirken indirgenmis integrasyon kullanilir. Bu ylzden,
blinye matrisi [C], biri dUzleme dik kayma modiilsiiz [C], ve dideri ise sadece dlizleme
dik kayma modulli [C]s olmak Uzere iki pargaya bolunir. [C], iceren rijitlik
katsayilarini hesaplamak igin tam integrasyon ve [C]; icerenler igin indirgenmis
integrasyon kullanilir [1, 46, 47].

Kayma kenetlenmesinin énine ge¢mek icin statik ve dinamik problemlerde
secici indirgenmis integrasyon kullaniimis olsa bile, bu genel bir kural gibi
uygulanmamalidir. Non-lineer problemlerde, non-lineer rijitlik katsayilarini dogru
sekilde hesaplayabilmek igin yliksek-mertebeden karelestirme kullanmak gerekebilir.
integrasyon semalarinin, mertebe artirnmi ile yeteri efektiflik elde edilene kadar
kullaniimasi tavsiye edilmektedir. Ancak paket program kullaniminda, integrasyon

kurall segmek mimkin olamamaktadir [1].
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5. LITERATUR ile KIYAS ANALIZLERI

Bu bolimde literatirden bosluklu tabakali kompozit plaklarin burkulmasinin
incelendigi iki ayri galisma i¢in gergeklestirilen lineer kritik-burkulma-yiku analizlerinin

yeniden sayisal olarak incelemesi ve karsilastirmalari yer almaktadir.

5.1 [12] Calismasi i¢in Yapilan Analizler

Ghannadpour S., Najafi A. & Mohammadi B. tarafindan doért kenarindan basit mesnetli
tabakall kompozit dikdortgen plaklarin bogluklu olma durumunda burkulma davranigi
Uzerine sonlu eleman ydntemi kullanilarak calisiimistir. Cesitli bosluk boyut ve
sekilleri, plak kenar oranlari ve sinir kosullarina bagli etkilere ait bulgular elde

edilmigtir.

Fam
‘ 0

0 D1 02 03 04 05 06 07 08 09 0 01 0z 03 04 05 08 07 08
b db

Sekil 5.1. [12] calismasina ait gorsel

Bu degerler icerisinden dairesel-bogluk-capi/plak-boyu (d/b) oransal
degisiminin kritik-burkulma-ylkine olan etkisine ait sonuglar' ile ayni kosullar igin
yapilan karsilastirma analiz sonuglari, Sekil 5.2 ve Cizelge 5.1°de yer almaktadir.

[45,-45],s tabaka ydnlenmesinde ortalama %60’a varan rolatif hata ¢ikmaktadir.
Fakat [30,-30]2s ve [0,90]2s tabaka ydnlenmelerinde bu oranlar ortalama %1 ve %13

mertebesindedir.

1 Yayindaki degerlerin tamami rakamsal olarak sunulmadigi igin bir kisimi grafik okumalariyla elde edilmistir.
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.

[45,-45]2s - ref. . [30,-30]2s - ref. . [0,90]2s - ref.

---0--- [45,-45]2s ---0--- [30,-30]2s ---0--- [0,90]2s
0--0-----~ O-mcmmee
S ..
2N —————————
No“~~
28 N e -
g
24N .
o --w T \‘0‘\
20 N e T I T e e e A e S
o--e S . =0
16 N 00 e -;__ s ® . s
?“? '''' S| B P i
12N Poee e o ——— == o e
R o - O
S o . T °
8N . o .
T e ps
4N ¢
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
d/b (bosluk-gapi/plak-boyu) orani
Sekil 5.2. [12] calismasi referans ve karsilastirma analizi grafigi
Cizelge 5.1. [12] calismasi referans ve karsilastirma analizi degerleri
Referans Degerler (N) [12] Karsilagtirma Analizleri (N) Rolatif Hata %'leri
db  [45,45]; [30,-30]s [0,90]s [45,-45]s [30,-30]s  [0,90]»s [45,-45]»s [30,-30]>s  [0,90]>
0,025 21,2 19,1 13,7 33,9 171 14,9 599% -10,5% 8,9%
0,05 211 19,1 13,5 33,9 17,0 14,7 60,7% -11,1% 8,9%
0,1 20,6 18,5 12,8 34,0 16,4 14,0 649% -10,9% 9,1%
0,2 19,0 16,6 10,8 33,2 15,2 11,9 750% -8,5% 9,7%
0,3 17,7 14,7 9,0 311 14,3 9,9 75,8% -2,8% 10,7%
0,4 17,0 13,1 7,5 28,6 13,5 8,4 68,1% 3,0% 12,2%
0,5 16,6 11,8 6,4 26,1 12,7 73 57,2% 76% 14,6%
0,6 16,2 10,4 5,6 23,6 11,6 6,5 459% 12,3% 15,8%
0,7 15,7 9,3 5,0 21,3 10,6 59 355% 13,9% 19,1%
0,8 14,3 8,1 4,4 19,1 9,6 55 335% 17,4% 23,2%

5.2 [13] Calismasi i¢in Yapilan Analizler

Joshi A., Reddy P.R., Krishnareddy V.N. & Sushma C.V. tarafindan karsilikli iki kenari

ankastre mesnetli, dairesel bosluklu ve iki dogrultuda yUkleme durumundaki

dikdortgen plaklarda ANSYS® sonlu eleman paket programi ile burkulma yikinn

belirlenmesi Uzerine calisiimistir. Bosluk pozisyonunu plak-boy/en (a/b) orani ve

plak-en/kalinlik (b/t) oranlari deg@isimi icin burkulma degerleri elde edilmisgtir.
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Sekil 5.3. [13] calismasina ait gorsel

Bu degerler icerisinden boslugun plagin ortasinda yer aldigi durumda plak-
boy/en (a/b) oransal degisiminin kritik-burkulma-y(kiine olan etkisine ait sonuglar’ ile
ayni kosullar i¢in yapilan karsilastirma analiz sonuglari, Sekil 5.4 ve Cizelge 5.2°’de
yer almaktadir.

Kalinligin 50 mm olmasi durumunda ortalama %30, 25 mm olmasi durumunda
ise ortalama %38 rolatif hata ¢ikmaktadir.

7000 kN
6000 KN %
5000 kN
4000 kN
---0--- 50 mm —#e- 25 MM
‘\\ i ® 50 mm - ref. ©--- 25 mm - ref.
3000 kN
\b\
2000 kN ]
1000 kN . N . ;
~~~~~~~~~~~~~~~~~~ o._______-__-_- .
__________ ° : B e e e — Y
O kN -------------- Q Q Q
2 4 6 8 10 12

a/b (plak-boyu/plak-eni) orani

Sekil 5.4. [13] calismasi referans ve karsilastirma analizi grafigi

L Yayindaki degerler rakamsal olarak sunulmadigi i¢in tamami grafik okumalariyla elde edilmistir.
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Cizelge 5.2. [13] calismasi referans ve karsilastirma analizi degerleri

Referans Degerler (kN) [13] Kargilagtirma Analizleri (kN)  Rolatif Hata %'leri

a/b t: 50 mm t: 25 mm t: 50 mm t: 25 mm t: 50 mm t: 25 mm
2 6.751,4 915,3 6.799,8 891,9 0,7% -2,6%
4 3.110,7 4249 2.226,0 284,7 -28,4% -33,0%
6 1.836,1 262,3 1.093,3 139,1 -40,5% -47,0%
8 952,2 150,3 700,9 89,1 -26,4% -40,7%
10 867,5 135,2 511,7 65,0 -41,0% -51,9%
12 719,9 112,0 402,0 51,1 -44,2% -54,4%
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6. ANALIZ ve BULGULAR

Bu bélimde analiz igin tasarlanan plak tipleri, tabaka yonlenme kosullari, bosluk
tipleri, materyal 6zellikleri ve sinir sartlari tarif edilip; ardindan da en yalin haliyle elde
edilen analiz bulgulari sunulmaktadir.

Calismada materyal, mesnetlenme ve ylkleme sinir kosullari sabit olmak Gizere,
3 kenar formu, 6 bosluk tipi ve 14 tabaka yonlenme kosulu ile analiz kombinasyonlari
olusturularak, ANSYS® [6] sonlu eleman analiz paket programi ile 294 adet lineer

kritik-burkulma-yiki analizi gerceklestiriimistir.

6.1 Belirlenen Kosullar

Analiz icin tasarlanan kompozit plak kalinligi 36 mm ve plagin komsu koseleri
arasindaki mesafeleri 1’er m olarak belirlenmis. Plagin karsilikh iki kenari sabit
mesnetli diger iki kenari ise serbesttir ve ylikleme tek eksenli olarak sadece mesnetli
kenarlara dik dogrultudadir. Serbest olan kenarlarin formlari ise egrisel genis “( )”,
diz “[ 1" ve egirisel dar “) (” olmak Uzere 3 tiptedir (Sekil 6.2).

Materyal olarak, Cizelge 6.1°de mekanik &zellikleri verilen, ortotropik Epoxy-

Carbon tabakalar kullanilmigtir.

Cizelge 6.1. Epoxy-Carbon tabaka mekanik dzellikleri

Mekanik
Ozellikler

E, 121GPa
E, =E, 8,6 GPa
GlZ = 613 4,7 GPa
G,s  3,1GPa
Vi = Vg3 0,27
Vs 0,40

Degerler

Tabaka yonlenmeleri ise Cizelge 6.2’deki degerler dogrultusunda 14 gruptan
olusmaktadir. Kullanilan tabaka yonlenme ifadelerinin uzunlugundan dolayi
grafiklerde ve metin igerisinde ilgili yerlerde Cizelge 6.2'de verilen bu grup numaralari
ile belirtilecektir. Buradaki, N ortotropik katman adedini, t; katman kalinhgini,
01,65, ..., 8y katman birincil dogrultularinin x ekseni ile yaptigi ydonlenme acilarini ifade
etmektedir.(Sekil 6.3).
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Cizelge 6.2. Tabakalanma gruplarina ait adet, kalinlik, aci bilgileri

%) 2,

8§ o o

I =) 0 )

N % 5 s

< I © S,

N S g <)

N~ [<e] n (2]

3 S N~ N

@ - © I )

2 2 £ F o _

® 8 ¥ & 38 o 3 3

< S e} =3} S N > -

3 I ¥ 2 & 8 o <

5 5 ©® » 3 & oS o 3

(2] < N < © ~ [ee] (2] [2] -

> S R 3 S ] S ] 1) R » » »

N & Iro) & 2 & i 3 @ ~ » o b o

% 3 & ¥ O ® 3 ® 3 & ©o ¢ I @

r &8 8 9 ©& © ¥ ¥ © & © 2 B 8

S & & & & & S8 8 s s S & = 2
Grup 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
N@dey 20 18 16 15 12 10 9 8 6 5 4 4 4 4
4 mm 18 2 225 24 3 36 4 45 6 72 9 9 9 9
topem ™™ 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
& ° 0 0 o0 O0 0 ©0 ©0 ©0 ©0 ©0 0 -60 45 -30
@& ° 18 20 225 24 30 36 40 45 60 72 90 60 -45 30
@& ° -18 -20 -225 -24 -30 -36 -40 -45 -60 -72 90 60 -45 30
& ° 36 40 45 48 60 72 80 90 -60 144 0 -60 45 -30
& ° -36 -40 -45 -48 -60 -72 90 90 60 -144
6 ° 54 60 675 72 90 -72 80 -45 0
@ ° 54 -60 -675 -72 90 72 -40 45
@& ° 72 8 90 90 -60 -36 40 0
@& ° -72 -80 90 72 60 36 0
6p ° 90 -80 675 72 30 0
6u ° 90 80 675 -48 30
62 ° -72 -60 -45 48 0
G ° 72 60 45 -24

6h4 ° 54 -40 -225 24
65 ° 54 40 225 0
G ° -36 -20 0

&7 ° 36 20

6 ° -18 0

6y ° 18

6o ° 0

Tabakalarin orta notasinda olusturulacak bosluk formlari icin de 6 farkl tip
belirlenmistir. Bunlar 30 x 30 cm kare, kose yuvarlama yarigaplari 7 = 3,6,9,12 cm

olan 4 ayri dértgen formu ve yarigapl r = 15 cm olan daireden meydana gelmektedir
(Sekil 6.1).

[<—30 cm —f [—30 cm —f [—30 cm —f [—30 cm —f f—30 cm—

4 r. re M Z
o} 12cm 9cm 6cm I G
5 S
1
atipi b tipi C tipi d tipi € tipi f tipi
R15 L30 r,12 L30 r,09 L30 r,06 130 r,03 L30

Sekil 6.1. Bosluk formlarinin 6lgl ve kisa adlari
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100cm

50 cm 50 cm
e s 0em
AR r=100cm\ =
€
o
le N 3
< 100 cm gl -
v b \r=100cm
\
500m—>H—500m—T r—500m—ﬂ<—50cm—T
A

7 w
re
[e]
3
N
100 cm

Sekil 6.2. Plaklara ait 6l¢l, kenar formu ve sinir kosullar
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Grup No 01 Grup No 02 Grup No 03 Grup No 04
[0/18/-18/36/-36/54/-54/72/-72/90]s [0/20/-20/40/-40/60/-60/80/-80]s [0/22,5/-22,5/45/-45/67,5/-67,5/90]s [0/24/-24/48/-48/72/-72/90]o.s

¥ ¥

’ / 7 T s 1T 20 T 2™ T 24am
am 20™ 225™ 24™
.:m 20™ 225™ [ -225 ] 24™
e 1 AR | 22T (N ol am
S '§$ Sl 2™ 8| 2=T Q| 24
& e y 3o R 4 200
g am 0 2 y 4™
| fam @ 50w —E 0| 207
g | | g % 207 » |
2 C c 20 < < 24
L 1 53w o — T | 2
8 > 20 3 m
-~ ':rm\ NI 20m N L -2 | o g':"'“
i " 2om 2um
;} o™ 1 2™ 2™ L o2a™
Grup No Grup No Grup No Grup No Grup No
[0/30/-30/60/-60/90]s 05 [0/36/-36/72/-72]s 06 [0/40/-40/80/90]o.s 07 [0/45/-45/90]s 08 [0/60/-60]s 09
3™ ] 7 7
A ; ;
©| 37| © ©
HRn 8 8 :
g 3™ 3 H =Y y
o m © © T
: 36 B x x 6o0™ - Goo
£ 3™ e el
- 3.6""': < ©| 60™
36™ ] mﬁ;
. 0
36™ I
Grup No Grup No Grup No Grup No Grup No
[0/72/-72/144/-144] 10 [0/90]s 1 [-60/60]s 12 [45/-45]s 13 [-30/30]s 14
VA A z Z

i f i f

I
T
I

£ - £ £ £ 13

E ZD Eo E“D B EQD ]
O 7.™ + 72

® ® ® 15} ®

1l g 1 1 n| 9™ - 45° Wl 9™
L — Yy 3 y E 3 | y E Yy
[te} 2 < < < 7 < T
< L x < x . x -
E - 3 £ £ 90 - 45° £ 90
o~ 72 =} o o =

~ o [} [) J o i

Sekil 6.3. Tabakalanma gruplarina ait adet, kalinlik ve yénlenme agi bilgileri
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6.2 Bulgular

Analizler neticesinde elde edilen lineer kritik-burkulma-yuki (P.,) degerleri [N]
cinsinden Cizelge 6.3’te verilmektedir. Dederlerin bitlininin olusturdugu tg-boyutlu
(3D) ylizey grafigi' Sekil 6.4'te verilmektedir.

Elde edilen bu verileri farkl perspektiflerden degerlendirebilmek adina sonuglar
cesitli grafik gdsterimlerinden faydalanilarak gérsellestiriimistir. incelemeler, (i) tabaka
yonlenmelerine, (ii) plak kenar formlarina ve (iii) bosluk tiplerine gére olmak tzere 3

baslik altinda toplanmistir.

1 Grafikte disey eksen (P..) degerlerini; yatay eksen kenar ve bosluk tipini; derinlik ekseni ise tabaka ydonlenme
gruplarini ifade etmektedir.
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Cizelge 6.3. Elde edilen lineer kritik-burkulma-yuka (P.,) degerleri [N]

%) 2,

2 . 2

S o w »

oy 2 5 S

I S = <)

~ © [Te] (2]

3 S ~ R

©w @ © b5 »

< 2 g iy 2, _

(V] z g 3 g 2 ° : ;

3 g 2 2 3 § g \ 3

> 3 i) ) 3 R 3 <y S

[s2] o N < © ~ © (2] [%2] ~—

> S N 3 S ] S %) 1S} R » n »

\ % ro] o N @ hi S @ ~ » =) ) =)

B S o = 3 P 3 5 > R <y o 5 @

T Y N Q D I i S © = S 3 5 =

S S S S = S S S S S S i = N
Grup 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14
() 3.802.026,6 3.795.800,2 3.787.679,7 3.783.0119 37639580 37514060  3.746.663,0 3.764919,6 40256187 29122955 4.670.210,8  582.0333 12856869 2767.408,8
(a) R15 3.003.290,9 2998511,0 2992.291,3 29885934 29742668 29649796  2962.761,8 2975929,6 3.142.4442 22537480 3.478941,3  470.8746  940.761,7 = 2.033.3733

(b) L30 r12 2.954.739,4  2.950.021,2 2.943.889,4 2.940.262,9 2.926.208,8 2.917.303,8 2915.199,0  2.929.108,5 3.100.140,4 2.209.058,2 3.435.767,6 460.407,6 910.410,9  1.980.207,0
(c) L30 ro9 2915.235,6  2.910.580,6 2.904.537,3 2.900.983,0 2.887.199,0 2.878.686,6 2.876.713,2  2.891.4559 3.068.184,8 2.172.369,7 3.406.552,6 451.276,0 884.473,7 = 1.932.552,2
(d) L30 r06 2.881.672,1 2.877.053,0 2.871.066,5 2.867.568,8 2.854.000,6  2.845.867,5 2.844.070,6 ~ 2.859.717,7 3.042917,8 2.139.3652  3.385.539,8 443.414,4 860.277,1 = 1.892.546,2
(e) L30 r03 2.854.902,6 ~ 2.850.324,0 2.844.397,8 2.840.958,1 2.827.603,1 2.819.839,2 2.818.188,3  2.834.755,1 3.024.382,8 2.112.762,8 3.371.501,5 436.596,1 839.446,7 1.856.692,8

(f) L30 2.837.104,4  2.832.553,4 2.826.669,5 2.823.274,4 2.810.077,3 2.802.610,0 2.801.016,9 2.818452,9 3.013.991,0 2.093.881,8 3.365.641,4 432.075,0 824.909,2  1.833.240,6
[] 3.151.921,4 3.146.592,8 3.139.6155 3.135.656,6 3.118.938,7 3.107.418,5 3.101.340,4 3.116.738,5 3.350.213,3 2.401.225,0 3.983.243,6 477.597,5 1.071.372,0 = 2.356.768,4
[a] R15 2.393.191,5  2.389.2959  2.384.223,2 2.381.288,5 2.369.518,1 2.362.037,6 2.359.374,8  2.372.0758 2.539.745,7 1.785.836,7 2.955.961,5 365.960,0 738.900,4  1.656.860,8

[b] L30 r12 2.346.587,4  2.342.7550 2.337.771,4 2.334.902,0 2.323.404,7 2.316.282,4 2.313.824,3  2.327.057,0 2.497.800,8 1.744.720,8 2.912.282,5 355.836,5 710.640,9  1.605.284,8
[c] L30 r09 2.308.822,5 2.305.044,8 2.300.139,3 2.297.329,7 2.286.081,1 2.279.311,7 2.277.053,9  2.290918,4 2.465970,3 1.710.647,1 2.882.094,0 347.216,8 686.326,8 1.561.131,8
[d] L30 r06 2.277.014,2  2.273.281,4 2.268.441,5 2.265.684,5 2.254.656,6  2.248.219,9 2.246.158,9  2.260.664,2 2.440.037,9 1.681.370,1 2.858.311,9 339.837,1 664.881,9  1.522.811,4
[e] L30 r03 2.251.130,0 = 2.247.437,5 2.242.656,1  2.239.946,4 2.229.1184  2.222.992,1 2.221.121,2  2.236.256,5 2.419.794,1 1.656.689,6  2.840.433,3 333.653,7 646.248,1  1.488.880,3

[f] L30 2.233.349,4  2.229.680,1 2.224.934,8 2.222.257,0 2.211.569,4  2.205.689,0 2.204.000,2  2.219.693,0 2.407.159,4 1.638.400,8 2.830.757,1 329.171,5 631.960,2  1.463.403,6
) ( 2.375.401,2 23714059 2366.160,5 2.363.159,8 2.350.458,6  2.341.381,3 2.336.318,7 2.346.936,6 2.516.8954 1.806.781,2 2.973.374,3 360.905,7 812.755,7 = 1.796.213,5
)a( R15 1.632.418,3  1.629.798,3 1.626.3853  1.624.412,7 1.616.479,0 1.611.427,5 1.609.558,8  1.618.237,6 1.731.521,3 1.212.018,5 2.022.178,2 248.925,7 493.443,6 ~ 1.128.049,0

)b( L30 r12 1.587.779,7  1.585.220,3 1.581.891,6 1.579.977,8 1.572.294,2 1.567.550,1 1.565.867,6 =~ 1.574.919,6 1.690.069,0 1.173.804,9 1.978.744,7 239.336,9 468.129,4  1.080.965,5
)c( L30 ro9 1.551.841,3  1.549.332,9 1.546.076,1 1.544.214,2 1.536.751,8 1.532.298,5 1.530.803,8  1.540.275,3 1.657.924,0  1.142.590,9 1.946.565,2 231.534,5 447.081,1  1.041.373,8
)d( L30 r06 1.522.204,4  1.519.736,9 1.516.538,6 = 1.514.720,5 1.507.447,1  1.503.257,2 1.501.930,5 1.511.827,0 1.631.938,1 1.116.502,6 1.920.805,1 224.955,2 428.963,7 1.007.065,1
)e( L30 r03 1.498.936,7 1.496.507,0 1.493.361,8 1.491.582,5 1.484.476,8 1.480.519,2 1.479.351,5 1.489.625,7 1.611.744,7 1.095.448,4 1.900.470,5 219.825,8 414.089,9 978.008,0
)f( L30 1.483.727,9 14813157 14781987 14764440 1469.451,6 1.465.688,8 1.464.655,0 1.475352,0 1.600.177,8 1.080.773,6 1.890.454,4 216.456,4 403.486,7 958.628,3
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P .. degerleri

4700 kN

4400 kN

4100kN — |

3800 kN
3500 kN
3200 kN
2900 kN
2600 kN

2300kN |
2000 kN +
1700 kN |
1400 kN
1100 kN |
800 kN |
500 kN

200 kN

L)gé oL
K
€nar Formy ve Bosluk Tipjeri 12 roo oy 0

r06 o3

Sekil 6.4. P, degerlerinin olugturdugu Ug-boyutlu (3D) ylzey grafidi [kN]
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6.2.1 Tabaka yonlenme etkisi

Olusturulan analiz kombinasyon dizileri i¢cerisinde tabaka yonlenmelerine goére lineer
kritik-burkulma-yik (P.,) degisimleri Sekil 6.5 - Sekil 6.9’daki grafikler Uzerinde
incelenecek olursa;

e Tabaka yonlenmesine bagli deger degisiminde 3 kenar formu icin de
blyudkliklerin farkli olmasina karsin oransal azalmalarda benzer egimler
ortaya gikmaktadir (Sekil 6.8).

o 1,2 3,4,5, 6,7, 8 nolu tabaka yonlenmeleri, 11 nolu tabaka yonlenmesine
gore ortalama %19 deger kaybi ve grafiklerde neredeyse cakisik ve %1
oransal azalma farki ile en diigiik egimli degerleri olusturmaktadir (Sekil 6.8).

e 9 nolu tabaka yonlenmesi, 1,...,8 nolu tabaka yonlenmelerinin toplandigi
bolgeden kiglk bir farkla ayrismaktadir (Sekil 6.6).

e 11 nolu tabaka ydnlenmesi, en biiyiik degerler kimesini olusturmaktadir
(Sekil 6.6).

e 12 nolu tabaka ydnlenmesi, 11 nolu tabaka yonlenmesine gore ortalama %88
deder kaybi ile en diisiik degerleri vermektedir (Sekil 6.8). Ayrica,
bosluksuzdan bosluklu plaklara geciste gerceklesen deger dusus edilimleri

diger tabaka yonlenmelerindekine kiyasla oldukga azdir (Sekil 6.6).
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P, degerlerj
)f(L30 5000 kN
)e( L30 r03
4000 kN
)d( L30 r06

3000 kN

)c( L30 r09
)b(L30r12
Tabaka Yonlenme Gruplari
)a( R15

...... - 12 -[-60/60]s
...... - 13 -[45/-45]s e
...... 014 _[_30/30]5
------ o 10 -[0/72/-72/144/-144] )
------ o 07 -[0/40/-40/80/90]0.s
~~~~~~~ o 06 -[0/36/-36/72/-72]s

o
(93]

-[0/30/-30/60/-60/901]s
-[0/45/-45/90]s

o
3]

------------- 04 -[0/24/-24/48/-48/72/-72/90]0.s [f] 130
-[0/22,5/-22,5/45/-45/67,5/-67,5/90]s

------------- 02 -[0/20/-20/40/-40/60/-60/80/-80]s [e] 130 r03

------------- 01-[0/18/-18/36/-36/54/-54/72/-72/90]s (] 130 106

o
()

-[0/60/-60]s

[c] L30r0O9
-[0/90]s

6 6 6 6 0 6 0 o
o
w

[
[N

(a) R15

(b) L30 r12

(c) L30 r09

(d) L30 r06

(e) L3003

(f) L30

[a] R15
[b] L30 r12

Sekil 6.5. Bosluk tipi degisimine gore P., degerleri [kN] — radar grafik
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P, degerleri

4700 kN
4400 kN
4100 kN
3800 kN
3500 kN
3200 kN
2900 kN
2600 kN
2300 kN
2000 kN
1700 kN
1400 kN
1100 kN

800 kN

500 kN

200 kN

[e]
L30
- L30

Ken
ar Formy Ve Boslyk Tipleri

Sekil 6.6. Bosluk tipi degisimine gore P, de@erleri [kN] — 3D grafik
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P, degerleri

4700 kN
4400 kN
4100 kN
3800 kN
3500 kN
3200 kN
2900 kN
2600 kN
2300 kN
2000 kN
1700 kN
1400 kN
1100 kN

800 kN

500 kN

200 kN

Sekil 6.7. Tabaka yonlenme gruplarina gore P., degerleri [kN] — 3D grafik
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0,0%
-10,0%
-20,0%
-30,0%
-40,0%
-50,0%
-60,0%

Azalma Yizdeleri

-70,0%
-80,0%
-90,0%

Sekil 6.8. Tabaka yonlenme gruplarina gore P., degerlerinin oransal [%] degisimi — 3D grafik
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Kenar Formu ve Bosluk Tipleri

1 O Q© g AL ) Qo o> AL e Qo o>
5 0 40 a0t of 5 of of 0¥ 0 o 5 0f of of 0f
O @ ® e @ @Y @Y @ 0 WO \a\?*\’ P @ @Y @ @V \\ \a\?‘\’ \‘o\\?" NS \6\\‘3 e \R\\?“O

- 0%

- -10%

- -20%

- -30%

- -40%

- -50%

- -60%

- -70%

- -80%

- -90%

- -100%

Tabaka Yonlenme Gruplari: E09 m01 02 03 D04 08 EO05 06 HM07 H10 H14 E13 @12

Sekil 6.9. Tabaka yonlenme gruplarina gore P., degisim farklari [kN] ve oranlar [%] — ¢ubuk grafik
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6.2.2 Kenar formu etkisi

Plak kenar formlarinin sirasiyla egrisel genis ( ), diz [ ] ve egirisel dar ) ( kenar
formlarina gore degisiminde meydana gelen lineer kritik-burkulma-ytku (P.,.) degisimi
grafikleri Sekil 6.10 ve Sekil 6.11’de verilmektedir. DUz kenar formundan ( [ T'den)
egrisel dar kenar formuna () ('a) geciste meydana gelen oransal azalmalar, egrisel
genis kenar formundan ( ( )'den) diiz kenar formuna ( [ ]'e) gecisteki azalmalardan
daha buyuktir. Bu egim farklari bosluksuz durumda ortalama %3,6; boslukiu

durumlarda ise ortalama %5,7 oraninda daha fazladur.

P »
cr degerleri

Jf(L30 5000 i ()

[f]L30

(f) L30

)e( L30 r03 (a) R15
[e] L30r0O3 [a] R15
(e) L30 r03 o’ )a( R15
)d( L30 r06 (b) L30r12
[d] L30 r06 R [b] L30 r12
(d) L30 r06 )b( L30r12
)c(L30 r09 (c) L30r09
[c] L30 r09
Q e Q-eeennn 12 -[-60/60]5 ....... P YO 13_[45/_45]5
g 14-[-30/30ls e 0w 10-[0/72/-72/144/-144]
% % -[0/40/-40/80/90]o.s 06 -[0/36/-36/72/-72]s
:g !_:3,- -[0/30/-30/60/-60/90]s e o---- 08 -[0/45/-45/90]s
e G -[0/24/-24/48/-48/72/-72/90]o.s e o 03-[0/22,5/-22,5/45/-45/67,5/-67,5/90]s
E -[0/20/-20/40/-40/60/-60/80/-80]s - 01-[0/18/-18/36/-36/54/-54/72/-72/90]s
©
= -[o/60/-60s e LI 11-[0/90]s

Sekil 6.10. Kenar formu degisimine gore P., degerleri [kN] — radar grafik
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P, degerleri

4700 kN
4400 kN
4100 kN
3800 kN
3500 kN
3200 kN
2900 kN
2600 kN
2300 kN
2000 kN
1700 kN
1400 kN
1100 kN

800 kN

500 kN

200 kN

R15 R15 R1(5 (b) [b] )b(

130 (30 |30 © [ )
202 g B0B0 0 (@M
' r09 109 L30 130 |39 [l
" 9 106 105 05 130 130 130 ) m
enarFol‘mu\.veBosm,ﬂ.ip'eri 03 (03 03 L30 130 130

Sekil 6.11. Kenar formu degisimine gore P., deg@erleri [kN] — 3D grafik
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6.2.2.1 Bosluksuz durumda

e 1,...,8 nolu tabaka yénlenmelerinin ( )'den [ I'e ve [ I'den ) (‘a deder gegisinde
%17,1 ve %20,4 azalma olmustur (Sekil 6.12-grafik3).
e 11 nolu tabaka yonlenmesinin ( )'den [ I'e deger gegisinde %74,7 disusle

azalmalarin en kii¢iik oldugu degerdir. Buna karsin [ ]'den ) ('a de@er gecisinde

%21,6 dUsusle azalmalarin en bliyiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.12-3).

e 12 nolu tabaka ydnlenmesinin ( )'den [ I'e deger gecisinde %17,9 dususle

azalmanin en bliyiik oldugu dederdir. Buna karsin [ J'den ) (‘a deder gecisinde

%20 dususle azalmanin en kiigiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.12-grafik3).

e 14 nolu tabaka ydnlenmesinin ( )'den ) (‘a deger gecisinde %35,1 dususle

azalmanin en kiigiik oldugu degerdir (Sekil 6.12-grafik1).

e

-5,0%
-15,0%
-25,0%
-35,0%
-45,0%

-55,0%

01

01

c
ot

) (

MY

02

03

04

05

06

07

06

08

09

08

10

11

Tabaka Yénlenme Gruplan
07

12

13

14

0%
-10%
-20%
-30%
-40%
-50%
-60%
-70%
-80%
-90%
-100%

0%
-10%
-20%
-30%
-40%
-50%
-60%
-70%
-80%
-90%
-100%

Sekil 6.12. Bosluksuz durumda kenar formuna goére P, degisim farklari [%] ve [kN]
— 3D ve gubuk grafik
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6.2.2.2 “a” tipi bosluk durumunda

e 1,...,8 nolu tabaka yonlenmelerinin ( )'den [ J'e ve [ I'den ) (‘a deger gegisinde
%20,3 ve %25,3 azalma olmustur (Sekil 6.13-grafik3).

e 11 nolu tabaka yonlenmesinin ( )'den [ ]'e deger gegisinde %715 dususle
azalmalarin en kiigiik oldugu degerdir. Buna karsin [ ]'den ) (‘a de@er gegisinde
%26,8 dususle azalmalarin en biiyiik oldugu dedere sahiptir (Sekil 6.13-3).

e 12 nolu tabaka yonlenmesinin ( )'den [ J'e deger gegisinde %22,3 dusugle
azalmanin en bliyiik oldugu degerdir. Buna karsin [ J'den ) (‘a deder gegisinde
%24,9 dususle azalmanin en kiigiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.13-grafik3).

e 13 nolu tabaka ydnlenmesinin ( )'den ) (‘a deger gegisinde %47,5 duslgsle
azalmanin en biiyiik oldugu degerdir (Sekil 6.13-grafik1).
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Sekil 6.13. “a” tipi bosluk durumunda kenar formuna goére P, dedisim farklari [%] ve
[kN] — 3D ve cubuk grafik
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6.2.2.3 “b” tipi bosluk durumunda

e 1,...,8 nolu tabaka yénlenmelerinin ( )’den [ J'e ve [ I'den ) (‘a deder gecisinde
%20,6 ve %25,7 azalma olmustur (Sekil 6.14-grafik3).

e 11 nolu tabaka ydnlenmesi ( )den [ ]e deger gegisinde %15,2 duslsle
azalmalarin en kii¢iik oldugu degerdir. Buna karsin [ ]'den ) (‘'a deger gecisinde
%27,2 dUususle azalmalarin en bliyiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.14-3).

e 12 nolu tabaka ydnlenmesinin ( )’den [ J'e deger gecisinde %22,7 dususle
azalmanin en bliyiik oldugu dederdir. Buna karsin [ J'den ) (‘a deder gegisinde
%25,3 dUususle azalmanin en kiigiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.14-grafik3).

e 13 nolu tabaka ydnlenmesinin ( )’den ) (‘a deger gecisinde %48,6 dususle
azalmanin en biiyiik oldugu degerdir (Sekil 6.14-grafik1).
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Sekil 6.14. “b” tipi bosluk durumunda kenar formuna gore P., degisim farklari [%] ve
[kN] — 3D ve gubuk grafik
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6.2.2.4 “c” tipi bosluk durumunda

(c)

[c]

)e(

(c)

[c]

)e(

1,...,8 nolu tabaka yonlenmelerinin ( )’den [ ]'e ve [ ]'den ) (‘a de@er gegisinde
%20,8 ve %26 azalma olmustur (Sekil 6.15-grafik3).

11 nolu tabaka yonlenmesi ( )den [ Je deder gegisinde %75,4 dislsle
azalmalarin en kiigiik oldugu degerdir. Buna karsin [ ]'den ) (‘a de@er gegisinde
%27,5 dususle azalmalarin en biiyiik oldugu dedere sahiptir (Sekil 6.15-3).

12 nolu tabaka yonlenmesinin ( )den [ Te deger gegisinde %23,1 duslgsle
azalmanin en bliyiik oldugu degerdir. Buna karsin [ J'den ) (‘a deger gegisinde
%25,6 dususle azalmanin en kiigiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.15-grafik3).
13 nolu tabaka yodnlenmesinin ( )’'den ) (‘a deger gegisinde %49,5 duslgsle
azalmanin en biiyiik oldugu degerdir (Sekil 6.15-grafik1).
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Sekil 6.15. “c” tipi bosluk durumunda kenar formuna gore P., degisim farklari [%] ve

[kN] — 3D ve cubuk grafik
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6.2.2.5 “d” tipi bosluk durumunda

e 1,...,8 nolu tabaka yénlenmelerinin ( )’den [ J'e ve [ I'den ) (‘a deder gecisinde
%21 ve %26,2 azalma olmustur (Sekil 6.16-grafik3).

e 11 nolu tabaka ydnlenmesi ( )den [ ]e deger gegisinde %15,6 duslsle
azalmalarin en kii¢iik oldugu degerdir. Buna karsin [ ]'den ) (‘a deger gecisinde
%27,7 dususle azalmalarin en bliyiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.16-3).

e 12 nolu tabaka ydnlenmesinin ( )’den [ J'e deger gecisinde %23,4 dususle
azalmanin en bliyiik oldugu dederdir. Buna karsin [ J'den ) (‘a deder gegisinde
%25,9 dUususle azalmanin en kiigiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.16-grafik3).

e 13 nolu tabaka ydnlenmesinin ( )’den ) (‘a deger gecisinde %50,1 dususle
azalmanin en biiyiik oldugu degerdir (Sekil 6.16-grafik1).
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Sekil 6.16. “d” tipi bosluk durumunda kenar formuna gore P., degisim farklari [%] ve
[kN] — 3D ve gubuk grafik
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6.2.2.6 “e” tipi bosluk durumunda

e 1,...,8 nolu tabaka yonlenmelerinin ( )’)den [ Te ve [ I'den ) (‘a deger gecisinde
%21,2 ve %26,3 azalma olmustur (Sekil 6.17-grafik3).

e 11 nolu tabaka yonlenmesi ( )den [ Je deder gegisinde %75,8 dislsle
azalmalarin en kiigiik oldugu degerdir. Buna karsin [ ]'den ) (‘a de@er gegisinde
%27,9 dususle azalmalarin en biiyiik oldugu dedere sahiptir (Sekil 6.17-3).

e 12 nolu tabaka yonlenmesinin ( )den [ Te de@er gegisinde %23,6 duslgsle
azalmanin en bliyiik oldugu degerdir. Buna karsin [ J'den ) (‘a deger gegisinde
%26,1 dususle azalmanin en kiigiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.17-grafik3).

e 13 nolu tabaka yonlenmesinin ( )’den ) (‘a deger gegisinde %50,7 duslgsle
azalmanin en biiyiik oldugu degerdir (Sekil 6.17-grafik1).
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Sekil 6.17. “e” tipi bosluk durumunda kenar formuna goére P., dedisim farklari [%] ve
[kN] — 3D ve cubuk grafik
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6.2.2.7 “f” tipi bosluk durumunda

e 1,...,8 nolu tabaka yénlenmelerinin ( )’den [ J'e ve [ I'den ) (‘a deder gecisinde
%21,3 ve %26,4 azalma olmustur (Sekil 6.18-grafik3).

e 11 nolu tabaka ydnlenmesi ( )den [ ]e deger gegisinde %15,9 duslsle
azalmalarin en kii¢iik oldugu degerdir. Buna karsin [ ]'den ) (‘'a deger gecisinde
%27,9 dususle azalmalarin en bliyiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.18-3).

e 12 nolu tabaka ydnlenmesinin ( )’den [ J'e deger gecisinde %23,8 dususle
azalmanin en bliyiik oldugu dederdir. Buna karsin [ ]'den ) (‘a deder gegisinde
%26,1 dususle azalmanin en kiigiik oldugu degere sahiptir (Sekil 6.18-grafik3).

e 13 nolu tabaka ydnlenmesinin ( )’den ) (‘a deger gecisinde %51,1 dususle
azalmanin en biiyiik oldugu degerdir (Sekil 6.18-grafik1).
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Sekil 6.18. “f” tipi bosluk durumunda kenar formuna gére P., deg@isim farklari [%] ve
[kN] — 3D ve gubuk grafik
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6.2.3 Bosluk tipi etkisi

6.2.3.1 Genis ( ) kenar formu igin

e 1,...,8 nolu tabaka ydénlenmelerindeki bosluk tiplerine gére oransal azalmalar
birbirleriyle neredeyse gakigik olarak %21 - %25,4 araligindadir (Sekil 6.20).

e 11 nolu tabaka ydnlenmesinde en yuksek ve en dusuk oransal azalmalar
arasindaki fark %2,5 ile en kiigiik egimi olusturmaktadir (Sekil 6.20).

o 12 nolu tabaka ydnlenmesinin (a), (b), (¢) ve (d) bosluk tiplerinde %19,1 - %23,8
dugls araligi ile oransal azalmanin en kiigiik oldugu degerlerdir (Sekil 6.20).

e 13 nolu tabaka yénlenmesi, %26,8 - %35,8 dusus araligi ile oransal azalmanin
en biiyiik oldugu deger grubudur. Bu %9 azalma farki ile en biiyiik egimi
olugturmaktadir (Sekil 6.20).
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P, degerleri
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Sekil 6.19. Genis ( ) kenar formunda bosgluk tipine gore P, degerleri [kN] — 3D grafik
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Tabaka Yénlenme Gruplari
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Sekil 6.20. Genis ( ) kenar formunda bosluksuz duruma oranla P, dedisimi [%] — ¢izgi grafik
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Tabaka Yénlenme Gruplari
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Sekil 6.21. Genis ( ) kenar formunda bosluk tipine gére P, dedisim farklari [kN] ve oranlari [%] — gubuk grafik
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6.2.3.2 Duz[ ] kenar formu igin

1,...,8 nolu tabaka ydnlenmelerindeki bosluk tiplerine gére oransal azalmalari
birbirleriyle neredeyse gakigik olarak %24 - %29 arahdindadir (Sekil 6.23).

11 nolu tabaka yonlenmesinde en yuksek ve en duglk oransal azalmalar
arasindaki fark %3,1 ile en kii¢iik egimi olusturmaktadir (Sekil 6.23).

12 nolu tabaka yénlenmesinin sadece [a] bosluk tipinde %23,4 disUs ile oransal
azalmanin en kiigiik oldugu degerdir (Sekil 6.23).

13 nolu tabaka yonlenmesi, %31 - %41 dusus aralidi ile oransal azalmanin en
biiyiik oldugu degder grubudur. Bu %70 azalma farki ile en biyiik egimi
olugturmaktadir (Sekil 6.23).
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P, degerleri
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Sekil 6.22. DGz [ ] kenar formunda bosluk tipine gére P., degerleri [kN] — 3D grafik
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Tabaka Yénlenme Gruplari
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Sekil 6.23. DUz [ ] kenar formunda bogluksuz duruma oranla P,, degisimi [%] — ¢izgi grafik
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Tabaka Yonlenme Gruplari
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Sekil 6.24. DUz [ ] kenar formunda bosluk tipine gore P., degisim farklari [kN] ve oranlarn [%] — ¢ubuk grafik

125



6.2.3.3 Dar) ( kenar formu igin

e 1,...,8 nolu tabaka yoénlenmelerindeki bosluk tiplerine gére oransal azalmalari
birbirleriyle neredeyse gakigik olarak %31 - %37,5 araligindadir (Sekil 6.26).

e 11 nolu tabaka yonlenmesinde en yuksek ve en dusuk oransal azalmalar
arasindaki fark %4,4 ile en kii¢iik egimi olusturmaktadir (Sekil 6.26).

e 13 nolu tabaka yénlenmesi, %39,3 - %50,4 dusus aralidi ile oransal azalmanin
en bliyiik oldugu deger grubudur. Bu %11,1 azalma farki ile en biiyiik egimi
olugturmaktadir (Sekil 6.26).
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P, degerleri
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Sekil 6.25. Dar ) ( kenar formunda bosluk tipine goére P., deg@erleri [kN] — 3D grafik
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Tabaka Yénlenme Gruplari
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Sekil 6.26. Dar ) ( kenar formunda bosluksuz duruma oranla P,, degisimi [%] — ¢izgi grafik
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Tabaka Yonlenme Gruplari
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Sekil 6.27. Dar ) ( kenar formunda bosluk tipine goére P., deg@isim farklari [kN] ve oranlar [%] — ¢ubuk grafik
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7. SONUC ve ONERILER

Son yillarda literatiirde tabakali kompozit plaklarin burkulma analizi ile ilgili birgok
¢alismaya rastlanmaktadir. Yalniz bu ¢alismalarin iginde bosluk tipi ve egrisel kenar
formunun birlikte eslik ettigi durumlara ait calismalar daha sinirli sayidadir.

Bu calismada da tabakalanma, bosluk tipi ve kenar formu olmak izere (g farkli
kosulun kombinasyonu ile olusturulan analiz dizisinde lineer kritik-burkulma-yUku
(P.,) degerleri ANSYS® [6] sonlu eleman analiz paket programi ile gergeklestirimis
ve elde edilen dederler irdelenerek asagidaki neticelere ulasiimigtir;

o Tabaka yonlenmelerine bagh degdisimler, secilen kenar formlari ve bogluklanma
tiplerine bagl degisimlerden daha keskin degisen grafikler ortaya koymaktadir.
Buda kullanilan malzemenin ve plak kalinliginin ayni olmasina ragmen
tabakalanmanin ¢cok daha 6nemli bir rol oynadigini géstermektedir. (Sekil 6.5)

o Analizlerde yakin sonuglara sahip olan 1,...,8 nolu tabakalanma gruplarinin en
belirgin ortak ozelligi, plak dis yluzeylerinden ortalama 710mm derinlik icerisinde
kalan tabakalarin yikleme dogrultusu (0°) ile yaptikari ydnlenme agi degerleri
0c¢ile 45° araliginda kalmasidir. Buda yikleme dogrultusu ile 459den kiguk agi
yapan tabaka yonlenmelerinin en dis katmanlarda yogun olmasinin etkinligini
gostermektedir.

o 9 nolu tabaka yénlenmesi, 1,...,8 nolu yonlenme gruplarindan ortalama %5
daha buyldk degerlere sahiptir (Sekil 6.6). Tabaka ydnlenme ve adetleri
incelendiginde, yukleme dogrultusunda (0°) tabaka ydnlenmelerinin
kalinhiklarinin daha fazla olmasi ve en dis katmanlarda konumlanmasindan
kaynaklandigi sonucuna variimaktadir.

o 11 ve 12 nolu tabaka yonlenmelerinin arasinda ortalama %88 ile en buyuk
oransal deger kaybi olugmaktadir (Sekil 6.6). iki tabakalanma grubunun da 4
katmanli simetrik tabaka dizilimleri ortak &zellikleri olmasina karsin tek fark
tabaka yoénlenme acilarindadir. Agilar incelendiginde disuk olan (72 nolu)
tabaka yonlenmesinin digerinden (711 nolu) en belirgin farki ylkleme
dogrultusunda (0°) tabaka yonlenmesinin olmamasidir. Bu da yikleme
dogrultusundaki tabaka yonlenmesinin etkinligini belirgin sekilde gosteren bir

bulgudur.

131



Kenar Formlari ve Tabaka Yonlenme Gruplari
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Sekil 7.1. Bosluk tipine gore P, degisim fark oranlari [%] — ¢ubuk grafik
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o Bosluksuz durum igin kenar formunun ()’den ) ('a gegisinde %35,1 duslsle (en
blylk degere oranla) en kii¢iik azalmanin 14 nolu grupta meydana gelisi
(Sekil 6.12), yonlenmelerin ylikleme dogrultusu (0°) civarinda yogunlasmis
olmasi, yuklemeye dik dogrultuda plak enindeki daralmanin diger yonlenmelere
kiyasla oransal olarak daha az deger kaybina sebep oldugu ¢ikariimaktadir.

o Kenar formunun [ Jden ) (‘a gecislerinde, ( )’den [ J'e gegcislerine kiyasla
bosluksuz durum igin ortalama %3,6; bosluklu durumlarda ise ortalama %5,7
daha fazla deger kaybi meydana gelmektedir (Sekil 6.12). Burada, kenar formu
degisimlerindeki azalmalarda bosluk tiplerinden ziyade boslugun varligi veya
yoklugunun belirgin bir etkisi kendini gdstermektedir.

o Bosluk tiplerinin “a’dan “f'ye dogru gecisinde gerceklesen deger disuslerinin,
toplam deger kaybina gore ylzdelerinin ortalama ve maks./min. genlik araliklart;

Bosluksuzdan “a” bosluk durumuna gegiste toplam kaybin  %82,2 + 8,6’sinin

“a’dan “b” bosluk durumuna gegiste toplam kaybin % 5,2+ 1,8inin
“b”dan “¢” bosluk durumuna gegiste toplam kaybin % 4,2 + 1,9'unun
“c"dan “d’ bogluk durumuna geciste toplam kaybin % 3,6 + 1,8inin
“d’dan “e” bosluk durumuna gegiste toplam kaybin % 2,9 +1,7'sinin
“e”dan “F’ bosluk durumuna geciste toplam kaybin % 1,9+ 1,40n0n

gerceklestigi gorilmektedir (Sekil 7.1). Ortalama ve genlikler, tabaka yonlenme

grubuna bagli olarak belirgin degisiklikler géstermektedir. Buradan bosluk tipleri

ile meydana getirdikleri oransal azalmalar arasinda ¢ok kuvvetli olmasa da bir
iliskinin varligindan s6z edilebilmektedir.

Ozetle bu galismadan ¢ikarilabilecek netice; tabakall kompozit plaklarin lineer
kritik-burkulma-yikt (P..) performanslari, tabaka yonlenme/dizilimlerinden ve
herhangi boslugun varligi veya yoklugu durumlarindan belirgin bir sekilde (%88’lere
varan kayiplarla) etkilenmektedir. Bunlara kiyasla kenar formlari ve bosluk tipleri
etkileri daha distk mertebede kalmaktadir.

Calismayi daha ileriye tasiyabilmek adina;

¢ Yapisma kusurlarinin (delaminasyon) mevcudiyeti,

o Plagin orta yuzeyinin egrisel bir forma sahip olmasi (bir kire ylzey
diferansiyel elemani gibi),

¢ Non-lineer analizi degerlendirmesi,

e ki dogrultuda yiikleme hali,

e Bolgesel guclendirmeler,

e Delik i¢ yuzeyine basing etkisi,

gibi alternatif kosul, form ve yontemler agisindan ele alinabilir.
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