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OZET

Doktora Tezi

COKLU DOGRUSAL REGRESYON ANALIZINDE CAKI TAHMIN YONTEMI
VE TEST PROBLEMLERINE KATKILAR

Tolga Zaman

Ondokuz Mayis Universitesi
Fen Bilimleri Enstittist
[statistik Anabilim Dali

Danisman: Do¢.Dr. Kamil Alakus

Regresyon analizi, iki ya da daha fazla degisken arasindaki iliskinin modellenmesi
amaci ile ¢ok sik kullanilmaktadir. Giiniimiizde degiskenler arasindaki iliskilerin
belirlenmesinde 6nemli bir yeri olan parametrik regresyon analizi, iliskinin dogrusal
oldugu temeline dayanmakta ve gii¢lii varsayimlarin saglanmasini gerektirmektedir.
Bu varsayimlar saglanmadiginda ilgilenilen ortaya cikarilmasi gercege uymamakta
ve yanlig sonuglara neden olabilmektedir. Gergek hayatta da eldeki veriler her zaman
parametrik regresyon analizindeki varsayimlari saglamadigi icin uygulama alaninda
zorluklarla karsilasilmaktadir. Parametrik olmayan regresyon analizi ise higbir
varsayima yer vermedigi i¢in, degiskenler arasindaki iligkinin fonksiyonel yapisinin
ortaya ¢ikarilmasinda iyi bir alternatiftir. Caki yeniden Ornekleme yOntemi
parametrelerin  giiven  araliklarinin ~ tahmininde ve  istatistiksel testlerin
performanslarinin degerlendirilmesinde kullanilan bir tekniktir. Caki yontemi veride
asir1 u¢ degerlerin varliginda kullanilmaktadir. Yontemin uygulanmasi asamasinda
veri kiimesindeki her bir gézlem degeri bir kez disarida birakilarak geride kalan
gozlemlerden 6rneklem istatistikleri hesaplamaya dayanmaktadir.

Bu ¢alismada, ¢oklu dogrusal regresyon analizinde Theil-Sen ve ¢aki yontemlerine
ait teorik esaslar tanitilarak, kullanilma neden ve sonuglari agiklanmistir. Coklu
dogrusal regresyon analizinde Theil-Sen tahminine ait model parametrelerinin ¢ok
degiskenli bir medyana bagl olarak elde edilmesi ve buradan hareketle regresyon
katsayilarinin ¢aki tahminleri incelenmistir. Caki yontemi veriden her defasinda bir
gozlem degerini silmesi bakimindan ug¢ degerlerin etkisini azaltan bir yontemdir. Bu
baglamda ¢oklu dogrusal regresyon analizinde Theil-Sen yontemine, ¢aki yonteminin
ikame edilmesiyle Caki-Theil adinda yeni bir tahmin yontemi dnerilmistir. Onerilen
bu yontemin veride aykir1 degerlerin etkisini daha da azaltip daha giivenilir sonuglar
verdigi gdzlenmistir. Onerilen Caki-Theil tahmin ydnteminin asimptotik &zellikleri
cesitli simiilasyon g¢alismalar1 ve orijinal veri yapilartyla incelenmistir ve onerilen
Caki-Theil tahmin yonteminin ilgilenilen diger tahmin yontemlerine nazaran
avantajlar belirlenmistir.

Agustos 2017, 96 sayfa

Anahtar Kelimeler: Theil-Sen tahmini, Caki tahmini, Onerilen Caki-Theil tahmini,
Spatial medyan, Coklu dogrusal regresyon, Saglamlik, Etkinlik.
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Regression analysis is often used to determine the relationship between two or more
variables. Today, parametric regression analysis has a significant role in determining
the relationships between variables, is based on the fact that the relationship is linear,
and requires strong assumptions. When these assumptions are not met, interest does
not reflect reality and can lead to inaccurate results. In real life, it is possible to meet
with difficulties in the field of application because the data at hand does not always
meet with the assumptions in parametric regression analysis. As for nonparametric
regression analysis, there are no assumptions, therefore, it is a good alternative in
discovering the functional structure of the relationship between variables. Jackknife
resampling method is a method which is used to estimate the confidence intervals of
parameters and determine the performances of the statistical tests. Jackknife method
Is used when there are extreme peak values in data. At the stage of application of the
method, comes from calculating sampling statistics from remaining observations
through excluding an observation one time in data cluster.

In this study, the principals regarding Theil-Sen and Jackknife methods in multiple
linear regression analysis are introduced and results are explained. In multiple linear
regression analysis, the process of obtaining the parameters of Theil-Sen estimation
based on a multivariate median and Jackknife estimations of regression coefficients
from this point are explored. Jackknife method is a method which reduces the effect
of peak values since it deletes an observation value each time. In this regard, a new
estimation method named Jackknife-Theil is proposed by substituting Jackknife
method to Theil-Sen method in multiple linear regression analysis. It is observed that
suggested method reduces the effects of outliers even more and gives more reliable
results. The asymptotic features of the suggested Jackknife-Theil estimation method
are investigated by using various simulation studies and it is found that the suggested
Jackknife-Theil method has advantages over other estimation methods.

August 2017, 96 pages

Key Words: Theil-Sen estimation, Jackknife estimation, Proposed Jackknife-Theil
estimation, Spatial median, Multiple linear regression, Robustness,
Efficiency.
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1. GIRIS

Istatistiksel c¢alismalarda regresyon analizi degiskenler arasindaki iliskinin
belirlenmesinde yaygin olarak kullanilan 6nemli bir yontemdir. Bu analiz yontemi ile
degiskenler arasindaki iligki belirlenerek parametre tahmini ve ileriye doniik tahmin
yapilabilmektedir. Regresyon analizinin temelinde, gozlenen bir olayin fonksiyonel
yapisinin belirlenmesi yatmaktadir. Regresyon analizi yapilirken gézlem degerlerinin
ve etkilenilen olaylarin matematiksel bir gosterimle ifade edilmesi gerekmektedir.
Tahmin edilen bu model regresyon modeli olarak anilir. Regresyon modeli sosyal
bilimler, tip, mithendislik, fen bilimleri gibi bir ¢ok alanda cesitli degiskenler
arasindaki iliskilerin belirlenmesi ve tahmin edilmesi amaciyla uygulanmaktadir.
Regresyon analizi, parametrik, yar1 parametrik (Cox regresyon) ve parametrik

olmayan regresyon analizi seklinde ayrilmaktadir. Parametrik regresyon analizinin en
karakteristik 6zelligi bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliskinin
matematiksel formunun Onceden biliniyor olmasidir. Bu regresyon modeli elde
edilirken yaygin olarak En Kiigiikk Kareler (EKK) teknigi kullanilmaktadir.
Regresyon analizinde EKK yontemi ile parametre tahminlerinin yapilabilmesi i¢in
temel bazi varsayimlar vardir. Bu varsayimlar genellikle hata terimleri ile ilgilidir.
Bu varsayimlar1 Ozetlersek; bagimsiz degisken degerlerinin timii i¢in hata
varyanslarmin sabit olmasi, farkli gozlemlerin tesadiifi hata terimleri (g, Ej)
birbirinden bagimsizdir. Yani herhangi bir ¢; teriminin baska bir ¢; ile olan ortak
varyansi sifira esittir. Hata terimleri arasinda otokorelasyon olmamasi, hata
terimlerinin normal dagilima uymasi ve eger ¢oklu regresyon analizi s6z konusu ise,
bagimsiz degiskenler arasinda coklu dogrusal baglanti probleminin olmamasi
seklindeki varsayimlarin saglanmasi gerekmektedir. Varsayimlarin saglanmamasi
durumunda ise, regresyon modeli hakkinda yapilan c¢ikarimlar gergegi
yansitmamakta ve sonuglarin yanlis yorumlanmasina sebep olmaktadir. Yani iyi bir
tahmin niteligi tasimazlar. Bu durumda daha iyi tahmin yapilabilmesi i¢in parametrik
regresyondaki dogrusallik varsayiminin esnetilmesine olanak saglayan regresyon
yontemlerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu yontemler parametrik olmayan yontemler
olarak bilinir (Erilli ve Alakus, 2016). Parametrik olmayan regresyon analizinde ise,

modelin sekli 6nceden belli degildir ve parametrik regresyon analizinde oldugu gibi



onemli varsayimlar bulunmamaktadir. Yapilan tek varsayim hata terimlerinin
ortalamasmin sifir, varyansininda sonlu bir sayr olmasidir. Boylece degiskenler
arasindaki iligkinin ortaya ¢ikarilmasinda esneklik saglanmaktadir. Bu avantajlarinin
yanisira parametrik olmayan regresyon yonteminin uygulanmasinda bazi zorluklarda
mevcuttur. Ornegin; islemlerin matematik olarak alt yapisinin karmasiklig1 ve yogun
bilgisayar kullanimi gerektirmesi bu zorluklardan bazilaridir. Etkinlik bakiminda
karsilastirildiginda ise; parametrik olmayan regresyonun, parametrik regresyon
analizine gore daha az etkin oldugu unutulmamalidir (Eubank, 1988).

Bu tez kapsaminda parametrik olmayan regresyon yontemlerinden biri olan
Theil-Sen tahmini (TSE) tizerinde durulacaktir. Theil-Sen yontemi literatiirde Theil-
Kendall ya da Theil yontemi olarak da ifade edilmektedir. Egimi bulmaya yonelik
olarak onerilen Mood-Brown yontemi hizli; ancak, ¢ok giivenilir bir yontem degildir
(Zaman ve Alakus, 2015). Ozellikle egim katsayisini bulmak igin &nerilen Theil
yontemi daha kullanishidir. Bu yontemde basit dogrusal regresyon modeli:

Y; = Po + P Xi + &, i=12,..,n (1.1)
seklinde ifade edilmektedir. Burada S, kesim parametresi, 5, ise egim parametresi
olup, bu parametreler tahmin edilmeye ¢alisilmaktadir. Basit dogrusal regresyona ait
bu parametrelerin tahmin edilmesi i¢in bazi varsayimlar vardir. Bu varsayimlar:

a. Her bir X; degeri i¢in Y’lerin bir alt kitlesi ve &;’ler karsilikli bagimsizdir.

b. X;’ler tekrarsiz olup, X; < X, < --+ < X,, sirasindadir.

c. Veri kimesi (X,Y;),..,(X,,Y,) seklinde n gozlem ikililerinden
olusmaktadir.

Bu varsayimlarin dogrulugu altinda, f tahminine ulasmak i¢in tiim olas1

(v;-Y;)

Sij = €7 egim degerleri (i <jicin) hesaplanir. N = (721) tane S;; egimi elde

edilir. g tahmini S;; degerlerinin medyam olarak hesaplanir. $Soyle ki;
B = OTtanca(Sij) (1.2)
ve sabit terim ise;
Bo = Ortanca(Y) — B,0rtanca(X) (1.3)

seklinde elde edilir (Kiroglu, 2001). Ayrica kesim parametresinin hesaplanilmasi
konusunda ¢esitli ¢alismalar mevcuttur (Wilcox, 2013; Granato, 2006; Erilli ve
Alakus, 2014; 2016).



Uygulama alaninin kisitli olmasi nedeniyle parametrik olmayan regresyon
analizi literatiirde ¢ok fazla ilgi gormemektedir. Yine de parametrik olmayan
yontemler ile ilgili ¢esitli ¢alismalar yapilmis ve yontemler gelistirilmistir. Theil
(1950), basit bir dogrusal modelde, e§im parametresinin bir tahmini olarak ikili
egimlerin medyanimmi Onermistir. Daha sonra Sen (1968) ‘de bu tahmini
genisletmistir. Theil-Sen tahmini (TSE) % 29.3 ‘liikk bir yiiksek bozulma noktasi ile
saglam, smirl bir etki fonksiyonuna ve yiiksek asimptotik etkinlige sahip oldugu
belirlenmistir. Bu nedenle, diger egim tahminlerine iyi bir rakiptir (6rnegin, en kiigiik
kareler tahminine) (Sen, 1968; Dietz, 1989; Wilcox, 1998).

TSE, saglam bir tahmindir. Alternatif egim tahminlerine nazaran hata kareler
ortalama hesabi kolaydir (Dietz, 1989). x;,i = 1,2,...,n bilinen 6zdes olmayan
sabitler i¢in, Sen (1968) ve Wilcox (1998) tarafindan en kiigiik kareler tahminine
gore TSE’nin asimptotik goreli etkinligi arastirilmis ve oOzellikle en iyi ya da

asimptotik olarak en iyi tasarimlar i¢in su sonuglar bulunmustur;

1. Dagilim fonkisyonu F normalse, asimptotik goreli etkinlik = 3/7T ~ % 95.5
“dir.

2. Dagilim fonksiyonu F lojistik veya ¢ift iistel dagilimdan geldiginde,
asimptotik goreli etkinlik >1"dir.

3. Agir kuyruklu dagilimlar (6rnegin, Cauchy dagilimi) i¢in, asimptotik goreli
etkinlik sonsuz sayida biiyiik olabilir.

4. Her bir siirekli F igin , asimptotik goreli etkinlik > 0.864’diir (Wang ve Yu,
2005; Wang, 2005).

Sen (1968) ‘de x;,i =1,2,...,n bilinen 6zdes olmayan sabitler igin, TSE
tahmini yansiz ve asimptotik olarak normaldir (Wang, 2005). Biitiin bu onemli
ozelliklerinden dolay1 TSE, parametrik olmayan ve saglam istatistik iizerine yazilmig
bircok degerli ders kitabinda yer almistir. Ornegin, Sprent (1993); Hollander ve
Wolfe (1973, 1999) ve Rousseeuw ve Leroy (2005) bunlardan bazilaridir. Yine bu
yontemin énemli uygulama alanlar1 vardir. Ornegin astronomi Akritas vd (1995),
Jones (1997), Mount ve Netanyahu (2001) ve sansiirlii veriler ve uzaktan algilamada
(Fernandes ve Leblanc, 2005) gibi. Fernandes ve Leblanc (2005), Theil-Sen
regresyonu ile dlgme hatalar1 altinda regresyon tahminini incelemislerdir. Ayrica,
Sen (1968) mutlak siirekli hata dagilimi ve bir 6zdes olmayan es degisken igin

tahminin yansizlik ve asimptotik normalligini arastirmistir. Genellestirilmis L-



istatistigi olarak bakildiginda, TSE’nin asimptotikligi Serfling (1984)’den elde
edilebilir. Lavagnini vd. (2011) Theil-Sen regresyon yardimiyla ters regresyon
tahminini incelemislerdir. Wang (2005), es degiskenin rastgele oldugu durumlarda,
TSE’nin asimptotik davranislarini incelemistir. Topal vd. (2004), Theil regresyon ve
EKK yontemi ile elde edilen sonuclari karsilastirarak, Theil regresyonun
uygulamadaki istiinliiklerini arastirmiglardir. Peng vd. (2008) ise hata dagiliminin
keyfi oldugu ve Sen (1968) tarafindan elde edilen asimptotik normalligin 6zel bir
durumu takip ettigi durumlarda TSE’nin tutarlilik ve asimptotik dagilimini elde
etmiglerdir. Ayrica, hata dagilimmin bir noktada siireksiz oldugu durumlarda
TSE’nin olduk¢a etkin oldugunu gostermislerdir. Erilli ve Alakus (2014), esit
bagimsiz degerlere sahip verilerin parametrik olmayan hesaplamalar1 i¢in (Theil,
Mood-Brown ve Hodges-Lehmann gibi) diizeltilmis ortalama kullanimin
onermiglerdir. Peng vd. (2008), keyfi hata dagilimli dogrusal regresyon modellerinde
Theil-Sen tahmininin asimptotik dagilimini ve giiglii tutarliligini aragtirmislardir.
Ayrica hata dagilimi siireksiz ve siirekli oldugunda, TSE’nin asimptotik dagilimi
normal olsa da olmasa da Theil-Sen tahmininin siiper-etkin oldugunu
gostermislerlerdir. Lavagnini vd. (2011) ‘de analitik problemlerin ¢oziimii igin
dogrusal regresyon parametrelerine iliskin parametrik olmayan Theil-Sen regresyon
tekniginin ve Lancaster-Quada (LQ) istatistiginin birlestirilmesiyle yeni bir yaklagim
sunmuglardir. Lia vd. (2009), Mahalanobis derinliginin, ¢oklu dogrusal bir
modeldeki parametrelerinin tamamen afin esdeger Theil-Sen tahmincileri olusturmak
i¢in kullanilmasim énermislerdir. Onerilen bu yapi, derinlik tabanli Theil-Sen tahmin
edicilerinin 6zel bir durumu olarak sunulmustur. Onerilen tahmin edicilerin EKK
tahmin edicilerine gore etkinliginin, bagimsiz ve aym dagilimli normal hatalar
altindaki parametrelerin sayisi ile arttigini sergilemisler ve ayrica tahminlerin olasi
en bliylik kirilma noktasi ile saglam olduguna ve smirli etkilere sahip olduguna
dikkat ¢ekmislerdir. Kisaca uygun kosullar altinda hem deterministik hem de rastgele
degiskenler i¢in tahmin edicilerin tutarli ve asimptotik normal oldugunu
gostermislerdir.

Her ne kadar TSE tahmininin bir¢ok iyi 6zellikleri agik bir sekilde geometrik
olarak yorumlanmis ve birgok istatistikgi tarafindan bu 6zelliklerin genisletilebilmesi
i¢in ¢ok¢a ¢aba harcanmis olsa da, (bakinmiz 6rnegin, (Oja ve Niinimaa, 1984; Zhou
ve Serfling, 2006), TSE tahmini sadece basit bir lineer model igin formiile edilmis

oldugundan az gelismis ve ¢ok az degerlendirilmistir. TSE’nin ¢oklu dogrusal bir
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modele genisletilmesi geometrik olarak uygun ve kullanigh iken, teknik agidan
zorlayici zelliklerin olmasi nedeni ile genellenme ve incelenmesini geciktiren bir
durum olmustur. Dang vd. (2008), basit dogrusal bir modeldeki parametrenin Theil-
Sen tahminini ¢ok degiskenli lineer modele genisletmede ¢ok degiskenli medyan
kullaniminin birka¢ farkli teknigini Onermislerdir. Cok degiskenli medyan (bazi
yazarlar tarafindan da kullanildig1 gibi ¢ok boyutlu medyan) tek degiskenli medyanin
genellestirilmesidir ve literatiirde yer alan kokli bir kavramdir (Bakiniz 6rnegin,
Small, 1990). Dang vd. (2008) c¢alismasi derinlik fonksiyonlar1 yardimi ile
tanimlanan herhangi bir ¢ok degiskenli medyan icin de gecerlidir. Ozellikle, derinlik
fonksiyonuna dayali ¢ok degiskenli medyan, derinlik fonksiyonunun bir arttiricisidir.
Matematikte derinlik fonksiyonu teorisi nispeten ¢ok yenidir ve hala gelistirilme
asamasindadir. Bir bakima dogrusal siralamaya benzerlik gostermektedir. Istatistiksel
derinlik fonksiyonlari ¢ok boyutlu verilerin merkezden disa dogru siralanmasini
saglamaktadir. Tukey (1975) ilk olarak yar1 uzay derinligini ortaya koymustur. Oja
(1983) Oja derinligini tanimlamigtir. Liu (1990) simplicial derinligi 6nermistir. Zou
ve Serfling (2000) projeksiyon derinligini degerlendirmislerdir. Diger kavramlar ise
sunlardir; Zonoid derinligi (Koshevoy ve Mosler, 1997), genellestirilmis Tukey
derinligi (Zhang, 2002) ve spatial derinlik (Chaudhuri, 1992). Bu gesitli derinlikler
arasindan, hesaplama kolaylig1 ve matematiksel ¢oziilebilirliginden otiirii 6zellikle
spatial derinlik en kullanisli ve tercih edilenidir (Dang vd., 2008). Boylece daha ¢ok
spatial derinlik tabanli Theil-Sen tahminine bir diger ifadeyle CTSE’ye
odaklanilmistir. Dang vd. (2008) bunun nispeten yiiksek bozulma noktasi ile saglam
oldugunu ve sinirli bir etki fonksiyonuna sahip oldugunu gostermislerdir. Normal
kosullar altinda gii¢lii tutarlilig1 oldugunu, siireksiz hata dagilimi i¢in siiper etkili ve
asimptotik normallikte oldugu ispat edilmistir. Daha genis bir 6rneklem biiytikligii
igin, alt Kitlesinin olasiliksal 6rneklemesinin kullanilmasi 6nerilmektedir (Wang vd.,
2009).

Saglam tahminler sayesinde, Theil tahmin edicisinin arkasindaki fikrin
genigletilmesi i¢in ¢aba sarfedilmektedir. Oja ve Niinimaa (1984), biitiin
n gozlemlerinin m 6gelerinin her bir alt kiimesi i¢in, m veri noktalarindan gecen
hiperdiizleme (asir1 diizlem) tekabiil eden parametre vektoriinii tanimlamislardir.
Bunlarin m segimlerinin sayist n’dir. n kadar m se¢imi vardir ki bunlar1 sézde
gozlemler olarak adlandirmislardir. Konum parametresinin saglam tahmini sdzde

gozlemlerin ¢ok degiskenli medyamdir. Shen (2009)’da Theil-Sen regresyon
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yardimiyla Oja medyanina bagli asimptotik ¢oklu dogrusal regresyon tahminini
incelemis ve kiigiik 6rnek hacmindeki afin degismezlige ve dayanikliligina ilaveten,
mutlak sapma tahmininden asimptotik olarak daha etkili oldugu sonucuna varmuistir.
Bu calismalar 1s1ginda, Theil-Sen tahmin edicisinin ¢oklu dogrusal bir modele
genisletilmesi konusu iizerinde diisliniilmeye baslanmistir ve Zhou ve Serfling (2006)
tarafindan bu ¢aligmalarin bir alt yapisi olusturulmustur. Daha sonra TSE’nin ¢oklu
dogrusal modele genellestirilmesi (CTSE) i¢in kapsamli bir ¢alisma yapilmis ve
mevcut sonuglar iyilestirilmistir (Dang vd, 2008). Buradan hareketle tez kapsaminda;
sonuclart 1iyilestilen CTSE’nin, ¢aki yontemiyle etkilesmesi sonucunda mevcut
sonuclar daha da iyilestirilip, Caki-Theil (CCTSE) isminde yeni bir tahmin yontemi
Onerilmistir.

Caki-Theil tahmini, ¢oklu dogrusal regresyon analizinde kullanilan Theil-Sen
yontemi ve c¢aki yOntemlerinin birlesmesinden meydana gelen regesyon
katsayilarinin tahmininde kullanilmasi 6nerilen yeni bir yontemdir. Bu tezin temel
amaci, ¢oklu dogrusal regresyon analizinde Caki-Theil tahminine ait model
parametrelerinin ¢ok degiskenli bir medyana dayali olarak elde edilmesi ve buradan
hareketle parametrelerin ¢aki tahminlerini incelemektir. Literatiirde ¢oklu dogrusal
regresyon analizinde Theil-Sen tahmin yonteminin kullanilmasi matematiksel olarak
olduk¢a zordur. Dolayisiyla bilgisayar programlarin etkin sekilde kullanilmasi
gerekmektedir. Bu sebeple tez ¢aligmasi kapsaminda Onerilen tahmin yonteminin
rakiplerine gore istiinliigiiniin arastirilmasi igin yapilan simiilasyon ve orijinal veri
uygulamalari R paket programinda hazirlanan kodlar yardimiyla incelenecektir.
Sonugta, Onerilen Caki-Theil yonteminin asimptotik &zellikleri arastirilacak,
ilgilenilen diger tahmin yontemlerine gore avantajlari belirlenmis ve literatiire yeni
bir yontem olarak sunulacaktir.

Analizler sonucunda c¢oklu dogrusal regresyon analizinde model
parametrelerinin  tahmininde onerilen Caki-Theil yonteminin kullanilmasinin
dogrulugu ve asimptotik 6zellikleri, orijinal veri kiimeleri ve simiilasyon c¢aligmalari
yardimiyla degerlendirilmistir. Calisma sonucunda oOnerilen Caki-Theil tahmin
yonteminin daha dogru sonuglar verdigi durumlar incelenmistir. Onerilen yontemin
giivenilirligi, saglamlik, etkinlik, siiper etkinlik ve ¢oklu dogrusal regresyon
modelindeki hata terimine ait farkli dagilimlardan 6rneklemler iiretilip, elde edilen
sonuclara gore degerlendirilmistir. Bu sonuglar 1s5181nda gelecek bilimsel ¢alismalar

icin ¢oklu dogrusal regresyon analizi kapsaminda spatil medyana bagli olarak
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onerilen Caki-Theil tahmin yontemi elde edilen g¢esitli kosullar altinda daha etkin
sonuglar verdigi belirlenmistir ve bdylece bu yaklagimin ilgili ¢esitli alanlarda da
etkin sekilde kullanilmasi beklenmektedir.

Literatiirde c¢oklu dogrusal regresyon analizinde Theil-Sen yoOnteminin
kullanilmasi matematiksel olarak olduk¢a zordur. Bu zorlugundan dolay: bu konuyla
ilgili ¢ok az galisma vardir. Yine de ¢oklu dogrusal regresyon analizinde ¢ok
degiskenli medyan yaklasimi kullanilarak model parametrelerinin tahmini yeni bir
problem degildir; ancak ¢oklu dogrusal regresyon analizinde model parametrelerinin
Onerilen Caki-Theil tahmin yontemiyle elde edilmesi literatiir de hi¢ ¢alisitlmamustir.
Ayrica tahmin yaparken ele alinan veri yapisi olumlu ya da olumsuz anlamda genel
egilimin disinda bulunabilir. Bu durum aykir1 deger sorununu ortaya cikarir.
Onerilen Caki-Theil tahmin yéntemi daha dar giiven araligi ve asirt ug degerlerin
etkisini daha da azaltan bir tekniktir. Bunun yaninda onerilen Caki-Theil tahmin
yonteminin, regresyon modelindeki hata terimine ait dagilimin agir kuyruklu
dagilimlardan geldiginde belirgin bir stiinliigi vardir. Yani onerilen Caki-Theil
yontemi ile parametre tahmini coklu dogrusal regresyon analizinde heniiz
calisilmamis bir problem oldugu i¢in bu tez kapsaminda incelenerek yeni bir tahmin
yontemi olarak literatiire sunulmustur. Onerilen bu yaklasim disiplinler aras1 cesitli

arastirmalarin modellemesi asamasinda kullanilabilecektir.



2. REGRESYON PARAMETRELERI iCiN KLASIiK TAHMIN METODU

Regresyon c¢oziimlemesi, bagimsiz degisken(ler) ile bagimli degisken arasindaki
iliskiyi matematiksel modellerle aciklayarak regresyon denklem(ler) bulmak olarak
ifade edilebilir. Bulunan regresyon denklemleri degisik amaclar i¢in kullanilabilir.
Bu amaglar igerisinde en oOnemli olani tahmin yapmaktir. Dogrusal regresyon
coziimlemesi genel olarak iki ana baslikta incelenir. Bir bagimli ve bir bagimisz
degiskenin oldugu dogrusal regresyon c¢oziimlemesine basit dogrusal regresyon, bir
bagimhi ve  birden fazla bagimsiz degiskenin oldugu dogrusal regresyon
¢Oziimlemesine ise ¢oklu dogrusal regresyon ¢oziimlemesi denir. Tez kapsaminda
coklu dogrusal regresyona bagli olarak hibrit bir yaklasim oOnerilecegi igin bu
boliimde ¢oklu dogrusal regresyon konusu incelenecektir. Yine de basit dogrusal
regresyon analizinden biraz bahsedecek olursak, 6rnegin elimizde Y bagimh ve X
bagimsiz degisken arasindaki nedensellik iliskisinin Y = By + ;X + € ile temsil
edildigi disiiniilsiin. Bu ifadeye gore herhangibir x degerine karsilik gelen y gozlem
degeri Sy + Byx ile bir & miktarmin toplamindan ibarettir. Bu sebeple her bir y
gozlem degeri regresyon dogrusu iizerinde yer almaz. Bu model degiskenler
arasinda olabilecegine inanilan bir iliskiyi ifade etmektedir. Regresyon analizine
baslarken bu modelin incelenen veriye uygun bir model oldugu varsayimi
yapilmaktadir. Ancak bu varsayimin gecerliligi regresyon analizinin ileriki
asamalarinda mutlak suretle kontrol edilmelidir. Bu modeldeki B, ve B; model
parametreleridir. Bir modelin dogrusal veya dogrusal olmayan seklindeki ifadesi
parametrelere gore yapilir. Yani parametrelerin dogrusal olup olmamasi1 durumuna
gore model dogrusaldir veya degildir denilmektedir. Ornegin Y = B, + B, X +
f.X? + C modeli parametrelerine gore dogrusal bir modeldir. X degiskenine gore
dogrusal olmayan bir modeldir. Regresyon analizinde zaman zaman modelin
dogrusal olmadigr belirtilmedigi siirece dogrusal ifadesi kullanilmamaktadir. Yani
dogrusal modelin sadece model olarak ifade edildigi unutulmamalidir. Dogrusal
modeller her regresyon parametresinin (f) dssiniin 1 oldugu, regresyon
katsayilarinin modellerde iis olarak yer almadigi ve parametrelerin diger
parametrelerle béliiniip ¢arpilmadigi modellerdir (Alpar, 2013). Iki degiskenden
birindeki bir birim artisa karsilik, digerinde sabit bir degisiklik meydana geliyorsa bu
degiskenler arasinda dogrusal iliski vardir. Bu iliski bir dogru denklemi ile ya da

dogrusal regresyon grafigi ile gosterilebilir. Degiskenlerden birindeki bir birim artisa
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karsilik, digerinde sabit olamayan bir degisiklik meydana geliyorsa, bu degiskenler
arasinda dogrusal olmayan bir iliski vardir. Bu iliski uygun bir egri denklemiyle veya
egrisel regresyon grafigi ile gosterilebilir. 1ki degisken arasindaki dogrusal ve
dogrusal olmayan iliskilerden bazilari,

Dogrusal Denklem: Y = S, + ;X + &

Kuadratik Denklem: Y = B, + X + B,X? + ¢

Kiibik Denklem: Y = By + B X + X% + B3X3 + ¢

Bilesik Denklem: Y = BoB,* = logY = logB, + XlogB, + €;

Power Denklem: Y = B, XP1 - logY = logf, + f1logX + &;

1
%
Bo+B1X

Ustel Denklem: Y = Boexp (81 X) + &
Growth Denklem: Y = exp (By + f1X) + ¢

Ters Denklem: Y = % = Lo+ L1 X + &

S Denklem: ¥ = exp (B, +52) + ¢;
Logaritmik Denklem: Y = S, + B1logX + ¢;
seklindedir.

Yine bu modellerde B,, B; ve € bilinmeyenlerdir. Buradaki & terimi her bir y
bagimli degisken degeri i¢cin degismektedir. Ancak [, ve B; sabit kalir. Bu
bilinmeyenleri gozlemlerin tamamini bilmeksizin ortaya ¢ikartmak miimkiin olmasa
da oreklem verileri kullanilarak S, ve B; seklinde tahmin edilebilir. O halde
9; = Bo + B1x; ile veriler herhangi bir x bagimsiz degisken degeri i¢in y’nin tahmini
degerini ifade eder. Daha dogru sekilde ifade edecek olursak, y; verilen x; degerine

karsilik gelen y bagimli degiskeninin alabilecegi ortalama degeri tahmin eder.

2.1. Basit Dogrusal Regresyon Modeli

Tek degiskenli regresyon analizi bir bagimli degisken ve bir bagimsiz degisken
arasindaki iligkiyi inceleyen analiz teknigidir. Bu analizle bagimli ve bagimsiz
degiskenler arasindaki dogrusal iliskiyi temsil eden bir dogru denklemi formiile
edilmektedir (Bowerman vd., 2013). Korelasyon analizinde oldugu gibi, regresyon
analizinde tizerinde durulan iliski, degiskenler arasindaki dogrusal iligkidir. Bu
dogrunun hesaplanmasi ise EKK yontemi yardimiyla yapilmaktadir. EKK
yonteminin, en ¢ok olabilirlik yontemine gore kullanilma sebebi sezgisel olarak

anlasilabilmesi ve en yliksek olabilirlik yontemine gére matematiginin daha basit
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olmasidir. Yine de dogrusal regresyon cergevesinde iki yontemde genellikle benzer
sonuglar verir (Gujarati ve Porter, 2012).

Regresyon analizi sonuglarinin yorumlanmasinda ciddi hatalar yapilmaktadir.
En yaygin hata, regresyon analizi sonuglarinin yorumlanmasinda, X bagimsiz
degiskeninin y bagimli degiskenine sebep oldugu seklindeki yorumdur. Bagimsiz
degiskenlerin bagimli degiskendeki degisimi agikliyor olmasi nedenselligi gerekli
kilmaz. Baska bir ifade ile, bagimli ve bagimsiz degiskenler arasinda (pozitif ve
negatif) bir iliskinin olmas1 her zaman bagimsiz degisken(lerin) bagimli degiskenin
sebebi oldugu sonucunu dogurmayacaktir. iki degisken arasinda bir iliskinin
olabilmesi i¢in nedensellik sart degildir. iliski, iki degiskenin iigiincii bir degiskenle
olan iliskilerinden kaynaklaniyor olabilecegi gibi, tamamen tesadiifi olarak da ortaya
¢ikmug olabilir. Nedensellik ile iliskiselligin ayni seyler olmadigi unutulmamalidir.
Regresyon analizi degiskenler arasindaki iliskinin yapis1 ve derecesi ile

ilgilenmektedir. Basit dogrusal regresyon modeli,

seklinde ifade edilir. Burada,

Y: Bagimli degisken olup, belli bir hataya sahip oldugu varsayailir.

X: Bagimsiz degisken olup, hatasiz 6l¢iildiigii varsayilir.

Bo: Sabit olup X = 0 oldugunda Y’nin aldig1 degerdir. Yani dogrunun y-eksenini
kestigi noktadir.

B1: Dogrunun egimi veya regresyon katsayist olup, X’in kendi birimi cinsinden 1
birim degismesine karsilik Y’de kendi birimi cinsinden meydana gelecek ortalama
degisme miktarini ifade eder.

&: Tesadiifi hata terimi olup, ortalamasi sifir varyansi bilinmeyen o2’ye sahip olan
normal dagilis gosterdigi varsayilir. Bunun anlami bir hata degerinin diger bir hata
degerinden etkilenmedigidir. Bu varsayim parametre tahminleri i¢in degil, tahmin
edilen regresyon katsayilarinin 6nem kontrolleri i¢in gereklidir.

Burada regresyon katsayilari olan B, ve [; degerleri tiim Kitle verileri kullanilarak
hesaplanan teorik degerlerdir. Ancak yine de dikkate alinmayan bagimsiz
degiskenler olabileceginden, verilerin tesadiifi degisimlerini gosteren hata degeri &
modele eklenmistir. Burada dikkat edilmelidir ki, Y bagimli degiskeni bir tesadiifi
degiskenidir. X bagimsiz degiskeni ise bir tesadiifi degisken degildir. Deney tekrar

edildiginde X bagimsiz degiskenine ait degerler sabit tutulabilir. Bagimsiz
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degiskenlere ait gozlemlerin arastirmaci tarafindan kontrol edilebildigi veya ihmal
edilebilir en kiiciik bir hata ile o6lgiildiigii varsayilir. Dolayisiyla X bagimsiz
degiskeninin her bir degeri i¢in Y’nin bir olasilik dagilimi mevcuttur. Bu dagilimin
ortalamasi ve varyanst;
E(Y) =E(Bo + P1Xi + &) = Bo + 1 Xi + E(&;) = Po + P1X;
Var(Y) =Var(B, + p1X; + &) = Var(g;) = o (2.2)

seklindedir. O halde Y’nin varyans1 X’e bagli olmamasina karsilik ortalamasi X’in
bir dogrusal fonksiyonudur. Hata terimi &’nun birbirinden bagimsiz oldugu
varsayimi yapildigi i¢in bagimli degisken Y i¢inde bu varsayim gecerli olacaktir. Bu

demektir ki Y’ye ait gézlemler arasinda iliski yoktur.

20 s i A aEd
oo y - 7=30"da y'nn dagdo
x=20"da y'nin dagsm

x=10"day'nm daghmy '\ et

x=10 ise E(y)

=0 15e E(y)

=10 T | ’ T E(y)=By+ B
~—_ - | =30 152 E(y)

~~ 7=20 132 E(y)

Sekil 2.1. Farkli X degerleri i¢in Y © nin dagilimi

Sekil 2.1°de Y dagilimlarinin sekli her X noktasinda aynidir. Burada Y nin ortalamasi
X’e baghdir, ancak varyans X degerinden etkilenmez. Yani hata degiskeninin
dagilimi sekilde goriildiigii gibi farkli X degeri i¢in aynidir.

Basit dogrusal regresyon modelinin varsayimlarini asagidaki sekilde ifade
edilir,
1. Bagimsiz degiskenin degerleri sabit kabul edilir. Bagimli degiskenin degerleri ise
tesadiifidir. Fakat korelasyon analizinde her iki degisken de tesadiifidir.
2. Degiskenler hatasiz 6l¢iilmiistiir.
3. Her bir x; degeri i¢in;

a. y; degerleri birbirinden bagimsizdir,

b. y; gbzlemlerinin tiim dagilimlar1 normaldir,
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C. y; gbzlemlerinin tiim dagilimlar1 ayn1 varyansa sahiptir.

4. Bu alt kiime degerlerinin (Y’lerin) varyanslari esittir.
5. Bagimli degisken ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliski dogrusaldir.
6. Gozlem sayisi bagimsiz degisken sayisindan ¢ok olmalidir.

Simdi de hata terimi (¢g;)’ye ait varsayimlar ise;
1. Tesadiifi hatalarin beklenen degeri sifirdir. E(€)=0
2. ¢ larm olasilik dagiliminin varyansi sabittir. Var(g;) = o2
3. Hata degerleri birbirinden bagimsizdir.
4. Tesadiifi hatalarin dagilimi normaldir.
5. Hatalar ile bagimsiz degiskenler birbirinden iliskisizdir. Cov (g, X;) = 0
olarak ifade edilir (Gujarati ve Porter, 2012).

Basit dogrusal regresyon parametrelerinin EKK yontemi ile tahmininde esas,
serpme diyagraminda goriilen tiim noktalar i¢in dogruya uzakliklarinin bulunmasi ve
bunlarin toplaminin en kiigiiklenmesidir. Basit dogrusal regresyon modeli, Y; = B, +

B X; + €,i = 1,2,...,nidi. Bumodelin tahmin denklemi,
Y, = o+ BiX; (2.3)

Burada, Y;, Y;’nin tahmin edilmis kosullu ortalama degeridir (Gujarati ve Porter,

2012). Y; ile ¥; arasindaki fark olarak tanimlanan hata teriminin tahmini ise

e, =Yy — i (2.4)

ile verilir. Burada, e; artik olarak ifade edilir ve agiklanan degiskenin gdzlemlenen ve
tahmin edilen y; degerleri arasindaki farktir. Tahmin edilen hata terimlerinin toplami
sifirdir. Bu durumda hatalarin kareleri toplami bulunarak yeni bir fonksiyon

tanimlanir.

D e =) (= o+ BuXD? = ) (= fo + HiXD? > min (2.5)

toplam1 en kiigiik olur. (x1,v1), (x2,¥2),...,(Xn, ¥n) noktalari arasindan sonsuz
sayida dogru gegebilir. Her dogru igin y; degerleri ile x; degerleri arasinda degisik
farklar c¢ikacaktir. Bunlar igerisinde herhangi bir dogru icin, bu farklarin kareler
toplami1 en kiigiik ise 0 dogru, dagilimi en iyi temsil eden dogrudur. Esitlik (2.5)
deki fonksiyonu en kiigiik yapacak S, ve ; parametrelerinin en iyi tahmin edicilerini
bulmak igin, fonksiyonun f, ve B; ‘e gore birinci kismi tiirevlerini sifir yapan

degerler elde etmek gerekir. Buna gore,
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0
5 26— Fo t BiX)? =0 (2.6)

0
9B,

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler birlikte ¢6ziilerek aranan tahmin ediciler,

D (= o+ XD =0 2.7)

Bo = 7—/?1)? (2.8)
2XidY
,  LXiY =

(2.9)

olarak elde edilir. Bu yolla elde edilen tahmin ediciler, EKK tahmin ilkesinden
tiredikleri i¢in EKK tahmin edicileri adini alirlar.

EKK tahmin edicileri, gozlem degerleri Ol¢lim hatalarindan bagimsiz
oldugunda dogrusal regresyon c¢oziimlemesindeki egim parametresi i¢in en iyi

dogrusal ve sapmasiz tahmini vermektedir (Srivastava ve Shalabh, 1997).

2.2. Coklu Dogrusal Regresyon Modeli

Bir bagimli degisken ve birden fazla bagimsiz degiskenin yer aldigi regresyon
modellerinin analizine ¢oklu regresyon analizi denir. Coklu regresyon analizinde
bagimli degisken ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliski matematiksel modelle
aciklanir ve bagimsiz degiskenler yardimi ile bagimli degiskenin tahmini yapilir.
Coklu regresyon analizinde bagimsiz degiskenler ile bagimli degiskendeki degisim
aciklanmaya calisilir. Bagimsiz degiskenleri segerken kendi aralarinda yiiksek
korelasyona sahip olan degiskenlerden sadece birisinin segilmesi gerekir. Bunun
icinde analize baglamadan biitiin degiskenlerin korelasyon matrisine bakip, aralarinda
yiiksek korelasyon olanlardan sadece biri segilmelidir. Coklu regresyonda bazen
hangi bagimsiz degiskenin daha onemli oldugunu ve bagimh degiskeni daha ¢ok
etkiledigini bilmek gerekir. Bunun igin Once korelasyonlara bakilir. Yiiksek
korelasyon, daha giicli dogrusal iligki gosterir. Bagka bir deyisle, bagimsiz
degiskenin bagimli degiskeni bir kez ikili degisken formiiliinde bir kez de coklu
dogrusal regresyon ic¢inde nasil etkilendigine bakmaktir. Coklu dogrusal regresyon

modeli,
Y=ﬁ0+31X1+ﬁ2X2+"'+ﬁpo+€ (210)
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seklinde ifade edilir (James vd, 2013). Esitlik (2.10), matris notasyonu ile
Y=XB+¢ (2.11)
esitligindeki gibi yazilir. Burada,

Y1 1 x5 - *p1 Bo &
y=l¥z P ’“.’12‘ ,ﬂ=M =H (2.12)
nx1l

Yn &n

X =

nxl 1 %in .. Xpn n+(p+1) Bn (p+1)*1
seklindedir.
Coklu dogrusal regresyon modelinin varsayimlari su sekilde ifade edilir,

1) Parametrelerde dogrusallik: Coklu dogrusal regresyon modeli
y = Bo + f1x1 + - + Bpx, + € gibi dogrusal olmalidir.

2) Tesadiifi ornekleme: Kitleden g¢ekilen 6rneklemler rastgele olmalidir.

3) Sifir kosullu ortalama: Bagimsiz degiskenlerle hatalar iliskisizdir. Yani
E [8/ X1, Xp, e ,xp] = 0 ‘dir. Bagimsiz degiskenler ile hata terimi (&) arasindaki iliski
EKK tahmin edicilerinin sapmali olmasina yol agar. Bu varsayimin saglanmamasinin
sebepleri, regresyonun fonksiyonel bi¢iminin yanlis se¢ilmesi, 6nemli bir bagimsiz
degisken model disinda birakilmis olmast ve degiskenlerin ol¢limiindeki hatalardan
kaynakli olmasi olabilir.

4) Coklu baglant1 olmamasi: Bagimsiz degiskenler arasinda tam iliski (yiiksek
korelasyon, dogrusal iliski) olursa ¢oklu baglanti problemi olusur. Regresyon
modeline ayn1 bagimsiz degiskenin degisik dogrusal olmayan fonksiyonlar
sokulabilir. Bu durum ¢oklu baglantiya sebep olmaz.

5) Sabit varyans: Sabit varyans hata terimlerinin varyanslarimin tim gézlemler
icin aynt olmasidir. Yani her bagimsiz degiskenin degerlerine ait olan bagimlh
degisken degerlerinin alt setlerinin varyanslar1 birbirine esittir. Soyle ki;
Var(g;/x;) = 0 ifadesi sabit varyansi, Var(e;/x;) = of ifadesi ise degisen
varyanst gosterir. Degisen varyans hata terimleri varyansinin x; degerlerine gore
degistigini gosterir. Degisen varyans sapmaya ve tutarsizliga sebep olmaz. Ancak;
regresyon katsayilariin varyansi sapmali olur (Kalayci, 2016).

Yukaridaki bes varsayimin saglanmasi durumunda EKK tahmin edicileri olan f3,,
Bi... .,ﬁp, kitle parametrelerinin dogrusal en iyi sapmasiz tahmin edicileridir. Bu
ifade literatiirde Gauss-Markov teoremi olarak bilinir (Terzi, 2015).

6) Tahmin hatalari rastgele olup ortalamasi sifir (E(e) = 0) ve varyansi

14



Var(e) = I olan normal dagilima uyar. Hipotez testlerinin yapabilmek ve giiven
araliklarin1 olusturabilmek i¢in hatalarin normal dagilima sahip oldugu varsayailir.
Ayrica hatalar birbirinden bagimsizdir (otokorelasyon yoktur), yani birbirleriyle
iliski gostermezler (Cov(si, sj) = 0)
Coklu dogrusal regresyon modelinde parametrelerin tahminini bulmak i¢in EKK
metodu kullanilir. Amag fonksiyonu olan artik kareler toplamini en kiiglik yapan

B vektorii bulunur.
&

S=Yel=c'e=[g&y..5] [82‘ ifadesini minimum yapacak B vektorii,
gn

B = (X'X)"1X'Y seklinde elde edilir. Burada,

[ n lei pri -| Zy
, szli fol leixpil , ZXI; |
X'X = izxZi Z X1iX2i ZXZixpi |, X'Y = Z ."l i $ekhnde
"t e s wnn x yl
lZ Xpi XX1iXpi .. ngi J pi
gosterilir.

2.3. Regresyon Analizinde Aykir1 Gézlemlerin incelenmesi

Regresyon analizindeki model bozukluklarini arastirmak ve aykirt degerleri
belirlemek icin en basit ve kullamigli yontem artiklarin incelenmesidir. Ciinkii
artiklar, hatalarin gerceklesen ya da gozlenen degerleri olarak diistiniilebilir. Bu
sebeple, hatalar i¢in s6z konusu olan varsayimlara iliskin bozulmalar, artiklar
araciligiyla arastirilabilir. Bu arastirmada farkli artik tiirlerinden yararlanilir. Bunlar;
standartlastirilmamis (ham) artiklar, standartlastirilmis artiklar, student tiirii artiklar
vb. degisik artik tiirlerine drnek olustururlar. Verideki gézlem sayisi artikga artiklarla
yapilacak incelemelerin giivenilirligi de artacaktir (Alpar, 2013).

Aykirt degerler regesyon analizi uygulamalarinda siklikla karsilasilan bir
durum olan gozlem degerlerinden herhangi birinin veya birkacinin 6l¢me, kopyalama
ya da aktarma hatalar1 sebebiyle hatali bir gozlem olarak alinmasindan da
kaynaklanabilir. Sonu¢ olarak regresyon aykiri degerleri, verilerin ¢ogunlugu
tarafindan olusturulan dogrusal yapiya uyum saglamayan goézlemlerdir. Bu tiir
gbzlemler, hem bagimli degisken ve hem de bagimsiz degisken(ler)in degerleri veya

her ikisi ile birlikte de olabilir (Rousseeuw ve Aelst, 1999).
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2.3.1. Standartlastirlmams (ham) artiklar
i. gozlem i¢in ham artik,
eg=y;,—% (i=12,..,n) (2.13)

seklinde tanimlanir. Esitlik (2.13)” de gosterilen artiklar adindan da anlasilacagi gibi
Olceklenmemis ya da ham artiklar olarak ifade edilir. Standartlastirilmamis artiklarin
toplami sifir (dolayisiyla ortalamasi da sifir) olmakla birlikte, varyans1 6rneklemden
ornekleme degisir. Varyansin  degiskenlik gdstermesi sorunu, artiklarin

standartlagtirilmasi yoluyla giderilmeye caligilir.

2.3.2. Standartlastirilmis artiklar

Eger ¢;’ler 0 ortalama ve ¢? varyansi ile normal dagilim gdsteriyor ise &;/0’nin
standart normal dagilim gostermesi soz konusudur. Bu nedenle e; artiklari 6’ye

boliinerek standartlastirilmis artiklar (e;5) elde edilir ve

eis=¢:_iTo=% (i=12..,n) (2.14)
seklinde elde edilir. Burada & modelin standart hata tahminidir. Gézlem sayisinin
fazla olmasi durumunda, e;;’lerin 0 ortalamali ve 1 standart sapma ile yaklasik
standart normal dagildiklari (eiS~N (0,1)) ve artiklarin birbiri ile iligkili olmadiklari
soylenir. e;s artiklarinin % 95’ inin gogunlukla [—2, +2] simirlar1 arasinda degistigi
kabul edilir. Zaten biliniyor ki standart normal dagilimda gbzlemlerin % 95’1 —1.96

ile +1.96 arasinda degismektedir. Buradaki aralik ise daha esnektir. Iste bu siirlarin

disina ¢ikan gozlemlerin aykirt deger kuskusu ile incelenmesi gerekir.

2.3.3. Student tiirii artiklar

e;s artiklari her zaman 0O ortalama ve 1 standart sapma ile normal dagilim
gostermemektedir. Clinkii paydadaki & istatistiZi e; degerlerinin standart sapmasi
degildir. Bu sebeple e; artiklar1 kendi standart sapmasi olan 6\/1—7pii ile
standartlastirilir ve student tiirii artiklar

€ L
ri_ﬁ\/l—_pii (i=12,..,n) (2.15)

seklinde gosterilir. Burada p;; gozlem uzakligi olarak ifade edilir. X matrisi, ilk

siitunu 1’lerden olusan, diger siitunlar1 bagimsiz degisken(ler) degerlerinden olusan

veri matrisi olmak {izere n X n boyutlu P matrisi,
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P=XX'X)"1x' (2.16)

seklinde yazilirsa, P matrisinin esas kdsegen elemanlar1 p;;, i. gozlem uzakligin
verir. p;; degerleri hat degerleri olarakta bilinir.
r;’ler 0 ortalama ve 1 standart sapma ile standart normal dagilima yakin bir

dagilim gosterirler. 7;’ler az da olsa tahmini ¥; degerleri ile iliskilidirler. r; degerleri
model dogru oldugunda ve gozlem sayis1 fazla oldugunda (p;; degerleri sifira
yaklasirken 7;’lerde e;s artiklarina yaklasacagi i¢in) genellikle [—2,+2] smurlar
arasinda ve sifir etrafinda bir dagilim gosterirler. Dolayisiyla boyle durumlarda bu
siirlarin  disina ¢ikan gozlemlerin aykir1 gozlem olabilecegi diisiiniilerek bu

gbzlemler incelenmelidir.

2.3.4. Silinmis artiklar

Aykar1 degerleri arastirmanin bir diger yolu, problemli oldugu diisiiniilen gézlemlerin
veriden ¢ikartilmast durumunda, ilgili goézlemin tahmin modelinde yapacagi
degisikliklerin incelenmesidir. Gozlemi veriden ¢ikartarak elde edilen artiklari (e(l-))
bulabilmek i¢in i. gézlem veriden silinerek n — 1 gozlem i¢in regresyon denklemi
bulunur. Daha sonra i. gézlemin bagimsiz degisken degerleri bu denklemde yerine
konarak ¥ kestirim degeri elde edilir. J(;) kestirim degerinin i. gdzlemin y;
degerinden ¢ikartilmasi ile e(;) hesaplanir (e(i) =y; — ﬁ(i)). Bu islemler tiim
gozlemler igin tekrarlanarak n adet silinmis artik (e(l), €(2)s -+ » e(n)) elde edilir. Bu
artiklara PRESS artiklar1 da denir. Uygulamada, ozellikle gozlem sayis1 fazla
oldugunda n — 1 goézlemli n tane regresyon denklemi elde etmek zor ve pratik

olmadigindan, silinmis artik degerleri;
€i

1—pi

biciminde elde edilir (Alpar, 2013).

e(i) = (2 1 7)

17



3. THEIL-SEN TAHMINI (TSE)

Ikinci boliimde de bahsedildigi gibi, regresyon analizi aralarinda nedensellik bulunan
iki ya da daha fazla degisken arasindaki iligkiyi inceler. Modeldeki bagimli
degiskenin bir bagimsiz degisken tarafindan agiklanmasi basit dogrusal regresyon
modeli olarak tanimlanir. Basit dogrusal regresyon modelinde varsayimlar
saglandiginda elde edilen tahmin degerleri, Gauss-Markov teoremine gore
parametrelerinin dogrusal, yansiz ve en kiigiik varyansli tahmin edicileridir. Ancak,
varsayimlar saglanmadiginda elde edilen tahminler saglamasi gercken ozellikleri
kaybederler. Bu durumda parametrik olmayan ve saglam regresyon yontemleri
kullanilarak ger¢ek verilere uyumluluk arastirilir.

Theil (1950), tarafindan, f; egim katsayilarinin nokta tahminini bulmay1
amaglayan ve kendi aniyla anilan bir tahmin yontemni gelistirdi. Bir parametrik
olmayan regresyon yontemi olarak bilinen Theil yontemi, yine egim parametresini
tahmin etmek i¢in onerilen Mood-Brown yontemine gore daha giivenilirdir (Theil,
1950).

Sen (1968), iki veya daha fazla egim parametresinin birbirine esit oldugunu
iddia eden sifir hipotezlerini test eden bir sira puanm yontemini incelemistir.
Kendall’in Tau’ sundan esinlenerek [; ' in basit ve saglam tahmincileri tizerinde
calismistir.

Kendall’ mn Tau test 6l¢iitii hesabinin gii¢ ve etkinligini incelemistir. Nokta
tahmin edicisini, x; # x; ile noktalarin (y; —y;)/(x; — x;) egim ciftleri Kitlesinin
medyan olarak tarif etmistir. Sen, ileri stirdiigii tahmin edicilerin gesitli 6zelliklerini
incelemis ve kendi ismini verdigi yontemi EKK ve diger parametrik olmayan tahmin

ediciler ile karsilastirmasini yapmustir.

3.1.Basit Dogrusal Regresyon Analizinde Theil Tahmini

Basit dogrusal regresyon modeli,

Y =0,+BX+e (3.1)
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olarak tanimlansin. Burada Y bagimli degiskeni; X bagimsiz degiskeni gosterir. € ise
regresyon modelinin hata terimidir. 8, ve [; nicelikleri ise sirasiyla modelin kesim
ve egim parametreleridir. Regresyon modelinde yer alan katsayilarin tahmini igin
EKK yontemine alternatif olarak bazi parametrik olmayan ya da saglam yontemler
kullanilir. Bu yontemler hata terimi normal dagilmayan ve/ veya aykir1 degerler
modeli etkiledigi zamanlarda EKK yontemine alternatif olarak kullanilmaktadir
(Candan, 1995).

Theil-Sen yontemi literatiirde Theil-Kendall ya da Theil yontemi olarak da
ifade edilmektedir (Zaman ve Alakus, 2015). 1950 yilinda Theil tarafindan ileri
stirilen  yontem arastirmacilarm  en ¢ok basvurduklart  egim  bulma
yontemlerindendir. Bir dogrunun egimi tahmininde kullanilan tim (x;, y;) ve (x;, y;)
gozlem ikililerinden hesaplanan egim  degerlerinin  medyan  hesabina
dayandirilmaktadir (Hussain ve Sprent, 1983). Sahip olunan veri (x1,y1), -, (X1 Yn)
seklinde n tane gozlem ikililerinden olusmaktadir. Burada x; degerleri birbirinden
farkli bilinen bagimsiz degisken degerleri olup x; < x, < -+ <x, seklinde
stralanmaktadir (Yildiz ve Topal, 2001). Esitlik (3.1)’de &;’lerin varyansi1 o2 ve
medyan sifir olan simetrik bir siirekli dagilisa sahip bagimsiz ve aym1 dagilimdan
meydana gelen rastgele hatalardan olusurlar (Rao ve Gore, 1982). Theil yonteminde
Bo ve [ Oyle tahmin edilmelidir ki hata teriminin medyan: sifir olmalidir (Maritz,
1979). B’ in tahmin edicisi B;, i < jve (x; # x;) olmak iizere elde edilen N = (7))

tane S = 2L

x}:zz egimlerinin timiiniin bir medyan: olur (Daniel, 2000; Wang ve Yu,
2005). Soyle ki,

By = ortanca{Sij} (3.2)
ve

Bo = ortanca(Y) — B ortanca(X) (3.3)

olarak elde edilir (Hussain ve Sprent, 1983).

Egim ve kesim parametrelerinin ortak tahmini i¢in iki yaklagim vardir. Bunlar;
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3.1.1. lsaret testine dayali en iyi tahmin yontemi

d; = y; — Byx; degerleri hesaplanir ve bu degerlerin medyan: 8,’1n tahmini, S, olur.
Bu tiir diizenlemeler ya da yaklasimlar, simetrik dagilimli d;’lerin varsayimini

gerektirmez. Ozellikle ug degerli veriler i¢in daha uygundur.

3.1.2. Hodges-Lehmann yontemi

d; = y; — Byx; tesadiifi degisken degerleri hesaplanir. Bu yaklasim d;’lerin B,
etrafinda simetrik dagildigr varsayimi gerektirir. Hodges-Lehmann yontemine gore
Bo, d;’lerin aritmetik ortalamasidir. Bu tiir diizenleme, u¢ degerli veriler icin uygun
olmayabilir (Alakus, 2015, Lehmann, 2006).

wijs = (% — x;) Ve wyj, = (x; — x;)? iki farkli agirlik olmak tizere Theil
yontemindeki agirlikli egim parametresi tahmin edicileri esitlik (3.4) ve (3.5) ile

verilir. Goriildiigii gibi tahmin ediciler, S;;’lerin agirlikli ortalama ve medyanlaridir.

Yi<jWij1,2)Sij

B iwii = (3.4)
ﬁlwu(l,z)(ort) 2i<j Wii(12)
ve
5 medi<;(Wij,2)Si)
Biwij,2)(med) = (3.5)
medi<;(Wijc1,2))
olup, kesim parametresinin tahmin edicisi ise
30 = ortanca(Y) — 31wij(ort,med)Ortanca(xi) (3.6)

esitligi ile verilir (Sievers, 1978 ve Scholz, 1978). Ayrica Randles ve Wolfe (1979),
S;j’nin agirliklandirilmamig ortalamalarini £, in tahmin edicisi olarak 6nermislerdir.

Bu durumda egim parametresinin tahmin edicisi ise

i NS
ﬁlsij(ort) = 11\]/ . (3.7)

esitligi ile verilir (Toka vd., 2011)

3.2.Basit Dogrusal Regresyonda TSE’nin Asimptotik Ozellikleri

Bu alt boliimde, Theil-Sen tahmin edicisinin (TSE) bazi asimptotik 6zelliklerinden

bahsedilecektir. Oncelikle Sen (1968) de, x;, i = 1,2,...,n bilinen 6zdes olmayan
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sabitler ve dagilim fonksiyonu F(.) siirekli ise TSE tahmininin asimptotik olarak
normal dagilimli oldugunu gostermistir. Ayrica bu tahmin edicinin 0.293’liik bir
kirilma noktasina sahip oldugu belirlenmistir (Peng vd, 2008).

Wang (2005), X rasgele degisken varsayimi altinda TSE tahmininin asimptotik
Ozelliklerini incelemistir. € ile X tesadiifi degiskenlerinin bagimsiz ve dagilim
fonksiyonu F(.) keyfi (siirekli ya da siireksiz) varsayimi altinda, TSE tahmin
edicisinin giiglii tutarliligini ve asimptotik dagilimini aragtirmistir. Simdi TSE

tahmininin giiclii tutarliligini ve asimptotik dagilimini kisaca inceleyelim.

3.2.1. Giiclii tutarhhik

Q, = {a): Bn(w) = ,8}, (V n igin) bir olay olsun. n > n, oldugunda, f,(w) =
olur.

Teorem 1: X3, ..., X, rastgele olmayan ortak degiskenlerinin
— -1 .
ay = (‘;) Zi<j 1[xl- * x]] iken

n~llogn
Tg =o0(1) (3.8)
an

olsun.
(1) Eger dagilim fonksiyonu F (.) siirekli degil ise,
P(w: B, # B sadece sinirli kez gergeklesir) = 1

Dolayisiyla TSE giiclii bir sekilde tutarlidir. Yani, P(limy_c By = 8) = 1 seklinde
ifade edilir.
(i)  Eger dagilim fonksiyonu F(.) siirekli ve
rlli_r}goinf {|xi — xj|:xi F+ Xl <j} > 0 ise
0 zaman TSE giiglii tutarlidir (Peng vd, 2008).
3.2.2. Asimptotik dagilim

Teorem 2. Oncelikle Teorem 1 ‘deki durum 1 dikkate alinsin.

Eger dagilim fonksiyonu F(.) siirekli degilse,

P(n*(B,—B)—>0)=1 v=0 (3.9
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olur. Dolayisiyla B, giiclii etkindir.

Durum 2 igin, dagilim fonksiyonu F(.) siirekli oldugundan,
c; = Z 1[x; > x;] — 1[x; < x;] iken C2 = Z c? olsun.

3
Eger k — oo, maxl-,j|xi — xj|/kn - 0,lim inf(,,C,,/n2) > 0 ve

C;t Z[l — 2F,(t|x; — x| /kn)] » m(t),  F,(t) = EF(e +1t) ise

i<j
¢ standart normal dagilim fonksiyonu iken

lim P(kn(Br = Bo) < t) = (-v3m(»), teRor.
Asimptotik dagilim _ m(t) t’de dogrusalsa normal dagilimlidir.

Sonu¢: F, B(F) = [ f?(t)dt < oo gibi f olasilik dagilimi ile kesinlikle siirekli
oldugu varsayilsmn. Eger lim inf( C,/n%/?) > 0 ise d; = ¥ j|x; — x;]| ile
D, = Y™ . d; iken (D,,/C)(Bn — Bo) = N'(0,1/3B?(F)) olur (URL-1).

Ozetle, genel hata dagilimi F igin (hatalarin dagilim fonksiyonu) TSE tahmin
edicisinin asimptotik dagilimin1 ve gii¢lii tutarliligi gosterilmistir. Burada hatalarin
dagilim fonksiyonu keyfi ve hem siirekli hem de kesikli olabilir (Peng vd, 2008).

Ayrica TSE tahmin edicisine ait gii¢lii tutarlilik ve asimptotik dagilim ile ilgili
daha detayl bilgi i¢in Peng vd (2008) ve Wang (2005) ¢alismalar1 incelenebilir.

Bu boliimde Theil tahmin yontemi icin kisa bir 6rnek verilmistir.

3.3.  Basit Dogrusal Regresyonda Theil Tahmin Yontemi I¢in Uygulama

Caligsmada basit dogrusal regresyon modelinde parametrik olmayan analiz yontemine
olan ihtiyaci gostermek amaciyla Cizelge 2.1 de verilen Pilot-Plant (Daniel ve Wood,
1971) verisi calisilmistir. Burada bagimli degisken titrasyonla belirlenen asit miktari,
bagimsiz degisken ise ¢ekme ve tartma ile belirlenen organik asit miktaridir.

Veriler Cizelge 3.1°de verildigi gibidir. Ayrica artik terimine iliskin grafik
Sekil 3.1°de sergilenmistir.
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Cizelge 3.1. Pilot-Plant verisi

Gozlem Cekme Titrasyon
1 123 76
2 109 70
3 62 55
4 104 71
5 57 55(5.5)
6 37 48
7 44 50
8 100 66
9 16 41

10 28 43
11 138 82
12 105 68
13 159 88
14 75 58
15 88 64
16 164 88
17 169 89
18 167 88
19 149 84
20 167 88

Bir degerin yanlis girildigini kabul edelim. 5. siradaki y goézleminde 55 yerine 5.5

olarak alinsin. Bu hata y yoniinde bir sapan degere neden olur.

] .
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Sekil 3.1. Pilot-Plant verisinden elde edilen artik terimine ait grafikler
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Sekil 3.1 incelendiginde, sol iisteki grafik artiklarin, tahmini ¥ degerlerine
kars1 grafigini gostermektedir. Sifirin etrafindaki hatalar1 temsil eden yatay dogru
etrafinda rastgele dagilmis olmali. Yani noktalarin dagilimda ag¢ik bir trend
olmamali. Sol alttaki grafik, hatalarin normal dagilishh olup olmadigini gosteren
standart Q-Q grafigidir. Sag iistteki grafik standardize artiklarin karekokii ile Y
tahmin degerlerinin grafigini gostermektedir. Yine bu noktalarinda agik bir trende
sahip olmamas1 gerekir. Son olarak sag alttaki grafik, regresyon sonuglarini
degerlendirmede onemli bir 6l¢iim olan her bir nokta kaldira¢ kuvvetini gosterir.
Ayrica regresyonda her bir gézlemin bir diger 6nemli 6l¢timii olan Cook’s uzakligi
da gosterilmistir. Uzaklik, 1° den bliyiik ise siipheli ve olas1 aykir1 bir gézlem ya da
zayif model var demektir. 4 grafikte incelendiginde 5. gozlemin regresyon
dogrusundan sapmis oldugu soylenebilir.

EKK yontemi icin,
Cizelge 3.1°de verilen gozlem ikililerine dayali tahmin denklemi,

y; = 28.193 + 0.368x;
olarak bulunmustur. EKK yonteminin uygulanabilmesi i¢in hata terimleri ¢&;’lerin
bagimsiz ve aym dagilima sahip ortalamasi sifir, varyansi g2 olan normal dagilim
sartin1 saglamasi gerekir. Normal dagilim varsayiminin saglanip saglanmadiginin
kotrolii i¢in Sekil 3.1°deki hata terimlerinin Q-Q grafigi incelenebilir. Sekil 3.1° de
goriildiigii lizere hata terimleri normal dagilima sahip degildir. Ciinkii kutucuklar
dogru tizerinde degildir. Dolayisiyla parametrik olmayan regresyon tekniklerinin
kullanilmasi daha giivenilir sonuglar elde edilmesini saglayacaktir.

EKK yontemine gore bagimli degiskenin tahmin degerlerinden mutlak

sapmalarinin aritmetik ortalamasi,

OMS =

21’:1');; — 9l _ 4899

olarak elde edilir.

Theil yontemi icin,

Bu iki degisken arasindaki iliskiyi tanimlamak i¢in £; egim katsayisini hesaplayalim.
Ancak ilgilenilen veri seti dikkate alindiginda, 18. ve 20. gozlem degerlerine ait
degerler birbirine esittir. Esit olan bagimsiz degiskene ait degerlerden dolay:
hesaplanan ikili egim degerleri (Si j) too gibi bir deger alir. Bu durumda yapilan

calisma bir belirsizlige neden olur. Sonsuz ¢ikan ikili egim degerleri (Si j) analiz dis1
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birakilirsa veri kaybi olacagindan analize olan giiven de azalacaktir. Bu problemden
kurtulmak igin, esit olan bagimsiz degiskenlerin sadece biri yazilir. Karsisina ise
bagimsiz degiskenlere karsilik olarak gelen bagimli degisken degerlerinin medyani
yazilir. Buradan elde edilen egim katsayisinin tahmini tim veriye uygulanarak £,
hesaplanir.

Bunun i¢in, Theil yontemi kullanildiginda (129) =171 tane S;; degeri
hesaplanmistir. Normal veride ayn1 x degerine sahip olan gozlem ve karsilik gelen y
degerlerinin ortalamasi alinarak Theil yontemi i¢in hesaplanan egim bakimindan

(x; # x;) varsayimi saglanmugtir.
p: = ortanca{S;;} = 0.326087
ve

Bo = ortanca(Y) — f,ortanca(X) = 69 — 0.326087 * 104.5 = 34.92391304

olarak hesaplanir. Theil-1 yontemine ait regresyon tahmin denklemi,
V; = 34.924 + 0.326x; olarak elde edilir.
Theil yontemine gore bagimli degiskenin tahmin degerlerinden mutlak sapmalarinin

aritmetik ortalamasi,

OMS =

21’:1'3;; — 9l _ 3397

olarak elde edilir.

Optimum Tip Theil yontemi icin,
Bu yontemle tahmin denklemi,
¥ = 34.652 + 0.326x;
olarak hesaplanir. Bu yonteme gore bagimli degiskenin tahmin degerlerinden mutlak

sapmalarinin aritmetik ortalamasi,

OMS

_ 21’:1');; — 9l _ 3378

olarak elde edilir.
Hodges-Lehmann Tip Theil yontem i¢in

Bu yontemle elde edilen model denklemi,

$; = 32.522 + 0.326x;

25



‘dir. Bu yonteme gore bagimli degiskenin tahmin degerlerinden mutlak sapmalarinin

aritmetik ortalamasi,

Yi=1lyi = ¥l
n

OMS = = 4.560

olarak elde edilir.
Agirhikh Theil-1 yontemi icin
w;j; = (xj — x;) olarak alalim. Burada da S;; degeri kadar w;j; degeri vardir. Yani
(129) = 171 tane w;;; degeri hesaplanmigtir. Normal veride ayni x degerine sahip
olan gozlem ve karsilik gelen y degerlerinin ortalamasi alinarak hesaplanan egim
bakimindan (x; # x;) varsaymmi saglanmistir. Bu agirlik i¢in hem ortalama hem de
medyan degerine gore ayr1 ayri iki tane regresyon modeli tahmini yapilmaistir.

e Ortalamaya dayali sonuglar;

po LicjWijiSij _ 2095
1wij1(ort) Zi<j Wij1 5182

= 0.40428

30Wij1(ort) = 69 — 0.40428 * 104.5 = 26.7523
olarak hesaplanir ve bu sonuglara dayali regresyon tahmin denklemi,
Vi = 26.752 + 0.404x;

seklinde hesaplanir.
Agirlikli  Theil-1(Ortalama) yontemine gore bagimli degiskenin tahmin

degerlerinden mutlak sapmalarinin aritmetik ortalamasi,

= 5.532

OMS = Yi=1lyi — ¥il
n

olarak elde edilir.

e Medyana dayali sonular;
Aglrllk Wijl = (x] - xi) “dir.
0rtancai<j(wij15ij) _ 13

= —=0.3421
ortanca;<;(wij;) 38

ﬁlwijl(med) =

Bowiji(orty = 69 — 0.3421 x 104.5 = 33.25
dir. Boylece regresyon tahmin denklemi,
¥y; = 33.25 + 0.342x;
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seklinde yazilir.
Agirlikl Theil-1(Medyan) yontemine gore bagimli degiskenin tahmin degerlerinden

mutlak sapmalarinin aritmetik ortalamasi,

OMS

_ 2i=1|3;li - ¥l — 3504

olarak elde edilir.
Agirhikh Theil-2 yontemi icin
Simdi de w;j, = (x; — x;)? olarak alalim ve hem ortalamaya gore hem de medyana
gore tahmin edilen regresyon modellerini inceleyelim.
e Once ortalama icin;

Yi<jWij2Syj _ 314950.5

5 _ - = 0.3706
BlwuZ(O?’t) Zi<j Wijz 849834

,@OWUZ(O”) =69 — 0.3706 * 104.5 = 30.2720
‘dir. Agirlikli Theil-2 (Ortalama) yontemine igin regresyon tahmin denklemi,
y; = 30.272 4+ 0.371x;

seklindedir.
Agirlikli - Theil 2(Ortalama) yontemine gore bagimli degiskenin tahmin

degerlerinden mutlak sapmalarinin aritmetik ortalamasi,

= 4.374

OMS = Yi=1lyi — ¥il
n

olarak elde edilir.

e Simdi de medyan igin;

ortanca;<;(w;j2S;;) 1071
l<J( L2 U) = = 0.35404

BAOWl'jZ(OTt) = 69 — 0.35404 = 104.5 = 32.0018
‘dir. Agirlikli Theil-2 (Medyan) yontemine igin regresyon tahmin denklemi,

$; = 32.002 + 0.354x;

seklindedir.
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Agirlikli Theil-2 (Medyan) yontemine gore bagimli degiskenin tahmin degerlerinden

mutlak sapmalarinin aritmetik ortalamasi,

= 3.90

OMS — Yi=1lyi — ¥l
n

olarak elde edilir

e Theil-2 yontemi i¢in;

Blsij(ort) =
Bosijorey = 69 — 0.3759 x 104.5 = 29.71549
seklindedir. Model ise,
yi = 29.716 + 0.376x;
‘dir.
Theil-2 yontemine gore bagimli degiskenin tahmin degerlerinden mutlak

sapmalarinin aritmetik ortalamasi,

Yi=1lyi = ¥l
n

OMS = = 4,535

olarak elde edilir.
Elde edilen tiim tahmin yontemlerine ait tahmin modeli ve deneysel ortalama

mutlak sapma degerleri Cizelge 3.2°de 6zetlenmistir.

Cizelge 3.2. Incelenen yontemlere ait model tahmini ve ortalama mutlak sapma

degerleri
Yontem Tahmin Denklemleri | OMS
EKK Y = 28.193 + 0.368x; | 4.899
Theil-1 Y =34.924 + 0.326x; | 3.392
Theil-Opt Y = 34.652 + 0.326x; | 3.378
Theil-Hod. Y =32.522 + 0.326x; | 4.560

AgirhkhTheil-1(Ort.) | ¥ = 26.752 + 0.404x; | 5.532
AgirhkhTheil-1(Med) | ¥ = 33.25 + 0.342x; | 3.594
AgirhkhTheil-2(Ort) | ¥ = 30.272 + 0.371x; | 4.374
AgirhkhiTheil-2(Med) | ¥ = 32.002 + 0.354x; | 3.900

Theil-2 Y =29.716 + 0.376x; | 4.535

EKK yonteminin gozlem degerleri icinde bulunan aykir1 degerlerden

etkilendigi ve hata terimlerinin dagilimimin normal olmadigi durumlarda alternatif
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regresyon tekniklerinin kullanilmasi gerekliligi izerinde durulmustur. Bilindigi tizere
gercek verilerle calisilirken en biiyiik sikinti verilerin dagilimimin normal dagilima
uymamasidir. Bu sebeple saglam regresyon yontemlerine ihtiyag duyulmustur.
Cinkii EKK yonteminin varsayimlarindan birisi de hata terimlerinin dagiliminin
normal olmasidir.

Calismanin uygulama kisminda parametrik olmayan basit dogrusal yontemler
karsilastirilmistir. Sonuglar elde edildikten sonra ortalama mutlak sapma degeri
hesaplanmistir. Cizelge 3.2 incelendiginde ortalama mutlak sapma degeri, veride ug
degerlerin varliginda iyi sonug veren optimum tip Theil yontemi olarak bulunmustur.
Daha sonra sirasiyla Theil-1, medyana bagli Agirlikli Theil-1, medyana bagh
Agirlikli Theil-2, ortalamaya bagli Agirlikli Theil-2, Theil-2, Hodges-Lehmann tip
Theil, EKK ve ortalamaya bagli Agirlikli Theil-1 yontemleridir. Sonuglar virgiilden
sonra alianacak basamak sayisina gore degiskenlik gosterebilir.

Ayrica sonraki c¢aligmalarda, incelenen bu yontemlere yeniden ornekleme
yontemlerinden olan ¢aki ve bootstrap yontemleri ikame edilerek istatistiksel

¢ikarsamalarda bulunulacaktir.

3.4. Coklu Dogrusal Regresyon Analizinde Theil-Sen Tahmini (CTSE)

Matris gosterimi ile bir ¢oklu dogrusal regresyon modeli
Y = ﬁO + XTB1+ & (310)

ile verilir. Burada S, kesim parametresi ve 3, ise p-boyutlu regresyon parametre
vektoriinii, X, ya tesadiifi ya da deterministik olan ortak degiskenlerin bir matrisi ve €
bagimsiz ayn1 dagilimhi tesadiifi hatalar1 gostermektedir. Bagimsiz degiskenlerle hata
terimlerleri iliskisizdir (Lia vd, 2009).

Basit dogrusal regresyon p = 1 ile baglar. Geometrik olarak egim parametresi
olan B;’i tahmin etmek i¢in, sadece iki farkli noktaya (X;, Y;), (X, Y;) (X; # X;
iken) ve egim parametresinin bir tahminine b;; = (Y; — Y;)/(X; — X;) ihtiyag
duyulur.

Buna alternatif olarak, her iki ayr1 nokta ile artik kareler toplami (Y; — By —
B:iX)? + (Y; — Bo — B1X;))® m By ve B, parametreleri, artik kareler toplami

denklemini sagladigi durumda en kiigiiklenmis olur. Soyle ki,
Yi-ﬁo-ﬁlXi=O,Yj—Bo—BlXj=0 (3.11)
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esitligini saglar. Coziim ,80”. =Y, —bjX; ve b; = (Y, — Y;)/(X; — X;) en

kiiciik kareler tahminleridir. B; egiminin saglam bir tahmini £,, EKK tahmininin

medyan olur. Yani;

A Y- Y
B, = Med {bi,j =X"_)’(':(Xi¢x,-,1 <i<j< n} (3.12)
i J

Burada Med {B;: j € ]}, B; sayillarmm medyanm temsil etmektedir. Bu
yiiksek kirilma noktasi ile saglam olan Theil-Sen tahmini olarak bilinmektedir. Eger
sadece egim (f;) tahmini ele alinirsa, hatada higbir tanimlanabilirlik varsayimina
ihtiya¢ olmaz (Dang, 2008).

Kesim parametresini (S,) belirleyebilmek i¢in, hata dagilimi iizerindeki
tanimlanabilirlik kosulunun bilinmesi gereklidir. Simdi s6yle oldugunu diistinelim.
Hatalar yaklasik olarak sifira simetrik olan bir dagilima sahiptir (ortalamasi sifir olan
normal dagilim, sifira simetriktir) ve varyansi sabit ya da degisken olabilir. Ornegin
standart normal dagilim sifira simetriktir. Bu yeterli bir durumdur. Ardindan ayni
sekilde, kesim parametresi EKK tahmininin medyan:

ViXi -V X;

B. = Med {a;; = X #FX, 1 <i<j<n (3.13)
ﬁ()n {l,] XL—X] (l Ji ] }

esitligi ile tahmin edilebilir. o

Bu durum parametrenin (B,, ;) bilesen-odakli medyan tahmini (,[S’On,,Bn) ile
sonuglanir.

Bu bilesen-odakli medyan tahmininin ¢ok zayif bir tahmin olabilecegi
bilinmektedir (Wang vd, 2009). Bu zayifligi asmak igin, kesim parametresi 8, ‘in
saglam bir tahminini olusturmak amaciyla f8,, saglam tahmini kullanilabilir. Ornegin,
Med {Y; — B,X;: 1 < i,j < n}. Buna alternatif olarak, ¢ok degiskenli medyan
ile aynt anda (B, £1) tahmin edilebilir. Soyle ki;

Bow br) = Cmed {Bo,  B1,;): Xi# X, 1<i<j<n} (3.14)

Burada Cmed{Bj: jej }; {B; € IR%: j €] } vektorlerinin ¢ok degiskenli medyanidir
(Dang vd, 2008). Coklu dogrusal regresyon analizindeki parametrelerin Theil-Sen
tahminlerini hesaplamak i¢in ¢ok degiskenli medyanlarin kullanilmasi gerekir.

Cok degiskenli medyan kullanimi ile ilgili gesitli tartismalar vardir. Cok

degiskenli medyan konusu dordiincii boliimde daha kapsamli sekilde incelenecektir.
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Coklu dogrusal regresyon analizinde TSE regresyon parametrelerinin tahmini
ayni anda ¢ok degiskenli medyan: alinarak tahmin edilebilir. Simdi es zamanli olarak
kesim ve normal vektoriin tahmin edilmesi konusu iizerinde duralim.

p > 1 olan ¢oklu dogrusal bir regresyon modeli ele alalim. Bolim 3.4’deki
siireci izleyerek, ilk dnce 8 = (B, B1' )7 ‘in tahmini (p + 1) adet esitligin
¢oziimii olarak bulunabilir.

Yi—Bo— XIB1=0,i € kpyy = {ig,...,ip41} (3.15)
ki burada kpyq, {1,...,n} nin (p + 1) alt-kiimesidir. $6yle ki (p + 1) X (p +
1) matrisi (Xj : k € ky,q)’se doniistiiriilebilir. (p + 1) gézlemlere bagimlilig
vurgulamak i¢in, bu tahmin 9kp ., ile ifade edilmigtir. Daha sonra ise Theil-Sen

tahmininin basit dogrusal bir regresyon modelinden ¢oklu dogrusal bir regresyon

modeline genislemesi, ¢ok degiskenli medyan yardim ile olmaktadir. Soyle ki;
0, = Cmed {ék,m: V Ky } (3.16)

Burada ékp+1 ‘nin aym zamanda {(X;,Y;): i € kpyq} p + 1 gozlemlerine
bagli olarak 6’ nin EKK tahmini olduguna da dikkat edilmelidir. Bu agidan
bakildiginda, p + 1 < m < n arasinda olan {( X;,Y;) : i € k,,} gbzlemlerinin m
farkli keyfi bir kombinasyonu segilebilir ve @km tahminleri EKK tahminini olusturur.
Oyle ise @ parametre vektoriiniin coklu Theil-Sen tahmini (CTSE) 8,,, tiim olas1 en
kiiciik kareler tahminlerinin ¢ok degiskenli medyan: olarak tanimlanir. Boylece 6°nin

cok degiskenli medyan tahmin edicisi,

8, = Cmed{Dy, :V kp, } (3.17)

esitligiyle verilir. Burada olasi en kiigiik kareler tahmin edicisi ise;
Ok = (X Xi) ™" Xic Vi (3.18)

ile ifade edilir.

XiXe, (LX) : i € kveY, = (Y;:iek)T satirlart ile (1 4+ p) X m boyutlu
bir matris olarak diisliniilsiin. Kolaylik olsun diye, k = k,, olarak alinmistir.
Burada dikkat edilmesi gereken durum m degerini segerek herhangi bir dnceden
belirlenmis olas1 saglamligin ve etkinligin elde edebilir olmasidir (Wang vd., 2009).

Normal vektoriin tahmini i¢in, eger f normal parametrenin tahmin edilmesiyle

ilgileniyorsak, o zaman kesim parametresinin sahip oldugu hata {izerindeki
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tanimlanabilirlik kosulu (hata yaklasik olarak sifir etrafinda simetrik olan bir
dagilima sahip olma varsayimi) tek degiskenli TSE’deki gibi gerekli degildir. Zhou
ve Serfling (2006) spatial U-dagilim spatial teorisini gelistirmisler ve teorinin
uygulamasi olarak, gézlemlerin ikili farkliliklarima dayali genellestirilmis TSE ve
CTSE olusturmuslardir. Wang vd. (2009) ¢alismalalarinda, kisaca Zhou ve Serfling
(2006) calismasindan elde edilen sonucu gozden gecirmislerdir (kendi yapilarinda
biraz daha genel, m = p + 1) ve onlarin TSE tahmini spatial derinlige dayanir,
fakat bununla birlikte farkli yeni bir ¢ok degiskenli medyana da genisletilebilir.
Simdi (3.10) denklemindeki ikili farklar

Y, —Ye=X-X)B+e—&  jk=12.,n (3.19)

olarak tanimlansin. Burada, N = n(n — 1)/2 kadar farkli gozlem ikilisi vardir.
m < N bir tamsayist i¢in, K, V= {(j,k): j < k,j, k = 1,...,n} dan (j, k) (Tl\r’l)
kombinasyonlar1 olsun ve {(kl,i’kz,i):i = 1,...,m} € K tarafindan j = 1,2 i¢in
kj = (k;j;: i =1,...,m) genel bir kombinasyonu yazilsin. Ya k4 ya da k; icin k
yazilirsa ve (3.14) ifadesi,

Yo ko = Xip iy B+ €y ks (3.20)

seklinde matris formunda yazilabilir. Burada Yy, x, = Yx, — Y&, » Xk, k, = Xk, — Xk,
Ve Ex k, = €k, —Ek, &k = (&x: k € k)T *dr.
,é K1k gozlemlerin alt kiimesine dayali EKK tahminini gostermek {lizere

. r ~
Bi k, = Kk, Xk ky) 1Xk1,k2TYk1,k2 (3.21)

esitligi ile tahmin edilir. Boyelece TSE, CTSE’ye spatial medyan olarak genisletilmis

olur. Sonug olarak bu tahmin edici

Bn = Cmed{By, 1, : (k1,k2) € Ky} (3.22)

ile verilir. Burada, K,, tim EKK tahmin yonteminin mevcut oldugu K’nin alt
uzayidir. Yani aslinda eldeki 6rneklem hacmine ve secilen keyfi m sayisina bagh
olarak olusturulan kombinasyonlarin tiimiinii almak yerine tesadiifen secilen alt
orneklem alinip, spatial medyana bakilarak f3,, tahmin edicisi hesaplanir. Ciinkii
secilen tiim kombinasyonlar dikkate alinarak £,,’in hesaplanmasi ¢ok zaman kaybia
neden olacagindan belli bir alt uzay1 secilir. Ancak bu sekilde alt uzay segilip

islemler yapildiginda her alt 6rneklem i¢in sonuglar degisebilir. Bu ise bu yontemin
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eksik yonii olarak degerlendirilebilir. ileriki calismalar bu eksikligin giderilmesine
yonelik olacaktir.

Basit bir dogrusal regresyon modelinde, Peng vd. (2008) hata dagilimi
konusunda herhangi bir varsayimda bulunmadan Theil-Sen tahminini ¢alismiglardir
(Yani, hata dagilimina ne simetri ne de siirekliligi varsayarak). Yine Peng vd. ayn
calismalarinda TSE’nin normal kosullar altinda son derece tutarli oldugunu ve
asimptotik dagilima sahip oldugunu ve hata dagiliminin siireksiz oldugu durumlarda
bile oldukga etkin oldugunu gostermislerdir.

Dogal olarak, Dang vd. (2008) tarafindan bu sonuglarin CTSE’ye
genigletilebilir olup olmadigi, eger genisletilebilirse bunun hangi kosullar altinda
olacagi sorusu giindeme getirilmistir. Bu sorunun cevabinda 6zellikle karsimiza iki
soru ¢ikmaktadir. Birincisi, hata dagilimmnin simetrik varsayimini ¢ikarilabilir mi?
Ikincisi ise, hata € siireksiz oldugunda siiper etkinlik gegerli olur mu? Bu iki sorunun
cevabt da Wang vd. (2009) calismasinda gosterildigi gibi olumlu olmustur. Simdi
CTSE tahmin yontemi i¢in parametre tahmini algoritmasinin igleyisini somut bir
sekilde 6zetlemeye ¢aligalim.

Kurulan ¢oklu dogrusal regresyon modelinde bagimsiz degisken sayisi iki
(p = 2) olarak alinsin ve 6rnek hacminin n = 20 oldugu varsayilsin. m keyfi sayisi
p+1<m<n arahginda secilecek olan keyfi bir degerdir. Ornek vermek
gerekirse, m = 3 olsun. Basit¢e algoritmanin isleyisini Cizelge 3.3 ‘deki gibi

ozetlenebilir,

Cizelge 3.3. Coklu dogrusal regresyonda CTSE tahmin yontemi ile parametre

tahmini

No Y X; X, ﬁi

1 Yl X11 X12 . . .
2 Y, X1 X2z Bo B1 B2
3 Y; X31 X3

1 Yl X11 X12 . . .
2 Y X1 X2 Bo B B2
4 Y4- X4-1 X42

18 Y18 X181 X182 . . .
19 Yio X191 X192 Bo B1 B2
20 YZO X201 X202

Toplam 1140 tane  kombinasyon mevcut. Cmed( ﬁi)
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Cizelge 3.3 incelendiginde CTSE tahmin yontemi ile regresyon
parametrelerinin tahmin edilmesi igin toplam (::l) = (230) = 1140 tane kombinasyon
mevcuttur. Daha sonra her iiclii kombinasyon degerleri icin EKK yontemi ile
regresyon parametreleri tahmin edilecektir. Hesaplanan her ti¢lii kombinasyon degeri
icin elimizde 1140 tane f; tahmin degeri bulunacaktir. Tahmin edilen 1140 tane
regresyon katsayilarinin R paket programindaki “depth” paketi yardimiyla es zamanli
olarak ¢ok degiskenli medyan degeri hesaplanacaktir (URL-2). ;" ye ait olarak elde
edilen bu ¢ok degiskenli medyan degeri, CTSE tahmin yontemine ait ¢oklu dogrusal

regresyon tahmin degerleri olarak elde edilecektir.
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4. COK DEGISKENLi MEDYAN KAVRAMI

Bir veri setinin medyani bir dagilimm merkezindeki dogal saglam tahmin olarak
parametrik olmayan problemlerde ortaya ¢ikar. Bir dagilimin merkezindeki
parametrik olmayan saglam tahmin olarak, farkli bozulma 6zellikleri ile gosterildigi
tizere ornek ortalamasindan daha farkli bir 6zellige sahiptir. Bu yiizden, bir veri
setini kirleten ve sonsuzluga giderken ortalamayi da sonsuzluga gonderen tek bir
nokta yeterlidir. Buna zit olarak, medyan1 aynisin1 yapmaya zorlamak i¢in verinin en
az %50 ‘si sonsuzluga gonderilmelidir. Sibson (1984) iin belirttigi gibi, ikinci
dereceden ¢oziilmelerin geometrisi, kare mesafelere dayali yontemlerin bir boyuttan
daha yiiksek boyutlara tasinirken genellemeye daha uygun hale getirir. Bu ylizden,
cok degiskenli analize ¢ok degiskenli normal dagilima dayali teori egemendir. Yine
de, parametrik olmayan ve dagilimdan bagimsiz olan yontemler smifinin daha
yiiksek boyutta veri analizinde bu zamana kadar olandan daha uygun bir yeri vardir.
Tek degiskenli medyanin iki veya daha fazla boyutdaki medyan ile benzerligi
nedir sorusuna bir dizi farkli cevap aranmistir. Uygun benzerligin ne olduguna dair
kesin bir cevap olmasa da, kesinlikle sahip olmasi gereken bazi 6zellikler vardir.
Ornegin, birinci boyutta, bir dagilimin simetri merkezi medyanidir. Bu durumda,
dogal olarak ayni seyin daha yliksek boyutlarda da gecerli olmasi, daha yliksek
boyutsal medyanin simetri merkezinin dogal bir tahmini olmast beklenir. Yine de,
burada bile biraz belirsizlik vardir: tek degiskenli bir dagilim simetrisinin merkezi
farkli sekillerde genellenebilir. Small (1990) ‘nin calismasinda dort farkli simetri
¢esidinin tahmini ve test edilmesinde ¢ok boyutlu meydanlarin kullanimi ele
alimmustir: kiiresel, eliptik, merkezi ve agisal simetri noktalar1. (Chaudhuri, 1992)
Cok degiskenli medyanlar bir ¢ok degiskenli dagilimin simetri merkezini
tahmin etmede kullanilan ortalama vektoriinlin saglam rakipleridir. Cok degiskenli
medyanlarin ¢esitli tanimlamalar literatiirde sunulmus ve oOzellikleri (verimlilik,
esvaryanslilik, saglamlik, sayisal uygunluk, dogruluk tahmini, vb.) genis Ol¢iide
incelenmistir. Tek degiskenli medyan ve tek degiskenli isaret ve sira kavramlari, tek
degiskenli gozlemlerin siralamasina baglidir. Maalesef, ¢ok degiskenli veri
noktalarinin dogal siralamasi yoktur. L1 amag fonksiyonlarini kullanan bir yaklasim

bu nedenle sik¢a bu kavramlar ¢ok degiskenli duruma genisletmekte kullanilir. Tez
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ki,

kapsaminda, spatial medyan gbéz oniinde bulundurulmus ve literatiirde bulundugu
haliyle istatistiksel o6zellikleri incelenmistir (Becker vd., 2014). Cok degiskenli
medyanin diger incelemeleri i¢in Small (1990), Chaudhuri ve Sengupta (1993),
Niinimaa ve Oja (1999), Dhar ve Chaudhuri'ye (2011) ¢alismalarina bakilabilir.

4.1. Tek Degiskenli Medyan

Becker, vd. (2014)’nin editorliigiini yaptigt Robustness and Complex Data
Structures adli kitabin ilk boliimiinde aktarildig: gibi,

X = (xq,...,%,) dagilim fonksiyonu F olan tek degiskenli bir dagilimdan alinan
rastgele bir ornek olsun. Medyan fonksiyonel olarak T (F) ve buna karsilik gelen
ornek istatistigi T (x) =T (F,) bir ka¢ yolla tanimlanabilir. Buna karsilik tek
degiskenli medyan i¢in baz1 miimkiin tanimlar agsagidaki gibidir.

1. Medyan fonksiyonel olarak su sekilde tanimlanir.
1
r(F) = inffx: F(0) 2 5} 4.1)

2. Medyan T (F ) fonksiyonunun degerini en yliksek yapar. Soyle ki;
t - enk{P(x; < t),P(x; = t)} =enk{F(t),1- F(t-)} (4.2)

3. Medyan T (F ) fonksiyonunun degerinin olasiligini en yiiksek yapar. Soyle

t » P(enk{x;,x,} < t <enb{x,,x,}) = 2F (t)(l - F(t —)) (4.3)
4. Medyan T (F ) fonksiyonunun beklenen degerini en kiigiik yapar. Soyle ki;

E(lx; —t]) yada D(t) = Eflx; —t| — [x[} (4.4)
olur. Dikkat edilirse, |[|x; —¢t| — |x1]] < |t|] oldugunda, D(t)' nin taniminda

beklenti her zaman vardir.

5. Medyan, T (F ) fonksiyonunu

+1, t > 0ise,
S(t) =40, t=0ise, (4.5)
—1, t <O0ise.

tek degiskenli isaret fonksiyonu iken,
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E[S(x;-t)]=0 (4.6)
tahmin denklemini ¢6zer.
Yukarida tanimlanan Kitle medyan T (F)'nin farkli tanimlari, bir F dagilimi
icin smnirli ve siirekli yogunlugu y' de f (u) olan ayni 6zel u degerine sahiptir.
Oyleyse amag fonksiyonu D (t) i¢in esitlik (4.7) dogrudur.

)
D) =D +5t-w*+o(t-w* §=2fwile  (4.7)

Ornek medyan [ isaret fonksiyonu S(t)'yi temel alan tek degiskenli isaret testi ile
iligkilidir. Tek degiskenli isaret fonksiyonundan baglayarak, tek degiskenli (merkez)

sira fonksiyonu su sekilde tanimlanir.
1 n
R(t) = ;Z S(t—x;) (4.8)
i=1

R(t) € [-1,1]' a ve 6mek medyan igin tahmin denkleminin R(2)= 0 olduguna
dikkat edilmelidir. Sifir hipotezi Hy : 4 = 0'1 test etmek i¢in isaret test istatistigi

R(0)'dir. Test istatistigi agik sekilde ve asimptotik olarak dagilimdan bagimsiz,

gercek medyan i ise,
n%~3in (n, %), ve VnR(uw) - 4N(0,1) (4.9)
6 = 2f (u) oldugunda su da gosterilebilir ki
A=u+686 R+ op (n_%> (4.10)
ve sonug olarak,
VA = 1) ~ 4Np(0,672) (4.11)

bulunur.

4.1.1 Hesaplama

Ornek dagilim fonksiyonu E,' ye uygulandiginda, yukaridaki farkli tanimlar farkli ve
¢ok tek olmayan ¢dziimlere sahiptir. Oyle ise kitle medyan T (F) = ' niin tahmini
ornek medyan j genellikle su sekilde tanimlanir. Once, X(1)s = » X(n) SITall gozlemler
olsun. (Cok degiskenli durumda veri noktalarinin dogal siralanisinin olmadigina
dikkat edilmedilir). Oyle ise 6rnek medyani; n cift say1 ise

X[n/2] T X[(n+2)/2]
2

= (4.12)
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ve n tek say1 ise I = x(n_+1)’ ye esittir.
2

4.1.2 Saglamhk

Medyanin asimptotik bozulma noktasi 1/2 ile smirli ve etki fonksiyonu

IF(x; T,F) = 67 1S(x — T (F)) ile olduk¢a saglam bir tahmin oldugu bilinir.
4.1.3 Asimptotik etkinlik

Eger F dagilimi sinirh bir ikinci moment o2 'ye sahipse, o zaman kitle ortalamasi
C . . _ 1 :
u = E(x;)" yi tahmin eden 6rnek ortalamasi X = ;Z?:lxi, smirlayict bir normal

dagilima sahiptir vVn(x¥ — p) —» N(0,02) ve simetrik F igin, 6rnek medyani ve 6rnek
ortalamasi arasindaki asimptotik goreli etkinlik (ARE) sinirlayict varyanslarin orani
olarak tanimlanir.

ARE = 4f?%(u)o? (4.13)
Eger F normal dagilmli N(u, 6?) ise, bu ARE = 0.64 kadar kiigiiktiir. Fakat yavas
hareket eden kuyruklu dagilimlar i¢in, medyanin asimptotik etkinligi daha iyidir;
serbestlik derecesi 3 olan bir t-dagilimi, Cauchy dagilimi ve 6rnegin 1.62 ve 2 olan
bir Laplace dagilimi igin ARE degerleri daha etkindir.

4.1.4. Tahminin varyansimin tahmini

Verilen bir § = 2f (u)' yli tahmin etmek zordur. Tartisma i¢in, Hettmansperger ve
McKean (2010) bakilabilir. Fakat dikkat ¢ekicidir ki isaret testini ters ¢evirerek agik
sekilde p i¢in dagilimdan bagimsiz giiven araliklari elde etmek miimkiindiir. Bu

stirekli bir F dagilimi i¢in su sekildedir,

L

%Snﬂ') - .(7)2—” (4.14)
j=i

n
P(X(i) <u< x(n+1—i)) =P <i <
4.1.5. Esvaryans

Bir lokasyon doniisiimii i¢in, fonksiyonelin lineer doniisiimler altinda es degiskenli
olmast umulur, yani,

T(Fyysp) =aT(F,) +b, Vavebicin (4.15)
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Bu, medyanda sinirli ve siirekli tiirevi olan dagilimlar ailesindeki medyan doniisiimii
icin dogrudur. Medyanin aslinda c¢ok daha biiylik donlisim setleri altinda es
degiskenli olduguna dikkat edin. Eger g(x) agikga monoton bir fonksiyon ise, o
zaman T (Fyx)) = g(T (Fx)) yazilabilir.

4.2. Spatial Medyan

Spatial olarak adlandirtlan T(X) medyam1 );||x; — t|| kistas fonksiyonunu ya da
l|t]] = (¢ 4 +t3)*/? Oklid normunu belirtecek sekilde

1 n
Da®) == > {lIx = tll = [l (4.16)
i=1

ile ifade edilir. Buna karsilik gelen fonksiyonel, spatial medyan T(F) ise
D(t) = Ep{llx — tI| — [IxI[} (4.17)
ifadesini en kiigiik yapar. Asimptotik sonuglar igin
1. D(t)'yi en kiigiik yapan u spatial medyani tektir.

2. F, dagilim1 smirli ve p de siirekli yogunlugu vardir. Oyle olsa da

1 :
D® =D+ (- Alt—p) +o(llt- uli?) (4.18)

Burada,
1 (X—M)(X—M)D
A=E|——|I, — 4.19
(le—ull [ P x—ul? *19)
seklindedir.
Cok degiskenli spatial isaret ve merkezsel sira fonksiyonlar1 su sekilde
verilebilir,
L t#0ise
S(t) = {Iltll' (4.20)
0, t=0ise
ve
1 n
R(t) = Ez S(t—x;) (4.21)
i=1

S(t) spatial isaretinin sadece t, t # 0 yoniinde bir vektor olduguna dikkat edilmelidir.

R(t) merkezi siras1 p-top BP biriminde uzanur.
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Hy:u = 0 hipotezini test etmek igin spatial isaret test istatistigi R(0) ve sinirlayici

sifir dagilimi

VAR(W) = 4N, (0,0) (4.22)
ile verilir. Burada,
x—Wx—p
.(2=E<( i)( 2#)) (4.23)
lIx — pll
seklindedir. Ayrica
—~ 1
4= u+ AR + op (n z) (4.24)
olup buradan
V(@ —p) > 4N, (0,4710A7Y) (4.25)

elde edilir. Tahminin 6zellikleri i¢in Oja (2010), Méttonen vd., (2010) calismalart

incelenebilir.
4.2.1 Tahminin hesaplanmasi

Eger veri en az iki-boyutlu uzaya diismiisse spatial medyan tektir. Spatial medyanin

hesaplanmasi i¢cin Weisfeld denilen algoritmanin iglem akis adimi vardir.

1 n

— —yll~t

2D el
=1

Algoritma bazen basarisiz olabilir ama Vardi ve Zhang (2000) tarafindan

-1

pept R(p) (4.26)

diizenlenmis bir algoritma hizli ve monoton bir sekilde yakinsar. Tahmin edilmis
kovaryans matrisi ile tahmin R programimin MNM paketi kullanilarak elde edilebilir.

Ornek calisma icin Nordhausen ve Oja (2011)'e bakilabilir.
4.2.2 Tahminin saglamhgi

Spatial medyan asimptotik bozulma noktast 1/2 ile oldukga saglamdir. S(t) spatial
isaret fonksiyonu oldugunda, etki fonksiyonu IF(x; T,F) = A™1S(x — T(F))

siirlidir.
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4.2.3 Tahminin asimptotik etkinligi

Eger Z gibi bir kovaryans matrisi varsa ve ayni u kitle degerini tahmin ederlerse o
zaman medyan ve ortalama vektorii arasindaki asimptotik goreli etkinlik (ARE) su
sekildedir:

1

ARE = LAY (4.27)
—\|A—10A-1 :
x' in kiiresel bir p —degiskeni dagilimi durumunda p > 1 iken, bu ARE
p—1)° 2\ 2 -1
ARE, = (=) ECIME™) (4.28)

seklinde yazilir. p —degiskenli kiiresel normal dagilim durumda ise,
ARE, = 0.785,  ARE, = 0.849,  ARE, = 0.920 ve ARE,, = 0.951
olur ve etkinlik p — o iken 1'e gider. Yavas hareket eden yanli dagilimlar igin,

spatial medyan 6rnek ortalama vektoriinden daha iyidir.
4.2.4 Kovaryans matrisi tahmininin tahmin edilmesi

Bu durumda,

1
~A70A7 (4.29)

Buna karsilik gelen kovaryans matrisi igin,

n

A—l 1 _(Xi_ﬁ)(xi_ﬁ)'
A= nz (lei — Al [lp X, — Al D (4.30)

=1

~

ve

0=

(4.31)

S|

n A AN
Z (x; — ) (x; — 1)
— lIx; — a1

I kullanarak kolayca bir tahminde bulunulur. Spatial medyanin kovaryans matris

tahmini R paket programi MNM paketinde yapilmistir.

4.2.5. Tahminin afin esvaryansi

Spatial medyan
T(Faxsb) = AT(F) +b (4.32)
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sadece A ortogonal matrisleri icin dogru oldugundan dolay1 afin es degiskenli

degildir.
4.2.6. Doniisiim-tekrar doniisiim (TR) tahmini

Afin, bir esdegiskenli doniistimii tekrar dontisiim (TR) spatial medyani su sekilde
bulunur. S(F) bir sacilim fonksiyoneli olsun ve dyle bir p X p —matris degerli

G(F) = S~Y2(F) fonksiyoneli bulunur ki

G(F)S(F)G(F) =1, (4.33)
olacaktir. G(F)" nin sabit koordinat fonksiyoneli olmasi gerekmedigine dikkat
edilmelidir. Sonra doniisiim tekrar doniisim (TR) medyani ise p X p matris degerli
fonksiyonel G(F) sabit koordinat sistemi (ICS) fonksiyonu olarak adlandirilir. O
zaman doniisiim-tekrar doniisiim (TR) medyan fonksiyonu

Trr(Fx) = G(Fx) ™' T(Fa(rx) (4.34)
Bu konu i¢in Chakraborty vd. (1998), limonen vd. (2012) ¢alismalarina bakilabilir.

Spatial medyan ile Tyler'm sa¢ilim matrisini birlestiren TR medyamn
Hettmansperger ve Randles (2002) tarafindan Onerilmistir ve Hettmansperger—
Randles medyani olarak adlandirilmaktadir. Bu medyan R paket programinda MNM
paketinde hesaplanabilmektedir.

Spatial medyanin tiim bu 6zellikleri dikkate alindiginda diger ¢ok degiskenli
medyan yontemlerine goére Ustiinligiini gostermektedir. Bu baglamda spatial
medyanin varlig1 ve essizligi hakkinda baz1 bilgiler kisaca verilecek olursa,

Z, R¥de Q dagilml rastgele bir degisken olsun. Eger asagidakilerden birisi
dogruysa Z, tek spatial bir medyana sahiptir.
a) Q bir dogru iizerinde yogunlasmamustir (Milasevic ve Ducharme, 1987, Ann.
Statist.).
b) Hig birisi d > 2 igin nokta kitlesi olmayan iki tek boyutlu marjinal dagilim
vardir.
¢) En az iki kesin siirekli tek boyutlu marjinal dagilim vardir.
d) Q medyan etrafinda agisal simetriktir.
e) Q medyani etrafinda merkezi simetriktir (URL-1).
Ayrica spatial medyanin giiglii tutarlilik ve asimptotik 6zellikleri literatiire
yerlesmistir (bknz. Bose (1998), Chaudhuri (1992), Niemiro (1992)).

42



Daha farkli ¢ok degiskenli medyan yontemleride vardir. Ancak tez kapsaminda
spatial medyan yontemi kulanildigi igin, diger medyan yontemlerine deginilmemistir.
Ileriki ¢alismalarda spatial medyan yerine diger medyan yontemleri de kullanilarak

cesitli arastirmalar yapilacaktir.
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5. CAKI YONTEMI

Caki, yanlilik ve standart hatanin tahmini i¢in bilgisayar tabanli yontemlerin ilkidir.
Caki1 yeniden oOrnekleme yontemi, istatistiksel yanliliklar1 ortadan kaldirmak
amaciyla 1956’da Maurice Quenouille tarafindan kullanilmistir. Daha sonra hipotez
testleri ve giiven araliklart olusturmak igin 1958° de John Tukey tarafindan
genisletilmis ve “Jackknife” (Caki) adi uyarlanmistir (Tukey, 1958). Tukey ve
Quenouille’nin her ikiside, yani azaltmay1 ve saglam aralik tahminini ele almiglardir
(Miller, 1974). Dogrusal regresyon ayarinda daha da genisletilmesi Miller (1974),
Gray ve Schucany (1972), Hinkley (1977) ve Reeds (1978) tarafindan saglanmuistir.
Roberts ve Martin (2010) ise jackknife-after-bootstrap yontemi ile Onemli
gbzlemlerin belirlenmesi ¢alismalarinda bulunmuslardir.

Ornekleme yontemi, genel anlamda kitleden drneklem se¢me siirecidir. Bu
nedenle bilimsel bir arastirmanin vazgecilmez asamalarindan biridir. Orneklemin en
onemli ozelligi, kitleye iliskin gegerli ve tutarli tahminlere ulagsmak i¢in 6rnekleme
hatasinin en kiiciik olmasini saglayabilmektedir. Fakat parametrik tahmin etme
yontemleri, Orneklem sayist az oldugunda giivenilir sonuglar vermemekte, ayni
zamanda parametrik yontemlerin varsayimlarini da bozabilmektedir.

Son yillarda verilerin parametrik yontemlerle degerlendirilmesi uygun
olmadigi durumlarda yeniden Ornekleme yontemleri kullanilmaya baglanmistir.
Bunlardan birisi de ¢aki yontemidir. Caki yontemi, kitle parametrelerinin tahmin
edilmesinde dar giiven araliklar1 elde edilmesi ile ilgili olarak 6rnekleme hatasinin en
aza indirilmesi amacima yonelik olarak gelistirilmistir. Ayrica, caki yOntemi,
parametre tahmini gerektiren birgok alanda veri setindeki degiskenler arasindaki
iligkiyi ortaya koymay1 amaglayan istatistiksel bir siire¢ olarak degerlendirilmektedir
(Swingler, 1995). Caki, ¢ok c¢esitli islerde kullanacagimiz bir el aracidir. Bu
yontemde, ¢aki gibi, bir ¢ok isi gerceklesmede kullanilabilecek bir yontemdir. Bu
acidan isim benzerligi cok uygundur. Ayrica ¢aki kullanarak yapilabilen islerden biri
de yontma isidir. Cak1 yonteminde de yontmaya benzer bir islem yapilmaktadir.

Istatistiksel tahmin calismalarinda farkli yontemler ile calisildiginda, elde
edilen sonuglarin benzer olmalar1 beklenmektedir. Farkli yontemler ile ayni veriye
analiz yapilmasi ¢ogu zaman uzun siire alabilecegi ve her yontemin farkli veri

yapisinda uygulama alani1 olmasindan dolayi tercih edilmeme durumlar1 olmaktadir.
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Ayrica tahmin sonuglarinin benzer olmasi ve kitle i¢cin genelleyebilmenin
yapilabilmesi i¢in, yeni Ornek grubu ile calismayir tekrarlamak ile miimkiin
olabilmektedir. Bu durum ise uzun zaman almakta, fazladan finans veya personel
gerektirdiginden arastirmacilar tarafindan pek tercih edilmemektedir. Buna karsilik
yeni bir 6rneklem olusturmadan da mevcut bir ¢aligmay1 tekrarlayabilmek miimkiin
olmaktadir. Ayn1 ¢alismay1 yeni bir 6rneklem grubu ile tekrarlamadan, kitle igin
genellestirebilecek giivenli tahminler elde etme yollarni arastiran bazi yontemler
bulunmaktadir. Bunlardan birisi de ¢aki yontemidir Kayri ve Biiytikoztiirk, 2009;
Bekiroglu vd., 2013. Zaman ve Alakus, 2015).

Y6ntemin temel mantigi, veri setinden her bir gozlem degerini bir kez disarida
birakarak geride kalan gozlemlerden Orneklem istatistikleri hesaplamaya
dayanmaktadir. Bu sekilde n tane gozlemden sadece n tane farkli Grneklem
olusturulabilir.

X = (x4, %3, ..., X,) Orneklemine sahip olalim ve 8 = s(X) tahmin edici olsun.

CakiYonteminde gore i. gozlem digarida birakildiginda elde edilen 6rneklem;
Xy = (X1, X2, s Xim1, Xip1, s Xn) 5 1 =12,..,m  (5.1)

seklindedir.Bu ifade i = 1,2,...,n olmak {izere caki Ornekleri olarak adlandirilir.
Yani, i. caki 6rnegi orijinal veri kiimesi olarak adlandirilan kiimeden i. kiimenin
kaldirilmasiyla elde edilir. Ornegin orijinal veri kiimesinin ortalamasi X ve i. gdzlem
islem dis1 birakildiktan sonra hesaplanan ortalama X biliniyor ise i. gozlem

degerini hesaplamak miimkiindiir (Walsh, 2000). Bu islem asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

X)) = nx — (n - 1)9?(1') (5 2)

9@ = s(xw)) 0’ nm i. caki tekrar1 olarak diisiiniildiigiinde yanlihigin ¢aki tahmini

asagidaki sekilde tanimlanir,

Yang, = (n—1)(8, — 8) (5.3)

n
i=

DI
n

Burada é(_) , 0’nin yanlilig1 azaltilmig ¢aki tahmini olup é(_) = esitligi ile

hesaplanir (Friedl ve Stampfer, 2001).

Standart hatanin ¢aki1 tahmini ise;
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n—1
ankl = \/ﬁ (5.4)

esitligi kullanilarak elde edilir. Caki tahmininde s6zde degerlerin (pseudo value)

X0 — 9(.))2]} 2

hesaplanmasi ise,
Sozdedegerler; = nf — (n — 1)5(1') (5.5)

esitligi ile hesaplanir (Zaman ve Alakus, 2015; Abdi ve Williams, 2010; URL-3).
Buraya kadar ¢aki tahmini ile ilgili agiklamalar sadece tek 6rnek durumu dikkate
almarak yapilmistir. Ornegin, 6rnek sayis1 iki oldugunda standart hatanin ¢aki
tahmininin nasil hesaplanacagi sorusunun cevabi Arseven (1969) ‘dan gelmistir
(Arseven, 1969). Soyle ki;

xt = (xi,x, ...,x}) ve x% = (x%,x3,..,x2,) ile gosterilen iki bagimsiz 6rnegin
bulundugu ve bu iki bagimsiz 6rnegin anakiitle parametrelerinin ortak bir fonksiyonu
ile ilgilendigimizi varsayalim. Bu ortak fonksiyonu 8 = g(8?1,62) ile ifade edelim.
0’ ya ait tahmin degerini ise 8 = g(8,,0,) ile gosterirsek, her iki ornekteki tiim
degerlere dayal1 olarak elde edilen 8’nin tahmini olsun ve é(li) = g(é(li), gz) ;L=
1,2,..,ny Ve g(zj) =g(6*, 9(21-)) ; i=1,2,..,n, ile ifade edilsin. ki 6rnege ait
9(11-) =n,0 — (ng — 1)9(10 ve é(zj) =n,0 — (n, — 1)@5) sozde degerleini kullanarak,
0’nin iki ornege dayali yanliligr azaltilmis c¢aki tahmini asagidaki esitlikle ifade

edilir:

nq ny
b=——|> 6+ > 07, (5.6)
ny +n, = ' = J

Ote yandan, her iki jackknife varyansinin toplami ikili &rnek igin caki varyansi
olarak kullanilir. S6z konusu varyansin karekokii iki Ornek igin g¢aki standart

Sapmasini

2 ny ny 2
f 1t Z g2 — 2 Zéz (5.7)
ny(ny — 1) L 6)] n, - ) :

1 = 1 <
VT (0 =—Z 2} ——Zél
Cakl( ) n(n, — 1) L [ ©) n L )

verilir (Friedl ve Stampfer, 2001).
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5.1. Deleted-d Caka

Deleted-d ¢aki yonteminin az once ifade edilen delete-one ¢aki yonteminden farki,
her defasinda bir gozlemi disarida birakmak yerine islemlerin her defasinda d tane
gozlemi disarida birakarak gergeklestirilmesidir (Wu, 1990) Detayli olarak c¢aki

yonteminin asimptotik 6zelliklerini gérmek i¢cin Wu (1990), calismas1 incelenebilir.

\il—ﬁ — 0 ve n —d — o oldugu durumda, deleted-d ¢aki medyani i¢in olduk¢a uygun

ve tutarli sonuglar verir (Efron ve Tibshranni, 1993). Daha ag¢ik bir ifade ile
uygulamay1 yapan kisi d = v/n’den daha fazla gozlemi disarida birakmak zorunda
kaldiginda daha temsili bir standart hatanin ¢aki tahmini n’den daha az goézlem
yapmak zorundadir.

s, , (1,2, ...,n) tane eleman i¢inden d elemanli bir alt kiime olsun ve 8(s,) =
é(xs*), x orijinal veri kiimesinden {x;,i es} disarida birakilmak suretiyle geriye
kalan n — d tane veri noktasina dayanarak bulunan istatistigi gostersin. Toplamda

= (Z) tane farkli alt kime mevcuttur ve sp,j=12,..,N ile gosterilsin. Standart

hatanin deleted-d ¢aki tahmini,

y 5

e ~ n—d ~ 1 ~ ~ 1

Segaa-a(0) = [d—Nz (9(sj> - Nz 9(sk)) (9(5,-) - NZ Sk)>] (5.8)
1 1

seklinde ifade edilir. Bu ifadeye gore d = 1 i¢in deleted-d ¢aki, deleted-bir ¢aki’ya
esittir. Deleted-d caki yonteminin en énemli avantaji, 8 min 6rnek dagilimimin uygun
bir tahminin yorumlanmasinda yardimci olmasidir. Pr(\/ﬁ(é — 9) < y), ayni
zamanda kiimiilatif caki histogrami olarak adlandirilan histogram yardimiyla da

tahmin edilebilir;

T{n(n d(A 5) }_%Z{n(n d(B —9)<y}(59)

Burada Pr, , x(’i ifade eder ve x’den iadesiz olarak alman (n —d)
biiyiikliigiindeki basit tesadiifi 6rnek olarak diisiiniiliir. I gostergesi ise 1 degerine
sahip bir ¢arpandir. 8 nin deleted-d ¢aki standart hata tahmini, ¢aki histogramindaki

varyansa karsilik gelir ve

47



e n—d, . ~
Se, n (9(5) - 9)

n—d ~ ~ 1 ~ A
=52 (e(sj) —0-3 > @- e(sk)) ] (5.10)

j=1 k=1

seklinde ifade edilir (Yay, 2003).

Caki yonteminin yetersiz kaldigi durumlart kisaca agiklayalim. Yeniden
ornekleme yontemi olan c¢aki, bootstrap yontemine, hem basit hem de oldukga iyi bir
yaklasim sunmaktadir. Fakat caki, 0 istatistigi diizgiin olmadig: taktirde basarisiz
sonuglar vermektedir. Buradaki diizgiin kelimesinin anlami, veri kiimesindeki kiigiik
degisikliklerin istatistigin hesabinda 6nemsiz degismelere yol a¢gmasidir. Diizgiin
olmayan bir istatistige en iyi 6rnek medyandir. Diizgiinliiglin olmamas1 medyan i¢in
hesaplanacak standart hatanin ¢aki tahmininde uygun olmayan durumlara yol
acacaktir (Yay, 2003).

Ayrica bagimsiz degiskenlerin Kitleye genellenebilme durumlari ¢aki yontemi
ile incelenebilir. Bununla ilgili literatlirde ¢esitli ¢aligmalar mevcuttur (bknz. Kayri
ve Biiyiikoztiirk, 2009; Bekiroglu vd., 2013. Zaman ve Alakus, 2015).

Zhang vd. (2016a), ¢aki yontemi ile kiime Orneklemesinde ortalama tahmin
yontemi Onermislerdir. Zhang vd. (2016b) ise yiiksek boyutlu regresyon katsayi
tahminleri i¢in ¢aki yonteminde olabilirlik testi ile ilgili incelemelerde
bulunmuslardir.

Lineer regresyonda regresyon katsayilarinin ornekleme dagilimmi tahmin
etmek icin ¢aki yontemlerinin kullanilmasi Efron (1979) tarafindan ilk kez onerildi
ve Freedman (1981) ve Wu (1986) tarafindan gelistirilmistir. Bu baglamda ¢oklu
dogrusal regresyon analizinde ¢aki yonteminin nasil kullanilacag: ile ilgili bolim

5.1.1°de 6rnek verilmistir.

5.1.1 Coklu dogrusal regresyon analizinde ¢aki yontemi icin bir uygulama

Bu alt baglikta ¢ak1 yonteminin isleyisi hakkinda bir 6rnek verilecektir.

Calismada, Ondokuz Mayis1 Universitesi Arastirma Gérevlilerinin tiikkenmiglik
diizeylerini Maslach Tiikenmislik 06lgegi kullanarak ¢aki yontemine gore
incelenmistir. Bu amacla Ondokuz Mayis Universitesindeki gérev yapan Arastirma
Gorevlilerine bir anket calismasi uygulanmistir. Orneklem sayisimin az tutulmasi
ozellikle istenmistir. Ciinkii ¢aki yontemi sayica az olan 6rneklemlerden hesaplanan
istatistiklerden elde edilen parametre degerlerinin kitleye genellenebilme durumlarin

test eden istatistiksel yontemlerden biridir. Arastirma Gorevlilerinin Maslach
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Tiikenmislik Olceginde bulunan toplam 22 sorudan 9 madde duygusal tiilkenme ile, 5
madde duyarsizlagsma ile ve geriye kalan 8 madde de kisisel basarida tilkenme
durumuyla ilgilidir. Bu maddeler 0: Hi¢bir Zaman, ... , Her Zaman seklinde 7 farkli
sekilde derecelendirilmistir (Sucuoglu ve Kuloglu, 1996). Bu sorulara verilen
cevaplarin toplanmasiyla elde edilen tiikkenmislik puanit Kurulacak olan regresyon
modelindeki bagimli degisken degeri olarak ifade edilir. Bu bagimli degisken
degerini acgiklamaya calisan bagimsiz degiskenler ise; Yas (x;), Haftalik girilen ders
saati (x,), Aylik ortalama kredi kart1 ekstreniz (x3), yayinlanan toplam makale ve
bildiri sayimz (x,), Cinsiyet (x5), Medeni durum (x¢), Cocuk sayisi (x;), Bolim
(xg) olmak tizere, bu degiskenlere ait degerler yapilan anket galismasi sonucunda
elde edilmistir. Burada Cinsiyet, Medeni durum, Cocuk sayisi, Boliim degiskenleri
kukla degisken olarak alinmistir. Soyle ki Cinsiyet: 1 (bay), 0 (bayan); Medeni
durum: 1 (evli), 0 (bekar); Cocuk sayisi: 1 (var), 0 (yok); Bolim: 1 (istatistik), 0
(diger) seklinde alinmistir. Dolayisiyla kurulmak istenen regresyon models;
Y = By + Bixy + Baxy + Psxs + Paxs + Bsxs + Bexe + Prx7 + Pgxg + & (5.11)

seklinde ifade edilir.

Anket ¢aligmasi sonucunda elde edilen veri seti Cizelge 5.1°de verilmistir.

Cizelge 5.1. Veri seti (p = 8)

Sira | Y | x1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X | X7 | Xg
No
1 |71)1263|317 |2 |1[0|0]O0
2 |31(32]5|600]4]1[{0]|]0]0
3 [27127]6 |50 |2|]00|0/|1
4 12027915001 |1(0|0 |1
5 [27]128]10]2000|13|1 |1 |01
6 4312610 750 |8 |1 (0|01
7 |45(126] 6 [1200 6 |1 |0 |0 |1
8 [45]29]5 (2500|1011 |11
9 52277 |2000|15| 1|1 |11
10 {4736 7 | 750 |2 |0 |1 ]|1]1
11 |28|33]14| 350 (6 (11|10

Burada kullanilan degiskenler asagidaki gibi ifade edilir.
Y =Tiikenmislik

x; = Yas

x, = Girilen ders saati

x3 = Aylik ortalama kredi kart1 ekstreniz (TL)

x4 = Yayinlanan makale sayis1
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x5 = Cinsiyet

X¢ = Medeni durumu

x7 = Cocuk sayisi

xg = Bolim

Bu veri setine ait ¢oklu dogrusal regresyon analizleri R paket programi
kullanilarak ¢6ziimlenmis ve model ig¢in anlamli olan bagimsiz degiskenlere geriye
dogru eleme yontemi ile karar verilmistir. Sonuglar ¢izelge 5.2°de 6zetlendigi gibi

elde edilmistir.

Cizelge 5.2. Coklu dogrusal regresyon sonuglari

Standardize Olmayan | Standardize
Degisken Katsayilar Katsayilar
B Std. Hata Beta t-testi | Onem Olasiig
Sabit 43,632 7,141 6,110 ,002
X -7,134 ,907 -1,489 -7,865 ,001
X3 -,044 ,008 -2,259 -5,794 ,002
Xs 56,505 9,866 1,550 5,727 ,002
X 42,111 6,933 1,491 6,074 ,002
Xg 46,099 9,587 1,460 4,809 ,005
R?:0.927
F = 12.779 olup; p= 0.007’dir

Coklu dogrusal regresyon modeli i¢in 6nemli olan bagimsiz degiskenlere ait
sonuclar ¢izelge 5.2° de verilmistir. Cizelge 5.2 incelendiginde model i¢in X,, X3,
X5, X Ve Xg bagimsiz degiskenleri istatistiksel olarak onemli oldugu gézlenmistir.
(p < 0.05). Bu degiskenler yardimiyla kurulan ¢oklu dogrusal regresyon modeli de
istatistiksel olarak anlamli bulunmustur (p = 0.007 < 0.05). Model igin R? =
0.927 olarak hesaplanmistir. Yani modelde anlamli olarak bulunan bagimsiz
degiskenlerin (X,, X3, X5, Xg Ve Xg) modeli agiklama oran1 0.927 ile gayet iyi olarak
elde edilmistir.

Cizelge 5.3’te, c¢aki yontemi ile sirayla birer gézlem disarida birakilarak
uygulanan regresyon analizi sonucu elde edilen standardize beta katsayilari

gozlenmektedir.
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Cizelge 5.3. Caki yontemi uygulanarak elde edilen beta katsayilar

Cikarilan Gozlem B, B Bs Be Bs R?
Hi¢ Cikartilmamais -1.489 | -2.259 | 1.550 | 1.491 | 1.460 | 0.927
1. GozlemiCikart -1.499 | -2.525 | 1.831 | 1.790 | 1.665 | 0.949
Gozlemi Cikart | -1.415 | -1.924 | 1.377 | 1.249 | 0.954 | 0.974
Gozlemi Cikart | -1.591 | -2.395 | 1.330 | 1.604 | 1.583 | 0.927
Gozlemi Cikart | -1.780 | 2.752 | 1.841 | 1.803 | 1.731 | 0.927
Gozlemi Cikart | -1.489 | -2.139 | 1.585 | 1.455 | 1.477 | 0.925
Gozlemi Cikart | -1.430 | -2.158 | 1.483 | 1.416 | 1.369 | 0.928
Gozlemi Cikart | -1.568 | -2.471 | 1.707 | 1.487 | 1.636 | 0.951
Gozlemi Cikart | -1.433 | -1.893 | 1.568 | 1.410 | 1.482 | 0.930
Gozlemi Cikart | -1.530 | -2.156 | 1.571 | 1.429 | 1.467 | 0.923
10 Gozlemi Cikart | -1.564 | -2.389 | 1.161 | 1.528 | 1.539 | 0.931
11. Gozlemi Cikart | -1.155 | -2.192 | 1.599 | 1.421 | 1.359 | 0.925

©IONS |0~ Wi

Cizelge 5.3 ‘teki standardize edilmis beta tahmin degerleri kullanilarak X,, X3, X5,
Xg Ve Xg bagimsiz degiskenlere ait sdzde degerler esitlik (5.5) kullanilarak, ¢izelge
5.4  deki sekilde elde edilmistir.

Cizelge 5.4. S6zde degerler

Cikarilan Gozlem B, B Bs Be B R?

Hig¢ Cikartilmamis -1.489 -2.259 | 1550 | 1.491|1.460| 0.927

1. GozlemiCikart -1.389 0401 | -1.260 | -1.499 | -0.59 | 0.707

Gozlemi Cikart -2.229 -5.609 | 3.280| 3.911 | 6.520 | 0.457

Gozlemi Cikart -0.469 -0.899 | 3.750 | 0.361|0.230 | 0.927

Gozlemi Cikart 1.421 2.671| -1.360 | -1.629 | -1.25 | 0.927

Gozlemi Cikart -1.689 -3.459 1.20| 1.851|1.290| 0.947

Gozlemi Cikart -2.079 -3.269 | 2.220 | 2.241|2.370| 0.917

Gozlemi Cikart -0.699 -0.139 | -0.020| 1.531 | -0.30 | 0.687

@O N0~ wN

Gozlemi Cikart -2.049 -5919 | 1.370| 2.301|1.240| 0.897

9. Gozlemi Cikart -1.079 -3.289 | 1.340 | 2111 | 1.39| 0.967

10. Gozlemi Cikart -0.739 -0.959 | 5.440| 1.121|0.670 | 0.887

11. Gozlemi Cikart -4.829 -2929 | 1.060 | 2.191|2.470| 0.947

Cak1 Tek.ile Elde Edilen -1.439 -2.127 | 1547 | 1.317|1.276 | 0.842
Ort. S6zde degerler

Sozde Standart Hata Ort. 0.459 0.785| 0.623 | 0.503 | 0.632 | 0.048

Hesaplanan t degeri | —3.135" | —2.710" | 2.483" | 2.618* | 2.019 | 17.54"

*Tahmin edilen parametre degerlerinin saglamligini ve degismezligini gosterir.

Giiven araliginin sifirt kapsamayan durumlarinda, tahmin edilen regresyon
parametrelerinin saglamlig1 ve degismezligi goriilmektedir. Bu ifadeye gore x,, x3,
X5, X¢ bagimsiz degiskenlerin parametre tahmin degerlerinin orijinal degerlerle

kararlilik gosterdigi saptanmistir. Bunun anlami ¢aki yontemi ile elde edilen beta
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katsayilarinin sadece bu Ornekleme ait olmadigi, ayni zamanda kitleye de

genellestirebilecek tahminler oldugudur.

Cizelge 5.5. Caki teknigi ile hesaplanmis parametre tahmin degerlerinin %95 giiven

araliklar
X, X3 Xg Xg Xg R?
Orijinal Katsay1 —1.489" | —2.259" | 1.550" | 1.491" | 1.460" | 0.927"
Caki Tek.ile Elde Edilen | —1.439 | —2.127 | 1.547 | 1.317 | 1.276 | 0.842
Ort. Sozde degerler
So6zde Standart Hata Ort. | 0.459 0.785 | 0.623 | 0.503 | 0.632 | 0.048
Alt Siir % 95 GA —2.462 | —3.876 | 0.159 | 0.196 | —0.132 | 0.735
Ust Sinir % 95 GA —0.416 | —0.378 | 2.935 | 2.437 | 2.684 | 0.948

*Orijinal tahmin degerlerinin, ¢aki teknigi ile elde edilmis olan % 95 giiven
araliklar icinde kaldigin1 gdstermektedir.

Cizelge 5.5 incelendiginde, ¢aki yontemi ile elde edilen haftada ortalama
girilen ders saati tahmin degerinin ,@Zgakl = —1.439, hesaplanan ilk orijinal degeri
olan B, j = —1.489 degerini dogruladigi ve g¢aki parametre degerinin % 95 giiven
aralig igerisinde yer aldigi goriilmiistiir. Bunun anlami modelde bagimsiz degisken
olarak bulunan haftada ortalama girilen ders saati degiskeninin sadece bu ornekte
gecerli olmadigi, ayn1 zamanda kitleye genellenebilme 6zelligine sahip oldugudur.
Diger aciklayici degiskenlerden aylik ortalama kredi karti ekstreniz, cinsiyet, medeni
durum degiskenleri ile ilgili olarak da ¢aki tahmin degerleri, hesaplanan ilk orijinal
degerlerini dogruladig: ¢izelge 5.5° den ve ayni sekilde aylik ortalama kredi karti
ekstreniz, cinsiyet, medeni durum bagimsiz degiskenlerine ait caki parametre
degerlerinin de % 95 giiven aralig1 icerisinde yer aldig1 cizelge 5.5¢ den goriilmekte
olup, bu degiskenlerin de kitleye genellenebilme 6zelligine sahip olduklari
sOylenebilir.

Cizelge 5. 5’e gore modelde, tiikenmislik bagimli degiskeni lizerinde etkisi
incelenen boliim bagimsiz degiskeninin 6nemli olmadigi gériilmektedir. Bu durumda
boliim degiskeninin bir etkisinden bahsedilecek olursa bu etkinin 6rnege 6zel oldugu
seklinde distniilebilir.

Son olarak ¢aki yontemi ile hesaplanan R? = 0.842 ve standart hata degeri de
0.048 olarak elde edilmistir. Cizelge 5.5°e gdre R?’nin de genellestirilebilecegi
hesaplanan giiven aralig1 yardimiyla anlagilmaktadir. Yani modelin belirtme katsayisi
ornege 0zel olmayip, kitleye genellenebilme 6zelligine sahiptir. Yani farkli zamanda

yapilacak benzer ¢alismalarda da bagimsiz degiskenlerle bagimli degiskeni agiklama
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yiizdesi bu calismadan elde edilen deger ile ayn1 ya da bu degere yakin olabilecegi
sOylenebilir. Benzer sekilde elde edilen x,, x3, x5, x¢ bagimsiz degiskenlerinde
kitleye genellenebilme 6zelliginden dolay: farkli ¢alismalarda da istatistiksel olarak
anlaml bir degisken olarak bulunabilecegi sOylenebilir.

Sonug olarak, orneklem genisligi kiigiik olan veri seti i¢in ¢oklu dogrusal
regresyon yonteminin kullanildig1 kitlede, ger¢ek degere yakin, giiclii ve saglam
tahminlerin elde edilmesi ¢aki yontemi ile incelenmistir. Uygulama i¢in Maslach
tilkenmislik 6lgegi kullanilmistir. Bu tiikkenmislik 6l¢egi yardimiyla ¢oklu dogrusal
regresyon modeli kurularak, model i¢in 6nemli olan bagimsiz degiskenlerin gaki
yontemi ile parametre tahminlerinin degismezlik ve saglamlik 6zelliklerinin yan1 sira
bu tahminlere ait giiven araliklari da olusturulmus olup, orijinal beta tahmin
degerlerinin bu giiven araliklarinin iginde oldugu sonucuna varilmistir. Bu amagla
caki yonteminin uygulanmasi amacina hizmet etmesi ac¢isindan 6rneklem genisligi 11
alinarak, ozellikle sayica az tutulmustur. Bu sebeple, yeni bir 6rneklemle calismayi
tekrar etmek yerine ¢aki teknigi yardimi ile elde edilen sonuglarin, degismezliginin,
saglamliginin ve arastirma sonuglarina olan gilivenin gli¢li oldugu sonucu
cikarilabilir. Ayrica bagimli degisken iizerinde etkisi bulunan 5 bagimsiz degisken
icin ¢aki yontemi yardimiyla standardize beta katsayilari, belirtme katsayisi ve bu
degerlere ait % 95 giiven araliklari hesaplanmistir. Bu bagimsiz degiskenlerden
haftada girilen ders saati, aylik ortalama kredi kart1 borcu, cinsiyet ve medeni durum
bagimsiz degiskenleri caki parametre tahminleyicisinin gliven araligi iginde yer
aldig1 gozlenmis olup, bu degiskenlerin kitleye genellenebilecegi sonucuna
ulasilmigtir. Ancak bolim bagimsiz degiskeninin sadece bu Ornege ait ozellikte

oldugu sonucuna varilir (Zaman ve Alakus, 2015).

5.2. Onerilen Caki-Theil Tahmin Yontemi (CCTSE) ile Parametre Tahmini

Coklu dogrusal regresyon analizinde ¢ok degiskenli medyan yaklagimi kullanilarak
model parametrelerinin tahmini yeni bir problem olmamasina karsin ¢oklu dogrusal
regresyon analizinde model parametrelerinin onerilen Caki-Theil tahmin yontemiyle
elde edilmesi literatiirde hi¢ ¢aligtimamistir. Onerilen Caki-Theil tahmin ydntemi
literatiirde mevcut olan Theil-Sen tahminine ¢aki yonteminin kombinasyonu ile elde
edilen bir yontem olup, giiven araligini daraltip, asir1 ug degerlerin etkisini azaltan
bir tekniktir. Onerilen Caki-Theil tahmin yonteminin analizinde 6rneklem verisi
yerine herbir gézlem degerleri sirasiyla 6rneklemden atilarak elde edilmis olan alt
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orneklemler kullanir. Onerilen Caki-Theil tahmin ydntemi igin yapilacak islemler
algoritmasi asagidaki gibi olacaktir;

1.Adim: Oncelikle veri setinde bulunan n tane gdzlemi sirasiyla her biri veriden
atilarak (n — 1) biyiikliiginde n tane farkli alt 6rneklem olusturulur.

2.Adim: m keyfi sayisi, p + 1 < m < n olacak sekilde belirlenir. Burada p bagimsiz
degisken sayisin1 ve n 6rnek hacmini gosterir.

3.Adm: B;, (i = 1,2, ..., p) parametre tahmin degerlerini hesaplamak i¢in belirlenen
m keyfi degerine gore tiim olasi (n;l 1)’li kombinasyonuna, EKK ydntemi

uygulanarak regresyon katsayilar1 hesaplanir. Elde edilen bu regresyon katsayilari L;;
ile gosterilecek olursa, regresyon parametre tahminleri L;; degerlerinin ¢ok
degiskenli medyani alinarak bulunur. Burada kullanilan ¢ok degiskenli medyan
spatial medyandir. Yani B;_j = Cmed(L;) (i=12,..,p); (j=12..,n)
seklindedir. Boylece, her bir alt drneklem icin bu islem tekrarlanacagindan elimizde
n tane ,éi(_ j) degeri hesaplanacaktir.

4. Adim: [?0(_ j tahmininin hesaplanabilmesi i¢in farkli alternatifler mevcuttur.
Bunlar;

i) Hata terimi yaklasik olarak sifir etrafinda simetrik olan bir dagilima sahipse, tiim
olasi (yi —Bi(_j)xi) degerleri hesaplanarak medyan1 alindiginda 30(_j) tahmini
hesaplanir. Yani, ﬁo(_ H= med(yi — [?l-(_ j)xi) seklinde bulunur.

it) Aym sekilde tiim olas1 (yi — [?l-(_ j)xi) degerleri hesaplanarak ortalamasi

A .. . 5 Y (Vi-Bi i) .

alinarakta f3o_ ;) tahmini hesaplanir. Yani, S j) = 171(’) dir.

iii) Buna alternatif olarak daha az kisitlayici bir durumla, ¢ok degiskenli medyan ile
es zamanli  olarak (B, B;)  degerleri  tahmin  edilebilir.  Yani,
(ﬁo,ﬁi) = Cmed(ﬁo(_j),ﬁi (_j)) seklinde hesaplanabilir.

5.Adim: Her alt 6rneklem i¢in hesaplanan bu katsayilarin ortalamalari 6nerilen Caki-

Theil tahminleri olur. $oyle ki, olacaktir.

30T = Z?=1fo(—j) ve p° = Z?=1fi(—j)

CTSE ve onerilen Caki Theil yontemleri ile tahmin yaparken dikkat edilmesi
gereken bazi hususlar vardir. Ornegin ele alinan bagimsiz degiskenler kategorikse m
keyfi sayisina gore secilen alt orneklemler sifir degerli olabilir. Bu durumda EKK
yontemi ile parametre tahmin degerleri (Li j) too gibi degerler alabilir. Bu durumda

yapilacak analizlerde belirsizlik s6z konusu olur. m keyfi sayisina baglh hesaplanan
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L;j degerleri analiz dig1 birakilir ise veri kaybi olacagindan analize olan giiven
azalacaktir. Basit dogrusal regresyon modellerinde bu konudaki problemin ¢6ziimii
hakkinda Erilli ve Alakus (2014 ve 2016)’ da Oneriler sunmuslardir. Bu 6nerilerin
Caki-Theil tahminine uyarlanmasinda izlenilmesi gereken bazi yollar su sekilde
Onerilebilir;

1. Sonsuz ¢ikan (Li j) degerindeki regresyon katsayilarinin yerine, m keyfi sayisina
bagli olarak hesaplanan tiim olas1 L;; degerleri igindeki en biiyiik ya da en kiigiik
degeri yazilarak ( yani +oo degeri yerine max (Ll- j), —oo yerine min (Li j) yazilarak)
f; hesaplanir.

2. Sonsuz ¢ikan (Ll- j) degerindeki regresyon katsayilarinin yerine sonsuz ¢ikan
degerler veriden ¢ikartildiktan sonra L;; degerleri igindeki regresyon katsayilarinin
yerine verinin medyan yazilabilir.

3. Sonsuz ¢ikan (Ll- j) degerindeki regresyon katsayilarinin yerine kirpilmig ortalama
degerleri yazilabilir.

Bu yontemler kullanilarak f; tahminleri hesaplanip yukarida belirtilen
algoritma dikkate alinarak ¢ok degiskenli medyan yardimiyla onerilen Caki-Theil
tahmin yontemi i¢in B;, (i = 1,2, ..., p) degerleri hesaplanabilir. Hangi yontemin en
iyl sonu¢ verecegi hakkinda kesin bisey sdoylenememektedir. Arastirmacinin eldeki
veri yapisina gore en iyi sonucu elde edebilmesi icin olasi tiim yontemlere ait tahmin
sonuglarini bulup karsilastirmasi tavsiye edilir.

Tez kapsaminda yapilan simiilasyon ve ger¢ek veri ¢alismalarinda onerilen
Caki-Theil tahmin yontemine ait regresyon katsayilarinin tahmininde (,B’O;ﬁl-, (i=
1, 2,...,p es zamanl olarak sonuglar elde edilip, yorumlanmustir.

Onerilen Caki-Theil tahmin yontemini asagidaki cizelge ile kisaca 6zetleyecek
olursak,

Cizelge 5.6’da ele aliman 20 gozlem i¢in her defasinda bir gézlem silinerek
veriye ait li¢lii kombinasyonlar ele alinip regresyon parametreleri EKK yontemi ile
tahmin edilir. Her (3’) kombinasyonundan sonra tahmin edilen regresyon
katsayilarina ait ¢ok degiskenli medyan hesaplanip, sonunda ¢ok degiskenli
medyanlarin ortalamasi alinarak 6nerilen Caki-Theil tahmin yontemine ait regresyon

katsayilar1 hesaplanir.
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Cizelge 5.6. Parametrelerin Onerilen Caki —Theil tahmin (CCTSE) yontemiyle elde
edilmesi

1. Gozlem Silindi

20. Gozlem Silindi

18 | Yig | Xis1 | Xus2 | Bo | B1 | P2

1 Cmed(l;l,])
Toplam 20 () = 19380 tane
kombinasyon mevcut.
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6. ONERILEN YONTEMIN ETKINLIiGi

Uygulama kapsaminda, simiilasyon c¢alismast ve gercek veriler yardimiyla tez

kapsaminda incelenen tahmin yontemlerinin birbirlerine goére durumlarn
degerlendirilip, onerilen yontemin iistiin oldugu durumlar arastirilmistir. Simiilasyon
calismasinda veriler EKK varsayimlarini sagladigi durumda, veride ¢esitli oranlarda
kirlilik mevcut oldugunda, hata terimi dagilimi1 normal, 3 serbestlik dereceli t tagilim1
ve 1 serbestlik dereceli t (Cauchy) dagilimindan ornekler iiretildigi durumda ve
ayrica hata terimi dagilimi kesikli diizgiin dagilimdan Ornekler iretilip tahmin
yontemlerine ait regresyon katsayilari ve deneysel hata kareler ortalamalar
hesaplanarak sonuglar incelenmistir. Onerilen Caki-Theil tahmin yontemi ve
incelenen diger tahmin yontemlerinin karsilagtirilmasi i¢in kullanilan gercek veri,
coleman verisi ve egitim giderleri verisi olarak aragtirillmigtir. Ayrica Beetle marka
aracin Turkiye piyasasindaki degerini etkileyen faktorlerin belirlenebilmesi i¢in bir

veri seti géz o6niline alinarak, incelenen yontemler degerlendirilmistir.

6.1. Simiilasyon Calismasi

Bu boliimde; EKK, CTSE ve CCTSE ‘nin davraniginin saglamligini incelemek igin ,

bir simiilasyon ¢alismas1 yapilmistir.

Cizelge 6.1. Saglamlik Sonuglari

Gergek parametreler (2.5, 3, 1.5)

EKK CTSE CCTSE
n =20 (2480 3.001 1.521) | (2.4883.0431.523) | (2.469 3.001 1.509)
n =30 (2.4873.0041.530) | (2.4663.0231.494) | (2.4883.017 1.501)
n =40 (1.89422421.084) | (2.79225440417) | (2.2262.2020.875)
n=20; kirlilik oram=%1 | (2.264 1.862-0.436) | (2.4202.864 1.550) | (2.4622.961 1.482)
n=20; kirlilik oram=%5 | (1.5321.7950.432) | (4.0860.8960.677) | (1.8113.224 2.814)

n=20; kirlilikorani=%10

(0.855 0.949 -0.219)

(2.180 3.144 1.370)

(2.563 3.001 1.221)

n=20; kirlilikorani=%20

(-0.732 -2.403 -3.249)

(1.210 2.363 -0.849)

(0.826 1.183 1.178)

n=20; kirlilikorani=%30

(-0.935 -3.601 -6.696)

(0.912 0.480 -2.213)

(1.633 1.667 -1.413)

n=20; kirlilikorani=%40

(-0.348 -0.736 -0.860)

(1.644 -0.225 0.369)

(-0.187 -0.188 -0.394)
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Bu simiilasyon calismasi i¢in Y; = 2.5 + 3Xy; + 1.5X,; + & coklu dogrusal

regresyon modelinden 6rnekler iretilmistir. Burada X;;~N(0,1), X,;~U(0,1) ve
hatalar ise farkli amagclar i¢in farkli dagilimlardan alinmistir.
Saglamlik sonuglari iizerine simiilasyon: Hata dagilimi &;~N(0,0.5) olan ¢oklu
dogusal regresyon modelinden orneklem hacmi n = 20,30,40 olan Ornekler
tiretilmistir. EKK, CTSE ve CCTSE’ ye ait tahmin edilen beta katsayilar1 Cizelge
6.1. ‘deki gibi hesaplanmistir. Cizelge 6.1 incelendiginde, ilk {li¢ satirda n =
20, 30, 40 i¢in ele alinan tahmin yontemleri i¢in Y; = 2.5 4+ 3X;; + 1.5X,; + &; coklu
dogrusal regresyon modelinden 6rnekler tiretilerek s6z konusu tahmin yontemlerine
ait regresyon katsayilar1 tahmin edilmistir. Ikinci kistmda ise 6rnek hacmi n = 20
alinarak ve modele ¢esitli oranlarda kirli veri katilarak tahmin edilen regresyon
katsayilarina ait sonuglar gozlenmistir. Veriyi kirletmek icin kullanilan coklu
dogrusal regresyon modeli Y; = —10 — 20X;; — 25X,; + ¢; ‘dir. Burada hata
dagilimi  &~N(0,0.5) olarak alinmistir. n =20 birimlik o6rnek hacmini
%1,% 5,% 10,% 20,% 30 ve % 40’1, ¥; = =10 — 20X;; — 25X,; + & modeli ile
kirletilmistir.

Once veride herhangi bir kirlenme sdz konusu degilken elde edilen tahmin
sonuclarint inceleyelim. Kirletilmemis gozlemlerde, EKK, CTSE ve CCTSE
yontemleri kullanilarak hesaplanan katsayr tahmin degerleri gercek betalar olan
(2.5; 3; 1.5) degerlerine oldukc¢a yakin degerler almistir. Yani incelenen tahmin
yontemleri veride aykiri deger yokken ve c¢oklu dogrusal regresyon model
varsayimlari saglaniyorken oldukga iyi sonuglar vermistir. Ancak var olan veriye
cesitli oranlarda aykiri degerler eklendiginde EKK yodntemi tamamen bozularak,
kullanigsiz hale geldigi gozlenmistir . CTSE tahmini % 20 aykiri degere kadar
gercek regresyon Kkatsayilarina yakin degerler aldigi gozlenmistir. Yani bu
simiilasyon ¢alismasi i¢in CTSE, veride yaklasik % 20 aykiri deger oranindan sonra
saglamligini kaybettigi gozlenmistir. Yeniden 6rnekleme yontemi olan ¢aki yontemi
ile Coklu Theil-Sen tahmininin hibritlenmesiyle 6nerilen CCTSE ile gosterilen Caki-
Theil tahmini ise hemen hemen % 30 aykiri deger oranina kadar saglamligini
korudugu ve bu simiilasyon calismasi i¢in % 30 aykiriliktan sonra etkinligini
kaybettigi gortilmiistiir.

Cizelge 6.1 incelendiginde ayrica su yorum yapilabilir, veride orani ne olursa
olsun kirlilik varken klasik tahmin olan EKK yontemi gergek regresyon

katsayilarindan uzakta degerler almistir. Kirlenme orani arttikga CCTSE ile tahmin
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edilen regresyon katsayilari, CTSE’ ye gore hesaplanan regresyon katsayilarina gore
daha iyi sonuglar verdigi gozlenmistir. Yani literatiirde yer alan CTSE tahminine
yeniden Ornekleme yontemi olan caki yonteminin hibritlenmesiyle elde edilen
regresyon katsayilart bu similasyon calismasi sonucunda literatiire katki niteligi
tasimaktadir.

Ilaveten bir baska yeniden 6rnekleme ydntemi olan bootstrap yontemi dikkate
alinarak sonuglar yeniden tartigilabilir.

Cizelge 6.1 dikkate alinarak 6rnek hacmi 20 iken c¢esitli kirlilik oranlarinda

incelenen ii¢ yontem i¢in izleme sinyalleri asagidaki sekilde verilebilir.

—— EKK
—8—CTSE

0 10 \ 20 30 40 50 CCTSE
\ / == Gergek

Kirlilik oranlari (ylizde)

|
//
1

p1 Tahmin degerleri
= o

'
N

]
w

Sekil 6.1. incelenen yontemlere ait gesitli kirlilik oranlarina goére B; tahmin degerine ait
izleme sinyali.

=

2

£

g,; == EKK

2 == CTSE

g

E CCTSE
P == Gergek
[-=-N

Kirlilik oranlari (ylizde)

Sekil 6.2. Incelenen yontemlere ait cesitli kirlilik oranlarina gére 8, tahmin degerine ait
izleme sinyali.
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Sekil 6.1 incelendiginde, cesitli kirlilik oranlarinda incelenen yontemlerin
gercek  beta degerlerine gore durumlart  goriilmektedir. Genel olarak
degerlendirildginde oOnerilen Caki-Theil (CCTSE) tahmin yontemi gercek beta
katsayilarina daha yakin tahminler yaptig1 aciktir.

Hesaplama ve Simiilasyon 2.

Bu boliimde, CTSE ve onerilen CCTSE ‘nin davraniglarumi incelemek igin,
simiilasyon ¢alismasi yapilmistir. Burada p = 2 ve m = p + 1 = 3 olarak alinmustir.
Orneklemler Y; = 2.5 + 3X;; + 1.5X,; + &; coklu dogrusal regresyon modelinden
tiretilmistir. Burada X;;~N(0,1), X,;~N(0,1) ve £;~N(0,1) dagilimdan ¢ekilmistir.
Bu model, Y; =-10—20Xy; +25X,; +¢;, X1;~N(0,1), X,;~N(0,1) ¢oklu
dogrusal regresyon modelinden aykiri (X;,Y;) gozlem degerleri ile kirletilmistir.
Ornek hacmi n = 10, 20, 25, ..., 50 ‘e kadar ve kirlilik oranlari da % 5, %10 ve % 20
olarak belirlenmis ve 100 simiilasyon sonucunda ¢izelge 6. 2’deki degerler elde
edilmistir.

Cizelge 6.2. Baz1 aykirilik oranlari durumunda EKK, CTSE, CCTSE ait parametre
tahminleri i¢in deneysel hata kareler ortalamasi

Aykirt deger %
Ornek 5% 10% 20%
hacmi EKK CTSE CCTSE| EKK CTSE CCTSE| EKK CTSE CCTSE
10 28.80 0.4422 0.5483 |32.0605 0.5326 0.5677 [66.5179 4.2187 5.2909
20 48272 0.1373 0.1381 [15.7596 0.2152 0.1484 (26.1113 0.7689 0.7158
25 8.145 3.85 1.754 [12.0568 0.1455 0.1468 |31.2967 1.2035 0.8902

30 4.8467 0.0697 0.0698 |10.3119 4.5238 5.8034 [27.5454 0.3196 0.3271
35 4.2601 0.0499 0.0499 [12.5515 9.9076 0.3733 |25.7719 9.1562 9.4418
40 3.2691 0.0509 0.0509 | 8.734 4.5144 1.8785|26.3822 6.2388 2.8074
45 4.3719 0.0477 0.0478 | 7.9876 5.4876 4.6048 |22.2376 8.6498 7.3089
50 3.8026 0.3682 0.1505 | 7.1731 0.0631 0.0632 | 24.4306 10.3123 8.7384

Ort 7.7903 0.6270 0.3512 (13.3294 3.1737 1.6983 [31.2867 5.1085 4.4401

Cizelge 6.2’ deki degerler; 100 simiilasyon sonucunda tahmin edilen regresyon
katsayilarina ait deneysel hata kareler ortalamalarini gostermektedir. Regresyon
katsayilarina ait deneysel hata kareler ortalamasi denklem (6.1)’deki formiil

yardimiyla hesaplanmustir.

DHKO =

ko _
_ ”Zl=1il B“ (6 1)
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Burada k = 100, simiilasyon sayisim1 gostermektedir. g = (2.5,3,1.5)
kirletilmemis ¢oklu dogrusal regresyon modeline ait olan gergek regresyon katsayi
degerleridir. f; ise incelenen yonteme ait i. drneklem icin tahmindir.

Cizelge 6.2 incelendiginde hem aykir1 deger oranmma gore hem de Ornek
hacminin tiim durumlart dikkate alindiginda EKK yontemi incelenen diger
yontemlere gore kotii sonuglar vermistir. Coklu Theil-Sen tahmini ile 6nerilen Caki-
Theil tahmin yontemleri karsilastirildiginda ise birbirlerine ¢cok yakin sonuglar elde
edilmekle birlikte, kirlilik oram1 ve ornek hacmine baglh olarak iistiinliikleri
tartigilabilir. Yani aralarinda DHKOccrsg, DHKOcrsp < DHKOggy iliskisi oldugu
sOylenebilir.

Ornek hacmi sabit alinip, aykir1 de@er oranlari arttirildiginda incelenen
yontemlere ait deneysel hata kareler ortalamalar1 biiyiimektedir. Ornegin &rnek
hacmi 20 alindiginda ve aykirilik oranlar sirasiyla % 5,%10 ve % 20 alindiginda,
EKK yontemine ait deneysel hata kareler ortalamasi sirasiyla aykirilik, %5 iken,
4.8272; % 10 iken, 15.7596 ve % 20 iken, 26.1113 olarak hesaplanmistir. Benzer
sekilde CTSE tahmin yontemine ait deneysel hata kareler ortalamasi, Sirasiyla
aykirilik, %5 iken, 0.1373; % 10 iken, 0.2152 ve % 20 iken, 0.7689 olarak
hesaplanmistir. Son olarak 6nerilen CCTSE tahmin yontemine ait deneysel hata
kareler ortalamasi ise sirasiyla aykirilik, %5 iken, 0.1381; % 10 iken, 0.1484 ve
% 20 iken, 0.7158 olarak hesaplanmistir. Yani incelenen yontemler kendi iginde
degerlendirildiginde 6rnek hacmi sabitken aykirilik yiizdesi artirildiginda tahmin
yontemlerine ait deneysel hata kareler ortalamasi biiylimektedir.

Incelenen yontemlere ait tahmin edilen regresyon katsayr degerleri aykiri deger
yiizdesi sabit alinip, tim 6rnek hacimlerine gore ortalama degerleri hesaplandiginda,
yani n = 10, 20, 25, ..., 50 hacminde, % 5 kirlilik oraninda tahminlere ait ortalama
DHKO degerleri aykirt deger orant; %5 iken EKK icin 7.7903; CTSE i¢in 0.6270
ve CCTS i¢in 0.3512 ve %10 iken EKK i¢in 13.3294; CTSE i¢in 3.1737 ve
CCTSE i¢in 1.6983 ve %20 iken EKK i¢in 31.2867; MTSE i¢in 5.1085 ve CCTSE
icin 4.4401 olarak hesaplanmistir. Dikkat edilecek olursa aykir1 deger oranlar
sabitken incelenen tahmin yOntemlerine ait ortalama DHKO’lar1 arasinda
DHKO¢crsg < DHKOc¢rsgp < DHKOggy iliskisi mevcuttur. Bu kapsamda kirlilik
orani sabit ve 6rnek hacmi n = 10, 20, 25, ..., 50 oldugunda 6nerilen CCTSE tahmin

yonteminin daha etkin sonuglar verdigi goriilmektedir.
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Ayni sekilde 6rnek hacmi sabit tutulup aykir1 deger orani artirildiginda da yine
CCTSE tahmin yonteminin EKK ve CTSE tahmin yontemlerine nazaran gergek
regresyon katsayilarinin tahmininde daha dogru sonuglar verdigi sdylenebilir. Yani
s6z konusu bu durumlar i¢in onerilen CCTSE tahmin yontemi gercek parametreler
tahmininde daha etkili oldugu goriilmektedir.

Cizelge 6.2 dikkate alinarak cesitli 6rnek hacimleri ve kirlilik oranlarinda

incelenen ili¢ yontem icin izleme sinyalleri asagidaki sekilde verilebilir.

35

\ ——EKK

10 \ == CTSE
=== CCTSE

0 10 20 30 40 50 60
Ornek Hacmi

Sekil 6.3. % 5 aykir1 oranina gore incelenen yontemlerin hata kareler ortalamalarina ait izleme
sinyalleri

35
30 k

25 \
o 20 \
§ == EKK
15
10 == CTSE
5 === CCTSE
O !:; 7 T ) T rx
0 10 20 30 40 50 60

Ornek Hacmi

Sekil 6.4. % 10 aykir1 oranina gore incelenen yontemlerin hata kareler ortalamalarina ait
izleme sinyalleri.
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Sekil 6.5. % 20 aykir1 oranina gore incelenen yontemlerin hata kareler ortalamalarina ait
izleme sinyalleri

Sekil 6.3, Sekil 6.4 ve Sekil 6.5 incelendiginde, c¢esitli 6rnek hacimleri ve

Kirlilik oranlarinda incelenen yontemlere ait deneysel hata kareler ortalamalar

goriilmektedir. Sekil 6.3, Sekil 6.4 ve Sekil 6.5 genel olarak degerlendirilecek olursa,

incelenen tahmin yontemleri arasinda 6nerilen Caki-Theil (CCTSE) tahmin yontemi

en kiiciik deneysel hata kareler ortalamasi degerine sahip oldugu goriilmektedir.

Simdi ise hata dagilimi farkli dagilimlardan geldiginde incelenen tahmin

yontemlerine ait

hesaplanmustir.

deneysel

hata kareler ortalamalari

Cizelge 6.3. Etkili karsilastirma

Cizelge 6.3°deki gibi

Normal T3 Cauchy

Ornek

hacmi EKK CTSE CCTSE EKK CTSE CCTSE EKK CTSE CCTSE
20 0.0727848 0.1262657 0.1091303 | 0.9418105 0.5330842 0.5343455|802.218717 2.513192 2.364063
30 0.04741218 0.08149654 0.0699978 | 0.523894  0.3724878 0.3657349 | 169.801073 0.8567677 0.8024617
40 0.03576168 0.09772447 0.06876328 | 0.4512333 0.5205301 0.351836 | 163.714456 4.880104  3.658022
50 0.01906063 0.15678564 0.0193932 | 0.3197961 0.2671266 0.2543545 2.67E+07  3.51E-01 3.28E-01
Ort 0.04375482 0.11556808 0.0668211 | 0.55183475 0.42330717 0.376567 |8901877.84 2.02936017 1.59605607

Saglam tahminlerle ilgili daima etkinlik kaybi olabilir. Bu kapsamda etkinligin

arastirilmasi i¢in bir simiilasyon yapilmistir.

Bu simiilasyon calismasi i¢in hata

dagilimlar1; N(0,1), serbestlik derecesi 3 olan t dagilim1 ve serbestlik derecesi 1
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olan t dagilimdan (Cauchy), n = 20, 30,40, 50 6rnek hacimli 100 6rnek tiretilmistir.
EKK, CTSE ve CCTSE yontemlerine ait f; degerleri hesaplandi. Daha sonra

denklem (6.2) esitligi kullanilarak tahmin yontemlerine ait deneysel hata kareler

ortalamalar1 hesaplanmustir.

DHKO =

52066 o2
Z

Burada, z = 100 simiilasyon sayisini, f = (2.5,3,1.5) ger¢ek regresyon
katsayt degerlerini ve f; ise incelenen yonteme ait i.orneklem igin tahmini
gostermektedir. Bu kosullar altinda Cizelge 6.3 incelendiginde hatalar normal
dagilimdan geldiginde incelenen yontemlere ait deneysel hata kareler ortalamalari
tim Ornek hacimleri i¢in yakin sonuglar aldigi gozlenmistir. Ancak hatalar agir
kuyruklu dagilimlardan geldiginde, hatta hata dagilimi1 6zellikle Cauchy dagilimi
oldugunda tahmin yontemlerine ait deneysel hata kareler ortalamalari arasindaki
iliski DHKO¢crsg < DHKO¢rsp < DHKOggy seklindedir. Ayrica n = 20, 30, 40,50
ornek hacmine ait deneysel hata kareler ortalama degerlerinin ortalamasi1 da dikkate
alindiginda onerilen CCTSE yonteminin iistlinliigl acik¢a goriilmektedir.

Cizelge 6.3 dikkate alinarak cesitli 6rnek hacmi ve hata dagilimlar1 dikkate

aliarak incelenen ii¢ yontem i¢in izleme sinyalleri asagidaki sekilde verilebilir.

0.2
0.15 A
S o1 -\ o— EKK
I
—@—CTSE
0.05
CCTSE
Y
0 | |
0 10 20 30 40 50 60
Ornek Hacmi

Sekil 6.6. Hata terimi Normal dagilimdan geldiginde incelenen yontemlerin hata kareler
ortalamalarina ait izleme sinyalleri
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Sekil 6.7. Hata terimi T3 dagilimdan geldiginde incelenen ydntemlerin hata kareler
ortalamalarina ait izleme sinyalleri
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Sekil 6.8. Hata terimi Cauchy dagilimdan geldiginde incelenen yontemlerin hata kareler
ortalamalarina ait izleme sinyalleri

Sekil 6.6, Sekil 6.7 ve Sekil 6.8’de, ¢esitli 6rnek hacimleri ve hata terimi
dagilimma goére incelenen yontemlere ait deneysel hata Kareler ortalamalar
goriilmektedir. Sekil 6.6, Sekil 6.7 ve Sekil 6.8 genel olarak degerlendirildiginde,
veride Kirlilik yokken hata terimi dagilimi agir kuyruklu dagilimlardan (Cauchy)
geldiginde onerilen Caki-Theil (CCTSE) tahmin yontemi en kii¢iik deneysel hata
kareler ortalama degerine sahip oldugu goriilmektedir.

Dolayisiyla agir kuyruklu dagilimlarda 6nerilen CCTSE tahmininin 6nemli bir
fark yarattigi agiktir. Bu sonuglara gore onerilen CCTSE yonteminin saglamlik ve
etkinlik yoniinden avantajli oldugu soylenebilir. Ayrica etkili karsilastirma igin

incelenen yontemlerin goreli etkinligi ¢izelge 6.4’de verildigi gibidir.
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Cizelge 6.4. Nispi etkinlik

Normal T3 T1 (Cauchy)
EKK CTSE | CCTSE | EKK CTSE | CCTSE | EKK CTSE | CCTSE
DHKO | 0.072785 | 0.126266 | 0.10913 |0.941811 | 0.533084 | 0.534346 | 802.2187 | 2.513192 | 2.364063
n=20 GE 1 0.576442 | 0.666953 1 1.76672 | 1.76255 1 319.2031 | 339.339
n=30 |DHKO |0.047412 | 0.081497 | 0.069998 | 0.523894 | 0.372488 | 0.365735 | 169.8011 | 0.856768 | 0.802462
GE 1 0.581769 | 0.677338 1 1.406473 | 1.432442 1 198.188 | 211.6002
n=40 |DHKO | 0.035762 | 0.097724 | 0.068763 | 0.451233 | 0.52053 | 0.351836 | 163.7145 | 4.880104 | 3.658022
GE 1 0.365944 | 0.520069 1 0.866873 | 1.28251 1 33.54733 | 44.75491
n=50 |DHKO 0.019061 | 0.156786 | 0.019393 | 0.319796 | 0.267127 | 0.254355 | 2.67E+07 | 3.51E-01 | 3.28E-01
GE 1 0.121571 | 0.982851 1 1.197171|1.257285 1 76068376 | 81402439
Ort. 0.411432 | 0.711803 1.309309 | 1.433697 19017232 | 20350759

Cizelge 6.4°deki nispi etkinlik degerleri incelenen yontemlere ait deneysel hata
kareler ortalamalarmin bulunmasindan sonra elde edilmistir. 8’nn nispi etkinligi,
i¢in hesaplanan EKK degerinin incelenen diger yontemlere ait deneysel hata kareler
ortalamasina boliinmesiyle elde edilmistir. Cizelge 6.4 incelendiginde, Gaussian
model altinda, CTSE ‘nin nispi etkinliginin ortalamasi 0.41 civarinda, CCTSE’nin
nispi etkinlik ortalamasi yaklasik olarak 0.71 olarak hesaplanmistir. Ancak hata
terimi agir kuyruklu dagilimlardan geldiginde (6zellikle Cauchy) onerilen CCTSE,
EKK ve CTSE yontemlerine nazaran basarilidir. Cauchy dagilimi altinda CCTSE nin
nispi etkinligi ¢ok biiyiiktiir. Ayrica dagilimlara ait ortalama nispi etkinlik degerleri
1’den biiyiik oldugunda, incelenen CTSE ve oOnerilen CCTSE yontemlerinin EKK
yontemine gore Ustiinliigi mevcuttur. Bakildiginda hatalar 6zellikle agir kuyruklu
dagilimlardan geldiginde CTSE ve CCTSE, EKK’ya gore oldukga iistlindiir. Ayrica
nispi etkinlik degerleri goz oniline alindiginda hatalar T3 ve Cauchy dagilimindan
geldiginde, onerilen CCTSE’nin EKK’ ya gore nispi etkinlik degerleri, CTSE nin
EKK’ ya gore nispi etkinlik degerlerinden daha biiylik oldugu ve dolayisiyla onerilen
CCTSE tahmin yonteminin CTSE tahmin yontemine nazaran daha etkili oldugu
sonucuna varilir.

Cizelge 6.4 dikkate alinarak EKK yontemine gore, Ornek hacmi 20, 30,40 ve
50 iken cesitli hata terimi dagilimlart i¢in incelenen ydntemlerin nispi etkinlik

degerlerine ait izleme sinyalleri agsagidaki sekilde verilebilir.
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Sekil 6.9. Hata terimi Normal dagilimdan geldiginde incelenen yontemlerin
EKK’ya gore nispi etkinlik degerlerine ait izleme sinyalleri
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Sekil 6.10. Hata terimi T3 dagilimindan geldiginde incelenen yoOntemlerin
EKK’ya gore nispi etkinlik degerlerine ait izleme sinyalleri
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Sekil 6.11. Hata terimi Cauchy dagilimdan geldiginde incelenen yontemlerin
EKK’vya gore nispi etkinlik degerlerine ait izleme sinyalleri

Sekil 6.9, Sekil 6.10 ve Sekil 6.11° de, ¢esitli 6rnek hacimleri ve hata terimi
dagilimlarma gore incelenen yontemlere ait nispi etkinlik degerleri goriilmektedir.

Sekil 6.9, Sekil 6.10 ve Sekil 6.11 genel olarak degerlendirildiginde, 6nerilen Caki-
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Theil tahmin yontemi hata terimi dagilimi T3 ve Cauchy dagilimindan geldiginde
nispi etkinlik degeri 1°den biiylik bulunmustur. Dolayistyla bu durum 6nerilen Caki-
Theil (CCTSE) tahmin yonteminin daha kii¢iik deneysel hata kareler ortalamasina

sahip oldugunu gostermektedir.

Cizelge 6.5. CTSE’nin CCTSE’ye gore nispi etkinligi

T3 Cauchy
CTSE | CCTSE | CTSE | CCTSE
DHKO |0.533084 | 0.534346 | 2.513192 | 2.364063
n=20 GE 1 0.99764 1 1.063082
DHKO |0.372488|0.365735 | 0.856768 | 0.802462
n=30 GE 1 1.018464 1 1.067674
DHKO | 0.52053 |0.351836 | 4.880104 | 3.658022
n=40 GE 1 1.479468 1 1.334083
DHKO |0.267127|0.254355 | 3.51E-01 | 3.28E-01
n=50 GE 1 1.050214 1 1.070122
Ort. 1.136446 1.13374

Cizelge 6.5 ‘deki nispi etkinlik degerleri, § icin hesaplanan CTSE’ye ait
deneysel hata kareler ortalamasinin Onerilen CCTSE’ye ait deneysel hata kareler
ortalamasina boliinmesiyle elde edilmistir. Hatalar agir kuyruklu dagilimlardan
geldiginde onerilen CCTSE yontemi, CTSE yontemine nazaran daha iistiindiir. Bu
baglamda cizelge 6.4 ve g¢izelge 6.5 dikkate alindiginda, onerilen CCTSE cok
tutarlidir, saglamlik ve etkinlik arasinda iyi bir dengeye sahip oldugu sdylenebilir.
Yani incelenen diger yontemlere gore hem saglamdir, hem de etkindir.

Cizelge 6.5 dikkate alinarak hata terimi T3 ve Cauchy dagilimindan geldiginde
onerilen Caki-Theil (CCTSE) yonteminin CTSE yontemine goére nispi etkinligine ait

izleme sinyali agagidaki sekilde verilebilir.
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Sekil 6.12. Farkli hata dagilimlar1 i¢cin CTSE’ye gore CCTSE’nin nispi etkinlik
degerlerine ait izleme sinyali
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Sekil 6.12° de, oOnerilen Caki-Theil (CCTSE) yonteminin, CTSE yOntemine
gore nispi etkinlik grafigi goriilmektedir. Bu grafik incelendiginde, hata terimi
dagilimi T3 ve Cauchy dagilimindan geldiginde nispi etkinlik degeri 1’den biiyiik
ciktig1 gozlenmektedir. Dolayisiyla bu durum onerilen Caki-Theil (CCTSE) tahmin
yonteminin daha kiicik deneysel hata kareler ortalamasina sahip oldugunu
gostermektedir.

Simdi CCTSE tahmin yonteminin siiper etkinligini, hata terimi kesikli diizgiin
dagilimdan geldiginde inceleyelim. Y; = 2.5+ 3X;; + 1.5X,; +¢; regresyon
modelindeki hata terimi kesikli diizgiin dagilimdan geldiginde CCTSE tahmin
yontemiyle f hesaplanmistir. Simiilasyon sayist 100 olarak almmistir. § =
olabilmesi i¢in ne kadar biiytlikliikkte 6rnek hacminin gerekli oldugu arastirilmis ve

cizelge 6.6’da gosterilmistir.

Cizelge 6.6. CCTSE yontemine ait siiper etkinlik

n 10 20 30 50

.8059 ﬁlse ﬁZSe ﬁOse ﬁlse ﬁZSe ﬁOse ﬁlse ﬁZSe ﬁOse ﬁlse ,825e

g~unif(—1,+1 0.68 | 0.90 | 047 | 0.78 | 099 | 063 |092 | 1 | 065|097 | 1 |O0.79

Cizelge 6.6 incelendiginde, hata terimi {—1,+1} kesikli diizgiin dagilimdan
geldiginde ve 6rnek hacmi artiginda, onerilen CCTSE tahmin yontemi yardimiyla
tahmin edilen regresyon katsayilarina ait siiper etkinlik degerleri belirgin sekilde
artmaktadir. Ornek hacmi n = 10,n = 20,n = 30 ve n = 50 degerlerine ait katsay1
degerlerinin ortalamasi alindiginda, S, tahmin degerine ait ortalama siiper etkinlik
degeri 0.84; (; tahmin degerine ait ortalama siiper etkinlik degeri 0.97 ve f, tahmin
degerine ait ortalama siiper etkinlik degeri ise 0.64 olarak hesaplanmistir. Dolayisiyla
hata terimi kesikli dagilimlardan geldiginde ve ornek hacmi arttiginda Onerilen
CCTSE yontemine ait katsayr tahmin degerlerinin etkinligi artmaktadir. Ornegin
Ozellikle ornek hacmi n =30 ve n =50 i¢in fB; tahmin degeri siiper etkin
bulunmustur.

Sonug olarak, oOnerilen CCTSE yonteminde, hata dagiliminin simetrik
varsayiminin saglanmasi gerekli degildir ve hata ¢ siireksiz oldugunda bile siiper
etkin durumunda oldugu séylenebilir.

Hata terimi dagilim1 farkl kesikli dagilimlar alinarak ayrica incelenebilir.
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Simiilasyon c¢alismasinin hemen akabinde incelenen tahmin yontemlerinin

birbirlerine gére durumlarimi gergek veriler yardimiyla arastiralim.

6.1.Gergek Veri Uygulamasi

6.1.1. Coleman veri seti

Veri seti, Coleman ve arkadaslar1 (1966) tarafindan Mid-Anlantic ve New England
eyaletlerinden bir kitleden ¢ekilen 20 okul hakkinda bilgi icermektedir. Mosteller ve
Tukey (1977) birisi bagimli olarak degerlendirilecek olan alt1 farkli degisken
tizerindeki Ol¢timleri igeren bu 6rneklemi analiz etmektedir.

x; = Ogrenci basina diisen personel maasi

X, = Memur babalarin yiizdesi

X3 = S0syo-ekonomik statiiden sapma durumlari: Aile biiyiikliigi, ailenin zarar
gormiigliigii, baba egitimi, anne egitimi ve ev esyalart.

x4 = Ogretmenlerin sozlii test puan1 ortalamasi

X5 = Anne egitim seviyesi ortalamasi (bir birim iki okul yilina esit)

y = Sozlii test ortalama puani ( tiim altinct siniflar).

Cizelge 6.7. Mid-Atlantic ve New England eyaletlerinden 20 okulun bilgilerini
iceren Coleman veri seti

O
N,
S

X1 X2 X3 X4 Xs5 y
1 3,83 28,87 7,20 26,60 6,19 37,01
2 2,89 20,10 -11,71 24,40 5,17 26,51
3 2,86 69,05 12,32 25,70 7,04 36,51
4 2,92 65,40 14,28 25,70 7,10 40,70
5 3,06 29,59 6,31 25,40 6,15 37,10
6 2,07 44,82 3,16 21,60 6,41 33,90
7 2,52 77,37 12,70 24,90 6,86 41,80
8 2,45 24,67 -0,17 25,01 5,78 33,40
9 3,13 65,01 9,85 26,60 6,51 41,01
10 2,44 9,99 -0,05 28,01 5,57 37,20
11 2,09 12,20 -12,86 23,51 5,62 23,30
12 2,52 22,55 0,92 26,60 5,34 35,20
13 2,22 14,30 4,77 28,01 5,80 34,90
14 2,67 31,79 -0,96 23,51 6,19 33,10
15 2,71 11,60 -16,04 23,60 5,62 22,70
16 3,14 68,47 10,62 24,51 6,94 39,70
17 3,54 42,64 2,66 25,80 6,33 31,80
18 2,52 46,70 -10,99 25,20 6,01 31,70
19 2,68 86,27 15,03 25,01 7,51 43,10
20 2,37 76,73 12,77 24,51 6,96 41,01
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Sekil 6.13. Coleman veri seti yardimiyla elde edilen artik terimine ait grafikler

Sekil 6.13 incelendiginde, sol iisteki grafik artiklarin, tahmini ¥ degerlerine
kars1 olan grafigini gostermektedir. Bu grafigin sifirin etrafindaki hatalar1 temsil eden
yatay dogru etrafinda rastgele dagitilmis olmasi beklenir. Yani noktalarin
dagiliminda agik bir trend olmamas1 gerekir. incelendiginde 3,11 ve 18 okullarinin
dogrusal modelden en uzak okullar oldugu sonucu elde edilir. Sol alttaki grafik,
hatalarin normal dagilishh olup olmadigint gosteren standart Q-Q grafigidir.
Incelendiginde hatalarin normal dagilisa sahip olmadig1 gézlenmektedir. Sag iistteki
grafik standardize artiklarin karekokii ile ¥ tahmin degerlerinin grafigini
gostermektedir. Yine bu noktalarinda agik bir trende sahip olmamasi gerekir. Son
olarak sag alttaki grafik, regresyon sonuclarini degerlendirmede ©nemli bir dlgiim
olan kaldira¢ kuvvetini gosterir. Ayrica regresyonda her bir gdzlemin bir diger
onemli Ol¢limii olan Cook’s uzaklhigi da gosterilmistir. 4 grafikte birlikte
incelendiginde 3,11 ve 18 okullarmin regresyon dogrusundan sapmis oldugu

gozlenmektedir.
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Caki-Theil yontemi, literatiirde mevcut olan Theil-Sen tahminine c¢aki
yonteminin kombinasyonu ile elde edilen yeni bir tahmin yontemi olup, daha dar
giiven aralig1 ve asir1 ug degerlerin etkesini azaltan bir teknik oldugu diisiiniilerek bu
gercek yasam verisi lizerinde aragtirma yapilmaistir.

Bu veri seti dikkate alinarak EKK, CTSE ve oOnerilen CCTSE tahmin
yontemlerine ait regresyon modeli ve gliven araliklari hesaplanacaktir. Bu veri seti
incelenirken capraz gecerlilik yontemi kullanilmistir. Yani once veri seti, egitim ve
test verisi olmak tizere iki gruba ayrilmistir. Verinin % 80 ° lik ilk kismi egitim
verisi, geri kalan % 20’ lik kismi ise test verisi olarak alinmigtir. Egitim verisi
kullanilarak incelenen ii¢ yontem i¢inde regeresyon modeli kurulmustur. Tahmin
edilen bu regresyon modeli iizerinden test verisi kullanilarak bagimli degiskene ait
tahmin degerleri elde edilip, yontemlere ait hata kareler ortalamalar1 hesaplanmistir.
Capraz gegerlik yontemi literatlirde siklikla kullanilmaktadir. Ciinkii verinin tamami
kullanilarak model kurulup hata kareler ortalamasi hesaplaninca model asina oldugu
veriyi iyi tanidigi igin yaniltict sonuglar elde edilebilir. Amag veriye disardan yeni bir
veri gelince de modelin etkinligini artirmaktir. Bu sebeple veri setine ¢apraz gegerlik
yontemi uygulanarak tahmin yontemlerine ait sonuglar degerlendirilmistir.

Tim bu bilgiler dikkate alinarak ¢izelge 6.6’daki veri setinin analizi
yapilmistir. Cizelge 6.7°de EKK ve onerilen CCTSE tahmin yontemlerine ait
regresyon katsayilari i¢in % 95 giiven araliklar elde edilmistir.

Cizelge 6.8. Coleman verisi: EKK ve CCTSE modellerine ait giiven araliklari

EKK CCTSE

Katsay1 Alt sinir Ust sinir Alt sinir Ust sinir
Sabit terim 16.743 59.624 35.175 37.619
X, -3.013 1.242 -0.675 -0.377
X -0.004 0.159 0.058 0.086
X3 0.540 0.835 0.654 0.684
X4 0.323 1.619 0.881 0.975

X -8.221 -1.629 -4.723 -4.342

Incelenen tahmin ydntemlerine ait giiven araliklart yardimiyla ¢oklu dogrusal
regresyon modeli icin regresyon katsayilarinin istatistiksel olarak Onemli olup
olmadig1r kontrol edilebilir. Tahmin edilen regresyon modeline ait regeresyon

katsayilarinin testi igin sifir hipotezi Hy: §; =0, j=1,2,..,5 ve alternatif hipotez

Hi: ;#0, j=12,.. ,5 seklinde kurulur. Giiven aralig1 sifir1 kapsamiyorsa tahmin
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edilen regresyon katsayisi model igin istatistiksel olarak onemlidir seklinde yorum
yapilir.

Cizelge 6.7 incelendiginde, sol taraf klasik tahmin yontemi olan EKK
yontemine ait giiven araliklarini goéstermektedir. % 95 giiven diizeyinde EKK tahmin
yontemi i¢in Coleman verisi incelendiginde x5, x4 Ve x5 bagimsiz degiskenlerine ait
regresyon katsayilarimin giiven araligi sifirt kapsamadigindan dolay1 sifir hipotezi
reddedilir. Yani x;, x, ve xs; bagimsiz degiskenlerine ait regresyon katsayilari
kurulan regresyon modeli igin istatistiksel olarak 6nemli oldugu bulunmustur.
Cizelge 6.7 ‘in sag tarafi onerilen Caki-Theil tahmin yontemine ait elde edilen
regresyon katsayilarinin % 95 giiven diizeyindeki gliven araliklarini gostermektedir.
Incelendiginde onerilen ¢aki-theil tahmin yontemi ile elde edilen regresyon
katsayilar1 tiim degiskenler icin sifirt kapsamadigindan dolay1 sifir hipotezi
reddedilir.  Dolayisiyla x;, x5, X3, x, Ve x5 seklinde ifade edilen bagimsiz
degiskenlere ait regresyon katsayilar1 kurulan regresyon modeli i¢in istatistiksel
olarak 6nemli bulunmustur.

Simdi ise incelenen tahmin yontemlerine ait hata kareler ortalamalarini ¢izelge
6.8.’de Ozetleyelim.

Cizelge 6.9. Coleman verisi: EKK, CTSE ve Onerilen CCTSE tahmin ydntemlerine
ait hata kareler ortalamasi

Metot HKO
EKK 16.423
CTSE 15.209
CCTSE 14.724

Cizelge 6.8 incelendiginde Onerilen Caki-Theil tahmin yontemine ait hata
kareler ortalamas1 EKK ve CTSE tahmin yontemleri ile elde edilen hata kareler
ortalamasindan daha kii¢iik bulunmustur.

Dolayisiyla gizelge 6.7 ve cizelge 6.8 birlikte degerlendirildiginde veride aykir
deger olmasi durumunda Onerilen Caki-Theil Tahmin yontemi, hem tahmin edilen
regresyon modelindeki regresyon katsayilarinin hepsini model i¢in 6nemli buldu,
hem de hata kareler ortalamasi incelenen diger tahmin yontemlerine gore daha kiiciik

olarak hesaplanmistir.

6.1.2. Egitim giderleri veri seti

Veri seti degisen varyansin ilging bir uygulamasini verir. Bu veri Amerika’daki 50

tane eyaletin egitim harcamalarindan olusur. Veri ¢gizelge 6.9°de verildigi gibidir.
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Chatterjee ve Price (1977) birisi yanit olarak degerlendirilecek olan dort farkli
degisken tizerindeki 6l¢iimleri iceren bu 6rneklemi analiz etmistir.

x; =1970’de kentte oturan her 1000 kisiye diisen ev sayisi

x, =1973"de kisi basina diisen gelir

x3 = 1974°de 18 yasinin altinda her 1000 kisiye karsilik gelen ev sayisi.

y = Bir eyelatteki halk egitimi i¢in kisi basmna diisen gider (1975 igin
tasarlanmistir).

Burada ama¢ y bagimli degiskenini x;, x, ve x3; bagimsiz degiskenler

yardimiyla agiklamaktir.

Cizelge 6.10. Egitim giderleri verisi

No Yer Bolge Xq Xy X3 y
1 ME KB 508 3944 325 235
2 NH KB 564 4578 323 231
3 VT KB 322 4011 328 270
4 MA KB 846 5233 305 261
5 RI KB 871 4780 303 300
6 CT KB 774 5889 307 317
7 NY KB 856 5663 301 387
8 NJ KB 889 5759 310 285
9 PA KB 715 4894 300 300

10 OH KM 753 5012 324 221

11 IN KM 649 4908 329 264

12 IL KM 830 5753 320 308

13 MI KM 738 5439 337 379

14 WI KM 659 4634 328 342

15 MN KM 664 4921 330 378
16 1A KM 572 4869 318 232
17 MO KM 701 4672 309 231
18 ND KM 443 4782 333 246
19 SD KM 446 4296 330 230

20 NB KM 615 4827 318 268

21 KS KM 661 5057 304 337

22 DE G 722 5540 328 344

23 MD G 766 5331 323 330

24 VA G 631 4715 317 261

25 wv G 390 3828 310 214

26 NC G 450 4120 321 245

27 SC G 476 3817 342 233

28 GA G 603 4243 339 250

29 FL G 805 4647 287 243

30 DY G 523 3967 325 216
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31 TN G 588 3946 315 212
32 AL G 584 3724 332 208
33 MS G 445 3448 358 215
34 AR G 500 3680 320 221
35 LA G 661 3825 355 244
36 OK G 680 4189 306 234
37 TX G 797 4336 335 269
38 MT B 534 4418 335 302
39 ID B 541 4323 344 268
40 wy B 605 4813 331 323
41 CO B 785 5046 324 304
42 NM B 698 3764 366 317
43 AZ B 796 4504 340 332
44 uT B 804 4005 378 315
45 NV B 809 5560 330 291
46 WA B 726 4989 313 312
47 OR B 671 4697 305 316
48 CA B 909 5438 307 332
49 AK B 831 5309 333 311
50 HI B 484 5613 386 546

Cizelge 6.9 ‘daki veri seti cografi bolgelerle 4 gruba ayrilmistir. Kuzey-Dogu
eyaletleri (1-9 ile gosterilir), kuzey-merkez eyaletleri (10-21ile gosterilir), gliney
eyaletleri (22-37 ile gosterilir )ve bati eyaletleri (38-50 ile gosterilir) seklindedir
(Chatterjee ve Price, 1977).
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Sekil 6.14. Egitim giderleri veri seti kullanilarak elde edilen artik terimine ait
grafikler
Yukaridaki hata terimine ait grafikler birlikte degerlendirildiginde veri setinde

7. ve 15. gozlemlerin sapan deger oldugu goriilmektedir.
Yine c¢apraz gecerlilik yontemiyle egitim harcamalar1 verisinin ilk % 80°lik

kism1 egitim verisi olarak alinmis ve bu kisma ait ¢coklu dogrusal regresyon modeli
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tahmin edilmistir. Test verisi olarak geri kalan % 20 ‘lik kisimdaki bagimsiz
degiskenler, egitim verisi yardimiyla tahmin edilen regresyon modelinde yerine
yazilmis ve tahmini ¥; degerleri elde edilmistir. Daha sonra test verisinde gercekte
var olan bagiml degiskene gore durumlar incelenmistir. Belirtilen bu durumlara
gore ¢izelge 6.9°daki veri setinin analizi yapilmistir. Cizelge 6.9’da EKK ve Onerilen
CCTSE tahmin yontemlerine ait regresyon katsayilari i¢in % 95 giliven araliklari
hesaplanmis ve asagidaki sekilde ifade edilmistir.

Cizelge 6.11. Egitim giderleri verisi: EKK ve CCTSE tahmin yontemlerine ait giiven

araliklari
EKK CCTSE
Katsay1 Alt sinir Ust smir Alt sinir Ust smir
Sabit terim -589.951 77.250 -346.571 -329.127
X1 -0.113 0.134 -0.024 0.008
X2 0.034 0.088 0.066 0.073
X3 -0.142 1.625 0.879 0.954

Cizelge 6.11°de, sol taraf EKK tahmin yontemi ve sag taraf onerilen Caki-
Theil tahmin yontemleri i¢in % 95 giiven diizeyinde regresyon katsayilarina ait elde
edilen giiven araliklarim gdstermektedir. Incelenen tahmin ydntemlerine ait
hesaplanan giiven araliklar1 yardimiyla ¢oklu dogrusal regresyon modeli i¢in
regresyon Kkatsayilarinin istatistiksel olarak Onemli olup-olmadigi arastirilabilir.
Tahmin edilen regresyon modeline ait regresyon katsayilarinin testi igin sifir hipotezi
Hy: B; =0, j=1,2,3,alternatif hipotez H,: §; # 0, j = 1,2,3 seklinde kurulur.

Cizelge 6.11 dikkate alindiginda, % 95 giiven diizeyinde, EKK tahmin yontemi
icin egitim giderleri verisi incelendiginde sadece x, bagimsiz degiskenine ait
regresyon katsayisinin giiven araligi sifirt kapsamadigindan dolayr sifir hipotezi
reddedilir. Dolayisiyla x, bagimsiz degiskenine ait regresyon katsayisi tahmin edilen
regresyon modeli i¢in % 95 giiven diizeyinde istatistiksel olarak 6nemli
bulunmustur. Cizelge 6.11 ‘in sag tarafi, onerilen Caki-Theil tahmin yontemine ait
hesaplanan regresyon katsayilarinin % 95 giiven diizeyindeki gliven araliklarimni
gostermektedir. Incelendiginde &nerilen Caki-Theil tahmin yontemi ile bulunan
regresyon katsayilar1 x, ve x3 bagimsiz degiskenlerine ait regresyon katsayilarinin
giiven araliginin sifir1 kapsamamasindan dolayz sifir hipotezi reddedilir. Dolayistyla
X, Ve x5 ile ifade edilen bagimsiz degiskenlere ait regresyon katsayilari tahmin
edilen regresyon modeli i¢cin % 95 giiven diizeyinde istatistiksel olarak 6nemli
bulunmustur.
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Egitim giderleri verisi dikkate alinarak ¢alisma kapsaminda incelenen EKK,
CTSE ve o6nerilen CCTSE tahmin yontemlerine ait hata kareler ortalamalar1 ¢izelge
6.12 ‘de 6zetlenecektir.

Cizelge 6.12. Egitim giderleri verisi: EKK, CTSE ve onerilen CCTSE tahmin
yontemlerine ait hata kareler ortalamasi

Metot HKO
EKK 4293.951
CTSE 3645.489

CCTSE 3564.373

Cizelge 6.12 incelendiginde, onerilen Caki-Theil tahmin yontemine ait hata
kareler ortalamasi, EKK ve Coklu Theil-Sen tahmin yontemleri ile hesaplanan hata
kareler ortalamalarindan daha kii¢iik olarak bulunmustur.

Bu baglamda ¢izelge 6.11 ve ¢izelge 6.12 birlikte degerlendirildiginde, veride
aykir1 deger mevcutken Onerilen Caki-Theil tahmin yontemi, hem tahmin edilen
regresyon modelindeki regresyon katsayilarindan x; degiskeninine ait regresyon
katsayisin1t model i¢in dnemli bulmus, hem de hata kareler ortalamasi incelenen diger

tahmin yontemlerine gore daha kiigiik olarak hesaplamustir.

6.1.3. Vosvos otomobil markasimin Tiirkiye piyasasindaki yeri

Calismada kullanilan veriler Sahibinden.com internet sitesinde bulunan 52 ilandan
derlenmistir (URL-4). Kullanilan degiskenler incelendiginde kategorik degiskenlerin
s06z konusu oldugu ve kukla degisken kullanilmasi gerektigi goriilmektedir. Kukla
degisken kullanilirken kategorik degiskenin diizeylerinden bir tanesi referans olarak
model disinda tutulur ve diizey sayisinin bir eksigi kadar yeni degisken tanimlanir
(Gujarati ve Porter, 2012).

Birisi bagimli olarak degerlendirilecek olan sekiz farkli degisken iizerindeki
Olciimleri igeren asagida belirtilen Orneklem analiz edilerek sonuglar
degerlendirilecektir.

Bagimli degisken, Tirkiye piyasasinda vOSv0S oOtomobil markasinin birim
fiyat1 olarak alinmistir. Bu bagimli degiskeni acgiklamaya c¢alisan bagimsiz
degiskenler ise; Yakit (x;), Oncam (x,), Far (x3), Torpido (x,), Doseme (xs), Yas
(x¢) ve Motor Hacmi (x,) seklindedir. Burada Yakit, Oncam, Far, Torpido, Déseme
ve Motor Hacmi degiskenleri kukla degisken kullanilarak yeni bir degisken olarak
tamimlanmiglardir. S6yle ki kullanilan bagimsiz degiskenler ve diizeyleri gizelge
6.13’de verilmistir.
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Cizelge 6.13. Kullanilan bagimsiz degisken ve diizeyleri

DegiskenAd1  Kod Diizeyler
Yakit Fuel Benzin, LPG
Oncam Gl Bombe’, Diiz

Far Lamp Normal , Badem
Torpido Torp Plastik , Metal
Doseme Uph Kumas , Deri

Yas Nicel Qegisken

MH MV 1300 ,1600

x; =Yakit

x, =Oncam

x3 = Far

x, = Torpido

x5 = Doseme

X¢ = Yas

x> = Motor Hacmi

y = Fiyat
seklinde ifade edilir. Bu degiskenlere ait sahibinden.com’dan alinan 52 gézleme ait
veriler ¢gizelge 6.14’deki gibi verilmistir.

Cizelge 6.14. Tiirkiye’de 52 Vosvos otomobil markasi bilgilerini iceren veri kiimesi

Sira No y X1 Xy X3 X4 X5 X6 X7
1 20.75 1 0 0 0 1 42 1
2 20.5 1 0 0 0 0 43 1
3 81 0 1 1 1 1 56 0
4 85 0 1 1 1 1 58 0
5 17.75 1 0 0 0 0 42 1
6 17.25 1 0 0 0 0 42 1
7 85 0 1 1 1 1 52 0
8 62 0 1 1 1 1 52 0
9 150 1 1 0 0 1 45 1

10 14.5 0 1 0 1 1 44 1
11 12.5 1 0 1 1 1 44 0
12 120 0 1 0 1 0 44 1
13 10.5 0 1 0 0 1 45 1
14 10 1 1 1 1 1 51 0
15 25 0 0 0 1 1 42 0
16 19.99 1 0 0 0 1 43 1
17 16 0 1 0 1 1 44 1
18 46.5 0 0 1 0 1 43 1
19 13.25 1 1 0 1 0 45 0

~
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Bu degiskenler kullanilarak elde edilen tahmin modelinden yararlanilarak
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Sekil 6.15. Vosvos otomobil veri kiimesi yardimiyla elde edilen artik terimine ait
grafikler
Sekil 6.15 incelendiginde 9., 12. ve 27. gozlemlerin sapan deger oldugu

goriilmektedir.

Calisma kapsaminda incelenen tahmin yontemlerine ait 6zet bilgiler asagidaki

sekilde sunulacak olursa,

Cizelge 6.15’de EKK ve onerilen CCTSE tahmin yontemlerine ait regresyon

katsayilari igin % 95 giiven araliklart asagidaki sekilde bulunmustur.

Cizelge 6.15. Vosvos otomobil markasi veri seti: EKK ve 6nerilen CCTSE tahmin

yontemlerine ait giiven araliklar

EKK CCTSE
Katsay1 Alt siur Ust sinir Alt siur Ust sinir
Sabit terim -352.47377 8.098526 -177.7433590  -167.790042

Yakat -21.02222 21.856875 -0.6127248 1.169465
Oncam -30.2792 21.353672 -5.4951212 -3.345970
Far -21.76697 22.161663 -0.9421815 1.036236
Torpido -26.99735 18.306549 -4.9900690 -3.541635
Doseme -13.64817 31.226825 6.9830234 8.729435
Yas 0.27505 8.455732 4.2833561 4.505045
MH -12.65042 37.367661 11.2000360 12.957397

Cizelge 6.15’in sol tarafi EKK tahmin yontemini ve sag tarafi dnerilen Caki-

Theil tahmin yontemi i¢in % 95 giliven diizeyinde regresyon katsayilarina ait

hesaplanan giiven araliklarim gostermektedir. Incelenen tahmin ydntemlerine ait
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olusturulan giiven araliklar1 yardimiyla coklu dogrusal regresyon modeline ait
regresyon katsayilarinin istatistiksel olarak dnemli olup-olmadig1 arastirilabilir.

Tahmin edilen regresyon modeline ait regeresyon katsayilarinin testi igin sifir
hipotezi Hy: 5; =0, j=1,2,..,7 ve alternatif hipotez H:; #0, j=12,..,7
seklinde kurulur.

Cizelge 6.15 incelendiginde, % 95 giiven diizeyinde EKK tahmin ydntemi i¢in
vosvos otomobil marka verisi incelendiginde sadece yas bagimsiz degiskenine ait
regresyon katsayisinin giiven araligi sifirn kapsamadigindan dolayr sifir hipotezi
reddedilir. Dolayisiyla yas bagimsiz degiskenine ait regresyon katsayisit % 95 giiven
diizeyinde istatistiksel olarak onemli bulunmustur. Cizelge 6.15 ‘in sag tarafi
onerilen Caki-Theil tahmin yontemine ait hesaplanan regresyon katsayilarinin % 95
giiven diizeyindeki giiven araliklarimi  gostermektedir. Bu giiven araligi
incelendiginde Onerilen Caki-Theil tahmin yontemi ile 6ncam, torpido, doseme, yas
ve motor hacmi bagimsiz degiskenlerine ait regresyon katsayilar i¢in giiven araligt
sifir1 kapsamadigindan dolay: sifir hipotezi reddedilir. Bu sebeple x;, ve x4, x5, x¢ Ve
x, ile ifade edilen bagimsiz degiskenlere ait regresyon katsayilari % 95 giiven
diizeyinde istatistiksel olarak 6nemli bulunmustur.

Simdi Vosvos otomobil marka verisi dikkate alinarak g¢alisma kapsaminda
incelenen EKK ve onerilen CCTSE tahmin yontemlerine ait ortalama mutlak sapma
degerleri ¢izelge 6.16 ‘da verilmistir.

Cizelge 6.16. Vosvos otomobil marka verisi: EKK ve onerilen CCTSE tahmin
yontemlerine ait ortalama mutlak sapma

Metot OMS
EKK 19.049
Caki-Theil 18.961

Cizelge 6.16 incelendiginde, oOnerilen Caki-Theil tahmin yontemine ait
ortalama mutlak sapma, EKK tahmin yontemi ile hesaplanan ortalama mutlak sapma
degerinden daha kiiciik olarak hesaplanmastir.

Bu baglamda cizelge 6.15 ve ¢izelge 6.16 birlikte degerlendirildiginde veride
sapan deger mevcutken Onerilen Caki-Theil tahmin yontemi, hem tahmin edilen
regresyon modelindeki regresyon katsayilarindan 6ncam, torpido, déseme, yas ve
motor hacmi bagimsiz degiskenlerine ait regresyon katsayilarini tahmin edilen

regresyon modeli i¢in 6nemli bulmus, hem de onerilen Caki-Theil tahmin yontemiyle
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elde edilen ortalama mutlak sapma degeri incelenen diger yontemlere gore daha
kiiclik olarak hesaplanmistir.

Burada, onerilen Caki-Theil yontemi ile tahmin edilen model i¢in 6nemsiz
bulunan yakit (x;) ve far (x3) bagimsiz degiskenleri modelden ¢ikarilip, veri seti

tekrar analiz edilirse;
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Sekil 6.16. Tahmin modeli kullanilarak elde edilen artik terimine ait grafikler

Sekil 6.16. incelendiginde 9., 12. ve 27. gozlemlerin sapan deger oldugu
gorilmektedir.

Cizelge 6.17 incelendiginde, EKK yontemi ile elde edilen sonuglarda yine
sadece yas bagimsiz degiskeni model icin 6énemli bulunmustur. Oneilen Caki-Theil
yontemi ile elde edilen sonuglarda tiim bagimsiz degiskenler model i¢cin 6nemli

bulunmustur.
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Cizelge 6.17. Vosvos otomobil markasi veri seti: EKK ve 6nerilen CCTSE tahmin
yontemlerine ait giiven araliklari

EKK CAKI-THEIL
Katsay1 Alt sinir Ust siir Alt sinir Ust smir
Sabit terim -336.0734710 -8.354417 -182.902625 -170.191963
Oncam -29.1751302 19.978484 -6.633599 -4.159943
Torpido -25.9040883 17.210234 -4.534255 -2.924486
Doseme -12.8930356 30.306236 6.669938 8.889776
Yas 0.6425917 8.105330 4.321954 4.620484
MH -11.3807199 36.297863 10.959257 13.184807

Ayrica bu veri seti i¢in EKK ve onerilen Caki-Theil tahmin yontemlerine ait

ortalama mutlak sapma degerleri ¢izelge 6.18 ‘de verilmistir.

Cizelge 6.18. Vosvos otomobil marka verisi: EKK ve onerilen CCTSE tahmin
yontemlerine ait ortalama mutlak sapma

Metot OMS
EKK 19.024
Caki-Theil 18.365

Cizelge 6.18 incelendiginde, oOnerilen Caki-Theil tahmin yontemine ait
ortalama mutlak sapma degeri, EKK tahmin yontemi ile hesaplanan ortalama mutlak

sapma degerinden daha kii¢lik olarak hesaplanmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Coklu dogrusal regresyonda Theil-Sen yonteminin tanitilip, simiilasyon ¢aligmasi ve
gercek veri uygulamalarinin yapilmasi suretiyle EKK yontemi, Coklu Theil-Sen
yontemi, c¢aki yotemi ile TSE yonteminin birlesimi olarak o6nerilen Caki-Theil
yontemlerinin karsilastirmali olarak degerlendirilmesinin ve 6nerilen Caki- Theil
tahmin yoOnteminin {stiinliigliniin ispatlanmasinin amaglandigt bu tezin birinci
boliimiinde; parametrik ve parametrik olmayan regresyon yontemlerine kisaca bir
giris yapilmistir. ikinci boliimde; dogrusal regresyon modeli ve varsayimlari, klasik
tahmincilerden EKK yontemi ve aykiri degerlerin teshisi ve disarda tutulmasi gibi
konular {izerinde durulmustur. Uciincii béliimde, basit dogrusal regresyonda cesitli
theil tahmin yontemleri tanitilmis, asimptotik 6zellikleri arastirilmis ve bir gergek
yasam verisi iizerinde bu tahminlerin avantajlar1 yorumlanmistir. Daha sonra ¢oklu
dogrusal regresyonda Theil-Sen tahmin yontemi ve bu yOnteme ait regresyon
katsayilarinin tahmini i¢in gerekli kosullar, Theil-Sen tahmininin tutarliligi,
asimptotik dagilimi, derinlik fonksiyonlar1 ve derinlik medyanlari, spatial derinlik ve
spatial medyan, spatial medyanin varligi ve essizligi, siiper etkinligi, asimptotik
normalligi ve saglamligi konulari1 sunulmustur. Dordiincii boliimde; yeniden
ornekleme yontemlerinden biri olan gaki yontemi incelenmis, ¢aki yonteminin ¢oklu
dogrusal regresyondaki isleyisi bir uygulama ile gosterilmistir. Daha sonra Coklu
Theil-Sen tahmin yontemi ve ¢aki yontemi hibritlenerek onerilen Caki-Theil tahmin
yontemine ait regresyon katsayilarimin tahmini, katsayilara ait gliven araliklari ele
alimmis ve uygulamasi 6. bolimde yapilmistir. Besinci boliimde, yukarida sozii
edilen EKK, Coklu Theil-Sen ve 6nerilen Caki-Theil tahmin yontemine ait regresyon
tahmin edicilerinin ¢esitli uygulamalar1 yapilmistir.

Oncelikle simiilasyon calismast yapilmistir. Simiilasyon ¢alismasinm ilk
safhasinda yontemlerin saglamligi arastirilmistir. Daha sonra veride aykirt degerlerin
varliginda incelenen yontemlere ait deneysel hata kareler ortalamalar1 hesaplanarak
cesitli yorumlar yapilmistir. Simiilasyon ¢alismasinin son kisminda ise hata terimine
ait dagilim normal dagilim ve agir kuyruklu dagilimlardan geldiginden tahmin
edicilerin birbirlerine goére durumlarn karsilastirilmistir. Simiilasyon calismasinin
ardindan gercek yasam verileri dikkate alinarak farkli iki orijinal veri ile incelenen

tahmin yontemlerine ait regresyon katsayilarinin model i¢in onemlilikleri, % 95
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giiven araliklar1 ve hata kareler ortalamalart hesaplanarak g¢esitli yorumlar
yapilmustir.

Ayrica Vosvos marka aracin Tiirkiye piyasasindaki degerini etkileyen ¢esitli
faktorler dikkate alinarak olusturulan orijinal veri seti ile ¢alisma kapsaminda
aragtirilan tahmin yontemlerinin regresyon modeli tahmin edilip, regresyon
katsayilarina ait % 95 giiven araliklar1 olusturulmus ve ortalama mutlak sapma
degeri hesaplanarak, ¢esitli yorumlamalar yapilmistir.

Coklu Theil-Sen, EKK ve 6nerilen Caki-Theil tahmin yontemlerinden elde
edilen sonuclarin karsilastirmali olarak incelenmesinden sonra asagidaki sonuglara
ulastlmistir.

Simiilasyon ¢alismasinda tez kapsaminda incelenen tahmin y&temlerinin,
saglamlik yoniinden karsilastirilmast sonucunda veride herhangi bir aykir1 deger
olmadiginda ve hata terimlerine ait dagilim normal dagilimdan geldiginde EKK,
CTSE ve CCTSE tahmin yontemlerinin hepsi, gergek regresyon katsayilarina yakin
degerler almistir.

Simiilasyon caligmasi sonucunda iiretilen veri setinde hatalar yine normal
dagilimdan geldiginde ancak veriye c¢esitli oranlarda kirlilik katildiginda EKK
yontemi hemen gercek regresyon katsayilarindan uzakta tahmin yapmis ve
kullanilamaz hale gelmistir. Ancak Coklu-Theil tahmini ve Onerilen Caki-Theil
tahmin yontemleri belli bir ylizdeye kadar bozulmadan dayanabilmistir. Bu oran
Coklu Theil-Sen tahmini i¢in % 20 ve Onerilen Caki-Theil tahmini i¢cin % 30
civarinda oldugu goriilmiistiir.

Simiilasyon ¢alismasinin ikinci kisminda hatalar normal dagilimdan geldiginde
ancak veride kirlenme mevcut oldugunda tahmin edilen regresyon katsayilarina ait
deneysel hata kareler ortalamalari hesaplanmistir. Sonugta Onerilen Caki-Theil
tahmin yonteminin incelenen diger yontemlere gore daha dogru sonuglar elde ettigi
gozlenmistir.

Simiilasyon caligmasinin iiglincii kisminda iiretilen veriye herhangi bir kirlilik
katilmay1ip, ancak hata terimleri dagilimi; normal dagilim, ii¢ serbestlik dereceli t
dagilimi ve bir serbestlik dereceli t (Cauchy) dagilimi géz 6niinde bulundurularak
tiretilip incelenen tahmin edicilerinin durumlar1 aragtirilmistir. Arastirma sonucunda
hata terimi ortalamasi 0 ve varyanst 1 olan normal dagilimdan geldiginde incelenen
tahmin yontemleriyle tahmin edilen regresyon katsayilarina ait deneysel hata kareler

ortalamalar1 birbirlerine ¢ok yakin bulunmustur. Yani hatalar normal dagilimdan

85



geldiginde ve veride herhangi bir sapan deger olmadiginda incelenen tahmin
yontemleri birbirlerine ¢ok yakin bulunmustur. Ancak hata terimi dagilimi 6zellikle
agir kuyruklu bir dagilim olan Cauchy dagilimindan geldiginde onerilen Caki-Theil
yontemi ve Coklu Theil-Sen tahmin yontemi ile hesaplanan deneysel hata kareler
ortalamalari, EKK yontemi ile hesaplanan deneysel hata kareler ortalamasi sonucuna
gore olduk¢a kiiciik sonuglar verdigi gozlenmistir. Onerilen Caki-Theil tahmin
yontemi, CTSE yontemine goére de daha iyi sonuglar verdigi gézlenmistir. Ayrica
hata dagilimi agir kuyruklu dagilimdan geldiginde incelenen tahmin ydntemleri,
n = 20,30,40,50 olarak alindiginda hesaplanan deneysel hata kareler ortalamasinin
ortalamasi alindiginda, tahmin yontemleri arasinda DHKOccrsg < DHKOcrgg <
DHK Oggy iliskisi oldugu goriilmiistiir.

Simiilasyon c¢alismasinin son kisminda ise hata terimi kesikli dagilimlardam
geldiginde ve 6rnek hacmi ne kadar biiyiikliikte alinirsa 6nerilen CCTSE yontemiyle
hesaplanan regresyon katsayilarinin siiper etkin oldugu incelenmistir. Bu baglamda
ornek olmasi sebebiyle hata terimi dagilimi kesikli diizgiin dagilimdan alinmistir.
Sonugta, 6rnek hacmi artirildiginda onerilen yontem yardimiyla hesaplanan siiper
etkinlik degerlerinde belirgin bir artis oldugu gozlenmistir. Ornegin ; tahmin degeri
i¢cin 6rnek hacmi n = 30 alindiginda tam etkin olarak hesaplanmistir.

Dang vd. (2008) coklu dogrusal regresyon modelinde, hata dagiliminin
stireksiz oldugu durumlarda bile siiper etkin oldugunu ve hata dagiliminin simetrik
varsayiminin ¢ikarilabilecegini gostermiglerdi. Bu sonuglarin 6nerilen CCTSE’ye
genisletilebilir olup olmadigr incelenmis ve hata dagiliminin simetrik varsayiminin
saglanmasinin gerekli olmadigr ve hata e siireksiz oldugunda bile siiper etkin
durumda oldugu gozlenmistir.

Bu baglamda simiilasyon g¢alismasi sonucunda, Onerilen Caki-Theil tahmin
yonteminin gercek regresyon katsayilarinin tahmininde daha etkili oldugu
gozlenmistir.

Simiilasyon ¢alismasinin akabinde ii¢ tane gergek veri uygulamasi yapilmustir.
Verilerden ilki literatiirde Coleman verisi ve digeri ise egitim giderleri verisi olarak
bilinmektedir. Bu verilerin ikisinde de aykir1 deger mevcut olup, artiklara ait
normallik varsayimi saglanmamaktadir.

Coleman veri seti dikkate alindigindan EKK yéntemi ile S5, B, ve B5 tahmini
regresyon katsayilart model i¢in dnemli bulunmustur. Onerilen Caki-Theil tahmin

yonteminde ise tahmin katsayilarinin hepsi ¢oklu dogrusal regresyon modeli i¢in
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onemli oldugu gorilmiistiir ve incelenen tahmin yontemlerine ait hata kareler
ortalamalar1  arasindaki  iliski ~HKOccrsg < HKO¢rsp < HKOggg  seklinde
bulunmustur.

Egitim giderleri veri seti dikkate alindiginda ise EKK yonteminde sadece f3,
tahmin degeri 6nemli bulunmustur. Onerilen Caki-Theil tahmin yonteminde ise 8, ve
5 tahmin degerleri regresyon modeli icin 6nemli bulunmus olup, incelenen tahmin
yontemlerine ait hata kareler ortalamalari arasindaki iliski HKO¢ersg < HKO¢rsp <
HKOggg seklindedir.

Tirkiye piyasasindaki  Vosvos otomobil marka wverisi kullanilarak
gerceklestirilmis olan uygulama kapsaminda, onerilen Caki-Theil tahmin yontemine
ait ortalama mutlak sapma degeri karsilagtirma kriteri olarak dikkate alinmis ve
sonucta EKK tahmin yontemine gore daha kii¢iik bulunmustur.

Sonug olarak incelenen regresyon tahmin yontemleri saglamlik, deneysel hata
kareler ortalamasi, ortalama mutlak sapma, hata dagilimlarinin durumlarina gére ve
etkili karsilastirmalar yoniinden incelenmistir. Elde edilen sonuglara gore EKK
yonteminin tiim durumlar i¢in ¢ok dayanikli sonuglar vermedigi gozlemlenmistir.
Onerilen Caki-Theil tahmin yontemi ozellikle gergek regresyon katsayilarmin
hesaplanmasinda, kirlilik oran1 yiiksek oldugu durumlarda diger iki yonteme gore
daha saglam ve dayanikli kalmigtir. Onerilen Caki-Theil tahmin yontemi hata terimi
agir kuyruklu dagilimlardan geldiginde 6zellikle 1 serbestlik dereceli t dagilimindan
geldiginde, diger diger yontemlere gore oldukga etkili oldugu gozlenmistir. Ayrica
onerilen CCTSE nin siireksiz hata dagilimi i¢in siiper etkin oldugu goriilmistiir.

Yapilan tiim bu yorumlar burada yapilan uygulamalar i¢in gecgerlidir. Farkli
simiilasyon ¢alismalariyla daha farkli sonuglar elde edilip yorumlanabilir.

Burada belirlenmis keyfi m sayis1 dikkate alinarak, (::L) kombinasyonu kadar
veriye, EKK yontemi uygulanarak hesaplanan regresyon parametreleri tahmin edilip,
tahmin edilen bu katsayilar iizerinden ¢ok degiskenli medyan hesabi yapilarak, CTSE
ve CCTSE tahmin yontemlerine ait regresyon katsayilar1 hesaplanmistir.

Ayrica burada, m keyfi olarak secilen bir sayidir ve p + 1 < m < n arasinda
degismektedir. Simiilasyon ¢alismasinda m =p+ 1 almmistir. Ancak m’ nin

degisik versiyonlar1 da kullamilabilir. Ornegin; m, n/z olarak alinabilir. Eger
m = n/2 olarak alinirsa en fazla kombinasyona ulasilir. Ancak, eger m degeri kiigiik
secilirse, veriden secilen (::l)’li kombinasyonunda verideki aykir1 degerlerin sisteme
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dahil edilmesi olasilig1, m’nin biiylik se¢ilmesi durumuna kiyasla daha azdir. Yani
p + 1 < m < n arasindan keyfi secgilen m sayisinin kiiciik secilmesiyle analize dahil
edilecek olan aykir1 deger sayisi daha az olur.

Coklu Theil-Sen tahmini ve onerilen Caki-Theil tahmin yontemi ile tahmin
yaparken, verinin belli bir yiizdesi alinarak farkli kombinasyonlar segiliyor.
Dolayisiyla bu kombinasyonlara bagli olarak farkli sonuglar elde edilebilir. Bu
baglamda, belli varsayimlar altinda dyle bir alt 6rneklem seg¢ilmeli ki amaca uygun
sonugclar elde edilebilsin. Sonraki ¢alismalarda bu konu iizerine yogunlasilacaktir.

Bir bagka yeniden 6rnekleme yontemi olan bootstrap yontemi de Theil-Sen
tahminine hibritlenerek sonuclar degerlendirilebilir. Ayrica diger Onerilen saglam
regresyon modellerine ¢aki yontemi ve bootstrap yontemi ikame edilerek uygulama
tizerinde elde edilen sonuglar tartisilabilir.

Sonraki c¢alismalarda oOnerilen Caki-Theil yontemi ile literatiirdeki saglam
tahmin yontemlerine ait algoritmalar arasindaki farkliliklar ve benzerlikler goz oniine

alinarak detaylica incelenebilir ve birbirlerine gore tstiinliikleri tartisilabilir.
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