T.C.
ONDOKUZ MAYIS UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

HER DUAL SONLU GENISLEMESINDE §-TUMLEYENE SAHIP
MODULLER

ESRA OZTURK SOZEN

MATEMATIK ANABILIM DALI

SAMSUN
2018

Her hakki sakhdir.






TEZ ONAYI

Esra Oztirk Sozen tarafindan hazirlanan “Her Dual Sonlu Genislemesinde
6-Timleyene Sahip Modiiller” adli tez ¢aligmasi 20/12/2017 tarihinde asagidaki jiiri
tarafindan Ondokuz May1s Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim
Dali’nda Doktora Tezi olarak kabul edilmistir.

Damisman  Prof. Dr. Senol EREN
Ondokuz May1s Universitesi
Matematik Anabilim Dali

Jiiri Uyeleri

Baskan Prof. Dr. Ali PANCAR
Ondokuz Mayis Universitesi
Matematik Anabilim Dali

Uye Prof. Dr. Senol EREN
Ondokuz Mayis Universitesi
Matematik Anabilim Dal1

Uye Prof. Dr. A. Goksel AGARGUN
Yildiz Teknik Universitesi
Matematik Anabilim Dali

Uye Dog. Dr. Hamza CALISICI
Ondokuz May1s Universitesi
Matematik Anabilim Dal1

Uye Yrd. Dog. Dr. Ercan MASAL
Sakarya Universitesi
Matematik Anabilim Dal1

Yukaridaki sonucu onaylarim. .../.../2017

Prof. Dr. Bahtiyar OZTURK
Enstitii Miidiirii






ETiK BEYAN

Ondokuz Mayis Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tez yazim kurallarina uygun
olarak hazirladigim bu tez i¢indeki biitiin bilgilerin dogru ve tam oldugunu, bilgilerin
iretilmesi asamasinda bilimsel etie uygun davrandigimi, yararlandigim biitiin
kaynaklar atif yaparak belirttigimi beyan ederim.

15/01/2018

Esra Oztiirk S6zen






OZET
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Esra OZTURK SOZEN
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Senol EREN

Bu tezde; her dual sonlu genislemesinde J-tiimleyene sahip modiiller (kisaca
(6 — CE) ozelligine sahip modiiller) ve her dual sonlu genislemesinde zayif
d-timleyene sahip modiiller (kisaca (6§ — CWE) sahip modiiller) tanimlanarak bu
cebirsel yapilarin ozelliklerinin ~ belirlenmesi amag¢lanmistir. Bir M modiiliiniin
(6 — CEE) ozelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin her alt
modiiliniin (6§ — CE) ozelligine sahip olmasidir. (§ — CEE) Ozelligine sahip bir
modiil bol dual sonlu &-timlenmistir ve  her alt modiili de dual sonlu
§-timlenmistir. Basit modiiller (6 — CE) 06zelligine sahiptir. Bununla birlikte,
projektif yar1 basit modiiller de (§ — CE) 6zelligine sahiptir. § — V halka tizerindeki
bir M modiiliiniin (6§ — CE) 6zelligine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin
dual sonlu injektif olmasidir. M bir modil, N de M nin M/N boliim modiili
Noetherian olacak sekilde bir alt modiilii olmak tizere N ve M/N (6 —CE)
ozelligine sahip ise M de (6 — CE) ozelligine sahiptir. M singiiler modiilii (§ — CE)
ozelligine sahip ise M (CE) Ozelligine sahiptir. Bir R halkasinin §-yar1 miikkemmel
olmast icin gerek ve yeter kosul her sol R-modiilin (6 — CE) ozelligine sahip
olmasidir. Kompozisyon serisine sahip her modiil (§ — CE) 6zelligine sahiptir. M
modiiliiniin her alt modiili (6 — CWE) 0zelligine sahip ise M (6§ — CWEE)
ozelligine sahiptir. M (6 — CWE) 0zelligine sahip bir modiil ise her direkt toplam
terimi de (6 — CWE) ozelligine sahiptir. Bir R halkasinin §-yar1 lokal olmast i¢in
gerek ve yeter kosul her R-modiiliin (6 — CWE) 6zelligine sahip olmasidir. Bunun
bir sonucu olarak, bir R halkasi iizerindeki her R-modiiliin dual sonlu zayif &-
tiimlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul modiiliin (6§ — CWE) 6zelligine sahip
olmasidir. §-oyuk ve §-lokal modiiller de (6 — CWE) &zelligine sahiptir. Diger
taraftan yar1 basit bir M modiilii lizerinde (6 — CWE) o6zelligine sahip olma ile
(6 — CE) ozelligine sahip olma ifadeleri birbirine denktir.

Aralik 2017, 85 sayfa

Anahtar Kelimeler: Dual sonlu alt modiil, §-Tiimleyen, Zayif §-tiimleyen, Dual
sonlu zayif §-tlimleyen, §-yar1 milkemmel halka, §-yar1 lokal halka.
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MODULES THAT HAVE A 6-SUPPLEMENT IN EVERY COFINITE
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In this thesis concepts of modules that have a &-supplement in every cofinite
extension (briefly modules with the property (§ — CE)) and modules that have a
weak §-supplement in every cofinite extension (briefly modules with the property
(6 — CWE)) are introduced and determining of algebraic structure of these modules
are purposed. A module M has the property (6§ — CEE) if and only if every
submodule of M has the property (6§ — CE). A module with the property (6 — CEE)
is ample cofinitely §-supplemented and also every submodule is cofinitely
&-supplemented. Simple modules and projective semisimple modules have the
property (8 — CE). For a module M that is over a § —V ring has the property
(6 — CE) if and only if M is cofinitely injective. Let M be a module and N be a
submodule of M such that M/N is Noetherian. If N and M /N have the property
(6 — CE) then so does M. If a singular module M has the property (§ — CE), then M
has the property (CE). A ring R is §-semiperfect if and only if every left R-module
has the property (6 — CE). Every module that has a composition series has the
property (6 — CE). If every submodule of M has the property (6§ — CWE) then M
has the property (6 — CWEE). Every direct summand of a module with the property
(6 — CWE) has the property (6 — CWE). A ring R is §-semilocal if and only if
every R-module has the property (6§ — CWE). If M is a §-hollow module (or a §-
local module) then M has the property (6 — CWE). And it is shown that the concepts
of modules that have a §-supplement and weak &-supplement in every cofinite
extension coincide on semisimple modules.

December 2017, 85 pages

Key Words: Cofinite submodule, §-supplement, Weak &-supplement, Cofinite weak
&-supplement, §-semiperfect ring, §-semilocal ring.
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1. GIRIS

Her abel grup bir Z-modiil, her R halkasi, tizerinde tanimli ¢arpma iglemine gore bir
sol R-modiil ve bir F cismi lizerindeki her V vektor uzay: bir sol F-modiil yapisina
sahip oldugundan bir cebirsel yap1 olarak modiil kavrami grup ve vektdr uzayi
kavramlarimin bir genellestirmesi olarak goriilebilir. Gliniimiize kadar Modiil Teorisi
¢ok sayida ¢alismalar yapilmistir ve halen de devam etmektedir. 1890 11 yillarda D.
Hilbert tarafindan ortaya konan Modiil Teorisi 1940’ 11 yillarda E. Noether
tarafindan gelistirilmistir.

R birimli bir halka ve M fniter sol R-modiil olmak iizere M = U +V ve
UNV =0 ise M modiiline U ve V alt modiillerinin direkt toplami; U ve V alt
modiillerine de M nin direkt toplam terimleri denir. Bir vektor uzaymin her alt
uzayimnin ayn1 zamanda bir direkt toplam terimi oldugu bilinirken bu durum modiiller
icin dogru degildir. Boylelikle Modiil Teorisinin temel problemlerinden biri de keyfi
bir modiiliin, alt modiillerinin direkt toplami seklinde yazilis1 olmustur.

U bir M modiiliiniin keyfi bir alt modiilii olmak tizere M = U + V ve V, M nin bu
kosulu saglayan alt modiillerinin i¢inde minimal olani ise yani M = U +V; ve
V, <V olmas1 V; = V olmasini gerektiriyorsa V alt modiiliine U alt modiiliiniin M de
toplamaya gore tiimleyeni denir. Diger taraftan UNV =0 ve V bu kosula gore
maksimal ise yani U N V; = 0 ve V < V; olmasi durumunda V; =V ise bu kez V' alt
modiiline U nun M de kesisime gore tiimleyeni denir. Buradan yola ¢ikarak, V' alt
modiiliiniin M modiiliiniin direkt toplam terimi olmasi igin gerek ve yeter kosul V alt
modiliniin U nun hem kesisim hem de toplamaya gore tliimleyen olmasidir.
Dolayisiyla tlimleyen kavramina direkt toplam terimi kavraminin genellestirilmesi
gbziiyle de bakmak miimkiindiir.

R birimli bir halka ve M finiter sol R-modiil olmak iizere M nin alt
modillerinin M de tiimleyene sahip olmasi 6nemli bir arastirma problemidir. K, M
nin bir alt modiilii olmak tizere bir X < M icin M = K + X olmas1 X = M olmasini
gerektiriyorsa K ya M nin bir kiigiik alt modiilii denir ve "K <« M" ile gosterilir. V' alt
modiiliiniin U nun M icinde tiimleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M = U +V
ve UNV KV olmasi ile verilir. Eger UNV « M ise U ya V nin (benzer sekilde V

ye de U nun) zayif timleyeni denir. M modiliiniin her alt modiili M de bir
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timleyene sahipse M ye tiimlenmis modiil; M nin her alt modili M de zayif
timleyene sahipse M ye zayif timlenmis modiil denir. M modiiliiniin her U alt
modiilii, M = U + V kosulunu gergekleyen M nin her V alt modiiliin i¢in U nun M de
V tarafindan kapsanan en az bir tiimleyeni varsa U ya M de bol tiimleyene sahiptir
denir. Eger M nin her alt modili M de bir bol timleyene sahipse M ye bol
tiimlenmis modiil denir.

Zhou 2000 yilinda yayimlanan “Generalizations of perfect, semiperfect and
semiregular rings” adli ¢alismasinda kii¢iikk alt modiillerin genellestirilmesi olarak
&-kiigiik alt modiilleri tanimlamis ve bundan yola g¢ikarak 2006 yilinda Kosan
tarafindan tiimlenmis modiiller genellestirilerek &-timlenmis modiil kavrami
literatiire kazandirilmistir. Soyle ki;

M bir modiil ve N < M olsun. K 2 L olacak sekildeki bir K < L alt modiili
icin N = L / K oluyorsa N ye M de singiilerdir denir (Goodearl, 1976). M nin bir N
alt modilii icin M nin M /X singiiler olacak sekildeki her X alt modiili i¢in
N + X = M olmas1 X = M olmasi gerektiriyorsa N ye M de §-kiigiiktiir denir ve
"N <s M " ile gosterilir. Tanimdan da anlagilacag: {izere her kii¢lik alt modiil ayn1
zamanda §-kiigiiktiir.

Eger N ve L bir M modilinin N+L=M ve NNL<KsL kosullarini
gercekleyen alt modiilleri iseler L ye N nin M de §-tiimleyeni denir ve M nin her alt
modiili M de bir §-timleyene sahipse M ye §-tiimlenmis modiil adi verilir. Buna
gore her tiimlenmis modiiliin J§-timlenmis oldugu aciktir. Diger taraftan
NNL<KsM ise L ye N nin (benzer sekilde N ye de L nin) M zayif §-tiimleyeni
denir. M nin her alt modiilii M de zayif §-timleyene sahipse M ye zayif §-timlenmis
modiil denir.

M bir modiill ve M < N ise N ye M nin bir genislemesi ve N /M sonlu
tretilmis ise N ye M nin dual sonlu genislemesi denir. Bir M modiili her
genislemesinde (bol) tiimleyene sahipse ((EE)) (E) 6zelligine sahip modiil olarak
adlandirilir. Bu tanimdan hareketle, her dual sonlu genislemesinde bir (bol)
tiimleyene sahip M modiiliine ((CEE)) (CE) 6zelligine sahip modiil denir. Benzer
sekilde, eger M modiilii her dual sonlu genislemesinde bir (bol) zayif tiimleyene
sahipse modiile ((CWEE)) (CWE) 6zelligine sahip modiil denir.

Bu tez ii¢ boliimden olusmaktadir. Genel bilgiler boliimiinde bulgular kisminda

kullanilacak olan, halka ve modiil teorilerinin temel tanim ve teoremlerine yer
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verildi. Materyal ve metod boliimiinde singiiler modiil, &-kiigiik alt modiil ve
6-tiimlenmis modiil kavramlar1 verilerek bunlara iliskin bilinen teoremlerin acgik ve
ayrintili ispatlarina yer verildi. Bulgular ve tartisma bdoliimii iki kisimdan
olugsmaktadir. Birinci kisimda (5-CE) ve (6-CEE) 6zelligine sahip modiiller, ikinci
kisimda ise (6-CWE) ve (6-CWEE) oOzelligine sahip modiiller tanimlandi ve bu

modiillere ait karakterizasyonlar ile bu 6zellige sahip modiil 6rnekleri verildi.

1.1. Literatiir Ozeti

B. Eckmann ve A. Schopf” un (1953) “Uber injective moduln” adl1 ¢alismalarinda
tanimlanan injektif blirlim kavramini, ilk olarak E. Matlis (1958) “Injective modules
over noetherian rings” isimli ¢alismasinda kullanmistir. Bu kavramin duali olan
projektif oOrtii kavrami, H. Bass tarafindan (1960) “Finistic dimension and
a homological generalization of semiprimary rings” adli ¢alismada verilmistir. Her
modiil injektif  biiriime sahiptir ancak buna karsilik projektif oOrtiiye sahip
olmayabilir. Bass, her sol modiilii projektif oOrtiiye sahip halkalari sol miikemmel
halka; her sonlu tiretilmis modiilii projektif Ortiiye sahip halkalar1 yar1 miikemmel
halka olarak tanimlamis ve bunlarin karakterizasyonlarini vermistir. E. A. Mares
(1963) “Semiperfect modules” adli ¢alisgmasinda halkalar {izerinde tarif edilen
mikkemmellik ve yari-miikemmellik kavramlarint modiiller iizerine aktarmistir.
Ayrica F. Kasch ve E. A. Mares (1966) “Eine kennzeichonung semi-perfekter
moduln” adli ¢alismalarinda projektif bir modiiliin yart mitkemmel olmasi igin gerek
ve yeter kosulun modilin timlenmis olmast oldugunu ispatlamislardir.
H. Zoschinger (1974a) “Komplementierte moduln {iiber Dedekindringen” adh
calismasinda (lokal) Dedekind bdlgeleri iizerinde tiimlenmis modiillerin yapisini
belirlemis ve tiimlenmis modiilleri zayiflatarak zayif tliimlenmis modiillerin
karakterizasyonlarini elde etmistir. P. Rudlof 1991 yilindaki ¢aligmasinda degismeli
halkalar tlizerinde zayif tiimlenmis, tamamen tiimlenmis modiilleri ele almis ve
tiimlenmis modiillerin genislemelerde kapali olmasi i¢in bazi sartlar elde etmistir.
R. Alizade, G. Bilhan ve P. F. Smith 2001 yilindaki “Modules whose maximal
submodules have supplements” adli ¢alismalarinda dual sonlu tiimlenmis modiilleri
tanimlamiglar ve sagladigi ozellikleri vermislerdir. Sonrasinda R. Alizade ve E.
Biiytikasik 2003 de yaymladiklar1 “Cofinitely weakly supplemented modules” adli

makalede dual sonlu zayif tlimlenmis modiil kavramini tanimlayarak 6zelliklerini



vermiglerdir. Ardindan E. Biiyiikagik 2009 da “On cofinitely weak supplemented
modules” adl1 ¢alismasiyla bu modiilleri daha da detaylandirmistir. 2010 Yilinda E.
Tirkmen Rad tiimlenmis ve es sonlu rad tiimlenmis modiillerin karakterizasyonu

baslikli doktora tezini vermistir.

Zhou’ nun (2000) “Generalizations of perfect, semiperfect and semiregular
rings” adl1 ¢alismasinda kiiciik alt modiil kavrami genellestirilerek §-kii¢iik alt modiil
kavrami tanimlanmig ve bunun yardimi ile §-miikemel ve §-yari miikkemmel
halkalari tanimlamistir. Bundan hareketle 2006 yilinda Kosan, tiimlenmis modiil ve
lifting modiil kavramlarmi genellestirerek J-tiimlenmis ve §&-lifting modiilleri
tanmimlamugtir. Ayni ¢alismasinda bu tanimlarin1 Zhou’nun §-miikemmel ve §-yari
miitkemmel halkalariyla iligkilendirerek cesitli karakterizasyonlar elde etmistir.
Ayrica 2009 yilinda Talebi ve Hamzekolaei “Closed weak §-supplemented modules”
isimli ¢aligmalarinda zayif tiimlenmis modiilleri genellestirerek zayif §-timlenmis

modiil kavramini literatiire kazandirmiglar ve 6zelliklerini sunmuslardir.

H. Zoschinger (1975) “Moduln die in jeder Erweiterung ein Komplement
haben” adli calismasinda (E) ve (EE) Ozelligine sahip modiilleri tanimlamistir.
H. Calisic1 ve E. Tiirkmen (2012) “Modules that have a supplement in every cofinite
extension” adli caligmalarinda her dual sonlu genislemesinde tiimleyene sahip
modiilleri ele alarak tez calismamiza 151k tutan ve temel referansimiz olan (CE) ve
(CEE) ozellikli modiillerin karakterizasyonlarin1 vermislerdir. Sonrasinda 2012
yilinda Ozdemir tarafindan, “Rad-supplementing modules”; 2013 yilinda Nisanci
Tiirkmen tarafindan, “Modules that have a rad-supplement every in every cofinite
extension”; 2014 yilinda Goger ve Tiirkmen tarafindan, “Modules that have a
supplement in every torsion extension”; 2015 yilinda Nisanci Tiirkmen tarafindan,
“Modules that have a supplement in every coatomic extension”; 2015 yilinda Polat,
Calisic1 ve Onal tarafindan, “Modules that have a weak supplement in every cofinite
extension”; 2016 yilinda Onal ve Calisic1 tarafindan, “Modules that have a weak
supplement in every extension”; 2017 yilinda Oztiick Sézen, Eryilmaz, Eren
tarafindan “Modules that have a weak &-supplement in every torsion extension”;
Oztiirk Sézen, Eren tarafindan “Modules that have a &-supplement in every

extension”; isimli makaleler bu konu tizerine ortaya konulan baslica ¢aligmalardir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Halkalar

Tanim 2.1.1: R bos kiimeden farkli bir kiime ve R lizerinde tanimli iki ikili islem

"4+ " ve "e" olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan (R,+, ) cebirsel yapisina halka
denir:
i. (R, +) bir degismeli gruptur,
ii. " e"isleminin R de birlesme 6zelligi vardir,
lii.  "e"igleminin " + " iglemi iizerine sagdan ve soldan dagilma o6zelligi vardir

(Hungerford, 1973).
Bu calismada (R, +, ) halkasi R ile gosterilecektir.
Ayrica R halkasinda her a, b € R igin a e b yerine ab yazilis1 kullanilacaktir.

Tanim 2.1.2: R halkasinda e isleminin degisme 6zelligi varsa, yani her a,b € R i¢in

ab = ba ise R ye degismeli halka denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.1.3: R bir halka olsun. (R, +) abel grubunun birim elemanina R halkasinin

sifirt denir ve "0 " ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.1.4: R halkasinda e isleminin birim elemani varsa, yani her a € R igin
alp = 1za = a olacak sekilde bir 1 € R var ise R ye birimi halka denir (Callhalp
ve Tekir, 2009).

Tanim 2.1.5: R birimli bir halka olmak {izere r € R sifirdan farkli bir eleman olsun.
rs = 1 (sr = 1) olacak sekilde bir s € R eleman1 mevcut ise r elemanina R
halkasimin sag (sol) terslenebilir eleman1 denir. Eger r sag ve sol terslenebilir ise r

terslenebilirdir denir (Hungerford, 1973).
Bu ¢aligmada biitiin halkalar birimli halka olarak ele alinacaktir.

Tanim 2.1.6: Birimli ve degismeli bir halkanin, sifirdan farkli her elemaninin tersi

varsa bu halkaya cisim denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.1.7: R bir halka ve 0z # r € R olsun. rs = 0 (sr = 0y ) olacak sekilde

sifirdan farkli en az bir s € R eleman1 mevcut ise r ye R nin bir sol (sag) sifir bolen



eleman denir. R halkas1 higbir sol (sag) sifir bolen eleman i¢ermiyorsa halkaya bolge;
birimli degismeli ve sifir bolensiz bir halkaya ise tamlik bolgesi denir (Hungerford,
1973).

Tanim 2.1.8: R bir halka ve @ # I € R olsun. I, R halkasinin bir alt grubu ve her
a,b €1 igin ab € [ ise [ alt grubuna R halkasmin bir alt halkasi ve her r € R, her
a €l iginra € I(ar € I) ise, I alt halkasina R halkasinin bir sol (sag) ideali denir. I,
R halkasinin hem sol hem de sag ideali ise, I alt halkasina R nin bir ideali denir. R ve
{0z}, R halkasmin birer idealidir. Bu ideallere R halkasinin asikar idealleri denir. R

halkasimin kendisinden farkli sol (sag) ideallerine bir 6z sol (sag) ideal denir

(Hungerford, 1973).

Tanim 2.1.9: R degismeli bir halka ve P, R halkasinin bir 6z ideali olsun. a,b € R
olmak iizere ab € P iken a € P veya b € P oluyorsa P idealine R halkasinin bir asal
ideali denir (Hungerford, 1973).

Tanim 2.1.10: R bir halka ve P, R halkasinin 6z (sol) ideali olsun. R halkasinda I
idealini kapsayan R halkasinin kendisinden baska bir 6z (sol) ideali yoksa I idealine

R halkasimin bir (sol) maksimal ideali denir (Hungerford, 1973).

Teorem 2.1.11: A, R halkasinin bir alt kiimesi olsun. R nin A y1 kapsayan tiim
ideallerinin arakesitine A nin drettigi ideal denir ve " < A > " ile gosterilir. Eger
A = {a} seklinde tek elemanli bir kiime ise A nin irettigi ideale esas ideal denir ve

" < a > "ile gosterilir (Hungerford, 1973).

Teorem 2.1.12: Her ideali esas ideal olan tamlik bolgesine bir esas ideal bolgesi denir
(Hungerford, 1973).

Tanim 2.1.13: R bir halka, @ # S € R olsun. Eger her a,b € S i¢in ab € S ise S
kiimesine R nin g¢arpimsal alt kiimesi denir. R degismeli bir halka ve S, R nin
carpimsal  bir alt kiimesi olsun. Bu durumda R XS iizerinde her

(r,s),(r',s") € R X S i¢in

(r,s)~(r',s") © enazbirs, €S i¢cins;(rs'—r's) =0

seklinde tanimlanan "~" bagintis1 bir denklik bagintisidir. Eger R sifir bolensiz ve
Og € S ise bu durumda (r,s)~ (r',s') & rs’ —r's = 0 seklini alir. Bu durumda bir

(r,s) € R X S nin denklik sinifi g ile, R X S nin tim denklik siniflarinin kiimesi de



T’

-€ S7'R elemanlar1 igin

STIR ile gosterilir. Diger taraftan S™'R, her E,

S

r

ot :—: = rs;:,rls , ( E) (Z—:) = Z—Z,’ seklinde tanimlanan toplama ve ¢arpma islemlerine
gore birimli ve degismeli bir halkadir. S™1R halkasmna R nin S ye gore kesir halkasi
denir. Eger R bir tamlik bolgesi ve S de R nin sifirdan farkli biitiin elemanlarinin
kiimesi ise S™1R bir cisimdir. Bu cisme R tamlik bolgesinin kesir cismi denir ve

"K(R)" ile gosterilir (Larsen ve Mc Carthy, 1971).

2.2. Modiiller

Tanim 2.2.1: R bir halka ve (M, +) bir abel grup olsun. Her r € R ve her m € M i¢in
iRXM — M fonksiyonu altinda (r,m) € R XM nin goriintisini r.m ile
gostermek sartiyla eger bu fonksiyon her r,s € R ve her m,n € M igin
. r(m+n)=rm+rn

ii. (r+s)m=rm+s.m

iii. (r.s).m=r.(s.m)
kosullarini1 gergekliyorsa M ye bir sol R-modiil denir. R birimli bir halka olmak {izere
her m € M igin 1;.m = m oluyorsa M ye bir iiniter sol R-modiil denir (Wisbauer,
1991).

Bu c¢alisma boyunca R birimli bir halka ve tim modiller de {initer sol
R-modiil olarak alinacaktir. Ayrica bir M R-modiilii i¢cin » € R ve m € M olmak

tizere "r.m" yerine "rm" notasyonu kullanilacaktir.

Tanim 2.2.2: M bir modiil @ # N € M olsun. N, M modiiliiniin bir alt grubu olmak
tizere her r € R ve her n € N elemanlart i¢in rn € N oluyorsa N ye M modiiliiniin
alt modiilii denir ve N < M ile gosterilir. {0} ve M modiiliiniin kendisi M nin birer alt
modiiliidiir. Ozel olarak {0} alt modiiliinii 0 ile gdsterecegiz. Bu alt modiillere M nin
asikar alt modiilleri denir. N, M modiiliiniin kendisinden farkli bir alt modiilii ise N
ye M nin bir 6z alt modiilii denir ve N £ M ile gosterilir. M modiliinin keyfi
sayidaki alt modiillerinin arakesiti de M modiiliiniin bir alt modiiliidiir (Hungerford,

1973).

Yukarida yapilan tanimlardan agikca goriilmektedir ki bir K cismi tizerindeki her

V' vektor uzay: bir {initer K-modiil yapisina sahiptir. Ayrica her birimli R halkas1 da



bir tiniter sol R-modiildiir ve bu modiil zR ile gosterilir. zR modiiliiniin alt

modiilleri ise R halkasinin sol idealleridir.

Tanim 2.2.3: M bir R-modiil ve X, M nin bir altkiimesi olsun. M nin X i kapsayan
tim alt modiillerin arakesitine X in tretttigi alt modil denir ve < X > ile gosterilir.

Su halde

<X >= ﬂ{KSM}

XCEK

dir. Tanimdan < X > in X alt kiimesini kapsayan en kiiciik alt modiil oldugu agiktir
(Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.2.4: Eger M =< X > olacak sekilde en az bir X alt kiimesi varsa M ye X
tarafindan tiretilen modiil denir. X in elemanlarina ise M nin iiretecleri denir. Eger X
sonlu elemanli ise M ye sonlu iiretilmis modiil denir ve bir n € N igin
X ={m;,m,,..,m,}ise M =<my,my,,.., m, > ile gosterilir. Bu durumda M nin
her elemam1 i=1,2,..,n igin r € R olmak iizere rymy +r,m, + -+ nm,
formundadir ve M = Rmy + Rm, + -+ Rm,, seklinde gosterilir. Ozel olarak
M =< {m} > olacak sekilde bir m € M varsa M ye m tarafindan tiretilen devirli

modiil denir ve bu M =< m > Rm ile gosterilir (Hungerford, 1973).

I, R nin bir ideali ve m € M olmak tlizere Im ={rm|r €I} M nin Rm

tarafindan kapsanan bir alt modiilidiir.
Onerme 2.2.5: M sonlu iiretilmis modiil ise her béliim modiilii de sonlu iiretilmistir.

Ispat: M sonlu iiretilmis modiil ise M =< my,my,..,m, > olacak sekilde
i =1,2,...,n olmak lizere m; € M elemanlar1 ve bir n € N vardir. Bu durumda her
meM i¢cin m=nr,my +1r,m, + -+ nr,m, olacak sekilde , €R, i =1,2,..,n
vardir. N, M bir alt modiil olmak tizere her m + N € M / N elemani i¢in
m+N=0m +rpym,+--+nm,)+N
=(rymy+N)+ (rp,my + N) + -+ (,m, + N)
=r,(my +N)+nr,(my+N)+--+1,(m, +N)
seklinde yazilabileceginden M / N =<my + N,m, + N, ..., m,, + N > dir. Sonug

olarak M / N bolim modiilii sonlu tiretilmistir.

Onerme 2.2.6: M bir modiil ve {N;};c;, M modiiliiniin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. A = U;¢; N; olmak {izere, A nin iirettigi alt modiil



RA = {Xf_yni, |j = 1,2, .., kigin n;, € N, k € N\{0}}
seklindedir bu alt modiile M modiiliiniin {N;};c; alt modiillerinin ailesinin toplami

denir ve );c; N; ile gosterilir.

Eger I = {1, 2} ise RA= Nl + Nz = {Tl1 + nzl nq € Nl' n, € Nz} dir
(Hungerford, 1973).

Onerme 2.2.7 (Modiiler Kural): M bir modiil olsun. K, L ve N, M nin birer alt
modiili ve K € N olsun. Bu takdirde,

K+(LNN)=((K+L)NN
dir.
Ispat: K+ (LNN)S K+ L ve K S N oldugundan K + (LN N) €K + N € N dir.
Buradan, K+ (LN N) € (K + L) n N bulunur. Tersine, x € (K + L) N N alalim.
Boylece x € N olup x = y + z olacak sekilde bir y € K ve bir z € L bulunabilir.
K S N oldugundan y € N oldugu goz o6niine alinarak z = x —y € L N N bulunur.
x=y+z€K+(LnNN) olup (K+L)NNC<SK+(LnN) bulunur. Her iki
kapsamadan esitlik elde edilir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.2.8: R degismeli bolge ve M bir R-modiil olsun. m € M olmak {iizere
sifirdan farkli en az bir r € R i¢in rm = 0 ise m elemanina M modiiliiniin burulmali

elemani denir.

M nin tim burulmali elemanlarinin kiimesi T(M) ile gosterilir ve T(M), M
nin bir alt modiilidiir. T(M) ye M nin burulma kismi denir. T(M) = M ise M
modiiliine burulmali modiil ve T(M) = 0 ise M modiiliine burulmasiz modiil denir

(Callialp ve Tekir, 2009).

2.3. Modiil Homomorfizmalar: ve izomorfizmalar

Tanim 2.3.1: R bir halka, M ve N birer R-modiil ve f: M — N bir fonksiyon olsun.

Eger her m,m’ € M ve her r € R i¢in,

fm+ m’) = f(m) + f(m")
f@rm) =rf(m)

kosullarini saglarsa, f ye bir R-modiil homomorfizmasi ya da kisaca homomorfizma
denir (Callalp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.3.2: Birebir homomorfizmaya monomorfizma, orten homomorfizmaya
epimorfizma ve bire bir 6rten homomorfizmaya ise izomorfizma denir. M den M ye
9



bir homomorfizmaya endomorfizma, M den M ye bir izomorfizmaya da otomorfizma
denir. M modiliiniin tiim endomorfizmalarinin kiimesi End(M) ile gosterilir. Bir

modilin End(M) nin her elemani tarafindan korunan alt modiillerine tam

degismezdir denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Onerme 2.3.3: M ve N birer modiil olmak iizere f:M — N bir homomorfizma
olsun. Bu durumda;

i. A<Mise f(A) < N dir. Ozel olarak f nin goriintii kiimesi Goér(f) de N nin
bir alt modiiliidiir.

ii. B<Nisef 1(B) <M dir. Boylece f~1(0) = {m € M | f(m) = 0} kiimesi
de M nin bir alt modiilidiir. Bu alt modiile f homomorfizmasinin ¢ekirdegi
denir ve Cek(f) ile gosterilir.

iii.  f nin monomorfizma olmasi igin gerek ve yeter kosul Cek(f) = 0 olmasidir.

iv. A<Misef 1(f(4) = A+ Cek(f) dir.

v. B<Nise f(f71(B)) = B n Gor(f) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.3.4: M bir modiill ve N < M olsun. M / N bolim grubu her r € R ve her
m+N€eM/Nigin r.(m+N)=rm+N ile tannmli .:RXM/N — M/N
islemine gore bir sol R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiille M modiiliiniin N alt

modiiliine gore boliim modiilii denir.

Onerme 2.3.5: M bir modiill ve N <M olsun. Her m € M keyfi elemani igin
p(m)=m+ N ile tanimhi p:M — M /N doniisimii bir epimorfizmadir ve
Cek(p) = N dir. Bu epimorfizmaya dogal (kanonik) epimorfizma denir (Hungerford,
1973).

Teorem 2.3.6: (Homomorfizma Teoremi) M ve K birer R-modiil ve f: M — K bir
homomorfizma olsun. Bu takdirde p: M — M / Cek(f) dogal epimorfizma olmak
tizere f = gp olacak sekilde bir tek g: M / Cek(f) — K monomorfizmasi vardir ve
M / Cek(f) = Gor(f) dir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: Her m + Cek(f) € M / Cek(f) igin g(m + Cek(f)) = f(m) ile tammh
g:M /Cek(f) — K donisimii f = gp kosulunu gergekleyen teklikle belli bir

monomorfizmadir ve Gor(g) = Gor(f) dir.

Teorem 2.3.7: (1. Izomorfizma Teoremi) M bir modiil ve N,L <M olsun. Bu
takdirde (N + L) /N = L / (N n L) dir (Sharpe ve Vamos, 1972).
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Ispat: Her m € L keyfi eleman1 icin f(m) = m + N ile tanimhi f:L — (N + L) /N
dontisimii  bir epimorfizma olup Cek(f) =NnL dir. Homomorfizma
Teoreminden (N + L) /N =L / (N n L) elde edilir.

Teorem 2.3.8: (2. Izomorfizma Teoremi)M bir modiil ve N <L < M olsun. Bu
takdirde M /L = (M / N) / (L / N) dir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: Herm + N € M / N igin f(m + N) = m + L ile tammh f:M /N — M / L
doniisiimii bir epimorfizmadir ve Cek(f) = L/N dir.

Tanim 2.3.9: M bir R-modiil ve U < M olsun. M / U bolim modiilii sonlu diretilmis

ise U ya M nin dual sonlu alt modiilii denir (Alizade ve ark., 2001).

Tanim 2.3.10: M bir modiil N, M nin bir bir 6z alt modiilii olsun. M nin N i
kapsayan N den basgka hi¢ bir 6z alt modiilii yoksa N ye M nin bir maksimal alt

modiilii denir (Anderson ve Fuller, 1992).

Teorem 2.3.11: M bir modiil olmak tizere M nin bir N 6z alt modiiliiniin maksimal

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her m € M\N i¢in N + Rm = M olmasidir (Kasch,
1982).

Ispat: (=) Her m € M\N icin N £ N + Rm ve N maksimal alt modiil oldugundan
N + Rm = M bulunur.

(&)N = K < M olsun. N # K oldugundan 3 m € K\N elemani vardir. Bu durumda,
m € M\N olup hipotez geregi N + Rm = M olur. m € K oldugundan Rm < K olup
M = N 4+ Rm < K olur. Dolayisiyla K = M dir.

Teorem 2.3.12: M ve K birer R-modiil olmak iizere f:M — K bir epimorfizma
olsun. Bu takdirde K modiiliinin alt modiilleriyle M nin Cek(f) yi kapsayan alt
modilleri arasinda bire bir bir esleme yapilabilir. Boylece bir N < M igin
p:M — M /N dogal epimorfizmasi yardimi ile M / N nin her alt modiilii K, M nin
N yi kapsayan bir alt modiilii olmak tizere K / N seklindedir. Ayrica N yi i¢eren
K < M alt modiiliiniin M de maksimal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K / N alt

modiiliniin M / N de maksimal olmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.3.13: Bir S kiimesi {izerinde tanimlanan baginti yansima, ters simetri ve

gecgisme Ozelliklerini saglarsa S ye sirali kiime adi verilir. Sirali bir kiimede bir

elemanin kendisinden kesin biiyiik hi¢bir eleman yoksa bu elemana maksimal

eleman denir. Benzer sekilde minimal eleman da tanimlanabilir. Sirali bir kiimenin
11



her elemani, kiime iizerinde tanimlanan bagintiya gore karsilastirilabilir ise bu
kiimeye tam siralidir denir. Siral1 bir kiimenin tam sirali bir alt kiimesine zincir denir

(Callialp ve Tekir, 2009).

Lemma 2.3.14 (Zorn Lemma): Bos olmayan bir S sirali kiimesinin her zincirinin S de

bir iist sinir1 varsa S kiimesinin en az bir maksimal elemani vardir (Callialp ve TeKir,

2009).

Teorem 2.3.15: M sonlu iiretilmis bir R-modiil ise M modiiliiniin her 6z alt modiili

bir maksimal alt modiil tarafindan kapsanir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Ispat: N, M nin keyfi bir 6z alt modiilii olsun. Q ile M nin N yi iceren biitiin 6z alt
modillerinin ailesini gosterelim. N € Q0 oldugundan Q # @ olur. Q kiimelerdeki
kapsama bagintisina gore sirali bir kiimedir. A, Q nin bos kiimeden farkli bir zinciri
olsun. N, ile A nin biitiin elemanlarmin birlesimini gosterelim. A tam sirali
oldugundan A elemanlar1 kiimelerdeki kapsama bagintisina gore karsilastirilabilir
olup Ny, M nin N vyi kapsayan bir alt modiiliidiir. M sonlu iiretilmis oldugundan
M = Rm; + Rm, + -+ Rm,, olacak sekilde my,my,..,m, €M ve
n € N\{0} elemanlari vardir. Eger N, = M olursa heri =1,2,...,niginm; € Ny =
Urea L yazilir. Bu durumda A tam sirali oldugundan en az bir L € A vardir ki her
i=1,2,..,ni¢cin m; € L olup M = L olur. Bu ise L € Q olmasiyla ¢elisir. Boylece
Ny, M nin N yi kapsayan bir 6z alt modiiliidir. Yani Ny € Q dir. N, alt modiiliiniin A
nin bir {ist smir1 oldugu agiktir. O halde Zorn Lemmas: geregi Q bir maksimal
elemana sahiptir. Bu maksimal eleman M nin N 6z alt modiiliinii kapsayan bir

maksimal alt modiildiir.

Sonug 2.3.16: M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modiilii olmak {izere M / N

sonlu tiretilmis ise N, M nin bir maksimal alt modiilii tarafindan kapsanir.

Ispat: Teorem 2.3.15 ile M /N, P /N maksimal alt modiiliine sahiptir. Teorem
2.3.12 den P, M nin N yi kapsayan bir maksimal alt modiiliidiir.

2.4. Direkt Toplamlar ve Direkt Carpimlar

Tanim 2.4.1: M bir R-modiil ve {N;};c; M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.
Y.ier N; alt modiiliniin elemanlarinin yaziligi tek tiirlii ise }};¢; N; toplamina, {N;}i¢;
alt modiiller ailesinin i¢ direkt toplami denir ve bu alt modiill @;¢; N; ile gosterilir.

I = {1, 2} ise i¢ direkt toplam N; @ N, ile gosterilir (Hungerford, 1973).
12



Teorem 2.4.2: M bir R-modiil ve {N;};c; M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun.
M =@;¢; N; olmasi igin gerek ve yeter kosul M =) N; ve her i €1 igin
N; N (X« N;) = 0 olmasidir (Hungerford, 1973).

Ozel olarak I = {1,2} alinirsa M = N; @ N, olmas! i¢in gerek ve yeter kosul
M = N; + N, ve N; N N, = 0 olmasidir.

Onerme 2.4.3: M bir modiil ve N < M olsun. M = N @ K olacak sekilde bir K < M
alt modiilii mevcut ise N ye M nin bir direkt toplam terimi denir. M ve 0, M nin
asikar direkt toplam terimleridir. M modiiliiniin asikar direkt toplam terimlerinden
baska direkt toplam terimi yoksa M ye parcalanamaz modiil, M nin agikar direkt
toplam terimleri disinda direkt toplam terimleri mevcut ise M modiiliine

pargalanabilir modiil denir (Hungerford, 1973).

R Dbir halka ve I bos kiimeden farkli bir indis kiimesi olmak iizere,
{M;}ic; R-modiillerin bir ailesi olsun. {a|a:I — U;e; M;, Vi €I icin a(i) € M;}
dontigiimler kiimesine {M;};c; modiiller ailesinin garpimi denir ve bu kiime [[;¢; M;
ile gosterilir. Her i €  i¢in a(i) = m; ile tanimhi a dontsimini ve a = (m;);¢;
olarak alalim. Burada m; ye a nin i-yinci bileseni denir. Eger [ indis kiimesi
sayilabilir ise a = (m;);e; = (M, My, ..., m;, ...) seklindedir. Tanimlanan bu «
elemaninin sadece sonlu tane bileseni sifirdan farkli ise a ya sonlu desteklidir denir.
a = (M)ier, B = (M)ies € [lies M; olmak tizere,

i. a=p<herieliginm; =n;,
. a4+ =0m; +ny)e,
.  -—a=(—my); Ve
iv. 7 € R olmak iizere ra = (rm;);¢;
seklinde tanimhidir. Bu cebirsel islemlere gore [[;e; M; bir sol R-modiil yapisina

sahiptir. Bu modiile {M;};c; modiiller ailesinin dig direkt ¢arpim1 denir.

[lie; M; modiiliinde sifir eleman1 sonlu destekli kabul edilerek biitiin sonlu
destekli elemanlarin kiimesi [[;e; M; modiiliiniin bir alt modiiliidiir. Bu alt modiile
{M;};c; modiiller ailesinin dig direkt toplami denir ve @}, M; ile gosterilir. Eger I
kiimesi sonlu ise [];e; M; =BJ¢; M; olacag agiktr.

m;, L=]

j €1 olmak tlzere m; € M; keyfi elemanlar1 igin ej(mj) = {OMl-ri oy ile
tamml &: M; — [[;¢; M; doniisiimii bir monomorfizma ve (m;);e; € [1;e; M; keyfi
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eleman1 igin m;((m;);e;) =m; ile tanimh m;:[[;; M; — M; doniisiimii  bir
epimorfizma yapisina sahiptir. Bu homomorfizmalara sirasiyla j-yinci gémme

monomorfizmasi ve j-yinci izdiisiim epimorfizmasi denir (Hungerford, 1973).

Teorem 2.4.4: Bir dis direkt toplam bir i¢ direkt toplama ve bir i¢ direkt toplam bir
dis direkt toplama izomorftur (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.4.5: M bir R-modiil olsun. I bos kiimeden farkli bir indis kiimesi olmak
tizere her i €[ icin M; = M alimirsa @J¢, M; dis direkt toplamina M modiiliniin
kopyalarinin toplami denir ve M ile gosterilir. Eger M = R alirsa F = R®
modiiliine serbest modiil denir ve her modiil bir serbest modiiliin epimorfik

goriintiistidiir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tanim 2.4.6: M ve K, R-modiiller ve I bos kiimeden farkli bir indis kiimesi olsun.

f:M® — K epimorfizmasi mevcut ise K modiiliine M-iiretilmis modiil denir.

2.5. Basit ve Yar1 Basit Modiiller

Tanim 2.5.1: M sifirdan farkli bir modiil olsun. M modiilii sifir alt modiiliinden baska

0z alt modiile sahip degilse M modiiliine basit modiil denir (Kasch, 1982).

Onerme 2.5.2: M bir basit modiil ise {0}, M modiiliiniin maksimal alt modiiliidiir ve

sifirdan farkli her m € M elemani i¢cin Rm = M olup M devirlidir (Kasch, 1982).

Ispat: M basit modiil oldugundan {0} alt modiiliinii kapsayan M modiiliiniin
kendisinden baska alt modiilii yoktur. Dolayisiyla tanim geregi {0}, M modiiliiniin
maksimal alt modiiliidiir. 0 # m € M keyfi eleman i¢in Rm, M modiiliiniin bir alt

modilidir. Rm # {0} ve M basit oldugundan Rm = M olup M devirlidir.

Yardimc1 Teorem 2.5.3: K, M ve N bir R-modilinin alt modilleri ve
K < N, K < M olsun. Bu takdirde, N / K = M / K olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
N = M olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: n € N olsun. Hipotez geregi n + K = m + K olacak sekilde 3m € M eleman1
bulunabilir. Buradan n —m = k olacak sekilde 3k € K eleman1 mevcut olup
K <M oldugundan n =k +m € M bulunur. Yani N <M olur. Benzer sekilde,
N ve M nin rolleri degistirilerek M < N oldugu da gosterilebilir. Dolayisiyla her iki

kapsamadan N = M bulunur. Tersi agikir.
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Teorem 2.5.4: M bir modiil olsun. N £ M 6z alt modiiliiniin maksimal alt modiil

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M / N boliim modiiliiniin basit modiil olmasidir

(Wisbauer, 1991).

Ispat: N,M modiiliiniin bir maksimal alt modiilii ve K /N <M / N keyfi bir alt
modiil olsun. Hipotez geregi N, M nin maksimal alt modiilii oldugundan K = N
veya K = M olmalidir. Bu durumda M / N basittir.

Tersine, M / N nin basit oldugunu kabul edelim. N £ K < M olacak sekildeki bir
K alt modiili igcin K /N <M /N olup K /N # {N} dir. M / N basit oldugundan
K /N =M /N olup Yardimci teorem 2.5.3 geregi K = M dir. Sonug olarak N, M

modiiliniin maksimal alt moduliadur.
Tanim 2.5.5: R bir halka ve M bir R-modiil olsun.
(0: M) = {r € R| herm € M i¢cin rm = 0}

idealine M modiiliiniin sifirlayani denir ve Ann(M) ile gosterilir. Ann(M) = 0 ise M
ye sadik modiil denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Ozel olarak bir m € M igin (0:m) = {r € R |[rm = 0} kiimesine m elemanmin

stfirlayan1 denir ve Ann(m) ile gosterilir. Ann(M) ve An(m) R halkasinin
Ann(M) € Ann(m) sartinz1 saglayan iki sol idealidir. Hatta Ann(M),R nin bir
idealidir.
Onerme 2.5.6: R bir halka, M bir R-modiil ve I, R nin bir ideali olsun. I € Ann(M)
olmak tizere R/I X M — M ¢arpim1 (r + I,m) — rm seklinde tanimlanirsa M
R-modiilii bir R/I-modiil yapisina sahip olur. Ayrica M nin bir alt kiimesinin R-alt
modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir R/I-alt modiil olmasidir. Béylece bir M
R-modiilii I = Anngx(M) olmak iizere R/I-modildir. Cinkii R = R/Anngz(M)
olmak iizere Anngz (M) = 0 dir (Callalp ve Tekir, 2009).

Onerme 2.5.7: R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Bu durumda
i Her 0 # m € M igin M = Rm ise M basittir.
ii. M basit ise her 0 #m € M i¢in Ann(m), R nin bir maksimal idealidir
(Callalp ve Tekir, 2009).
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fspat.'

i. 0#NCESM bir alt modil olsun. Her 0 #m €N i¢gin M =Rm <N
oldugundan M = N olmalidir, yani M basittir.

ii. M bir basit R-modiil ise M #0 dir ve her 0 #m €M i¢in M = Rm,
Ann(m) # R dir.  gm:R — Rm, g,,(r) =rm ile tanmiml fonksiyonun
Cek(f) = Ann(m) esitligini gergekleyen bir R-modiil epimorfizmasi oldugu goz
ontine alinirsa Homomorfizma Teoremi geregi R / Ann(m) = Rm = M olur ki
M basit modiil oldugundan Teorem 2.5.4 geregi Ann(m), R R-modiiliiniin maksimal

alt modiilidiir. Boylece ann(m), R nin bir maksimal idealidir.

Tanim 2.5.8: M bir modiil olsun. M modiiliiniin her alt modiilii bir direkt toplam
terimi ise M ye yari basit modiil denir. Bir M modiiliiniin tiim basit alt modiillerinin
toplamint "Des(M)" ile gosterilir (Kasch, 1982).

Teorem 2.5.9: Bir M modiilii igin asagidaki ifadeler denktir:
I. M nin her N alt modiilii icin N = Des(N) dir.
ii. M = Des(M) dir.
iii. M basit alt modiillerin direkt toplamidir.

iv. M yari basittir.

O halde, bir M modiiliniin basit alt modiillerinin toplami1 Des(M), M

modiiliiniin en biiylik yar1 basit alt modiiliidiir (Kasch, 1982).

Teorem 2.5.10: Yar1 basit modiillerin alt modiilleri, boliim modiilleri ve direkt

toplamlari yari basittir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamm 2.5.11: Izomorfizma smifi birbirine izomorf matematiksel objelerin
toplulugudur. Q basit R-modiillerin izomorfizma smiflarinin kiimesi olsun. R bir
halka, M yar1 basit R-modiil ve w € Q olmak tizere, M,,, ile w sinifindaki M nin tim
basit alt modiillerinin toplamini goésterelim. Bu durumda M, ya M nin izotopik
w-bileseni denir ve w € Q i¢cin M = M,, ise M yaribasit modiiliine izotopiktir denir

(Nastasescu ve Oystaeyen, 2012).

Onerme 2.5.12: R bir halka, M yar1 basit R-modiil ise bu takdirde
M =@ ,ecq M, dir (Nastasescu ve Oystaeyen, 2012).
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2.6. Noetherian ve Artinian Modiiller

Tanim 2.6.1: R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M nin alt modiillerinin her artan
M; = M, = -+ <M, = - zinciri sonlu bir adimda durursa M ye Noetherian modiil
denir (Callialp ve Tekir, 2009). Ayrica bir R halkast sol R-modiilii zR olarak

Noetherian ise R halkasina sol Noetherian halka denir (Wissbauer, 1991).

Onerme 2.6.2: Bir M modiilii icin asagidaki ifadeler denktir:
I. M Noetherian modiildiir.
ii. M nin her alt modiilii sonlu tretilmistir.
ili. M nin alt modiillerinin herhangi bir bostan farkli her ailesinin en az bir

maksimal eleman1 vardir (Callialp ve Tekir, 2009).

Teorem 2.6.3: M bir modiill ve N, M nin bir alt modiili olsun. M nin Noetherian

modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul N ve M /N nin Noetherian modiil olmasidir

(Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.6.4: R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M nin alt modiillerinin her azalan
M; <M, < <M, < - zinciri sonlu bir adimda durursa M ye Artinian modiil

denir (Calhalp ve Tekir, 2009).

Onerme 2.6.5: Bir M modiilii igin asagidaki ifadeler denktir
I. M Artinian modiildiir.
ii. M nin alt modillerinin herhangi bir bostan farkli her ailesinin en az bir

minimal eleman1 vardir (Callalp ve Tekir, 2009).

Teorem 2.6.6: M bir modil ve N, M nin bir alt moduli olsun. M nin Artinian modiil
olmasi igin gerek ve yeter kosul N ve M /N nin Artinian modiil olmasidir (Callialp
ve Tekir, 2009).

Teorem 2.6.7: R degismeli bir Noetherian halka olsun. R nin Artininan olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul her asal idealinin maksimal olmasidir (Goodearl ve Warfield,
1989).
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2.7. Kompozisyon Serileri

Tanim 2.7.1: R bir halka olsun M bir R-modiil olsun. M nin alt modiillerinin
0=MyEM, £ FM,_1 %M, =M Kesin artan zincirine n-uzunlugunda bir
kesin zincir denir. Eger bu kesin zincirde her M;/M;_; (i =1,2,...,n) bolim
modiili bir basit modiil ise bu kesin zincire n-uzunlugunda bir kompozisyon serisi
denir. M;/M;_; bolim modiillerine kompozisyon serisinin boliim modiilleri denir

(Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.7.2: Sifirdan farkli bir M modiiliiniin bir kompozisyon serisine sahipse M
nin tiim kompozisyon serilerinin uzunluklariin en kii¢iigline M nin uzunlugu denir
ve £(m) ile gosterilir. Eger M nin kompozisyon serisi yoksa £(m) = oo ile gosterilir.

Sifir modiiliiniin uzunlugu 0 alinir (Callialp ve Tekir, 2009).

Teorem 2.7.3: R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M nin n-uzunlugunda bir

kompozisyon serisi varsa,

i. M nin uzunlugu n den daha biiyiik bir kesin zinciri yoktur.
ii. M nin her kompozisyon serisinin uzunlugu n dir.
lii. M nin uzunlugu n den daha kiigiik her kesin zinciri, uzunlugu n olan bir
kompozisyon serisine tamamlanabilir.
iv. M nin uzunlugu n olan her kesin zinciri bir kompozisyon serisidir (Callialp ve
Tekir, 2009).

Onerme 2.7.4: Bir modiiliin bir kompozisyon serisinin mevcut olmasi yani sonlu
uzunlukta olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu modiiliin hem Noetherian hem Artinian
olmasidir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.75: 0=MySsM; S SM,_1SM,=M ve 0=M,’ M, 55
M’(n_l) $ M,' = M bir M modiiliiniin iki kompozisyon serisi olsun. o, {1,2,...,n}
n bir permiitasyonu olmak lizere her i€f{l,2..,n} icin
M;/M;_y = M’ 5,/M' (5@)-1) ise bu iki kompozisyon serisi denktir denir (Callialp
ve Tekir, 2009).

Teorem 2.7.6 (Jordan-Holder Teoremi): Bir M modiiliiniin bir kompozisyon serisi

varsa tiim kompozisyon serileri ona denktir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.7.7: R bir halka ve Py, P,,...,P, ler de R nin asal idealleri olsun.
Py = P; £ - £ B, kesin zincirine n-uzunlugunda bir asal ideal zincir denir. R
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halkasinin tiim asal ideal zincirlerinin uzunluklarinin en kiigiik {ist sinirma R nin

Krull boyutu denir (Callialp ve Tekir, 2009).

2.8. Projektif ve Injektif Modiiller

Tanim 2.8.1: R bir halka olmak tizere {M;};c; R-modiiller toplulugundan ve bunlarin

fis1: M1 — M; homomorfizmalarindan olusan

e > My > M; > Mj_q — -
dizisinde her i € I i¢in Gor(f;+1) = Cek(f;) ise bu diziye tam dizi denir (Alizade ve
Pancar, 1999).

. f
Tanim 2.8.2: N, M ve K birer R-modil olmak iizere 0 — N—>M£>K — 0
seklindeki tam diziye kisa tam dizi denir. Bu durumda f homomorfizmasi bire bir,

g homomorfizmasi 6rten ve Gor(f) = Cek(g) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Onerme 2.8.3: f:M — N ve g: N — M homomorfizmalari i¢in gf = I, olsun. Bu
takdirde N = Gor(f) @ Cek(g) dir (Wisbauer, 1991).

Ispat: n€N keyfi elemam1 icin g(n) €M olup gf =1y oldugundan
g ( f(g (n))) =g(n) yazilir. g bir homomorfizma oldugundan

f(g(n)) —n € Cek(g) olup n € Gor(f) + Cek(g) dir. Buradan
N = Gor(f) + Cek(g) elde edilir. n € Gor(f) n Cek(g) olsun. Bir m € M eleman1
icin  f(m)=n olup m=g(f(m))=g(n) =0elde edilir. Dolayisiyla
n=f(m)=f(0)=0 olup Gor(f) NnCek(g) =0 olur. Boylece
N = Gor(f) @ Cek(g) elde edilmis olur.

Onerme 2.8.4:0 — N L M3K —o0 kisa tam dizisi i¢in agsagidaki ifadeler denktir:
i.  hf = Iy olacak sekilde h: M — N homomorfizmasi vardir.
ii.  Gor(f), M modiiliiniin direkt toplam terimidir.
iii. gk = Ig olacak sekilde k: K — M homomorfizmasi vardir. Bu durumda
M= N & K dir.
Yukarida verilen denk sartlardan birini saglayan kisa tam diziye pargalanabilir
kisa tam dizi denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: (i) = (ii): Onerme 2.8.3 ten goriiliir.
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(ii) = (iii): U < M olmak tizere M = Gor(f) @ U olsun. Verilen dizinin tamhgi
geregi Gor(f) = Cek(g) ve Gor(f) N U = 0 oldugundan Cek(g) N U = 0 olup g|y
kisitlanis1  bir monomorfizma yapisina sahiptir. Simdi bu fonksiyonun bir
izomorfizma oldugunu gosterelim. x € K keyfi elemani i¢in g bir epimorfizma
oldugundan x = g(m) olacak sekilde bir m € M eleman1 vardir. Ayrica
M = Gor(f) @ U oldugundan bir n € N ve bir u € U elemani igin m = f(n) + u
seklinde yazilabilir. Buradan x = g(m) = g(f(n) + w) = g(f(n)) + g(w) bulunur.
Diger taraftan dizinin tamhig1 geregi g(f(n)) = 0 olup x = g(u) olur. Yani g|, bir
epimorfizmadir. u,u, €U igin guy) = g(uy) olsun. Buradan
U, —u, € Cek(g) = Gor(f) dir. uy —u, €U ve UnNGor(f) =0 oldugundan
u, =u, olup gl|y bire birdir. Boylece g|y:U — K bir izomorfizmadir. Bu
izomorfizmanin tersine k denirse k: K — U homomorfizmas: elde edilmis olur.
k, g|y izomorfizmasinin tersi oldugu i¢in gk = Iy oldugu agiktir.

(iii) => ({): meM olsun. g(m — kg(m)) =g(m) — (gk)(g(m)) =g(m) —
gm) =0 olup Gor(f)=Cek(g) oldugundan bir n €N eleman1 igin
f(n) =m — (kg)(m) dir. Dizinin tamhgi geregi f bir monomorfizma olup n
teklikle bellidir. m € M olmak tizere h(m) = n ile tanimli h: M — N fonksiyonu bir
homomorfizmadir. n € N keyfi elemani i¢in f(n)— (kg)( f (n)) =f(n)—
k((gf)(n)) = f(n) — k(0) = f(n) olup h m tanimindan (hf)(n) =n ve hf =1y
elde edilir.

Ayrica f monomorfizma oldugundan N = Gor(f) dir. Ve istten M = Gor(f) @ U
dur. g|y izomorfizma oldugundan N = K dir. Boylece M = N @ K dur.

Tanim 2.8.5: N bir modiil olsun. Verilen her g:M — K epimorfizmasi ve her
f:N — K homomorfizmasi igin asagidaki diyagram degismeli ise yani gh = f
olacak sekilde bir h: N — M homomorfizmasi varsa N modiiliine projektiftir denir
(Wisbauer, 1991).
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R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M = U + V kosulunu saglayan her U ve V
alt modiilleri i¢in Gor(f) < U ve Gor(Iy — f) < V olacak sekilde bir f € End(M)
varsa M modiiliine m-projektif modiil denir. Her projektif modiil m-projektiftir.

Ayrica her serbest modiil projektiftir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.8.6: R bir halka {P;};c; kiimesi R-modiillerin bir ailesi olsun. P = l% P;
direkt toplaminin projektif olmasi igin gerek ve yeter kosul her i € [ i¢in P; nin

projektif olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (=): P =@;¢; P; projektif olsun. f: M — N bir epimorfizmave g: P, — N
homomorfizma olsun. m;: P — P;, i-yinci projeksiyon ve ¢g;: P, — P, i-yinci
injeksiyon olmak iizere P projektif oldugundan gm;: P — N i¢in fh = gm; olacak

sekilde h: P — M homomorfizmasi vardir. e = hg; olmak iizere

M N >0

|

g
P;

P
fe = fhe; = gmig; = glp, = g olup her i € [ igin P; modiilleri projektiftir.

f
.. ]
&

(&): f:M — N o6rten homomorfizma ve g: P — N bir homomorfizma olsun. Her
i€l i¢in P; projektif oldugundan ge; = fh; olacak sekilde h: P, — M

homomorfizmasi vardir.
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Her (m);e; € P icin h ((mi)ia) = Y, hi(m;) ile tammh h: P — M fonksiyonunu
ele alalim. h nin bir homomorfizma oldugu gosterilebilir. Bu durumda her i € I i¢in
g e & = f o h; esitligi yardimi ile

(1) ((myy,_,) = £ Gier i) = Tier (Fh) (mo) = Bier(ge) (mo) = g(Tier &:(my)) = g((mo)ier)
elde edilir. Boylece fh = g bulunur. O halde P projektiftir.

Teorem 2.8.7: Bir K modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
i. K projektiftir.

ii. 0 >N L M3k o0 seklinde olan her kisa tam dizi pargalanabilirdir.

iii. K bir serbest modiiliin direkt toplam terimidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat: (i) = (ii): 0 > N Z) M3 K — 0 bir kisa tam dizi olsun. Bu durumda
g:M — K bir epimorfizmadir. Iy, K modiiliiniin birim homomorfizmas1 olmak
tizere K projektif oldugundan gk = Iy olacak sekilde k: K — M homomorfizmasi

vardir. Onerme 2.8.4 ten verilen dizi pargalanandir.

(ii) = (iii): Her modiil bir serbest modiiliin epimorfik goriintiisii oldugundan F bir
serbest modiil olmak iizere bir g:F — K epimorfizmast vardir. Bu durumda
0 — Cek(g) — F — K — 0 tam dizisi pargalanabilirdir. Dolayisiyla K, F serbest
modiiliiniin direkt toplam terimidir.

(iii) = (i): Teorem 2.8.6 dan agiktir.

Tanim 2.8.8: R bir halka ve M bir R-modil olsun. Her x € M igin
x=f1(x)y1 + fL(x)y, + -+ fu(x)y, olacak sekilde sonlu sayida fi:M — R
(i=1,2,..,n) homomorfizmalari ve ;€M (i=1,2,..,n) elemanlan
bulunabiliyorsa M ye yerelimsi projektif modiil denir. Projektif her modiil ayni

zamanda yerelimsi projektiftir (Zimmermann-Huisgen, 1976).

Tanim 2.8.9: R bir halka, M bir R-modiil ve N < M olsun. R halkasinin her I ideali
icin IN = N NnIM oluyorsa N ye M nin piir alt modiilii denir (Lam, 1998). Bir

modiiliin direkt toplam terimleri piir alt modiillere 6rnek gosterilebilir.

Onerme 2.8.10: N bir P projektif modiiliiniin sonlu iiretilmis bir piir alt modiilii ise

N, P nin bir direkt toplam terimidir (Oneto ve Angel, 1996).

Onerme 2.8.11: Projektif bir modiiliin piir alt modiilii de projektiftir (Zimmermann-

Huisgen, 1976).
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Tanim 2.8.12: M bir modiil olsun. M modiiliiniin her alt modiilii projektif ise, M

modiiline kalitsal modiil denir. Bir R halkas1 i¢in zR sol R-modiili kalitsal ise R
halkasina sol kalitsal halka denir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.8.13: M, N ve K birer R-modiil olsun. Her g: K — M epimorfizmasi ve her
f:K — N homomorfizmasi i¢in asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde yani
hg = f sartin1 saglayan bir h: M — N homomorfizmasi varsa N ye injektif modiil
denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Onerme 2.8.14: Kalitsal bir halka iizerindeki injektif bir modiiliin tiim boliim

modiilleri de injektiftir (Wisbauer, 1991).

Yardimc1 Teorem 2.8.15: M injektif bir modiil ise her direkt toplam terimi de
injektiftir (Alizade ve Pancar, 1999).

Yardimci Teorem 2.8.16: Her modiil bir injektif modiil i¢ine gémiilebilirdir (Alizade

ve Pancar, 1999).

Teorem 2.8.17: M bir modiil olsun. M nin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart M
nin her genislemesinde direkt toplam terimi olmasidir (Sharpe ve Vamos, 1972).
Ispat: (=): M injektif ve N,M nin herhangi bir genislemesi olsun. i gdmme
fonksiyonu ve I, birim doniisiim olmak tizere asagidaki diyagram degismelidir.

i
>N

» M
IMJ h
Vs

Bir n € N elemani igin h(n) € M olup hi = I, oldugundan h(n) = h(i(n)) dir.
Buradan n — h(n) € Cek(h) olur. n=h(n)+ (n—h(n)) € M + Cek(h) olup

N <M + Cek(h) < N ifadesinde N =M + Cek(h) elde edilir. n € M N Cek(h)
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olmak tizere hi = I, oldugundan n = h(n) =0 olup n =0 bulunur. Boylece

N = M @ Cek(h) olup istenen elde edilmis olur.
(=): Yardimc1 Teorem 2.8.15 ve Yardimci Teorem 2.8.16 dan istenen elde edilir.

Tanim 2.8.18: M bir modiil N < M oldun. Eger M nin sifirdan farkli her alt modiilii
ile N nin kesisimi sifirdan farkli ise, N ye M nin bir biiyiik alt modiili denir ve
N 2 M ile gosterilir. f: K — L bir modiil monomorfizmasi olmak iizere f(K) S L

ise f ye biiyilk monomorfizma denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.8.19:
. AKB<M<N ve AN nin bilyiikk alt modiili ise B de M nin biiyiik alt
modiiltidiir.
Ii. Sonlu sayida biiyiik alt modiiliin kesisimi de biiytiktiir.
iii. Biiyiik alt modiillerin homomorfizma altindaki ters goriintiileri de biiyiiktiir.

iv. ASB<Ci¢cinA=22BveB2C(CiseA=2C dir (Alizade ve Pancar, 1999).

fspat.‘

. USM ve BNU =0 ise A<B oldugundan ANU < BnNU =0 bulunur.
Boylece AN U = 0ve A 2 N oldugundan U = 0 dir. Dolayisiyla B < M elde edilir.

ii. M bir modiil ve heri = 1,2, ...,k i¢in A; € M olsun. Tiimevarimla ﬂé‘zlAi nin
M nin biiytik alt modiilii oldugunu gosterelim. k = 1 i¢in iddianin dogrulugu agiktir.
Iddianin k igin dogru oldugunu kabul edelim ve k + 1 igin dogrulugunu gosterelim.
Bir U< M igin (NX14)NU =0 olsun. Boylece (N 4;) N (A1 NU) =0
yazilir. Kabulden ni-‘zlAi I M oldugundan Ap,,NU =0 dir. Apy 2 M
oldugundan U = 0 bulunur. Dolayisiyla N**! 4; 2 M elde edilir.

iii. f:M — N bir homomorfizma, B 2 N olsun. f~1(B) n U = 0 olacak sekilde
bir U < M alalm. x € B n f(U) olsun. Bu takdirde x = f(u) € B olacak sekilde bir
u € U vardir. Buradan u € f~*(B) n U olup u = 0 bulunur. Dolayistyla x = 0 olup
B N f(U) = 0 bulunur. B 2 N oldugundan f(U) = 0 dir. O halde U < Cek(f) elde
edili.  Ayrica Cek(f) < f'(B) oldugundan U =f"1(B)nU =0 olup
f~Y(B) € M bulunur.

iv. AS Bve B=2C olsun. An U = 0 kosulunu saglayan her U < C alt modiilii
icin AN(UNB)<ANU =0 oldugundan AN(UNB)=0 dir.r UNB <B ve
A 2 B oldugundan U N B = 0 elde edilir. B 2 C oldugundan U = 0 dir. O halde

A S C dir.
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Yardimci Teorem 2.8.20: M bir R-modiil ve N < M olsun. N 2 M olmasi igin gerek
ve yeter kosul her 0 # m € M igin 0 # rm € N olacak sekilde en az bir r € R

elemaninin bulunmasidir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ispat:(=): N 2 M olsun. 0 # m € M igin Rm # 0 oldugundan N N Rm # 0 dir. O
halde 0 # rm € N olacak sekilde en az bir r € R vardir.

(&): 0+ U <M olsun. Dolayisiyla en az bir 0 #m € U vardir. Hipotezden
0 #rm € N olacak sekilde bir r € R vardir. m € U iken rm € U oldugundan
0#rmeNNU dir. Boylece M nin her 0= U alt modili igin NNU # 0
oldugundan N 2 M bulunur.

Onerme 2.821: M = ZkEKMkI A= ZkEKAk =@kEK Ak ve her k € K 1§:1n Ak'Mk
nin biiyiikk alt modili olsun. Bu durumda A, M nin biylik alt modilidiir ve

M =@ ek My, dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Sonug 2.8.22: M =@yex M ve her k € K igin Ay, M nin biiyiik alt modiili ise
Ykex Ax =@Prex Ax, M nin biiyiik alt modiiliidiir (Alizade ve Pancar, 1999).

Sonug 3.1.6: M =@ cx My ve B < M olsun. Bu durumda asagidaki kosullar denktir.
i. Her k € K ig¢in B N My, , M), nin biiyiik alt modiiliidiir.

ii. @rex (BN M), M nin bityiik alt modiilidiir.

iii. B, M nin biiyiik alt modiiliidiir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.8.23: [ injektif bir modiil f: M < [ biiyilk monomorfizma ise I injektif
modiiliine M modiiliiniin injektif biirimii denir ve "E(M)" ile gosterilir (Sharpe ve
Vamos, 1972).

Tanim 2.8.24: R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M modiiliiniin tiim maksimal alt
modillerinin arakesitine M nin radikali denir ve Rad(M) ile gosterilir. Eger M
modiiliiniin maksimal alt modiilii yoksa Rad(M) = M ile tanimlidir. Bu takdirde M
modiiliine radikal modiil denir. (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.8.25: R bir halka olsun. Her basit sol R-modiil injektif ise R halkasina
V-halka denir. R halkasinin V-halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her M sol
R-modiilii i¢cin Rad (M) = 0 olmasidir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.8.26: M ve B birer modiil ve 4, B nin bir piir alt modiilii olsun. A dan M ye
taniml1 her homomorfizma B ye genisletilebilir ise M ye piir injektif modiil denir
(Warfield, 1970).
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Tanim 2.8.27: R bir halka, M bir sol R-modiil olsun. I ve J indis kiimeleri olmak
lizere her i € I ve her j € ] igin sadece sonlu goklukta 7;; elemam sifirdan farkl ve
m; € M olmak iizere . j¢; 1;;x; = m;, M de bir lineer denklem sistemidir. Bu sekilde
taniml1 sonlu ¢6ziilebilir olan her lineer denklem sistemi ¢6ziilebilir ise M ye cebirsel
kompakttir denir(Warfield, 1970). Injektif modiiller cebirsel kompakttir. Ayrica bir
M modiiliiniin cebirsel kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul piir injektif

olmasidir.

2.9. Kii¢iik Alt Modiiller

Tanim 2.9.1: M bir modiil ve N < M olsun. N nin sadece M ile toplam1 M ye esit ise
yani N + K = M olmas1 K = M olmasin1 gerektirirse N ye M nin kiigiik alt modiilii
denir ve N < M ile gosterilir (Wisbauer, 1991).

Onerme 2.9.2: M bir modiil ve N, M nin kiiiik alt modiilii ise N nin her alt modiilii

M nin kiigiik alt modiliidiir (Wisbauer, 1991).

Ispat: N, M nin kiigiik alt modiilii ve U < N olsun. Bir K <M icin U+K =M
olsun. U < N oldugundan N + K = M yazilabilir. N < M oldugundan K = M elde
edilir.

Onerme 2.9.3: M bir modiil ve N, M nin kiiciik alt modiilii ise N, M nin her
genislemesinde bir kiigiik alt modildiir (Wisbauer, 1991).

Ispat: M <L ve bir K<L icin N+K=L olsun. Buradan
(N+K)NM =LNM =M olup modiler kuraldan N + (KNM) = M bulunur.
N & M oldugundan KNM = M dir. Boylece NS M S K olup K=N+K=1L

elde edilir.
Onerme 2.9.4: K K Mve L < N ise K + L « M + N dir (Kasch, 1982).

Ispat: Bir USM+N igin (K+L)+U=M+N olsun. K < M oldugundan
Onerme 292 ile K<KM+ N olup L+U=M+N bulunur. Benzer sekilde
L < N oldugundan L < M + N dir ve boylece U = M + N elde edilir.

Onerme 2.9.5: M bir modiil, N, M nin direkt toplam terimi ve K < N olsun. K nin N
de kiigiik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K nin M de kiiciik olmasidir (Wisbauer,

1991).
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Ispat: (=): Onerme 2.9.2 den goriiliir.

(e): Bir USN i¢in K+ U=Nolsun. N, M nin bir direkt toplam terimi
oldugundan N@ N =M olacak sekilde N <M vardr. O halde,
(K+U)@® N =M ve K &K M oldugundan U @ N' = M dir. Béylece modiiler kural
geregi N = NNM = U + NNN' = U elde edilir.

Teorem 2.9.6: f:M — N homomorfizmas: i¢in K K M ise f(K) < f(M) dir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: Bir U < f(M) alt modiilii i¢in f(K) + U = f(M) oldugunu kabul edelim.
Bu durumda f~1(f(K) + U) = f~2(f(M)) =M olup K + Cek(f) + f 2 (U) =M
elde edilir. Cek(f)=f"10)<f'(U) oldugundan K+ f~1(U)=M ve
K &M oldugundan f~1(U) =M bulunur. Bu takdirde U=UNf(M) =
f(F7H@)) = f (M) dir.

Onerme 2.9.7: M bir modiil ve K, M nin bir direkt toplam terimi olsun. K < M ise
K = 0 dir (Wisbauer, 1991).

Ispat: K bir direkt toplam terim oldugundan M = K @ N olacak sekilde M nin bir N
alt modiilii vardir. K < M oldugundan N = M olur. Ayrica K N N = 0 oldugundan
K=KnM=KnN = 0 bulunur.

Teorem 2.9.8: M bir R-modiil olsun. Bu takdirde @ Rad(M) = Y, «uyL dir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: L « M alt modiiliinii ele alalim. Eger M nin bir K maksimal alt modiilii L yi
icermezse K + L = M olup K = M celiskisi elde edilir. Dolayisiyla L, M nin
biitin maksimal alt modiillerinde igerilir ki L € Rad(M) olur. Buradan da
Yr«mL S RadM  bulunur. Simdi de ters kapsamayr gosterelim. Her
m € Rad(M) icin Rm < M oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. m € RadM
icin Rmnin M de kiigiik olmadigin1 kabul edelim. Bu durumda Rm + L = M
olacak sekilde M nin en az bir L alt modili vardir. Bu durumda
S={L<M|Rm + L = M} kiimesi bostan farklidir. Bu kiime kiimelerdeki
kapsama bagintistna gore bir sirali kiimedir. K, S nin  bir zinciri ve
C = Ugeg B olsun. Bu takdirde C, M nin bir alt modilidir. M # C oldugunu
gosterelim. M = C oldugunu kabul edelim. m € C = Ugeg B igin m € B olacak

sekilde en az bir B € K € S mevcuttur. Buradan B = Rm + B = M olur. Bu ise
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B € S olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla M # Cdir. C nin S de K nin bir st smir1
oldugu agiktir. Dolayisiyla Zorn lemmasi geregi S en az bir P maksimal eleman
igerir. Burada P, M nin bir maksimal alt modiiliidiir. P € S oldugundan Rm + P =
M ve P maksimal oldugundan m & P dir. Bu ise m € Rad(M) olmas: ile gelisir.
Dolayistyla Rm « Mdir.

Sonug 2.9.9: Rad(M ) = 0 ise, M nin 0 dan bagka kiigiik alt modiilii yoktur.

Onerme 2.9.10: M bir modiil olsun. Eger M nin her 6z alt modiilii bir maksimal alt

modiil tarafindan kapsanirsa Rad(M) « M dir (Wisbauer, 1991).

Ispat: Rad(M) + L = M olacak sekilde M nin bir L alt modiiliinii alalim. Hipotez
geregi L € K olacak sekilde bir K maksimal alt modiilii mevcut olup,
M = Rad(M) + K = K celiskisi elde edilir. O halde L = M olmalidir. Sonug olarak,
Rad(M) « M dir.

Sonug 2.9.11: M sonlu iiretilmis bir modiil ise Rad(M) <« M dir (Wisbauer, 1991).

Sonug 2.9.12: M sonlu iretilmis bir modiil ise M nin herhangi sayidaki kiigiik alt
modiiliiniin toplami da M de kiiciiktiir (Wisbauer, 1991).

2.10. Tiimlenmis Modiiller

Tanim 2.10.1: M bir modiil ve U, M nin bir alt modiilii olsun. Eger V alt modiili
U + L = M olacak sekildeki L alt modiillerinin ailesinin bir minimal eleman ise V

ye U nun M de bir tiimleyeni denir (Wisbauer, 1991).

Onerme 2.10.2: U,V < M alt modiilleri igin V nin U nun M de bir tiimleyeni olmasi

icin gerek ve yeter kosul U +V = M ve U NV K V olmasidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: (=) V, U nun M de bir tiimleyeni olsun. O halde U + V = M dir. Bir X <V
icin UNV+X=V olsun. Bu durumda U+ UNV+X)=U+V =M olup
buradan U + X = M bulunur. X <V oldugundan V nin geregi X =V elde edilir.
Boylece UNV K V dir.
() U+V =MveUNV KV olsun. U + X = M kosulunu saglayan her X <V alt
modiilii i¢in X =V oldugunu gosterelim. U + X = M esitliginin her iki tarafinin V
ile arakesiti alinirsa modiiler kuraldan

V=MNV=U+X)NV=X+UNYV)
elde edilir. U NV « V oldugundan X = V bulunur.
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Onerme 2.10.3: M bir modiil olsun. U,V < M i¢in V, U nun M de bir tiimleyeni ve
W < U olmak lizere W + V = M ise V, W nin da bir tiimleyenidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: Bir X <V alt modiilii icin W + X = M olsun. W < U oldugundan U + X = M
olur. V, U nun M de bir tiimleyeni oldugundan V nin minimalligi geregi X =V

bulunur.

Onerme 2.10.4: M bir modiil ve V, U nun M de bir tiimleyeni olsun. K < M ise V,
U + K nin da M de bir tiimleyenidir (Wisbauer, 1991).

Ispat: V, U nun M de bir tiimleyeni ise U +V = M dir ve dolayisiylaU + K +V =
M dir. Bir X<V i¢cin (U+K)+X=M olsun. K+ (U+X)=M ve KKM
oldugundan U + X = M bulunur. V, U nun M de bir tiimleyeni oldugundan V nin

minimalligi geregi X = V olmalidir.

Onerme 2.10.5: V, U nun M de bir tiimleyeni ve K <« M ise KNV <V dir
(Wisbauer, 1991).

Ispat: Bir X <V igin KNV +X =Volsun.Buradan U + KNV +X=U+V =M
olup ve K & M oldugundan Onerme 2.9.2 ile KNV &M olup U+X =M
yazilabilir. V nin minimalligi geregi X = V elde edilir. Dolayisiyla K NV < V dir.

Tanim 2.10.6: M bir modiil ve U < M olsun. M = U + V kosulunu gergekleyen M
nin her V alt modiilii i¢gin U nun M de V tarafindan kapsanan bir tiimleyeni varsa U

ya M de bir bol tiimleyene sahiptir denir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.10.7: Bir M modiiliiniin her alt modiilii M de bir tiimleyene sahipse, M ye
timlenmis modiil, M nin her alt modiili M de bol tiimleyene sahipse M ye bol

timlenmis modiil denir (Wisbauer, 1991).

Ayrica M nin her dual sonlu alt modiili M de bir tiimleyene sahip ise M ye dual
sonlu timlenmis modiil denir (Alizade vd, 2001).

M bol tiimlenmis bir modiil ise tiimlenmis olacag1 acgiktir. Ayrica her tiimlenmis
modiil de dual sonlu tiimlenmistir. Sonlu tiretilmis bir modiiliin her alt modiilii dual

sonlu oldugundan her sonlu iiretilmis dual sonlu timlenmis modiil timlenmistir.

Yardimct Teorem 2.10.8: M bir modiil, M; ve U, M nin alt modiilleri ve M,
tiimlenmis olsun. M; + U nun M de bir tiimleyeni varsa U nun da bir tiimleyeni

vardir (Wisbauer, 1991).
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Ispat: X, M; + U nun M de bir tiimleyeni; Y, M; N (U + X) alt modiiliiniin M, deki
timleyeni olsun. Bu takdirde M =M;+U+X, M +U)NX KX ve
Mi=(M;n(U+X)+Y, (Min(U+X))NYKY elde edilir. Buradan
M=M;+U+X=MnU+X))+Y+U+X=U+(X+Y) ve Onerme 2.9.2
yardimiyla
UNX+)<XNnU+D+YNnU+X)<XNnU+M)+YNU+X) KX+Y
oldugundan X + Y, U nun M de bir tiimleyenidir.

Teorem 2.10.9: M bir modiil ve M, M, < M i¢in M = M; + M, olsun. M, ile M,

tiimlenmis ise M de tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

Ispat: U, M nin bir alt modiilii olsun. 0, M nin acik¢a bir tiimleyenidir ve
M = My + M, + U esitligi ile M; in tiimlenmis oldugu goz Oniine alinirsa Yardimci
Teorem 2.10.8 geregi M, + U, M de bir tiimleyene sahiptir. M, tlimlenmis ve
M, + U, M de bir tiimleyene sahip oldugundan Yardimci Teorem 2.10.8 den U da

timlenmistir.

Teorem 2.10.10: M modiilii tiimlenmis ise M nin her béliim modiilii de timlenmistir

(Wisbauer, 1991).

Ispat: M/N, M nin bir bdlim modiili ve U/N < M/N olsun. M tiimlenmis
oldugundan U < M nun M de bir V timleyeni vardir. M = U +V oldugundan
M/N=WV/N)+ (V+N)/N dir. Aynca bir K/N<(V+N)/N icin
{U/N)Yn((V+N)/N)+ (K/N)=(V +N)/N olsun Modiler Kkural geregi
V+N)/N=UnWV+N))/N+(K/N)y=(N+UnV +K)/N oldugundan
N+UNV+K=V+N elde edilir, UnV <V oldugundan Onerme 2.9.3 ile
N+K=V+N ve N<K olduygundan K=V +N olur. Boylece
K/N = +N)/Nolup (V+ N)/N,U/N nin M/N de bir timleyenidir.

Sonu¢ 2.10.11: Tiimlenmis bir modiiliin homomorfik goriintiisii de tiimlenmistir
(Wisbauer, 1991).

Tanim 2.10.12: Bir M modiiliiniin her dual sonlu alt modiilii M nin bir direkt toplam

terimi olacak sekilde tiimleyene sahip ise M ye @-dual sonlu tiimlenmis modiil denir

(Calisic1 ve Pancar, 2004).
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2.11. Yar1 Miikemmel ve Miikemmel Halkalar ve Modiiller

Tanim 2.11.1: M ve N R-modiller olmak {izere f: M — N bir epimorfizma ve
Cek(f) K M ise f epimorfizmasma kiigiik epimorfizma denir. Bu durumda M
modiiline f:M — N kiigiik epimorfizmasi ile birlikte N modiiliiniin bir kiigiik
ortlisii denir. Eger M projektif ise M modiiline f: M — N kii¢iikk epimorfizmasi ile

birlikte N modiiliiniin projektif ortiisii denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.11.2: M bir modiil olsun. M nin her boéliim modiilii bir projektif 6rtiiye sahip

ise M ye yari-miitkemmel modiil denir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.11.3: R bir halka olsun. zR sol R-modiilii yari-miikemmel ise R halkasina

yari-milkemmel halka denir (Wisbauer, 1991).

Herhangi bir halkanin yari-miikemmel olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her sonlu

iretilmis modiiliin projektif ortiiye sahip olmasidir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.11.4: M bir projektif modiil olsun. M nin yari-miikkemmel olmas1 i¢in

gerek ve yeter kosul M nin tiimlenmis olmasidir (Harmanci vd, 1999).

Sonug 2.11.5: R bir halka olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:
I. R, yari-mikemmeldir.
ii.  gR sol R-modiilii timlenmistir.

iii.  Her sonlu iiretilmis R-modiil timlenmistir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.11.6: Birimli bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:

I. R yart miikemmeldir.

I. Her sonlu tiretilmis serbest R-modiil @-tiimlenmistir.
iii. xR modiili @-tiimlenmistir.
iV. gR modiilii @-dual sonlu tiimlenmistir.

V. Her serbest R-modiil @-dual sonlu timlenmistir (Calisic1 ve Pancar, 2004).

Sonu¢ 2.11.7: R yar1 milkemmel bolme halkast olsun. Bu takdirde her R-modiil

@-dual sonlu timlenmistir (Calisic1 ve Pancar, 2004).

Tanim 2.11.8: R bir halka olsun. Her sol R-modiil projektif ortiiye sahipse R ye sol
miitkemmel halka denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.11.9: R halkasinin sol miilkemmel olmas1 icin gerek ve yeter kosul her sol

R-modiiliin (bol) tiimlenmis olmasidir (Wisbauer, 1991).
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Teorem 2.11.10: Noetherian bir R halkasinin sol miikemmel olmasi igin gerek ve

yeter kosul sol Artinian olmasidir (Kasch, 1982).

Tanim 2.11.11: M bir modiil olsun. Eger M tiim 6z alt modiillerini igeren bir en
biiyiik 6z alt modiile sahipse M modiiliine lokal modiil denir. R halkas1 sol R-modiil
olarak lokal ise R halkasina lokal halka denir (Wisbauer, 1991).

Onerme 2.11.12: M lokal modiil olsun. Bu takdirde M nin tek maksimal alt modiilii

Rad(M) dir ve Rad(M) « M dir (Wisbauer, 1991).

Tanim 2.11.13: M bir modiil olsun. Eger M / Rad(M) yar basit ise M modiiliine
yari-lokal modiil denir. R halkasi sol R-modiil olarak yari lokal ise R halkasina yari
lokal halka denir (Facchini, 1998).

Bu boliimiin sonunda bir R halkasi i¢in asagidaki diyagram olusturulabilir.

Sol mikemmel halka

{

Lokal halka =———=— Yari-miikkemmel halka

d

Yari-lokal halka

2.12. Dedekind Bolgeleri

Tanim 2.12.1: R degismeli bolge olsun. R halkasinin her 6z ideali sonlu sayida asal
ideallerin garpimi seklinde tek tiirlii olarak yazilabilirse R halkasina dedekind bolgesi
denir. Her esas ideal bolgesi bir dedekind bolgesidir (Hungerford, 1973).

Teorem 2.12.2: R bir dedekind bolgesi olsun. R deki sifirdan farkli her asal ideal
maksimaldir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.12.3: R bir dedekind bolgesi olsun. Bu takdirde R Noetheriandir
(Wisbauer, 1999).

Tanim 2.12.4: R lokal dedekind bolgesi olsun. Eger R sol R-modiiliiniin her piir alt
modiili R nin bir direkt toplam terimi ise, R ye tam yerel Dedekind bdlgesi denir
(Krylov ve Tuanbaev, 2008).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Singiiler Modiiller

Tanim 3.1.1: M bir R-modiil olmak iizere
Z(M)={x€eM|enazhir] 2 zjRicinIx =0}
kiimesi (yani sifirlayanlart zR sol R-modiiliinde biiyiik olan M nin elemanlarinin

kiimesi) M nin bir alt modiilii olup bu alt modiile M nin singiiler alt modiilii denir

(Goodearl, 1972).

Tanim 3.1.2: M bir modiil olsun.
Z(M) = M ise M ye singiiler modiil;
Z(M) = 0 ise M ye non-singiiler modiil denir (Goodearl, 1976).

Onerme 3.1.3: N 2 M ise M / N béliim modiilii singiilerdir (Goodearl, 1976).

Boylece, E(M), M modiiliiniin injektif biirimii olmak {izere E(M) / M bolim

modiilii daima singiilerdir.

Bu 6nermenin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin, M = Z / 6Z modiilii
N = 2Z / 6Z, Z-alt modiilii icin M / N bdliim modiili singiilerdir ama N = 3Z / 6Z
icin N N K = 0 oldugundan N, M nin biiyiik alt modiilii degildir.

Onerme 3.1.4: M non-singiiler bir modiil ve N < M olsun. Bu takdirde M / N nin

singiiler olmast igin gerek ve yeter kosul N 2 M olmasidir (Goodearl, 1976).

Ispat: (&): Onerme 3.1.3 den aciktir.

(=): M / N singiiler ve x € M sifirdan farkli keyfi bir eleman olsun. Bu takdirde
M /N nin singilerligi geregi Z(M /N)=M /N oldugundan her
X=x+NE€EM/N icin Ix = 0 = N olacak sekilde bir I S R ideali vardir. Bu ise
Ix < N olmasi demektir. M non-singiiler oldugundan Ix # 0 dir. (Aksi takdirde,
I 2 iR icin Ix =0 olsa x € Z(M) olupZ(M) # 0 elde edilir. Bu ise M nin
non-singiiler olmasi ile ¢elisir.) Yardimci Teorem 2.8.20 ile N N Rx # 0 dir. Sonug
olarak N = M dir.

Onerme 3.1.5: R bir halka olsun. Bu takdirde
i.  Bir M R-modiiliiniin singiiler olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul her non-

singiiler N R-modiilii igin Homz (M, N) = 0 olmasidr.
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ii.  Non-singiiler sol R-modiillerin sinifi alt modiiller, direkt ¢arpimlar, biiyiik
genislemeler ve genislemeler altinda kapalidir.
iii.  Singiiler sol R-modiillerin smifi alt modiiller, boliim modiilleri ve direkt

toplamlar1 ve genislemeler altinda kapalidir (Goodearl, 1976).

Onerme 3.1.6: M basit bir R-modiil olsun. Bu takdirde M singiilerdir ya da
projektiftir. Ancak ikisi birden olamaz (Goodearl, 1976).

Ispat: M basit bir R-modiil oldugundan R nin bir P maksimal ideali icin
M = R / P seklinde yazilabilir. Kabul edelim ki M singiiler olmasin. Bu durumda M
nin projektif oldugunu gosterelim. M singiiler degilse izomorfu olan R / P de
singiiler olamayacagindan Onerme 3.1.3 ile P ® R dir. Yani P n K = 0 olacak
sekilde R nin sifir idealinden farkli bir K ideali vardir. Bu durumda P nin
maksimalligi g6z Oniine almarak P @ K = R yazilir. R projektif R-modiil
oldugundan direkt toplam terimi olan K dolayisiyla K = R / P = M projektiftir.
Simdi de M nin projektif iken singiiler olamayacagini gosterelim. M projektif ise
M=R/Pve0—P—R— R /P — 0 kisa tam dizisinin parc¢alanabilir oldugu
g0z Oniine alinirsa R = P @ K olacak sekilde sifirdan farkli bir K ideali vardir. O
halde P N K = 0 olacagindan P $ R dir. Dolayisiyla R / P = M singiiler degildir.

Sonug 3.1.7: Her non-singiiler yar1 basit modiil projektiftir.

Ispat: M yan basit bir R-modiil olsun. Tanim geregi M basit modiillerin bir toplam1
olarak yazilacagindan her @ € [ i¢in S, lar basit alt modiil olmak iizere M =@ S,
seklindedir. M non-singiiler oldugundan Onerme 3.1.5 ile her bir direkt toplam terimi
olan S, lar da non-singiilerdir ve dolayisiyla Onerme 3.1.6 dan projektiftir. Sonug
olarak M =& S, projektiftir.

Onerme 3.1.8: Bir N modiiliiniin non-singiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul

herhangi bir M singiiler modiilii icin Homgz (M, N) = 0 olmasidir (Goodearl, 1976).

Ispat: (=): M singiiler ve N non-singiiler birer modiil olmak iizere f: M — N bir
modiil homomorfizmasi olsun. M singiiler oldugundan Z(M) = M ve N non-singiiler
oldugundan Z(N) = 0 oldugunu biliyoruz. Buna gore f(M) = f (Z (M)) <Z(N) =
0 dir. Yani f(M) = 0 elde edilir ki bu durumda f = 0 olup Homz(M,N) = 0 dur.

(&): Herhangi bir M singiiler modiilii i¢in Homz(M,N) = 0 olsun. Bu durumda
Ozel olarak Z(N) < N singiiler alt modiili i¢in de Homg(Z(N),N) =0 dir.

34



i:Z(N) — N igcerme donilisiimii géz Oniine alinirsa bu doniistim sifir homomorfizma

olacagindan i(Z (N )) = Z(N) = 0 olup N nin non-singiilerligi elde edilmis olur.

3.2. é-Kiigiik Alt Modiiller

Teorem 3.2.1: M bir modiil ve N < M olsun. Eger M nin M / X singiiler olacak
sekildeki her X alt modili olmak tlizere N+ X =M olmast X =M olmasin
gerektiriyorsa N ye M de §-kiiciiktiir denir ve bu durum N <5 M ile gosterilir
(Zhou, 2000).

Ornekler:

¢ M nin her kii¢iik alt moduli M de §-kiigtktir.

% M nin non-singiiler yari basit her alt modiilii M de §-kiigiiktiir:
N < M non-singiiler yar1 basit bir alt modiil ve M / X singiiler olacak sekildeki bir
X<M alt modiili icin N+X=M olsun. Bu takdirde,
M/X=(N+X)/X=N/(NnX) bdlim modiilii de singiilerdir. Onerme 3.1.4
geregi N non-singiiler oldugundan NN X S N dir. NN X < N alt modiilii igin N
yar1 basit oldugundan (NNX) @ K=Nyani (NNX)+K=Nve (NNX)NK =
{0} olacak sekilde bir K < N vardir. Ancak, NN X 2 N oldugundan K = 0 olup
N N X = N elde edilir. Boylece N < X olur bu ise X = M olmasi1 demektir. Sonug
olarak N <5 M dir.

¢ Singiiler bir modiiliin §-kii¢iik alt modiilleri kiiciik alt modiillerdir:
M singiiler bir modiil, N < M §-kii¢iik alt modiilii ve bir X <M igin N+ X =M
olsun. Singiiler bir modiiliin boliim modiilii de singiiler oldugundan M / X singiiler
olup N <5 M oldugundan X = M olmalidir. N < M dir.

% Z tamsayilar halkasi, Z,e Priifer grubunu gz niine alalim. M nin her 6z alt
modiilii §-kigiiktiir.

% R yari basit halka ve M sifirdan farkli bir R-modiil olsun. M nin sifirdan farkli
her N alt modiilii §-kiiciik olmasina karsilik sifir alt modiil haricinde higbir alt

modiili kiigiik degildir.

Yardimc1 Teorem 3.2.2: N < Molsun. Bu takdirde agagidakiler denktir:
. N <KLsM.
ii.  Bir X <M alt modiilii i¢cin X + N = M ise bu takdirde projektif yar1 basit bir
Y < N alt modiilii i¢in M = X @ Y dir.
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iii. X+ N =M iseM /X projektiftir (Tribak, 2012).

Lemma 3.2.3: M bir R-modiil olsun.
i. K < N olmak iizere M nin N, K ve L alt modiilleri i¢in
& NKsMe& KKLKsMveN /K Ks M /K.
bh. N+L<&KsM & NKLsMvelL K5 M.
ii. K <&sMve f:M— N bir homomorfizma ise f(K) <5 N dir. Ozel olarak,
K <KsMC Nise K <gs N.
. Ki<M; <M, K, <M,<MveM=M dM, olsun. K; B K, Ks M &
K, <5 M; ve K, K5 M,.
iv. K < N <M veN,M nin bir direkt toplam terimi olsun. K <5 M ise K <s N
(Zhou, 2000.; Kizilaslan, 2014; Al-Takhman, 2007).

fspat:

i. a) (=): N KsM olsun. M /X singiiler olacak sekildeki bir X < M alt
modiili i¢in K+ X = M olsun. K < N oldugundan N + X = M yazilabilir. M / X
singliler ve N <s M oldugundan X = M dir. Dolayisiyla K <5 M elde edilir. Diger
taraftan, (M /K) / (X / K) = M / X singiiler olacak sekildeki bir X /K <M / K
icin (N/K)+(X/K)=M /K olsun. Bu durumda N+X=M olup M /X
singiiler ve N <5 M oldugundan X = M olur. Bu durumda X /K =M / K olup

N/ «s M/ dur.

(&=):K<KsM ve N/K «s M /K olsun. M /X singiiler olacak sekildeki bir
X <M alt modili icin N+X=M ise (N+X)/K=M /K olup buradan
N/K+X+K)/K=M/K  vyazlabilir. M /X  singller oldugundan
M/X)/(X+K)/X=M/X+K bolim modili de singiler olup
N/K<KsM /K oldugundan (X+K) /K =M /K yani X + K =M dir. Ayrica
K «s M ve M / X singiiler oldugundan X = M dir. Dolayisiyla N <5 M dir.

b) (=): N+ L <KsM olsun. M / X singiiler olacak sekildeki bir X < M alt
modili igin N+ X =M ise N+ L+ X =Molup N + L <5 M oldugundan X = M
dir. Dolayisiyla N <s M dir. Benzer sekilde L <5 M oldugu gosterilebilir.

(&): NKsM ve L K5 M olsun. M / X singiiler olacak sekildeki bir X < M alt
modiili icin (N+L)+X =M ise N+ (L+X) =M yazlabilir. M /X singiiler
oldugundan (M/X) /(X +L)/X =M /X + L Dbolim modili de singiiler olup
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N <s M oldugundan L + X = M elde edilir. Ayrica L <g5 M oldugundan X = M dir.
Dolayistyla N + L <5 M dir.

ii. K<KgM ve f:M — N bir homomorfizma olsun. N / X singiiler olacak
sekildeki bir X < N alt modiild i¢in f(K) + X = N ise her m € M igin f(m) € N
oldugundan 3k €K ve 3x€ X icin f(m) = f(k)+x olup m—k € f71(X)
dolayisiyla m € K + f~1(X) olur. Buradan M =K + f~}(X) dir. K KsM
oldugundan K' < K olacak sekilde projektif yar1 basit K'alt modilii i¢in
M=K & f1(X) dir. Bu durumda K' = M/f1(X) non-singilerdir. N /X
singiiler ve M /f ~1(X) non-singiiler oldugundan Hom(N /X ,M/f (X)) = 0 dur.

0 — X — N — N/X —— 0

l | i’ | |
- [ N

0 — fFHUX) —= M — M/fYX) — 0

Dolayisiyla yukaridaki diyagram da goz oOniine alimirsa M = f~1(X) olmalidir.
Boylece f(K) S f(M)cXnGor(f)cX olup X=N elde edilir. Ayrica,
f:M — N igerme doniisiimii olsun. K <5 M ise f(K) = K <g N dir.

iii. (=)KcSMCcM K, cSM,cMveM=M DM, ve K DK, KsM
olsun. I: M = M; @ M, — M, kanonik projeksiyon olmak iizere K; @ K, <5 M
ve homomorfizma altinda &-kigiikliik korunuyor oldugundan
I, (K; @ K,) = K; K5 My elde edilir. Benzer sekilde, I1,:M = M; @ M, — M,
kanonik projeksiyonu g6z oniine alinirsa K, <5 M, elde edilir.

(&): Ky K5 M, ve K, <5 M, olsun. Bu durumda K; <5 M ve K, <5 M dir. Sonug
olarak i. kosulu (b) sikkindan, K; @ K, = K; + K, <s M elde edilir.

iv. M=N®@S, N=K+L ve N /L singiler olsun. Bu durumda
M=(K+L)®S dir. Diger taraftan M /(LD S) =NDS)/(LBS)=N/L
singiiler ve K <5 M oldugundan M = L @ S dir. Buradan N = L olup K <5 N elde
edilir.

Tanim 3.2.4: ¢ tiim singiiler basit modiillerin ailesi olmak iizere bir M modiilii i¢in

S(M) =Nn{N <M|M /N € ¢} seklinde tanimlanir (Zhou, 2000).

Lemma 3.2.5: M ve N modulleri verilsin.

. M) =Y{L<M|L<<s M}
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ii. f:M— N modiil homomorfizmasi i¢in f(6(M)) € §(N) dir. Dolayistyla
6(M), M nin tam degismez alt modiiliidiir ve M§(R) < §(M) dir.

iii. M =@, M, isebutakdirde §(M) =B;¢; §(M;) dir.

iv.  Eger M nin her 6z alt modiilii M nin bir maksimal alt modiiliinde igeriliyorsa

bu takdirde 6 (M), M nin en biiyiik §-kiigiik alt modiilidiir (Zhou, 2000).
Not 3.2.6: M sonlu tiretilmis bir modiil ise §(M) <Ks M dir.
Onerme 3.2.7: M, §(M) = M kosulunu gercekleyen bir yerelimsi projektif modiil ise
M projektif yar1 basittir (Aydogdu, 2013).
Onerme 3.2.8: M sifirdan farkli bir modiil olsun. M nin basit projektif direkt toplam

terimi yoksa §-kiigiik alt modiilleri ile kii¢iik alt modiilleri ¢akisir (Tribak, 2015).

Onerme 3.2.9: Bir R halkas: i¢in asagidaki ifadeler denktir:
i. M R-modiiliiniin her N alt modiiliiigin N Ks M & N < M.
ii.  Rninher[idealiigin I <5 xR & [ K gR.
lii.  Her basit R-modiil singiilerdir.
IV. R nin her maksimal ideali biiyiiktiir (Tribak, 2015).

Sonug¢ 3.2.10: R her basit modiilii singiiler olan bir halka olsun. M bir R-modiil,
N < M ve K, M de N nin bir §-tiimleyeni ise K, M de N nin bir timleyenidir (Tribak,
2015).

Sonug 3.2.11: R her maksimal ideali R de biiyiik olan bir halka olsun. Bu takdirde

her §-timlenmis modiil timlenmistir (Tribak, 2015).

Tanim 3.2.12: M bir modiil olsun. M nin her 6z alt modiilii M de §-kiiciik ise M ye
5-oyuk modiil denir (Ungér ve ark., 2012).

Tanim 3.2.13: M bir modiil olsun. §(M) <s M ve §(M), M nin maksimal alt modiil
ise M ye &-lokal modiil denir (Tribak, 2012; Tribak, 2013).

3.3. Projektif §-Ortiiler

Tanim 3.3.1: M bir modiil, P bir projektif modiil ve f: P — M homomorfizmasi
Cek(f) <s P kosulunu gergekleyen bir epimorfizma ise (P,f) ikilisine M
modiiliintin projektif §-ortiisii denir (Zhou, 2000).

Bir M modiiliiniin her projektif ortiisii ayn1 zamanda projektif §-orttidiir.
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Lemma 332 M =M, &M, D ..EM, ve her i=1,2,...,n igin p;: P, — M;
birer projektif §-6rtii olsun. P = P, @ P, @ ... D P, olmak tizere p =@ p;: P — M
bir projektif §-ortiidiir (Zhou, 2000).

Ispat: Her i igin p; ler birer kii¢iik epimorfizma oldugundan Cek(p;) <s P; olup
Cek(p) =@ Cek(p;) Ks@ P; = P dir. Ayrica her i =1,2,..,n i¢in P; ler birer
projektif R-modiil oldugundan P =P; @ P, @ ... D B, de projektif R-modiildiir.
Sonug olarak p =@ p;: P — M, M nin bir projektif §-ortiistidiir.

Yardimc1 Teorem 3.3.3: p:P — M projektif §-ortii, Q bir projektif modiil,
q:Q — M epimorfizma olsun. Bu durumda P ve Q nun asagidaki kosullari
gercekleyen P = A @ B ve Q = X @ Y ayrnisimlart vardir

. A=K,

ii.  p|a: A — M projektif §-ortiidiir,

iii.  q|x:X — M projektif §-ortiidiir,

iv. B projektif yar1 basit modiil olmak tizere B € Cek(p) ve Y < Cek(q) (Zhou,
2000).

Lemma 3.3.4: P bir projektif modiil ve N < P olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir:
i. P/ N projektif §-ortiiye sahiptir.
ii. PL<N, P,NN<KLsP ve P=P, @ P, olacak sekildeki P;,P, <P alt
modiilleri vardir (Zhou, 2000).

Ispat: (i) = (ii): q:Q — P /N projektif 5-6rtii ve p:P — P /N kanonik
epimorfizma olsun. Q projektif oldugundan asagidaki
-~ Q

e lq
A

A
pP——>P/N—> 0

diyagrami degismeli kilacak sekilde bir h homomorfizmasi vardir. g:Q — P / N
projektif §-ortii, P bir projektif modiil, p: P — P / N kanonik epimorfizma olmak
lizere Yardimci teorem 3.3.3 geregi P nin p|p:P; — P / N projektif §-ortii ve
P, € Cek(p) olacak sekildle P =P, @ P, aynsimi mevcuttur. Ustelik
Cek(plp,) =P, NN K5 Py <P yani P,NN <z P ve P, < Cek(p)=N olup
istenen elde edilir.
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(ii) = (i): P = P, @ P, ve P projektif oldugundan direkt toplam terimi olan P, de
projektif olup plp,:P, = P /N kanonik epimorfizmasi icin
Cek(p|P2) =P, NN <5 P ve P, direkt toplam terimi oldugundan Cek(plpz) Ls P,
dir. Sonug olarak (P, p|p,) iKilisi P / N nin projektif §-ortiistidiir.

Tanim 3.3.5: R bir halka olsun. Her R-modiil projektif &-Ortiiye sahipse R ye
§-miikemmel halka denir. Eger her basit R-modiil projektif §-Ortiiye sahipse R ye
6-yar1 mikemmel halka denir (Zhou, 2000). Her mikemmel halka
6-mitkkemmeldir. Yar1 miikemmel halkalar ve &-miilkemmel halkalar &-yari

mikemmeldir.

Teorem 3.3.6: Bir R halkasi igin asagidaki ifadeler denktir:
i. R §-yar1t mikemmel halkadir.

ii.  Her sonlu tiretilmis R-modiil projektif §-0rtiiye sahiptir.

iii. R nin her I sag ideali e =e? € R ve S € §(R) olmak iizere | =eR P S
seklinde yazilir.

iv. R/ 6(R) yan basit halkadir ve idempotentler § (R) moduna yiikseltgenir.

V. ey, ey, .., e,idempotentlerinin tam ortogonel bir sistemi mevcuttur dyle ki;
her bir i = 1,2, ...,n i¢cin e;R basit R-modiildiir ya da e;R bir tek biiyiik
maksimal alt modiile sahiptir.

vi. I,R nin sayilabilir ¢oklukta iiretilmis sag ideali olmak iizere R /I bolim

modilii projektif §-ortiiye sahiptir (Zhou, 2000).

Teorem 3.3.7: Bir R halkasi1 asagidaki ifadeler denktir:
i. R §-miikemmel halkadir.
ii.  Her yari basit R-modiil bir projektif §-ortiiye sahiptir.
iii. R &-yart miikemmel halkadir ve her M R-modiilii igin §(M) <5 M.
iv. R /Soc(R) sag mikemmel halkadir ve idempotentler §(R) moduna
yiikseltgenir (Zhou, 2000).

Yardimci Torem 3.3.8: R bir halka, ] = Jac(R) ve S = Soc(R) olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir:
I. R yart miikemmeldir.
ii. R &-yart miikemmeldir ve yari lokaldir.
lii. R &-yart miikemmeldir ve S / (S NJ) sonlu tretilmistir (Biyiikasik ve Lomp,

2010).
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3.4. §-Tiimlenmis ve §-Lifting Modiiller

Lemma 3.4.1: M bir modil, N ve L, M nin birer alt modilii olsun. Bu takdirde
asagidakiler denktir:

1. M=N+LveNNL<KLgLdir.

2. M=N+1L olsun. Bu durumda L nin L /K singiiler olacak sekildeki

herhangi bir K 6z alt modiilii i¢in M # N + K dir(Kosan, 2006).

Ispat: (1 = 2): K,L nin L /K singiiler olacak sekilde herhangi bir alt modiilii
olmak lizere M = N + K olsun. Bu durumda esitligin her iki yaninin L ile arakesiti
alinarak modiiler kurali uygulanirsa M NL=(N+K)NnL buradan da
L=K+ (NnL) elde edilir. L /K singiiler ve N NL <sL oldugundan K = L
bulunur.
(2= 1): T, Lnin L /T singiller olacak sekildeki bir alt modiilii olmak tizere
L=(NNL)+T olsun. Bu durumda M =N+ L =N+T olup hipotez geregi
T = L bulunur. Dolayistyla N N L <5 L dir.

Tanim 3.4.2: Eger N ve L bir M modiiliiniin Lemma 3.4.1 deki denk kosullart
gercekleyen alt modiilleri iseler L ye N nin M de §-tiimleyeni denir. Eger M nin her

alt modiilii M de bir §-tiimleyene sahipse M ye §-tiimlenmistir denir (Kosan, 2006).

Aciktir ki, her tiimlenmis modiil §-tliimlenmistir ve her singiiler §-tiimlenmis

modiil de timlenmistir.

Asagidaki tanim lifting modil (Clark ve dig., 2006) kavraminin bir

genellestirmesi olarak diistiniilebilir.

Tanim 3.4.3: M bir modiil, N < M herhangi bir alt modiilii olsun.A < N ve
N N B «s M olmak tizere M nin M = A @ B seklinde bir ayrisimi bulunabiliyorsa
M ye §-lifting modiil denir (Kosan, 2006).

Onerme 3.4.4: M bir modiil U,V < M olmak iizere V,U nun M de bir §-tiimleyeni
olsun. Bu takdirde
. W<UiginW +V =MiseV,W nin M de bir §-timleyenidir.
ii. K <sMiseV,U+ K nin M de bir §-tiimleyenidir.
lii. KKLKgMiseKNV LsVvesV)=VndsM)dir.
iv. L<Uigin(V+L)/L,U/LninM/L de bir §-tiimleyenidir.
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V. 6§(M)KsM ve p:M — M/S§(M) kanonik epimorfizma olmak {izere
M/S(M) = p(U) + p(V) dir (Nematollahi, 2009).

Lemma 3.4.5: M bir modiil, K, L ve H, M nin birer alt modiilii olsun. K, L nin M de
bir §-tiimleyeni ve L, H mm M de bir §-tiimleyeni ise L, K nin M de bir §-tiimleyenidir
(Kosan, 2006).

Ispat: K,L nin M de §-tiimleyeni oldugundan K + L = M ve K N L <5 K dir. Buna
gore K N L K L oldugunu gostermek yeterlidir. L / X singiiler olacak sekildeki bir
X<L ig¢in KNnL+X=L olsun. L,H nmn §-timleyeni oldugundan
M=L+H=[(KNL)+X]+H olup KNL Ks M oldugundan Lemma 3.2.2
geregi bir Y < K N L projektif yart basit alt modiilii icin M =Y @ (X + H) dir.
Esitligin her iki yaninin L ile arakesiti alinarak Modiiler kuralindan faydalanilirsa
L=Y®X)+(LNnH) yazlabilir. L/(X+Y) singiler ve LNH<KsL
oldugundan L = X @ Y bulunur. L / X singiiler ve Y projektif yar1 basit oldugundan
L = X elde edilir.

Lemma 3.4.6: M §-timlenmis bir modiil olsun. Bu durumda M / §(M) yar1 basittir
(Kosan, 2006).

Ispat: §(M) < N < M olacak sekildeki M nin bir N alt modiilii i¢in M §-tiimlenmis
oldugundan M = N+ X ve NNX <s X olacak sekilde bir X < M §-tiimleyeni

mevcuttur. Buradan
M/S(M)=N/S5M)+ (X+6M))/5(M) ve

(N/sM)) n (X+86(M)) /M) =((NnX)+EM)) /(M) ={5M)}
bulunur ki bu M / §(M) nin her alt modiiliiniin bir direkt toplam terimi olmasi

demektir. Dolayistyla, M / §(M) yar basittir.

Teorem 3.4.7: M §-tiimlenmis bir modiil olsun. Bu takdirde M nin M = M; @ M,
kosulunu gergekleyen M; yari basit alt modiilii ve §(M,) < M, olan bir M, alt

modiilii mevcuttur (Kosan, 2006).

Ispat: My, M nin §(M) @ M; < M kosulunu gercekleyen bir alt modiilii olsun. Bu

takdirde, M §-timlenmis oldugundan M = M; + M, ve M; N M, <s M, olacak

sekilde bir M, < M alt modiilli mevcuttur. Ayni zamanda &§(M,) < §(M)

olacagindan M; N M, < §(M) dir. Buradan M = M, @ M, oldugu goriilebilir.

Ayrica, §(M) = §(M;) 2 M, dir. Diger taraftan, M §-timlenmis oldugundan
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M/S6(M)=M/S§(M,) yar basittir. Yart basit bir modiiliin her boliim modiili de
yari basit olacagindan ve Mi=M/M, < (M/5(M)) /] (M,/5(M))

izomorflugundan faydalanilarak M; in yar1 basit oldugu gosterilmis olur.

Lemma 3.4.8: M m-projektif bir modil olsun. N ve K, M de birbirinin
§-timleyenleri iseler N N K projektif ve yari basittir. Ayrica, M projektif ise N ve K
da projektiftir (Kosan, 2006).

Ispat: M m-projektif R-modiil oldugundan her (n,k) € N @ K eleman1 igin
f ((n, k)) =n+k ile tanmhi f:N@G K — N+ K =M endomorfizmasi i¢in
Ker(f) ={(n,—m)|n€ NNK} olup f aynsabilir oldugundan U =M i¢in
N@K =Ker(f) @U seklinde yazilabilir. NNK <N, NNK <5 K,
Ker(f) = N N K durumlart géz 6niine alinirsa Ker(f) <s N @ K olur. O halde,
N @ K =Y @ U olacak sekilde bir Y < Ker(f) projektif yar1 basit bir alt modiil
mevceuttur. Y = Ker(f) = N N K iliskisi goz oniline alinirsa N N K nin projektif yar1

basit oldugu gosterilmis olur.

Lemma 3.4.9: M = A+ B olsun. M / A bir projektif §-ortiiye sahipse B, A nin bir
§-tlimleyenini icerir (Kosan, 2006).

Ispat: f:P — M / A projektif §-6rtii ve p: B — M / A dogal homomorfizma olsun.
P projektif oldugundan

p f M/A

diyagrami degismeli yani pog = f olacak sekilde g:P — B homomorfizmasi
vardir. (pog)(P) = f(P) oldugundan A+ g(P) =M ve An g(P) = g(Cek(f))
esitlikleri elde edilebilir. f projektif §-6rtii odugundan Cekf <5 P olup buradan g
homomorfizmasi i¢in g(Cek(f) ) <5 g(P) olacagindan A N g(P) <5 g(P) bulnur.
O halde g(P), A nin B iginde bir §-tiimleyenidir.

Onerme 3.4.10: P bir projektif modiil olsun. P nin §-tiimlenmis modiil olmas1 i¢in

gerek ve yeter kosul P nin §-lifting modiil olmasidir (Kosan, 2006).

Ispat: (&): Agik.
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(=): Kabul edelim ki P bir projektif §-tiimlenmis modiil olsun. P nin §-lifting
oldugunu gosterelim. Bunun igin (Zhou, 2000, Lemma 2.4) N < P keyfi bir alt
modiil olmak tizere P /N nin projektif §-6rtiiye sahip oldugunu gostermek
yeterlidir. P nin §-tiimlenmisligi geregi N + X = P ve N N X <5 X olacak sekilde
bir X<P alt modili vardir. II:P — P /N dogal homomorfizma ve
[|x: X — P / N kisitlanig homomorfizmasi olmak lizere P projektif oldugundan
[1|lx og = 1l olacak sekilde g: P — X homomorfizmasi vardir. Buradan kisitlanig
fonksiyonunun tanimi geregi g(P) + N = P oldugu kolaylikla elde edilebilir. Her
iki tarafin X ile arakesiti alinarak modiiler kurali uygulanirsa
X =g(P)+ (XN N) bulunur. NN X <5 X oldugundan projektif yar1 basit bir
Y < N N X alt modiili i¢cin X = g(P) @ Y dir.

Simdi, g(P) N N <5 g(P) oldugunu gosterlim. P / Z singiiler olacak sekildeki
her hangi bir Z < P icin (g(P)NN)+Z = g(P) olsun. g(P)NN<XNN ve
NNX<KsX oldugundan X =g(P)@Y=(gP)NN)+ZDY =((XNN)+
2)®BY=XNN)+Z@®Y) oup X/ ZOY)=(gP)NN)Y+2)/Z=
gP)/Z<P/Z singilerligi geregi X=Z@PY =g(P)DPY elde edilir ki
buradan Z = g(P) bulunur. Sonug¢ olarak g(P), N nin P de §-tiimleyenidir. Son
olarak, g(P) nin projektif oldugunu gosterelim. P §-timlenmis oldugundan
g(P) < P alt modilii P de bir Q &-timleyenine sahiptir. Lemma 3.4.5 geregi
g(P), Q nun P de §-timleyenidir. Lemma 3.4.8 geregi P projektif ve g(P) ile Q
karsilikli (mutual) §-tiimleyenler oldugundan g(P) projektiftir. g(P) N N <5 g(P)
oldugundan g(P), P / N nin projektif §-ortiisiidiir. Dolayisiyla, P nin her bolim
modiilii projektif §-ortiiye sahiptir. P modiilii §-liftingdir.

Teorem 3.4.11: Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir:
I. R §-yarimiikemmel bir halkadir.
ii. Her sonlu tiretilmis modiil §-tiimlenmistir.
iii. Her sonlu iiretilmis projektif modiil §-tiimlenmistir.
iv. Her sonlu iiretilmis projektif modiil &-liftingdir.

V. R nin her ideali R de bir §-tiimleyene sahiptir (Kosan, 2006).

Ispat: (1) = (2): M sonlu iiretilmis bir modiil ve N < M olsun. Bu takdirde
M =N+ M ve M /N bir projektif §-ortiiye sahiptir. Boylece Lemma 3.4.9 geregi

M, N nin bir §-tiimleyenini igerir. Sonug olarak, M §-tiimlenmistir.
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(i) = (iii): Agik.

(iii) = (iv): Onerme 3.4.10 dan acik.

(iv) = (v): Agik.

(v) = (i): Hipotez geregi, RR sol R-modiilii §-tiimlenmistir. Onerme 3.4.10
kullanilarak gR modiiliiniin §-lifting oldugu kolayca soylenilebilir. Her devirli

modil bir projektif §-ortiiye sahiptir. R §-yart miikemmel halkadir.

Teorem 3.4.12: Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir:
i. R §-mitkemmel bir halkadr.
ii. Her R-modiil §-tiimlenmistir.
iii.  Her projektif modiil §-tiimlenmistir.

iv. Her projektif modiil §-liftingdir (Kosan, 2006).

Ornekler
¢ Z Z-modiili icin yanizca 0 ve Z bu modiiliin §-tlimleyen alt modiilleridir
ve tek §-kiiciik alt modiilii, 0 alt modiiliiniin kendisidir.

% Zg 6-milkemmel halka oldugundan tizerindeki her Zg-modiil §-tiimlenmistir.

Tanim 3.4.13: M bir modiil olsun. M nin dual sonlu her alt modiuli M de bir

§-tlimleyene sahipse M ye dual sonlu §-tiimlenmis modiil denir (Al-Takhman, 2007).

Tanimlarindan da kolayca anlasilacagi iizere her §-timlenmis modiil ayn1 zamanda
dual sonlu §-timlenmis olup M sonlu iiretilmis oldugunda tersinin de dogrulugunu

s0ylemek miimkiindiir.

3.5. Zayif 6-Tiimlenmis Modiiller

Tanim 3.5.1: M bir modiil, U,V < M olsun. M =U+VveUNV KsMiseV yeU
nun M de bir zayif §-timleyeni denir.
Eger M nin her alt modili M de bir zayif §-tiimleyene sahipse M ye zayif

§-tiimlenmis modiil denir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Tanim 3.5.2: M bir modil, U <M olsun. U+ V =M sartin1 saglayan her V alt
modiili i¢in U nun V' < V olacak sekilde M de bir V' zayif §-tiimleyeni varsa U ya
M de bol zayif §-timleyene sahiptir denir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).
Eger M nin her alt modiilii M de bol zayif §-tiimleyene sahipse M ye bol zayif

6-timlenmis modiil denir.
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Yardime1 Teorem 3.5.3: f: M — N bir homomorfizma ve M nin Cek(f) yi kapsayan
bir L alt modiili M de zayif §-tiimleyen ise f(L) de f (M) de bir zayif §-tiimleyendir
(Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: L,M de K nin zayif &-timleyeni olsun. Bu durumda M =L+ K ve
LNK <gs M dir. f homomorfizma oldugundan f(M) = f(L+ K) = f(L) + f(K)
ve Lemma 3.2.3 (ii) ozelligi geregi f(L N K) K5 f(M) dir. Cek(f) S L oldugundan
fANK)=fL)NfEK) Ls f(M) olup  f(L), f(M) de f(K) nn zayf

d-tiimleyenidir.

Onerme 3.5.4: Zayif §-tiimlenmis bir modiiliin homomorfik goriintiisii de zayif

§-timlenmistir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: f:M — N bir homomorfizma ve M zayif §-tiimlenmis modiil olsun. X, f (M)
nin bir alt modiilii olmak iizere M zayif §-tiimlenmis oldugundan f~1(X), M de bir
zayif §-tiimleyene sahiptir. Yardimci teorem 3.5.3 den f(f~1(X)) = X n f(M) = X,
f (M) de bir zayif §-tlimleyene sahiptir.

Sonug 3.5.5: Zayif §-tiimlenmis bir modiiliin b6liim modiilii de zayif §-tlimlenmistir.

Tanim 3.5.6: M ve N birer R-modill ve f:M — N bir epimorfizma olsun. Eger
Cek(f) <s M ise f ye bir §-kiigiik ortii denir (Zhou, 2000).

Lemma 3.5.7: f:M — N §-kiiciik ortii ve L <5 N ise f~1(L) <s M dir (Talebi ve
Hamzekolaei, 2009).

Ispat: M /T singiiler olacak sekilde bir T < M i¢in f~*(L) + T = M olsun. Bu
durumda fF(f YL+ T) = F(F W) + F(M) =LnGor(f)+ f(T)=LNN+ f(T) =
L+ f(T) = N dir. N/f(T) singiiler ve L «<s N oldugundan f(T) = N olup buradan
FHF(M) = FY(N) yani T + Cek(f) = M elde edilir. f:M — N §-kiigiik ortii
oldugundan Cek(f) «<s M olup M /T nin singiilerligi geregi T = M bulunur.

Lemma 3.5.8: f: M — N §-kiigiik ortii ve f(L) N de zayif §-tiimleyene sahip olacak

sekilde M nin bir alt modiilii olsun. Bu takdirde L, M de zayif §-tiimleyene sahiptir
(Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: f(L),N de zayif &-timleyene sahip oldugundan bir T < N alt modiilii i¢in
f(L)+T=N ve f(L)NT K5 N dir. Buradan f~1(f(L)+T)=f"1(f(L)) +
fFATM)=L+Cek(f)+f(T)=L+f(T)=M ve Lemma 357 geregi
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LnfIM<fYfU)NT)Ks fA(N)=M olup f~X(T), LdeM nin zayif

§-timleyenidir.

Sonu¢ 3.5.9: Zayif §-timlenmis bir modiiliin her &-kiiglik Ortiisii de zayif

4 -tiimlenmistir.

Lemma 3.5.10: f:M — Nve g:N — K modiill homomorfizmalar1 birer §-kiigiik
ortliise gf: M — K bir §-kiigiik ortiidiir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: M nin M /T singiiler olacak sekilde bir T alt modiilii i¢in Cek(gf) +T =M
olsun. f(Cek(gf)+T)=f(M)=N olup f(Cek(gf)) S Cek(g) oldugundan
Cek(g)+ f(T) =N yazilir. N/f(T) singiler ve Cek(g) <s N oldugundan
f(T)=N= f(M) dir. Buradan T + Cek(f) =M + Cek(f) =M olmak iizere
Cek(f) <5 M ve M /T singiiler oldugundan T = M elde edilir.

Onerme 3.5.11: M bir modiil, K, M nin bir alt modiilii olsun. K, M de bir N alt
modiiliiniin zayif §-timleyeni veT <5 M ise K, M de N+ T nin de bir zayif
d-timleyenidir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: f ve g homomorfizmalar1 f:M — M/N @ M/K,f(m) = (m + N,m + K)
ve g: M/N®M/K > M/(N®T)DM/K,gm+N,m +K) =(m+NDT,m+K)
seklinde tanimlansin. M = N + K oldugundan f bir epimorfizmadir. K, M de N nin
zayif §-tiimleyeni oldugu i¢in Cek(f) = NN K <s M dir. Dolayisiyla f bir §-
ortidiir. Diger taraftan Cek(g) = (N+T)/N@O0 dir ve m:M — M/N dogal
epimorfizmast i¢in T s M oldugundan (N +T)/N = n(T) Ksn(M) =M/N P
M/K dir. Bu yiizden g bir §-6rtiidiir. Lemma 3.5.10 dan gf de §-6rtii olup (N +T) n
K =Cek(gf) KsM dir. Ayrica M=N+K=(N+T)+K oldugundan
K,M de N + T nin bir zay1f §-tiimleyenidir.

Yardimci Teorem 3.5.12: M bir modiil ve K, M; < M olsun. M; zayif §-timlenmis
ve M; + K, Mde zayif §-tlimleyene sahip ise K, M de bir zayif §-tlimleyene sahiptir
(Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: My + K,M de bir N < M zayif §-tiimleyene sahip ise M; + K + N = M ve
(My+K)nNnN <LsM dir. M; zayif §-tiimlenmis oldugundan (K + N)n M, alt
modiili de M, de bir L zayif §-tiimleyenine sahiptir. Buradan M = M; + K + N =
MiNnL+(K+N)+K+N=K+L+N dir. Ayrica (K+N)NnL=[(K+N)n
M;]N L Ks M, olup
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KN(L+N)S[(K+L)NN]+[(K+N)NL]<[(K+M)NN]+[(K+N)n
L] <5 M elde edilir. Sonug olarak N + L, K nin M de bir zayif §-tiimleyenidir.

Onerme 3.5.13: M, ve M, zayif §-tiimlenmis modiil ve M = M; + M, ise M de zayif
§-timlenmistir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: M nin her N alt modiilii i¢cin M; + (M, + N),M de 0 asikar zayif
§-timleyenine sahiptir. M; zayif §-timlenmis oldugundan Yardimci teorem 3.5.12
geregi M, + N,M de bir zayif &-timleyene sahiptir. M, zayif &-timlenmis
oldugundan yine Yardimci teorem 3.5.12 geregi N,M de bir zayif §-tiimleyene
sahiptir.

Sonu¢ 3.5.14: Zayif §-tiimlenmis modiillerin her sonlu toplami da zayif

§-timlenmistir.

Onerme 3.5.15: Zayif §-tiimlenmis bir modiiliin her tiimleyen alt modiilii ve her

direkt toplam terimi de zayif §-tiimlenmistir (Talebi ve Hamzekolaei, 2009).

Ispat: M zayif §-tiimlenmis bir modiil ve N < M tiimleyen alt modiilii olsun. O halde
K <M alt modiili igin N+ K =M ve NNK < N dir. M zayif §-timlenmis
oldugundan ikinci izomorfizma teoremi geregi M/K =N+ K/K =N/NNK
bolim modiili de zayif §-tiimlenmistir. N N K <5 N oldugundan m: N — N/N N K
dogal epimorfizmasi bir §-kiigiik epimorfizma olup N kiigiik Ortiisii de zayif
O-timlenmigtir.Ayrica her direkt toplam terimi J-tiimleyen oldugundan zayif

6 -tiimlenmistir.

Teorem 3.5.16: M bir modiil, K singiiler ve M nin bir N maksimal alt modiiliiniin
zay1f §-tiimleyeni olacak sekilde bir alt modiilii olsun. Eger K + U, M de bir zayif
d-timleyene sahip ise U da M de bir zayif §-timleyene sahiptir (Talebi ve
Hamzekolaei, 2009).

Ispat: X, K+ U nun M de bir zayif §-tiimleyeni olsun. O halde M = (K + U) +
X=K+X)+UveXn(K+U) <sMdir. Eger KN (X +U) S KNN <Kz M ise
bu takdirde UNn(K+X)<XnNn(K+U)+KnNnX+U)<KsM olup sonugta
K + X, U nun M de bir zayif §-timleyenidir. Kabul edelimki KN (X +U) € KN N
olsun. K/KNN =K+ N/N = M/N oldugundan K N N, K nin bir maksimal alt
modiiliidiir. Dolayisiyla KNN+KnNX+U)=K olup KNNKsM ve
M/(X+U)=K/[Kn(X+U)] singiler oldugundan M =X+ U+ K=X+U +
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(KNN)+Kn(X+U)=X4+U+KnN ifadesindken M =X+ U elde edilir.
XNU<XN(K+U) s M oldugundan X, U nun M de zayif §-tiimleyenidir.

Tanim 3.5.17: M bir modiil olsun. M nin her dual sonlu alt modiili M de bir zayif
§-tiimleyene sahipse M ye dual sonlu zayif §-tliimlenmis modiil denir ve bu modiil

kisaca "6 — cws" modiil olarak adlandirilir(Eryilmaz, 2017).

Yardimer Teorem 3.5.18: f: M—N bir homomorfizma, L, M nin Cekf yi kapsayan
ve M de zayif §-tiimleyen olan bir alt modiilii olsun. Bu takdirde f(L), f(M) de bir
zay1f §-tiimleyendir (Eryilmaz, 2017).

Ispat: L,M de bir K alt modiiliiniin zayif &-tiimleyeni ise L+K =M ve
LNK KsgM dir. Buradan f(L+K)=f(L)+f(K)=f(M) ve Cek(f)SL
oldugundan f(L) N f(K) = f(LNK) K f(M) dir. Dolayisiyla f(L), f(M) de
f(K) nin bir zay1f §-tiimleyenidir.

Onerme 3.5.19: Bir § — cws modiiliin homomorfik goriintiisii de § — cws modiildiir

(Eryilmaz, 2017).

Ispat: f: M—N bir homomorfizma ve M bir § — cws modiil olsun. U < f(M) dual
sonlu alt modiilii olmak iizere Y: M — f(M)/U her m € M igin Y(m) = f(m) + U
ile tanimli 3 fonksiyonu bir epimorfizma olup Ceky = f~1(U) dur. M/Ceky =
f(M)/U oldugundan M/f~1(U) = f(M)/U dur. Bodylece M/f~1(U) sonlu
tiretilmis olup M &-cws oldugundan f~1(U),M de bir zayif &-tiimleyendir.
Yardimei teorem 3.5.18 dan U = f(f~1(U)), f(M) de bir zayif §-tiimleyendir.

Sonug 3.5.20: Bir § — cws modiiliin boliim modiilii de § — cws dir.

Yardimcr Teorem 3.5.21: M bir R-modiil, U < M dual sonlu alt modiili ve N < M
dual sonlu zayif §-tlimlenmis alt modiilii olsun. N + U, M de zayif §-tiimleyene

sahip ise U da M de zayif §-tiimleyene sahiptir (Eryilmaz, 2017).

Ispat: X,N + U nun M de zayif §-tiimleyeni olsun. Bu durumda (N + U) + X = M
ve (N+U)NX Kg M dir. Ayrica U < M dual sonlu alt modiil oldugundan M /U
sonlu tretilmis olup bolim modili olan (M/U)/((X + U)/U) sonlu iiretilmistir.
M/ (X+0)/u)y=M/X+U)=(N+X+U)/X+U)=N/(Nn X +U))
izomorflugu geregi N/(N N (X + U)) da sonlu iiretilmis olup N < M dual sonlu
zayif §-timlenmis oldugundan N N (X + U),N de bir Y zayif §-tiimleyenine

sahipti. Yani NN (X +U)+Y=Nve Nn(X+U)NY=YNX+U) KsN <
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M dir. Buradan M =U+X+N=U+X+[NNn(X+U)]|+Y=U+X+Y ve
UNX+D<SXNnY+D+FYnX+D]<SXNnN+D]+[YnX+V)] K5 M
dir. Sonug olarak, X + Y, U nun Mde zayif §-timleyenidir.

Teorem 3.5.22: Keyfi sayida dual sonlu zayif §-tiimlenmis modiiliin toplami da dual

sonlu zay1f §-tiimlenmistir (Eryilmaz, 2017).

Ispat: R bir halka, {M;};c;, M = Y;e; M; olacak sekilde dual sonlu zay1f §-tiimlenmis
modiillerin bir ailesi ve N < M dual sonlu alt modiil olsun. Bu durumda M /N sonlu
tretilmistir ve dolayisityla M/N =< {x; + N,x, + N, ..., x; + N} > olacak sekilde
x; € M,1 <i < k vardir. Buradan M = Rx; + Rx, + ---+ Rx;, + N yazilabilir. Her
bir x; elemani igin x; € }.jep, M; olacak sekilde I kiimesinin F; sonlu alt kiimesi
bulunabileceginden Rx; + Rx, + -+ Rxy < Y ;e M; olacak sekilde I mnin
F = {iy, i3, ..., i} sonlu alt kiimesi vardir. O halde M = Y}i_; M;, + N yazilabilir.
M = M; + (Xt=2M;, + N) nin M de 0 (sifir) zayif §-tiimleyenine sahip oldugu
agiktir. M;, dual sonlu zayif §-timlenmis oldugundan (¥i-,M;, + N) Yardimci
Teorem 3.5.21 geregi M de bir zayif §-tlimleyene sahiptir. Benzer sekilde devam
edilerek Yardimci Teorem 3.5.21 r-defa uygulandiginda N nin M de bir zayif

§-tlimleyene sahip oldugu elde edilir.
Onerme 3.5.19 ve Teorem 3.5.22 nin bir sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir:

Sonug¢ 3.5.23: M § — cws modiil ise her M-iiretilmis modiil de § — cws modiildiir

(Eryilmaz, 2017).

Teorem 3.5.24: M bir § — cws modiil ve §(M) < N olsun. Bu takdirde M /N nin her
dual sonlu alt modiilii bir direkt toplam terimidir (Eryilmaz, 2017).

Ispat: U/N < M/N dual sonlu alt modiil olsun. (M/N)/(U/N) = M /U oldugundan
U M nin dual sonlu alt modiiliidiir. M § — cws oldugundan U M de bir V zayif
d-tlimleyenine sahiptir. Yani U +V =M ve U NV Ks M dir. f: M— M /N kanonik
epimorfizma olmak tizere (V + N)/N,U/N nin M/N de zayif §-timleyenidir.
Ayrica U NV Kg M oldugundan U NV < §(M) < N olup U/N, M /N nin bir direkt

toplam terimidir.

Sonug 3.5.25: M bir § — cws modiil olsun. M/§(M) nin her dual sonlu alt modiilii
bir direkt toplam terimidir.
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Teorem 3.5.26: M bir modiil ve N <s M olsun. M/N bir § — cws modiil ise M de
é — cws modiiliir (Eryilmaz, 2017).

Ispat: U, M nin dual sonlu alt modiilii olsun. M /U sonlu iiretilmis ve M /(U + N) =
M/U)/((U+N)/U) oldugundan U + N, M nin dual sonlu alt modiliidiir.
(U+ N)/N, M/N nin dual sonlu alt modiilii ve M/N § — cws modiil oldugundan
bir X/N <M/N alt modiilii icin (U+N)/N+X/N=M/N ve
(U+N)JNNX/N={UnNX+N)/N Ks M/N dir. Buradan U+X =M olup
N &5 M oldugundan UNX <UNX+ N <5 M dir. Dolayisiyla X,M de U nun

zay1f §-tiimleyenidir.

Lomp (1999, Sonug 3.2), R halkasinin yar1 lokal olmas1 i¢in gerekli ve yeterli
kosulu gR sol R-modiiliiniin zayif tiimlenmis R-modiil olmas1 seklinde ifade
etmistir.

Sonu¢ 3.5.27: R halkasmnin §-yar1 lokal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

rR sol R-modiiliiniin § — cws modiil olmasidir.

Ispat: R halkas1 §-yar1 lokal olsun. Bu durumda R/&(R) yari basittir. Yani her alt
modiilii bir direkt toplam terimi yani bir §-tlimleyen dolayisiyla zayif §-tiimleyendir.
Buna gore R/5(R) & — cws modiildiir. Ustelik §(R) <5 R oldugundan Teorem
3.5.26 geregi R de § — cws modiildiir. Tersine R de § — cws modiil olsun. Buradan
Teorem 3.5.24 geregi §(R) < R oldugundan R/6(R) nin her alt modiili bir direkt
toplam terimidir. Yani R/§(R) yari basittir. Bu durumda R halkasi1 §-yari1 lokaldir.

Sonug 3.5.23 geregi her R-modiil gR-iiretilmis oldugundan asagidaki sonug

verilebilir.

Sonu¢ 3.5.28: R halkasinin §-yar1 lokal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

R-modiilin § — cws modiil olmasidir.

3.6. Her Dual Sonlu Genislemesinde Tiimleyene Sahip Modiiller

Bir M R-modiilii i¢in asagidakileri g6z 6niine alalim.
(E): M her genislemesinde bir tlimleyene sahiptir.

(EE): M her genislemesinde bol tiimleyene sahiptir.

51



Bu 6zellikli modiillerin gosterimi ilk olarak 1974 yilinda Zoéschinger tarafindan
ortaya konmus ve ayni ¢aligma icerisinde (E) ve (EE) ozelligine sahip modiillerin

yapisi belirlenmistir.

Tanim 3.6.1: M bir modiil, m € M,N < M ve m+ N = {m+ x | x € N} kiimesi M
nin bir yan siifi olmak iizere {C;};c;, M nin yan siniflarinin bos kiimeden farkli bir
ailesi olsun. Eger I nin bos kiimeden farkli her sonlu F alt kiimesi i¢in N;cr C; bos
kiimeden farkli ise {C;};; ailesi sonlu Kkesisim Ozelligine sahiptir denir. Yan
smiflarinin sonlu kesisim 6zelligine sahip bos kiimeden farkli her {C;};¢; ailesi icin

N;e; C; bos kiimeden farkli ise M modiiliine lineer kompakttir denir (Smith, 2000).
Lineer kompakt modiiller (EE") 6zelligine sahiptir (Zoschinger, 1975).

Lemma 3.6.2: R bir halka, I, R nin bir ideali ve R = R/I olsun.
a) M (E) ozelligine sahip bir R-modiil ve MI = 0 ise M (E) ozelligine sahip bir
R-modiildiir.
b) R sag miikemmel halka ve M R-modiilii igin MI = 0 ise M (E) ozelligine
sahiptir (Zoschinger, 1975).

Sonug 3.6.3: Krull boyutu bir olan Noetherian integral bolgesi tizerindeki sinirli her

modiil (E) 6zelligine sahiptir (Zoschinger, 1975).

Teorem 3.6.4: R degismeli ve Noetherian bir halka olsun. Yar1 basit bir R-modiil i¢in
asagidakiler denktir:

I. M (E) o6zelligine sahiptir.

ii. M cebirsel kompakttir.

iii. M nin hemen hemen tiim izotopik bilesenleri sifirdir (Z6schinger, 1975).

(E) ve (EE) ozelligine sahip modiillerin tanimindan yola ¢ikarak Calisict ve
Tiirkmen bu tip modiillerin bir genellestirmesi olarak (CE) ve (CEE) ozelligine

sahip modiilleri su sekilde tanimlamustir.

Tanim 3.6.5: M ve N birer R-modiil ve M < N olsun. Eger N / M boliim modiilii
sonlu iiretilmis ise N ye M nin dual sonlu genislemesi denir (Calisici ve Tiirkmen,

2012).

Tanim 3.6.6: M modiilii her dual sonlu genislemesinde bir tiimleyene sahipse M ye

(CE) ozelligine sahiptir denir (Calisict ve Tiirkmen, 2012).
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Eger M her dual sonlu genislemesinde bol tiimleyene sahipse M ye (CEE)

ozelligine sahiptir denir.

Teorem 3.6.7: Bir M modiiliiniin (CEE) 6zelligine sahip olmasi igin gerek ve yeter
kosul M nin her alt modiliiniin (CE) 6zelligine sahip olmasidir (Calisict ve
Tirkmen, 2012).

Sonu¢ 3.6.8: (CEE) ozelligine sahip bir modiiliin her alt modiili dual sonlu

tiimlenmistir. Ayrica, (CEE) 6zelligine sahip bir modiil bol dual sonlu tiimlenmistir.

Teorem 3.6.9: M bir modiil olsun. M (CE) 6zelligine sahip ise her direkt toplam
terimi de (CE) 6zelligine sahiptir (Calisic1 ve Tiirkmen, 2012).

Teorem 3.6.10: 0 > K — M — L — 0 kisa tam dizisi verilsin. K ve L, (CE)
ozelligine sahip modiiller ise M modiilii de (CE) 6zelligine sahiptir. Ayrica verilen
kisa tam dizi parcalanabilir ise ifadenin tersi de gerceklenir yani; M (CE) 6zelligine
sahip bir modiil ise bu takdirde K ve L modiilleri de de (CE) ozelligine sahiptir
(Calisict ve Tiirkmen, 2012).

Sonu¢ 3.6.11: {M;|i € I ={1,2,...,n}} modillerinin sonlu sayidaki ailesi igin
M=M @EM,D..0 M, olsun. M modiiliiniin (CE) 6zelligine sahip olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her i = 1,2, ...,n icin M; modiillerinin (CE) 6zelligine sahip

olmasidir.

Teorem 3.6.12: Bir R halkasinin yart miikemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

sol R-modiiliin (CE) 6zelligine sahip olmasidir (Calisic1 ve Tiirkmen, 2012).

Teorem 3.6.13: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
I. R yart miikemmeldir.
ii. R sol R-modiilii (CEE) 6zelligine sahiptir.
lii. R sol R-modiilii, her sonlu iiretilmis genislemesinde bol tiimleyene sahiptir.
iv. Her sol R-modiil (CE) 6zelligine sahiptir.
v. Her sol R-modiil (CEE) 6zelligine sahiptir (Calisict ve Tiirkmen, 2012).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Her Dual Sonlu Genislemesinde §-Tiimleyene Sahip Modiiller

Zoschinger 1975 yilinda yayimlanan her genislemessnde tliimleyene sahip
modiiller adl1 caligmasinda aslinda bir anlamda injektif modiilleri genellemistir. Zira
bir injektif modiiliin her genislemesinde bir direkt toplam terimi oldugu bilinen bir
gercektir. Bu ¢alisma bir modiiliin tiim alt modiilleri tizerinde verilen bir 6zelliginin o
modiiliin her genislemesi i¢in de diislinlinliip diisliniilemeyecegi problemini
beraberinde getirmistir. Buna dayanarak Calisict ve Tiirkmen 2012 de tezimizde
temel referansimiz olan “Her Dual Sonlu Genislemesinde Tiimleyene Sahip
Modiiller” baglikli ¢alismalar1 ile (CE) ve (CEE) ozelligine sahip modiilleri
literatiire kazandirmiglardir. Bunlarin 15181inda bu boliimde (6 — CE) ve (6 — CEE)
ozelligine sahip modiiller tanimlanacaktir. Devaminda ise bu cebirsel yapilarin temel

ozellikleri, 6rneklemeleri ve halka karakterizasyonlari ele alinacaktir.

Tanim 4.1.1: Bir M modiilii her dual sonlu genislemesinde bir §-tiimleyene sahipse

M ye (6§ — CE) ozelligine sahiptir denir.

Eger M her dual sonlu genislemesinde bol &-tiimleyene sahipse M ye
(6 — CEE) 6zelligine sahiptir denir.

(CE) ozelligine sahip modiillerin (6 — CE) ve (CEE) Ozelligine sahip
modillerin (6§ — CEE) 6zelligine sahip oldugu agiktir. Boylece asagidaki gegis her

Zaman mevcuttur:
(EE) = (CE) = (6 — CE)

Lineer kompakt modiillerin (EE) 6zelligine sahip oldugu bilinmektedir (Zdschinger,
1975). Artin her modiil linner kompakt oldugundan Artin modiiller (§ — CEE)

ozelligine sahiptirler.

zZ modiilii dual sonlu injektif modiil (Calisic1 ve Tiirkmen, 2012) oldugundan her
dual sonlu genislemesinin bir direkt toplam terimi olup dual sonlu genislemelerinde
bir timleyene dolayisiyla §-tlimleyene sahiptir. Ancak alt modiilii olan 27Z nin Z dual
sonlu genislemesinde bir §-tiimleyene sahip olmadigi aciktir. Oyleyse (8 — CE)
ozelligine sahip bir modiiliin her alt modiilii (6§ — CE) 6zelligine sahip degildir.
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Zbschinger bir modiilin (EE) 6zelligine sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosulu tiim alt modillerinin (E) Ozelligine sahip olmasi ile vermistir. Benzer
iligkinin (6 — CE) ve (6 — CEE) ozelligine sahip modiiller iizerinde de var oldugu

asagidaki teoremde goOsterilmistir.

Teorem 4.1.2: Bir M modiiliiniin (§ — CEE) 6zelligine sahip olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul M nin her alt modiiliiniin (6§ — CE) 6zelligine sahip olmasidir.

Ispat: (&): M modiiliiniin her alt modiilii (6§ — CE) &zelligine sahip olsun. M
modiiliniin (§ — CEE) Ozelligine sahip oldugu gosterilmelidir. Yani N,M nin
herhangi bir dual sonlu genislemesi olmak tizere N = M + V kosulunu gergekleyen
bir V < N alt modiilii icin M nin N i¢inde V de kapsanan bir §-timleyeninin varligi
goriilmelidir. N,M nin dual sonlu genislemesi oldugundan
N/ M=M+V)/ M=V /(MNnV) sonlu iretilmis olup V, MNV <M alt
modiiliiniin dual sonlu genislemesidir. Buna gore hipotez geregi M NV, V de bir
K <V §-timleyenine sahiptir. Yani, MNV+ K=V ve (MNV)NK K5 K dir.
Buradan, N=M+V =M+ [MNV +K]|=M+ K oldugu gorilebilir ve
MnNV)NK=MnVNK)=MnK <5 K elde edilir. Bu da K nin N i¢inde M
nin V de kapsanan d-tiimleyeni oldugunu gosterir. Sonu¢ olarak, M (§ — CEE)
Ozelligine sahiptir.

(=): M modiilii (6 — CEE) 6zelligine sahip olsun. M; < M keyfi bir alt modiil ve N
de M; in dual sonlu herhangi bir genislemesi olmak iizere M; in N de
bir §-timleyeninin varligini goriilmelidir. Bunun i¢in H = {(im,, — my)| my € M;}
ve F = (M @ N)/H olmak iizere sirasiyla her m € M i¢in a(m) = (m,0) + H, her
n € N igin f(n) = (0,n) + H ile tanimhi @ ve B monomorfizmalari i¢in asagidaKki

diyagram g6z Oniine alinirsa
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F = Gor(a) + Gor(B) oldugu kolayca gosterilebilir. Her (m,n)+ H € F igin
y((m,n) + H) = n + M, olacak sekilde tammli y:F — N / M; epimorfizmas igin
Cek(y) = Gor(a) dir. Gergekten de, (m,n) + H € Cek(y) & y((mn) + H) =
n+M;, =M, &neM; olup M; <M oldugundan (m,n) + H =[(m +n,0) +
H] + [(—m,n) + H] € Gor(a) bulunur. Tersine (m,0) + H € Gor(a) igin
y((m,0)+ H) =0+ M; =M, oldugundan (m,0) + H € Cek(y) dir. Ayrica,
F /Cek(y) = F /Gor(a) = N / M; sonlu iretilmis oldugundan F, Gor(a) nin
dual sonlu genislemesidir. @, monomorfizma oldugundan M / Cek(a) =M /0 =
Gor(a) = M olup hipotez geregi Gor(a), F iginde bir V, §-timleyenine sahiptir.
Yani, F = Gor(a) +V ve Gor(a) NV KsV dir. Buradan
N=pB"1(F)=p"YGor(@)+ B (V) =M, + B72(V) elde edilir. Ayrica,
Gor(a) NV KsV oldugundan M; N B~ 1(V) Ks ~1(V) dir. Gergekten de
B~1(V)/K singiiler olacak sekildeki K < B~ 1(V) igin [M;NnB (V)] +K =
B~1(V) olsun. Bu durumda B(MynpB7(V))+BEK) =p(B(V))=Vn
Gor(B) =V dir. Ozel olarak belirtilmelidir ki, x € (M, n B71(V)) igin x = f(a)
olacak sekilde bir a € M; N B~1(V) vardir. a € M; ve a € B~1(V) oldugundan
B(a) = x € V yazlabilir. x = f(a) =(0,a) + H=(a—a,a) + H =(a,0) + H +
(—a,a) + H € Gér(a) oldugundan x € Gér(a) NV olup B(M; nBp~Y(V)) =
Gor(a) NV elde edilir. [Gor(e)NV]+ LK) =V, V /(B(K)) singiler ve
Gor(a) NV KsV oldugundan V = B(K) bulunur ki buradan g, monomorfizma
oldugundan B Y(B(K)) =K+ Cek(f)=K+0=K=p8"1(V) olup bunun
sonucunda M; N B~ 1(V) s f~1(V) bulunur. Sonug olarak, B~1(V), M; in N

icinde bir §-tlimleyenidir.

Sonu¢ 4.1.3: (§ — CEE) 6zelligine sahip bir modiiliin her alt modiilii dual sonlu

6 -tiimlenmistir.

Ispat: M (6 — CEE) ozelligine sahip bir modiil olsun. 4, M nin bir alt modiilii
olsun. U <A dual sonlu herhangi bir alt modil olmak iizere U< M ve
M (6 — CEE) Ozelligine sahip oldugundan Teorem 4.1.2 geregi U (6§ — CE)
ozelligine sahiptir. Yani A, U nun dual sonlu genislemesi olmak iizere U, A i¢inde bir

&-tiimleyene sahiptir. Dolayisiyla A dual sonlu §-timlenmistir.
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Sonu¢ 4.1.4: (6 — CEE) oOzelligine sahip bir modil bol dual sonlu

4 -tiimlenmistir.

Ispat: M (6 — CEE) 6zelligine sahip bir modiil ve A < M dual sonlu keyfi bir alt
modiilii olsun. M = A + B olacak sekildeki her B < M alt modiiliiniin A nin bir
§-timleyenini  kapsadigr  gosterilmelidir. M / A sonlu iiretilmis oldugundan
M/A = B/(BnA)sonlu iretilmistir. Dolayisiyla BNA <M alt modiili
M (6 — CEE) ozelligine sahip oldugundan Teorem 4.1.2 geregi B dual sonlu
genislemesinde bir T < B {J-timleyenine sahiptir. Yani BNA+T =B ve
BNANT=ANT KsT dir. Ayrica, M=A+B=A+BNA+T=A+T

oldugu da goz Oniine alinirsa istenen elde edilmis olur.

Asagidaki yardimci teorem basit modiillerin (§ — CE) 6zelligine sahip oldugunu

gostermek i¢in kullanilacaktir.

Yardimc1 Teorem 4.1.5: M bir modul, S < M basit alt modili olsun. Bu durumda

S, M nin bir direkt toplam terimidir veya §-kiigiik alt modiiliidiir.

Ispat: S nin M de §-kiigiik alt modiil olmadigini kabul edelim. S < M alt modiiliiniin
direkt toplam terimi oldugu gosterilmelidir. Hipotez geregi, K # M olmak iizere
M / K singiiler olacak sekildeki bir K < M alt modili icin M =S+ K olur.
M/K=S+K)/K=S/(SnK) dirr SNK<S ve S basit oldugundan
SNK=0veya SNK=S dir. SNK =S ise M /K =0 bulunur ki bu durum
K = M celigkisini dogurur. Dolayisiyla S N K = 0 olmalidir. Bu durumda S, M nin

bir direkt toplam terimidir.
Onerme 4.1.6: M bir basit modiil olsun. Bu takdirde M (§ — CE) 6zelligine sahiptir.

Ispat: M bir basit modiil ve N, M nin herhangi bir dual sonlu genislemesi olsun. Bu
durumda Yardimct Teorem 4.1.5 geregi M <5 N veya N = M @ D olacak sekilde
bir D < N vardir. M < N ise N, M nin §-tiimleyenidir. ikinci durumda, D, M nin
direkt toplam terimi ise D, M nin N i¢inde §-tiimleyenidir. Dolayisiyla M (§ — CE)
Ozelligine sahiptir.

Teorem 4.1.7: M projektif yar1 basit bir modiil olsun. Bu takdirde M (§ — CE)
ozelligine sahiptir.

Ispat: N, M nin herhangi bir dual sonlu genislemesi olsun. Bir T < N sonlu iiretilmis
alt modilii icin M + T = N dir. N / T nin projektif oldugunu gostermek yeterlidir.
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N/ T=M+T)/T=M/(MNT), M yart basit ve MNT <M oldugundan
M =MnNT @ K olacak sekilde bir K < M direkt toplam terimi vardir ve ustelik M
nin projektifligi geregi her bir direkt toplam terimi de projektif olacagindan
K=M/(MnNT)=N/T projektiftir. O halde Yardimci Teorem 3.2.2 geregi
MKLsN dirrn M+N=N ve MNN =M <5 N oldugundan N,M nin N de
S-tiimleyeni olup M (6 — CE) ozelligine sahiptir.

Sonug 4.1.8: M, §(M) = M kosulunu gercekleyen yerelimsi projektif bir modiil ise
M (6 — CE) dzelligine sahiptir.

Ispat: Onerme 3.2.7 den aciktir.

Asagidaki onerme (§ — CE) oOzelliginin direkt toplam terimleri iizerinde de

korundugunu gostermektedir.

Onerme 4.1.9: M (8 — CE) 6zelligine sahip bir modiil ise her direkt toplam terimi de
(6 — CE) ozelligine sahiptir.

Ispat: M; < M alt modiilii M nin herhangi bir direkt toplam terimi olsun. Bu
durumda M = M; @ M, olacak sekilde bir M, < M alt modiilii mevcuttur. N, M in
keyfi dual sonlu bir genislemesi olmak tizere M; in N de bir §-tiimleyeninin varhig
gosterilmelidir. N’ = N @ M, olmak iizere @:M =M, @M, - N' =N+ M,
goémme homomorfizmasi icin M=pM)<N =N M, olup
N /oM)=(NBM,)/ (M, S M,)=N/M; sonlu iretilmis oldugundan
N', (M) nin dual sonlu genislemesidir. M = ¢ (M) ve M (6 — CE) 6zelligine sahip
oldugundan izomorfu olan @ (M) iginde ¢(M) +V = N’ ve p(M) NV K5 V olacak
sekilde bir V < N’ §-timleyeni mevcuttur. m: N' — N projeksiyon doniistimii
olmak tizere N =n(N') =n(p(M)+V) = n(<p(M)) +a(V) =M, + (V) ve
Cek(m) < (M) oldugundan (M) NV) = n(fp(M)) NeV) =M, Nnr(V) Ls n(V)
bulunur. Sonug olarak, w(V), M; <M direkt toplam teriminin N dual sonlu

genislemesi i¢inde bir §-tiimleyenidir. M; (6§ — CE) 6zelligine sahiptir.

Tanim 4.1.10: Bir M modiilii her dual sonlu genislemesinin bir direkt toplam terimi

ise M ye dual sonlu injektif modiil denir (Calisici ve Tiirkmen, 2012).

Tanim 4.1.11: R bir halka olsun. Her M R-modiili i¢in §(M) =0 ise R ye
5-V- halka adh verilir (Ungdr vd, 2012).
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Zoschinger degismeli bir R halkasi iizerindeki yaribasit bir M modiiliiniin (E)
Ozelligine sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulu M nin piir injektif olmasi ile

vermistir.

Onerme 4.1.12: R degismeli bir halka ve M §(M) =0 kosulunu gercekleyen
(6 — E) ozelligine sahip bir R-modiil olsun. Bu takdirde M piir injektiftir.

Ispat:N, M nin piir genislemesi olsun. Hipotez geregi M (§ — E) &zelligine sahip
oldugundan M +V =N ve M NV K5V olacak sekilde bir V < N alt modiilii
mevcuttur. M NV < §(V) < §(N)olup R halkasi degismeli ve M, N nin piir alt
modiilii oldugundan §(M) = M NS(N)olup MNV <M NS(N) =6(M) = 0 elde
edilir. Bu durumda M @V = N olur. Yani M her piir genislemesinin bir direkt

toplam terimidir. Buna gore M piir injektiftir.

Onerme 4.1.13: R bir §-V-halka ve M bir R-modiil olsun. Bu takdirde asagidakiler
denktir:
I. M (8 — CE) ozelligine sahiptir.

ii. M dual sonlu injektiftir.

Ispat: (i) = (ii): N, M nin herhangi bir dual sonlu genislemesi olsun. M (§ — CE)
ozelligine sahip oldugundan M +V =N ve M NV K4 V olacak sekilde bir V< N
alt modiili mevcuttur. M NV < §(V) ve R bir § — V-halka oldugundan 6(V) =0
olup M NV = 0 elde edilir. Bu da M @V = N olmas1 demektir. Sonug olarak M
dual sonlu injektiftir.

(ii) = (i): N,M nin herhangi bir dual sonlu genislemesi olsun. M dual sonlu
injektif oldugundan N nin bir direkt toplam terimidir. Yani N = M @ D olacak
sekilde bir D < N alt modiilii vardir. N =M + D ve M N D = 0 <5 D olacagindan
D, M nin N de bir §-tiimleyenidir. M (§ — CE) 6zelligine sahiptir.

Onerme 4.1.14: M bir modiil ve K, M nin projektif yar basit alt modiilii olsun. Bu
takdirde M / K bolim modiilii (§ — CE) Ozelligine sahip ise M modilii de
(6 — CE) ozelligine sahiptir.

Ispat: U, M nin keyfi bir dual sonlu genislemesi olsun. Bu durumda genelligi
bozmadan K <M < U iliskisi géz oniine almwrsa U/M = (U /K)/ (M /K)
izomorfizmi geregi U / M sonlu iiretilmis oldugundan U / K,M / K nin dual sonlu

genislemesidir ve M / K (6 — CE) 0Ozelligine sahip oldugundan bir V /K < U /K
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icm M/K)+(V/K)=U/Kve M/K)NV/K)=(MNV)/K<KLsV /K
gerceklenir. Buradan M 4+ V = U oldugu kolayca goriilebilir.

Ayrica M NV K5V oldugu gosterilmelidir. V' / T singiiler olacak sekildeki bir
T <V altmodili igin MNV+T=Volsun.(MNV)/K+(T+K)/K=V /K
ve (V/T)/(T+K)/T=V/(T+K) singiiler; ayrica (MNV)/K <LsV /K
oldugundan (T + K) /K =V / K dolayisiyla T + K =V elde edilir. K = K + 0 igin
acikca K = K @ 0 yazilabilecegi bilinmektedir. Hipotezden K projektif yar1 basit
oldugundan Yardimci Teorem 3.2.2 geregi K s K dir. Buradan K <5V olup
V' /T singiiler oldugundan T =V bulunur ki bu da M NV s V olmasi demektir.
Boylelikle M nin her U dual sonlu genislemesinde bir V §-tiimleyenine sahip oldugu
gosterilmis olur. Dolayistyla M (6 — CE) 6zelligine sahiptir.

Asagidaki onerme ile (6 — CE) ozelligine sahip modiillerin sinifinin genislemeler

altinda kapal1 oldugu gosterilmektedir.

Onerme 4.1.15: B bir modiil ve A,B nin B/A Noetherian olacak sekilde bir alt
modiili olsun. Ave B/A (6 — CE) ozelligine sahip ise B de (§ — CE) ozelligine
sahiptir.

Ispat: N, B nin dual sonlu genislemesi olsun. Bu durumda A < B < N olmak iizere
(N/A)/(B/A) = N/B sonlu  retilmis oldugundan  hipotez geregi
(B/A) + (V/A)=N/A ve (B/A)nN (V/A) <sVIA olacak sekilde V/A<N/A
O-timleyen alt modiilii vardir. Diger taraftan, N/B=(B+V)/B =V/(BNV)
= V/A)/(BNV)/A) dir. N/B sonlu firetilmis ve B/A Noetherian oldugundan
(BNV)/A < B/A sonlu iiretilmis olup buradan V /A sonlu tiretilmistir. A (6 — CE)
Ozelligine sahip oldugundan A+ K =V ve AN K <z K olacak sekilde K <V alt
modiilii vardir. Ayrica N=B+V =B+ A+ K =B+ K oldugu agiktir. Diger
taraftan f:K - K/(ANK)=(A+K)/A=V /A dogal homomorfizmas: ile
gV/ A—-WV/A/((BnV)/A)=V/(BNnV)=B+V)/B=N/B dogal
homomorfizmasini g0z Oniine alalim. Cek(f)=ANK Ks K ve
Cek(g)=(BNV)/ALsV /A oldugundan fveg birer &-kiigiik
epimorfizmadirlar. Dolayisiyla bileskeleri olan go f:K — N /B=(K+B) /B =
K / (K N B) d&-kiiciik epimorfizma olup Cek(ge f) = K NB K5 K olur. Sonug
olarak, K, B nin N de §-tiimleyenidir.
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Sonug 4.1.16: M, bir Noetherian modiil olsun. M; ve M, (6§ — CE) 6zelligine sahip
ise M; @ M, de (6 — CE) 6zelligine sahiptir.

Ispat: 0 — M; — M; @ M, — M, — 0 kisa tam dizisi i¢in M, = (M; @ M,)/M,
oldugundan Onerme 4.1.15 geregi istenen agik¢a goriiliir.

Asagidaki Yardimci Teorem daha Once bilinen bir gercektir fakat ispatinda

kullanilan yap1 bir sonraki 6nermede kullanilacagi icin ispati ile birlikte verilmistir.

Yardimer Teorem 4.1.17: C bir modiil ve A < B < C olsun. € / A bolim modiili
injektif ve N, B / A y1 igeren bir modiil olmak iizere asagidaki tam satirli diyagram
mevcuttur. (Ozdemir, 2016; Fuchs ve Salce, 2001).

(Hatirlatma: Burada, N' = (C / A) @ (N / (B / A)) seklinde tanimlanmak iizere
g:N —N',0:C® (N /(B /A) — N’ homomorfizmalari icin P = ¢~ 1(g(N)) dir)

0 —>A4- B ——» B/A >0

li

0— > A—>P — 5 N=g(N) —»0

Ispat: C / A injektif oldugundan y: N — C / A homomorfizmasi var olur ve

0O—*B/A=—N _——» N/(B/A) —>0

W g e |
s B < ()

0—>C/A——» N'¥ N /(B /A —>»0

degismeli diyagrami mevcuttur. (1) tg¢geni degismeli oldugundan (2) tggenini
degismeli kilan a: N / (B / A) — N " homomorfizmas1 mevcuttur [Fuchs ve Salce,
2001, Lemma 1.8.4]. Dolayisiyla ikinci satir ayrigabilirdir. Bu durumda
N'=C/AD (N /(B /A)) ve B:C/A— N' icerme doniisimii olacak sekilde
alinabilirler. B /A= (B /A) =g(B/A) € N' oldugundan asagidaki degismeli

diyagram olusturulabilir.
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0 »A » B s B/A ——>»0

b,

_ ) N !

0_.A_,C@N/B/ ., 0
A

Burada y, her a € A i¢in y(a) = (a,0); ¢, her b €B icin ¢(b) = (b,0);
o, her ceC i¢in ve her x €N /(B/A) ic¢in a(c %) = (c+ A, X) seklinde
tanimlidir. Sonug olarak P = 6~ 1(g(N)) ve o bir epimorfizma oldugundan her

x € P i¢in 6(x) = o(x) seklinde tanimli 6: P — g(N) epimorfizmas1 alinarak
0— »A=—»B —» B/A — 0
Il

0 » A » P »g(N) = N—0

istenen degigmeli diyagram elde edilir.

Yardimci Teorem 4.1.17 sayesinde 6zel bir kosul altinda (& — E) 6zelligine sahip
bir modiiliin boliim modiiliiniin de (6 — E) 06zelligine sahip oldugu gosterilmistir
(Oztiirk Sozen ve Eren, 2017). Asagidaki teoremde ise yine Yardime1 Teorem 4.1.17
kullanilarak 6zel bir halka iizerinde (8§ — CE) 6zelligine sahip sonlu iiretilmis bir

modiiliin boliim modiiliiniin de (§ — CE’) 6zelligine sahip oldugu gosterilmektedir.

Teorem 4.1.18: R sol kalitsal bir halka ve M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun.
M (6 — CE) ozelligine sahip bir modiil ise M nin her bdliim modiilii de (§ — CE)
ozelligine sahiptir.

Ispat: U, M nin bir alt modiilii ve N, M /U nun bir dual sonlu genislemesi olsun. Bu
takdirde, N/(M/U) bolim modiilii sonlu iiretilmistir. Ayrica hipotez geregi M /U
boliim modiilii de sonlu iiretilmis oldugundan N sonlu tretilmistir. E(M), M nin
injektif biriimii olmak tizere R kaltsal halka oldugundan U < M < E(M) i¢in

E(M) /U bolim modiilii injektif olup asagidaki degismeli diyagram mevcuttur.

i1 T
0 > » M/U——— >0

U » M
f o
> K

0 —U > N > (
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Burada ¢: M — K monomorfizma ve dolayisiyla (M) = M oldugundan ¢ (M)
(6 —CE) Ozelligine sahiptir. K/@(M) = K/Cek(c) =N sonlu iretilmis
oldugundan K, ¢@(M) nin dual sonlu genislemesi olup @(M)+V =K ve
(M) NV K5V olacak sekilde bir V < K §-timleyeni mevcuttur. Diyagramin

degismeliliginden ve fI = @iy, 0@ = i,m olmak lizere

N=0(K)=a(eM)+V) =a(pM)) + (V) = (i,m)(M) + a(V) = (M/U) + (V) ve
M/U)Nna(V) = ip(r(M)) na(V) = alp(M) NV] K5 a(V)

oldugundan a(V), M/U nun N dual sonlu genislemesinde bir §-timleyeni olur.
Buna gore M /U (6 — CE) ozelligine sahiptir.

Onerme 4.1.19: R bir halka, I R nin bir ideali ve R = R/I olsun. R miikemmel halka
ve bir M R-modiilii i¢cin IM =0 ise M ((C)E) ozelligine sahiptir (Zoschinger,
1975).

Ispat: N,M modiiliiniin (dual sonlu) genislemesi olsun. R/I miikemmel halka
oldugundan her R/I-modiili de tiimlenmis olup (M + IN)/IN < N/IN alt modiili
bir V/IN < N/IN timleyenine sahiptir. Yani (M + IN)/IN +V /IN = N/IN ve
(M+IN)/INYN(V/IN) =((MNV)+IN)/IN KV/IN gerceklenir. Buradan
M+V =N oldugu agiktir. Bir T <V i¢in M+ T =N olsun. Bu durumda
(T+IN)/IN+ (M+IN)/IN=N/IN olup V/IN timleyen alt modiiliiniin
minimalligi geregi V/IN < (T +IN)/INolupV <T+IN=T+I(T+M)< T+
IT+IM=T+IT+0=T+IT =T oldugundan V < T elde edilir. Sonugta V. =T
olup V, M nin N dual sonlu genislemesinde bir tiimleyendir. Sonug olarak M modiilii

(CE) dzelligine sahiptir.

Onerme 4.1.20:R bir halka, I R nin bir ideali ve R =R/I olsun. R =R/I
6-mitkemmel halka ve bir M R-modiili igin IM = 0 ise M her genislemesinde

§-tiimleyene sahiptir.

Ispat:N,M R-modiiliiniin bir genislemesi olsun. R &-milkemmel oldugundan her

R-modiil §-timlenmistir. Dolayisiyla N/IN R-modilii de &-timlenmis olup
(M +IN)/IN <N/IN alt modili bir V/IN<N/IN §-timleyenine
sahiptir. Yani (M +IN)/IN+V/IN=N/IN ve ((M+IN)/INNV/IN =
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(M NV)+IN)/IN LsV/IN gergeklenir. Buradan M +V = N oldugu agiktir.
Simdi MNV KsV oldugunu gosterelim. Bunun i¢in V /T  singiiler
olacak sekildeki bir T <V 1i¢gin (MNV)+T=V olsun. Bu durumda
((MAV)+IN/IN)+ (T +IN)/IN=V/IN ve (V/T)/(T+IN)/T =V/(T+IN)
singiiler ve ((MNV)+IN)/IN <sV/IN oldugundan (T + IN)/IN =V /IN
dolayisiyla T + IN =V bulunur. Diger taraftan (M NV)+T =V esitliginden
M+MNV)+T=M+V =N yani M+T=N olup IN=IM+T)<IM+
IT = IT < T oldugundan T + IN =V esitliginden T = V elde edilir.

Sonug¢ 4.1.21: R = R/I &-miikkemmel halka ve M R-modiilii i¢in IM = 0 olsun.
M (6 — CE) ozelligine sahip bir modiildiir.

Sonu¢ 4.1.22: R bir halka M bir R-modiil olsun. R/Ann(M) boélim halkasin
6-miikkemmel ise M (6 — CE) 6zelligine sahip bir modiildiir.

Sonug 4.1.23: R Krull boyutu 1 olan Noetherian bir bdlge ve M sinirli bir R-modiil
olsun. Bu takdirde R nin her I deali igin R /I boliim halkasi Artinian halkadir (Bland,
2011). Ozel olarak, M simrh oldugundan Ann(M) # 0 olup R/Ann(M) Artinian
halkadir dolayisiyla §-miikemmeldir. Sonug olarak M (6 — CE) dzelligine sahip bir

modildir.

Sifirdan farkli her 6z ideali ile olusturulan boliim halkalar1 miikemmel olan
degismeli halkalara hemen hemen miikkemmel halka denir (Bazzoni ve Salce, 2002).
Hemen hemen miitkemmel halka tizerindeki sinirli bir modiiliin (E) 6zelligine sahip
oldugu agiktir. Bu tanim genellestirilerek hemen hemen §-miikemmel halka kavrami

su sekilde verilebilir:

Tanim 4.1.24: Sifirdan farkli her 6z ideali ile olusturulan boliim halkalari
§-mikkemmel olan degismeli halkalara hemen hemen §-miikemmel halka denir.
6-miikemmel halkalarin ve hemen hemen miikemmel halkalarin hemen hemen

&-mitkemmel oldugu agiktir.

Hemen hemen &-miikemmel halka tizerindeki sinirli her modil (6 — CE)

ozelligine sahiptir.

Onerme 4.1.25: R degismeli, Noetherian bir halka ve M hemen hemen tiim izotopik

bilesenleri sifir olan yari basit bir R-modiil ise M (§ — CE) 6zelligine sahiptir.
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Ispat: N, M nin dual genislemesi olsun. Sifirdan farkli bir m € M igin f:R — Rm
dontistimii bir epimorfizma olup Cek(f) = Ann(m) dir. R/Ann(m) = Rm ve R
halkas1 Noetherian oldugundan R/Ann(m) bolim halkasi sonlu tiretilmis yar1 basit

Noetherian bir halka olup ayn1 zamanda Artiniandir. Bu durumda R nin I = Ann(m)
ideali i¢in R = R/I boliim halkasi §-miikemmel olup her j € J (J S Z*) igin M; ler
M nin izotopik bilesenleri olmak iizere yar1 basit M modiilil i¢in M = jg M; dir.

sonlu tiretilmis oldugundan IM = jg (IMj) = 0 olur. Buna gére Sonug 4.1.21 den

M, N de bir V §-tiimleyenine sahiptir.

Onerme 4.1.26: M (8 — CE) 6zelligine sahip bir modiil olsun. M singiiler ise (CE)

ozelligine sahiptir.

Ispat: N,M nin herhangi bir dual sonlu genislemesi olmak iizere M (6§ — CE)
ozelligine sahip bir modiil oldugundan birT < Nicin M +T =N ve MNT K5 T
dirr MNT K T oldugunu gosterelim. Bir K <T icin MNT+ K =T olsun. Bu
durumda M N T Kg T oldugundan projektif yar1 basit bir Y < M N T alt modiilii i¢in
Y@K =T dir. Ayrica M singiller oldugundan T/K =Y < M singiiler olup
M NT Ks T oldugundan K = T elde edilir. Sonug olarak M (CE) 6zelligine sahip

bir modulddr.

Teorem 4.1.27: Bir R halkasinin §-yar1 mitkkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her sol R-modiiliin (§ — CE) 6zelligine sahip olmasidir.

Ispat: (=): Kabul edelim ki R, §-yar1 miikkemmel halka, M bir R-modiil ve N, M nin
dual sonlu genislemesi olsun. Bu takdirde N nin sonlu iiretilmis bir K alt modiilii i¢in
N = M + K oldugunu biliyoruz. Ayrica R halkasi §-yar1 miikkemmel ve N / M sonlu
retilmis sol R-modiill oldugundan N /M bir projektif §-ortiiye sahiptir.
Bu durumda Lemma 3.4.9 geregi M, N de bir §-tiimleyene sahiptir. Sonug¢ olarak M
modiilii § — (CE) o6zelligine sahiptir.

(&): Her sol R-modiil (6§ — CE) 6zelligine sahip olsun. Bu durumda R halkasinin
her I idealine bir alt modiil goziiyle bakilacak olursa her biri R iginde bir
§-timleyene sahiptir. Bu ise R sol R-modiiliiniin §-tiimlenmis olmas1 demektir ki

buna denk olarak R §-yar1 miikkemmel halkadir.
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Teorem 4.1.28: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:
i. R &-yar1t miikemmel halkadir.
Il. R modilii (6-CEE) 6zelligine sahiptir.
lii. zxR modiilii her sonlu tiretilmis genislemesinde bol §-tiimleyene sahiptir.
iv. Her sol R-modiil (6§ — CE) 6zelligine sahiptir.
v. Her sol R-modiil (§ — CEE) 6zelligine sahiptir.

Ispat: (i) © (iv): Onerme 4.1.27 den agiktir.
(v) = (iii): N, gRR modiiliiniin sonlu iretilmis bir genislemesi olsun. Her bolim
modiili de sonlu iiretilmis olacagindan N, xR modiiliiniin ayn1 zamanda dual sonlu
genislemesi olur ki hipotez geregi, xR modiilii N i¢inde bol §-tlimleyene sahiptir.
(iii) = (ii): N, gR modiiliiniin dual sonlu genislemesi ise N / R sonlu liretilmis ve
ayn1 zamanda R nin kendisi de sonlu tiretilmis oldugundan N de sonlu {iretilmis bir
genigleme olup hipotez geregi N,R sol R-modiiliiniin bol §-tiimleyenlerini igerir.
Dolayisiyla, zR modiilii (6 — CEE) 6zelligine sahiptir.
(ii) = (i): gR modili 5-(CEE) ozelligine sahipse R nin her I ideali alt modiil
olarak distiniiliirse Teorem 4.1.2 den I (6 — CE) o6zelligine sahiptir yani R iginde
bir §-tiimleyene sahiptir. Bu da zR sol R-modiiliiniin §-tiimlenmis olmas1 demektir.
Sonug olarak R §-yar1t miikemmel halkadir.

(6 — E) ozelligine sahip bir modiiliin (6 — CE) 6zelligine de sahip oldugu agiktir.
Asagida verilen iki ornekle bu ifadenin tersinin her zaman gerceklenemeyecegi

gosterilmektedir.

Ornek 4.1.29: R tam olmayan lokal Dedekind bolgesi ve K, R nin kesir cismi olsun.
S,R nin kapanisi olmak tlizere M =S @ K @ R modili goz oniline alinirsa M
modiilii (CE) ozelligine sahip oldugundan (Calisic1 ve Tiirkmen, 2012) (6§ — CE)
Ozelligine sahip bir modiildiir. Diger taraftan R lokal halka ve M (E) ozelligine
sahip olmadigindan (6 — E’) 6zelligine de sahip degildir.

Ornek 4.1.30: F bir cisim olsun. n € N sayilabilir ¢okluktaki x,, bilinmeyenli
F[x4, X3, ... ] polinomlar halkasinda her bir n € N i¢in X12 Ve X412 — x,, tarafindan
tiretilen I = (x;2,x,2 — x;,x%3%2 — xp,...) ideali igin R = F[xq,%,,..]/I tek
maksimal ideali J =J? = (x;,x,,...)/I olan lokal halkadir. Kabul edelim ki
M=]®™ olsun. M, R™ de timleyene sahip olmadigindan (aksi takdirde R
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miikemmel halka olurdu) (Ozdemir, 2012) M (E) 6zelligine sahip degildir. R halkas1
lokal oldugundan M (§ — E) 6zelligine de sahip degildir. Bununla birlikte R §-yari
miilkemmel halka oldugundan M (§ — CE) 6zelligine sahip bir modiildiir.

Acikea (E) ozellikli her modiil (CE) 6zelligine sahip; ve (CE) o6zelligine sahip her
modiilin (§ — CE) ozelligine sahip oldugu sdylenebilir. Asagidaki 6rnek ise bu

ifadenin tersinin mevcut olmayabilecegini gostermektedir.

Ornek 4.1.31: Her i € Z* icin F; = Z, olmak iizere Q halkas1 Q = [[2, F; ve onun
bir R alt halkas1 @2, F; ile 1, in iirettigi halka olsun. Fo = R/@2, F;, F1, Fy, ...
basit R-modiiller olmak ftizere F, tek singiiler basit R-modiildiir. Yani §(R) =
@2, F; = Soc(R) dir. Ayrica F; = Fy = R/®;2, F; = R/Soc(R) = R/6(R) ve F;
cisim oldugundan Soc(R), R nin bir biiyiik maksimal idealidir. Oyleyse R halkas1 §-
lokal dolayistyla §-yar1 miikkemmeldir. Bununla birlikte yart mitkemmel olmayan bir
halka 6rnegidir (Zhou, 2000). Dolayisiyla (CE) 6zelligine sahip olmayan bir M R
modiilii mevcuttur. R §-yar1 miikkemmel oldugundan M modiilii (6 — CE) 6zelligine
sahiptir. Bununla birlikte zR modiilii (CEE) 06zelligine sahip olmayan ancak

(6 — CEE) ozelligine sahip olan bir halka 6rnegidir.

Ornek 4.1.32: Noetherian bir R halkasmnin yar1 miikemmel olmasi icin gerekli ve
yeterli kosul §-yar1 mitkkemmel olmasidir (Biiyiikagik ve Lomp, 2010). Diger taraftan
her dedekind bolgesi Noetherian tamlik bolgesi oldugundan (Callialp ve Tekir, 2009)
Dedekind bolgesi tizerindeki her modiiliin (§ — CE) 06zelligine sahip olmas1 i¢in

gerekli ve yeterli kosul her modiiliin (CE’) 6zelligine sahip olmasidir.
Onerme 4.1.33: Kompozisyon serisine sahip her modiil (§ — CE) ézelligine sahiptir.

Ispat: M bir modiil ve 0 = My S M; $ M, S -+ = M,, = M de M nin kompozisyon
serisi olsun. n lizerine tiimevarim ile ispat1 yapalim.

n=11ise M = M; olup M basit modiildiir. Basit her modiil (6§ — CE) &zelligine
sahip oldugundan M de (6 — CE) 6zelligine sahiptir. k < n — 1 olacak sekilde her k
icin iddianin dogrulugunu kabul edelim. Bu takdirde M,_; (6 — CE) ozelligine
sahiptir. M,,/M,,_, boliim modiili de basit oldugundan (§ — CE) 6zelligine sahiptir.
M,/M,_; Noetherian oldugundan Onerme 4.1.15 geregi M =M, (& — CE)

ozelligine sahiptir.
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Sonug 4.1.34: Sonlu iiretilmis yar1 basit her modiil (§ — CE) 6zelligine sahiptir.

Ispat: M sonlu iiretilmis yar1 basit bir modiil olsun. Dolayisiyla M sonlu sayida basit
modiiliin direkt toplami olarak yazilabilir. Yar1 basit M modiilii hem Noetherian hem
de Artin oldugundan sonlu uzunlukta bir kompozisyon serisi mevcuttur. Teorem
4.1.33 geregi M (8§ — CE) ozelligine sahiptir.

Ornek 4.1.35: R Krull boyutu bir olan Noetherian bdlge ve S, R ile R nin Kesir cismi
olan K (R) arasinda K (R) den farkli bir halka olsun. Bu durumda S Noetheriandir ve
Krull boyutu 1 dir. Ayrica R yar1 lokal oldugundan S de yar1 lokaldir ve 4, S nin sifir
idealinden farkli bir ideali olmak {lizere S/A R-modiil olarak bir kompozisyon
serisine sahiptir (Bland, 2011). Bu durumda Onerme 4.1.33 geregi S/A (6 — CE)

ozelligine sahip bir modiildiir.

(CE) oOzelligine sahip bir modilin (6 — CE) o6zelligine sahip oldugu
bilinmektedir. Asagida verilen 6nerme ve beraberindeki ornekler ile 6zel halkalar

tizerindeki modiiller i¢in bu 6zelliklerin ¢akisacagi gosterilmistir.

Onerme 4.1.36: R her basit modiilii singiiler olan bir halka olsun. M R-modiilii

(6 — CE) ozelligine sahip ise M (CE) 6zelligine sahiptir.

Ispat: N,M nin dual sonlu genislemesi olsun. N =M + K, M N K <5 K olacak
sekilde bir K < N 6-tlimleyeni mevcuttur. Sonug 3.2.10 geregi K ayn1 zamanda M
nin N de tiimleyeni olacagindan M (CE) ozelligine sahiptir.

Onerme 4.1.37: R her maksimal ideali R de biiyiik olan bir halka olsun. M (§ — CE)
Ozelligine sahip bir R-modiil ise M (CE’) 6zelligine sahiptir.

Ispat: N,M nin dual sonlu genislemesi olsun. N =M + K,M N K <5 K olacak
sekilde bir K < N §-tiimleyeni vardir. Sonug 3.2.11 K §-tiimleyeni ayn1 zamanda
tiimleyen oldugundan bu geregi M (CE) 6zelligine sahiptir.

Ornek 4.1.38: R lokal bir halka M (6 — CE) 6zelligine sahip bir R-modiil olsun.
Eger R bir bolme halkasi ise her R-modiil dual sonlu @-tiimlenmis oldugundan N, M
nin keyfi bir dual sonlu genislemesi olmak tizere M, N de (direkt toplam terimi olan)
bir timleyene sahip olup (Calisict ve Pancar (2004), Teorem 2.9). Sonug olarak M
modiilii (CE) 6zelligine sahiptir. Farzedelim ki, R bir bolme halkasi olmasin. R nin
bir I maksimal ideali direkt toplam terimi olamayacagindan R/I projektif degildir
(Anderson ve Fuller, Onerme 17.2). Bu takdirde R/I singiilerdir. Ayrica I S R
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oldugundan Sonu¢ 3.2.11 geregi M R-modiiliiniin (dual sonlu) genislemelerindeki
her §-tiimleyeni ayn1 zamanda tiimleyen olup M R-modiilii ayn1 zamanda (CE)
ozelligine sahiptir. Sonug olarak lokal bir halka tizerinde (6§ — CE) 6zelligine sahip
her modiil (CE) 6zelligine sahiptir.

Ornek 4.1.39: R cisim olmayan degismeli bir bélge ve I, R nin maksimal ideali
olsun. Bu takdirde R/I singiiler olacagindan Sonug 3.2.11 geregi bu halka tizerinde

(6 — CE) ozelligine sahip her modiil ayn1 zamanda (CE’) 6zelligine sahiptir.

Yardime1 Teorem 4.1.40: (§ — CEE) 6zelligine sahip bir modiiliin her alt modiilii de
(6 — CEE) ozelligine sahiptir.

Ispat: M (8 — CEE) ozelligine sahip bir modiil ve K < M olsun. Teorem 4.1.2
geregi K nin her alt modiiliiniin (§ — CE) oOzelligine sahip oldugunu gostermek
yeterlidir. T < K keyfi alt modiilii ayn1 zamanda da M nin de alt modiilii olacagindan
hipotez geregi T (6 — CE) 0Ozelligine sahiptir. Sonu¢ olarak M nin her alt modiilii
(6 — CEE) ozelligine sahiptir.

Teorem 4.1.41: R §-yari lokal olmayan degismeli bir bolge ve M bir R-modiil olsun.
Eger M modiilii (6 — CEE) 6zelligine sahip ise M burulmalidir.

Ispat: Kabul edelim ki M burulmali olmasm. Bu durumda T(M) # M yani bir
MmEM igin rm=0 olacak sekilde bir 0=r €R bulunamaz. Oyleyse
Ann(m) = 0i dir ve R / Ann(m) = Rm oldugundan R = Rm dir. M (6 — CEE)
ozelligine sahip oldugundan Yardimci Teorem 4.1.40 geregi Rm < M alt modiilii ve
dolayisiyla izomorfu olan xR modilii (6 — CEE) 0Ozelligine sahiptir. O halde
Teorem 4.1.28 geregi R §-yari milkkemmeldir. Bu durumda R / §(R) yar1 basit
olacagindan R nin §-yar1 lokal oldugu celiskisine disiiliir. Dolayisiyla her m € M
icin Ann(m) # 0g olup M burulmaldir.

4.2. Her Dual Sonlu Genislemesinde Zayif §-Tiimleyene Sahip Modiiller

Tanim 4.2.1: M modiilii her dual sonlu genislemesinde bir zayif §-tlimleyene sahip

ise M ye (6§ — CWE) ozelligine sahiptir denir.

M her dual sonlu genislemesinde bol zayif §-tiimleyene sahip ise M ye (§ — CWEE)

Ozelligine sahiptir denir.
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Ornek 4.2.2: ;I sol Z-modiilii ve ,Q sol Z-modiilii (§ — CWE) o6zelligine sahip

modiillerdir.
Ornek 4.2.3: (8§ — CE) &zelligine sahip modiiller (§ — CWE) 6zelligine sahiptir.

Benzer sekilde (6 — CEE) oOzelligine sahip her modiil (6§ — CWEE) ozelligine
sahiptir. Ayrica (CWE) ozelligine sahip her modiil (§ — CWE) 6zelligine sahip iken

modil singiilerse tersi de gergeklenir.

Teorem 4.2.4: M bir modiil olsun. M nin her alt modiilii (§ — CWE) 6zelligine sahip
ise M (6 — CWEE) ozelligine sahiptir.

Ispat: M nin her alt modiilii (6§ — CWE) 6zelligine sahip olsun. N, M nin herhangi
bir dual sonlu genislemesi olmak tizere N = M + V olacak sekilde N nin her V < N
alt modiilii icin N/M = (M +V)/M =V /(M N V) yazilabilir. N/M sonlu iiretilmis
oldugundan V /(M N V) sonlu iretilmis olup M NV, V nin dual sonlu alt modiilii
yani diger bir deyisle V, M NV nin dual sonlu genislemesidir. Hipotezden,
MNV <V (8§ — CWE) ozelligine sahip oldugundan, M NV nin V de bir zayif
d-timleyeni mevcuttur. Yani V=MnNV+Kve(MNV)NK=MNK <LV
olacak sekilde bir K<V alt modiilii vardir. Buradan,
N=M+V=M+MNV+K)=M+K dir. Ayrica, MNK <LsV ve V<N
oldugundan M NK Kgs N dir. Boylece K <V, M nin N de bir bol zayif
§-timleyenidir. O halde M (§ — CWEE) 6zelligine sahiptir.

Teorem 4.2.5: M bir modiil olsun. M (6§ — CWE) 06zelligine sahip ise M nin her
direkt toplam terimi de (6 — CWE) ozelligine sahiptir.

Ispat: My < M alt modiilii M nin herhangi bir direkt toplam terimi ve N, M; in
herhangi bir dual sonlu genislemesi olsun. Bu takdirde, M = M; @ M, olacak
sekilde bir My, <M alt modiilii vardir. N =N M, ve
p:M=M, M, >N =NP M, gomme homomorfizmasi olmak iizere
M = @(M) oldugundan @ (M), (6§ — CWE) ozelligine sahiptir. M;, N nin dual sonlu
alt modiilii oldugundan N / M; = (N @ M,)/@(M) = N'/@(M) sonlu iiretilmistir.
(M) (6 —CWE) ozelligine sahip oldugundan ¢@(M)+V =N" ve
e(M)NV K5 N' olacak sekilde bir V < N' alt modili vardir. m:N' — N
projeksiyon doniigiimii olmak tizere M; + w(V) = N olup Cek(m) € (M) ve
p(M)NV Ks N oldugundan  Lemma  3.2.3  (ii))  oOzelligi  geregi
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T(eM)NV)=na(eM)) Nt(V) =M, Nna(V) Kst(N') =N yani w(V), M; in
N de bir zayif §-tiimleyenidir. Sonug¢ olarak M; modiilii (6§ — CWE) 0zelligine
sahiptir.

Onerme 4.2.6: N, M nin dual sonlu genislemesi ve M, N de V zayif §-tiimleyenine
sahip olsun. Bu durumda M nin N de W <V olacak sekilde sonlu tiretilmis bir W

zayif §-tiimleyeni vardir.

Ispat: N,M nin dual sonlu genislemesi olsun. V, M nin N de zayif §-tiimleyeni
oldugundan N =M +V,MNV s N dir. 1. Izomorfizma Teoreminden
N/M=M+V)/M=V/(MNV) oldugundan V/(M NV) sonlu iretilmistir.
V/iIMNV)=<{x; +(MNV),x, +MNV),..,.x, + (M NV)} > olsun. O halde
sonlu iretilmis W =Rx;+Rx,+++Rx, <V alt modiilii igin
W+M=W+VNnM+M=M+V=Nve WNM<SVNM<KLsN oldugundan
W, M nin N de V tarafindan kapsanan zayif §-tiimleyenidir.

Teorem 4.2.7: R bir halka olsun. R nin §-yar1 lokal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her R-modiiliin (6§ — CWE) 6zelligine sahip olmasidir.

Ispat:(=): R §-yar1 lokal olsun. M bir R-modiil ve N,M nin keyfi dual sonlu
genislemesi olmak lizere R &-yar1 lokal bir halka oldugundan Sonu¢ 3.5.28 geregi
her R-modiill dual sonlu zayif §-tiimlenmis modil olup N dual sonlu zayif
d-timlenmigtir. M, N nin dual sonlu alt modiilii oldugundan M nin N de zayif
d-tlimleyeni vardir. O halde M (§ — CWE) 6zelligine sahiptir.

(&): M bir R-modiil, U M nin dual sonlu alt modiilii olsun. O halde M, U nun dual
sonlu genislemesidir. Kabul geregi U, M de zayif §-tlimleyene sahiptir. Boylece M
dual sonlu zayif §-tlimlenmis modiil olup Sonug 3.5.28 den_R halkas1 §-yar1 lokaldir.

Sonug 4.2.8: R bir halka olmak iizere her R-modiiliin dual sonlu zayif §-tiimlenmis
olmast icin gerek ve yeter kosul her R-modilin § — (CWE) ozelligine sahip

olmasidir.
Ispat: Sonug 3.5.28 ve Teorem 4.2.7 den agiktir.

(6 — CE) ozelligine sahip olan her halkanin (6 — CWE) 6zelligine sahip oldugu
bilinmektedir. Asagida bu ifadenin tersinin her zaman gerceklenmedigini gdsteren

bir 6rnege yer verilmistir.
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Omek 42.9: R=1T,q=1{>abeZb#0,(pb)=1(qb)=1}halkas1 icin
(R / Rad(R)) / ((6(R)) / Rad(R)) = R/S(R) yaribasit oldugundan Z,, &-yar
lokal halkadir (Wisbauer, 1991). Dolayisiyla her R-modiil (6 — CWE) ozelligine
sahiptir. Diger taraftan, R halkasi her ideali biiyiik olan Noetherian bir halka olup pR
ve gR seklinde yalmizca iki maksimal ideale sahiptir. pR ve qR birbirinin
§-timleyenleri olmadigindan R halkasi §-tiimlenmis olamaz. Bu durumda R halkasi
6-yart milkkemmel degildir. Buna gore (8§ — CE) Ozelligine sahip olmayan bir
M R-modiilii mevcuttur. Dolayisiyla bu M R-modiilii (6§ — CWE) 6zelligine sahip

olan ancak (6 — CE) 6zelligine sahip olmayan bir modiil 6rnegidir.

Onerme 4.2.10: C bir modiil ve A < B < C olsun. C / A bdliim modiilii injektif ve B
her genislemesinde zayif §-tiimleyene sahip bir modiil ise B / A bolim modiili de

her genislemesinde zayif §-tiimleyene sahiptir.

Ispat: N,B / A nmn herhangi bir genislemesi olsun. Yardimci Teorem 4.1.17 geregi

C / A injektif oldugundan tam satirli agagidaki degismeli diyagram mevcuttur.

o
0 —A-__ , B ——» B/A—> 0

[

0 > A » P » N » 0

h monomorfizma ve B her genislemesinde zayif §-tiimleyene sahip oldugundan
B = h(B), P de bir V zayif §-timleyenine sahiptir. Yani h(B)+V =P ve
h(B) NV «gs P olacak sekilde V < P alt modiilii vardir. Diger taraftan N = g(P) =
g(h(B) +V) = g(h(B)) + g(V) = gh(B) + g(V) = fa(B) + g(V) = f(a(B)) +
gW)=f(B/A)+gWV)=B/A+gWV) ve (5/,)ngV)=f(o®)+g(V) =
fa(B)ng(V)=gh(B)NnV) Ks g(P) =N oldugundan g(V), B/A nm N

genislemesinde bir zay1f §-tiimleyeni olur.

Sonug 4.2.11: R sol kalitsal halka ve M her genislemesinde zayif §-tiimleyene sahip
bir R-modiil ise M nin her boliim modiilii de her genislemesinde zayif §-tiimleyene

sahiptir.
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Sonug 4.2.12: R sol kalitsal halka, M sonlu iiretilmis bir R-modiil ve L < M olsun. M
(6 — CWE) 0zelligine sahip bir modiil ise M/L bolim modili de (6§ — CWE)

Ozelligine sahiptir.

M bir modiil L < M olmak tizere M /L bolim modiilii (§ — CWE) 6zelligine sahip
bir modiil iken M modiilii (§ — CWE) 6zelligine sahip olmayabilir. Ornegin R = Z
halkasi ve M = 27Z /47 R-modiilii goz oniine alinirsa M bir basit modiil oldugundan
(6 — CWE) o6zelligine sahiptir. Ancak 2Z alt modiilii Z dual sonlu genislemesinde
bir §-tiimleyene sahip degildir.

Asagidaki teoremde boliim modiilii (6 — CWE) 6zelligine sahip bir modiiliin 6zel bir
kosul altinda kendisinin de (6 — CWE) 6zelligine sahip oldugu gosterilmistir.

Teorem 4.2.13: M bir modiil ve L <gs M olsun. M/L boliim modiili (6§ — CWE)
ozelligine sahip ise M de (§ — CWE) dzelligine sahiptir.

Ispat: N M nin dual sonlu genislemesi olsun. Bu durumda N /M sonlu iiretilmis olup
N/M = (N/L)/(M/L) izomorfizmi geregi M /L, N /L nin dual sonlu alt modiiltdiir.
M /L bélim modiili 6 — (CWE) 6zelligine sahip oldugundan M /L + K/L = N/L ve
M/LNK/L <s N/L olacak sekilde bir K/L < N/L alt modiilii vardir. Buradan
M + K = N oldugu agiktir. Simdi M N K <s N oldugunu gosterelim. N /S singiiler
olacak sekildeki her S<N igin MNK+S=N olsun. Bu durumda
MNK)/L+(S+L)/L=N/L olu. Ayrica (N/S)/((S+L)/S)=N/(S+ L),
singiiler ve (M NK)/L s N/L oldugundan (S+L)/L = N/L olup buradan
S+ L =N elde edilir. L s M < N ve N/S singiiler oldugundan S = N elde edilir.
Sonug olarak, K, M nin N de zayif §-tiimleyenidir.

Sonu¢ 4.2.14: M sonlu {iretilmis modil ve M/§(M) boélim modili (§ — CWE)
ozelligine sahip ise M de (§ — CWE) ozelligine sahiptir.

Ispat: M sonlu iiretilmis modiil ise §(M) <5 M oldugundan Teorem 4.2.13 geregi

istenen agiktir.

Sonu¢ 4.2.15: M 6-lokal bir modiil olsun. Bu takdirde M (8§ — CWE) o6zelligine
sahiptir.

Ispat: M 5-lokal modiil oldugundan §(M) <s M ve &§(M) <M maksimal alt
modiildir. Bu durumda M/§(M) basit olup (8§ — CE) dolayisiyla (6 — CWE)

ozelligine sahiptir. Boylece Teorem 4.2.13 geregi M (6 — CWE) dzelligine sahiptir.
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Sonug 4.2.16: M modiilii (6§ — CWE) 6zelligine sahip ise M nin her §-kiigiik ortiisti
de (& — CWE) 6zelligine sahiptir.

Ispat: N,M modiiliiniin §-kii¢iik ortiisii olsun. Bu takdirde Cek(f) <s N olacak
sekilde bir f:N — M epimorfizmast vardir. Homomorfizma Teoremi geregi
N/Cek(f) = M oldugundan N/Cek(f) (6 — CWE) 6zelligine sahiptir. Sonug olarak
Teorem 4.2.13 geregi N (6§ — CWE) dzelligine sahiptir.

Teorem 4.2.17: R bir § — V halka olsun. Bir M R-modiiliiniin (6 — CWE) &zelligine

sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin dual sonlu injektif olmasidir.

Ispat: (=): M (6 — CWE) ozelligine sahip bir modiil ve N, M nin dual sonlu bir
genislemesi olsun. Bu durumda N = M + K ve M N K <s N olacak sekilde K < N
vardir. R bir § —V halka oldugundan 6(N) =0 olup M NnK =0 bulunur.
Dolayisiyla N = M @ V dir ve M dual sonlu injektiftir.

(&): M dual sonlu injektif modiil, N de M nin dual sonlu genislemesi olsun. Bu
durumda N = M @ V olacak sekilde bir V < N vardir ve V alt modiilii N de M nin
zay1f §-tiimleyenidir. O halde M (§ — CWE) 6zelligine sahiptir.

Sonu¢ 4.2.18: § — V halkasi iizerindeki bir M modiiliiniin (6 — CWE) o6zelligine

sahip olmasi igin gerek ve yeter kosul M nin (§ — CE) ozelligine sahip olmasidir.
Ispat: Onerme 4.1.13 den agiktur.

Teorem 4.2.19: M bir §-oyuk modiil ise M (§ — CWE) 6zelligine sahiptir.

Ispat: N,M nin dual sonlu genislemesi olsun. Bu takdirde M + N = N oldugu
aciktir. Diger taraftan M §-oyuk modiil oldugundan M NN = M K5 M < N olup N
M nin N de bir zayif §-tiimleyenidir.

R §-yar1t miitkemmel bir halka ise lizerindeki her R-modiil (6 — CE) ozelligine
sahiptir. Diger taraftan R §-yar1t milkemmel bir bolme halkasi ise lizerindeki her
R-modiil dual sonlu @-§-tiimlenmis oldugundan (Al-Takhman, 2007) R modiili
her dual sonlu genislemesinde direkt toplam terimi olan bir §-tiimleyene sahiptir.
Dolayisiyla (6 — CE) 6zelligine sahiptir. Hatta (6§ — CWE) ozelligine sahip oldugu
da aciktir. Asagidaki teoremle bu ii¢ kavramin {izerinde cakisik oldugu bir modiil

ornegi verilmektedir.
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Teorem 4.2.20: M yaribasit bir modiil olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler denktir:

i. M (8§ — CE) ozelligine sahiptir.

ii. M her dual sonlu genislemesinde direkt toplam terimi olan bir §-tiimleyene

sahiptir.

iii. M (6 — CWE) 6zelligine sahiptir.
Ispat:(i = ii): N,M nin herhangi bir dual sonlu genislemesi olsun. Hipotez geregi
M (8 — CE) ozelligine sahip oldugundan N =M + K ve M NK «s K olacak
sekilde bir K < N alt modiilii vardir. M yaribasit oldugundan M N K < M bir direkt
toplam terimi olup (M N K) @ X = M olacak sekilde bir X < M vardir. Buradan
(MNK)NX=KnX=0 bulunur. Dolayistyla N=M+K =((MnK)®X) +
K=K @®X. Sonu¢ olarak K,M nin N de direkt toplam terimi olan bir
§-tlimleyenidir.
(ii = iii): N,M nin dual sonlu genislemesi olmak iizere hipotez geregi
N=M+K, MNK <KsK ve K@ X =N olacak sekilde bir K,X <N vardur.
M N K <s N oldugundan M, (6§ — CWE) dzelligine sahiptir.
(iii = i): N, M herhangi bir dual sonlu genislemesi olsun. Hipotez geregi M nin
N=M+K, MNK <5 N olacak sekilde bir K < N zayif §-tiimleyeni vardir.
M N K < M ve M yan basit oldugundan her alt modiilii bir direkt toplam terimi olup
(MNK)@®T =M olacak sekilde bir T < M alt modiili mevcuttur. Bu takdirde
N=M+K=[MnK)®T]+K=KDT olur. K,N nin bir direkt toplam terimi
ve M NK g Noldugundan M N K <5 K dir (Talebi ve Hamzakolaei, 2009).
Dolayisiyla M (6 — CE) 6zelligine sahiptir.
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5.SONUC VE ONERILER
Bu tezde (CE) ve (CWE) ozelligine sahip modiiller genellestirilerek (§ — CE) ve

(6 — CWE) ozelligine sahip modiiller tanimlandi. Bu modiillerin temel 6zellikleri,
halka karakterizasyonlari, 6rneklemeleri {lizerine ¢alisildi. (CE) 6zelligine sahip bir
modiilin (6 — CE) oOzelligine sahip oldugu agik iken tersinin her zaman
gerceklenemeyecegine iliskin orneklere yer verildi. Bununla birlikte, tizerine kurulu

modiillerin izerinde bu &zelliklerin ¢akisabilir oldugu 6zel halkalardan bahsedildi.

Tezin sonunda her dual sonlu genislemesinde direkt toplam terimi olacak
sekilde &-timleyene sahip olan modiill kavramima yer verilmistir. Bundan yola
cikarak (D-6-E) ve (D-6-CE) oOzelligine sahip modiiller tanimlanabilir.
Orneklemeleri ve halka karakterizasyonlari ile ilgilenilebilir. Benzer sekilde her
(dual sonlu) genislemesinde giiglii §-tiimleyene sahip modiiller tanimlanabilir ve

incelenebilir.

M bir modiil ve K < M olsun. Herhangi bir T 2 M biiyiik alt modiilii igin
K + T = M olmasi yalnizca T = M ile saglaniyorsa K ya M nin e-kiigiik alt modiilii
denir (Zhou and Zhang, 2011) ve " <, " ile gosterilir. Ayrica K+ N =M ve
KNN <, N olacak sekilde bir N <M alt modilii varsa N ye K nin M de
e-tiimleyeni denir (Quynh and Tin, 2013) . Aciktir ki, her §-kiiciik alt modiil e-kiigiik
ve her  §-timleyen  bir  e-timleyendir. Bu  bilgiye  dayanarak
(e —E),(e —WE),(e — CE), (e — CWE) o6zelligine sahip modiiller tanimlanabilir
ve cebirsel yapilari irdelenebilir. Boylece sirastyla
(6 = CE),(6 —CWE) Oozelligine sahip modiillerden daha genel bir yapiya
ulasilabilir. Bu 6zellige sahip modiillerin 6rneklemeleri, halka karakterizasyonlari,
aralarindaki iligkinin yoniinii belirleyen karsit 6rneklemeleri ve iizerine kurulan
modiiller tizerinde Ozelliklerin c¢akigabilir olacagimi gosteren 6zel halka tipleri

arastirilabilir.
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