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OZET

Yiksek Lisans Tezi

BUYUK LORENTZ UZAYLARINDA CARPIM OPERATORLERI VE
KARAKTERLERI

Gokhan Isik

Ondokuz May1s Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dal1
Danisman: Prof.Dr. Ilker Eryilmaz

Bu calisma bes bélimden olusmaktadir. Birinci bélimde dlgiim uzaymin tanimi ve
Olctim fonksiyonuna yer verilmistir. Olgiilebilir fonksiyonlarin tanimi yapilarak
Olciilebilir fonksiyonlarin temel 6zelliklerini igeren teoremlerin ispatlari verilmistir.

Ikinci boliimde dagilim ve artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlarmin
tanimlar1 yapilarak temel 6zellikleri gosterilmistir. Pozitif fonksiyonlarin dagilim ve
artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlarinin tanimli oldugu yerlerde integrallerinin
ayni oldugu sonucuna varilmis olup fonksiyonun yerine daha basit ve karekteri belirli
olan artmayan yeniden diizenleme ve dagilim fonksiyonlarinin kullanilabilegi
sonucuna varilmistir.

Ucgiincii boliimde herhangi bir 6lgiilebilir fonksiyonun dagilim ve artmayan
yeniden diizenleme fonksiyonlarini kullanarak Lorentz uzay: tanimlanmugtir.

Dordiincii boliimde Lorentz uzaylar1 iizerinde agirlikli bileske operatorii
tanimlayarak bu operatdrlerin karekteristik 6zellikleri detayli bicimde incelenmistir.

Besinci boliimde Biiyiik Lorentz uzaymin tanimi ve Banach fonksiyon uzayi
oldugunun gosterimi yapilmistir. Ayrica Biiylik Lorentz uzayi iizerinde tanimlanan
carpim operatoriiniin sinirliligl, terslenebilirligi, kompaktlig1r ve goriintii kiimesinin
kapalilig1 gibi 6nemli karakteristik 6zelliklerine yer verilmistir.

...2018, 136 sayfa

Anahtar Kelimeler: Dagilim fonksiyonu, Artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu,
Maksimal fonksiyon, Ol¢iim uzayi, Lorentz uzayi, Biiyiik Lorentz uzayi, Agirhikli
bileske operatorii, Carpim operatorii
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MULTIPLICATION OPERATORS AND CHARACTERS ON GRAND LORENTZ
SPACE
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This study consists of five sections. In the first section, the definition of the
measurement space and the measurement function are given. The proofs of the
theorems that contain the basic properties of measurable functions are given by
defining the measurable functions.

In the second section, basic properties are given by defining the distribution
and non-increasing rearrangement functions. It is concluded that the integrals are the
same where the distribution functions of the positive functions and the non-
increasing rearrangement functions are defined, and instead of the function, the
simpler and character-definable increasing rearrangement and distribution functions
can be used.

In the third section, the Lorentz space is defined by using any measurable
function distribution and non-increasing rearrangement functions.

In the fourth section, the charateristics of these operators are investigated in
detail by defining the weighted composition operator on Lorentz spaces.

In the fifth chapter, the definition of the Grand Lorentz space and the Banach
function space are shown. In addition, important characteritics such as bounded,
inversibility, compactness and closed range of the multiplication operator defined on
the Grand Lorentz space.

...2018, 136 pages
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ONSOZ VE TESEKKUR

Giin gectikce matematigin dallar1 arasinda, matematik ile diger alanlar arasinda
sinirlar zayiflamakta ve irtibat artmaktadir. Bu tez dosyasi dagilim ve artmayan
yeniden diizenleme fonksiyonlarmin Ozelliklerini sdylemek, kendi aralarinda
iligkilerinin durumlarini tespit etmek, bu fonksiyonlar1 kullanarak Lorentz uzaynin
taniminin nasil yapildigini ve uzayin 6zelliklerini arastirmak ve en 6nemli ise biiyiik
Lorentz uzay1 iizerinde tanimladigimiz ¢arpim operatoriiniin karekterlerini irdelemek
i¢in hazirlanmstir.

Ilk olarak dagilim fonksiyonunun tanimi yapilarak mantigini anlasiimaya
caligilacaktir. Bir fonksiyonun biiyiikliigii hakkinda bilgi veren, ancak noktasal
davranig veya yerellik hakkinda bilgi vermeyen bir ara¢ olan dagilim fonksiyonu
incelenecektir. Daha sonraki adim da ise dagilim fonksiyonuna dayanarak artmayan
yeniden diizenlenme incelenip temel 6zellikleri olusturulacaktir. Artmayan yeniden
diizenleme icin alt ek ve alt carpim tipi esitsizlikler elde edilecektir.

Aklimiza dogal olarak “Dagilim ve artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlari
ne isimize yarar?”’ sorusu gelir. Onemli olan dagilim ve artmayan yeniden
diizenleme fonksiyonlarin1 kullanarak 6n Lorentz uzayi, biiyiik Lorentz uzayinin
tanimlanmasinda bize yardime1 olusunu gormektir. Maksimal fonksiyonu
kullandigimizda Lorentz wuzaymi ve bu uzayda kullanacagimiz normu
tanimlamaktadir. Ayrica uzaym tamlastirilmasit ve ayrilabilirliginin olusmasinda
artmayan ve yeniden diizenleme fonksiyonlar1 kullanilmaktadir. Lorentz ve biiyiik
Lorentz uzaylarina bakildiginda temelinde 6l¢iim uzaymin var olmasidir. Olgiilebilir
uzay lizerinde tanimli olan fonksiyonlart norm tanimlanigina gore Lorentz ve bliyilik
Lorentz uzaylarini olusturmaktadir. Diinyanin her bir noktasinda matematigi
rastlamamak olasilig1 sifir olan bir olaya benzemektedir. Matematik hemen hemen
biitiin bilimlere yardim ettigi asikardir. inceledigimiz uzaylarda 6lgiilebilir fonksiyon
temeldir. Fonksiyonlar, degerlendirmeler ve sonug¢ bulunurken yardimei oldugu inkéar
edilemez. Teknolojinin gelisimiyle birgcok parametreye bagli olarak farkh
fonksiyonlarin tanimlanisina oldukga ihtiyag¢ vardir.

Bu tezde biiyiilk Lorentz uzay: iizerinde tanimladifimiz ¢arpim operatorii
kullanilarak birgok yeni olusumda farkli bakis agis1 kazandiracaktir.

Lisansiistii hayatim boyunca engin bilgi ve tecriibelerini zaman mefhumu
gozetmeksizin paylasan, bilimsel agidan kendimi gelistirebilmem icin her tiirlii
imkan1 sunan saygi deger hocam Prof. Dr. Ilker Eryillmaz’a en derin saygi ve
stikranlarimi1 sunarim.

Bilimsel anlamda kendileri ile tartigma firsati buldugum ve her birinden 6nemli
derecede bir ¢ok kazanim elde ettigim basta degerli hocalarim Prof. Dr. Birsen Sagir
Duyar, Prof. Dr. Cenap Duyar ve Matematik Bolimii 6gretim elemanlarina, yiiksek
lisans egitimim boyunca destegini esirgemeyen aileme ve arkadaslarima ¢ok tesekkiir
ederim.
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Gokhan Isik
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1. GIRIS
1.1 Tezin Konusu

Bu tezin birinci kisimda kavramsal olarak yardimei olacak 6lglim uzayr ve 6l¢iim
fonksiyonlarmin tanimlart yapilarak 6rnekler verilmistir.

Ikinci kistmda dagilim fonksiyonu ve artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlarmin
tanimlar1 ve Ozellikleri dikkate alinmistir. Artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu
ve maksimal fonksiyonunun tanimi, 6zellikleri ve esitzizlikleri incelenmistir.

Ugiincii boliimde Lorentz uzayinm tanimi ve bu uzay iizerindeki norm ile ilgili
ozellikleri incelenmistir.

Dordiincii boliimde Lorentz uzayi iizerinde tanimlanan agirlikli bileske operatoriiniin
sinirliligl, kompakthigi ve goriintii kiimesinin kapaliliginin kosullar1 irdelenmistir.
Besinci boliimde ise tanimlanan Biiyiik (Grand) Lorentz uzay arastirilmis ve bu uzay

tizerinde tanimlanan ¢arpim operatoriiniin karekterinin incelenmesi yapilmistir.

1.2 Tezin Amaci ve Onemi

Tezde dagilim fonksiyonu yardimiyla artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu
olusturulmustur. Artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu kullanilarak kendisinin
maksimal fonksiyonu insa edilmis ve Lorentz, biiylik Lorentz uzaylarina gegis
yapilmas1 saglanmistir. Bu uzaylar iizerinde agirlikli bileske ve carpim operatorleri

tanimlanip bazi 6zellikleri incelenmistir.

1.3 Tezin Kapsami ve Yontemi

Bir fonksiyonun biiyiikligii hakkinda bilgi veren, ancak noktasal davranig veya
yerellik hakkinda bilgi vermeyen bir ara¢ olan dagilim fonksiyonunu, artmayan
yeniden diizenleme ve maksimal fonksiyonlarin Lorentz ve biiyilk Lorentz
uzaylarindaki islevleri degisik teoremlerle gosterilmistir. Tezde anlatim, problem

¢6zme (Orneklendirme) ve teoriler kullanilarak hazirlanmistir.



2.  GENEL BILGILER

2.1 Ol¢iim Uzay, Olgiilebilir Fonksiyonlar ve Lebesgue Uzaylari

Tanim 2.1.1: Bos kiimeden farkli X kiimesinin alt kiimelerinin bir simifi olan X
kiimesi asagidaki ti¢ 6zelligi saglarsa, 2. kiimesine o — cebir denir.
i XeX
ii. SeX=>8€Xx
o0
iii. 1<k olmak tizere Vk ve G, €2 = U GLeX
k=1
Bu durumda (X Z) ikilisine bir olgiilebilir uzay ve 2 ailesinin her elemanina

Olciilebilir kiime denir (Bartle, 2014).

Ornek2.1.2: X sayilamayan bir kiime olmak {izere,
2= {G X : Gsayilabilir veya G¢ sayllabilir} koleksiyonu X izerinde
o — cebiridir.
Cozlim:
i. X° =0, bos kiime sayilabilir oldugundan X €.

ii. VS e verilsin. Se olduguicin § veya S¢ sayilabilirdir. ilk olarak S
sayilabilir olsun. (SC)C:S oldugu i¢in Y kiimesi tanmm geregiS¢e. S°

sayilabilir ise Y. kiimesi tanim1 geregi S¢ €Y olur. Boylece VS e icin S e
olur.

iii.a) VkeN i¢in G, kiimeleri sayilabilir o.i. {G;} ailesi verilsin.

o0
Sayilabilir kiimelerin sayilabilir birlesimleri sayilabilir oldugu i¢in U G, eX
k=1

olacaktir.

C
o0 o0
b) Vk e Nigin(Gy, ) kiimeleri sayilabilir olsun. (1) G;° :{ U Gk] olup bu ise
k=1 k=1



0
U Gy, € 2. oldugunu gosterir.
k=1

c) M= {M n - M, sayilabilir } ve F= {Fm (Fy )C sayilabilir } kiimelerini

0 o0 o0
tanimlayalim. U T, = U M, U U F, olarak yazilabilir.
k=1 n=1 m=1

0 ¢ 0 o0 ¢ o0 0 0
(UTk} =(UMHUUFH1J =(ﬂ(Mn)C}ﬂ(ﬂ(Fm)chm(Fm)C ve

k=1 n=l1 m=1 n=1 m=1 m=1

o0
(F,,)° kiimeleri sayilabilir oldugu igin (") (F, )" kiimeside sayilabilirdir.
m=1

c
o0
Sayilabilir kiimenin alt kiimeleri de sayilabilir oldugu i¢in (U 1; k] sayilabilirdir.
k=1

o0
2. tanimi geregi U T, €2 olur. Sonug olarak her li¢ durumda daVkeN ve
k=1

o0
G € 2. oldugunda U G € 2 oldugundan > ailesi bir o — cebiri olacaktr.

k=1
Tanim 2.1.3: P bir topolojik uzay, P’nin tiim agik alt kiimelerinin ailesi tarafindan
tiretilen B(P) o — cebirine P’nin Borel cebiri denir. Elemanlarina ise Borel kiimeleri
denir (Emel’yanov, 2014).
Tanim 2.1.4: >, X kiimesi {lizerinde bir o —cebiri ve negatif olmayan
,u:Z—)[O,oo) tanimli doniisiim asagidaki ozellikleri saglarsa u fonksiyonuna X

tizerinde bir 6l¢iim fonksiyonu denir.

1. ,u(@)zO

o0 o0
. j#k ve 4 ﬂAj = olmak tizere /{U AkJ: Zﬂ(Ak). Bu durumda
k=1 k=1

(X, 2, u) licliisiine ise 6l¢lim uzay1 denir (Emel’yanov, 2014).

Ornek2.1.4: (XX) dlgiilebilir uzay ve (1, ) ol¢ii dizisi 0.ii. Vne N, i, (X) :%



o0 n
olsun. Y. iizerinde VEe) icin ,B(E):Z(gj 1, (E) seklinde tammli S

n=1
doniisiimiiniin, 6l¢iim oldugu gosterilsin? Ayrica S(X)=?

Cozim:

a) f:X —[0,00) doniisiimii igin
0 3 n
i. EeXigin B(E)=), (—j 1, (E)>0 olacaktir. £ doniisiimii negatif
degildir.

0 n
il. ﬂ(@) = Z (%) Hy, (@) =0 { u, olciim dizisi u, (@) =0 oldugu i¢in}
n=1

iii. n#m i¢in E,E,, =< olmak iizere,
o0 o0 3 n o0 o0 o0 o0
ﬂ(uEk}z(gj ﬂ,{uEk}z( | Srtm= 3 53] m(m)-
k=1 n=1 k=1 n=1

o0
> B(Ey ) buradan B X iizerinde dlgii oldugu goriiliir.
|

bl

© n © n © n 3
b) B(X)= Z(éj (X)) = Z(éj AL Z(gj _L ng olacaktir.
n:l5 n:15 3311:15 314
Tanim 2.1.5: (XX, i) bir 8l¢iim uzay1 ve VkeN, 4, € X igin{Ak}keN olciilebilir
o0
kiimeler dizisini alahm. Eger X =(J4; ve VkeN igin u(4;)<o oluyorsa
k=1

(X2, 1) uzayma o —sonlu 8l¢iim uzay1 denir (Emel’yanov, 2014).
Tamm 2.1.6: (X,X;), (¥.X,) olgiilebilir iki uzay ve f:X — Y bir fonksiyon olsun.
Eger VS €2, i¢in f -1 (S ) € 21 oluyorsa f fonksiyonuna dlgiilebilir denir (Bartle,

2014).
Tamm 2.1.7: Y o- cebir ve ¢&EcY  olmak  iizere, [f:EoR

{ﬁ = (—o0,00) U {-o0, oo}} fonksiyonu Va eR igin {x e’ :‘f(x)‘ >a} kiimesi

Olctilebilir kiime oluyorsa f ye ol¢iilebilir fonksiyon denir. Biitiin 6l¢iilebilir



fonksiyonlarin kiimesi M (X Z) ile gosterilir.
M(XY) :{f:(f SRECT.VaeRxes o|f(x)>ale z} biciminde
tanimlanir (Bartle, 2014).

Teorem 2.1.8: f', g, veher neN icin f, X Olgiilebilir fonksiyonlar 1 eR ve y

fonksiyonu G < R acik kiimesi {izerinde siirekli olmak iizere,

/.

i Af, f+g,max(fg).min(fg),|f]. /g, g

f

il. sup(fn), inf(fn) , limsup(fn),liminf(fn) ve lim(fn) ;
iii. w o/ fonksiyonlarida olgiilebilirdir (Bartle, 2014; Emel’yanov, 2007).

Lemma 2.1.9: (X,X) dlgiilebilir uzay ve G € X olmak iizere,

f:G >R tanimli herhangi f fonksiyonu i¢in agsagidaki énermeler denktir (Bartle,
2014; Emel’yanov, 2007).

a) f fonksiyonu 2.,o —cebirine gore olgiilebilirdir.
b) VU <R agik alt kiimesi i¢in £ (U) e &
¢) VF c R kapal alt kiimesi i¢in f p (F)eX

d) VB R Borel kiimesiigin £ (B)eY .



2.2 Dagilim Fonksiyonu

Tanim 2.2.1: (X >, y) bir 6l¢lim uzay1 ve M (X Z) , X tlizerinde tiim 2. Ol¢iilebilir
fonksiyonlarmn kiimesi o.i. /e M (X Z) fonksiyonu verilsin.

V220 igin Dy ()= u {x eX: ‘f(x)‘ > },} bicimde tanmimlanan fonksiyona f ’nin
dagilim fonksiyonu denir ve D r biciminde gosterilir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Dy dagilim fonksiyonu sadece f fonksiyonunun mutlak degerine ve onun
davranigina baghdir. D r nin degeri sonsuz varsayilabilir ve fx,u f,d f,/l r
simgeleriylede gosterilir.

Tamm 2.2.2: (X, X, 1) ve (Y,Q,n) iki 6lgiim uzayl, feM(XX) ve geM(Y,Q)
olsun. f ve g fonksiyonlar1 i¢in VA>0 alindiginda D? (4)=DJ(2) olmast

durumunda esit olarak degerlendirilir. Artik dagilim fonksiyonlarmin bazi

ozelliklerinden bahsedilebilinir.

Teorem 2.2.3: f ve g, M(X Z)da iki fonksiyon olsun. V4,0 >0 igin

a) D ¢ artmayan ve sagdan siireklidir.
b) |g|<|/] #—h.h.h. oldugunda D, (1)< Dy (4) olur.

¢) VceC—{0} i¢in D,.,(4)=Dy (ﬁ]
c

d) Dyyg(A+3)<Dy(24)+Dg(0)
e) Dy.o(4-0)<Dy(2)+Dg(9)
f) |f| <liminf|f,| u-hhh. oldugunda, Df(/l)ﬁliminf(Dfn (/1)) esitsizligi

vardir.

g |fu|>|/] oldugunda, nligo Dy (2)=Dy(2) esitligi gergeklesir (Castillo

ve Rafeiro, 2015).



2.3 Artmayan Yeniden Diizenleme Fonksiyonu

Tanim 2.3.1: f eM (X,X) olmak iizere,

7 :[0,00) > [0,0]

N biciminde tanimlanan fonksiyona
t > f (1)=inf{A=0:Dy (1)<t}

/f ’nin artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu denir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Ornek 2.32: X =[0,0); G={Xin tiim Lebesgue Sl¢iilebilir alt kiimeleri} ve

2
1-(x-1)7, 0<x<2
0, x>2

biciminde

f:[0,0) —>[0,0] olmak iizere, f(x)={

tanimlanan fonksiyonun dagilim ve artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlari
bulunsun.

Coziim: Bir fonksiyonunun dagilim fonksiyonu o fonksiyonunun goriintii kiimesini
bolerek tanimlanmaktir. Yani fonksiyonun goriintii kiimesi o fonksiyonun dagilim

fonksiyonunun tanim kiimesidir.

Dagilim fonksiyonunun tamm D (i) = m({x eX: ‘ f (x)‘ > /1}) oldugu biliniyor.

/ ’nin tanim kiimesi dikkate alinirsa,

. 0<x<2 i¢in Df(),)Zm({xe[0,2]:‘l—(x_1)2‘>,1}), xe[0,2]
oldugunda 1-()6-1)2 >0 oldugundan ‘1-(x-1)2‘:1-(x-1)2 olacag1 asikardir.

Dy (4)= m({x e[0.2]:1-(x- 1)2 > },}) olacaktir. Dagilim fonksiyonu /’ya bagh

olduguna  gore X degiskeni A parametresi  cinsinden  yazilirsa

Dy (1)=m({xe[0.2]s1-(x-1) > 2f|=m{[ve[0.2):(x-1)" <1-2]) -
:m({xe[0,2]:‘(x-l)‘<\/m})=m({xe[0,2]:1—\/ﬁ<x<1+\/ﬂ}) elde

edilir. Lebesgue &l¢iimii kullanilirsa Df(/1):(1+\/1—/1)—(1—\/1-/1):2 1-4.

Vx 6[0,2] icin A€ [0,1]. Gergekten 1-(x-1)2 >/ oldugundan x’in deger araligi

dikkate alindiginda 4 ’nin deger araligina ulasilir.



x>2 olma durumu irdelenirse, D/ (2)=m ({x >2:0> /1}) =0 oldugu apagiktir.

2V1-4, 0<4<l1

Dy (2)= {O e bi¢iminde dagilim fonksiyonu olusturulur. Ikinci

olarak ise dagilim fonksiyonunun grafigi yardimiyla olusturulabiliriz.

y!\

v

Sekil 2.1. Ornek 2.3.2°ye ait f* fonksiyonunun grafigi

f fonksiyonunun deger kiimesini parcaladigimizda A ’ya karsilik gelen x degerleri

sekilden de belli olacagi gibi 1++1-4 ve 1—+/1-4 olur. Dagilim fonksiyonu o
araligin 6l¢iimii olacagr i¢in 4 degeri 0 ile 1 arasim taradiginda Dy (/1) =241-1

olacaktir. Eger A degeri 1 den biiylik oldugunda karsilik gelecek fonksiyon

goriintiisii yoktur. Bos kiimenin 6lgiisii sifir oldugundan D, (A1) =0 olacaktir. Simdi
f  fonksiyonunun artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu bulunsun.
17 :[0,00) > [0,00]

t > f (1)=inf{A=0:Dy (1)<t}

2V1-4, 0<4<l1

Dy (/1) = {0 . dagilim fonksiyonu dikkate alinirsa, A€ [0,1] icin

biciminde tanimlandigi biliniyor.

f(6)=int{220:D, (7)<t} =inf {22 0:2J1-7 <t} =
2 2
=inf{ﬂ,zo:121—f7} =1—fT oldugu goriiliir. (4 e[0,1]=1<[0,2])
Simdi ise A1>1 oldugunda f~(¢)=inf{A1>0:0<¢}=0 buradan da 1>1=>¢>2

olur. Artik f ’nin yeniden diizenleme fonksiyonu yazilirsa,



- 0<i<2

oldugu gorulir.
0, t>2 gug

Ikinci olarak artmayan yeniden diizenleme fonksiyonunu elde etmek icin dagilim

fonksiyonunun grafiginden faydalanirsa,

Df N

S
F
A

Sekil 2.2. Ornek 2.3.2°deki f fonksiyonuna ait dagilim fonksiyonunun grafigi

Dagilim fonksiyonunun grafigi incelendiginde 4 degeri O ile 1 arasinda
degistiginde, artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu i¢in ¢ degerleri de 0 ile 2

2
arasinda degisecektir. Bu da ¢ parametresine baglh l—% paraboliinden bagka bir

sey degildir. 4>1 oldugunda ise dagilim fonksiyonunun degerleri sabitlesir ve sifir

olur. Bu ise yeniden diizenleme fonksiyonunun O oldugunu soyler.

< 2\, 4 % 4 2 2) 4 s
j(l—(x—l) )dx—— (21 7) =2 ve [ 1= {dr=2 olup, 1 poitif bir
3 3 4 3

0 0 0
o0 o0 o0

fonksiyon oldugunda [ f(x)dx= [ Dy ()d2= [ f*(t)dt oldugu goriilir.
0 0 0

Ornek 2.3.3: ([O,oo],L,m) Lebesgue Ol¢iim uzay1 ve f fonksiyonu



0, x=0

ln(Lj, 0<x<l1

1-x
f(x)=1 oo, 1<x<2 biciminde tanimlansin.
ln( ! j 2<x<3
x—2
0, x=>3

Yukarida tanimlanan f fonksiyonunun dagilim ve artmayan yeniden diizenleme

fonksiyonlart bulunsun.

Coziim: ilk olarak f fonksiyonunun grafigi ¢izilsin.

y

Sekil 2.3. Ornek 2.3.3’¢ ait f fonksiyonunun grafigi
Dagilim fonksiyonu, f fonksiyonun deger kiimesini pargalayarak olusturulursa,

Sekil 2.4. Ornek 2.3.3’e ait f fonksiyonunun deger kiimesinin parcalanisi grafigi

Az\

leril 2! 24er:3 Dy

Sekil 2.4. deki grafik dikkate alindiginda; 4 >0 oldugunda araliklarin dlgiimleri

toplam1 dagilim fonksiyonunun 4 ’ya bagli degeri olacaktir.

10



Dy (%) =[1—(1—e—i)} +(2—1)+[(2+e—i)—2} =l r )+ e | =12

oldugu goriiliir. Simdi ise f fonksiyonunun artmayan yeniden diizenleme

fonksiyonu olusturulursa, £ ()= inf{/l >0:Dy (1)< t} = inf{i >0:142¢ %< t}
oldugu biliniyor. Buradan A degiskeni yalniz birakilirsa,
U (0)=inf{720:1+2e7 <o) = inf{i >0:0> ln%} oldugu bulunur.

Dagilim fonksiyonunun grafigide asagidaki gibidir;

D,

Sekil 2.5. Ornek 2.3.3°deki f fonksiyonuna ait dagilim fonksiyonu grafigi

Sekil 2.5.°deki dagilim fonksiyonunun grafigini inceleyerek artmayan yeniden
diizenleme  fonksiyonu olusturulur.  f7(¢)=inf {/1 >0:Dy(4)< t} oldugu
bilindigine gore, 0<t<l1 oldugunda
Dp(2)=@= f"(t)=inf{120:Dp(A)<t}=c0 olur. 1<t<3 oldugundan

A
Dy (A)=1+2e olacaktir.

* . i = . . 2 2
f7(¢)=infq220:142¢ <ty=infq1>0:4>In PR =In I t>3

) -2
oldugunda; Dy (1)=1+2e  olacaktir. Vi (1)= inf{i >0:1+2e < t} =0 olur.

00, 0<r<l

Sonug olarak, f*(¢)=1In (Llj 1 <t <3 parcali fonksiyonu elde edilir.

0, >3

11



x(l—x), xe[O,l)

bigimindeki f
0, x>1

Ornek 23.4: f:[0,0) >R ve f(x)z{

fonksiyonu i¢in dagilim ve artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlarini bulunuz?
Coziim: Dagilim ve artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlarimin tanimlari

kullanilirsa,

. Durum: x€[01) oldugunda, Dy(1)= m({x e[0,1): ‘x —x2‘ > /1}) ve
x€[0,1) i¢in ‘x—x2‘=x—x2 olup

Df(/l)=m({xe[0,l):x—x2 >/1}):m({xe[0,l):x2—x<—/1})

R e R e ]

1Y N1 1| N 1
=m xe[O,l): (x——j <,=—=A}|=m xe[O,l):x——< —— A |=2,0——2
2) N4 2| V4 4
elde edilir.
II. Durum: x>1 icin f(x)=0 oldugundan

Dy (2)=m({x>1:]/ (x)|> 4})=m({x>1:0> 2}) = m(2) = 0. Buna gore,

2t 0<ac<t
4

Dy (2)= ‘11 olur.
0, /1>Z

Ikinci yol olarak da f fonksiyonun grafigi kullanilarak dagilim fonksiyonu

bulunabilir.

y!\

Sekil 2.6. Ornek 2.3.4’deki f fonksiyonun grafigi

12



Dagilim fonksiyonunu olustururken, f ’nin goriintii kiimesi pargalara ayirip

incelenirse,

1
l\f 1 L e Dy
2 V4 2 2 4

Sekil 2.7. Ornek 2.3.4°deki f fonksiyonunun deger kiimesinin pargalamst grafigi

A degeri (0%} araliginda oldugu zaman ve dagilim fonksiyonunun tanimi

kullanilirsa, araliklarin dlgiimii olacaktir. Ornegin o degerine karsilik gelen araliga

dikkat edilirse, Df(a)z(%ﬁ/%—aj—(%—Ji—ajz2‘/i—a olur. /1>%

oldugunda; Dy (4)=0 oldugu sdylenir.

2-‘fl—a, 0</1Sl
Dy ()= 4 4 bi¢iminde tanimlanir.

0, /1>l
4

Simdi  ise artmayan yeniden dilizenleme fonksiyonu  olusturulursa,
7 (t)=inf {AZO:Df (i)ét} oldugu biliniyor. Tanima dikkat edilirse artmayan

yeniden diizenleme fonksiyonuda dagilim fonksiyonunu temel almaktadir.

Ik olarak cebirsel islemler yardimiyla artmayan yeniden diizenleme fonksiyonunu

bulmaya caligilsin.
I. Durum: 0< A S% oldugunda, f™(¢)= inf{/l >0:2-, /%— A< t} ifadesinde

A’y t parametresi cinsinden cekilirse,

N 1 ], 1 (V] 1-72 .
f(t)=infq220: |——A<—{=inf<A1>0:A>2——| = | = elde edilir.
4 "2 4 (2 4

13



II. Ayrica 0</1§%:0St<1 bulunur.

I11. Durum: i>% oldugunda, f*(¢)=inf{120:0<¢}=0 ve ¢>1

1 2
__t 0<r<
olacaktir. f*(t)={"4 = "~

0, t>1

! bigiminde tanimlanir. Ikinci yol olarak dagilim

fonksiyonunun grafigi kullanilarak artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu

olusturulabilinir.

N

of 1 “2

4

Sekil 2.8. Ornek 2.3.4°deki f fonksiyonuna ait dagilim fonksiyonun grafigi
£ (t)=inf {/1 >0:Df(2)< t} ifadesini kullandigimizda ¢ nin 0 ile 1 arasindaki

degerlere daha sonra da ¢ nin 1 den biiyiik degerlerde dagilim fonksiyonuna bakilirsa,

0<t<1 oldugunda Df(/l)=2~‘/%-/1 ve A>

f*(t):% bulunur. ¢>1loldugun da ise D, (4)=0 olur. Buradan £ (1)=0

2
1-¢ o
elde edilir. f*’m tanimindan

elde edilir. Simdi ii¢ fonksiyonunun grafiklerini yan yana konulursa,

*

YA Dy A A
1

| -
| -
4

A 4

o] 1 X 0 1 i’

2 -+

Sekil 2.9. Ornek 2.3.4’¢ ait 1, D /o 1" fonksiyonlarin grafikleri

14



grafiklere bakildigi zaman baz1 araliklarda ayni karaktere sahiptirler. Sinirh

fonksiyonlar uzayinda tanimlanan norm,
17, = inf{/l >0:p({xe X:|f (x)>2})= o} oldugu  bilindigine  gore,
£7(0)=inf{220:D/(2)<0}=|f], oldugu agkea goriiliir. Ayrica D kesin
azalan oldugunda /(D ;(r))=inf{720: D (1)<D/ (1)} =1 esitligi elde edilir. Bu
ise f/* fonksiyonunun D r dagilim fonksiyonunun sol tersi oldugunu sdyler. Genel
olarak 1~ (D ’ (/1)) </ esitsizligi vardir. Gergekten sabit 1>0 ve r=D/(2)<o
degerleri  almwsa, /™ (Dy(2))=/"(1)= inf{i* >0:D(1*)<D; (z)} <
esitsizligine ulagilir. A= f" (1)<oo olsun, Dy sagdan siirekli oldugu igin bir
e dizisi vardir ki Iy —> 2 ve Dy (2
Df(f*(t)):Df(/l):nli_rgon(in)ét:Df(f*(t))ét oldugu goriiliir. Sonraki

teoremde artmayan yeniden diizenleme fonksiyonuna ait bazi temel ozellikleri

verelim.

Teorem 2.3.5: f* artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu olmak iizere;

a) f artmayandur.

b) /7 (t)> 4o Dp(2)>1

¢) f ve f* es olgiilebilirdir yani VA>0 i¢in D '/ (/1) = Df* (/1)

d) feM(XE)  oldugunda,  Vr20  icin  f (1)=Dp, (1)
( /™ sagdan siireklidir.)

Q) aeks(a-f) ()=l /*(¢)

D |ful =2 f 1= fa > f

I

g) |f]< lim inf|f,|= f* < lim inf
n— n—»oo

15



p

h) 0< p <o igin (|f|p)*(t)=[f*(t)J
D |fl<lel= " (1)=& (1)

i) EeX oldugunda; (x E)*(t)zx[olﬂ( £) ()

i) E<X oldugunda; (f%z) (1)=1"(0) X0 (r)) (1)

k) feM(XY), A1>0 ve F:fo(i):F* (z):fo*(i)(t) esitligi vardir

(Castillo ve Rafeiro, 2015).

Uyari 2.3.6: Teorem 2.3.5°deki ¢ sikkinda D/ (1) ifadesinde > yerine > yazilirsa

dogru degildir. f(x)= %1 fonksiyonu diisiiniiliiniirse, Vx [0,00) igin /™ (¢)=1
x

olur. Bunun i¢in ilk oOnce f’nin dagilim fonksiyonu olusturulsun.

X X

D.(A)= xe€|0,0):|—|>A; |= xe€|0,0):——>A:| ve nin grafigi
=i [relom)| 24|l frelomp 2o ve 1 ain s
cizilirse,

| F 3

|

JI
|
_______ TR | B

1 /

|

|

: dl Ll

|

|

|

|

|

|

|

|

Sekil 2.10. Uyar1 2.3.6’daki f fonksiyonun grafigi
A
) . . o 0<4i<l1 .
fonksiyonun deger kiimesi parcalanirsa, Dy (4)=1{1-1 dagilim
0, A>1

fonksiyonu elde edilir. /™ (#)=inf {/1 >0:D/(4)< t} =1 olup buradan &l¢iime
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X

gecildiginde ,u({xe[o,l): o
x

> AH =0#0= m({t >0:1> 1}) elde edilir. Sonug

olarak D (1)# Df* (%) oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.7: f ile denk olan yalmzca bir tane sagdan siirekli artmayan [~

fonksiyonu vardir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Ornek 2.3.8: xe(0,0) ve f(x)=l-e™ fonksiyonuna ait dagilim ve artmayan

yeniden diizenleme fonksiyonlarini bulunuz.

Cozim: D, ()= ,u({x €(0,00): ‘1 —eF|> },}) foksiyonundaki mutlak  deger
esitsizligi coziiliirse,

l-e*>1=1-A>e* :>—x<1n(1—/1):>x>ln(Lj
~4 selo)

1—e* <—/1:>1+/1<e_x:>—x>1n(1+i):>x<1n(ﬁ)

>/1}):ln(liij_ln(l—lij:m(%j

Ikinci olarak ise A>1 deger araligi diisiiniildiigiinde, ‘l—e_x

‘l—e_x > )=

,u({x € (O,oo):‘l—e_x

>1 esitsizligini

saglayan x E(O,OO) degerleri var olmadigi icin kiime bos olacaktir. Bos kiimenin

. n(+2) 0si<1 |
olgiisii sifirdir. Sonug olarak, Dy (1) = 1+ dagilim fonksiyonu
0, A1

elde edilir. Buna bagli olarak artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu olusturulursa,

1-4
0< 1<1 oldugun da D/(A)=In| — ve
= r (%) (Hij

f*(t)Zinf{AZO:ln(%jSt}ZI 421 oldugunda da f*(¢)=1 dir.

Ornek 2.3.9: Basit fonksiyonlarm artmayan yeniden diizenleme fonksiyonuda yine
bir basit fonksiyondur (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Cozim: § bir basit fonksiyon ise a; >0 reel sayilar ve 4 A;nin karakteristik

fonksiyonu ve 0<a, <a,1 <@, <--ay <ay,4;= {x :S(x)= aj} olmak iizere
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z a;X 4; b1<;1m1nde yazildigi biliniyor.

Eger A>o0y ise Dg(4)= ,u({xeX ‘S ‘>/1}), S(x) sonugta o; lerden birisi

J

olacagi i¢in kiime bos olacaktir. Bu ise Ol¢limiin yani

Dg(2)= ({x eX: ‘S ‘ /1}) =0  olmasi  gerektiri.  ay <A<g  ise

Dg(2)= ,u({x eX: ‘S(x)‘ > },}) bu durumda S(x)=a; ve Dg(A)=u(4) olur.

Daha genel diizenleme yapilirsa, a; < A<a; 41 oldugunda
n

Dy (2)=p({xe x:[s(x)|> 2})= D5 (1) =(4;21), Ds(1)=3 Pl ) (2)
-1 )

burada f; r Z ul A4 d1r Bu 6rnek bize gosterir ki basit fonksiyonunun dagilim
i=1

fonksiyonuda yine basit bir fonksiyondur. Simdi ise basit fonksiyonunun artmayan

yeniden diizenleme fonksiyonuda arastirilinirsa, S~ (#)=inf {/1 >0:Dg (4) < t} =

infq{1>0: ; bu i id
in { >0 Zlﬂjx[aj—l’aj) Zajx[ﬁj § ﬂ) (#) bu ise artmayan yeniden

diizenleme fonksiyonun da yine bir basit fonksiyon oldugunu gosterir.

Teorem 2.3.10 : (XX, 1) dlgiim uzay1 ve f,g e M (X,X) olmak iizere,
i Veu20y(f+g) (t+u)< £ (0)+g" (u)
i Veu20;(f-g) (t+u)< £ (1) g (u)
iii. Vo> 0;(f+g) (20) < (1) +¢" (¢)
iv. Ve>0;(f-g) (26)< f*(¢)-g"(¢) esitsizlikleri vardir (Castillo ve Rafeiro,

2015).

e 0]
Teorem 2.3.11: I Fr(s)ds=t-f*(t)+ I Df* (t)(i)di esitligi vardir (Castillo ve
0 I7(2)
Rafeiro, 2015).

Bir sonraki teorem olduk¢a 6nemlidir. Bir fonksiyonunun integralinin artmayan
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yeniden diizenleme fonksiyonu ile ayni degere sahip oldugunu gosterecektir.
Teorem 2.3.12: (X,X,u) o— sonlu dlgiim uzayr ve ¢ tiirevlenebilir, artan ve

¢(0)=0 olan fonksiyon olmak iizere, '[(1)(|f|)du= '[(o(f* (t))dt esitligi vardir
X 0

(Castillo ve Rafeiro, 2015).
Teorem 2.3.13: (X,X,u) bir o—sonlu dlgiim uzayr ve f,geM(X,X) olsun. Bu

o0
takdirde j |/ - gldu< j f*(£)-g" (f)dt (Castillo ve Rafeiro, 2015).
X 0

Teorem 2.3.14: (XX, 1) 6l¢iim uzay1 ve f e M (X,X) olmak iizere, VE € ¥ i¢in

uE)
j || e < j £ (¢)dt esitsizligi vardir (Castillo ve Rafeiro, 2015).
E 0

Tanim 2.3.15: (X Z) Olciilebilir uzayr ve bu uzay lizerinde tanimli bir dlglim u
olsun. Her hangi G €. kiimesi,

L. u (G) >0

ii. £(G)>u(A4) olan G’nin herhangi bir &lgiilebilir 4 alt kiimesi igin
U (A) =0.
Ozelliklerini saglarsa G ’ye atom denir. Ayrica atom igermeyen bir 6l¢li non-atomic

(atomik olmayan) veya atomsuz olarak adlandirilir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Yukaridaki tanima dikkat edildiginde ux atomik olmayan 6lgiim ve A4 Olgiilebilir
kiime, ,u(A) >0 herhangi b reel sayisi igin 0<b < ,u(A) , Bc A olgiilebilir kiime
vardir ve ,u(B) = b dir. Ayn1 zamanda en az bir pozitif degere sahip atomik olmayan
bir 6l¢ii, 1(A)>0 olan 4 kiimesi ile baslayan 4= 4 > 4, > 4;--- olacak sekilde

Olgiilebilir kiimelerin azalan bir dizi olusturabilir ve

p(A)=p(4)>u(4y)>u(43):-->0 sonsuz sayida bagimsiz degerlere sahiptir.

Teorem 2.3.16: (X,Z, /1) atomik olmayan bir Ol¢iim uzayr olmak {izere,

t
sup{J. \f|du:n(E)= t} = '[f* (s)ds (Castillo ve Rafeiro, 2015).
E 0
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Uyan 2.3.17: f ve g Olgiilebilir iki fonksiyon ve ,u(E ):t olan VE € X kiimesi

t t
icin j|f+g|dﬂsj|f|dﬂ+j|g|dﬂ=jf*(k)dk+jg*(k)dk (Castillo ve Rafeiro,
E E E 0 0

2015).
Teorem 2.3.18: f ve g negatif olmayan (0,oo) tizerinde tanimli Ol¢iilebilir

t t
fonksiyonlar  olsun. Vt>0 icin j f(s)ds < jg (s)ds oldugunda,
0 0

o0 o0
jf(s)-k(s)ds Sjg(s)-k(s)ds (0,00) iizerinde tamiml negatif olmayan azalan k
0 0

fonksiyonu vardir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Sonug 2.3.19: (X, X, 1) atomik olmayan bir dl¢iim uzay ve f,g,he M (X,X) olsun.

O zaman J. /g h|du< J-f* (¢)-g" (¢)-h" (t)dt (Castillo ve Rafeiro, 2015).
X 0
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2.4  Maksimal Fonksiyon

t
Tanim 2.4.1: f eM(X,Z) olmak tizere ¢ > 0igin f**(t) =§If* (S)ds biciminde
0

tanimlanan fonksiyona f*’m maksimal fonksiyonu denir (Bennett ve Sharpley,
1988).
Teorem 2.42: f* ve f™* fonksiyonlar1 icin asagidakiler saglamr (Castillo ve

Rafeiro, 2015; Bennett ve Sharpley, 1988).

i F* < yani {Vt>0,f*(t)sf**(t)}
ii. f** fonksiyonu artmayandir.

i, (f+g)™ </ + g™ yani {w S0,(f+g)" (1)< £ (1) + g™ (z)}

jspat:
I 1
) S = [ (s)ds 2 7 (1) Jds =17 (1)
0 0

ii) /™ artmayan fonksiyondur. f* artmayan fonksiyon oldugu biliniyor.

0<t¢<s almdiginda ve LS oldugundan Y <y olur. Bu yiizden f*(v)< f™ (t_vj
s s s

bulunur. Buradan maksimal fonksiyona gecis yapilirsa, Z—V:u dontlistimiini
s

t . . . .
uygulandiginda, Y eu=dv= %du ve v=0 i¢in u=0, v=s i¢cin wu=t¢
s

t
J.f*(u)dqu**(t) olur. Sonug

~N | —

N
olacagindan ij-f* (t—vjdv =l.[f* (u)=du =
sy s s

olarak 0<<s oldugunda " (s)< f*"(¢), f*" artmayandir.

iii) (f+g)" < /™ +¢™ oldugu gosterilsin.

£>0 igin (f+g)**(t)—%j(f+g)*(s)ds%sup{j|f+g|dﬂ:,u(E)—t}

0 E
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sup{[|f+g|du:,u(E)=t}<sup{j(|f|+|g|)dﬂ:u(E)=t}<

E

sup{“ﬂdu:u( )—t}+sup{|.|g|du w(E } J.f ds+j.g*(s)ds

0

sonug olarak;
(f+g)**(t):%‘[(f+g)*(s)ds=%J-f*(k)dk+%_([g*(k)dk=f**(t)+g**(t)

0 0
olur.

Teorem 2.4.3: (X, X,u) biitiniiyle o—sonlu dlgim uzayl, feL (XX u) ve

x+=max{x,0} olmak {izere, asagidaki esitlikler dogrudur (Castillo ve Rafeiro,

2015).
i va>0 dgin [(\f]-4) du=[(f"(1)-2) a
X 0
d
ii. Dp(2)==—[(1/]-2) du
X

cee . k3 _ i _ +
iii. £>0; f (r)_%{mt [(r1-4) dﬂ}
X
Sonug 2.4.4: fge L (XX, 1) olmak iizere,

Vt>0 igin - -g"

*< j 7]~ g]du < j |/ — g|du esitsizligi vardir (Castillo ve
X X

Rafeiro, 2015).
Sonug  2.4.5: {f,}  f fonksiyonu X iizerinde integrallenebilir ve

lim “ fn (x)‘d,uzO oldugunda  f* nin sirekli her noktasinda
n—)oo

lim f;, (t)=/"(¢) olur (Castillo ve Rafeiro, 2015).

n—»0

Teorem 2.4.6: (X 2, ,u) atomik olmayan Ol¢lim uzayi, @ sagdan siirekli ve [0,00)

lizerinde azalan fonksiyon olmak iizere, X iizerinde V¢>0 igin, f(¢)=a(¢)

olacak sekilde dl¢tilebilir f* fonksiyon vardir (Castillo ve Rafeiro, 2015).
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Ispat: Ikiserli ayrik (j;tk,Ek ﬂEj =®) E}, eZ,,u(Ek)ZO ve

n’-n+

n
C>Cy>cy3>c > >0, >C,,Cp =0 olmak lizere z CkXE, fonksiyonu
k=1

dk’ Ck+1£iSCkV€13kSI’l

olusturulsun. ~ Dagihm  fonksiyonu, D (4)= { 0 <
, ¢, <

formunda olur. Burada d :,u(El)+,u(E2)+-~-+,u(Ek),l <k<n ve d,=0.
f ’nin artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu yazildiginda,

. Cdp o <t<d,vel<k< 3 Cdy g <t<d
f(0)= b Tkl k " elde edilir, PD(1)= > Ak k
0, d, <1 0, d,<i

biciminde tanimlanan cD(t) fonksiyonu sagdan siireklidir. Aymi zamanda

artmayandir, ¢,<f oldugunda @(¢)’nin tamm geregi @(1)<P(1,) olacaktur.

Buradan da V¢ > 0igin, £ (¢)=a(¢) olur.
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3. KURAMSAL TEMELLER VE KAYNAK OZETLERI

3.1 Lorentz Uzaylan ve Baz1 Ozellikleri

(X, 2, ,u) o —sonlu Ol¢clim uzayi, ¢ tiirevlenebilir, artan bir fonksiyon ve teorem

t
2312 deki [ o(|f])du=| (o( £ (t))dt esitlik dikkate almsn. Ozel olarak ()=t
X 0

o0
ve 1<p<o secimi yapildiginda, I |f1F du = I ( A (t))pdt olur. Bu esitlik
X 0

”f”Lp(X,u) = ”f”Lp(R,m) oldugunu verir.

Tamm 3.1.1: (X,X,u) 6lgiim uzay1, herhangi /e M (X,X) ve 1< p,g<o olmak

lizere,
1
L
(o 0]
j tpf*(t) il ,g <
0 t
”f”L(pq) :”f”(p,q) =
1
sup tpf*(t) ,g =0
>0

||-||(p 2) fonksiyonu, M (XZ) iizerinde tanimhi genisletilmis negatif deger almayan

fonksiyondur (Castillo ve Rafeiro, 2015).
Ornek3.1.2: feM(X.X) olmak iizere,

My py =171, esitligi vardir.

Cozlim:
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=?

Ornek 3.1.3: Herhangi A€ Y. ve 0<u(A4)<oo,

Cozim:
I. Durum: g <o olsun. Teorem 2.3.5.°de X’Z(t):x[o ,u(A))(t) oldugu

bilindigine gore,

1 q q 1 q q
< P % - ; dt
|XA|| f I X4 = f 4 Z[O,,u(A))(t) "
0 0
1
1 q q 1
,u(A) — -
S L :(ﬁjq(ﬂ(A))%
0 ! q

II. Durum: g = oo olsun.

Bl = 5000 000 = s 20, ))<t)_(ﬂ(A>)%_{w(i)%,lsnm

>0 >()

I ve II durumlari birlestirilirse,
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1

(ﬁjq (u(4))/p 1< pg<co

q
”XA ”(p q9) = o0 ,p=°,q9 < ifadesi elde edilir.
1
(u(4))p A<pg=w
1 , P =00, =0

Tanim 3.1.4: (X 2, ,u) herhangi bir oOl¢iim wuzayi,, 1< p,g<o olsun.
Lipq) (X2 1) :{ feM(XX): f||(p’q) < oo} kiimesine (X, X,x) ile iliskili on-
Lorentz uzay denir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Uyar 3.1.5: L( p.q) (X >, 1) uzay tanimui geregi 1<g <oo, p=oo oldugu duramlar

incelenmeyecektir. [ € M(X Y)1<g<ow,p=c ve ||f||(OO 7) <oo oldugunda

L(°°1 q) (XX.n) uzayl incelenirse,
1 q q 1 1
T B * d < o q s « dr 14
=) ] [ O] 7 —{I (v <t>)q7tJ Z[I(f <r>)q7tJ 2
0 0 0
1
tdt |4

f*(s){j%J ve 0<t<s oldugunda f* ()= f"(s) dir. Vs>0 i¢in f"(5)=0

olacaktir. Bu ise f =0 u-hhh. demektir. Bu nedenle, p=o0,1<¢g<ow igin

L(oo,q) (XX, 1) ={0} olacaktur.

Teorem 3.1.6: (X Y, ,u) bir 6l¢lim uzayi, p, g ve r genisletilmis reel sayilar

I<p<ow, 1<g<r<ow olmak {izere; L(p’q) (X,Z,,u) c L(p,r) (X,Z,,u) olup
11

vf e M (X )A€ (%jq "[£1,4) (Castillo ve Rafeiro, 2015).

1

Ispat: 1k olarak r =00 olsun. V/ e M (X,Y) i¢in ||f||(p ) = SUP t;f* () ve
' >0
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q - =
gjsp ( f*(s))q oldugundan | f||(p’q) 2(5]4 sP f*(s) esitsizligi elde edilir. Bu

esitsizlikde s > 0 {izerinden supremum alinirsa,

I 1

sl 20521 )1 = Wl S £ 1l (1)
esitsizligi elde edilir.
1 1
Ikinci olarak ise 1<g<r <o olsun. ||f||(poo) = fligtpf* (1) l‘pf* () oldugu

biliniyor. Buradan

1 "4 o

of LY - r
(170 q{{tpf*(t)] LW | W) LS (1)

olup (3 . 1) kullanilirsa,

11

.
") 4 qlqg r PR
(17,0 s[;j () =1 f||(p,r)s[;j 11, csitsizligi bulunr

Herhangi  bir feL(p’q)(X,Z,ﬂ) verilsin. O zaman ||f||(pq)<oo olup

11

||f||(p,r)$ 4\ r||f||(p,q) oldugundan fEL(p’r)(X,Z,u) bulunur. Bu yiizden

L(p,q) (XZ,,M) C L(p,r) ()(,Z,,u) olur.
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Teorem 3.1.7: (X, X, u) bir 8lgiim uzayl, 1< p<ow, 1<g<ow ve figeM(XY)

) <ol/p (|| f ||(p’q) +| g”(p,q)) esitsizligi saglamir (Castillo ve
Rafeiro, 2015).

Ispat: 1k olarak ¢g=o durumunu incelenirse, Teorem 2.3.10. ile

||f+g||( ) ZSUPl‘l/p (f+g)* (l‘)Ssuptl/p (f* (ijJrg* (LD yazilir.  t=2m
P t>0 2

t>0 2
degisimi yapilirsa
. i 1
”f—l—g”( ) < sup(2m)p (f* (m)+g* (m)) =27| supmP " (m)+ sup mPg" (m)
P t>0 m>0 m>0

7+l <27 (|| Flipery 1 g||(p,w)) elde edilif]

Ikinci olarak ise g<oo olsun. Teorem 2.3.10. iii. esitsizligi kullanilirsa

17+l pq) = (I(tl/p & (t)jq % Jq ) [I(tl/p (f* GJ & (%)Dq % ]q

elde edilir. Minkowski esitsizligi kullanilirsa,

21 g V4
e ([ (G )%

0

{ilerre] ey

elde edilir. > =m dontlistimii yapilirsa;
Up q9.d(2m) 1/p “ q d(2m)
sty (! o 220 )

||f+g”(p,q) Szl/p(”f”(m)+”g”(p’q))

esitsizliginin varligi ispatlanar.

Teorem 3.1.8: 1< p <o, 1< g <o olmak iizere L(p’q) (XX, 1) uzay1 bir vektor
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uzaydir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Ispat: L( 2.4q) (XX, 1) uzayt M (XY) fonksiyonlar uzaymn bir alt kiimesi oldugu

aciktir. Fonksiyonlar uzayinin toplama ve skalerle carma islemleri altinda vektor

uzay1 oldugu biliniyor. Bu yiizden L( ) (X Z,,u) uzaymin islemler altinda kapali

oldugunu gostermek yeterlidir. Teorem 2.1.8 1. sikkinda iki 6l¢iilebilir fonksiyonun

toplamlarinin ve skalerle ¢carpimininda Slgiilebilir fonksiyon oldugu bilindigine gore,

fgeL(p’q)(X,Z,,u) ve AeR  oldugunda f+geL(p’q)(X,Z,,u) ve

A fe Lip.q) (X2, n) oldugunu gostermek yeterlidir.
”f+g”(p,q) <oVp (”f”(p’q) +||g||(p,q)) oldugu icin f+ge L p.q) (XX, 1) dir.

Teorem 2.3.5. ¢) stkkinda (2- £ (£)=|4|- f* (¢) esitligi kullantlirsa,
o ¢4 Yq o ‘4 1/q
||»f||(p,q){ g (/7 (1Y () 7’] —MM (27 (2 1) (1) 7’]
LillAl, )<
elde edilir. f+gel(, q)(X,Z,,Lt) ve L-fel, q)(X,Z, #) oldugundan alt vektor

uzayi dolayistyla vektor uzayidir.

Teorem 3.1.9: feM(XY),

—0<:> f =0 u—hhh. (Castillo ve Rafeiro,

2015).

Ispat: ||f||(p,q)=O:>0 (j(l/l?f ) J J'(l/pf ) ngpf*(s)zo
0 0
ile Vs >0 igin £(s)=0 olur. 0 zaman

Ilfldu If Jds=0=/=0 (u~hhh)

o lq
Tersine, f =0 ( x—hhh.) ||f||(p) {J‘( l/pf )q dt ] 0o
0

Teorem 3.1.10: L( 2.q) (X 2., ,u) atomik olmayan bir 6l¢iim uzay1 olsun.
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. 1<p<g<m

ii. 0<p<lve(O<g<wo

iii.0<p<ow ve 0<g<1 kosullart altinda ||-||(p)q) Lip.g) (XX n)>R"
dontistimii norm degildir (Castillo ve Rafeiro, 2015).
Ispat: Bu sartlar altinda norm olmadigin gostermek igin érnek vermek yeterlidir.

1) 1<p<g<Lo, o,1,6>0 olmak lizere
S ()= (1+€) %10, 1] (%) + Xforg o 21] (%) ve

g (x) = X[o.1] (x) +(1 +8)X[ La-+21] (x) fonksiyonlarinin dagilim ve artmayan yeniden

diizenleme fonksiyonlar1 bulundugunda, f*(#)=g"(¢)=f(¢) oldugu kolayca

goriiliir. Gergekten,

(1+8) O0<x<a+l!

f(x) % (1+8)X[0,a+l] (x)+X[a+l,a+2]] (x) = 1 Jotl<x<oa+2l
0 ,x>o+2]

at2l ,0<1<1
Dy(A)=p({xex:|f(x)|>2})={atl 1<i<ite
0 A=1+e

l+e 0<t<a+l/
SH(6)=inf{220:Dp (M)t} =4 1, ati<t<a+2l  f(t)=f(t) olur.

0, t>oa+2l
1 0<x<!
(2+8) x=1

& (%)= 210,17 () +(1+ &)y o) (%) = (

1+8) A<x<a+2]

0 x> o+21

a+t2l  ,0<1<1
Dg(/l)=,u({xe)(:‘g(x)‘>i})= a+l A< A<l+e
0 ,A=1+e

(1+8),0St<a+l
g (1)=inf{120:D, (A)<t}=1 1 ,ati<t<a+2
0 t2a+2]
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Sonug olarak (=g (t)=r1(¢) oldugu goriiliir.

2+ ,05x<]
(f+g)(x)=42+2¢ ,I<x<a+l fonksiyonun da artmayan yeniden
2+ ,atl<x<a+2]
diizenleme fonksiyonu bulunursa,
at2l ,0<1<2+¢

Drig()=pn({xex:|(f+e)(x)>2})=] @« 2+e<i<2+2e
0 ,A>2+2¢

2+2¢ ,0L5t<a
(f+g)*(t)=inf{1202Df+g(/1)ét}= 2+ La<lt<a+2l
0 t>a+2]

(f+g) (1)= (2+2¢)%0,4) (1) (2 €) X[ q+2] (f)  karakteristik  fonksiyonlarm

toplami olarak ifade edilir. Buradan

1710, 0y =Nl oy = [ (71 ()
0

o+l o+21

= g (tl/p(1+g))q%+ aL (tl/p .l)q%—i_a:le(tl/p .O)q%

Pl 4V (a4 DP +(a+2)P — (g +7)0/P
= 2] e (a7 (e 207 ()7

t

I( Ip (2426 )Jq%f}zl( 1p (24 )J %+ T (tl/p 'OJq%

o ot+2l

S (T
0

:E((Z-i-ZS)q aq/p +(2+g)q/p ((a+2])q/p —aq/p D bulunur.

q

||f+g||(p’q) < ||f||(p’q) +||g||(p)q) licgen esitsizligi dikkate alinirsa

9 q

9
Pl (2+2¢) o +(2+e)| (a+2)” -a” ||<
q
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q q

q

esitsizliginin dogru olmas1 gerekir. O zaman

4q 49

4 4 4
q
2 (1+¢) o +2‘1(1+§j (a+21)” —a” 1<

2{(1+e)q (a+1)" +(a+21)”

32
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q q q q

[(ngql} (a+2)’ ~(a+1)” {(Hg)q(ugﬂ (a+1)” —a”
S Gl G 18

(a+2l) —(atl) ;< p (a+l) -a
[@ e }
2
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte &€ — 0 limit alinirsa;
q q q q

(@+21)’ —(a+0)" L<1d(a+0)” —a”

q q q q q

(@+21)” +a” <(a+0)” +(a+1)" =2(a+1)"

x 4
elde edilir. f (x)= .[ t? dt bigiminde tamimlanan f fonksiyon siirekli ve
0

q
94
konkavdir. f ’nin konkavlik prensibi geregi f ’'nin tiirevi f '(x)=xp azalan

olmas1 gerekir. Bunun saglanabilmesi i¢in ise ¢ < p olmasi zorunludur. Bu durum

1< p<q <o kosuluyla ¢eligir. Bu ise iicgen esitsizliginin saglanmadig1 anlamina

u(B)

1
gelir. ¢ =oo olmasi halinde S = (—AJP >1 ve u(B-A)<u(A) olacak sekilde

Ac Bc X  Olgiilebilir  kiimelerini  alalim. X  non-atomic  oldugundan
0<u(4)<uB) dir. f(x)=pLa(x)*A(p-a)(x) ve g(x)=2a(x)+PA(5-4)(¥)

fonksiyon sec¢imleri yapilirsa,
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u(B) ,0<a<1

Df(i),u({xeX:‘f(x)‘>/1}){,LL(A) 1<i<p
0 ,i2p

p ,0£t<,u(A)
f*(t)Zinf{AZO:Df(i)St} =sup{/120:Df(/1)>t}= , u(4)<t<p(B)
0 ,tZ,u(B)

()= PXo.u(4)] (t)+X[Iu( A).(BY] (¢) elde edilir. Buradan da

u(B) ,0<2<1

Dg(i)ﬂ({xeX:‘g(x)‘>/1}){,u(B—A) 1<A<p
0 A= p

, H(B—A)<t< u(B)
02 u(B)

g (t) = ﬂ'X[O,,u(B—A)](t)+X[,u(B—A),,u(B)](t) artmayan  yeniden  diizenleme

B ,0<t<u(B-A)
g*(t):inf{/lz0:Dg(/1)St}=sup{,120:Dg(/1)>t}= 1
0

fonksiyonlar1 yazilir. O zaman

1 1
11 oy = jugfp S0 =supt” {ﬂ'X[o,MA)](”+X[u<A),u(B)](f)}

t>0
B( (A))l/p te[0, u(4)] 1/p
bl e b
—max{” " Vo # =(u(B)) ve
(u(B)) te[u(A), u(B)]

1 1

2l = SPIPE D) =Dt { U0 i)+ Aty i3]
|| ||(p,oo) P P { X[0, u(B=)]\D T X[ u(B-4), u(B)) }

(u(B-4 v t €[0, u(B—-A4)] l/
= max plu l/p)) £el0u0 ) =(u(B)) g olur.
(u(B)) te[u(B—A),u(B)]
Simdi ise f+g fonksiyonu olusturulursa,

p+1, xed

(f+g)(X)=ﬂ-XA(X)+X(B_A)(x)+XA(x)+ﬂ'X(B—A)(x):{ﬁﬂ, xeB—4

(f+g)(x)=(B+1)yp(x) oldugu agik olup artmayan yeniden diizenleme
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fonksiyonun ozelliklerini kullanirsak,
(f+8) O=(B+D)A5"O=(B+1) o, ur))® ve

p
)

olur. Buradan

||f+g||(p,oo) = (18+1)(/U(B)

/p 1/
)

p .
||f+g||(p,oo)=(ﬂ+l)(,u(3) >2(u(B)) :||f||(p,oo)+||g||(p’oo) olup bu ise

ticgen esitsizligini saglamaz. Sonu¢ olarak /< p<g <o kosulu altinda,

'”(p,q)
fonksiyonu norm olusturmadigi goriiliir.

i) 0<p<l, 0<g<o olmak iizere A()B = olacak sekilde 4, B dlgiilebilir
iki kiime alinirsa,

1 1

q p
o+ 2l gy = a0 B)H(p,q) :(gjq (u(4)+ u(B))

1 1

q P P
bl sl Jtcoml,,, =[ 2] )" + o)

1 1 1

P p p
olup 0< p <1 oldugunda, (u(A)+u(B)) =>(u(4)) +(u(B)) olur. Bu yiizden

|

a8l q) 2 Walp,q) X8l 0)

1 1

[qu(u(/l)ww))p z[

1 1

(u()” +(uB)”

Q|
-

esitsizligi elde edilir. Sonu¢ olarak, 0<p<1,0<g<o sarti altinda ||-||(p 0

fonksiyonu norm olusturmaz. g = oldugunda da aymi esitsizligin oldugunu ve
bununda norm olusturmayacag basitge goriiliir.

iii) 0<p<l, 0<g<o kosulu altinda f(x)=2-x(02_p)(x) ve

g(x)= 4x(0,2_2 r) (x) fonksiyonlar1 segilirse,
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1

— ,0<4<2
Dy(A)=p({xeX:|f(x)|>2})=1 27 ve
0 25 A
2 ,Ogt<—p
b _ ~ _ _ 2
ST =inf{120:D ()<t} =sup{A=0:D /(1) >1} = 1
0 ,t>—
2P
L ,0<A<4
Dg(/l):,u({xeX:|g(x)|>/1}): 22p
0 ,4< A
4 ,O£t<L
* . 2P
g"(t)=inf {12 0:Dy(A) <t} =sup{A>0:Dy(A)>1}= | * bulunur
0 ,tzz—p
Buradan
1 1
1 qd g (e Nl 1 ¥ e 1
_ o rl P dt | [(plg
”f”(p,q)—_[fpf () i j tP .2 n + j t? -0 n —(;j
0 0 1/2]7
Ve
1 7 Vg /(2p) 1Y e 1\ e 1
o 1/2 - o —
lel .=l [ 17€" @) LV T e L 4] [ 0| & =(£jq
; ) t . t t q
1/2P

elde edilir. Fonksiyonlarin toplami ( f+ g) (x)=6-% 0.22 p)(x) +2-x (220 p)(x)

olup
L ,0<A<2
2P
Df+g(/1):,u({xeX:‘(f+g)(x)‘>ﬁ,}): L
22 T
0 ,6<2

(f+e) (t)zinf{AZO:Df+g(/1)£t} :sup{AZO:D(f+g(/1)>t}
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Jga=>27P
olur. Norma gecilirse
1 1 1
ol th I ER th B th !
— p * il p “ p =
17 +el 0= [l (f+e) ® ~| = [ |76 |+ [ |72 t
g — 1
o L 1 q
o [0 dt =1[3J"(3‘1+2‘1—1)
e t q
2~ P

1 ; 1
bulunur. 0<g <1 oldugunda %(ﬁj" (3q 424 —1) sz(ﬁjq = (3‘1 124 —1) <44
q q

saglanmadigina gore,

4 y, <
f+g||(p’q) < ||f||(p’q) +||g||(p’q) esitsizligi genel olarak dogru
degildir. Buise 0 < ¢ < 1 oldugunda, iiggen esitsizliginin saglanmadig1 dolayisiyla

||-||(p ) fonksiyonunun norm olmadigini gosterir.

Teorem 3.1.11: (X, X,u) o—sonlu &dlgiim uzayr olsun, 1<p<o0,0<g<oo

1

1 \4
1 1 q

—_ | o©

1dus _ g Plda e .
oldugunda || f||(p,q)— p '[ l(Df(/i)) - esitligi vardir (Castillo ve
0

Rafeiro, 2015).

1

Ispat: 1lk olarak g=oo olma durumu incelenirse, | f ||(p ) =supt? f*(t) oldugu
’ t>0

bilindigine gore, G¥ = sup A7 (D r (/1)) aliirsa supremum tanimi geregi,
t>0
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p p p
AP(D7(4))<G? bulunur. Buradan (Df(ﬂ,))sG—z(% olup t:j—p secimi

AP
apilirsa; A —i bulunur
oo . G? -
f (t):mf{/lzo:Df(z)sz}:mf A20:Dp(A) <~ icin

[fO>AoDp(A)>t  yani DA<t fT(t)<A  oldugu  bilinmektedir.

fHO<Ai= ff()< tl% — /P 1*(t) < G esitsizliginde supremuma gegilirse,

supt/? £* (1) < G (3.2)
t>0

elde edilir. /(D ' (1)) <A ifadesinde A>0 ve 0<&<A sec¢imi yapildiginda

f*(Dy(2)=&) > A yazlabilir. O zaman
1 d 1

Sugtpf*(t)z(Df(z)—s)p ve fM(Dp(A)-€)>(Dp(A)-&)’ A olup z:tl%
t>

oldugu igin f*(D(2)-€)> % =G <7D +(A)—¢&) bulunur. &—0 iken
t

limit alip ve A >0 iizerinden supremum alinirsa,

' ,
supt/? 1% (6) 2 sup A(D(A)) " = sup (/IPD y (/1)) (33)
t>0 A>0 A>0

1
p
bulunur. (3.2) ve (3.3)’den ||f||( ) —sup?/? £* () = sup (/?.pr(/l)) cikar.
LSING 250

Ikinci olarak 0<g<oo almirsa.

1 q

PN I TR B EA I
||f||(p,q)=£tf(t) 7:£(f o) 1 dt=£ .([q-i d\tP dr
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0 9,
u’ q'/lq_lx{/bo:f*(t)%} (/l)d/IJtp dt

o0 1_1 0 Df(ﬂ) 1_1
2471 —[g.2971
{J.q A d’lJX{po:Df(z)»}(t)tp dt—J.q A '[ tPdt|dA
0 0

0

9
q—1
q-A X{t>0:Df(/1)>t}(t)d’1}tp dt

1

S =8

S = 8

0

I

0 QDf(A) 0 p oY
:Iq.ﬂq—lﬁtp - jp-/lq‘l(Df(/l)) dl:pjﬂq(Df(ﬂ))

q
0 0 0 0

SR

A
A

1 \4

= pJ| 2(; )"
0

di
A

1\ q

| 1
— | °© p

bulunur. Bu'ise | /], . = p?| [| 2(D; (D)) % demektir.

0

Teorem 3.1.12: (X,Z, ,u) atomik olmayan o — sonlu bir Ol¢lim uzayr olsun.

1 1 . .
—+—=1 olmak tizere 1< ¢ < p <oolsun. [0,%0) ilizerinde tammli negatif olmayan

9 q
ve artmayan fonksiyonlarin kiimesi Fy ile gosterilsin. heL(p, q)(X,Z, ,u) olmak

I 1

o0 En—

lizere; =sup jh*(t)tp k(t)dt :k € F Ve||k||L (0.00) = 1 Olur (Castillo ve
0 g

h”(p,q)

Rafeiro, 2015).

Ispat: ¢q' ve q sayilan eslenik olduklar i¢in Holder esitsizligi uygulandiginda

1
- 1

o l_l 0 l_l 1 1/ I T
J'h*(t)tp 9(t)dt < j R e? 91| at [J'(k(t))q dth yazilir.
0 0 0
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1

o0 | 1
], (0) [ j (k(t))q dt}q oldugu ve bu normun 1 oldugu durumda yukaridaki
q 0

esitsizlikte supremum alinirsa;

1 1

sup jh*(t)t;_;k(t)dt kel Ve”k”L (0,00 =1, <
0 q
1
Ti(h*@)% -] (3.4)
¢ | Wlpg) ’

0

11 q-1

oldugu goriiliir. Esitligin diger kismini gostermek icin k(t)=n|t? 9-h*(¢)

secimi yapildiginda, k € Fy olur. Gergekten >0 oldugunda k& fonksiyonu negatif

olmayan degerler alacaktir. a<b oldugunda, %" artmayan yeniden diizenleme

fonksiyonu icin 1 (a) > h* (b) esitsizligi vardir. Buradan
11 11
1 1 1 1 ) b w1p a
g<p=>—<—=>———<0 olmasi geregi a<b=>a? 9>pP 1 bulunur. g>1
p 9 P 9

11 11 1o 1!

oldugundan A*(b)-b? 4 <h*(a)-aP 9 =| h"(b)-bP 9 <| h*(a)-aP 1

yazilir. Sonug olarak a <b = k(a)>k(b) olup k fonksiyonu artmayan fonksiyon

I-¢q
yani k € Fy dir. n= ||h|| (p.q) se¢imi yapilirsa
ql i' I i,
o (1.1 -t N g q'(q-1) |q
* *
||k||L |(O,OO) = .[ n tp 9 ]’l (t) dt = J-n tp q h (t) dt
q 0 0
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1 1

wof 1.1 B A Y Tl /q
— —q -~ . t —q q/q
=n .([ tP 9 h (t) dt :“h”(p,q) _(|). t?-h (t) 7 :”h”(p’q)“h”(p,q)zl
bulunur. O zaman
Sf 1LY (1 LI U
||h||(qp IR O A IR OY PR O
0 0
of L 1 w11 w1 1
j tP 955 @) mdtzlj.tp q-h*(l‘)'k(t)dtzn-||h||f :J'tp 9. 1* (1) k(t) dt
n n p:q)
0 0 0
o 11 o 11
I-¢ q D g L* D g L*
7] o Wl gy = J 27 40" @- k@ de= ], = [ 17 90" @0)- k() dt
0 0
cikar. ||k|| L (0.0 =1 lizerinden supremum alinirsa;
2
B 1.1
7], .4 < sup g K (P Tk(0)dt :k e Fy velk| L 0 =1 (3.5)
elde edilir. (3 .4) ve (3 .5 ) esitsizlikleri kullanilirsa;
B 11

h =supq | A ()t k(t)dt :k € Fy vel|lk =1 esitligi gosterilmis olur.
(p.q) RV 0 L (0,%)
0 q

Sonu¢ 3.1.13: (X,X,x) atomik olmayan o — sonlu bir &lgiim uzayr olsun.
1 1 .
1<g<p<oo,—+—=1 ve f.geli, (XX u) olmak lizere,
g 4 (p.q)
< R : .
||f + g||(p’q) < ||f||(p’q) + ||g||(p’q) esitsizligi vardir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

11

Ispat: Hipotez geregi ¢ < p oldugu icin ¥ ¢ fonksiyonu artmayan fonksiyondur.

I 1

Bunedenle ¥ 7 -k(¢) artmayan olacaktir. Teorem 2.3.16. ve Uyar1 2.3.17.’deki
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S S S
ifadelerden  [(f+g)"()dt <[ f*(0)dt+[g"(®)dt  oldugu biliniyor. ~ Yine
0 0 0

1 1

||f+g||(p’q) =sup g(f+g)*(t)tp U(t)dt: ke Fy Ve||/’€||qu (0,%0) =1 olmasi
kullanilirsa

1 1
o0 l_l © l_l i q 0 i_l q q
[+ P Tk@dis| [ 7 @ | de| [kl +| [| 7 g7 @ dr | k],
0 0 0

olur. Teorem 3.1.12. ile ||f+g||(p’q) < ||f||(p’q) +||g||(p’q) bulunur.

Teorem 3.1.14: (X,X, 1) o —sonlu dlgiim uzay: Sl¢iim uzayi, p,q €[l »] ve p'.q'
sayilari srasiyla p ve g’'nun eslenikleri olsun. feZ, (XX u) ve

gEL(p|’q.)(XZ,ﬂ) olmak Tizere ||f-g||1S”f”(p’q)-”g”(p.’q.) esitsizligi vardir

(Castillo ve Rafeiro, 2015).

o0
Ispat: '[ | E g| < j *(@t)-g"(t)dt esitsizliginin var oldugu Teorem 2.3.13.’den
X 0

biliniyor. L + LI =1 ve 1 + 1 =1 esitlikleri kullanilirsa

P q q

1 1 1 1

0 n—

[1fgl< [ @ @war=[| " £ @) 90 |dr yamhr.  Holder
X 0 0

esitsizligi ile
| 1

(11 11 1 ¢ g | (1 1 ¢

J' (P9 || P 9 g0 e < I tP 4F0) | dt| - I P4 )| e

0 0 0

42



43

= ”f”(p,q) '||g||(p|,q|) Qlkal‘.



3.1.1 Normlu Lorentz Uzaylari

Lip.q) (X2, n) tizerinde f.geM(XY) olmak lizere;
f~g< f=g (u—hhh) bagntist bir denklik bagmtisi oldugu biliniyor.
VfeM(XY) i¢in [f]={geM(XX):f =g (u—hhh.)} kimesi f ile denk olan
fonksiyonlarin kiimesini temsil etsin. Bu elemanlarin yardimiyla Lorentz uzayi

tammlanmirsa L, ) (X2 p) = {[f] S €L q) (X2, 1) } olur. ||.||(p’q)

fonksiyonunun L( 2.q) (X 2, ,u) tizerinde 1<g<p<o oldugu durumda norm
olabilecegi diger durumlarda ise olmadig1 gosterildi. Herhangi iki Olgiilebilir / ve g

fonksiyonlar igin genel olarak; (f+ g)* <f*+g" dogru olmadig: biliniyor.

Artmayan yeniden diizenleme operatorii agisindan bir norm tanimlayabilecegini
tahmin etmemesi gereken durum, {liggenin esitsizliginin yeterli olmayacagidir. Bu

amacla, artmayan yeniden diizenlenme operatoriiyle iligkili ve bir alt-katki saglayan

vep>1 igin L(p, q)(X,Z,,u) tizerinde |||| . denk olan bir norm tanimlar.
M (X Z) tizerinde tanimli f fonksiyonunun bir bagka iki parametre ailesini

tanimlamak icin /™ yerine f ’nin maksimal fonksiyonu kullanilabilir.

Tamm 3.1.1.1: 1< p <o0,1< g < oo olmak iizere L, ,) (XX, 1) Lorentz uzay;

Ly (X 0)={ 1 €M (X2, <0} ve [1],, ifadesi

1
wf L 7 4
il er =y | L] q<e
Py t
||f ”qu = ”f || i 1 biciminde  tanmimlanir
Supt;f**(t) ,q =0
t>0

(Castillo ve Rafeiro, 2015).

Uyan 3.1.1.2: (X,Z, ,u) atomik olmayan oOl¢iim uzayr oldugunda VE €2 igin

u#(E)=1t oldugunda Teorem 2.3.16. ve Uyar1 2.2.17.’deki ifadelerden
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t t t
j (f+g) (s)ds < j FE(s)ds + j 2" (s)ds oldugu bilindigine gore,
0 0 0

t t t
(F+8)" O=1](/+0 O ds <1 ] @ +1] g ds = 70+ 0) olduga
0 0 0

goriilir. Bu ise L, o (XX u)= {f eM(XX): ||f||pq < oo} uzaymin bir vektor

uzay ve ||-||pq ile bir normlu uzay olacagmi gosterir. f~ fonksiyonu f" ’a gore

daha karmasiktir. Bu nedenle ||-||pq ile ¢alismak ||-||(p 0) caligmaya gore ¢cok zordur.

Daha iyi anlamak i¢in bir 6rnek gosterilsin.

Ornek3.1.1.3: GeX ve 0<u(G)<ooolmak iizere,

=9
XG”pq :
Coziim: Ilk olarak 1< p <©,1< g <o durumu incelenirse,

0 l 1 4 q 00 l t 1 d q
_ q p *k t _ q p 1 * t
= =||t7- Hl — | =|=||tF-- s)ds | —
el p{ XG0 - p{ t.([XG( s | =
1 t
e (1) = . j Y6 (s)ds oldugu biliniyor. 0<t<u(G) oldugunda,
0

t t
X’g“(z)zl j X’g(s)ds:l j X[o,u(G))($)ds  ve 0Ss<i<u(G) olduguna gbre;
tO tO #

t
%G ()= % [1:ds =1 elde edilir.

0
Ikinci olarak ise t> u(G) durumu irdelendiginde,
1 14 P
K3k
XG (t):;IX[O,y(G))(S)dSZ; I 1[0, u(G)) () a5+ I X[0. u(G))($)ds
0 0 u(G)
u(G) t
:% j 1ds+% j 0d5=@ oldugu goriilir. Her iki durum birlestirilirse
0 u(G)
1(G)
R t> u(G
X’Ek(t)= t #G) ifadesi elde edilir. Buradan

L, 0<t<u(G)
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of 1 qdq y(G)lqd ool(G)qdq
i tP. ol t _t — 1 tP 1 _t+ tP ’u_ _t
o b | K Bt B I B e MKl B
1
q 9_4 q 1 1
= LL(u6) v L o-(u(G) (@) =(qu(u(6))p
rlq q(1-p) (-1

p =1, p=co oldugunda; (¥ ||pq =o0 olup 1< p <o0,q = oldugunda norm

hesaplanirsa,
-
1 suptp-LG), 12 u(G) 1 , P=®©
= t>0
||XG||poo:SHpr'X>g(f)= ’ = 1
t>0 = G p 4o
supt? -1, 0<t< u(G) (u(@) p
t>0
1
p ; 1/p 1<p<oo
Y G ,
((p—l)) (#(©) {lswo
) p=1Vp=o
olur. Ozet olarak, XG”pq = ®© l<g<o  Oldugu
1 I<p<w
(u(@)"? { o
1 ’p:q:dj

gortliir. Simdi p,q € [l,oo] genisletilmis reel sayilar olmak iizere, -||pq ve ||||(p q)

fonksiyonlar1 arasinda nasil bir esitsizligin var oldugu gosterilsin.

Teorem 3.1.1.4: (G. H. Hardy). f, [0,00) {izerinde negatif olmayan oOlgiilebilir

fonksiyon olmak tizere, 1< g <o, 0 <r <o olan sayilari igin;

of t q [e'o]

i j j f(s)dsJ z‘r‘ldts(ijq j (s f(s))qs_r_l ds
00 "7

ii. j j f(s)dsJ ¢ dts(gj j (s-f(s)) s"'ds esitsizlikleri vardir
0\ "7

46



(Castillo ve Rafeiro, 2015).
jspat:

1) q=1 olsun. Fubini’nin teoremi kullanildiginda,

=lj(s-f(s))s_r_1ds
r

S 0

T[jf(s)ds}t r=l gy = jjt—r ! f(s)dtds_jf(s)—

0\0

L
Kabul edelimki g >1 ve p sayisi ¢g’nun eslenigi olsun. s¢ ds olgiimii ile Holder

esitsizligi kullanilirsa;

q

t a4 I
[If(s)ds} J-f(s) s .59 ds| <
0

1 )
t 1-- * o | e
I f(s)-s 1] s1 ds jlp-sq ds
0 0

q g 7y "
| L|\P 4P q.4977. ¢4
(r} t J-(f(s)) S s? ds

0

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte her iki taraftan sifirdan sonsuza kadar integrali

alinip, daha sonra Fubini’nin teoremi uygulandiginda;

ool ¢t q 1 ooqﬁ lr.(l_ljt L
s At L || = . q s))* s s sdt =
j(jf()dst” dt<j( j”z” t j(f())q 97T .59  |dsd
0 r

0\0 0

q o0
- (%j J'(s-f(s))q -5~V ds bulunur. Boylece
0
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ot q w
J {j f (S)dS] t""ldts(ﬁjq [(s- 7 @) s ds
d 0

0\o0

esitsizliginin varlig1 gosterilmis olunur.

o[ o q 0 q
ii) | [ | f(s)dsJ . dzs(ijq [(sr(s)) s "ds
o\ d

0

g =1 olsun. Bir kez daha Fubini’nin teoremi kullanilirsa

o0 [ o0 q o0 S o0 o0
| { | f(s)ds] £Vt = [] 7 f(s) dtds = | Lo psyds =1 | (s/(s))s"'ds  elde
0\ s 00 0 "0

-
-
edilir. Daha sonra ¢ >1 ve p sayisi g nun eslenigi olsun. s ¢ ds OSlgiimii ile

Holder esitsizligi kullanilirsa;

q
LA R

© 9 [
{jf(S)dSJ = jf(s).sq .S q ds <
t t

q
L 1

o0 | LA o . p
jf(s)-sq s 1 ds Ilp-s 7 ds

q r r q

L "l al Ia L (o I
:(gjpt p j f(s)s? | s 1 ds :(gjpt P I(s-f(s))q-s 4 ds
r r

t

Sifirdan sonsuza kadar her iki tarafin integralini alip, daha sonra Fubini’nin teoremi

kullanilirsa;
00 ( 0 4 o0 4 Tl —r
f If(s)ds tr_ldtzj(gjpt p j(s-f(s))q-s 7 ds | ar
r
o\t 0 t
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o0 [ o0 4q w
bulunur. Bu ise J{jf(s)ds} t' 1alt<( j I f()) 5" l'ds demektir.

o\¢

Teorem 3.1.1.5: 1<p<ow ve lJrlzl olmak {izere;
P 49

esitsizligi gecerlidir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

p
p W =511,

Ispat: IV oldugu biliniyor. Buna gore;
1 p 1 p
p p 7 * p o * dx o, *% dx P
171, = [l dn=[(r @) de=[| =2 " | S<[)x? 10| Z=|1],,
X 0 0 0
171, <171, (3.6)
Diger taraftan Teorem 3.1.1.4. i.’’deki Hardy esitsizliginde r=p—-1 ve g=p
alinirsa,
ot p p o »
I{J-f(s)ds] D=1 g S(L J.(s-f(s)) s (P gg =
p-1
0\o0 0
of t p p © p
j[jf(s)ds] P dzs(i [(sf()) sPds=
0\0 P-4
1 p 1 p
© (—l]t dt p o d
[[£7 /[ f(s)ds 7<( j [(f() ds:j tP - jf(s)ds —
0 0 0

p oo
P p
S[p—lj ‘([f(S) ds
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wf L P dt » p o » p
a|_p p p [ P p
g p[ [ 77 (syas J ; s(p_l) £f<s) ds.| 117, S[p_lj 171, =
p
W, <(525 11, (3)
(3.6) ve (3.7)den |£] , <|f],, Sﬁ” 71, oldugu goriiir.
Teorem 3.1.1.6: (X, X, 1) 6lgiim uzayi, 1< p <o0,1<g <o p ve ¢ genisletilmis reel

sayilar olmak iizere;erM(X,Z) icin ||f||(p’q)£||f||pqSL_l”f”(p’q) olur

(Castillo ve Rafeiro, 2015).

Ispat: < f* oldugu biliniyor. Buna gbre,

1 d 1 9
q s dt G| e d q
1y =] {t”f (t)} £< { {t”f @} E =171,

0
||f||(p,q) S||f‘||pq (3°8)
yazilir. Eger g <o, p=o0 oldugunda /=0 ( x—hhh.) yada ||f||(p ) =" oldugu

daha once sOylendi. Bu durumda esitsizligin ikinci kisminin gosterilmesi rahattir.

q,p <o ise Teorem 3.1.1.4. ile

q wof L ! o0 l 1 o 1t 1
”f”pqz.[[ t7f (t)J .[[ 1P - ,[f (S)dS] J{ e J-f (S)ds] =
0 0

q
q

o t q © g1
= * p q o q p 4 [ _ q J
g[](;f (s)ds} t dt< g(s f (s)) K ds|r=gq p,Hardy.E.

: q
—gq-1 qof — 9
|4 I(S.f*(s))qsp ds:(ﬁj I[Sp'f*(S)J %:(plilj ”f“(qp,q)
0

Sonug olarak,
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P
Iy <25 (39)

oldugu goriilir. Son olarak ise ¢g=o oldugunda normlara bakilirsa,

1 1 1 4 1,1 1
tP f**(z)zp{ [r (s)ds]tp [T (syds=2? j P f*(s)s Pds

1 1
I/ = = ) =supt? (¢t oldugu dikkate alinirsa
P t> t>0
1 P N R TS DA Rl
supt? £ (t)=sup| t” j P f*(s)s Pds |<tP j sups? £*(s) |s Pds,
t>0 t>0 ol £>0
L L
p
I I e e ey [
0 [—+1j 0
p
I e (310

oldugu gorillir. irdelemeler sonucunda elde edilen (3.8), (3.9) ve (3.10) daki

esitsizlikler birlestirildiginde, 2) <|71,, Sﬁ” f||(p’q) olur. L, /(XX 1)

ve L( pr) (X,Z,,u) uzaylarinin karsilastirilmasi ile ilgili akla sorularin gelmesi gayet

dogaldir. Bunun i¢in bazi ¢aligmalar yapilsin.

1

g 171
Lemma 3.1.1.7: fel, q)(X,Z,,u) olmak iizere, f**(t)S[ijq % esitsizligi
' p

tP
vardir (Castillo ve Rafeiro, 2015).
Ispat:
1 q q g q
a % dt L=l gl —-1 q
g =J| 77 @) T2fsr (@) dsz(r o) [s7 as=E{r o) v
q LY

q
g( A (z))q <1, = f**(t)s(%jq t 7|1, esitsizligi agikga goriiliir.
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1

L] 111, ot

Sonug 3.1.1.8: feL(p)q)(X,Z,,u) olmak iizere,

(Castillo ve Rafeiro, 2015).

l l
Ispat: ”f” (p,) suptpf (t)<§1>1ptpf**(t) ||f|| oldugundan
<1, 311

yazilir. Lemma 3.1.1.7.°deki f* (t)<[ j ” ”p 1 esitsizligi kullanildiginda,
p

tp
1 ! 1 !
ros 2 Wl = 0[P Il msir 05 Lf A,
tP
1
W5 4] 1, (312

oldugu  goriliir. (3.11) ve (3.12) "deki  esitsizlikleri  birlestirildiginde,
1

q -
”f”(p,oo) £||f||pOo S[;jq ||f||pq elde edilir.

11

qla r
<L) 71, o

Lemma 3.1.1.9: 1< p<o ve 1<¢g <r <o oldugunda,

(Castillo ve Rafeiro, 2015).
Ispat:

of L T Ty r_
”f”;r‘j{’p fﬂ@} %:I( o) 1‘” I( ") (o) e ldt

0

[«

1
, . *ok q ;”f”pq AT -
yazilir. Lemma 3.1.1.7.°deki, /7 (¢)<| — I esitsizligi kullanildiginda;
p 2

tp
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r—q

r o 1 o
(rof (o) " as (o) (%]" Vo | 07
0

S — 8

tP
q L r—q ® g 94 q L r—q ® 1 1 dt
(L) (o o a2 o) 4
0 0

r r r

| —1
_| 4|4 4 9 g q |9 ™4 _| 419 d
(&) W W < v g =[£) 1

rq

esitsizliginin varlig1 ispatlanir.
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3.1.2 Tam Lorentz Uzaylan

||-||pq doniisiimiiniin L, q)(X,Z, 1) uzayl tizerinde bir norm oldugu gsterildi.

pq) uzayinin bir Banach uzay

Simdi Riesz teoremi yardimiyla (L( p.q) (X 2, ,u),

oldugu gosterilecektir.

Teorem 3.1.2.1: 1< p<o0,1<g<o p ve g genisletilmis reel sayilar olmak iizere,

(L(p,q) (X,z,,u),

q ) uzay1 bir Banach uzaydir (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Ispat: {f,} . dizisi (L( ) (X210, pq) uzayinda bir Cauchy dizisi olsun. O

halde V& 20 igin Vn,m>n, oldugunda |f, - f,[,, <& olacak sekilde 3n)eN

) . n—»
vardir. Bagka bir ifadeyle }” J i || -0 olur.
m —> rq

1
||fn —fm ||(p,oo) < (%jq ||fn _fm”pq oldugu Sonug 3.1.1.8.’den biliniyor. Buna gore;

1 1
P q
||fn - f ||(p’oo) = jligtp (fo =T )* =< (;jq ||fn _fm”pq — 0 olur. Sonu¢ oarak
1

supt? (fr, = fr )* (t)—>0  yakinsakligi  goriiliir. Teorem 3.1.11.e  gdbre,
t>0

1 1/p
supt? (f, = f) () =sup(APD, . _, \(A) oldugundan
>0 ( ) ,1>0( (Jn=1m) )
p I/p

D ) =sup(AF X: - A 0
sup (27 D7, ) (D) =50 (4 fre iy S0 2})) >

bulunur. Bu ise VA>0vem,n—> o igin ,u({xeX:|fn(x)—fm(x)|>/1})—>0

demektir. Sonugta {f,} . dizisinin x Slgiimiine gore de bir Cauchy dizisi oldugu

ne

gortliir. F.Riesz’in teoremine gore, f Olciilebilir fonksiyon vardirki { f”}neN dizisi

4 Olclimiine gore f ’ye yakinsaktir. Bir diger F.Riesz teoremi ile X iizerinde u

Slgtimiine gore, {f, | . dizisinin h.h.h. fye yakinsak { 1o k} alt dizisi vardir.

ne keN
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<&

{/u} o bir Cauchy dizisi oldugundan 3n, €N vardir ki n>n, igin

ve X lizerinde fnk - fno 4 Olglimiine gore f — fno fonksiyonuna yakinsak olur.

>0 igin (£~ 1, ) (< lim inf ( £y, ~ fug )*(z) olur. Teorem 2.23. g) ve
o0

sksk sksk
Fatou’nun lemmasi kullanildiginda, Vt>0;( =1 ) (1)< lim inf ( In, = In ) (t)
0 k—o k 0

elde edilir.
- d - s | dt
lr=sl =T (r=50) 0| & j (2 lim inf(f,, =/, ) @] T
prq 0 0 t
1
of 1 4 g
<liminfjt;(f —f) Ol L Ztimintlf, — £ | <& >n)
_k—)oo ny ny P _k—>oo ny ng »q k 0

0
f = = fa)* Jny €Lpg) (XX, 1) oldugu icin Lp.q) (XX, u) uzayr bir Banach

uzaydir.
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3.1.3 Aynlabilir Lorentz Uzaylar1

L( » q)(X 2, ,u) uzaymin ayrilabilir olup olmadigimi arastirmak igin biitlin basit
fonksiyonlarin kiimesinin L( p, q)(X,Z, ,u) uzayinda yogun oldugunu gosterme

zorunlulugu vardir.

Teorem 3.1.3.1: 1<p<oo,I<g<o igin tiim basit fonksiyonlarn kiimesi S,

L p.qg) (X, X, 1) uzayinda yogundur (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Ispat: g<oo ve f eL( , q)(X,Z,,u) icin genelligi bozmadan f pozitif olsun. O
zaman VrneN i¢in 0<s,<f ve s, > f (n —>oo) olacak sekilde integrallenebilir
basit fonksiyon dizisi vardir. ¥ eN icin (f-s,)" ()</f* (%)+S;§ stz 1 (éj

olmasi, Lebesgue baskin yakinsaklik teoremi ve Teorem 3.1.1.5. kullanilirsa,

P im (va _Sn”(p,q) =0 bulunur. Buradan fe€S yazlir. Bu ise

li - <
nl_l;rionf Si’l||pq<p_1n_>oo

f’nin keyfi bir fonksiyon oldugu i¢in L( % q)(X,Z, ,u)c§ kapsamasini saglar.

Sonu¢ olarak; §=L( p,q)(X,Z,,u) yani S kiimesi L(p’ q)(X,Z,,u) uzayinda

yogundur.

Tamm 3.1.3.2: VA€ ve u bir 8l¢iim olsun. Herhangi £>0 igin x(A4)<o olmak
iizere Y. nin sayilabilir bir ] alt ailesi i¢in x(AAB)<é& olacak sekilde IBe[]
varsa 4 Olgiimiine aynlabilirdir denir. Burada AAB=(A4-B)U(B-A4) dir

(Emel’yanov, 2014).

Teorem 3.1.3.3: 1< p<oo,1<g <o igin L(p’q) (X Z,,u) Lorentz uzayinin ayrilabilir

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x4 Ol¢limiiniin ayrilabilir olmasidir (Castillo ve

Rafeiro, 2015).

Ispat: 11k olarak kabul edelimki z 6l¢iimii ayrilabilir olsun. O zaman V&>0 i¢in G
sonlu olglime sahip 6lgiilebilir kiimesi i¢in 2. *nin sayilabilir bir [] alt ailesine ait ¥
kiimesi vardir 8yleki #(GAY)<é& dir. Buradan
t
(xe—xr)" (t):lj(XG ~Xy) (s)ds

t
0
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:%jinf{l>0:y({x€X:‘(XG —XY)(x)\>/1})3s}ds
0

N|>—i

j.mf{/1>0 :D, XY)(/l)SS}dS
0

I, 0<s< u(GAY)
0, s> ((GAY)

olur. Buradan inf {/1 >0: D(XG _Xy)(/l) < s} = { ifadesinin

araliklardaki degerleri integralde yazilsin.

[lk  olarak t < u(GAY) ve 0<s<t< u(GAY) oldugunda;
| t 1 t 1,u(GAY)
—jlnf{/1>o D )(/1)<s}ds——jlds+— [ ods=1 olur.
ZO t t f

Ikinci olarak ise 0<s < u(GAY) <t oldugunda,

lt U(GAY) |t .
;jmf{z>0:D(XG_Xy)(z)3s}ds=; [ lds - [ 0ds =~ u(GAY)
0 0 1(GAY)
bulunur. Bu ise (XG —Ay )*>k = X:;* AY demektir. O zaman
- 1
00 i q 00 7_1 o q
”XG_XY”pq = j t? (X —xy) ® jt X(Gar) (t)dt
0

1 1

p Y ! p Ya.p .
:(;jq(u((?” ))"7; sonug olarak ”XG_XYHPQS(EJC] £P elde edilir.

Buradan anlagilirki >, kiimesinin sonlu 6lgiime sahip G kiimesinin karekteristik
fonksiyonuna karsilik []’deki Y kiimesinin karekteristik fonksiyon vardirki bu iki
fonksiyonun arasindaki farkinin normunu yeterince kiigiiltiilebilir. s basit

fonksiyonu o >, >05...>a,>0 ve A4;={xeX:s(x)=q;}olmak iizere;

n
s = z A4, bigiminde tanimlandig1 biliniyor. Yukarida gosterdigimiz > *daki her
k=1

sonlu olgiime sahip kiimenin karekteristik fonksiyonuna karsilik []’deki bir B

n
kiimesinin karekteristik fonksiyon var oldugundan; § = z ;X g, bigiminde yeni bir
k=1
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karekteristik fonksiyon tanimlanabilir. Vk=1,2,..n ig¢in ||s—§||pq normuna

bakildiginda,

= iak(XAk _XBk)
k=1

n n
s-5,, = H 2 Ka, — 2L KB,
k=1 k=1

Pq Pq
n
< max {ak} Z(XAk —XB, )
ve oy ’larin tanimi dikkate alindiginda

1

P V. p
R A
(48|, =" 51

M=

(X,Ak —XB, )

o

sna, HXAk —XB, Hpq =na,

k pq

1

esitsizligine rahatlikla ulagilir. Sonug olarak anlasilirki 2. oSlgiilebilir 4,,4,,4;...,4

n

tizerinde tanimli herhangi s basit fonksiyonu i¢in []’de tanimli B,,B,,B;...,B,

Olctilebilir kiimeler {izerinde tanimlanan § basit fonksiyonu olacaktir. O zaman tiim

basit fonksiyonlarin kiimesinin L( & q)(X, 2, ,u) uzayinda yogun oldugu anlasilir.

n
S :{5 => arxp, :Br €lLay eR,n =1,2,3..} kiimesi L, ;) (XX, 1) uzaymnda
k=1

n —_—
yogundur.  Sp = {5 = z X, Br € [La,eQn= 1,2,3..} kimesi Q=R
k=1

olduguna gore S i¢inde yogundur. Dolayisiyla S’Q kiimesi L( p.q) (X 2, ,u) uzayinda

yogundur. S‘@ kiimesi; sayilabilir tane sayilabilir kiimelerin birlesimide sayilabilir

oldugu i¢in sayilabilirdir. Bu nedenle L( 2.q) (X 2, ,u) uzayi ayrilabilirdir.

Tersine, kabul edelimki 4 Ol¢imi ayrilabilir olmasm. O zaman 3&£>0 ve

sayillamayan [] ailesi vardirki 4 €2 igin her Be[] alindiginda ve wu(AAB)>¢&

olur. G= { g=Yg :Ke H} kiimesi sayilabilir olmayip herhangi iki f,geG igin
1 1

~ _ ([ p ) 1/ P ) .p
||f—g||pq —”XM_XN”pq _HX(MAN)Hpq —(ﬁj (n(MAN))'? 2(;} gP

olur. M # N oldugundan G <L, ;) (XX, 1) kiimesi sayilabilir degildir. Ciinkii
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f,geqG, | f- g||pq normu yeterince kiiclilmeyecektir. Buradan L( » q)(X,Z, ,u)

uzayinin sayilabilir alt uzayinin olmadigi ortaya ¢ikar. Sonugta L( 2.q) (X 2, ,u) uzay1

ayrilabilir degildir.
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3.1.4 Lorentz Uzaylarin Dual Uzay1
Tanim 3.1.4.1: L( p.q) (X,Z, ,u) uzay1 lizerinde tanimli sinirh ve lineer fonksiyonlarin

olusturdugu kiimeye yani

*

[L(p,q) (X,Z,,u)J {F | F: Lipq) (XX, 1) = C,surli ve lineer dénﬁsﬁm} uzayina

Lorentz uzayi’nin dual uzay1 denir. Dogal olarak parametrelerin degisiminin dual
uzay1 nasil etkiledigini diisiinmek gayet normaldir. Bunun i¢in asagidaki teorem

verilecektir.

Teorem 3.1.4.2: (X >, ,u) non-atomic o — sonlu bir 6l¢giim uzay1 olmak tizere;

i, 0<p<1,0<g<w oldugunda, [L(p,q)(X,Z,ﬂ)T ~ {0}
ii. p=1,0<g<I oldugunda, [ L) X,Z,ﬂ)T —L, (XX 1)
ii. p=11<g<oo oldugunda, [L( pa) (X ﬂ)}* _ (o0}

iv.  p=lg=w0 oldugunda, | ) (X3 ﬂ)}* £{0}

v. 1< p<o,0<g<1 oldugunda l+LI =1 olmak tizere
P p

[L(p,q) e z:ﬂ)T ZL(p.)q) (X2, u)

vi. 1< p<w,l1<g<o oldugunda l+L:1,l+i:1 olmak iizere
r p 9

[L(M) (X’z”“‘)T ) L(P',q') (%2.4)
vil. 1< p<o0,q = oldugunda, [L(p)q) (X’Z’ﬂ)T # {0}

*
viii. p=co,g=c oldugunda, [L( p’q)(X,Z,/x)} # {0} (Castillo ve Rafeiro,

2015).

Ispat: X o —sonlu oldugu i¢in VneN igin X, artan kiime dizisi olmak iizere

vardir ki
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o0
X=[JX, ve her neN igin u(X,)<oo olacak sekilde {X,} G&lgiilebilir
n=l1

kiimelerin artan bir dizisi vardir.
*
0<p,g<wo ve Te [L( .4) (X2, ,u)} olsun. 7 sinirh lineer doniisiimii yardimiyla

VAeY igin v(4)=T()4) bi¢iminde tanmimlanan v fonksiyonu X iizerinde bir

Ol¢iim ifade eder. Gergekten;

a) v(@)=T(xg)=T(0)=0 {T(0)=T(0+0)=T(0)+T(0)= T(0)=0}

b) {4, }neN €> ve n#m oldugunda 4, (4, =< olsun.

o0
1, erAk:>xeArveer{An}ne{Nf{r}} .
. k=1
LYo (0= y =2 X4, ()
e 0, xelJd4=>VkeNxe4, k=l
k=1

o0

i T(ixAk ](x):T(éxAk (x)]:T(xAl )+ T (14, ) () o= 3T (24, ()

o0

= T(z X4, J = z T(XAk ) = z V(Ak) oldugu rahatlikla
k=1 k=1 k=1

V(U AkJ:T X
k=1 Ay
1

TCs

gosterilir. V(A)=T (X A) biciminde tanimlanan v, X iizerinde bir o6l¢iim

fonksiyonudur.  Dahasit T smnirli  lineer  donlisim  oldugu  igin,

1
‘V(A)‘ = ‘T(XA )‘ < ”XA”pq H|T|” < [ﬁjq (u(A))l/p H|T|” esitsizligi rahatlikla yazilir.

o 1
g=c oldugunda, [v(A)=|T (s <l 1Tl < (e(4)) 7 |IT]] olur. Somug
olarak v olglimii w Olglimiine goére mutlak siirekli olur. Cilinkii VA€, igin

1
()02 (45 (LN (i) v )< ) il )0

dir. O zaman Radon-Nikodym teoremine gore dyle bir kompleks degerli dl¢iilebilir
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fonksiyon vardir ki v(A4)=T(¥4)= '[ |g|- %4 du olacaktir. Teorem 3.1.3.1.°de basit
X

fonksiyonlarin kiimesini ¢ <o oldugunda L( p.q) (X 2, ,u) uzayinda yogun oldugu

bilindigine gore, Vf €L, ;) (XX, u) icin T(f)= I |g- f|du bigiminde yazilabilir.
X

i) 0<p<1,0<g< o oldugunda, [L(p,q)(X,Z,,u)T :{0} dir.

Ik olarak 0< p<1 ve f X iizerinde f :Zanx E, basit fonksiyondur. X atomic

n

N
olmayan uzaym her par¢alamisi £, [En = U Ejn,(j £k Ejpy (N Epy = @) ve
Jj=1

):M

ﬂ( Ej, i /i :zanx Ej bi¢iminde tanimlansin. O zaman

n

() R Wl 1 e
t * t
”f”(p,q): [l (zanXEn] @ —| = > an| tp(XEn) O] —
0 n noo0
AE) S N pla 1/p P é Ip
= > a, j tP dt =Zan(—j (,u(En)) =Zan(—j (N,u(Ej ))
n 0 n q n q
1
1 L o (2 R N
_ P4 p_ r_
_Npg"n(gj () " =N" { l‘p(%aanjnJ oL 7| =¥ Vi,
ve buradan sonug olarak,
_1
Hfju(p,q):N p”f”(paq) (3.13)
esiligi  elde edili.  Fe| L, ) (XZ, ﬂ)}* olmak iizere,
N
‘F(f)‘: F(zanXEnJ =|F zanXN =|F ZanZXEjn
n n ' Ey n j=l1

J=1
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F(%‘ZG”XEWJ

j=1n

&

Nt il
= [I¥i ZIN Py =N 7 IFIA g
p

N N N
=531 07 =50 1 [ V7 W Dol
j=1 J=1 /=1

(p,q9)

1
-=
O™ PNl g (3.14)

esitsizligi elde edilir. (3.14)’de N —o,p<1 oldugunda [F(f)/<0 yani F=0

oldugu goriiliir. Bu nedenle [ L(p’q) ( XY, ,U)T _ {0} olur.

v) l<p<o,0<g<l oldugunda, geL(, )(X,Z,,u) olmak iizere,
p.q

1 1 1

e * * a * 7' * d < * d
S{f (1)-g (t)dt=£tpf (0)-17 g (r){sgﬂ’f (r)'llgll(p.,m){

ff-gdu
X

- ”f”(p,l) ||g||(p|’oo) olur.

11

(£

Lemma 3.1.1.9.dan 1< p<o ve 1<g<r<o oldugunda,

L
oldugu bilinmektedir. r=1 alindiginda |/ ”pé( jq ” f”pq olur. Buna gore,

R

L

Wl Ay <[] 11l

burada || f ||(p’q) =1 lizerinden supremum alinirsa,

F(/)=

If-gdﬂ
X

1

1
=47 el (315)

*
bulunur. F e {L( 2.q) (X 2, ,u)} , g kompleks degerli 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve
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f=g: | g|_1 X {g>4) olarak tanimlansin. Buradan

jf-gd,uzj§-|g|_1-x{g>l}-gdy: j |g|dy2/1,u({g>/1}) olup sonug olarak
X X

{g>1}
u({g>2)< [ fogdus<|[ f-gdu=[F(0)<[FlIA,,., ve
X X
|f| = ‘g '|g|71 'X{g>/1}‘ _ |§||g|71 X{g>/l} elde edilir. Buna gore,

()= |f|* ()= X*{g>/1} (1)= X(O,,u({g>/1})) (¢) yazilir. Bu ise

1
of LY (ulleA) ey Yo o
Mo ﬂ”ﬁ“)J? { [ J (2] (utte 1)

L 1
[ 0 =[FC) < <IFI[ 2 (> 21

Au({g>4})<

demektir. O zaman

(o ) <l e )5 2) el >

k) < 2 )/ I (310

olup (3.15) ve (3.16) *dan H|F|” z||g||(p|’oo) olur. Yani [L(p,q)(X,Z,,u)T uzayindaki

her bir eleman i¢in L (X Z,u) uzayinda bir eleman karsilik gelir. Dolayisiyla

(p,®)

bu uzaylar arasinda esmetrel esyapili bir doniisiim tanimlanabilecegi igin
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[L(p,q)()(’z’ﬂ)} =L(p.,oo)(X,Z,/z) olacaktir.

Vi) I<p<o,l<g<o oldugunda,

1 1

F(|=|[ f gdu< [ 1@ g @di=[1? 17017 "0

X 0 0

Holder esitsizligini kullanilirsa,
1 1
- I |

1 q 1 q q

OO%* ;*dtw%* dtqw;* dt

[tPro o< [l ro| = | ]P0 =

0 0 0

- ||f||(p’q) ||g||(p|,q.) ve ||f||(p’q) =1 {izerinden supremum alindiginda

IFl<lel . ) (317
esitsizligi elde edilir.

Tersine Fe[L(p,q)(X,Z,,u)]* ve gel (XX, 1) olmak iizere g ile es dlgiilere

(r'.q"

sahip tim > — Olgiilebilir g fonksiyonlar iizerinden supremum alindiginda,

erL(p’q)(X,Z,,u) icin If*(t)-g*(t)dt=sup S‘||F||H|f||(p’q) olur.
0

J 7-gau
X

Teorem 2.4.6. kullanilirsa X iizerinde Oyle bir Olgiilebilir fonksiyonu

I
q—l I

i -1 <
h(s)=sP ( g*(s))q vardiki /¥ (1) = I h(s)% dir.  Buna  gore
/2

ol — 1 oo o q 1_1 q
”f”(p - j t? £ () a| j j h(s)é tP dt icin integral iginde
’ 0 ! olg2°

E:u dontistimii yapilirsa
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9| o L th 9 o[ oo 9 9 ;
”f”(p Q- 27 .([ tpf () . J.(.[h(s)—J uf  du olur.  Hardy

O\u
esitsizligi kullanilirsa r—1l= % -1 ve
oo oo 9 4_ q © q 1_1
I{I h(s)—} u? du < (qj I(s @j sP ds oldugundan,
o\ u s f
|
9 o 94 i—l 1

||f||(p q)_2p qJ. h(s))?s? ds elde edilir. Esitsizlikte h(s)—sp (g*(s))q

yazildiginda,
| q
q q—— q|_1 1_1
||f||(p 0 <27 qj 4 ( *(s)) sP ds
I
9 q
—qt+t— j I
I -1
=2q/p qJ. (p P (g*(s)) ( )ds olur
0
1 + 1_ 1 ve 1 + 1. 1 oldugundan
r p 9 4

p' P q
degerleri yerlerine konulursa,

|
q : 1 q q
. © i_l I q wo| — —

* q _ ! * dS_ p q
||f||(p <2 p"f 7o) ds—2ppq£ s (&) =2 el
1oy
L o0
1A . = p2’ ||g||(‘f . clde edilir. Diger taraftan [ £7@®)-g" () dt integralinde
’ p-q 0
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- 4 .

|
-1
A= I h(s)ﬁ ve h(s)=s[p | ]( g*(s))q degerleri yerlerine yazilirsa,
s

/2
o0 00 q—ll— q'—l ds o t q—ll—l ql_l ds
[Ts7 (¢@)  [Eewaz[[|s" (g0 S0
012 s 01/2 s

ol s [
=j(g*(t)) [1s\7 Jlas lde=—E—1-2" 7/ ||g| " elde edilir. Bu
0 : (r,

ise

S

||g||(p|’q|) S oL H|F|” (3'18)

demektir. (3.17) ve (3.18) esitsizlikleri beraber diisiiniildigiinde uzaylar arasinda

izometrik izomorfizma tanimlanabilir. Bu ise uzaylarin izomorf olduklarint sdyler.

Sonug olarak [L(p’q) (X,Z,,u)]* =7

() (X2, u) olur.

Teorem 3.1.43: 1<p<w ve 1<g<ow veya p=g=1; L, (XX u) lzerinde
; . . . * 1 1

taniml1 tim simurlt lineer fonksiyonellerin uzay1 [qu (X,Z, ,u)] , _+_|:1 ve
P

1

gvté =1 olmak iizere, [L g (X > ,u)T uzayi Lp'q' (X > ,u) uzayina izomorftur

(Castillo ve Rafeiro, 2015).
Ispat: Tk olarak pP=q ve 1< p < oo durumu incelendiginde

Ly, (X2, u)=L, (XX 1) oldugu igin ve
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(L, (x| =L (XZu)=L , (XZ.n) esitliginden

p'p'

[qu (X,Z,,u)]* =L, (XX 1) oldugu agiktir.

P'q

.. *~
l<p<ow, l<g<o ve p#gqg olmak iizere, [qu(X,Z,,u)] =L, (XX n)

p'q
oldugunu gostermek i¢in uzaylar arasinda birbirine karsilik gelecek elemanlarin
varhigim gostermek yeterlidir. g e Lp'q' (X2, 1) olmak iizere ve Vf e L,, (X2, u)

igin T(f)= j f-gdu oldugu biliniyor.
X

T(1)|=

jf-gdﬂ < I|f'g|d”STf*(t)'g*(t)dtﬁoj?f**(t)-g**(t)dzz
X X 0 0

of L S PR R
[l L1 re 0] £
0 ! 0 t
bulunur. Sonug¢ olarak ‘T( f )‘S” f ||pq ||g||p|q. olur. T sinirli lineer operatér ve

|| f ||pq =1 lizerinden supremum alinirsa,

oldugu gortlir. I<p<ow ve qg=1 oldugunda
N Ny
I t I t
O (1077 a7 7 O < 177 sl 77 6) = bl

olur. Buradan || f ”pl =1 lizerinden supremum alindiginda H|T|” < || gnp.OO oldugu
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aciktir. Bu ise gosterir ki Lp,q, (X,Z, ,u) uzayindaki her bir fonksiyona karsilik

[L pg (X2, ,u)]* uzayinda bir T operatdrii karsilik gelir. E e, olmak iizere,
o(E)=T(xf) bigiminde tanimlanan o, bir olgtimdiir.

1 1

p
o (B)=Ir (&) <xel oIl <| =2 | (#(E))" |IT]] oldugundan o << yani
p—1

o Olgiimii  dlgiimiine gére mutlak siireklidir. Gergekten u(E)=0 ise o(E)=0
oldugu aciktir. Radon-Nikodym teoremine gore, en az bir

geLl(X,Z,,u):L(Ll)(X,Z,,u) vardir ki O'(E):jg-XEd,u olacaktir. Integral
X

fonksiyonunun lineerligi ve basit fonksiyonlar kiimesinin L,, (X,Z, ,u) uzayinda

yogun olmast sebebiyle VfeL, (XX, u) igin T(f)= I g fdu esitligi rahatlikla
X

yazilabilir. Teorem 2.4.6. kullanildiginda X {izerinde Oyle bir f Olciilebilir

o
fonksiyonu vardir ki ™ (¢) = J- h(s)—s ve h(s)=s\? (g* (s)) dir. Teorem
s
12
3.1.1.5 ve Hardy esitsizlikleri kullanilirsa;
q gof 1 !
T _[_p _[_p ey 9
W55 ) (555 10| -

= ds ! (q_1] t
=[Lj J- J. h(s)— | t*¥ /dt yazilir. Burada S=u doniisiimii  yapilirsa;

0\ /2

g q oo d 9 %_1 9 q oo ooh(s) q 1_1
I/] :(Lj J'[J'h(s)—sl (2u)  2du=2° (Lj J'[I ds} uP du

pa | p—1 R -1 B

O\u O\u
olur. Hardy esitsizligi kullanildiginda,
1 g o oo q 1_1

i, =22 (2] 1) 7 [ s

pq p—l oL s
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p P p P 4 p p
|
9 g o | 99 _ g9y
! P | 4 ( * )q(" _1) LT p
||f||pq£2p (p—lj p .([ g (u) u? du
|
q q 0 g qll—l g q 0 | ! du
zzp(LJ qu(g (u)) ul du=2p(LJ qu y g*(u) au
p—1 0 p—1 0 u
q q q
=27 (LJ pi ||g||( | |) elde edilir. Sonug olarak,
pP— P9
q q | 1 2 |/
1 Py T
”f”f’qup(p—lj p IIgII(p.’q.) ve buradan da ||f||pqs2P{p_Jllgll(p.,q.)

oldugu goriiliir. T smirh lineer doniisiimiiniin normu yazilirsa, f # 0 o.ii.

[ (0)g" ()t
T
||T||: sup M: sup 0 ifadesinden
Telip.q) ”f”Pq Telip.q) ”f”Pq
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0

J-f* (t) g (t)dt < ||T||||f||pq yazilir. Buradan

0 02 /2
) 1ot i:—2 | [l—qll} 0 | i:—l
zj(g*(t)) Isp ds dt—( P 'J 1-2% 7P j(g*(t)) tP o dt
0 t/2 q9-p 0
P [l_ql'} 7
=| — | 1-2% 7
( | _ | J ||g||(p|’ I)
olmasi kullanilirsa
1 q 1 , q 1 » q
: o ok dt I 1 * dt N * dt
lel?, =[] 7™ ()| Z=]] 7 [e"(s)ds | ==[|e7 [&"(s)ds| —
0 0 0 0 0
© Ll—lt ! a2t q ql—q' 1
J. tP jg* (s)ds —:'[ jg* (s)ds| t? dt <
0 0 t 0o\0

q 1\, o
||g||( | I)Z — ||g|| . , elde edilir. Sonug olarak
pP.q p P4
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. [M‘J o
* * I ! 1 q
T P Al 3 N W
0 qg-p p rq
bulunur. J. rF (t) g (t)dté”T”” f ||pq esitsizliginde (3.20) ifadesi kullanildiginda,
0
4 , [uf'] .
q
T > [ £*()g" (¢t)dt 2| —£ 1-2\. P
g2 10z =2 ol
Ny
(L.J -2t 7 ( ] lell
q-pP
I l_il !
( P Jl_z[ PIJ (qu
q-p' p |
yazilir. Son olarak, ||T||2 ||g||qI | ve
171, P'q

(2 q'/q
”f” <2F [p—J”g” ., oldugu igin
p-1]""pgq
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p'q'

=2 ] A OERE T

¢—4'/q
=C(pa)lel, . =C(r.a)lel

ITl=<(p.q)lel (321)
(8ot
yazilir. Burada C(p,q):(LJ 1-2% P (—j 2 p(p_—] dir. (3.19) ve
q-p
(3.21) ’den C||g||p| g S”T”S”g”p.q. oldugu goriiliir. Bu esitsizliklerden agik¢a her
T E[qu (X Z,,u)]* lineer doniisiimiine karsilik Lp,q, (X >.u) uzaymda bir

Olctilebilir fonksiyonun varligi garanti altindadir. Boylece [ Lyg ( X Z,,u)T ve

Lp,q, (X, X, 1) uzaylari birbirine izomorfturlar.

73



3.2 Lorentz Uzaylarinda Agirhkh Bileske Operatorleri

Bu bolimde 1< p<oo,1<g<o,L, (XX 1) uzayr tizerinde tanmli agirlikl

bileske operatorlerin siirliligi, kompaktligi, goriintii kiimesinin kapalilig1 kisacasi

karakteri incelenecektir.

Tanim 3.2.1: f fonksiyonu (X,Z, ,u) o — sonlu 6l¢iim uzay1 lizerinde tanimli,
Olctlilebilir ve  kompleks degerli bir fonksiyon olsun. A>0 igin

Dy (A)z,u({xeX:‘f(x)‘ >i}) fonksiyonuna f’nin dagilm ve ¢>0 igin

7 (t) =inf {/1 20:Dy (i) < t} f’nin artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlari
denir. Bu fonksiyonlarin temel 6zellikleri boliim 2.2., 2.3.’de ve ayn1 zamanda ¢ >0

t

olmak iizere f7 (¢) :lj f*(s)ds maksimal fonksiyonun &zellikleri ve
t 0

esitsizlikleride bolim 2.4.’de gosterildi. Ayrica f, X iizerinde tanimli Slgiilebilir

fonksiyon olmak tizere;

1
wf L 7
e 0| L] q<em
Py
171, =
1
supt? £ (1) ,q =
t>0

normu tanimlanmisti (Castillo ve Rafeiro, 2015).

Tanim 3.2.2: T:X — X tanimlhi bir doniisim olmak tizere; her Ee€2, ig¢in
T'(E)eX oluyorsa T ye dlgiilebilir doniisiim denir (Arora vd, 2007).

Tanim 3.2.3: T: X — X tanimli bir doniistim olmak {izere; VE €2, igin ,u(E ) =0
oldugunda ,u(T_1 (E )) =0 oluyorsa T ’ye non-singular doniisiim denir (Arora vd,

2007; Takagi, 1993).
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Tanim 32.4: U:X —C olgiilebilir fonksiyon olsun. W =Wy 7, L, q)(X,Z, )

Lorentz uzayindan, tiim complex degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlar uzayina tanimlanan

yani, W =Wy r :L(p,q)(X,Z,,u)—>M(X,Z) olmak {izere her feL(p’q)(X,Z,u)

icin Wy 7 (f)=(UeT)-(foT) lineer doniisimii sl oldugunda W =Wy r

operatoriine agirlikli bileske operatorii denir (Arora vd, 2007).

T X>X,f:X>C ve U:X—>C olgilebilir fonksiyonlar oldugu igin

Wy r(f)=(UeT)-(foT) fonksiyonu da olgiilebilir fonksiyon olacaktir. Yani
Wy.r(f)eM(XX) olur. Wy 7(f): X —-C ve bu fonksiyonun belirli bir xe X
noktasindaki  gériitlisi Wy (/) =(UeT)-(/°T)(x)=U(T(x))-/ (T (x))
bigiminde tanimlanir.

Tanim 3.2.5: Eger Wu.r operatoriinde U=l alirsa
Wi.r=Cr:L ) (XX 1) >M(XX),Cr(f)=foT operatorine T tarafindan

indirgenen bileske operatorii denir (Arora vd, 2007).

Tamim 3.2.6: Eger Wy, roperatorinde 7'=1 birim doniisiim olarak diistiniildiigiinde
W=My :L(p,q)()(’zw“) —>M(XX),My(f)=U-f operatérine U tarafindan

iretilen carpim operatorii denir (Arora vd, 2007).

Simdi W =Wy, 7 operatériin karekterini incelemeye baglayalim.

Lemma 3.2.7: v,k ; (X Z) uzayr lzerinde tanimlanan iki sonlu 6l¢iim olsunlar.

VEeY. i¢in v(E)<k(E) oldugunda v(E):J-fdzc olacak sekilde />0, feL,(x)
E

vardir (Emel’yanov, 2007).

Ispat: G:L,(k) >R ve gelL,(x) olmak iizere G(g)ZIgdv doniisiimii
X

tanimlansin. Riesz temsil teoremi geregi Vgel,(x) i¢in G(g)= J. f-gdk olacak
X

sekilde feL, (K) fonksiyonu vardir. Simdi burada E €. olmak lizere g =Yg
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alinirsa J‘ gdv= G( g) = J‘ f-gdi oldugundan
X

[xedv=[fagdi={rdr=v(E)=[rdz o
X X E E

Lemma 3.2.8: v,x; (X,X) iizerinde tanimli sonlu iki 6lgiim ve v<<x olsun. O

zaman her E€) icin v(E):J-<I>dK olacak sekilde h.h.h. pozitif ®e L (k)
E

fonksiyonu vardir (Emel’yanov, 2007).

Ispat: 2 =v+x doniisiimiide bir 6l¢iim fonksiyonudur. Gergekten;

i. A(D)=v(D)+x(2)=0+0=0

n

ii. n#mved, A4, =2 olmak iizere

(VTR VRS VRS L ERe A e

C:8

S
Il

NgE

A(An) A fonksiyonu i. ve ii. sartlarini sagladig: i¢in 6l¢iim fonksiyonu olur.

1

VAe igin v(A)S/l(A) oldugu aciktir. Bu ise Lemma 3.2.7. ile v(A):'[fd/l

olacak sekilde f>0,felL, (/1) vardir. f fonksiyonunu 0< f <1 alindiginda

0<v(4)=[fdi<[1di=2(4) olur. E={xeX:f(x)=1} kiimesi alindignda
A A

=[fdi<[1di=2(E) olur. i=v+x oldugu isin 2(E)=v(E)+x(E)
E E

olacaktir. Bu ise x(E)=0 oldugunu gosterir. Hipotezden v<<x oldugu igin
k(E)=0=v(E)=0 sonucuna ulagilir. Sonugta A(E)=v(E)+x(E)=0+0=0

olur. Her AeX i¢in [y -fdi= [y (1-f)dv ve her g=0 Gblciilebilir
X X

fonksiyonu igin Ig-f-dzcz '[g-(l-f)-dv elde edilir. g=# ve 0< f<1
X X

dK:v(A):>v(A):_[<I> dx

s X4 X4 A
alindiginda L4 fde= | 22 (1- f)dv=
il_f il_f Il_ y

olacak sekilde 1 S 7 =®el (k) vardir.

76



Teorem 3.2.9: (Radon-Nikodym Teoremi): (X Z,ﬂ) bir o — sonlu 6l¢iim uzay1 ve
v, 2 luzerinde tamimlanan olgiim olsun. v<<gu olmak {iizere her A€ igin

v(A): j fdu olacak sekilde negatif olmayan Ool¢iilebilir f fonksiyonu vardir
A

(Emel’yanov, 2007).
Radon-Nikodym Teoreminde 6l¢lim uzaymin o — sonlu olmasi olduk¢a onem arz

etmektedir.

Ornek 3.2.10: X = [0,1] ve 2., [0,1] araligimin biitlin dlgiilebilir alt kiimelerin sinifi

olsun. v Lebesque Ol¢iimii ve x sayma Olgiimii olarak tanimlansin. v olglimii u

Olglimiine gére mutlak siirekli yani v<<u olacaktir. Gergekten her A€ ig¢in

1(A4)=0 oldugunda x sayma Ol¢iimii oldugu i¢in A= olmak zorundadir.

Dolayisiyla v(4)=v(&)=0 olacaktir. Fakat v(A)= I fdu olacak sekilde f
A

fonksiyonu bulunamaz. v Lebesque 6l¢iimii oldugu icin v([O,l])zl ve diger
taraftan X kiimesi sayilabilir olmadig1 icin x € X =[0,1] olmak iizere ,u({x}) =1

dir. Gergekten bdyle bir f fonksiyonu var olsaydi VA€ icin v(A):I fdu
A

olurduu  Tek nokta  kiimeleri  dikkate alimirsa her xe X i¢in

V({x}):{j}fdﬂ:>0: jf'X{x} d,u=f(x),u({x}):f(x) olur. Bu ise f=0

olmasini gerektirir. Sonug olarak v([O,l]): I 0du=0 oldugunu gosterir. v([O,l]) =1
X

olmastyla celisecektir. Dolayisiyla v(A):J. fdu esitligini saglayacak f Olciilebilir
A

fonksiyonu bulunamaz. Sebebi arastirildiginda X {izerinde tanimlanan u sayma

Ol¢ilimiine gore [0,1] ’in o — sonlu olmamasindan kaynaklandig goriiliir.
Teorem 3.2.11: (X, X,u) bir o— sonlu dlgiim uzayr ve U:X — C 6lgiilebilir

fonksiyon olsun. 7 : X — X non-singular bir ol¢iim ve L, ( ,u) uzay1 i¢inde Radon-

d(ﬂT*I)

Nikodym tiirevi f = — olmak iizere; Eger UeL,, (u) ise W =Wy
# b
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operatorii 1< p<o0,1<g <o igin L( ».q) (X 2, ,u) uzayinda siirhdir (Arora vd,
2007; Jabbarzadeh ve Pourreza; 2003).

i)

-
(1)
y €Ly, (1) olduguna gore b=|f7|, = <o olsun. W
u

du

Ispat: fr=
0

fonksiyonunun dagilim fonksiyonu,
Dy 1) (1) = w({x e Xy 1 (1)) > 2)) = el fre U (7 () 1 (T (x))]> 4})
olur. A={xeX:[Wy 7 (f)(x)>2} ve B=T"'{xex:U(x)-f(x)>4} kimeleri
alimrsa olmak tizere 4 ve B kiimeleri birbirine esit kiimelerdir. Ciinkii
Vxped={xeX:U(T(x))-f(T(x))>2} i¢in U(T(x,))-f(T(x))>4 d.
T(xy)=yoe X alinirsa U(x)- f(x)>2 bulunur. Bu ise
Voe{xeX:U(x) f(x)>1} demektir. Buradan
T(xy)=yoe{xeX:|U(x)-f(x)|>A} olup x,eT ™ {xe X:|U(x)- £ (x)|>4}=B yani
A c B bulunur.

vy, €B=T"{x€X:U(x)- f(x)>A} olsun. O zaman U(x;)-f(x)>2 olacak
sekilde Jx,€X vardir. Burada y=7T"'(x) oldugu icin x=7T(y) elde edilir.
U(x)-f(x)>2 oldugundan U(T(y))-f(T(»))>A4 esitsizligi olusur. 4

kiimesinin tanimi ile y, € 4 olur. Bu ise Bc 4 kapsamasi ve sonu¢ olarak 4= B

demektir. Buradan
,u({x € X:‘U(T(x))-f(T(x))‘>/1}) = ,u(T_1 {x € X:‘U(x)-f(x)‘ >/1}) olup
VxeX icin ‘U (x)‘S”U I, oldugundan

{xeX:‘U(x)-f(x)‘ >/1}<:{xe x:|u].,, ‘f(x)‘ >/1} yazilir. uT~" 6lgtim oldugundan
ve Olclimiin monotonlugu geregi;

ul™! ({xeX:‘U(x)-f(x)‘ >ﬁ,})£ﬂT‘1 ({xe X:|u],, ‘f(x)‘ >l}) oldugu acik¢a

d(,uT_l)

u

gortliir. Radon-Nikodym tiirevi fp = olduguna gore; d ( ul _1) = frdu
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esitligi yazilabilir. Esitligin her iki tarafinda integral alinirsa VEe€2 igin

| d(ﬂT‘l): [frdp  ifadesi  yazlabilin.  fr<|fp|,  oldugu igin
E E

uT™(E)<|fr| u(E)  esitsizligi  elde  edili. ~ Bu esitsizlik ile

™ ({xe XU |F ()| > 2)) <l r |, el {re XU 7 ()] > 2))  elde editir

Sonug olarak

u({xex:fu (T () £ (T ()= 2))<l sl el {xe XUl |7 ()] > 2})

esitsizliginin varligi bulunur. Buradan daglhm fonksiyonuna gegcilirse

DWU T( ”fT ”oo D”U"oo f (}') (3'22)
esitsizligi olusur. Her t=20 icin
{zzo Dy ¢ ” T” } {AZO:DWU,T( f)(i)ét} oldugundan
inf {i > 0:Dyyy, (1) (A)St} < inf{/l >0: D||U|| f ||fT|| } bulunur. Buradan
(WU T ) || || [”f ” J olup maksimal fonksiyona  gecilirse
(WU 7 ( ) || || [” ” } esitsizligi elde edilir. O zaman 1< p<oo ve
1<g<w olmak lizere

1 q
. k3 d
[rp o, -1 [WH &

1 q
{tp f**uft” H % elde edilir, ”f’” —k degisken degisimi
T T

of L 1
HWU,T(f)‘ g —%g{zl’ (W(f))**(t)J Ttﬁ

=(lol..)’

yapilirsa,
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> ¢ 4% % e qﬂ
o (), <L) £ { / (nanwH f
=(||u||w>q[%o§((llfrllwk)””f”""(")]q%]

(o) (. )" [%T(k””f**(ﬂ)”’ %}

0
alp| q ¢(,Vp ** dk
ve HWU ( H |U|| ||f | ) I(k f )) - olur. Sonug olarak
y

o] <L (0sl) 1, G)
esitsizligi elde edilir.
Ikinci olarak l<p<o ve g=o olsun.

1 1
o2 () =supe? (Wy 2 (1)) @ <supe? U, £**| i olup
’ P® 50 ’ t>0 < |7,

1
”ft” =k doniisiimii yapilirsa HWU,T( f)HpooS”U”oo (” fT”oo)/p ” f”poo esitsizligi
Tlloo

gortilir. Her iki durumda da Wy r operatorii siurlt olur. Ayrica operatdr norma

1
gegilirse H‘WU ,Tmpq < ”U”OO (”fT”oo) v oldugu agiktir.

Teorem 3.2.12: U:X — C olgiilebilir bir fonksiyon ve 7:X — X non-singular
dlgiilebilir bir doniisiim olsun. Her & >0 i¢in E, ={x eX: ‘U (x)‘ >8} olmak iizere
T(Eg)c Eg kapsamasi saglansin. Bu takdirde W =Wy p sl ise U € Ly, ()
olur (Arora vd, 2007; Kumar ve Kumar, 2005).

Ispar: Kabul edelimki U &L, (x) olsun. Bu ise her n dogal saysi igin
E,= {x eX: ‘U (x)‘ > n} kiimelerinin pozitif 6l¢iiye sahip oldugu anlamina gelir.
Hipotez geregi T (En) c E, oldugu i¢in E, < X1 olur.

~(En)
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[lk olarak x ¢ E, diisiiniildiigiinde E, (x)=0 oldugu i¢in esitsizlik agiktir. Ikinci
olarak ise xeE, olsun. Bu durumda ise Xp (x)=1 dir. xeE, oldugundan

T(x)eT(En)cEn olacaktir. Buradan xeT_l(En) ve XT_I(E

n

) (x) =1 olacaktir.

Sonug olarak her iki durumdada E, SXT_I esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik

(En)

geregi {XEX3‘XE,1 (x)‘ >/1}c{xe X:

XT‘I(EH)(X) >/1} ve xeTﬁl(En) oldugu

i¢in T'(x)eE, olur. Bu ise kiimenin tammi geregi ‘U (T (x))‘ >n esitsizligini verir

ve {xeX:

Xr1(5,) (x) >/1} c {xe X:‘U(T(x))-le(En ) (x)> n/?.} kapsamast

elde edilir. Buradan

(7 (x, ))*(t)=inf{/lZO:,u({xeX:‘U(T(x))-XEn (T(x))‘>i})£t}:
=inf{120:u({xeX:‘U(T(x)).XT_I(En)(x) >A}J£t} yazilir. ‘U(T(x))‘ >n

olduguna  gore, X i . \(x)> 4 olmak  zorundadir. O  zaman,
T (E,) n

. A ) ) A e

infiA>0:u|<{xeX |y (x)>=¢ |<t ifadesinde =~ ==k  doniisiimii
T (En ) n n

yapildiginda inf{/l >0: ,u{{x eX: XT’I(En) (x)

:n-inf{kzo:u({xe)(:

XEn = XTfl(

gyl

> k}j < t} oldugu goriiliir. Yine

%r1(s,) (%)

esitsizligi kullanilirsa
E,)

n.inf{kZO: DXT_I(E,Z) (k)St} > n-inf{kZO: Dy, (k)sz} = ”(XEn ) (#) bulunur

*

ve buradan (W(X E, ))* (1)= ”(X E, ) (1) esitsizligi yazilir. Fonksiyonlarin

sk

maksimal fonksiyonlarina gecis yapildiginda (W(x E, ))** (t) >n (X E, ) (Z)
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olup, norma gecis yapilirsa HW(X E )H > on E H oldugu goriiliir. Bu ise W 'nin
" Npq "lpq

sinirl1 olmasi ile gelisecektir.
Teorem 3.2.11. ve Teorem 3.2.12. ifadeleri birlestirildiginde asagidaki sonug elde
edilir.

Teorem 3.2.13: U:X — C olgiilebilir bir fonksiyon, 7: X — X bir non-singular
i)

y Ly, (1) uzayi iginde ve VE&>0
u

doniisiim ve Radon-Nikodym tiirevi fr =

igin £, = {x eX:|[U(x)> 8} olmak iizere T(E, )< E, kapsamasi saglansin.
Buna gore, 1 < p <,1< g < oo parametrelerine bagli olarak W =W;; r operatdriiniin

L( pq) UZav! tizerinde sinirl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul U € L, ( ,u) olmasidir

(Arora vd, 2007; Kumar ve Kumar, 2005; Komal ve Gupta, 2001).
Kosullarin herbirisi olduk¢a 6nemlidir. Bununla ilgili olarak asagidaki ornekler

verilebilir.

Ornek 3.2.14: (Arora vd, 2007) X =[0,1], x Lebesque dl¢iimii VxeX igin

d\uT™ 1/2, 0<x<1/2
T(x)=x disiinelim. fr=%e%(ﬂ>’ UW:{/ 1/2<xilve

[0,1], 0<e&<]/2
E.=:[1/2,1], 1/2<¢<1 kiimesi tanimlansin. 7' déniigiimiiniin tanimi geregi
Ja, 21

ve>0 igin T(Eg)c E. oldugu agiktir. U e L, (u) oldugu igin Teorem 3.2.13.
geregi W =Wy r siurh operator olacaktir. Béylece W =Wy, r operatoriine agirlikl

bileske operatorii denir. Bu 6rnekte aklimiza, 7 nin non-singular 6l¢iim doniisiimii

ve Ue L, (u) olup olmadiklari incelenebilir. X =[0,1] kiimesinin tiim dlgiilebilir

kiimelerinin  olusturdugu o —cebiri 2. olsun. Herhangi bir E€2 igin

> %
E={{k), ke[0.1] olmakizere 77 (E)={ {£,  K*e[0.1]
(a,b), (a,b)c [0,1] (az,bz), (az,bz) - [0’1]
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olup 77'(E)eX demektir. T dlgiilebilir olur. Her hangi bir E€ . i¢in u(E)=0
olsun, Lebesgue Olclimii geregi FE C[O,l] bir aralik olmayip bu kiimenin ters

doniisiim altindaki goriintiisii aralik olamaz. Yani u7T (E ) =0 dir. Bu ise 7 ’nin
non-singular doniisiim oldugunu sOyler.

||U||Oo = ess sup‘U(x)‘ =inf {/1 >0:Dy (4)= 0} normu hesaplanirsa  A>1  ve
Vxe X =[0,1] oldugunda ‘U(x)‘ >\ icin {x eX: ‘U(x)‘ > K} kiimesi bos kiime olur.
Dyy (/1) =0 olacagi i¢cin A>1 iizerinden infimum alindiginda ||U ||Oo =1<oo bulunur.

Sonug olarak U € L, (¢) olur.

Ornek 3.2.15: (Arora vd, 2007) X =R ve Y. Borel kiimelerinin o — cebiri, u
Lebesgue 6lglimii ve a eR™ sabit sayisti¢in 7: X > X, T(x)=x+a ve U(x)=x
doniisiimleri tanimlansim. uT ™' <<p, frel,(n) ve V>0 icin T(Eg)c Eg
olmak lizere o], ifadesinin degeri
U], = esssup|U (x| =inf {22 0: u{x e x:[U (x)] > 1} = 0]

=inf{120: u{xe X :x>A}=0}=inf (D) =00 olacag i¢in U ¢ L, (u) olacaktr.

Teorem 3.2.13. geregi W =Wy, ¢ operatorii sinirli operatdr degildir.
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3.2.1 Kompakthk ve Goriintii Kiimesinin Kapalihg:

Bu boliimde Lorentz uzaymnda agirlikli bileske operatorlerin kompaktligi, goriintii

kiimesinin kapaliligi ve 1-1 oldugu durumlardaki kosullarin incelemeleri yapilmaistir.

duT™

T:X — X non-singular 6l¢lim doniisiimii ile f, =

-Nikodym tiirevi

verilsin. U(x)=x doniisiimii tammlansmn. Eger f; e Ly, (u) ve b=|f;|  olarak

tanimlanirsa herhangi f € L( 2.4q) (X,Z, ,u) ve t >0 i¢in,

(W 1) (br)=int {220 p({xe X:|(W £)(x)> 2}) < bt}
=inf{izO:Iu({xeX:‘((UoT)-(fOT))(x)‘>/1})Sbt}
=inf {22 0:u77 ({xe X:|(U-1)(x)|> 2}) <t}

olur. Radon-Nikodym tiirevi kullamildiginda ve VEeY icin uT ' (E)<b-u(E)
oldugu bilindigine gore
{AZO:u({xe X:‘(U-f)(x)‘ > i})ét}c{i >0: ul™" ({xeX ‘(U f)(x )‘ })<bt}

olup her iki tarafin infimumu alinirsa
inf {2 20: 4T ({x:|(U- 1) (x)| > 2} )<brf <inf {2200 ({x:| (U 1) ()] > 2} )<t}

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak (W f) (bt)<(My f) (¢) olusacaktir. Buradan

fonksiyonlarin maksimaline gecip bt=k doniistimi yapilirsa

(Wf)** (k)< (MUf)** (%) elde edilecegi aciktir. O zaman /< p<oo ve /< g <o

1 ‘1 1 q

o0 _ _

igin |Wf|| Z%I P (W) (¢) j 7 (My f) (2] %01111) é=m
0

1 q

dm

% oo
[l m" (Myf)™(m)| ™ elde edilir. Yine
0

doniistimii  yapildiginda
m

"B|>Q

l<p<oo ve g = igin
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1 1 !

”W f”poo =sup? g (Wf)** (1)< Squp (1\/1Uf)*>k (éj . ||MUf||poo bulunur.
t>0 t>0

Sonug olarak her iki durumdan da

1
p
17 1,, <" Mo s, (324)
esitsizligi olusur. S = {x eX:U (x) # 0} olmak tizere f;, S lzerinde alttan sifirla

ile sinirlandirilmis olsun. Yani VxeS§ igin f; (x)>5>0 0.. 0>0 vardir. O

zaman VEeY, EcS i¢in ul ' (E)= j frdu>=6-u(E) ifadesi elde edilecektir.
E

Bu kosullar altin da agirlikli bilegske operatoriin normuna bakilirsa,

1
[ 11,4267 Mo, (3.25)

ifadesinin elde edilecegi agiktir.

(3.24) ve (3.25)’deki esitsizlikleri birlestirdigimizde x,7 >0 sayilar1 i¢in
w My £, <l 1, <7 MU A1, (3.26)

olur.

Teorem 3.2.1.1: T:X — X non-singular 6l¢iilebilir bir donilisiim, f; € L, (,u) ve
alttan sifir ile sinirlandirilmis olsun. U : X —C bir olgilebilir fonksiyon ve

W =Wy r operatorii /<p<o, I<q<o icgin L, ) (X, X, p) iizerinde simrh

oldugun da asagida verilen ifadeler birbirine denktirler (Arora vd, 2006; Arora vd,
2007; Hudzik vd, 2006; Soykan, 2012) .
L. W =Wy r kompakt,

ii. My kompakt,
i 1(U8)={ o) S Lpg) (X Z00)] ve
(Ueg)= {x eX :‘U(x)‘ > 5} olmak iizere V&>Oigin LPY(U,g) uzayr sonlu

boyutludur.

Ispata gegmeden &nce kompakt operatdriin tanimini verelim.
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Tanim 3.2.1.2: X ve Y normlu uzaylar olmak iizere, T: X —Y doniisiimii i¢in

a) EcX smirh kiimesi i¢in T(£)cY kiimesi kompakt yani T(E) relatif kompak,
b) {xn}cX herhangi siirh bir dizi i¢in Y i¢indeki {T(xn )} dizisi yakinsak bir alt

diziye sahip,

kosullarindan herhangi birini saglayan T operatoriine kompakt operator denir.

Ispat: i. ve ii. ifadeleri (3.26) ’daki esitsizligi kullandigimizda birbirini gerektirdigi
agiktir.

ii. = iii. Kabul edelimki M, operatorii kompakt olsun. V& >0 i¢in LP9(U,¢&)

uzay1 sonlu boyutlumudur? Herhangi bir /e LP?(U,&) i¢in LP?(U,&) nun tanimu

geregi f=f X(U.¢) Olacak bigimde f €Lipq) (XX, 1) fonksiyonu vardir. Buradan

) X<k (3.27)
0, XEX(U,e)

oldugundan feL(p’q)(X,Z,u) olur. Sonu¢ olarak P4 (U,E)CL(p,q)(X,z,ﬂ)
gosterilmis olur. Simdi ise L7 (U,&) nun islemlere gore kapali oldugunu gdrelim.
Yy fpelP!(Ueg) olsun. Kiimenin tammi geregi  f, = fa Xve,) Ve

=1 A(U.e,) Olacak sekilde Furth €Lipq) (XX, 1) ve &,.&, >0 ifadeleri vardur.

fatfo =1, X(Ue,) 5 X(U.&) toplammda &, ve &,  degerlerinin

karsilastirmalarina gore toplam olusturuldugunda,

JatTo [U(x)|> 0> &
fa+fb=]?a X(U,ga)"'be(U,gb): fb’ &q >‘U(X)‘>gb (3‘28)
0, 4> &y >[U(x)

Ja+Tp |U(x)|> & > &,
fa+fb:fa X(U,ga)"'be(ugb): J;a’ gb>‘U(x)‘>8a (3'29)
0, &y >, >[U(x)

(3.28) ve (3.29) ifadelerinden agik¢a f, + f; € LP9 (U,&) oldugu goriiliir.
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Yine VkeC ve Vf eLP!(U,¢) alinirsa,

k-ﬁ ‘U(x)‘zg

0 [u(v)<s (3:30)

k-fk-fxw,g)—{

olup (3.30) dikkate almirsa k- feLP?(U,g) oldugu goriiliir. Islemleri korudugu
icin 171 (U¢€), L, q)(X,Z, ) uzaymin bir alt uzayidir. LP9(U,€) uzaymm bir

Banach uzay olup olmadig1 i¢in bu uzayin kapali olup olmadigini arastirmak yeterli

olacaktir.
felP1(Ug) olsun. O zaman f, — f olacak sekilde 3 f, € LY (U,g) vardir,

f,elP1(Ug) oldugundan VneN igin f, = J;”X(U, g) olacak  bigimde

S ‘U(x)‘ >&

fn € L(p’q) (X Z,,u) dizisi vardir. Buradan fn X(U,€) ={0, ‘U(x)‘< .

biciminde tanimlanan fonksiyonlara bakildiginda

~ _ i ‘U(x)‘za‘
! XW‘?)‘{O, U(x)|<e

£ Xu.e,) ™ f X(U.e) olacaktir. Gergekten dn, € N vardir ki Vn > n, igin

Tak(v,e) _J;X(UE)H

InX(v.e) _fX(US)H

prq

-7 rwa, <l

rq

Pq

olup H( fn=1) Hpq — 0 olduguna gore f, = J;nX(U g) ™/ A(u,¢) yakinsamas: clde
edilir. Dizilerin yakinsamasi tek olduguna gore, f = f X(U, £) esitligi elde edilir.

Sonug olarak f e LP?(U,&) olur. Bundan dolayr LPY (U,&) =11 (Ue). LF1(U,¢)

uzay1 kapali alt uzay oldugu i¢in ayn1 zaman da bir Banach uzay: olacaktir. My,
kompakt operatoriin P4 (U, 8) uzayma indirgenen My, | 7(U.z) operatoriide

kompakt olur. Ayrica f'€L,, ) (XX, u) ve t>0 igin

)<r) o

(Mo (1)) =it {220 e 2000
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xe(U,€) oldugunda U(x)|z¢ oldugundan

{xeX:‘(g-fX(ug))(x) >/1}c{xeX:‘(U-fX(ug))(x) >),} ve

> i}j yazilir.

ﬂ({XGX:‘(E-fX(ug))(x) >A}jﬁ,u({xeX:‘(U-fX(ug))(x)

Ayrica Dy, (ve) (é) <Dy. f vz (i) esitsizliginden artmayan yeniden diizenleme

fonksiyonlarina gecis yapilirsa

{x 20:Dy.ry g, ()< z} c {x 20:Dry o) (gj < z}
inf{x 20: Dy ry gy, ()< t} > inf{x 20:Dry ) (%) < t}

(MU|LPq(ug)(f))*(f)zg(fX(U,g))*(f)

elde edilir. Buradan da maksimal fonksiyonuna ge¢is yapilirsa

kK

g(fX(Ug))** (t)S(MU|qu(Ug)(f)) (¢)

<

Mol (1) (331)

5Hf XU, -
olur. (3.31) esitsizligi M, U| MUz operatoriin gorlintli kiimesinin kapali oldugunu

sOyler. MU| 17 (U.e) sinirli lineer operatorii terslenebilir ve kompakt oldugu icin

[P (U, &) uzay sonlu boyutlu olacaktir.

iii.= ii. Kabul edelimki ZP? (U,&) uzayi sonlu boyutlu olsun. Ozel olarak & _1
n

secimi yapilirsa her n e N igin 19 (U, lj uzay1 sonlu boyutlu olacaktir.
n

Ul(x), xe(U,lj

n

0, X %(Ulj
n

alimirsa U € L, (u) iken U,, € L, (u) olacaktir. feL(p,q)(X,Z,,u) ve ¢ >0 icin

Uy (x)= (3.32)
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(U =U) ) (1)=inf{220: Dy gy (7)<t}
=inf{zz 0: u({xe X:[(U,-U) 1) (x)|> 2}) sr}

yazilir. Simdi ‘((Un -U)f )(x)‘ > ), esitsizligi incelenirse x e (U, lj oldugunda
n

(3.32) geregi U, (x)=U(x) olup {x eX: ‘((Un —U)f)(x)‘ > /1} kiimesi bos kiime

olur. Yani (U, ~U)f) (t)=inf{220:0<¢}=0 dir. Eger xe(U,lj ise (3.32)
n

geregi U, (x)=0 ve |U,(x)-U(x)=[U(x)< L owr 0 zaman
n

i< ‘((Un —U)f)(x)‘ < l‘f(x)‘ esitsizligi kullanilirsa,
n

{xex:|(U,-0)f)(x)|> 2} < {xeX:%\f(x)p ﬂ,}
ﬂ({xe X :|((U, -U) £)(x)|> i})s ﬂ({xe X:%‘f(x)‘ > A}]

elde edilir. Sonug olarak
{A ZOI/J({XE X:%\f(x)\ﬁ}jg}c{Azo:ﬂ({x e X:|((U, —U)f)(x)‘>/1})£t}

l{s 20:ﬂ({xeX:‘f(x)‘>s})£t}c{AZO:y({xe X:‘((Un —U)f)(x)‘>,l})gt}

n

%inf{i >0:D (4)<t} > inf{lZO:D(Un_U)f (i)sz}

yazilir. Buradan artmayan yeniden diizenleme fonksiyon tanimi kullanilirsa

((Un—U)f)*(t)S%f*(t) olacaktir. Bu ise ((UH—U)f)**(t)S%f**(t)

esitsizligin var oldugunu sdyler. Norma gegilirse HM(U —U) f H S—” f || 1se
n pg n P
1 o
HMU f—MUfH S—”f” olur. Bu esitsizlik My, operatoriinin = My,
n pq n' P4 n

operatoriine diizgiin yakinsadigim gosterir. LF9 (U, lj sonlu boyutlu uzay oldugu
n
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icin M U, sonlu ranka sahip operatordiir. Bu ylizden M, U, kompakt operator olur.

Kompaktlik diizgiin yakinsamayla korundugu i¢in My; kompakt operatordiir. (3.24)

geregi W operatoriide kompakt olacaktir. Boylelikle iii.<>i. gosterilmis olur.

Lemma 3.2.1.3: (X,X,u) 6lgiim uzayr ve Ee. bir atom olsun. feM (X,X)
Olctilebilir fonksiyon E atomu iizerinde sabittir.
Ispar: E atom oldugu i¢in Gc E altkiimeleri i¢in u(G)=0vu(G)=u(E)

olacaktir. G= {x ek :f(x) #8,5 € @} kiimesi tanimlansin. f(E) =s oldugu

gosterilirse ispat biter. s =%J-f-dﬂ olsun ve G ={xeE:f(x)>s/NE,
HE)E

G,={xeE:f(x)<s}NE olacak bigimde G, ve G, kiimeleri tanimlansm. G, ve
G, kiimeleri E nin alt kiimeleri oldugu i¢in u(G,)=0v u(G)=u(E),
1(G,)=0v u(G,)=u(E) olacaktur.

Ik olarak u(G;)=0=u(G,) oldugundaki duruma bakilsin. G,NG, =9 ve
G=G UG, = u(G)=pu(G)+u(G,)=0 sonug olarak
1(G)= ,u({x cE:f(x)#s.se ﬁ}) ~0 oldugu goriilir. Bu esitlik hemen hemen
heryerde u Slgiimiine gore, f(E)=s olacagim gosterir.

ikinci olarak 4 (G,)=u(E) olsun. G, kimesinin tanmmda f(x)>s

oldugunu  dikkate  almirsa s~,u(E)=J.f.d,u=J.f~d,u>s-u(G1)=s-ﬂ(E)
E G

1
esitsizligi elde edilir. Bu ise s>s celiskisini ortaya ¢ikarir. Ayni sekilde

1(Gy)=u(E) olsun. G, kimesinin taniminda f(x)<s oldugunu dikkate

alindiginda s-u(E)= j fedu= j fdu<s-u(G,)=s-u(E) esitsizligi elde edilir.
E G,

Bu ise s<s c¢eligskisini ortaya ¢ikarir. Her iki celiski bize gdosterirki

1(G)=0=u(G,) olmasin gerektirir. Sonug olarak goriiliirki h.h.h. x &lgiimiine

gore, f(E)=s olacaktir.

Teorem 3.2.1.4: T: X — X non-singular 8l¢iim doniisiimii, f; € Ly, (1) ve
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UelL,(u) olacak sekilde U:X —C bir &lgiilebilir fonksiyon verilsin. Vne N

icin u#(E,)>0 olmak iizere X ’in biitiin atomlar1 {£,} olsun.

uT(E,)

u(Ey,)
operatorlii Lorentz uzayi lizerinde kompakttir (Arora vd, 2006; Kumar ve Kumar,
2005).

Eger u kesin (purely) atomik ve b, = —0 oldugunda W =Wy r

Ispat: UeL,,(u) ve b, —>0 olsun. (X,X,u) kesin (purely) atomik oldugundan

n#m i¢in E,NE,=0 ve X=|]JE, olacak sekilde {E

n) oo Oltlebilir
neN

atomlarin  bir ailesi vardir. Aym1 zamanda Lemma 3.2.1.3. geregi

‘v’feL(p’q)(X,Z,,u) igin  f= f(En)'XEn bi¢iminde yazlabilir. O zaman
neN

VmeN igin W[;rfT(f)Z z f(En)'U(En)XTfl(E

n
n<m

) olmak iizere L(p)q) (X,Z,,u)

m
tizerinde sonlu ranka sahip agirlikli bileske Wy; 7 operatdrii tanimlanirsa

W[},T(f)=f(E1)-U(E1)xT_1(E1)+0+0-~-+0

WU’T(f)zf(E1)'.U(E1)XT—1(El)+f(E2)'U(E2)XT‘1(E2)+0m+0 (3.33)

W07 (1)=f (B) U (E) X gy oo + S (E) U (Ex) L1,

yazilabilir. Burada E, ler atom oldugu i¢in Lemma 3.2.1.3. geregi f(E,) ve
U (En) ifadelerinin sabit oldugu unutulmamalidir. Ayn1 zamanda »n degistikce

karekteristik fonksiyonlarin degerleri ayn1 anda 1 olma sans1 yoktur. (3.33) ifadesine

N
bakilirsa Wy; 1 operatorii asagidaki bigimde ifade edilebilir:

F(E)-U(E) 0o 0 XT‘l(El)
()= O SEUE) 00l )
0 O vvvveen f(EN)'U(EN) NN XT*I(E )

L NJINx1
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N
Matrislerin ¢arpimindanda anlasilacagr gibi Rank(WU,Tj:N <o olacagl
N . . . .
goriilir.Bundan dolayr Wp; r sonlu ranka sahip bir operatordir. VA>0 i¢in

D, n ) (A)= ,uHx eX: ‘(WU,T —WJijf(x) > AH dagilim
[WU,T_WU,T]J{

fonksiyonunda  operatorlerin  tanimindaki  ifadeler  yerlerine  yazilirsa,

D{Wu - ]f (4)= ﬂHx eX: > AH ve

UelL, (u) oldugundan VneN igin ‘U (E, )‘ <|U]., oldugu agiktir. yine

N Y wlre x| £(E) 0L s, )oT(x)]> 4

D m
(WU,T_WU,T]J{ n>m

z (f(En)U(En)XEn )OT(x)

n>m

= z ﬂ{XEX:XEnT(x)}Z z /“Til(En)

n>m n>m

(, )|>"AW (&)

T'(E
olup hipotez geregi b, = ﬂ—(") oldugundan uT7'(E,)=b, u(E,) esitligi

H (En )
vardir. Buradan
Y. TN (E)= Y byu(E,)Ssup(b,) D wu(Ey)
n>m n>m n>m n>m
2 2 A
(£, )|>m (£, )|>m r(E, )|>m
= sup L” ” ] bulunur. Sonug olarak

(1)< sup( (” T J (3.34)

D m
(WU,T _WU,TJf

esitsizligi elde edilir. Buradan artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlarina gegis
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*
yapilirsa, [(WU,T —W[Zijj (t)=supsA=0: D{ (A)>1 elde

m
WU,T_WU,T f

edilir. Eger (3.34) kullanilirsa,

{’%)N}{( o) }

t t

=sup /120:-Df£” ” J sap(5,) =||U||oosup kZO:-Df(k)>— =

sup (bn )
n>m n>m
Jol, £~
p(b )
n>m
elde edilir. Maksimal fonksiyonlara gecis yapildiginda
ek
((WU,T _WU’TJ J < || || f (b ) esitsizligi elde edilir. Bu ise
sup
n>m

n—»0

demektir. m — oo oldugunda sup(b,)= lim (b,)=0 esitliginin olmas {W[}n T}

n>m

kompakt operatorlerin dizisinin diizgiin yakinsamasini ve Wy r operatoriiniinde
kompakt olacagini sdyler.

Teorem 3.2.1.5: (X, X, 1) atomik olmayan 6l¢iim uzay1 ve Wy, 7 operatorii

93



I<p<oo,l<g<w igin L, (X, X, 1) Lorentz uzayinda siurh olsun. O zaman

Wy .r operatoriinin kompakt olmast i¢in gerek ve yeter kosul U- fr =0 ( h.h.h.)
olmasidir (Arora vd, 2006).

Ispat: Wy, p operatorii kompakt fakat U - f # 0( h.h.h.) olsun. O zaman U - fr #0
U 1 1 . e .

oldugu icin E={xe X: ‘U(x)‘ >ZAVT (x)‘ >; kiimesi pozitif Olglime sahip

olacak sekilde Tk >1 Vardlr.(X,Z, ,u) atomik olmayan Ol¢lim uzayir oldugu igin

E ’nin dlgiilebilir alt kiimelerinden E, ,; c E,, u(E,)= % ve 0<a< u(E) olacak
2

sekilde {En} dizisi bulunabilir. e, = LE, dizisi secilirse agiktirki {en} dizisi
HXE,,
Pq
L( p,q)(X,Z,,u) uzaymda smirhdir ve VneN i¢in ||en||pq =1 dir. m,neN i¢in

m=2n olarak segilip ¢ >0 iin (We, —We,,)" (éj incelenirse,
t . t
(We, —Wey, ) (Zj = mf{i >0: ,u({x eX: ‘(Wen —We,, )(x)‘ > /1}) < %}

inf{izO:Iu({xeX:‘(U(T(x))en (T(x))—U(T(X))em (T(X)))‘>/1})S%}

olur. Burada m=2n ve E, .| c E, oldugna gore,

yazilir. E= {x eX: ‘U(x)‘ >% A ‘fT (x)‘ >%} kiimesinin ~ tanimi ve

uT ™ (Ey)= | fr-du> % w(E,), |U( y)‘>% esitsizlikleri  goz  6niinde
El’l

bulundurulursa.
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%{SZOZ ,u({y ek, : ‘en (¥)-e, (y)‘>s})£t} c
%{SZOZ ,u({y €(Ey—Ezy):len (v)-e2n (y)‘>s})£t}
bulunur. Buradan her iki tarafin infimumu alinirsa

(We, —We,, )" (éjz%inf{szO: ,u({ye(En ~Ey,) e (¥)—ey (y)‘>s})$t} elde

edilir. Ayrica
XE XE ‘ XE XE
s<‘en(y)—e2n(y)‘:HX—"(J,)_HX 2n (y)g HX n (y)_HX 2n (y)
Enllpg Eanllpg Enllpg Enllpg
*
oldugundan (We, —We,, )* (éj > % (XE" “XXEZH ) ( yazilir. Norma gegilip
El’l
rq
integral iizerinde gerekli dontistimler uygulanirsa,

1

I+— -

E, —E

j P (M]p >£>0 esitsizligi elde edilir. Bu ise
ﬂ(En)

1

e, e, 2 (z

{We,} operator dizisinin Cauchy dizisi olmadigii belirtir. Sonug olarak {We,, }

dizisinin yakinsak bir alt dizisinin olamayacagi goriiliir. Bu ise W 'nin kompakt

olmasiyla gelisir. Yani U - f7 = 0( h.h.h.) dr.
Tersine, U-fr =0(hhh.) olsun. O zaman ,u({x eX:U(x)# O}) =0 veya

,u({x eX:fr (x) # 0}) =0 olur. Ilk olarak U =0 ise agirlikli bileske operatdriin 0

olacagi  agiktir.  Ikinci durumda ise fp=0 ise her EeXY igin

,uT—l(E): .[fT -di=0 olacag: agiktir. ‘v’feL(p,q)(X,Z,,u) icin U(y);tO oldugu
E

i¢in Gy = {x eX:U(x)# 0} =suppU alinirsa
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,u({xeX:(U-f)T(x);tO}):,u({T_l (y):(U-f)(y)iO}):

,uT*I({yesuppU:f(y);tO})S j Sfr-du=0
suppU

olur. Bu ise ,u({x eX:(U-f)T(x)# 0}) =0 esitliginin dogru olacagin gosterir. f

keyfi fonksiyon ve (U-f)T'=0 (x—hhh.) oldugu i¢in W =0 olur. Her iki

durumdanda agirlikli bileske operatdriin - sifir operatdrii  olacagini - gosterir.

Dolayistyla W operatorii kompakt olacaktir.
Teorem 3.2.1.6: T:X —X non-singular 6lgiim doniisiimii, f; € L, (u) ve alttan

sifir ile smirlanmig U : X —C bir Slgilebilir fonksiyon ve W =Wy r operatori
I<ps<ool<qseo igin L, q)(X, Y,u) uzaynda smurh olsun. Buna gore,
W =Wy r operatdriniin goriintii kiimesi kapali olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul

suppU =S = {x eX:U(x)# O} kiimesi iizerinde ‘U(x)‘ >5 (h.hh.)  olmasidir
(Arora vd, 2006; Arora vd, 2007; Hudzik vd, 2006; Soykan, 2012).

Ispat: Kabul edelimki W =Wy r operatdriniin goriintii kiimesi kapali olsun. O

zaman her f €L, ) (X2, ) igin

||Wf||pq = 8” f"pq (3°35)
os. J&>0 vardir. L[P9(S)= {f s S €L pq) (X, Z,,u)} kiimesi tanimlansin.
b:|| fT”oo ve prs<e olacak  sekilde 0>0 secilsin.  Eger
K= {x eX: ‘U(x)‘ < 5} kiimesi 0<u(K)<oo olmak iizere (3.24) deki esitsizlik
kullanilirsa HW(XK )Hpq <pllp ”U'XK”pq elde edilir. [|[U -y, ||pq < §-||XK||pq olacagi
igin W ()|, < €[l elde edilir. Bu ise (3.35) deki esitsizlik ile gelistii
i¢in kabul yanlistir. Sonug olarak ‘U (x)‘ >0 ( h.h.h.) olur.

Tersine, kabul edelimki S kiimesi tizerinde ‘U (x)‘ >§ (h.hh.) olsun. f; alttan sifir

ile sinirlanmis oldugu i¢in 3k >0 i¢in f; >k >0 olacaktir. Daha 6nce gosterilen
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(3.25 ) “de bulunan esitsizlik kullanilirsa Vf e P! (S ) icin
[ (), 287 011, 257511, ve ker(W)=L(x~S) oldugu igin
W =Wy 7 operatdriin goriintii kiimesi kapalidir. Gergekten ker (1) = 174 (X -5
dir. ker(W)={f € L{, ) (X Z.1): W (f)=0,0:X > C,(x) =0} olmak iizere her
hangi gelP?(X-S) fonksiyonu segildiginde g= Z(x-s) olacak sekilde

g€,y (X, X, 1) fonksiyonu vardir ve

g(x):(~ )(x):{g(x),xeX—S{x %SyaniU(x):O} (3:36)

SH(x-s) 0, xe¢X-S{xeSyaniU(x)=0)

olur. Wg: X »>C, Wg(x) :(U-g)(T(x)) olacaktir. (3.36) ifadesi dikkate alinrsa

Wg =6 olur. O yiizden g e ker(W) demektir. Boylece
L[P(X -S)cker (W) (3.37)

elde edilir. 4 e ker(W) oldugunda operatoriin ¢ekirdegi tanimi geregi W(h) =0

olacaktir. Vxe X, Wh(x)=0=(UeT)(x)-(hoT)(x)=0 esitligi dikkate alimrsa
U(T(x)) =0=>T(x)=yeX-S olur ve h(y)= (hX(X_S))(y) esitligi vardir.
Dolayisiyla i € LP? (X —S) olacaktir. Sonug olarak

ker(W)c LP4 (X -S) (3.38)
elde edili.  (3.37) ve (3.38)’deki kapsamalari  dikkate  alinirsa
ker(W)=LP? (X —S) esitligi elde edilir.
Sonug 3.2.1.7: V&>0 i¢in T7'(E;)< E; ve W =Wy r operatdriiniin goriintii

kiimesi kapali olsun. Buna gore, bazi 6 >0 igin S = {x eX:U (x) # 0} kiimesi

lizerinde ‘ U (x)‘ > 0 olacaktir (Arora vd, 2006).

Teorem 3.2.1.8: T: X — X non-singular 8l¢iim ddniisiimii, f; € L, (1) ve alttan
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sifir ile smilandirilmig olsun. U: X —C bir odlgiilebilir fonksiyon, W =Wy r
operatdrii /< p<oo,/<q<oo igin L, (XX, 1) uzayinda sl ise asagidaki
ifadeler denktirler:

L. W =Wy r operatdriiniin gorintii kiimesi kapaldur,

1. My, operatdriiniin goriintii kiimesi kapalidir,

iii. S= {x eX:U(x)= 0} kiimesi iizerinde baz1 & >0 icin ‘U(x)‘ >&( h.hh.)
olur (Arora vd, 2006).
Ispat: i.=> ii. Kabul edelimki W = Wy, r operatdriiniin goriintii kiimesi kapali olsun.
(3.26) “daki esitsizlik kullanilirsa My, operatoriiniin goriintii kiimesinin kapali

oldugunu goérmek oldukca kolaydir.

ii.=1ii. My operatoriiniin goriintii kiimesi kapali olsun. Vf e L( ) (X 2, ,u) icin
|M (), 2 kN7, olacak sekilde k>0 vardir. Tekrar (3.26) deki esitsizlik

kullanilirsa HW( f )Hpqzﬂ {7 ||pq elde edilir. Bu ise W =W p operatoriiniin

goriinti  kiimesinin ~ kapali  olmasim1  gerektirir.  Teorem  3.2.1.6.°dan

S = {x eX:U(x)# 0} kiimesi iizerinde bazi § >0 icin ‘U(x)‘ >§( h.h.h.) olur.
iii. = 1. Teorem 3.2.1.6.’dan gerceklesir.
Teorem 3.2.1.9. (X 2, u) atomik olmayan 6lgiim uzayr ve W =Wy r operatori

I<p<o,l<qso igin L, (X,Z, 1) uzaymmda smirli olsun. O zaman W =Wy, r

operatoriinlin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul UoT ¢0(h.h.h.) ve T

donilistimiiniin orten olmasidir.

Ispat: Kabul edelimki W =Wy, 7 operatorii 1-1 ama T doniisiimii 6rten olmasin. Bu
ise FcX-T(X) olacak sekilde F e kimesinin varligm gosterir. Boylelikle

0£Yfp € L( p.4) (X2 1) karakteristik fonksiyonu vardir ve
Wy.r (xF)|, =U(T(x))%r (T(x), FeX-T(X) oldugu igin T(x)eF dir

Karakteristik fonksiyonun tanimi geregiiince X g (T (x)) =0 olur. Dolayisiyla
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WU,T(XF )‘x :U(T(x))-XF (T(x)):O sonug olarak ¥y fonksiyonu ker(WU,T)

kiimesinin eleman1 olacaktir. Cekirdegin sifirdan dan farkli bir eleman1 oldugu igin

W =Wy r operatori 1-1 olamaz. Bu durum hipotez ile celiseceginden kabul
yanligtir ~ yani T dontigimii ~ ortendir.  Diger  kosul  igin  ise
E:{xeX :‘(U oT )(x)‘:O} kiimesi pozitif dlciime sahip olsun. Uzay atomik
olmayan olduguna gore, 7' (K)c E, u(K)<w olacak sekilde K €Y kiimesi

vardr. Xk €L pg) (KT 12 ve V>0 igin
(UoT) (e oT)) () =inf {2202 (v e X (U)o T ()| > ) <t} ve
a({T () KU oT) (s 7)) > 2f) = el {w e T (K):| (o) ()] > 4}

T (K)< E olduguigin ((UT)(xx oT))* (¢)=0 yani W () )=0 olur. Sonug
olarak KerWy; r # {6} olacaktirki bu ise Wy . operatorin 1-1 olmast ile gelisir. O
yiizden UoT #0 (h.h.h.) olur.

Tersine, UoT #0 (h.h.h.) ve T déniisiimii 6rten olsun. Keyfi bir f e KerWy 7

fonksiyonunu alalim. Ker#;; (/)= ve hipotezden Uo7 # 0 (h.h.h.) oldugu i¢in
foT =0olmak zorundadir. T Srten oldugu i¢in 7(X)=X esitligi vardir. Vx e X

igin f(T(x))=0 ise f =0 olacaktir. f keyfi oldugu igin Ker#; 7 ={0} olur.
Wy.r 1-1 operatordiir. Ayrica 1gelyy) (X2 n) icin
Wy r(f)=Wyr(g)=(UeT)(foT)=(UeT)(goT) Hipotezde UoT =0

oldugu icin (foT)=(goT) elde edilir. 7 orten oldugu i¢in f =g yani Wy r

operatoriinlin 1-1°1igi bilinen yollada bulunabilir. Buradaki esitliklerin 6l¢time gore

oldugu unutulmamalidir.
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4. MATARYEL VE YONTEM

4.1 Biiyiik (Grand) Lorentz Uzaylar1 ve Bazi Ozellikleri

Bu béliimde biiyiik Lorentz uzaylarinin tanimi, baska uzaylarla karsilastirilmas: ve
baz1 Orneklere yer verilmigtir. Daha Once kompleks degerli, Olgtilebilir

fonksiyonlarin dagilim fonksiyonu ve artmayan yeniden diizenleme fonksiyonlarin

tanimlar1 yapilmisti. Kisaca tekrar hatirlanirsa (X,Z,,u) bir 6—sonlu dlglim uzay1
ve feM(XX) olmak iizere, VA20 ig¢in Dy(2)= ({xeX ‘f ‘ })
seklinde tanimlanan fonksiyona f ’nin dagilim fonksiyonu denir. #>0 olmak iizere
7 (t) = inf{i >0: D, (i) = t} =sup {i >0: D, (i) > t} seklinde  tanimlanan
fonksiyona f ’nin artmayan yeniden diizenleme fonksiyonu denir.

f, X= (0,1) iizerinde tanimlanan Olgiilebilir bir fonksiyonun normunu asagidaki

bigimde tanimlansin.

1

1 4 -1 g-¢ T
sup —Sjtp (f*(t)) dt ;1<g<oo
0<g<g-1| P

||f||p,q) - 0 (4'1)
1

sup 17 [ (1) ; q=0
0<t<1

X = (0,1) tizerinde tanimlanan kompleks degerli dlgtilebilir fonksiyonlarindan bu

norm altinda sonlu degere sahip olanlarin olusturdugu uzaya biiylik (grand) Lorentz

uzay1 denir (Jain ve Kumari, 2010).

L, (XX, u) sembolii ile gosterilen biiyiik (grand) Lorentz uzayi

LP’Q)(XZ ’u):{fEM XZ ||f||p q) } (4'2)

bigiminde ifade edilir.

Ornek 4.1.1: Biiyiik Lorentz uzay1 ¢=p oldugunda biiyiik Lebesgue uzayimna doner.
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Coziim: {lk olarak biiyiik (grand) Lebesgue uzaymmi tanimlayalim. Q, R” de simirls,

sonlu  Slgiime  sahip  bir kime ve feM(QXY) olmak iizere,

1
€ p—¢€ p-e C .
||f|| )y~ Sup —.Hf(x)‘ dx ,1<p<oo bigiminde tanmimlanan
P O<e<p-1 m(Q)Q
norma gore sonlu degere sahip fonksiyonlarin olusturdugu uzaya biiyiik (grand)

Lebesgue  uzayi denir  (Jain  ve Kumari, 2010). Bu  uzay
Lp)(Q,Z,m):{f eM(QY): ||f||p) <oo} bigiminde ifade edilir. Uzaylarin esit

oldugunu gérmek icin normlarin ayn1 oldugunu gdstermek yeterli olacaktir.

1 < g=p <o oldugunda,

1

1 P_ p—¢
sup —ajtp f £)P~% ar
O<e<p-1| P |

171

np)

1

_ & p-c E_
- [t fer )",

X

L, (XX n)= L, (XX, u) olacaktur.

Ornek 4.1.2: Klasik Lorentz uzayi ile biiyiik Lorentz uzay1’nin normlari arasinda

1

<o £ 1,

24) < || f ||pq esitsizlikleri vardir.

i) 1<g<ow ve feM(XX) olmak iizere,

ii) g=o ve [ e M(XX) olmak iizere,

Coziim: 1) I<g<oo ve feLp’q) olmak tizere,

1 94 g—¢ q-¢
f sup —sjtp (f*t) dt| <
|| ||pq) 0<8<q1 p 7 ()
b
1 7€ ¢ LolE
< sup —sj ()| P

0O<e<g-1| P |
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1 1
Lemma 3.1.1.7.’de gosterilen 17 f* ( ( j || f || esitsizligi kullanilirsa

1 e | Jee
sup —8_[ tpf*’k t?Pdt <

0<g<q-1| P 0

I/]

29

A
sup j [ J IA, | 7

0<g<g-1 p 0

1 €, \g-e da
1 4914 p _ q |9
=| = =e|t¥ dt =q| —
(pj ”f” 0<§31i1()] 1{17 '([ J q(p] ”f”pq

1
olup sonug olarak || f ||p’q) < q(%Jq ” f||pq esitsizligi elde edilir.

1 1

ii) g=00 olsun. ||f||p’q) = oiligltpf*( ) < Osigltpf _ ||f|| yani

”f || ) < || f ||pq oldugu kolayca goriiliir.

Ornek4.1.3. E€X. ve 0<u(E) < olmak iizere, =9

Cozim:

1

1 *—1 N qg-€ qu
sup —8jtp (XE) (t)) dt 1<g <o
p
”X«E”p,q) O=e=a-l 0

sup 17 ()" (1) q

0<¢<1

o0

ve (xg) (7) =X0.u(E)) (¢) ifadesi yerine yazilirsa,
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1 1_1

q—¢€
Defep ( t) dt l<g<
|51 oy ) i<
||XE||p,q)
1

p o
o 0 ) ) =

1

#(E) 4 q9-¢
sup | Le .[ P 197841 l<g<o
_Jo<e<g-1| P

1
sup tpx[ w(E ))(t) 1g=00

0<r<1

oldugu gortiliir.

Lemma 4.1.4: {xk } keN bir pozitif reel say1 dizisi olmak iizere,

o0 0
x <oo ve 0<4<1 oldugunda, X < X g
k k k
=l k=1

k=1
A
o0 o0 l o0
b) D x;<o ve 421 oldugunda, Y (xy) S[Z xk]
k=1 k=1 k=1

k=1 k=1

N oY N
¢) 1<2 oldugunda(Zka SN“LZ(X/C) J

A
N N
d) 0<i<loldugunda > (x;)" <N'™ LZ ka esitsizlikleri
k=1 k=1

(Castillo ve Rafeiro, 2015).

vardir

Ispat: a) 0<A<l oldugunda A-1<0 olur. Ayrica x +X,>X, X +X,>X,

esitsizlikleri ve 2—1<0 oldugu kullamlirsa, (x, +x, )/1 -1 (%, )'1 - ,
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(x, +x, )'1 - (x, )'1 ! estsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikler sirastyla X, ve x, ile

carpilirsa,

x5 (o) e (x) (4.3)

Ve

% (x5 ex) () (4.4)

esitsizlikleri olusur. (4.3) ve (4.4) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,

(435, ) <(x) +(x) (4.5)

elde edilir. Kabul edelim ki esitsizlik »n i¢in dogru olsun. O ylizden

A
n n n
(Z xk] < (% )'1 yazilir. Buradan DX Xyl Z Xy ve
k=1

k=1 k=1

n n
Z Xp + X4 2 Z x;,  ifadelerinin  varligi agiktir. A-1<0 olduguna gore

n A-1 n A-1 n A-1
A-1 e .
(z X + anJ <(x,41)" ve LZ xp + xnﬂ] < Lz xkj esitsizlikleri
k=1 k=1 k=1

n
elde edilir. Bu esitsizlikler sirasiyla, x,.; ve z x; ifadeleri ile garpilip taraf tarafa

toplanirsa i
(éx’f+xﬂ+l] _ (1) < () (4.6)
(ixk +xn+1] _ (Zka (i J (4.7)
k=1 k=1
(éxk +x,4 } [Zka +(x,41) /1 Sé(xk)l"'(xnﬂ)/l :::Z:(xk)l e

edilir. Bu sebeple esitsizlik n+1 i¢cinde dogrulugu gosterilmis olunur. Tiime varim

A

o0 o0 o0

ilkesine gore, Y (x; )’1 <o oldugunda (Z xk] < (% )/1 olacaktir.
k=1 k=1 k=1
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e 0]
b) Z x;, <o oldugu i¢in dizinin belirli bir teriminden sonraki elemanlar sifira
k=1

yaklasmas1 gerekir. Yani lim x; =0 olup Ve >0 i¢in dn,eN vardirki, Vk = n,
k—o

oldugunda |xk|< ¢ dir. Burada 0 <x; <1 almirsa 1</ olduguna gore, Vk > n, i¢in

(xx )/1 <x; ve bu esitsizlikte  terimleri  toplami  diisiiniildiigiinde

o0 o0
Z (xx )'1 < Z x; <oo oldugu gdriiliir. {(xk )'1} ve 1<1 oldugundan O<l <1
k=1 k=1 keN A

dir. a)’daki esitsizligi {(xk)'l} ve 0<%£1 ifadeleri igin kullamilirsa

P

k=1

12

v
)| <E(nr)

k=1 k=

=Y x5 = X < X olur.
2% =2 (%) ( k]
k=1 k=1 1

N
c) z x;, 1fadesinde Holder esitsizligi kullanilirsa,
k=1

. N . Ay 1/
zxkzzl-xks[zoﬁ“‘l] -[zw]

k=1

N N Viorn Y N
3 xp < NIV -{z (x )lJ = (kz::lxk} < N -Lz (x )*J elde edilir.

k=1 k=1

N
d) 0 <A<1 oldugunda, Z (xk )'1 iizerinde bir kez daha Holder esitsizligi
k=1

kullanilirsa,

N

z<xk>*=§1-<xk>ﬂs(

k=1 k=

] (3]

k=1

—

A
N 2 1 N
Do(xk) SN Dlx | esitsizligi elde edilir.
k=1 k=1

Tamm 4.1.5: Vfgl{f,} €M(XX), a>0 bir sabit sayt ve X’in tim
p—dlgiilebilir K alt kiimeleri igin p: M (X,X)—>[0,00] doniisiimii asagidaki

Ozellikleri saglarsa Banach fonksiyon norm ya da sadece fonksiyon norm denir
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(Bennet ve Sharpley, 1988).

Bl) ip(f)=0< f=0(u-hhh),iip(a-f)=a p(f),
iii.p(f+g)<p(f)+r(g)

B2) 0<g<f(u-hhh)=p(g)<p(f)
0< fy = f(u-hhh)=p(f,) = p(f)
u(K)<oo= p(x) <0
5) u(K)<oo= IfduSCKp(f) buradaki 0< Cyx <o olup K ve p’ya

K

s}

3

s}

4

)
)
)
)

oo}

bagli fakat f ’ye bagli olmayan sabit olmalidir.

Teorem 4.1.6: (X,X,u) o— sonlu dlgiim uzayr 1<g<p<oo olmak iizere
L, (XX, xt) Banach fonksiyon uzayidir.

Ispat: (B1) i. Herhangi fel,  (XZn) oldugunda

|£1,,,,=0 <=0 (u-hhh) ifadesi gosterilsin. |f] =0 ise her £>0 igin
DDf (H)=f*(t)=0 olur. Buise f =0 ( - h.h.h.) demektir. f=0( u —h.h.h.) ise
f*(t) =0 olup norma gegis yapilirsa || f ||p 2 =0 olur.

it. a>0 olmak lizere ||a-f||p n=7 -||f||p o) esitligi gosterilsin.

1 q -1 g€ q-

||a-f||p’q) = sup —Sjtp ( a-f)* (t)) dt

0<e<g-1| P |

—€ q

= sup SItp (af ) dt

0<e<g-1| P §
b
1 9 q
q-¢€
=a- sup | Lefer (f*(t)) dt
0O<e<q-1| P |

bulunur. Sonug olarak || a-f ||p n=a || f ||p o) esitligi elde edilir.
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11. Her f,geLp,q) (X,Z,,u) icin ||f+g||p}q) < ||f||p’q) +||g||p}q) ticgen esitsizliginin
varlig1 gosterilsin.
b
q 1 9 . g-e |17
£ +el, = s | Le[er ((re) ()]

0<e<q-1| P |

1
q L %_1 w1 w1 & e
||f+g”p,q) < sup —Sjt f 5 +g 5 dt

0<e<g-1| P |

Lemma 4.1.4.”deki c) esitsizligi kullanilirsa

1 9. AN F\)E q-€
< sup isjtp ol-ate (f* (—D +(g*(—D dt
0O<e<g-1| P | 2 2
l-g+e 1 9,

qre ; q-¢ p q-¢€ q-&
e
0<e<g-1 P 2 2

1—q+8 1 q

| p q-¢€ e - | p q-¢€ q—¢&
= sup 2 9°F isjtp (f*(—D dt-l—iﬁjtp (g*(—D dt
elde edilir. Lemma 4.1.4.’deki a) esitsizligi kullanilirsa

I—gte 19

1

AN q9-¢€ 1 94 AN q-¢€
< sup 29°¢ isjtp (f*(—jj dt +18jtp (g*(—jj dt
0<g<g-1 Py 2 Py 2

1 94

y g€ q—¢ 1 1_ ; q—-¢€ q-¢
= sup 1- izaj'tf” (f*(—jj dt|  + ﬁsjtp (g*(—jj dt
0<e<g-1 Py 2 Py 2

19 NI (o 194 AN L
= sup ng'tp (f* (—D dt + sup isjtp (g* (—D dt
O<g<g-1| P 0 2 O<e<g-1| P 0 2

=71,y *lel

p.q) 2q)
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bulunur. Sonug olarak || ftg ” < ”f ”

(82) 0<g </ (u-hhh)=e],, <[]

+ ||g || liggen esitsizligi vardir.

D.q) p.9q) D9q)

pq)

0<g<f(u-hhh)=g ()< s (1)=]g],,, <[], bulunur.

(B3) 0<g,—>¢g (,u —h.h.h.) = || g, ||p || g ||p 0

0<g, —>g oldugunda Teorem 2.2.3.’deki f) sikki kullanildiginda gn* —>g"

oldugu biliniyor ve biiyiik Lorentz uzayinda norma gegilirse

1

1 44 i g-¢ E
|| <, ||p}q) sup —Sjtp (gn) (t)) dt -

0<g<q-1| P 0

1

1 94 g€ E
sup {—Sjtp (g (t)) dt} =||g||p,q)

0<e<g-1| P §

yakinsamasi agikca goriilmektedir.

(B4) Her K €. igin ,u(K)<oo:>||XK||p <> oldugu gosterilsin.
(g-1)u(K)"'P ;1<g<o

x| —{
Pq) ,u(K)l/p (g =0

”X‘K”p,q) < oo.olur.

her iki durumdanda anlasilacagi gibi

(BS) K €2 Olgiilebilir herhangi kiime i¢in ,u(K) <o = I.Efd,u <Cg ||f||p}q)

esitsizligini saglayan K ve ||||p o V2 baglhh fakat f’ye bagli olmayan

0<Cg <o Cg sabitinin varlig1 gosterilsin.

o o u(K)
[ fdu= jfodﬂsjf*(r)x*K(t)dtzjf*(r)x[o_ﬂ(K))(t)dtz [ 1 (t)ar
K X 0 0 0
ﬂ([{) #(K q-p P—q
J' f* J‘ tp(q 8 tp(q S)dtS
0 0
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( (K))p(q-e-l) 1

u P lg-¢

Co = L 1 du<C

K 0<Sgl§2,_1 p-q (q«ﬁj alinirsa }£f iz K”f“p,q)
plg-¢-1)

esitsizliginin varlig1 gosterilir.
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5. BULGULAR VE TARTISMA
5.1  Biiyiik Lorentz Uzaylarinda Carpim Operatorleri

Bu béliimde Biiyiik Lorentz uzaylarinda tanimli olan M, c¢arpim operatoriiniin

sinirliligr ve terslenebilirliginin U 6lgiilebilir fonksiyonunun sirasiyla smirliligi ve

terslenebilirligine bagl kosullarinin karekteri yapilacaktir.

1
Ornek 5.1.1: Her k e N igin f; :[-3,1] > C, f; (x) =x * bigiminde [-3,1] aralig1
tizerinde tamimli, kompleks degerli ve diizgilin integrallenebilir ( Jr ) LN fonksiyon

k

dizisi tanimlansin. || T ||2 =

[1 - (—3)k_2/ k} <o olduguna gére Vk >3 igin
fiel, ([—3, 1]) oldugu rahatlikla sylenebilir. U :[-3,1] — C &lgiilebilir fonksiyon

ve VfeL,([-3.1]) i¢in My :L,([-3.1]) > L,([-3.1]), My (f)=U-f carpim
operatdrii tamimlansin. Ornekten de anlagilacagi gibi Mp; carpim operatdriiniin
terslenebilir olmasit i¢in U Olgiilebilir fonksiyonun tersinin anlamli olmasi
gerekmektedir. Ayrica My arpim  operatdrii  supp (U )={xeX U (x);tO}

kiimesi iizerinde 1—1 oldugu sdylenebilir.

Hatirlatma 5.1.2: Genel olarak oOl¢iim uzaylan iizerinde tanimlanan carpim

operatorleri 1-1 degildir.  Aslinda, (X 2, ,u) Olcim  uzayr  ve
G=X-supp(U)= {x eX:U(x)= 0} kiimesi pozitif dl¢iime sahip yani u(G)>0
olur. Buna bagl olarak ise G kiimesinin karakteristik fonksiyonu anlamlidir. Her

xeX i¢in ¥G-U|l =% (x)-U(x)=0 olacaktir. Bu yiizden My (xg)=0 d.
Buradan operatoriin ¢ekirdeginin sifirdan farkli oldugu anlasilir. KerMy; ;t{O}
dolayisiyla My, ¢arpim operatorii 1—1 degildir.

Aksine, My, carpim operatorii 1—1 oldugunda /z(X —supp(U ))=0 olur. Diger

taraftan ,u(X —~ supp(U))ZO ve p tam Slgiim olsun. My; (/) =0 yani Vxe X igin
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U(x)-f(x)=0 disiindiigimiizde {xeX: f(x)#0}c X -supp(U) ve X
iizerinde f =0 (u—hhh.) olacaktir.

Teorem 5.1.3: My, carpim operatort,

K=L,, (supp(U)) = {fxsupp(U): fel, g (X)} kiimesi iizerinde 1—1 dir.
Ispat: M y ¢arpim operatoriniin 1-1 oldugunu gostermek i¢in KerM; = {0}
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. f eK ve My ( f )=O olsun. Buna gore, K
kiimesinin tanimi geregi en az bir f €L, (X ) fonksiyonu vardir Oyleki
7= S Asupp(u) dir- Vx € X igin f(x)U(x)=1(x) Tsupp(V) (x)-U(x)=0 olup
bu esitlik gosterir ki x € supp(U) oldugunda Vxe X, f(x)=0 olur. Sonug olarak
f =f Xsupp(U) = 0 esitliginin varlig1 gosterilir. Bu ise KerMy; = {0} oldugunu yani
My, carpim operatoriiniin K kiimesi lizerinde 1—1 oldugunu soyler.

Teorem 5.1.4: 1<p,g<co igin L, (XX u) biyik Lorentz uzayi iizerinde
tanimlanan My, : f — U - f lineer doniisiimiin smirl olmasi igin gerekli ve yeterli

kosulun U olgiilebilir doniigiimii esas olarak sinirlidir. Ayrica H|M Um = ||U ||OO esitligi

dogrudur.

Ispat: Farz edelim ki U dl¢iim doniisiimii esas olarak smirli olsun. UeL,, (u) ve

fel 2.9) (X 2, ,u) fonksiyonlar1 almsin. UelL,, ( ,u) olduguna gore, VxeX icin

‘U (x)‘é”U ||Oo esitsizligi kullanilirsa,

(Uf)(x)‘S”U”OO‘f(x)‘ ifadesi yazilir. Her

A2>0 igin
<[ AUl ] () (5.1)
olup (5.1) *deki esitsizlik kullanilirsa
{x eX: ‘(Uf)(x)‘ > k} c {x eX:|U|, ‘f(x)‘ > X} (5.2)
kapsamasti yazilir. Buradan Olgiime gecilirse

,u({x € X:‘(U-f)(x)‘ > K})Su({xeX:”U”w ‘f(x)‘>7»}) yani
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Dy.; (%)= Dyy,,.5 (2)<Dy [ﬁ] (5.3)

dagilim fonksiyonlar: arasindaki esitsizlik elde edilir. (5.3) esitsizligiyle her ¢ > 0

icin DMU f [” ” J<t yazilir. Buradan

{/1>0:Df{”éTOOJSZ}C{/1>O:DMU.f(/1)St} (5.4)

olup (5.4) ’deki kapsamasinin her iki tarafindan infimuma gegilirse,

inf{/bo:Df[” . J<t}>mf{l>0 Dy,.r (2t} (55)

olur. Artmayan yeniden diizenleme fonksiyonunun tanimi geregi

(My (1)) <0l (1) (5.6)
oldugundan

s

HMU(f)Hp,q) - S {_gj‘tp 1( MU(f))* (t))q—s dt}q

0<e<qg-1| P §

IN

‘

94

!
Sjtp
0

=

N

(1L, 7 ()" dzJ

< sup 9
0<eg<g-1| P

1

:“U” sup {—Sjtp l(f* (t))q_g dt]q

O<e<g-1| P |

olur. Sonuc olarak HMU (f )Hp 2 <|u ||OO |7 ||p " esitsizligi bulunur. Bu esitsizlik

My, ¢arpim operatoriiniin simirl oldugunu gosterir. Ayrica g =oo oldugu durumda
1 1

i (1), = 500 2 (4 (1) ()% s 0, 7=, A1, ol

PO g<p<q 0<t<1

buradan anlasilacagi gibi her feL, (XX u) ve 1<p,g <o igin
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| (1), <101 171, esitsiztigi vardir.

Tersine, 1<g <oo olmak lizere M{; ¢arpim operatorii L 2.9) (X 2, ,u) uzayinda sinirl
fakat U esas olarak sinirli bir 6l¢iilebilir doniisiim olmasin. Bu ise VkeN igin
G, = {xeX : ‘U (x)‘ >k} biciminde tanimlanan kiimenin pozitif Ol¢iime sahip
oldugunu soyler. Dolayisiyla G, kiimesinin karakteristik fonksiyonu anlamli olup
{xeX k- XG, (x)>/1} c {xeX: (U- XG, )(x)>/1 } kapsamas1 yazilabilir. Buradan
Ol¢iime gecilir ve dagilim fonksiyonunun tanimi kullanilirsa,

)(A) (5.7)

Dk'XGk (},)SDMU(XGI{

esitsizligi elde edilir. 7>0 igin (5.7) ifadesi dikkate alinirsa,

{/120:DMU(XGk)(A)St}g{/IZO: Dicyg, (A)St} (5.8)

kapsamasi elde edilir.

(5.8) ’de infimuma gegilir ve artmayan yeniden diizenleme fonksiyonunun tanimi

kullanilirsa

*

(My (16, )) )2k (x,) (0 (59)

elde edilir. Buradan

q 1 94 «\4—€ q-¢
HMU (XGk) = sup —SJ-tp ((MU (XGk )) ] dt >
P9 0<e<q-1| P |
b
1 94 N g-¢ |9-¢€
U S 8 NO) I
O<e<g-1| P | k Klp,q)
yazilir. Ayrica, g=o oldugu duruma bakilirsa
1 . 1
- - k
HMU(XGk) = sup fp(MU(XGk )) (t)= sup ¥ (k'(XGk) (f)J:k'HXGkH
p®)  0<t<1 0<z<l1 p,0)
olur. Yani her ge[1,%] igin [My (xg, )| >k- ‘XG H esitsizligi elde edilir.
*lip.q) Hlp.g)
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Bu esitsizlik My, operatoriinin smirli olmadiginmi  belirtir. Bu durum ise
hipotezimizle ¢elisir. O yiizden U doniisiimii esas olarak sinirlidir. Simdi herhangi
bir §>0 i¢in S= {x eX: ‘U(x)‘ > ||U||OO - 8} kiimesi tanimlansimn. O zaman
{xeX:(||U||OO—8)XS(x)>/1}g{xeX:(U-xS)(x)>/1} olup dlgiimiim
monotonlugu kullanilirsa

,u({xeX:(”U”oo—S)XS(X)>/1})S,u({xeX:(U-xS)(x)>/1}) elde edilir. Her

t>0 i¢in {i> 0: DU'XS (/1) < t} c {i >0: D(”U"Oo —5)Xs (/1) < t} olup her iki tarafta

infimuma gegilir ve artmayan yeniden diizenleme fonksiyonunun tanimi kullanilirsa,

(U-xs) (0)2((Jvl, ~8)xs) (1) (5.10)

esitsizligi elde edilir. Norma gegilir ve (5. 10) esitsizligi kullanilirsa

O<e<g-1| P §

o s, = suo {ieﬁplﬂMU(m))"‘)”df]q >

> sup [igjtpl(((”(]”ooS)XS)*(t)jq dt} _ :(||U||OO—6)-||XS||p,q)

0<e<g-1| P |

yazilir. Sonug olarak HMU (XS )Hp o) > (”U”OO - 8) . ”XS ||p 0 esitsizligi elde edilir. Bu
ise

IMull,,,, =01, (5.11)

P.9q)

demektir. HMU (f)”p 0 < ||U||OO -||f||p 0 esitsizliginde ||f||p 7) <1 lizerinden
supremum alinirsa

Il <10l (512)
esitsizligi elde edilir. (5.1 1) ve (5.12) “deki  esitsizlikler birlestirilir  ise

syl =], esitigi elde ediir.
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Teorem 5.1.5: X ve Y Banach uzaylar ve X — Y tanimh sirh lineer

fonksiyonlarm kiimesi B (X Y ) olsun.

Buna gore, F € B(X, Y ) lineer dontigiimii alttan sinirli olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul F', 1—-1 ve goriintli kiimesi kapalidir.

Sonug 5.1.6: My;:L,, . (supp(U)) =L, 0 (supp(U)) carpim operatdriiniin
goriintii kiimesi kapal1 olmasi igin gerek ve yeter kosulun My, ¢arpim operatorii
L, o (supp (U )) tizerinde alttan sinirlt olmasidir.

My, carpim operatdril Lp’q)(supp(U )) iizerinde 1-1 oldugunu Teorem 5.1.3.

gosterildi. Ayrica u bir tam 8lgiim, ve X iizerinde U#0 (u—hhh.) oldugunda

asagidaki teorem verilebilir.

Sonu¢ 5.1.7: u tam Olgim ve X lizerinde U=0 (,u —h.h.h.) ve
My:L, g (supp(U))—)Lp,q) (supp(U)) garpim  operatdrii  verilsin. My,
operatoriiniin goriintli kiimesinin kapali olmas1 igin gerekli ve yeterli kosul My,
garpim operatoriiniin L, .\ (XX, x) uzayt izerinde alttan sinirli olmasidr.

Teorem 5.1.8: 1< p<oo,I<g<oo igin L, (XX, u) biyik Lorentz uzay: tizerinde
taniml1 olan tiim ¢arpim operatorlerin B(Lp, (XL, ,u)) kiimesi, Banach Cebir’inin
maksimal degismeli alt cebiridir.

Ispat:  H={My :UeL,} kimesi, +: HxH —>H (My,My)— My, ve
- FxH—>H (k,M U) > My, islemleri altinda H vektor uzayidir. H  kiimesi
B(Lp, 0 (X2, ,u)) kiimesinin ~ alt cebiridir. My, M, e H  olmak iizere
My oMy =My, operatorlerin - bileskesini  diistinelim. U,V elL, oldugunda
U|<|u],, ve V|||, esitsizlikleri var oldugu igin |U-V|<|U-¥]|  ifadesi elde

edilir. Tanimlanan klasik fonksiyon ¢arpimi toplama ve skalerle carpma islemleri ile

ilgili olarak birlesme, degisme ve dagilma Ozelliklerini saglamaktadir. Boylece H,

B(Lp’q)(X,Z,,u)) uzaymm bir alt cebiri oldugu sonucuna varlabilir. 7T,

L, s (X 2, ,u) uzayinda herhangi bir operator oyleki VU e L, ( ,u) icin
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ToMy=MyoT oldugu disinilsin. e:X — C,e(x)=1 olacak bigimde sabit

fonksiyon ve V=Te tamimlansim. Her FEe) ve e(x)zl kullanilirsa

Toxp=ToeMy e oldugu agiktir.  ToMy=MyoT  esitligi kullamlirsa
ToMy e=M, oTe olur. V=Te kullanilirsa
My oTe=My oV =Yg V=V-Yp=Myoyg olup sonug olarak

Toyp=My oy dir. Basit fonksiyonlarin yogunlugu kullanildiginda ise 7=M),

olacaktir. Her k € N olmak lizere Gy, :{xeX : ‘V(x)‘ > k} kiimesi pozitif dl¢iime

sahip olsun. HT(XGk )Hp . :HMV (XGk )Hp . >k - Hka Hp . esitsizligi 7 operatdriin

siirh olmadigimi gosterir. M), operatoriin sinirhi olmasiyla ters durum olusturacagi
icin Gy, :{xeX : ‘V(x)‘ > k} kiimesinin 6l¢timii sifir olacaktir. Sonug olarak goriiliir
ki Vel, ( ,u) olacaktir.  f€L, . (X,X,u) oldugundan &lgiilebilir  basit

fonksiyonlarmm lim S, = /' olacak sekilde azalmayan {S”}neN dizisi vardir.
n—©

T(f)zT( lim Snjz lim 7(S,)= lim My (S,)=My lim (S,)=My(f) olup

n—>0 n—>0 Nn—>00 n—>0
VfeL, (XX u) icin T(f)= My (f) ve buyiizden TeH ={M;: UeLy,} elde
edilir.
Sonug 5.1.9: My; ¢arpim operatdriinin L, (X,Z, ,u) uzayinda terslenebilir olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul U déniisiimiiniin L, uzayinda terslenebilir olmasidir.
Ispat: My garpim operatdrii L, (XX, u#) uzaymda terslenebilir olsun. Bu

durumda / birim operatdr olmak iizere
ToMy=M,°T=1 (5.13)
ve

My oMy =My oMy (5.14)

olacak sekilde TeB(Lp’q)(X,Z,u)) ve MyeH vardir. (5.13) ve (5.14) deki

ifadeler dikkate alinirsa
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ToMyoMyoT=ToMyoMyoT=ToeMyo(MyoT)=(ToMy)oMyoT
TOMVOIZIOMVOTDTOMV:MVOT

esitligi elde edilir. Boylece H kiimesi i¢inde bulunan her elemanin 7' ile degismeli

oldugu sonucuna varilir. Teorem 5.1.8. ve ToMy, =M oT kullanilirsa 7' € H olur.
Yani We L, (u) vardir 8yleki T =My, dir. Bu yiizden My oMy = My oMy =1.
U-W=W-U=e ( U —h.h.h.) olur. Sonu¢ olarak U doniisimii L ( /1) uzayinda

terslenebilirdir.

Diger taraftan U doniisimi L, ( ,u) uzayinda terslenebilir olsun. Bu yiizden
5 el (,u) ve MyoMyy=MyyoMy=M,=1 oldugundan M, c¢arpim

operatdrii B (L pg) (X2, ,u)) uzayinda terslenebilirdir.
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5.2 Kompakt Carpim Operatorleri

Bu béliimde carpim operatorlerinin kompakt olmasi icin gerekli ve yeterli kosullar

incelenecektir.

Tanim 5.2.1: T bir operatér ve K, X ’in bir alt uzayi olsun T(K)c K oluyorsa

K’ya T altinda degismez denir (Castillo vd, 2010).
Lemma 5.2.2: T: A — A bir operator olsun. Eger 7" kompakt ve N, 4 ’nin kapali

T —degismez alt uzayi ise T |  operatorii kompakttir (Castillo vd, 2010).

Ispat: {gy}, > N < 4 iginde sl bir dizi olsun. 7 kompakt operatdr oldugu igin

alt dizisi vardir Syleki {7'(gy, )}

{8k}, dizisinin {g; | |, dizisi 4 iginde

neN ne

yakisak olur. {gkn} cN ve {T (gkn )} NgT (N) olup hipotez geregi N,
ne

neN
A’nm kapali 7 —degismez alt uzayr oldugundan {T ( g, )} N dizisinin N ’de
ne

yakinsak olur. Sonug olarak 7' operatoriiniin N ’ye indirgenmesi kompakt olacaktir.

Teorem 523: M; kompakt operator olsun. 06>0 olmak lizere
Gs(U)={xe X : [U(x)[z3} ve Lp’q)(GS(U)):{fXGS(U): feLp,q)(X,Z,u)}
kiimeleri tanimlansin. L, q)(G5 (U )) s Lp o) (X 2, ,u) uzayinin kapali ve degismez

alt uzayidir. Ayrica My, | ; )( Gy (U)) operatorii kompakttir.
p.q

Ispat: L, (G5 (U )) uzayt L, (XX, u)nin  bir alt uzaydir.

7= f'XGS(U)’ g= g'XGS(U) olacak sekilde f,geLp)q)(X,Z,,u) fonksiyonlar1

vardir. a,beR igin
@S+ =a S AGy() TO 8 Aayw) = (S +b &)Ly () ve
a-f+b-geL, (XX u) oldugu icin a-f+b-geL, . (Gs(U)) elde edilir. Bu

yiizden L, . (GS (U )) uzayt L, .y (XX, ) uzaymn bir alt uzayidir.
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Herhangi bir f IS Lp’q) (G5 (U)) icin My, (f) =U- f'XGB(U) € Lp’q) (G5 (U))
olup L, . (Gg, (U )) uzaymin My; altinda degismez alt uzay oldugu goriiliir. Simdi
ise mg Lp’q)(Gg) (U)) oldugu gosterilsin. gem olsun.
Buna gore, 3{gx}, . < Lpg) (65 (U)) vardir ki g — & olacaktir. L, (G5 (U))
kiimesinin tanmimina dikkat edilirse VkeN i¢in g, = gkXG5(U) olacak sekilde
gk<l, q)(X,Z, ,u) vardir. Her yakinsak dizi Cauchy dizisi oldugu i¢in { gk} N
dizisi L, ,)(Gs(U)) uzaymnda bir Cauchy dizisidir. Bu ise Ve>0 igin Vk,r >k,

oldugunda || Sk — g}”p’q) <& olacak sekilde 3k, e N var demektir. Aslinda bir o >0
vardir boylece

* *

o8k ~&r) < (8 =8 )gy(v) = 8k ~8) <(8k~&) Wougy(uy) ~ morma

gecis yapilirsa,

gL — g, ||p,q) <a-|g - &, ||p’q) — 0 elde edilir. Bu yiizden {g; |, _
dizisi L, ;) (XX, 1) uzayinda Cauchy dizisi olacaktir. L 2.9) (XX, 1) uzay Banach
uzay oldugu i¢cin g g ve gel, (XX n).
X6 (U) — &G (U H <|lgr—g -0 oldugundan ve g8,
H 5(U) 5(U) 2.9) ” ”p,q)

gr — gXGS(U) yakinsamalarina dikkat edildiginde g~:ng6(U) elde edilir. Sonug

olarak geLp,q)(Gg) (U)). O yiizden Lp,q)(Gg) (U))ng,q)(Ga (U)) olur. Sonug
olarak L, ) (Gs(U))=L,, ;(Gs(U)) dur. Yani L, ,)(Gs(U)) uzayr kapali alt

uzaydir. Lemma 5.2.2. kullanilirsa M, U| I operatorii kompakt olur.

) (Gs(U))
Teorem 5.2.4: L, . (X 2, ,u) uzay! lzerinde tamimli M;; carpim operatoriiniin
kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul Gj (U ) = {x eX: ‘U (x)‘ > 6} ve
L, 4 (G5 (U)) = {f'XGS(U) : feLp,q)} olmak iizere V6>0 i¢in L, . (G5 (U))

uzayinin sonlu boyutlu olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki My, garpim operatdrii kompakt olsun. L,, ) (G5 (U )) )
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L, (XX u) uzaymin kapali degismez alt uzayr oldugu bilinmektedir. Teorem

5.2.3. kullanilirsa M, | 7 operatorii kompakt olur. Herhangi bir x e X

p.g)(Gs(U))
i¢in xezGs(U) ise Vf €L, (XX.n) icin
(MU|Lp’q)(G5(U)) (f)j Z(U'f'XGS(U)) =0 elde edilirr Bu nedenle

My |Lp,q)(G6(U)) =0 olur

Herhangi bir xeGyz(U) ise kiimenin tanimi geregi ‘U (x)‘ZS olur. Bu yiizden

esitsizligi  elde  edilir.  Dagilim

‘(U'f'XGS(U))(X) ZS‘(f'XGS(U))(x)

fonksiyonunun tanimi geregi D, XGs(U) (i
[}

<D A) olup her >0 igin
5) (U'f'XG5(U))( ) P

A
2>0:D A)<t A>0:D,. Zl<tb k ktir. H
{ (U'f'XGg(U))( ) }Q{ fXGs(U)(Sj } apsamasi agiktir. Her

*

k
iki tarafta infimuma gegilirse 8'(f'XG5(U)) (t) < (U'f'XGS(U)) (t) esitsizligi

elde edilir. Buradan da

1 94 " q-¢ i

Oy N (O R ) B
1
q_ . -t o€

e T (T 1) RV

olur. Bu nedenle MU|L

oy (Gs(U)) SHPHR operatdriiniin L, . (Gs(U)) uzayr

tizerinde goriintii kiimesi kapalidir ve terslenebilirdir. Bu ise MU| Ly o (Gs(0))
12X

operatoriiniin kompakt oldugu igin L), .y (G5 (U )) uzaymin sonlu boyutlu oldugunu

sOyler.

Tersine, kabul edelim ki V&> 0 icin L, (G5 (U )) sonlu boyutlu olsun. Ozel
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olarak VneN igin Lp’q)(Gl/n (U)) sonlu boyutludur. Her neN ig¢in U, : X - C

U(x) ,
o

U(x)‘zl/n

bi¢iminde tanimlansin. Uel
U (x)‘ <1/n OO

dlgiilebilir ve U, (x)= {

olduguna gore, VrneN i¢in U, €L, oldugu kolayca gosterilir. Ayrica herhangi bir
feLy (X, X, 1) fonksiyonu ve A>0 igin

D, -v)r (2)=u({x e x:|(U, V) 1)(x)|> 2})

ve
(U, -V) 1) (0)=int {1>0: Dy, gy (2) <1}

elde edilir. x € Gy, (U) olursa t> 0 igin (U, ~U) f) (1)=0 ve (U, ~U)f =6

Ikinci olarak x¢ Gy, (U) ve Gy, (U) kimesinin tammi dikkate almirsa

(U, -U)£) (1)< % f7(t) esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik kullanilir ve norma

gegilirse

LY es IR T (5.15)

pq) N
bulunur. (5.15)’deki esitsizlik M, y, operatori’niin M, operatoriine diizgin
yakimsak oldugunu sdyler ve L, q)(Gl/n (U )) uzay1 sonlu boyutlu olduguna gore
M U, sonlu rank operatoriidiir. Dolayisiyla M. U, kompakt operatorler dizisidir.

Kompakt operatdrlerin diizgiin limiti de kompakt olacagi i¢in My, operatorii de

kompakt olur.
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6. SONUC VE ONERILER

Biiyiik Lorentz uzay1 tanimlanmig olup iizerinde tanimlanan doniisiimiin bir Banach
fonksiyon normu oldugu gosterilmistir. Bliyiik Lorentz uzaylar ile biiyiik Lebesgue
uzaylarin karsilastirilmasi yapilmistir. Uzaylar iizerinde tanimlanan agirlikli bileske
operatorli ve carpim operatorlerin  karekterlerinin hangi kosullar altinda

gerceklesecegi gosterilerek degisik 6rnekler verilmistir.

Biiyltik Lorentz uzaylarinda tanimlanan carpim operatorlerin  siirhilidi,
gorlintii kiimesinin kapaliligi, kompakthigi ve terslenebilirligi gibi karekteristik

yapilart incelenmistir.

Carpim operatorii lizerinde tanimlandigi biiyiikk Lorentz uzaylar1 farkl
oldugunda ozelliklerindeki farkliliklar arastirilabilir. Ayrica uzaylardaki 6lglimiin

degisimi ile carpim operatdrlerin karekterlerindeki degisim sartlar1 incelenebilir.
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