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Istatistiksel analizlerde, analiz edilmek istenen gdzlemlerin sayisi arttikca, bu
gozlemler reel degerli bir fonksiyondan orneklenmekte oldugu kabul edilmektedir.
Bu durumda tiiretilen veriler bir fonksiyonel yapinin Ornekleri olmaktadir.
Arastirmada yer alan birimlere ait Ozelliklerin belirli bir zaman igerisinde
incelenmesi durumunda, her birime ait veri yapisi bir fonksiyonel yap1 gosterecektir.
Bu tiir verilerin analiz edilmesinde klasik tek degiskenli ve ¢ok degiskenli yontemler
yetersiz kalmaktadir. Bu yiizden bu tiirde verilerin analiz edilmesinde fonksiyonel
veri analizinin kullanilmasi daha uygun olacaktir. Fonksiyonel veri analizinde ilk
once ayrik noktalarda gézlenen verileri reel fonksiyonlardan olusan bir veri 6rnegine
dontistirmek gerekir. Fonksiyonlarin olusturulmasi siirecinde baz fonksiyon ve
piiriizlii ceza yaklasimi kullanilmaktadir. Olusturulan bireysel fonksiyonlarin analizi
icin fonksiyonel temel bilesenler analizi, kiimeleme analizi ve fonksiyonel ANOVA
kullanmak miimkiindjir.

Bu ¢alismada Tiirkiye’de bulunan 81 ilin bazi iklimsel degiskenlerine ait (giinliik
ortalama sicaklik, giinliik toplam yagis, giinliik sicaklik degisimi, glinliik giineslenme
sliresi ve giinliik buharlagsma siiresi) veriler 365 ayrik noktada incelendi. Veriler
periyodik bir yap1 izlediklerinden baz fonksiyon yaklasimi olarak Fourier baz
fonksiyonu kullanildi. Veriler Fourier baz ve piiriizlii ceza yaklagimlart kullanilarak
sirekli bir fonksiyon haline dontstirildi. Degiskenlere ait diizgiinlestirme
parametresinin bulunmasinda genellestirilmis ¢apraz gecerlilik yontemi kullanildi.
Degiskenlere ait degisimlerin temel nedenini belirleyebilmek i¢in fonksiyonel temel
bilesenler  analizinden yararlanildi.  Olusturulan  bireysel  fonksiyonlarin
siniflandirilmasinda model tabanli kiimeleme yontemi kullanildi. Kiimelerin,
ortalama fonksiyonlar1 bakimindan aralarinda istatistiksel acidan fark olup
olmadiginin belirlenmesi isleminde FANOV A uygulandi.
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Anahtar Kelimeler: Fonksiyonel veri, Fonksiyonel veri analizi, Fonksiyonel

kiimeleme, Fonksiyonel ANOVA, Fonksiyonel model tabanl
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Observations to be analyzed are sampled from a real-valued function as they increase
in number. The derived data are, therefore, samples of a functional structure. When
the properties of units are analyzed within a certain time period, the data structure of
each unit corresponds to a functional structure. Classical single variable and
multivariate methods fall short of analyzing such data. It would, therefore, be more
appropriate to use functional data analysis, in which data observed at discrete time
points should first be converted into a data sample consisting of real functions. Base
function and roughness penalty approaches are used to create functions. Functional
principal component analysis, cluster analysis and functional ANOVA can then be
used for the analysis of individual functions.

This study examined the mean daily temperature, daily total precipitation, daily
temperature changing, daily sunshine duration and daily evaporation data of 81 cities
in Turkey at 365 discrete time points. Data had a periodic structure, and therefore,
the Fourier base function was used. Data were transformed into a continuous
function using Fourier base and roughness penalty approaches. Generalized cross
validity method was used to find the smoothing parameter of variables. Functional
principal component analysis was used to determine the main cause of the change in
variables. Model-based clustering method was used to classify individual functions.
Functional ANOVA was used to determine whether there was a statistical difference
in mean functions between clusters.
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Key Words: Functional data, Functional data analysis, Functional clustering,
Functional ANOVA, Functional model-based clustering.
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1. GIRIS

Giliniimiizde genis hacimli Orneklerle c¢alisabilmek ve bunlarin istatistiksel
yontemlerle analizini yapmak miimkiindiir. Incelenen calisma sahasi genisledikge
diger bir ifadeyle Ornege dahil edilen gozlem sayisi arttik¢a, ayrik noktalarda
gozlenen verilerin reel bir fonksiyondan 6rneklendigi varsayilmaktadir. Dolayisiyla

bu gézlemler fonksiyonel veriler ismini almaktadir (Ramsay ve Dalzell, 1991).

Fonksiyonel veriler, bir takim denekler, zaman, mekan veya baska bir siireg
boyunca gozlemlenerek elde edilir. Fonksiyonel veriler, siirekli veya kesikli hale
getirilmis bir zaman araliginda, rastgele bir degiskenin (ya da rastgele degiskenlerin)
gozlemleri olan fonksiyonlarla veya egrilerle temsil edilmektedir. Fonksiyonel
veriler, ¢ok degiskenli verilerin sonlu boyuttan sonsuz boyuta dogal bir
genellemesidir. Fonksiyonel gozlem kiimeleri, degisken sayisinin gézlem sayisindan

anlamli derecede biiyiik oldugu veri 6rnekleridir.

Belirli bir zaman araliginda 6rneklenen veriler, gézlemlerin kaynagi oldugu
varsayilan temel bir fonksiyonun davranisini yansitir. Fonksiyonel veri analizi (FVA)
1990’1arda gelistirilmis bir istatistiksel yontemdir (Ramsay ve Dalzell, 1991). FVA
veya diger bir ifadeyle “egrilerle veri analizi” istatistik alaninda genis bir uygulama
alanina sahiptir. Son yillarda, fonksiyonel verilerin analizine &zel bir ilgi
gosterilmektedir. FVA’da, ayr1 ayr1 gozlenen veri dizileri fonksiyonlarla temsil edilir
ve tek bir biitin olarak analiz edilir. FVA’nin amaci, geleneksel istatistiksel
yontemlerle temel olarak aymidir. Diger taraftan FVA’nin avantaji, baz
fonksiyonlarindan ve tiirevlerden elde edilebilecek ek bilgilerdir. Herhangi bir
istatistiksel analizde ilk adim olarak, veriler tanimlayici istatistiklerin bir fonksiyonel
versiyonuyla ele alinir. Boylece fonksiyonel veri kiimelerini tanimaya yonelik deger
yapilari ortaya ¢ikarilabilmektedir (Ramsay ve Silverman, 2002a). FVA’nin amaglari

ise genel olarak sunlardir:

1 Ileri analizlere yardim edecek sekilde verileri sunmak.

2. Cesitli 6zellikleri 6ne ¢ikaracak bigimde verileri sergilemek.

3 Veriler arasindaki 6nemli modelleri ve noktalar1 tanimlamak.

4. Bagimli degiskendeki iliskiyi bagimsiz degisken yapisim1 kullanarak
acgiklamak.



S. Iki veya daha fazla veri setini karsilastirmak.

Bu amaglar1 gergeklestirmek, en uygun teknigin uygulanmasiyla miimkiindiir.
Verilerin yeni ve farkli gériiniimlerini ortaya ¢ikartmak i¢in dogru tekniklerin se¢imi
son derece Onemlidir. Bu aym1 zamanda beklenmeyen Ozelliklerin ortaya

¢ikarilmasinda 6nemli rol oynamaktadir.

FVA’nin ilk adimi, ayrik noktalarda gézlemlenen verilerin fonksiyonlara veya
egrilere doniistiiriilmesidir. Bu nedenle, farkli egri tahmini prosediirleri FVA’da
onemli bir rol oynamaktadir. Giiniimiizde, birgok bilim dalinda 6zel izleme
ekipmanlart kullanilmaktadir ve dogru sekilde dl¢iim yapildiginda Sl¢lim hatalari
ihmal edilebilir diizeyde olmaktadir. Egri uydurma islemi genellikle interpolasyon
yontemi ile gergeklestirilebilmektedir. Bununla birlikte, gézlemlenen verilerde 6l¢iim
hatalari mevcutsa, fonksiyonlarin olusturmasinda diizgiinlestirme (smoothing)

yontemi kullanilmaktadir (Ramsay ve Silverman, 2005).

Fonksiyonel veriler, birgok durumda ¢ok degiskenli veriler olarak ele alinabilir,
boylece klasik ¢ok degiskenli veri analizi (CDVA) yontemleri uygulanabilir. CDVA
yontemleri bir denegin ya da objenin 6lglimlerinin altinda yatan amacin bir fonksiyon
oldugunu goz ardi etmektedir. Buna ek olarak, dogrudan CDVA yontemlerinin
uygulanmasi c¢esitli zorluklar1 da beraberinde getirmektedir. Gozlenen fonksiyonel
verilerin 6rnekleme zaman noktalar1 farkli deneklerde ya da objelerde ayni degildir.
Ornekleme zaman noktalar: esit aralikli olmayabilir. Ornekleme zaman noktalarmin
sayis1, fonksiyonel verilerin bir 6rnegindeki denek sayisindan daha fazla olabilir. Bu

durumlarda, FVA’nin uygulanmasi son derece dogaldir.

Klasik CDVA’da, ¢ikarimlar genellikle normal dagilima ve Mahalanobis
uzakligina baghidir. FVA’da, Mahalanobis uzaklig1 yanilticidir, bu nedenle L,-normu
kullanilmaktadir. Aslinda, FVA’daki Gauss siireci ve L,-normu, klasik CDVA’da

normal dagilim ve Mahalanobis uzakliginin roliinii oynamaktadir (Zhang ve Sun,
2010).

Ozellikle Ramsay ve Silverman (2002a) ile beraber ivme kazanan FVA’nin
onemi her gegcen giin artmaktadir. Bunun temel nedeni, interpolasyon yontemi
sayesinde kayip verilerle bas edilebilmesi ve olusturulan fonksiyonlarin istenilen

dereceden tiirevlerinin incelenebilmesine olanak saglamasidir.



FVA bir¢ok bilim dalinda kullanilmaktadir. FVA uygulamalarint degisik bilim
dallarinda  orneklerle aciklamak miimkiindiir. Ornegin; psikoloji alaninda
arastirmacilar, miizigin hem sesli dinlenmesinin hem de video ile izlenmesinin,
sadece miizik dinlemeye veya sadece video izlemeye kiyasla insanlar tizerinde nasil
bir duygusal etki biraktigin1 aragtirmak istemislerdir (Ramsay, 2004). Fonksiyonel
temel bilesenler analizi (FTBA) bu gruplar arasinda bulunan farkliligin bilesenlerini

ortaya ¢ikarmak i¢in kullanilmstir.

Baska bir 6rnekte norogoriintiileme alanindan verilebilir. FVA, beyin ve zihin
arasindaki iliskinin arastirilmasi ve belirlenmesinde kullanilmistir (Tian, 2010). Tian,
FVA metotlarin1 ndérogdriintiilleme alaninda kullanimini arastirmis ve bu alanda

FTBA yontemini kullanmistir.

Diger bir 6rnekte Ramsay (2005) tarafindan miihendislik alanindan verilmistir.
Ramsay’in bu modelinde Kuzey Vancouvar’da yagan yagmur miktari ile yeralti su
seviyesi, yeralti sularinin seviyesinde olan degisiklik miktarin1 belirlemede
kullanilmistir. Bu analiz i¢gin FVA’nin kullanilmasi diger istatistiksel tekniklere gore
daha avantajlidir. Ciinkii diger teknikler yeralti su seviyesinde meydana gelen
degisikliklerin tespitinde yetersiz kalmaktadirlar. FVA, yeralti su seviyesinde
meydana gelen degisimleri incelemekte ve yeralt1 su seviyesi belli bir seviyeye gelir
gelmez o yorenin sel felaketine karst onlem alinmasini Ongorebilmektedir. Bu

problem, fonksiyonel veriler i¢in iki 6rnek problemi olarak tanimlanmaktadir.

Berkeley Saglik Hizmetleri Ureme Epidemiyoloji Béliimiinde yapilan bir
arastirmada, gebelige elverissiz ve gebelige elverisli progesteron egrileri arasinda
anlamli bir fark olup olmadigin1 eger fark varsa, hangi doneme rastladig
arastirilmistir (Ramsay vd, 2009). Bu problem de, fonksiyonel veriler igin iki 6rnek

problemi olarak tanimlanmaktadir.

Bir bagka ¢alismada cinsiyet farkinin, bir cocugun biiyiime siirecinde etkisi
olup olmadigimi kontrol etmek icin yapilmistir. Kiz ve erkek cocuklarin ortalama
bliyiime egrileri arasinda anlamli bir farklilik olup olmadigini test etmek igin
FVA’dan yararlanilmistir (Ramsay ve Silverman, 2002b). Bu da, fonksiyonel veriler

icin iki 6rnek problemi olarak tanimlanmaktadir.

FVA, Dogu, Bati ve Kuzey hava istasyonlarinin ortalama sicaklik egrileri

arasinda bir konum etkisi olup olmadiginin arastirilmasinda kullanilmisgtir (Ramsay



ve Silverman, 2002a). Bu problem fonksiyonel veriler i¢in tek yonlii ANOVA
problemidir.

Otomobil siiriiciilerinin hareketini incelemek igin, Michigan Universitesi,
Ergonomi Merkezi aragtirmacilari, bir otomobil siiriiciisiiniin bir test arabasi i¢indeki
yirmi lokasyon hareketi hakkinda veri toplamistir. Aragtirmacilar, siirliciiniin {ist ve
alt kollar1 arasindaki sag dirsegin olusturdugu acidan, diger 6l¢iimlerden ii¢ kat daha
fazla 6l¢lim yapmiglardir. Her hareket i¢in kaydedilen veriler, kolaylik saglamak icin
[0,1]’e gore yeniden Olg¢eklendirilmistir (Ramsay ve Silverman, 2005). Bu
problemin analizinde Fonksiyonel veriler i¢in En Kiigiik Kareler (EKK) Yontemi

kullanilmastir.

Son yillar, fonksiyonel hipotez test yontemlerinin gelistirilmesinde basarili bir
donem olmustur. Test istatistigi agisindan bu test istatistikleri; L, - norm tabanl
testler, F-tipi testler ve Bootstrap yontemleridir. Regresyon modelleri agisindan bu
test yontemleri; tek Ornek problemleri, iki Ornek problemleri ve tek yonlii

ANOVA’dir.

Tek degiskene sahip fonksiyonel veriler i¢in yaygin olarak incelenen
problemler; varyans analizi (ANOVA), kanonik korelasyon analizi, kiimeleme
analizi, temel bilesen analizi ve regresyon analizidir. Cok degiskene sahip
fonksiyonel veriler i¢in yaygin olarak incelenen problemler ise varyans analizi
(MANOVA), kanonik korelasyon analizi, kiimeleme analizi, dogrusal regresyon

analizi ve temel bilesenler analizidir.

Kiimeleme analizi, ¢alisilan bir olguyu anlamak ve yorumlamak amaciyla
verilerin gruplandirilmasint gerektiren, bircok bilimsel disiplin tarafindan kullanilan
en Onemli istatistiksel araclardan biridir. Diislik ve yiiksek boyutlu ¢ok degiskenli
fonksiyonel verilerin analizi igin yararli bir kesif aracidir. Kiimeleme analizi,
ozellikle yiiksek boyutlu veriler icin kullanilmaktadir. Oriintii tanima, yapay zeka,
bilgi teknolojisi, goriintli isleme, biyoloji, psikoloji, pazar arastirmasi, astronomi,
psikiyatri, arkeoloji, biyoinformatik ve genetik gibi bircok alana dair kiimeleme

yontemi, teknigi ve algoritmasi mevcuttur (Gan vd, 2007; Everitt vd, 2011).

Literatiirde bircok fonksiyonel veri kiimeleme yontemi mevcuttur. Jacques ve
Preda (2014a; 2014b), farkli fonksiyonel veri kiimeleme yaklasimlarina dair bir

simniflandirma sunmaktadir. Fonksiyonel veri kiimeleme yaklasimlar1 dort gruba



ayrilmaktadir. Bu yaklasimlar ham veri yontemleri, filtreleme yoOntemleri,
uyarlanabilir yontemler ve uzakliga dayali yontemlerdir. Ham veri yontemlerine
ornek, Boullé (2012) tarafindan gergeklestirilen ¢alismadir. Peng ve Miiller (2008),
Abraham vd (2003), Rossi vd (2004) ve Kayano vd (2010) FTBA katsayilarina
dayanan filtreleme yontemleri gelistirmistir. James ve Sugar (2003), Heard vd
(2006), Ray ve Mallick (2006), Samé vd (2011) ve Giacofci vd (2013) baz fonksiyon
katsayilarinin olasiliksal modeline dayanan farkli uyarlamali yontemler ortaya
koymustur. Chiou ve Li (2007), Delaige ve Hall (2010), Bouveyron ve Jacques
(2011) ve Jacques ve Preda (2013), FTBA puanlarinin olasiliksal modeline dayanan
baska uyarlanabilir bir yontem gelistirmistir. Tarpey ve Kinateder (2003), Ferraty ve
Vieu (2006), Tokushige vd (2007) ve leva vd (2013) uzakliga dayali farkli yontemler

gelistirmistir.

Cok degiskenli veriler i¢in varyans analizi, gruplar arasinda ortalamalar
bakimindan anlamli bir farklilik olup olmadigini arastirmak icin kullanilmaktadir.
Fonksiyonel veriler igin ise varyans analizi olusturulan gruplarin ortalama
fonksiyonlar1 bakimindan anlamli bir farklilik olup olmadigini arastirmak igin

kullanilmaktadir.

FVA ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in Cravan ve Wahba (1979), Ramsay ve
Dalzell (1991), Green ve Silverman (1994), Gasser ve Kenip (1995), Silverman
(1995; 1996), Ramsay (2004; 2005), Ulbricht (2004), Ramsay ve Silverman (2002a;
2005), Costanzo (2005), Horvath vd (2009) ve Zhang (2013a; 2013b; 2013c)

calismalar1 incelenebilir.

Son yillarda fonksiyonel veri olarak tanimlanan periyodik yapidaki verilerin
degerlendirilmesinde 6zellikle tek degiskenli durumda kiimeleme analiz yontemleri
yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu tez c¢aligmasinin amaci, ¢ok degiskenli
fonksiyonel verilerin, fonksiyonel kiimeleme yontemleriyle incelenmesidir.
Tiirkiye’de bulunan 81 ile ait 5 iklim degiskeni dikkate alinarak, illerin mevsimsel
degiskenlere gore benzerlikleri yoniinden kiimelenme yapisi1 arastirilmistir. Ayrica
kiimelenme sonucunda elde edilen fonksiyonlarin ortalamalar1 bakimindan aralarinda

fark olup olmadigi belirlenmistir.

Bu tez ¢alismasi alt1 boliimden olugsmaktadir. Boliim 2°de verilerin fonksiyonel

hale getirilip modellenebilmesi i¢in gerekli olan yontemler hakkinda bilgi verilmistir.



Bolim 3°te fonksiyonel verilerin kiimelenmesi i¢in gerekli olan yontemler
tanmitilmistir.  Bolim  4°de  olusturulan fonksiyonlarin ortalamalar bakimindan
aralarinda fark olup olmadigini arastirmada kullanilan, test teknikleri sunulmustur.
Boliim 5°de gercek veri seti lizerine bir uygulama yapilmis ve elde edilen bulgular

degerlendirilmistir. Boliim 6°da ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.



2. FONKSIYONEL VERILERIN MODELLENMESI

Fonksiyonel veriler ayrik noktalarda gozlemlenir ve x(t) fonksiyonunun fonksiyonel
bir gézlemi n sayida (yj, t;) ciftlerinden olusmaktadir. Burada y;, t; zamaninda x(t)

fonksiyonunun bir gézlemidir. Fonksiyonel model ise;
yi=x(t)+¢g, j=12,..,n (2.1)

seklinde ifade edilmektedir. Esitlik (2.1) ile verilen modelde, &;’lerin dagilimi 0

ortalama ve o2 sabit varyansa sahip olup birbirinden bagimsizdir. Ayrica t aralif
T = [tq, t,] araliginda smirlandiriimakta ve x(t) fonksiyonu T iizerinde siirekliligi

saglamaktadir.

2.1. En Kiiciik Kareler Yontemi

x(t) fonksiyonunu tahmin etmenin yollarindan bir tanesi, fonksiyonu K sayida

bilinen (&4, @5, ..., ®x) baz fonksiyonlarin dogrusal bir kombinasyonu aracilig ile

K
x() = ) adi() 2.2)

i=1
seklinde ifade etmektir. Burada (c;,cy,....,cx) Katsayilari Hata Kareler Toplami

(HKT) minimize edilerek belirlenmektedir. Esitlik (2.3) ile verilen HKT;

n K
HKT = Z[ y; — Z Xk 2.3)
j=1 i=1
olup, burada c ve y vektorleri ile @ matrisi sirasiyla;
¢ =(c1,Cp e, )T (2.4)
y=01Y2 0 ¥a)' (2.5)
D(ty) - Pg(ty)
o=| : -~ : (2.6)
(Dl(tn) e (I)K(tn) nXK
esitlikleri ile ifade edilmektedir.
O halde HKT;
HKT = (y — ®c)T(y — @c) (2.7)
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seklinde ifade edilebilir.

¢ katsayr vektoriiniin en kii¢iik kareler tahmini, esitlik (2.7)’nin c’ye gore
tiirevinin alinmasi ile elde edilmektedir. Bu denklem sifira esitlenerek ¢oziildiiglinde

¢ parametre vektoriiniin tahmin edicisi;
¢ = (oTd) 1oTy (2.8)
olarak elde edilmektedir.

Burada, x(t) fonksiyonunun tahmin edicisi, ¢ vektoriiniin tahmini degerlerinin

kullanilmastyla elde edilir.

2.2. Baz Fonksiyon Yaklasim

FVA’da x;(t) fonksiyonunu olusturmak i¢in yontemlerden bir tanesi K adet baz
fonksiyonundan olusan bir sistem segilip x;(t) fonksiyonunu bu baz fonksiyonlarinin
agirliklandirilmis toplami olarak ifade etmektir (Keser 2008; 2010). Bu ifade esitlik
(2.2) ile benzer olup,

xl'(t) — Cl(pl(t) + C2¢2(t)+...+CK¢K(t) (29)
seklindedir.

Bu ifade de yer alan, &;(t), i.inci baz fonksiyon ve c;, i.inci baz

fonksiyonuna karsilik gelen katsayi olarak ifade edilmektedir.

En yaygin kullanilan baz fonksiyon yaklasimlari Fourier, B-Splayn,
Dalgaciklar ve Polinomlar’dir.
2.2.1. Fourier baz fonksiyon yaklasimi

Veriler T = [ty, t,] araliginda olmak {izere Fourier baz fonksiyonlari;

1
Cpo(t) = ﬁ (2 10)
2
b,,_(t) = \/;sin(rwt) (2.11)
2
®,,.(t) = j;cos(rwt) (2.12)



seklinde ifade edilmektedir. Burada, w sabiti, = 2m/T seklinde tanimlidir ve

T = t, — t; araligimin uzunluguyla ilgilidir ve r = 1,2, ...°d1r

Fourier serisi periyodik veriler i¢in kullanmighdir. K sayida belirlenen baz
fonksiyonu, yaklagimin diizgiinliglinii kontrol etmektedir. Diisiik bir K degeri,
tahmin edilen fonksiyona ait oldugu bilinen onemli Ozelliklerin bulunmasini
zorlastirirken, yiiksek bir K degeri verilere daha iyi uyum saglayan bir fonksiyon
saglamaktadir. Ancak ¢ok sayida baz fonksiyon kullanilirsa, tahmin edilen fonksiyon
gozlem noktalar: arasinda yiiksek frekansli salinimlar gosterebilir. Bu nedenle uygun
bir baz fonksiyonunun belirlenmesi, verilerin belirgin 6zelliklerinin ortaya
cikarilmasinda oldukg¢a 6nemlidir (Ulbricht, 2004).

2.2.2. Polinom baz fonksiyon yaklasimi

[lk K cokterimli (polynomial) baz fonksiyonu, asagidaki sekilde tek terimli

(monomial) bazdan olusur ve asagidaki sekilde gosterilir.
o, ()=(t—-w)Fr k=0.,K-1 (2.13)

Burada, w bir kaydirma parametresidir. Cok terimli polinom baz fonksiyonlari,
biiyiik bir K kullanmadan verilerin belirgin 6zelliklerini bulmakta zorlanmaktadir. Bu
da zayif tlirev tahminlerine neden olmaktadir. Polinomlar, araligin ortasinda, verilere
cok 1yi sekilde uyma egilimindeyken, u¢ noktalara yakin yerlerde verilere uyumu

tatmin edici degildir (Ramsay ve Silverman, 2002b)

2.2.3. B-splayn baz fonksiyon yaklasim

Bir Splayn, t;, i =1,2,...,m degerlerinde polinomlarin diizgin bir sekilde
birlestirilmesiyle tanimlanmis ve sabit bir k derecesi ile olusturulmus ¢ok terimli bir

fonksiyondur.

T; degerleri diigiim olarak adlandirilmakta ve asagidaki denklemi
saglamaktadir.
t1=T1<T2<"'<Tm=tn (214‘)

Dahasi, i¢ diigiimlerde, iki bitisik polinomun, k — 1 olarak segilen tiirevlerinin
belirli bir seviyeye kadar olan degerlerinin eslesmesi gereklidir. k dereceli splayn,

gii¢ bazli fonksiyonlarin ;

@;(t) = max(0, (t — 1,)%), i=12,...m—1 (2.15)
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dogrusal bir kombinasyonudur.

Periyodik olmayan verileri tahmin etmek icin B-splayn baz fonksiyonlari
kullanilmaktadir. Bunlar kompakt desteklere sahiptir, her gii¢c baz fonksiyonu sonlu
bir [7,,74] araligi disinda her yerde sifirdir ve burada 0 <p <gq <m’dir. B-
splayn baz fonksiyonu;

p+k+1 p+k+1

Bp(t) = Z:[rl__i;ﬂmaﬁurﬂﬂﬂ, —w0 <t < 0 (2.16)

S i 1 (T
seklinde ifade edilmektedir.

t, (Tp,Tp+k+1) araliginda oldugu zaman, p alt endeksi, Bp(t)’nin sifir
olmadigin1 gostermektedir. B-splaynlarin baz fonksiyonlar olarak faydalari ise
polinomlarin kolay hesaplanabilmesidir. Ilaveten, B-splaynlarin kompakt destegi,
splaynlara gore dogruluk kaybini onlerken bu da tim katsayilar i¢in hesaplama
siiresinin azaldigi manasina gelmektedir. Diiglimlerin yerlestirilmesinde kullanilan
yaklagimlardan bir tanesi, yiiksek egrilige sahip bolgelere c¢ok sayida diigim
yerlestirmek ve ardindan makul bir piirtizsiizlik elde edilinceye kadar bunlari1 birer

birer azaltmaktir.

2.2.4. Dalgacik baz fonksiyon yaklasim

Dalgacik, ortalama degeri sifir olan ve genellikle Fourier serileriyle karsilagtirilan
sinirl siireli bir dalga olarak gortilebilir. Aradaki fark, dalgaciklarin hem frekansta
hem de zaman icinde, Fourier serilerinin ise sadece zaman iginde smirlandirilmig

olmasidir (Fugal, 2009).

Dalgacik baz fonksiyonlari, uygun bir y ana dalgacik fonksiyonunun

genislemeleri dikkate alinarak,

Y0 = 2p(2t—k),  jkez (2.17)
seklinde olusturulmaktadir.

Dalgaciklar yakin zamanda gelistirilmis olmasina ragmen, kullanim agisindan

bliyiik potansiyele sahiptir.
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2.3. Diizlestirme Yontemleri

Diizlestirme prosediirlerinin altinda yatan ana fikir verilere uygun bir egri tahmin

etmektir.

2.3.1. Kernel diizlestirme

Birbirine yakin zaman degerlerinin fonksiyon degerleri genellikle birbirine benzer

oldugundan bir kernel diizlestirici, genellikle piiriizsiiz bir sekilde agirliklart hedef

noktadan uzaklastik¢a tanimlamaktadir. {S;(t)};=; bir agirlik dizisi olmak iizere,

belirli bir t igin tahminler, y; gozlemlerinin dogrusal bir birlesimi olarak,

2(6) = z S,y (2.18)

J
seklinde ifade edilir.
S;(t) agrhklart ya da Nadaraya-Watson Kernel tahmincisi, Kernel (K) adi

verilen yogunluk fonksiyonlariyla ve h Olcek parametresiyle olusturulmaktadir. h

parametresi, sabit olabilecegi gibi degisken de olabilir ve

(55

§O = ——=3 (2.19)
K
k()
seklinde hesaplanmaktadir (Genton, 2001).
En sik kullanilan kernel diizlestiriciler agagidaki gibidir.
, _ _ (0,5, lul <1
Uniform: K(u) = { 0, dd
. 0.75 I1-u? <1
Kuadratik: K(u) = { ' 2.20
uadratik: K (u) 0 dd ( )
_u?
Gauss: K(u) =—e 2~

V2r

Kernel diizlestiriciler kullanildig: takdirde x(t)’ye ait tiirevlerin tahmini iyi bir
fikir degildir. Bunun nedeni, ¢ekirdekleri ayirt etmenin her durumda miimkiin
olmamasidir. Bununla birlikte kernel fonksiyonlari, fonksiyonlar1 ve tiirevleri tahmin
etmek i¢in kullanilabilmektedir. Bu yontemle bir baz fonksiyon tahmin edicisi, EKK
kriteri genisletilerek elde edilebilir (Chen vd, 2009). Bu genisletmede HKT,
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n K
j=1 k=1
olup, burada w; (t) agirlik fonksiyonlari, kernel fonksiyonlari tarafindan
t—t
w;(t) = K( - ) (2.22)

seklinde tanimlanmaktadir. Matris gosterimi ise,
HKT = (y — @c)TW (t)(y — &c) (2.23)

seklinde ifade edilmektedir. Burada, W (t) bir kdsegen matris olup,

Wl(t) 0
S ] (2.24)

Wi(t) = [ : . :
O s Wn (t)
seklinde tanimlidir. Bu durumda c katsayis1 vektoriiniin en kiiciik kareler tahmini;

¢ = (@TW()D) 1oTW (t)y (2.25)

seklinde ifade edilmektedir.

2.3.2. Piuriuzliilik cezasi

Ayrik verileri bir fonksiyonla temsil etmenin baska bir yolu da piiriizliilik cezasi
yaklasimidir. Piriizliliikk cezasi1 yaklasimi, verinin asirt uyumunu onlemekte ve ¢ok
sayida baz fonksiyon kullanilarak diizgiinlestirme miktarmin kontrol edilmesine
olanak saglamaktadir. Bir fonksiyonun piriizliligi, o fonksiyonun ikinci

mertebeden tilirevinin karesinin zaman degiskenine gore integrasyonu olup,
PEN,(x) = f[x”(t)]zdt (2.26)

esitligi ile ifade edilmektedir (Kadir ve Keser, 2007).

Bu ifade toplam egrilik fonksiyonu olarak da bilinmektedir. Baska bir ifadeyle
x(t)’nin diiz bir ¢izgiden ayrildigt miktar olarak goriilmektedir. Bu nedenle,
degisken fonksiyonlarin PEN,(x) degerlerinin yiiksek olmasi beklenebilir. Tahmini
ise egriligi en aza indiren x(t) fonksiyonunun bulunmasiyla elde edilir. S6z konusu

fonksiyonun bulunabilmesi i¢in,
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n

SSEppy = Z[ y; — x(t;)]2 + APEN, (x) 2.27)

j=1

esitliginin en kiiciik yapilmasi gerekmektedir. Esitlik (2.27)’deki A diizgiinlestirme
parametresi, toplam egrilik tizerindeki ceza miktarini belirler. A — 0 ise, tahmin,
(v, tj) gozlemlerine miimkiin oldugunca yakin olacaktir. A — oo ise, tahmin,

verilere en iyi uyan diiz bir ¢izgi olacaktir.

Ikinci tiirevi baz alan piiriizliiliik cezas1 en yaygin kullanilan yéntem olmasina

ragmen, yontem cezalandirmak igin diger tiirevleri de kullanabilmektedir.

2.4. Diizgiinlestirme Parametresinin Belirlenmesi

A diizgiinlestirme parametresinin belirlenmesinde farkli yaklagimlar mevcuttur. ilk
yaklasimda, en iyi sonucu ve goriiniimii veren diizgiinlestirme parametresi dogrudan

secilebilir (Green ve Silverman, 1994).

Yapilan analizlerde A igin 1072, 1073 ve 10~* degerlerinin iyi sonuglar verdigi

goriilmustir ( Ramsay ve Li, 1998).

A, gbozlem sayisinin baz fonksiyon sayisindan kii¢iik oldugu durumlarda;

iz(B™B)
A=10"*———= 2.28
I iZR ( )
seklinde ifade edilmektedir (Ulbricht, 2004).
Ikinci yaklagim, diizglinlestirme  parametresinin  belirlenmesinde

genellestirilmis ¢apraz gegerlilik yonteminin (GCV) kullanilmasidir (Craven ve
Wahba, 1979). GCV;

n~1HKT
GCV = m (2.29)

seklinde ifade edilmektedir.

Burada S, ; diizgiinlestirme matrisi olmak {izere;
Spr=P(@TP) 1 d (2.30)

seklinde tammlanmaktadir. Bu matrisin izi i¢in sd (1) = iz(S, ;) olmak iizere GCV,
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GeVa = (n - Zd(/l)) (n fl de(/1)> (2.31)

seklinde de ifade edilmektedir. Amag¢ A’ya gére GCV’nin minimizasyonudur
(Ramsay ve Silverman, 2005).

R, piirlizlii ceza matrisi olmak iizere hesaplamalar yapildiktan sonra CKT;’y1

minimize eden piiriizlii ceza tahminleri, baz fonksiyon yaklasimina gore
e= (D" O+ AR) 1Dy (2.32)

seklinde tanimlanmaktadir.

14



3. FONKSIYONEL VERILERIN KUMELENMESINDE KULLANILAN
YONTEMLER

Fonksiyonel verileri kiimelemek, verilerin ait oldugu sonsuz boyutlu uzay nedeniyle
genellikle zor bir siirectir. Fonksiyonel verileri kiimelemek i¢in birgok farkl
yaklagim oOnerilmistir. En popiiler yaklasim ise, elemanlar sonlu boyutlu uzaya
yaklastirilarak, sonsuz boyutlu bir problem sonlu boyutlu bir probleme indirgenir. O
zaman, sonlu boyutlu veriler i¢in kiimeleme algoritmalar1 uygulanabilir. Ote yandan,
kiimelenme i¢in parametrik olmayan yontemler genellikle fonksiyonel veriler i¢in
belirli mesafeleri veya farkliliklart tanimlamaya ve daha sonra kiimelenme
algoritmalarini uygulamaya dayanmaktadir. Son zamanlarda, fonksiyonel veriler i¢in

model tabanl algoritmalar gelistirilmistir (Barigally, 2016).

Fonksiyonel verilerdeki model tabanli kiimeleme yontemleri, ilk dnce sonsuz
boyutlu problemi sonlu boyuta doniistiirmeye ve ardindan sonlu boyutlu veriler igin

model tabanli bir kiimeleme yontemini kullanmaya dayanmaktadir.

3.1. Ham Veri Yontemleri

Ham veri yontemleri, fonksiyonel veri kiimeleme ydntemleri arasinda en basit
yontemdir. Ciinki egrileri, dogrudan degerlendirme noktalarina dayali ya da temel
veriye dayali olarak kiimelendirmektedir (Jacques ve Preda, 2014a). Bu metotlar
verilerin  fonksiyonel formunun yeniden yapilandirilmasina, baz fonksiyon

katsayilarina veya FTBA gibi filtreleme tekniklerine ihtiyac duymamaktadir.

Bu yontemlerin degerlendirme puanlar ile ilgili dezavantajlarindan biri de,
verilerin siireklilik ve tiirev gibi fonksiyonel ozelliklerini dikkate almamalaridir.
Ayrica, egriler farkli degerlendirme noktalarinda gozlemlendiginde, bu yontem onu

da goz ardi etmektedir (Boullé, 2012).

Yiiksek boyutlu veri kiimeleme (HDDC) yontemi Bouveyron vd (2007)
tarafindan gelistirilmistir. Bu yontem, veriler orijinal alanin boyutundan daha diisiik
bir boyuta sahip alt alanlarda oldugunda, Gaussian karisim modeline dayanan model

tabanli bir kiimeleme yontemidir. Diger model tabanli kiimeleme yontemleri gibi,
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modelin parametrelerini tahmin etmek i¢cin EM (Expectation-Maximization)

algoritmas1 kullanilmaktadir.

3.2. Filtreleme Yontemleri

Filtreleme yontemlerinde, egriler bilinen sinirli bir fonksiyona yaklastirilmaktadir ve
daha sonra baz fonksiyon yaklasimina gore hesaplanan katsayilar veya FTBA’dan
elde edilen skorlar kullanilarak kiimeleme yaklasimi gergeklestirilmektedir.
Filtreleme olarak bilinen ilk adimda (James ve Sugar, 2003), egriler smirli bir
fonksiyona yaklastirilarak verinin boyutu azaltilmaktadir. Kiimeleme adimi olarak
bilinen ikinci adimda ise ilk adimda elde edilen sonlu boyutlu veriler i¢in kiimeleme

yontemleri kullanilmaktadir.

Filtreleme adiminda genellikle iki farkli yontem kullanilmaktadir. Birincisi,
egrilerin fonksiyonel yapisini, temel bilesen puanlarmin siirli bir sayisina
yaklastirmak suretiyle yeniden yapilandirmasini gerektiren FTBA’dur. ikinci yontem,

verinin 6zelliklerine uygun bir baz fonksiyonunun belirlenmesidir (Wahba, 1990).

3.2.1. FTBA puanlarinda filtreleme yontemi

Fonksiyonel wverilerin analizinde, modellemesinde ve simiflandirilmasinda
kullanilabilecek temel araglardan biri olan FTBA’ ’nin kullanimi son yillarda artmustir.
FTBA, ¢ok degiskenli temel bilesenler analizinden (TBA) farklidir. Ciinkii verilerin
ana degiskenlik modlarini sergileyen 6z fonksiyonlar da birer fonksiyondur ve zaman

icinde degisen, degiskenlik modlar1 olarak yorumlanabilirler (Ramsay ve Silverman,
2002b).

FTBA’nin amaci, fonksiyonel verileri egrilerdeki ana degiskenlik 6zelliklerini
yakalayan kiiciik boyutlu bir alanda temsil etmektir. H, T iizerindeki gergek
fonksiyonlarin Hilbert uzay1 olmak iizere her t € T igin, f’yi f (t) ile iligkilendiren,
Lf = f(t), smurh bir lineer fonksiyonelliktedir (Ingrassia ve Costanzo, 2005). O
halde fonksiyonel temel bilesenin hedefi, varyans fonksiyonunun ortogonal bir

sekilde ayrigtirillmasidir. Fonksiyonel verilerde varyans fonksiyonu,

1 n
vt = =5 ) (0 — X)) 7) 3.1
esitligi ile verilir.
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Fonksiyonel veriler i¢in varyans fonksiyonunun ayrismasi ise;

v(tw) = ) A& 6w (3.2)
J

seklinde ifade edilmektedir. Burada, ¢; temel bilesen agirhik fonksiyonlari olarak

adlandirilmaktadir.

A= fT &) v(t,u)é;(w)dtdu olup, pozitif ve azalmayandir. Diger taraftan,
6z fonksiyonlarm ise [.§7(t)dt = 1ve [ &&(t)dt =0 (i <j) kisitlarm yerine
getirmesi gerekmektedir. O zaman veri kiimesindeki birimlerin temel bilesen skorlari

S; degerleri olup,
50 =< 2,60 >= [ £@x Ot (3.3)
T
esitligi ile verilir.
Esitlik (3.2) ile verilen varyans fonksiyonu ayrigsmasi sayesinde, v kovaryans
fonksiyonuna EKK yaklagimi uygulanabilir. Boylece, ¢ 6z fonksiyonlari, x; ornek
fonksiyonlar1 arasinda degisimin temel bilesenlerini tanimlamaktadir. {C;} ;»; temel

bilesenleri elde etmek i¢in ortalama u (t) fonksiyonu kullaniimaktadir (Mardia vd,

1989). j = 1 olmak iizere C; temel bileseni,

T
6= | (x©-nw)g0d (3.49)

seklinde tanimlanir. Burada, u = {u (t) = E(X)}¢er, temel bilesenler {C;} ;51 ise 4;
varyansh ve 0 ortalamali iliskisiz rastgele degiskenlerdir. X (t) ise L,-normlu siirekli

bir stokastik siire¢ olmak tizere Vt € T igin,

}li_r:r(l)E[|X(t+h)+X(t)|2] =0 (3.5)

seklinde ifade edilmektedir.

O zaman, Karhunen-Loeve genislemesi,
XO=p@®+Xp1GE;@),teT (3.6)

esitligi ile verilmektedir (Karhunen, 1947; Loéve, 1945).
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X(t) ig¢in L,-normundaki en iyi yaklasim, esitlik (3.6)’nin ilk g terimi
kirpilarak elde edilen ve X9(t) ile gosterilen yaklasimdir (Saporta, 1981). Boylece
Xa(t)yi,

q
X9(8) =,u(t)+Zijj(t),tET (3.7)
=1

seklinde ifade etmek miimkiindiir.

3.2.2. Baz fonksiyon katsayilarini filtreleme yontemi

FVA’nin ayirt edici bir 6zelligi de gozlemlerin sonsuz boyutlu bir alana ait oldugu
varsayimidir. Bununla birlikte, her bir sonlu {tij:j = 1,2,...,m;} diigiimiinde
X;(t) igin ayrik X;; gozlemleri vardir. Bu durum ise verilerin fonksiyonel formunun

Xi; ayrik gozlemleriyle yeniden olusturulmasi gerektigi anlamina gelmektedir

(Baragilly, 2016).

3.3. Uyarlanabilir Yontemler

Uyarlanabilir yontemler, kiimelere bagli olarak verilerin fonksiyonel bir sunumunu
ifade etmektedir. Bu yontemler boyut kiiciiltme ve kiimelemeyi ayni anda
gerceklestirmektedir. Uyarlanabilir yontemlerin arkasindaki ana fikir, baz fonksiyon
katsayillarinin ve FTBA skorlarinin, filtreleme yontemlerinde oldugu gibi
parametreler yerine rastgele degiskenler olarak kabul edilmesidir. Ayrica
uyarlanabilir yontemlerde, bu rastgele degiskenlerin kiimeye 6zgili bir olasilik
dagilimina sahip oldugu varsayilmaktadir (Jacques ve Preda, 2014a). Bu yontemde,
baz fonksiyon katsayilarinin olasiliksal modeli bulunmaktadir ve ardindan ayni1 anda

boyut kiigiiltme ve kiimeleme gerceklestirilmektedir.

James ve Sugar (2003), egrilerin baz fonksiyon katsayilarina kiimelenmeye
O0zgii bir olasilik dagilimi vererek, seyrek oOrneklenen fonksiyonel veriler igin
kiimeleme yaklasimi gelistirmistir. Her kiimeye ve genel varyansa gore farkli
araglarla Gaussian dagiliminin bir karisimi kullanilmaktadir ve bu yoOntemde
¢i ~ N(y, 2)’dir. Baz fonksiyon katsayilarmin rastgele degiskenler oldugunu
varsaylp Gaussian dagilimindaki parametrelere dayanarak, temel kiimeleme modeli

olusturmak miimkiindiir. Bu yontem fclust yontemi olarak bilinmektedir.

18



Ray ve Mallick (2006), fonksiyonel egrilerin baz fonksiyon katsayilari i¢in
hiyerarsik bir Bayesian modeli 6nermistir. FTBA’nin olasilik modeline dayali
uyarlanmig yontemler ayni anda boyut kii¢iiltmeyi ve kiimelemeyi gergeklestirir.
Ornegin, Chiou ve Li (2007), Karhunen-Loeve agilimlarinin kirpilmalar1 arasindaki
L, uzakligina bagh olarak K-ortalamalar algoritmasini 6nermistir. Delaigle ve Hall
(2010), fonksiyonel rastgele degiskenler i¢in olasilik yogunlugunun yaklagik olarak

tahmin edilmesinden sonra FTBA skorlarinin olasilikli bir modelini gelistirmistir.

Bouveyron ve Jacques (2011) tarafindan gelistirilen FunHDDC y6ntemi,
Bouveyron vd (2007) tarafindan daha once gelistirilen bir HDDC uzantisidir. HDDC
gibi, FunHDDC de Gaussian karisim modeline dayanan model tabanli bir kiimeleme
yontemidir. FunHDDC, FTBA yaklasiminda kullanilan baz fonksiyonlarini
kullanmaktadir ve varyansa iliskin varsayimlar1 temel almaktadir. Baz
fonksiyonlarmin her biri, belirli bir grup i¢cinde modellenerek fonksiyonel verileri

kiimelemektedir.

Jacques ve Preda (2013), temel bilesenlerin Gaussian dagilimina dayanan
benzer bir algoritma gelistirmis ve olasiliksal bir model tabanli kiimeleme teknigi
tanimlamistir. Diger model tabanli kiimeleme yontemleri gibifunclust algoritmasi,

modelin parametrelerini tahmin etmek i¢in EM algoritmasini kullanmaktadir.

3.4. Uzakhga Dayah Yontemler

Uzakliga dayali yontemler, fonksiyonel veriler i¢in bazi farklilik Olciilerine ve
uzaklik fonksiyonlarina dayali kiimeleme algoritmalarini kullanan yontemlerdir.
Fonksiyonel verilerin kiimelenmesi igin farkli uzakliklara dayali yontemler
mevcuttur. Jacques ve Preda (2014a)’ya gore, X;(t) ve X;(t) egrileri arasindaki

uzaklik Slgiimlerinin genel formu;
1
4 (%:0,%0) = [ (X - X @02 (3.8)
T

seklinde ifade edilmektedir.

Burada Xi(l) (t), X;(t)’nin l-inci tirevidir. Buna gore d, ve d, uzakliklari sirasi

ile;
do (X0 ,0) = [ (Xi(©) = X2z (3.9)
T
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& (©x0) = | 00 - xP©ydo? (3.10)
T

esitlikleri ile verilir.

3.5. Model Tabanh Kiimeleme Yontemleri

Model tabanli kiimeleme yoOnteminin amaci, bir karisim yogunluk modelinden
orneklenen homojen veri gruplarini tanimlamaktir. x; = {x;()}ter, 1 < i < n, i-
nci egri fonksiyonunu gostermek tizere {xq,x,, ..., x,} egriler kiimesini géz Oniine
alalim. Bu egrileri K tane homojen gruba kiimelemek isteyelim. X in grup tiyeligini
gosteren bir gdzlemlenmemis Z = (Z,,Z,, ..., Zx) € {0,1}¥ rastgele vektoriiniin var
oldugunu kabul edelim. Burada, X’in grup iiyeligi; eger X, K-inc1 gruba aitse Zx =
1, aksi takdirde Zx = 0’dir. Bu nedenle kiimeleme gorevi, gozlemlenen her bir x;
egrisi i¢in Z’nin z; = (2i1, Ziz, -, Zig) degerini tahmin etmeyi amaglamaktadir

(Jacques ve Preda, 2014b).

Her bir x; egrisi, X’in y; katsay1 vektorii ile bir baz genislemesini ifade eden
bir 6rnek yoriingesi oldugu varsayilsin. Burada y; katsay1 vektoriintin dagilima;

K

PO = ) e s i Bi) (3.11)

k=1
yogunlugu ile Gaussianlarin bir karigimidir. Esitlik (3.11)’de ¢, wu, = Uymy
ortalamali, X, = QxA,QF kovaryans matrisli standart Gaussian yogunluk fonksiyonu
ve m, = P(Z, = 1), k-inc1 gruba ait olma onsel olasiligidir. Bu fonksiyonel karisim
modeli Cizelge (3.1)’deki gibi 6zetlenebilir.

Cizelge 3. 1. Model Parametre Sayisi

Model Parametre Sayisi
Ay by Qi dy p+t+ 2K +D
Burada;

Ay Gruplarin parametre sayist (k = 1,2, ..., K;j = 1,2, ...,dy)
by, : Gruplarin giirtiltisii
Qy : ) matrisinin 6zvektorler matrisi

dy : Gruplarin boyutlan (dy € {1,2,...,p — 1})
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seklinde ifade edilmektedir.

p=Kp+ K —1, ortalamalarin ve oranlarin tahmini i¢in  gereken
parametrelerin sayis1 iken T = YK_, dy[p — (dy + 1)/2], 6zvektdrler matrislerinin

(Qy) ve D = ¥X_. d;, *nin tahmini i¢in gereken parametrelerin sayisidir.

3.5.1. Karisum modeli

Bu model her bir (X; Z;) iftinin, (X,Z) rastgele vektoriiniin bagimsiz bir
gerceklenisi oldugunu varsaymaktadir. Burada X, ait oldugu gruba bagli olarak
yaklasik bir olasilik yogunluk fonksiyonuna sahiptir (Baragilly, 2016). Bu olasilik

yogunluk fonksiyonu X, k-inc1 gruba aitken,

dk
&ﬁ‘i’,ﬁ):l = chj|zk=1(cj,k(x); ) (3.12)
1

j
esitligi ile verilsin. Burada gy, k grup i¢in ilk temel bilesenlerin sayisidir. ¢; . (x) ise
X = x igin, x|z, = 1’in j-nci temel bilesen skorudur, fc,-|zk=1 ise olasilik yogunluk

fonksiyonudur. Xy ise k6s(07y, 05y, ..., 04 ) Matrisinin j-nci kdsegen elemandur.

Kosullu olarak, grup iizerinde, X’in j-nci ana bileseninin fcj|Zk=1 olasilik

yogunlugu, sifir ortalamaya ve o2 varyansina sahip tek degiskenli Gaussian

fonksiyonudur.
Z = (Z41,Zy, ..., Zx) vektoriiniin dagilimi ¢ok terimli dagilim olup;
Z~M1(7T1,7T2,...,7TK) (313)

olarak gosterilmektedir. Burada 7y, 7y, ..., mx olasihiklar1 Y.X_, m, = 1 sartin1 saglar.

Buradan, X’in kosulsuz (yaklasik) fonksiyonu;

K dx
100 = ) me | | feymms (G200 070 (3.14)
k=1  j=1

seklinde ifade edilmektedir.

Burada, 6 = (1,074, 05k, - O k) 1kex t@hMin  edilmelidir ve ¢ =
(G1, Gy, ., qi) dir- Sonlu boyutlu ortamlarda oldugu gibi, X egrilerinin yaklagik
olasilik fonksiyonu;
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n

K
1 1 Ci;
@(g-x) = E _ Z(2biky2
(0, X) = s exp ( ) (3.15)
(6:&) i7=1 * V2T i 2" %k

esitligi ile verilir.
EM algoritmasi, yaklasik olarak tanimlanmis esitlik (3.15)’in log olasiligini en

biiyiik yapmaya dayanmaktadir ve;

n K dk
LO0:%,2) = ) ) Ziylogme + ) 10gfe, o= (Coji ) (3.16)
i=1 k=1 j=1

seklinde ifade edilmektedir.

E admim: Z;, grubu gostergeleri bilinmediginde, E adimi, yaklasik olarak
tamamlanmis log olasiligimin  kosullu beklenen degerinin hesaplanmasina

dayanmaktadir ve;

n K

dk
Q(6:0M = Egn [LO(0: X, DX =x] = D" > tislogme + ) 10/, ms (€11,00)(3-17)

i=1 k=1 Jj=1
olarak ifade edilir.

Burada t; x, C; j k= i jx kosulu altinda X; egrisinin k grubuna ait olma olasilig1

olup,

q
T[k 2121 ijlzi'kzl(Ci.j,k)

~ R g
Yk=1 Tk Zji1 ij|Zi,k=1 (Ci'j'k)

tige = Egn[Zi|X = x| (3.18)

seklinde ifade edilmektedir.

Asil puan giincelleme adimi: FTBA 06z fonksiyonlarinin ve verilen bir kiime
icindeki puanlarin hesaplanmasi, bazi yaklagimlara ihtiya¢ duymaktadir. En yaygin
olan yaklasim, egrinin ¢ = (¢4, ¢p,, ..., pg) fonksiyonlarina bir genisleme
getirmesidir. I', nx K boyutlu katsayilar matrisi ve W = [ ¢¢' baz fonksiyonlar
arasindaki i¢ ¢arpimlar matrisidir. Burada, k grubundaki X; egrisinin C;;, temel
bilesen puanlarinin hesaplanmasi, 6nceki E adimmda hesaplanan mevcut t; ;, kosullu
olasiligina bagli olarak giincellenmektedir. Bu hesaplamanin, temel bilesenlerin
Ty = kos(tyik,taks -rtnk) kosullu olasiliklari ile yapilmasi her egrinin 6nemi

diisiiniilerek gerceklestirilmektedir. Sonu¢ olarak, ilk adim, ¢;;’lar kullanilarak
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hesaplanan ortalama egriyi cikartarak k grup igindeki X! egrisini merkezlemektir

(Jacques ve Preda, 2014b). C; ; , temel bilesen puanlari ise;
-1
Cijie = (Aj) 2 A WBjk (3.19)

1
olup, burada B; , = W™ zu;  dir.

1 1
Wik Ve Ay ise n-tWzI'"T,I'Wz matrisinin j-inci 6z vektorleri ve 6z
degerleridir.
M adim: Bu adim, Q(6;6")’y1 en biiyiikk yapan 0+ modeli parametrelerinin
(h+1) S(ht1)

hesaplanmasina dayanmaktadir. Sirastile " ™" ve o/

n

1
g = —Z t, 1<j<aq (3.20)
n i=1
(h+1) 2
O-j%k = Ajks 1<j<aq (3.21)

esitlikleri ile ifade edilmektedir.

Burada A, x, k kiimesinin temel bileseninin varyansidir.

EM algoritmasz, iki ardisik adimin yaklasik olabilirlik degeri farki, verilen bir €

esik degerinden diisiik oldugu zaman durmaktadir.
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4. FONKSIYONEL VERILER iCIN ORNEK PROBLEMLER

4.1. Stokastik Siirecler

T, sonlu bir aralik olsun ve || f I, t € T igin f (t) fonksiyonunun, L,-normunu

gostersin. Bu takdirde s6z konusu normu;
1
Ifil= [ffz(t)dt]z (4.1)
T

seklinde tanimlayabiliriz.

Eger I fIl< oo ise, bu durum t € T i¢in f (t)’nin karesi alinmis
integrallenebilir bir fonksiyon oldugunu belirtmektedir. Bu durumda f (t) € L,(T)
olur. Burada L,(T), T arahig ftzerinde Karesi integrallenebilir fonksiyonlar
tarafindan olusturulan Hilbert uzaymi géstermektedir. Bu uzayda iliskili i¢ ¢arpim
fonksiyonu, f(t), g(t) € L,(T) olmak iizere;

<f.9>= [ f©g@ (4.2)
T

seklinde tanimlanir.

Bir stokastik siire¢, zaman veya mekan iizerinde rastgele degiskenler dizisi
veya vektorler olarak tanimlanmaktadir. Zaman igerisinde stokastik siire¢, zaman

serisi olarak bilinmektedir (Xu vd, 2011).

4.1.1. Gauss siirecleri

Gauss siiregleri 6zel stokastik siireclerdir. CDVA’da, normal dagilim 6nemli bir rol
oynamaktadir. FVA’da ise Gauss siiregleri, CDVA’daki normal dagilim ile benzerlik

gostermektedir.

Bir y(t) siireci, t € T olmak fizere, ortalama fonksiyonu n(t),t € T ve
kovaryans fonksiyonu y(s,t),s,t € T ile bir Gauss siirecidir ve GP(n,y) seklinde
gosterilir. t;, G = 1,2,,p) herhangi bir p zaman noktasi igin, rastgele vektor
[y(t), y(t2), ., y(t,)] T olmak iizere ¢ok degiskenli normal dagihm N,(n,I")
seklinde ifade edilmektedir.

Burada n ve I sirasiyla ortalama vektorii ve varyans-kovaryans matrisi olup;
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n = M)t .,nt,)] :p x 1 (4.3)
r = (y(ti,tj)):p X p (4.4)

esitlikleri ile verilir.

4.1.2. Wishart siirecleri

Wishart siiregleri, Wishart rastgele matrislerinin genellestirilmis halidir. WP (n,y),
n serbestlik dereceli ve y (s, t) kovaryans fonksiyonlu bir Wishart siirecini belirtmek
icin kullanilmaktadir. Genel bir Wishart siireci W (s,t) ~ WP(n,y) seklinde ifade
edilmektedir.

n

W)= ) Wi(s,0) = ) n()n® (4.5)

i=1
Burada, i = 1,2,---,n igin;

W, (s, t) = v;(s)v;(t) ~ WP(1,y) ve vi(t) ~ GP(0,y) dur.

4.1.3. x?-tipi karisimlar

W(s,t) ~ WP(n,y) oldugu zaman, iz(W) y?2-tipi bir karisimdir. Genel bir y2-tipi

karigim;

q
T = Z Cr Ay, Ar ~ Xér(ug) (4.6)

seklinde ifade edilmektedir.

Burada, ¢, v = 1,2, q, sifir olmayan reel katsayilardir ve u2,r = 1,2,
,q ise x? degiskenleri A,, v = 1,2, --,q’nun merkez dis1 parametreleridir. u? = 0
oldugu zaman, T merkezi bir y2-tipi karisim olarak adlandiriimaktadir (Zhang,
2005).

x?-tipi bir karistmin dagilimi, fonksiyonel veriler igin varyans analizinde,
parametrik olmayan uyum testlerinde (Zhang, 2005) ve klasik varyans analizinde
(Satterthwaite, 1946) kullanilmaktadir.
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4.1.4. Kiimiilantlar

x?-tipi bir karigimin dagilimini hesaplamak igin, rastgele bir degiskenin kiimiilantlar:
kavramina ihtiya¢ vardir. X, rastgele bir degisken olmak iizere X’in karakteristik

fonksiyonu iy (t) olarak gosterilmektedir. log(Wy (t)) ise;

o GO
log(x () = ) Ki(0) -7~ (4.7)
=1 '
seklinde ifade edilmektedir.

K, (X),l = 1,2,...,0sabitleri, X’in kiimilantlar1 olarak bilinmektedir
(Muirhead, 1982). Ilk dort kiimiilant:

K (X) = E(X) (4.8)
K,(X) = Var(X) (4.9)
K;(X) = E(X — EX)? (4.10)
K,(X) = E(X — EX)* — 3Var?(X) (4.11)

esitlikleri ile verilir.

Kiimiilantlar1 kullanarak, X’in ¢arpiklig1 ve basikligi;

sk(T) = Ki(x) (4.12)
K2(X)
K, (X)

ku(T) = K200 (4.13)

seklinde gosterilir.

X rastgele degiskeninin dagiliminin tanimlanmasinin zor oldugu durumlarda,
benzer dagilima sahip ve dagilimi1 daha kolay elde edilebilen bir R rastgele degiskeni
kullanilarak X’in dagilimi yaklasik olarak tiiretilebilir. Bunun i¢in X ve R rastgele
degiskenlerinin ilk iki veya {i¢ kiimiilantin1 eslestirmek yeterli olacaktir (Zhang,
2005). Boylece,

P(X < x)~ P(R < x) (4.14)
yazilabilir.

x2-tipi karisim’da T’nin kiimiilantlari;
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q
K,(X) = 2“1(1—1)!Zc}(dr+lu?), | =1,2..,0 (4.15)

r=1
esitligi ile elde edilmektedir.

T’nin ilk 4 kiimiilant1, esitlik (4.15) kullanildiginda;

q
K(T)= ) ¢, (d, +u?) (4.16)
q
K(T) = 2 z c2(d, + 2u?) (4.17)
Ky(T) = 82 3(d.. + 3u2) (4.18)
K, (T) = 48 Z cA(d, + 4u2) (4.19)

olarak bulunur.
4.1.5. F-tipi karisimlar

Fonksiyonel veriler igin istatistiksel ¢ikarimlarda, F-tipi karisim olarak bilinen iki
bagimsiz y?-tipi karigimin oram ile karsilasmak miimkiindiir (Zhang, 2011a). F-tipi
karigim;

q1
2ir=1Crdr A A

= 3% h.B, =g Ar ~ g, (u9), Bs ~ x, (v3) (4.20)

seklinde ifade edilmektedir. Burada, A, ve B, birbirinden bagimsizdir, hg > 0 olarak
kabul edilir. Serbestlik dereceleri a, ve by pozitif tam sayilardir. Merkez dist

parametreler u? ve v2 ise negatif olmayan parametrelerdir.

4.2. Fonksiyonel Veriler icin Tek Ornek Problemi

Bir fonksiyonel veri, t € T i¢in ortalama fonksiyonu n(t) ve kovaryans fonksiyonu
y(s,t) olan y(t) ~ SP(n,y) stireci ile verilsin. Bu siirecin ortalama fonksiyonu
hakkinda bir hipotez testi ile bilgi edinebiliriz. Bu amagla test edilecek olan

hipotezler,
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Hy:n(t) =1 (t), teT (4.21)

Hy:m(0) # no(t)
bi¢iminde olusturulur. H, hipotezini test etmek i¢in n birimlik bir rastgele 6rnek
y1(£), y2(t), ...,y (t) olsun. i =1,2,..,n i¢in y;(t) ~SP(n,y) olup, bagimsiz
rastgele fonksiyonlardir. Fonksiyonel verilerde stokastik siirecin ortalama fonksiyonu
ile ilgili H, hipotezinin test edilmesinde kullanilan ydntemler mevcuttur. Izleyen

kisimlarda bu yontemlerden bahsedilecektir.

Burada n,(t), ilgili fizik kuramlarina, gegmis deneyimlere veya ge¢misteki
deneysel sonuglara dayanilarak 6nceden belirlenmis bir fonksiyondur. ny(t), veri
tizerinde giiriiltii olup olmadigini veya T iizerinde zaman etkisinin olup olmadigini

test etmek i¢in 0 olarak tanimlanmaktadir.

n(t) ve y(s,t) nin yansiz tahmin edicileri, yani 6rnek ortalama ve kovaryans

fonksiyonlar1 sirasiyla;

10 =50 =7 ) %(® (4.22)

Y60 == ) 7 -ADINO —A©]  (423)

seklinde ifade edilir.

4.2.1. Tek ornek icin noktasal testler

Noktasal testler, her zaman noktas: t € T i¢in tek ornek probleminde sifir hipotezini

test etmeyi amaglamaktadir. Herhangi bir sabit t noktasi igin hipotezler,
Hog:n(t) = o (D), teT

Hyp:m(®) # no(0)

olacaktir. Noktasal testler igin test istatistigi;

S0 = AO_VETO —ny(@)] (4.24)

VY& VY&

seklinde tanimlidir.
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Fonksiyonel veri Gaussian dagilimima sahip oldugunda, test istatistiginin
ornekleme dagilimi her bir t € T igin,
z(t) ~ t,_4 (4.25)
olacaktir (Zhang, 2013c).
Noktasal t-testi, esitlik (4.25) dagilimina bagli olarak her t zaman noktasinda
Hy: igin bir t-testi gergeklestirmeyi amaglamaktadir. Gauss varsayimi gegerli

olmadiginda, biiyiik hacimli veriler i¢in noktasal z-testi kullanilabilir. n — oo iken

herhangi bir t € T igin,
d
Z2(t) > N(0,1), tE€T (4.26)
seklinde ifade edilmektedir (Zhang, 2011b).

Eger |z(t)| > ¢, ., @ veya [2(t)| > z1_q 2 ise Ho, hipotezi reddedilir, aksi
2

1;

taktirde ret edilemez. Ortalama fonksiyonu i¢in % 100(1 — «) giiven araligi;

y® te, 1_%w/’)7(t, t)/n, teT (4.27)
veya

V() £ z1_q oV V(D) /1, teT (n—> ) (4.28)
olarak verilir.

Fonksiyonel veri Gaussian dagilimina sahip olmadiginda ve 6rneklem hacmi
(n) kiigiik oldugunda, kritik degerleri yeniden orneklemek igin parametrik olmayan
bir bootstrap yaklasimi kullanilmaktadir. y;(t), i = 1,2,...,n’den rastgele
olusturulmus bir bootstrap 6rnegidir. Ornek ortalama ve kovaryans fonksiyonlari,
bootstrap Grnegine gore, y (t) ve 7*(s,t) olarak olusturulmaktadir. Bootstrap test
istatistigi z*(t), esitlik (4.24)’de oldugu gibi hesaplanmaktadir. Fakat y(t) ve
P(t,t), srastyla y (t) ve P*(t, t) ile yer degistirmektedir (Zhang ve Liang, 2013).

4.2.2. Tek ornek i¢cin L,-norm tabanh test

H, hipotezi altinda, Gauss varsayimi gecgerli oldugunda, test fonksiyonu
A (t) ~GP (0,y)’dir. Gauss varsayimi gecerli olmayip n biiyiik oldugunda, test
fonksiyonu A(t) — GP(0,y)’dir. L,-norm tabanli test, test istatistigi olarak
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A (t)’nin karesi alinmig olan L,-normunu kullanmaktadir. L,-norm tabanli test igin

test istatistigi;

T, = 14l = n f (56 = no(0) Pt (4.29)
T

seklinde ifade edilmektedir.

T,, degerinin, H, hipotezi altinda kiigiik ve alternatif hipotezler altinda biiyiik

olmas1 beklenmektedir. T,, istatistigi,

Tn

R

m
Z LA, Ayl (4.30)
r=1

esitligi ile verilmektedir.

Gauss varsayimi n biiyiik oldugunda asimptotik olarak gegerlidir. T),’in

dagilimi, Welch-Satterthwaite y? yaklasimina gore T,,~Bx3 olup parametreler;

y iz(y®2)
= (4.31)
_iz%(y)

olarak verilir (Zhang vd, 2010).

B ve d parametreleri, fonksiyonel veriler i¢in hipotezlere dayali olarak tahmin
edilir. Bunun igin iz(y), iz%(y), iz(y®?) ve y (s, t) kendi yansiz tahmin edicileri ile

yer degistirir. Boylece parametreler sirasiyla;

5 iz()7®2)
B = Z27) (4.33)
. 122

olarak tahmin edilir. Burada ¥(s,t) esitlik (4.23) ile hesaplanir. Diger taraftan T,
istatistigi yaklasik olarak,

Tu~Bi2 (4.35)

seklinde bir dagilim géstermektedir (Zhang, 2013a).
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iz2(P) ve iz(7®?) sirastyla iz?(y) ve iz(y®?) igin sapmali oldugundan bu
yontem, tek drnek problemi i¢in naive yontem olarak bilinmektedir (Zhang, 2011a).

iz%(y) ve iz(y®?)nin yansiz tahmin edicileri,

— . (n-Dn o 2iz(7p%®?)
1z2(y) = =D+ D) llzz()’) - (4.36)
= —1)2 o iz ()
iz(y®2?) = o EnZ)(n)+ 5 iz(p®?) — l‘rf—yll (4.37)

esitlikleri ile verilir.

iz2(y) ve iz(y®?), kendi yansiz tahmin edicileri ile degistirilerek B ve
d parametrelerinin tahmin edilmesine, yanl indirgenmis yontem adi verilir. Boylece

parametrelerin tahmin edicileri,

~ iz(y@z)
p = —iZ(]?) (4.38)
. 1Z2(y)
d= P (y@z) (4.39)

seklinde ifade edilmektedir (Zhang ve Liang, 2013).

4.2.3. Tek ornek icin F-tipi test

F-tipi testin iki avantaji vardir. Birincisi, dlgek degismezligidir. Yani, fonksiyonel
veriler sifirdan farkli gercel sayi ile garpildiginda F-tipi test degismezdir. Ikincisi, F-
tipi testin dagilimi, serbestlik derecesi (d parametresi) ile orantili, bir F dagilimina
yaklastirilabilir. Bu parametre uygun sekilde tahmin edildiginde, F-tipi test kolay ve
hizli uygulanmaktadir (Zhang vd, 2010).

F-tipi test i¢in test istatistigi;

Az n f[y@® —no(®)]dt
") iz(7)

seklinde ifade edilmektedir.

(4.40)

iz(y) varyansi hesaba katilmadiginda, test istatistigi F,, L,-norm tabanli test

istatistigi T, e esdegerdir. H, hipotezi altinda,
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m
1412 = > vedr, Api? (4.41)
r=1

m
2() = ) Fr Er~xd (4.42)
r=1

seklinde ifade edilmektedir.

Burada A, ve E, bagimsizdir. Dolayisiyla, H, hipotezi altinda, FE,, F-tipi bir

karisimdir. Yani, F, nin dagilima;

Fa~Fg, (n-na (4.43)
seklinde olacaktir (Zhang, 2013c).

Belirli bir anlamhlik diizeyi a i¢in F, > Fg, (,_1)3;(1 - oy ©0ldugunda, H,

hipotezi ret edilmektedir.
4.2.4. Tek ornek icin bootstrap testi
L,-norm tabanli test igin bootstrap test istatistigi;

4°(t) =Vn[y (&) = ()] (4.44)
seklinde ifade edilmektedir.

Bu islem, ¢ok sayida tekrarlanmaktadir, boylece T,,’in 100(1 — «) ylizdesini

tahmin etmek i¢in kullanilabilecek bir T,; bootstrap 6rnegi elde edilmektedir.
Benzer sekilde, F-tipi test i¢in bootstrap test istatistigi;

ol
" EG

seklinde ifade edilmektedir (Zhang, 2013b).

(4.45)

Bu islem ¢ok sayida tekrarlanmaktadir, boylece F,’nin 100(1 — «) yiizdesini

tahmin etmek i¢in kullanilabilecek bir F,; bootstrap 6rnegi elde edilmektedir.

Bootstrap testlerini uygulamak kolaydir, ancak zaman alicidir. Ornek boyutu

kiigiik oldugunda kullanishidir.

4.3. Fonksiyonel Veriler icin ki Ornek Problemi

Ortak bir kovaryans fonksiyonuna sahip fonksiyonel veriler i¢in iki 6rnek problemi;
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Y11(6), Y12(6), o, Y1, (O)~SP (11, 1)
Y21(8), ¥22(£), e, Yon, () ~SP (112, 7)
seklinde ifade edilmektedir.

Burada n,(t) ve n,(t) bilinmeyen ortalama fonksiyonlardir. y (s, t) ise bilinmeyen

ortak kovaryans fonksiyonudur. Test edilmek istenen hipotezler;
Hy:ni(t) =1m,(0), teT (4.46)
Hy:ni(t) #n2(0)

seklinde kurulmaktadir.

Burada T, s6z konusu bir zaman araligi olup, — <a < b < oo olacak

sekilde sonlu bir [a, b] araligina kisitlanabilir.

Iki fonksiyonel ©Orneklem temel alinarak, n,(t),n,(t) ortalama

fonksiyonlarmin ve y (s,t) ortak kovaryans fonksiyonlarinin yansiz kestiricileri

strastyla,
i® = 5,0 =n Y yy(®),  i=12 (4.47)
j=1
2
P60 =0 -D7 D D (35 ~F@lyy© ~7,©0]  (4.48)
i=1j=1

seklinde ifade edilmektedir. Burada n = n; + n,, iki verinin toplam boyutunu
ifade etmektedir.

4.3.1. 1Iki érnek icin eksensel test fonksiyonu

Iki 6rnek problemi test etmek igin kullanilan eksensel test fonksiyonu;

nin,

A(t) = FAGESAGI] (4.49)

n

seklinde ifade edilmektedir. Bu test fonksiyonu iki verinin o&lgekli ortalama
fonksiyonunun farkidir. Sifir hipotezi kabul edildiginde, bu fark kiigiik olacaktur.
Benzer sekilde sifir hipotezi ret edildiginde fark biiyiik olacaktir. A(t) test

fonksiyonunun ortalama ve kovaryans fonksiyonlar1 sirasiyla;
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15(©) = BA®) = =22 1:(5) = (0]

y (s,6) = Cov[4 (s),4 ()]
seklinde ifade edilmektedir.

Sifir hipotezi altinda EA (t) = 0, t € T olacaktir.

4.3.2. 1ki 6rnek icin noktasal testler

Noktasal bir testin amaci, sifir hipotezini her zaman noktasi t € T de test etmektir.

Herhangi bir sabit t € T i¢in, test edilmek istenen hipotezler;
Hoe:m (8) = m2(2), teT

Hyp:my () # m2(0)

seklinde kurulmaktadir.

Ornek ortalama fonksiyonlarina ve toplanmis 6rnek kovaryans fonksiyonuna

dayanarak eksensel test istatistigi;

O FAGESAG)
z(t) = — =

(4.50)

seklinde ifade edilmektedir. Eger 6rnekler Gauss siirecine aitse, Hy; hipotezi altinda

test istatistiginin ornekleme dagilima,
z(t)~t,_o, teT (4.51)
olacaktir, burada n = ny + n,’dir (Zhang vd, 2010).

Noktasal t-testi i¢in [z(t)| > t,_3;1-q/2 oldugunda H, hipotezi ret edilir.

Ortalama fonksiyon farki n,(t) — 1, (t) i¢in 100(1 — ) giiven araligy;

[7.(®) = 7,(0)] £ ta H/zj (Yn, + Yn,)7@0), teT (4.52)
seklinde ifade edilir.

Burada, t,_;1-q/2, n — 2 serbestlik dereceli t-dagilmmin 100 (1 — a / 2)
yiizdelik degerini gosterir. Noktasal t-testi, esitlik (4.51) ile verilen t-dagilimina

dayali olarak her bir t € T zaman noktasinda t-testini gergeklestirmeyi amaglar.
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Gaussian varsayimi saglanmadiginda; biiylik veriler i¢in noktasal z-testi

kullanilabilir. ny,n, = oo oldugunda; her sabit t € T igin,
d

z(t) > N(0,1)

oldugu goriilebilir (Zhang, 2013c).

Boylece, noktasal z-testi igin |z(t)| > z;_4 , oldugunda H,, hipotezi ret
edilecektir.
ny, n, Kiiglik ve drnekler Gaussian dagilimina sahip olmadiginda, noktasal t ve
z testleri tercih edilmez. Bu durumda, noktasal bootstrap testi uygulanir. v;;(t)
(j =1,2,-, n;, i = 1,2) degeri, ﬁl](t) = ylj(t) - ﬁi(t), (_] = 1,2,“‘,Tli; i = 1,2)
tahmini konu-etki fonksiyonlarindan elde edilen bootstrap 6rnekleridir. Bu durumda
iki grup tahmini i¢in bootstrap drneklemesi,
;i (6) = 1;(0) + vi;(0), j=12,n; i =12 (4.53)

seklinde ifade ediir.

Ornek ortalama fonksiyonlari @: (t), i =1,2) ve toplanmig 6rnek kovaryans

fonksiyonunu 7*(s, t), esitlik (4.53)’de verilen bootstrap 6rneklerine dayali olarak

esitlik (4.48)’deki gibi hesaplanabilmektedir. Noktasal bootstrap testi i¢in,
(7, ® -y,®] - [7,(®) -5,®)])

2 (t) = (4.54)

degeri hesaplanir.

z*(t)’nin  dagilimi  z(t)’nin  dagilimma benzetmek i¢in  z*(t)’nin
hesaplanmasinda orijinal drneklere ait ortalama fonksiyonlari farkinn (y, (t) —
y,(t) ) bootstrap drneklerine ait ortalama fonksiyonlari farkindan (?; (t) — ?; (1)
¢ikarilmasi onemlidir. z*(t)’nin 6rnekleme dagilimindan 100 (1 — « / 2) yiizdelik

degeri hesaplanir. Daha sonra noktasal bootstrap testi uygulanir ve noktasal bootstrap

giiven araliklar1 kurulabilir.
4.3.3. 1ki 6rnek icin L,-norm tabanh test

Iki 6rnek problemi igin L,-norm tabanli test, 4 () nin karesi alimmis L,-normunu

test istatistigi olarak kullanmaktadir. Test istatistigi;
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Ta= AP =22 [ 3,0 - 5,00 (4.55)

seklinde ifade edilmektedir.

H, hipotezi altinda, iki fonksiyonel veri Gaussian oldugunda, A(t) ~
GP(0,y) elde edilmektedir. n, ve n, biiyikk oldugunda asimptotik olarak A(t) ~
GP(0,y) elde edilmektedir. H, hipotezi altinda T,, test istatistigi;

R

m
A Y S Y (4.56)
r=1

olarak yazilabilmektedir. Burada r =1,2,..,m i¢in A,’ler ortak kovaryans
fonksiyonu olan y(s, t)’nin pozitif 6zdegerleri ve A,’ler bagimsiz, aynm1 dagiliml
rastgele degiskenlerdir. T;,’in dagilimi Welch-Satterthwaite Ki-Kare yaklasimina
gore T,~fx2 dir. Burada parametreler esitlik (4.31) ve esitlik (4.32) ile aymdir
(Zhang vd, 2010).

B parametresi, L,-normuna dayali olan T, test istatistiginin Ol¢egiyle iliskili
oldugu i¢in genellikle dlgek parametresi olarak adlandirilmaktadir. d parametresi ise,
ortak kovaryans fonksiyonu olan y (s,t)’ye bagh olan serbestlik derecesi olarak
adlandirilmaktadir (Shen ve Faraway 2004). Uygulamada,  ve d parametrelerinin
iki 6rnege dayanilarak tahmin edilmesi gerekmektedir. Bunun igin iz(y),iz%(y) ve
iz(y®?)’nin tahmin edicileri ile yer degistirmesi gerekir. Burada parametreler esitlik
(4.33) ve esitlik (4.34) ile aynidir.

Burada 79(s,t) esitlik (4.48)’de verilen toplanmigs Ornek kovaryans

fonksiyonudur. Bu durumda esitlik (4.35) yazilabilir (Zhang, 2013a).

iz2(9) ve iz(7®?) sirastyla iz?(y) ve iz(y®?) igin sapmali oldugundan bu
yontem, iki 6rnek problemi igin naive yontem olarak bilinmektedir (Zhang, 2011b).

iz?(y) ve iz(y®?) nin yansiz tahmin edicileri sirastyla;

— -2)(n—-1 2iz(p®?

2 =820 Dl 2T (4.57)
S =2 ey 22

iz(y®2) = % iz(7® )_%l (4.58)

seklinde ifade edilmektedir.
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n — 2)y (s,t) ~WP (n — 2,y)dwr. iz>(y) ve iz(y®?)’nin kendi yansiz
tahmin edicileri ile yer degistirilerek, § ve d parametrelerinin tahmin edilmesine
yanli indirgenmis yontem adi verilir. Ortaya ¢ikan tahmin ediciler;

(n ?2))) [ 2(79?) - iz (V)
n

"%>

=) (4.59)

(79
(-1 [izZ(m - 22%)

d= (4.60)

_ N |izp®2) — m]
(n-2) |iz(7®2) - 215
esitlikleri ile verilir (Zhang vd, 2010).

n,; ve n, biyiik oldugunda, yanli indirgenmis yontemle elde edilen tahmin
ediciler § ve d, naive yontemle elde edilen tahmin edicilere yaklasik olarak esittir.
Ayrica, 6rneklem boyutlart ny, n, — oo iken § ve d tahmin edicileri tutarlidur.

n - o igin iz (P) - iz (y) ve iz(7®?) - iz(y®?) olmaktadir. Ayrica,
n — oo iken;
p5pd5d
olmaktadir (Zhang, 2013c). Burada £ ve d sirasiyla 8 ve d’nin yanl indirgenmis
tahmin edicileridir.

L,-norm tabanli test i¢in herhangi bir o anlamlilik seviyesinde T, >
Bx3., _ , oldugunda H, hipotezi ret edilir.

4.3.4. 1ki érnek icin F-tipi test

H, hipotezi ve Gauss varsayimi altinda, A(t)~GP(0,y)ve
n—-2)y(s,t)~WP (n — 2,y)’dir. Ayrica,

E|l4]]? = iz(y) (4.61)
Eiz(y) = iz(y) (4.62)
olmaktadir.

F-tipi test istatistigi;
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R RIS AGESAGI
"iz(p) iz(7)

(4.63)
esitligi ile verilir.
iz(7) degisimi hesaba katilmadiginda, F, dagilimi L,-norm tabanli test

istatistigi T, ile aymidir. Bu degisimi hesaba katmak i¢in Gaussian varsayimi

yeterlidir. Gaussian varsayimi ve H,, hipotezi altinda,

m
112 = D Ny, Ayl (4.64)
r=1
m
2() = QO ME)/(n=2), E~X3, (4.65)
r=1

esitlikleri yazilabilir. Burada r = 1,2, ..., m i¢in A4, ve E,’ler bagimsiz, ayn1 dagiliml
rastgele degiskenler ve A,’ler ise y (s,t) kovaryans fonksiyonunun pozitif 6z
degerleridir.
Esitlik (4.64) ve esitlik (4.65) dikkate alindiginda esitlik (4.63) ile verilen F-
tipi test istatistigi;
Z;‘n=1 ArAr
1Tﬂn=10\rEr)/(n - 2)

bi¢iminde de yazilabilmektedir (Zhang, 2013c).

E, =

(4.66)

Gauss varsayimi ve H, hipotezi altinda, F, test istatistigi F-tipi bir karigimdir.
Dolayisiyla, E, test istatistiginin 6rnekleme dagilimi yaklasik olarak,
Fo~Fg; (n-2)d
yazilabilmektedir (Zhang vd, 2010). Burada d, esitlik (4.32)’deki gibi tanimlidur.
Anlamlilik seviyesi a olmak iizere, eger K, > Fg. (n_2)a,1 -« 15¢ Hp hipotezi
ret edilir. Aksi takdirde H, hipotezi ret edilemez.
4.3.5. 1iki érnek icin bootstrap testleri

Iki fonksiyonel 6rnek Gaussian dagilimli olmadiginda, n; ve n, érneklem hacimleri
kiigiik oldugunda, L,-norm tabanli testin ve F-tipi testin dagilimlarin1 bulmak kolay
degildir. Bu durumda, L,-norm tabanli bootstrap testi veya F-tipi bootstrap testi

uygulanmalidir. Bootstrap Orneklemesi ile elde edilen Ornege ait, ortalama
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fonksiyonlar1 yi(t), ?;(t) ve Ornek kovaryans fonksiyonu y*(s,t) hesaplanmis

olsun.

L,-norm tabanl: bootstrap testi i¢in test istatistigi T,y = ||4*||*’dir. Burada t € T

igin A* istatistigi;

x0 = [P2F0-57,0]-G,0-7,0] @67

seklinde ifade edilmektedir. Tanimlanan bu bootstrap isleminin ¢ok sayida
tekrarlanmas1 gerekmektedir. T,, = ||A||?>’nin 100 (1 — «) yiizde degerini tahmin

etmek i¢in kullanilacak bir T,; bootstrap 6rnegi elde edilebilmektedir. Benzer sekilde,
F-tipi bootstrap testi i¢in test istatistigi F, = %’dlr. Bu islem, F;,’nin 100(1 — a)
yiizdesinin tahminine izin veren bir bootstrap 6rnegi elde edebilmek igin ¢ok sayida
tekrarlamak gerekmektedir (Zhang, 2013c).

4.4. Fonksiyonel Veriler i¢in k Ornek Problemi (FANOVA)

Klasik istatistikte, tek yonlii varyans analizi (ANOVA), ii¢ veya daha fazla grubun
ortalamalarini karsilagtirmak igin kullanilan bir tekniktir. Gruplar, faktoér olarak
bilinen kategorik bir degiskene gore olusturulur. Faktoriin aldigr farkli degerlerin
sayisina faktoriin seviyesi denir. Fonksiyonel veriler i¢in tek yonli ANOVA

problemi su sekilde tanimlanabilir. k sayida bagimsiz 6rnekler,
Vi1 (t)' in(t)i '"lyiniﬁ i = 1’2; ey k (4’ 68)
olmak tizere, bu ornekler;
yij(t) =n;(t) +v;;(®), v;;(£)~SP(0,y), j=12,..,n;i=12,...k (4.69)
esitligini saglar.
Burada n,(t),n,(t), ..., N, (t), k adet drneklemin bilinmeyen grup ortalama
fonksiyonlari, vij(t), G =12,..,n; i=1,2,..,k) konu-etki fonksiyonlar: olup,
bunlar birbirinden bagimsiz ve ayni dagilimli rastgele siireglerdir ve y(s,t) ortak

kovaryans fonksiyonudur. Tek yonlii ANOVA test problemi igin test edilmesi
gereken hipotezler;

Hy:n(t) =n,(t) = -+ = i (1), teT (4.70)
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H,:3n;(t) digerlerinden farklidir
seklinde kurulmaktadir.

Burada T, —0 <a < b < oo olmak iizere [a, b] olarak belirtilen belirli bir
zaman araligidir. Tek yonli ANOVA problemi, fonksiyonel veriler igin k-ornek
problemi olarak da bilinmektedir ve fonksiyonel veriler i¢in iki 6rnek probleminin

bir genislemesidir.

Tek yonlic ANOVA test problemi, bir faktoriin etkisinin istatistiksel olarak
anlamli olup olmadigim1 kontrol etmeyi amacglamaktadir. Bu faktor genellikle,
bireysel fonksiyonlar1 cesitli Orneklere, gruplara veya kategorilere ayirmak igin
kullanilmaktadir. Faktor fonksiyonel veriler tizerinde ciddi bir etkiye sahipse, Tek
yonlit ANOVA problemi istatistiksel olarak anlamli olacaktir. Tek yonli ANOVA
problemi i¢in ii¢ ana test tiirii ile ilgilenilir.

4.4.1. Ana etki testi

ni(t) = n(t) + a;(t), (i = 1,2,--,k), dogrusal modeli verilsin. Burada n(t), k
tane 6rnegin genel ortalama fonksiyonudur ve «;(t), i = 1,2,-- -, k, igin i-inci ana

etki fonksiyonudur. Fonksiyonel veriler i¢in tek yonli ANOVA modeli:
ylj(t) = T](t) + ai(t) + Ul'j(t), ] = 1,2, e, Ny, i = 1,2, ey k (4' 71)
seklinde ifade edilmektedir.

Bu formiilasyonda H, hipotezi, ana etki fonksiyonlarinin ayni olup olmadigini

veya 0’a esit olup olmadigini test etmek icin,
Hy:a,(t) = a,(t) = - = a,(t) =0, teT (4.72)

seklinde kurulmaktadir.

4.4.2. Post-hoc testi

H, hipotezi ret edilmediginde, tek yonli ANOVA modeli anlamh degildir. Ret
edildiginde ise daha fazla arastirma yapilmalidir. Herhangi iki ana etki fonksiyonu

a;(t)’nin ve a;(t)’ nin ayn1 olup olmadigim dgrenmek igin hipotezler;
HOI ai(t) = aj(t), teT (4- 73)

H1: (Xi(t) F (X](t)
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seklinde kurulmaktadir (Gorecki ve Smaga, 2015).
Bu test, post-hoc testi olarak bilinir. Es deger olarak hipotezler;
Ho:n(t) =n;(t), teT (4.74)
Hy:ni(t) # n;(0)

seklinde kurulmaktadir.

4.4.3. Kontrast testi

Post-hoc testler kontrast testlerinin 6zel halidir. a4, ay, ..., a; toplami 0 olup yani,
Yk a;,=a"1, =0, a=[ay,ay..,a]" ve 1, ise boyutu k olan bir siitun
vektoriidiir. Bir kontrast, Y'¥ , a; a;(t) = aTa(t) ana-etki fonksiyonlarmin a;(t),
i = 1,2,---, k, dogrusal bir kombinasyonu olarak tanimlanmaktadir; burada, a(t) =
[a,(b), ay(t), ..., ap(t)]" ana-etki fonksiyonlarinin tiimiinii icermektedir. Belirli bir

a € R¥ i¢in a”1,= 0 olacak sekilde, bir kontrast testi;
Hy:aTa(t) =0, teT (4.75)
HizaTa(t) #0

seklinde tanimlanmaktadir (Gorecki ve Smaga, 2017).

a”1; = 0 oldugunda, alternatif hipotezler;

Hy:a™n(t) =0, teT (4.76)
Hi:a™n() #0

seklinde kurulmaktadir.

Burada n(t) = [n1(t),M2(t), ., i ()] "dur.

4.4.4. Grup ortalama ve kovaryans fonksiyonlarinin tahmini

FVA’da tek yonli ANOVA icin k tane Ornek veri yardimiyla grup ortalama
fonksiyonlart n;(t)’ler (i = 1,2, ..., k) ve ortak kovaryans fonksiyonunun (y(s,t))

yansiz tahmin edicileri elde edilebilir. Bu yansiz tahmin ediciler sirasiyla;

ni
WO =7, = Y yy(0),i =12,k (4.77)
=1
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kK N

P60 == ) Y [y -F, Ol 7,0 @.78)

i=1j=1
esitlikleri ile verilmistir. Burada n = Y¥_, n;, toplam veri sayismi belirtmektedir.
Tahmini kovaryans fonksiyonu ¥(s,t) 6rnek kovaryans fonksiyonu olarak da

bilinmektedir. fj; (t)’ler bagimsiz ve ayn1 zamanda toplanmis,
ER;(t) =n;(¢)

s, t
covlii )01 = X2 =12,k

l

ozelliklerine sahiptir.

A(t) = [A1(t), A2 (L), ..., A (£)]" seklinde alalim. Bu #(t), n(t) nin yansiz bir
tahmin edicisidir. E7j(t) = n(t) ve cov[ii(s),7(t)] = y(s,t)D seklinde ifade
edilir. Burada D = kos(1 /nq,1/n,,..., 1/ ng) olan késegen bir matristir (Zhang,
2013c).

4.4.5. Tek yonlii varyans analizinin varsayimlari

FVA’da tek yonlii varyans analizi probleminin ¢6ziimii i¢in gerekli olan varsayimlar

asagidaki gibidir.

1. k tane gruba ait ortalama fonksiyonlar1 Hilbert uzayina ait olmali, yani

i=1,2, ..,k icin n;(t) € L,(T) ve ortak kovaryans fonksiyonu icin iz(y) < oo

olmalidir.
2. k tane grubun her biri Gaussian dagilimli olmalidir.
3. n — oo iken, k tane 6rnek i¢in 6rnek hacimlerii = 1,2,..., k olmak

tizere ; € (0,1) olacak sekilde n; /n— t; olmalidir.

4. Konu-etki fonksiyonlar v;;(t) = y;;(t) —n;(£) G = 1,2,...,n; 1 =
1,2,..., k) olmak iizere birbirinden bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip olmalidir.

5. Konu-etki fonksiyonu v, (t), E||v11||* < o olmalidur.

6. Maksimum varyans p = max;cr Y (t,t) < oo olmaldir.

7. E[v#,(s),v2,(t)] beklenen degeri diizgiin smirli olmalidir.
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4.5. Tek Yonliit ANOVA Problemi icin Testler

4.5.1. Tek yonlii ANOVA problemi i¢in noktasal F-testi

Noktasal F-testi, klasik F-testinin fonksiyonel veri analizi i¢in genisletilmis halidir.

Noktasal F-testi, i¢in noktasal F istatistigi;

GAKT,(t

S _ GAKO, ()

HKT,(t) =~ HKO,(t)
n—k

Fn(t) =

(4.79)

seklinde ifade edilir. Burada k tane 6rnek Gaussian dagilimli oldugunda H,, hipotezi

altinda, F, (t)~Fy_1n—k, t € T olacaktir (Zhang ve Liang, 2013).

Noktasal F-testi @ anlamlilik seviyesinde t € T igin F,(t) > Fy_1;n—k;(1-a)

oldugunda H, hipotezi ret edilir, aksi takdirde ret edilemez.

Omek gruplar1 Gaussian dagilimma sahip olmadiginda, biiyiik 6rnekler icin,
noktasal y2-testi kullanilmaktadir. 7., = min{n;,n,, ...,n;,} - © oldugunda,

asimptotik olarak;

2
Nic—
Fn(t)"’ k — L

T tET (4.80)

seklinde ifade edilebilmektedir (Zhang vd, 2018).

Bunun nedeni, n,,;, = o oldugunda, esitlik (4.79)’da verilen test istatistigi

GAKT,(t)

E,(t)’nin paymmda yer alan terimi, y (t,t)x7_,/(k — 1) terimine

HKT,(t)
n—-k

yaklasirken paydasinda bulunan ise ¥ (t, t) terimine yaklagmaktadir. Boylece
noktasal y2-testi icin herhangi bir a anlamlilik seviyesinde, her t € T noktasinda

E,(t) > X:%—1;(1—a)/(k—1) oldugunda H, hipotezi ret edilir, aksi takdirde ret edilemez.

Ornek gruplar1 Gaussian dagilimli olmadiginda ve ornek biiyiikliikleri
(ny,ny, ..., n) kiiciik oldugunda noktasal F ve x? testleri tercih edilmemektedir. Bu
durumda bootstrap testine bagvurulmaktadir.

Tahmin edilen konu-etki fonksiyonlart D;;(t) = y;;(t) —fi(ti;), ( =
1,2,...,n; i = 1,2,...- k) degerlerinden rastgele olarak tiiretilen k tane bootstrap
ornegi,

vi®),  j=12..n;i=12 ..k (4.81)
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olsun. Bootstrap drnegi kullanilarak, bootstrap drnek ortalama fonksiyonlar1 ve genel
ortalama fonksiyonlar1 sirasiyla,

n;

v.(0) =n7t ) vi(0) (4.82)
kK N

v.(t)=n"" v} (t) (4.83)
2.2,

esitliklerinden hesaplanabilir. Boylece bootstrap drneklemi yardimiyla GAKT,; (t) ve
HKT;; (t) istatistikleri sirasiyla;

k
GAKT () = Z AACETAGIR (4.84)
i=1
kK N
HKT;(0) = ) ) [v5® 5@ (4.85)
i=1 j=1

ile bulunur. Sonug olarak noktasal bootstrap test istatistigi,

GAKT, (t)
o k=1
E®O=Hkr0
n—=k

(4.86)

esitligi ile verilir.
Burada verilen bootstrap oOrnekleme siireci ¢ok sayida tekrarlanir. F,(t)

istatistiginin 100(1 — @) ylizdelik degerini tahmin etmek i¢in kullanilan F; (t)

istatistiginin 100(1 — ) ylizdelik degeri, 6rnekleme dagilimindan hesaplanir.

45.2. Tek yonlii ANOVA problemi i¢in L,-norm tabanlh testler

FVA’da tek yonli ANOVA i¢in L,-norm tabanli test, iki 6rnek problemi icin verilen
L,-norm tabanli testin, k drnek problemine genisletilmis halidir. ilgili test istatistigi,

konular aras1 noktasal degisimlerin integrali olarak,

k
T, = f GAKT,(t)dt = Z n, f [7,(6) — ¥ ()]2dt (4.87)

T

esitligi ile verilir.
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Orneklem gruplar1 Gaussian dagilimli ve drneklem hacmi biiyiik oldugunda

test istatistigi H, hipotezi altinda asimptotik olarak;

m
To= Y Ady Ay (4.88)
r=1

istatistigine yaklasir (Zhang, 2013c). Burada r = 1,2,...,m igin A,’ler ortak
kovaryans fonksiyonu olan y(s,t)’nin pozitif 6zdegerleri ve A,’ler bagimsiz ayni
dagiliml rastgele degiskenlerdir. T,,’in dagilimi, Welch-Satterthwaite y?-yaklasim

metoduna gore Tn~ﬁxfk_1)d olacaktir. Burada  ve d parametreleri sirasiyla esitlik

(4.31) ve esitlik (4.32)’de tanimlandig1 gibidir.

B parametresi, L,-normuna dayali T,, test istatistiginin 6lgek parametresi olarak
adlandiriimaktadir. d parametresi ise, kovaryans fonksiyonu olan y(s,t)’ye bagh

serbestlik derecesi olarak adlandirilmaktadir (Shen ve Faraway 2004).

Uygulamada bu iki parametre, fonksiyonel verilere dayali olarak tahmin
edilmelidir. Bu amagla kullanilabilecek iki yontem mevcuttur. Birinci yonteme naive
yontem (L,N), ikinci yonteme ise yanh indirgenmis yontem (L,B) denilmektedir.
Naive yontemle parametreler sirasiyla, esitlik (4.33) ve esitlik (4.34)’deki gibi

tahmin edilir.

Yanl indirgenmis yontemle ise;

o =@ k+D) [, 2iz(7%?)
lzz()/)_(n—k—l)(n—k+2) iz (}/)——n_k_l_1 (4.89)
PP (n —k)? o iz (7)
20 = m e k|20 - n—kl 90

olmak tizere parametrelerin tahmin edicileri esitlik (4.38) ve esitlik (4.39)’daki gibi

tahmin edilir.

Ly-norm tabanli test, herhangi bir anlamlilik diizeyi a i¢in ic¢in T, >
BXi—1)a;1 - o Oldugunda Hy hipotezi ret edilir.
4.5.3. Tek yonlii ANOVA problemi i¢in F-tipi test

Ornek gruplar1 Gaussian dagilimli oldugunda, esitlik (4.70)’de verilen ana etki testi
igin bir F-tipi test yapilabilmektedir. F-tipi test i¢in test istatistigi,
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[ GAKTy (t)dt
T

[ ARTRO (4.91)

J‘T n—k

F, =

seklinde ifade edilir.

H, hipotezi altinda;

(4.92)

olur. r =1,2,...,m igin A,’ler ortak kovaryans fonksiyonu olan y(s, t)’nin pozitif
Ozdegerleri ve A, ile E,’ler birbirinden bagimsiz rastgele degiskenlerdir. Boylece F,

istatistiginin 6rnekleme dagilima,

Foa~F -1y 4; (n-10a (4.93)
seklinde ifade edilir (Zhang, 2013c).

Herhangi bir a anlamhilik diizeyi i¢in F, > F,_1)a, (n—k)d ;1 - « 0ldugunda, H,

hipotezi ret edilir, aksi taktirde ret edilemez.

45.4. Tek yonli ANOVA problemi i¢in bootstrap testleri

FVA’da tek yonliit ANOVA i¢in k tane 6rnek grup Gaussian dagilimli olmadiginda,
F-tipi test uygun olmayabilir. Bu durumda bootstrap drnek hacimleri (14, ny, ..., ng)
biiyiik  oldugunda, H, hipotezini test etmek igin bootstrap testleri
uygulanabilmektedir. H, hipotezi altinda n — oo iken bootstrap test istatistigi T,

olup;

k-1
T, = J GAKTn(t)dtiz f wi(t)dt (4.94)
T = T

seklinde ifade edilmektedir. Burada w;(t)’ler, i = 1,2,...,k — 1, w (t) ~ GP,_,
(0, yI,_,) sirecinin k - 1 tane bilesenidir. Yani i = 1,2,...,k — 1 igin w;(t)’ler
bagimsiz, ayn1 dagilimhi ve y(s,t) kovaryans fonksiyonu hari¢ bilinen GP(0,y)
stirecleridir. y(s,t) kovaryans fonksiyonunun yansiz tahmin edicisi ¥(s,t) esitlik
(4.78)’de verilmistir. Bu yontemin amaci GP(0, ) siirecindeni = 1,2,...,k — 1
icin w;(t) Gauss siireclerini, H, hipotezi altinda T, istatistiginin 6rneklem

dagiliminin bulunabilecegi kadar érneklemektir.
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H, hipotezi altinda T;, istatistiginin asimptotik rastgele ifadesi,

m
Ti=) han Ay (4.95)
r=1

esitligi ile verilen y?-tipi bir karisimdir. Burada y(s,t) kovaryans fonksiyonunun
bilinmeyen 6z degerleri olan A,’ler (r = 1,2, ..., m) harig, T, istatistiginin dagilim1
bilinmektedir. Cinkii r = 1,2, ..., m i¢in A,’ler bagimsiz ve aym1 dagiliml rastgele
degiskenlerdir. Oz degerleri A, ve kovaryans fonksiyonu y(s,t), yansiz tahmin
edicileri (s, t) ve A, (r = 1,2, ..., M) ile tahmin edilmektedir. Burada /1, 7 (s, t)’nin

pozitif 6zdegerlerinin sayisidir.

Orneklem gruplari Gaussian dagilimli olmadiginda ve &rnek hacimleri
(nq,ny, ..., ng) kiiciik oldugunda L,-norm tabanli test, F-tipi test ve parametrik
bootstrap yontemleri tercih edilmez. Bu durumda L,-norm tabanli bootstrap testi ve
F-tipi boostrap testi, T,, ve F, istatistiklerinin bootstrap kritik degerlerini elde etmek
icin kullanilabilmektedir (Zhang, 2013c).

vii(6), j =1,2,,m;; 0 = 1,k bootstrap 6rnekleri rastgele olarak 9;;(t) =
yij(®) =0;(t), j =1,2,+,n;; 0 = 1,2,k seklinde gdsterilen tahmini konu-etki
fonksiyonlarindan tiiretilmis olsun. Bu takdirde bootstrap yontemi,

;i () = 1;() + v;;(0), j =12, n;i=12-k (4.96)
seklinde ifade edilir.

Boylece k tane bootstrap orneklerine dayali olarak k tane ornek grubunun
ortalama fonksiyonlar1 ¥y, (t),, (¢),..,¥, (t), émek genel ortalama fonksiyonu

i_’f(t) ve toplanmig 6rnek kovaryans fonksiyonu y*(s, t) hesaplanabilmektedir. Daha

sonra yine bootstrap Ornegi kullanilarak GAKT, (t) ve HKT,(t) test istatistikleri

sirasiyla,
k
GAKT, (t) = Z MIFAGESFNGIEFAORSAGIIE (4.97)
i=1
HKT,;(t) = (n — k)y*(t, t) (4.98)

esitlikleri ile hesaplanabilir.
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Bu durumda L,-norm tabanli bootstrap testi veya F-tipi bootstrap testi i¢in test

istatistikleri sirasiyla,

T, = f GAKT, (t)dt (4.99)
T
[ GAKT, (t)dt
= [ HKT;(t)dt (4.100)
T n—k

seklinde ifade edilir.

Bu siireg, T,, veya F, istatistiklerinin 6rnekleme dagilimina ait 100(1 — «)
yiizdelik degerini tahmin etmek i¢in kullanilacak olan T,; veya F,; istatistiklerini elde

etmek icin bir¢ok kez tekrarlanir.
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5. BULGULAR VE TARTISMA

Bu calismada Tiirkiye’nin 81 ili i¢in, Meteoroloji Genel Miidiirliigli’'nden temin
edilen bazi iklimsel degiskenlere ait 2012-2018 yillar1 aras1 giinliik verilerden
olusturulan fonksiyonel veriler, FVA teknikleri ile incelenmistir. S6z konusu iklim

degiskenleri sunlardir:
X;(t) = Giinliik ortalama sicaklik (°C)
X, (t) = Giinliik toplam yagis miktar1 (kg/m?)
X3 (t) = Giinliik sicaklik degisimi (°C)
X,(t) = Ginlik buharlasma miktari (mm)
X5 (t) = Giinliik glineslenme siiresi (saat)
Burada t € T olup, T = [0,2557] dir.

Bu verilerin analiz edilmesinde kullanilan FVA teknikleri; Fourier baz
fonksiyon yaklasimi, piiriizlii ceza yaklasimi, FTBA, fonksiyonel model tabanh
kiimeleme ve FANOVA’dir. Bu veri analizi yontemleri ile ilgili detayli bilgiler
onceki boliimlerde verilmistir. Bu boliimde bahsedilen yontemlere gore analizlerden

elde edilen bulgular degerlendirilecektir.

Bu caligmanin ilk kisminda, giinliik ortalama sicaklik, giinliik toplam yagis
miktari, glinliik sicaklik degisimi, gilinliik buharlasma miktar1 ve giinliik giineslenme
stiresi verilerinin incelenmesi gereken baz fonksiyon sayisi belirlenmistir. Bu
kapsamda verileri agiklamasi beklenen baz fonksiyon sayist 365 olarak tespit
edilmigtir. 81 il igin 365 ayrik noktada olglilen ¢ok degiskenli verilere ait
fonksiyonlarin olusturulmasinda Fourier baz fonksiyon ve piiriizlii ceza yaklagimi
kullanilmistir. Bu yaklasimlar sayesinde her degisken i¢in 81 adet bireysel fonksiyon
olusturulmustur. Verilere ait diizgiinlestirme parametrelerinin belirlenmesinde GCV
kullanilmistir. Olusturulan fonksiyonlara FTBA uygulanmis ve FTBA’ya gore
degiskenlerin varyans agiklama orani ile ana bilesen skorlart bulunmustur. Buna
paralel olarak veriler i¢in degiskenligin neden kaynaklandigini gosteren grafikler
elde edilmis ve ana bilesen skorlar1 ile desteklenmistir. Fonksiyonel model tabanli

kiimeleme yontemi kullanilarak, ¢ok degiskenli fonksiyonel veriler yardimiyla illerin
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kiimelenme yapis1 belirlenmistir. Her bir fonksiyonel veri seti icin FANOVA
kullanilarak, kiimelenen fonksiyonlarin ortalamalar1 bakimindan anlamli bir farklilik
olup olmadig: test edilmistir. Bu uygulamalar, R programi kullanilarak yapilmistir.
Analizde fda, fda.usc, funHDDC, f{dANOVA paketleri kullanilmistir (URL-1; URL-
2; URL-3; URL-4).

5.1. Degiskenlerin Bireysel Fonksiyonlarinin incelenmesi

Calismanin bu kisminda, ele alinan bes iklimsel degiskenle ilgili olarak bireysel
fonksiyonlar olusturulmus ve degerlendirilmistir. S6z konusu bireysel fonksiyonlarin
olusturulmasinda Fourier baz fonksiyonlar1 ve piiriizlii ceza yaklagimi kullanilmigtir.
Bes iklimsel degiskenin her biri i¢in 81 tane bireysel fonksiyon elde edilmistir. Elde
edilen fonksiyonlarin sekilsel gosterimleri incelenerek, bireysel davranislari
hakkinda yorum yapilmistir. Sekillere gore fonksiyonlarin siniisodial bir yap1

gosterdiklerini soylemek miimkiindiir.

Giinliik ortalama sicaklik degiskenine (X;(t)) ait bireysel fonksiyonlar Sekil
5.1’de gosterilmektedir. Sekil 5.1’de en yiiksek sicakliklarin yaz aylarina ve en
diistik sicakliklarin ise kis aylarmma denk geldigi goriilmektedir. Yaz aylarinda
sicakliklar tepe noktasina ulastiktan sonra azalmaktadir. Kis aylarinda ise sicakliklar
dip noktasina ulastiktan sonra artmaktadir. Yaz aylarinda sicakliklart pozitif yonde
yukar1 ¢eken ug degerlerin, kis aylarinda ise sicakliklari negatif yonde asagi ¢eken ug

degerlerin mevcut oldugu goriilmektedir.
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Sekil 5. 1. Giinliik Ortalama Sicaklik igin 81 Bireysel Fonksiyon
Giinlik toplam yagis miktaria (X,(t)) ait bireysel fonksiyonlar Sekil 5.2°de
verilmistir. Sekil 5.2°de en yiiksek yagis miktarinin kis aylarina ve en diisiik yagis
miktarinin ise yaz aylarina denk geldigi goriilmektedir. Kis aylarinda yagis miktari
tepe noktasina ulastiktan sonra azalmaktadir. Yaz aylarinda ise yagis miktari dip
noktasina ulastiktan sonra artmaktadir. Kis aylarinda yagis miktarin1 pozitif yonde
yukart ¢eken ug degerlerin, yaz aylarinda ise yagis miktarini negatif yonde asagi

¢eken ug degerlerin mevcut oldugu goriilmektedir.
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Sekil 5. 2. Giinliik Toplam Yagis Miktar1 i¢in 81 Bireysel Fonksiyon

Giinlik sicaklik degisimine (X5(t)) ait bireysel fonksiyonlar Sekil 5.3’de
gosterilmistir. Sekil 5.3’de en yiiksek sicaklik degisim degerlerinin yaz aylarma ve
en disiik sicaklik degisim degerlerinin ise kis aylarina denk geldigi goriilmektedir.
Yaz aylarinda sicaklik degisim degerleri tepe noktasina ulastiktan sonra
azalmaktadir. Kig aylarinda ise sicaklik degisim degerleri dip noktasina ulastiktan
sonra artmaktadir. Yaz aylarinda sicaklik degisim degerlerini pozitif yonde yukar
¢eken ug degerlerin, kis aylarinda ise sicaklik degisim degerlerini negatif yonde asagi

ceken ug degerlerin mevcut oldugu goriilmektedir.
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Sekil 5. 3. Giinliik Sicaklik Degisimi i¢in 81 Bireysel Fonksiyon

Ginlik buharlasma miktarma (X,(t)) ait bireysel fonksiyonlar Sekil 5.4’de
verilmistir. Sekil 5.4’de en yiiksek buharlasma miktarinin yaz aylarina ve en disiik
buharlasma miktarinin ise kig aylarma denk geldigi goriilmektedir. Yaz aylarinda
buharlasma miktar1 tepe noktasina ulastiktan sonra azalmaktadir. Kis aylarinda ise
buharlagma miktar1 dip noktasina ulastiktan sonra artmaktadir. Yaz aylarinda
buharlagma miktarint pozitif yonde yukari ¢eken u¢ degerlerin, kis aylarinda ise
buharlasma miktarin1 negatif yonde asagi ceken ug¢ degerlerin mevcut oldugu

goriilmektedir.
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Buhariasma icin Bireysel Fonksiyonlar

Buharlaema Stires|

Sekil 5. 4. Giinliik Buharlagma Miktari igin 81 Bireysel Fonksiyon

Giinlik giineslenme siiresine (X5(t)) ait bireysel fonksiyonlar Sekil 5.5’de
gosterilmektedir. Sekil 5.5’de en fazla giineslenme siiresinin yaz aylarina ve en az
glineslenme siiresinin ise kig aylarina denk geldigi goriilmektedir. Yaz aylarinda
giineslenme siireleri tepe noktasina ulastiktan sonra azalmaktadir. Kis aylarinda ise
giineslenme siireleri dip noktasina ulastiktan sonra artmaktadir. Yaz aylarinda
giineslenme stirelerini pozitif yonde yukari g¢eken ug degerlerin, kis aylarinda ise

giineslenme siirelerini negatif yonde asagi ¢eken u¢ degerlerin mevcut oldugu

gorilmektedir.
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Sekil 5. 5. Giinliik Giineslenme Siiresi i¢in 81 Bireysel Fonksiyon

5.2. Degiskenlerin  Simiilasyon ile  Diizgiinlestirme Parametrelerinin

Belirlenmesi

Simiilasyon c¢alismasi, kullanilan iklimsel degiskenler i¢in diizgiinlestirme
parametrelerinin belirlenmesi amaciyla yapilmistir. Her bir iklimsel degisken igin
ayr1 ayr1 uygulanan simiilasyon caligmalar1 sonucunda elde edilen diizgiinlestirme
parametreleri Sekil 5.6-5.10’da ve simiilasyon sonuglar1 ise Cizelge 5.1-5.5°de
verilmistir. Diizgiinlestirme parametresi belirlenirken 365 baz fonksiyonu

kullanilmistir.

Sekil 5.6 giinliikk ortalama sicaklik verilerine ait diizgiinlestirme parametresinin
belirlenebilmesi igin yapilan simiilasyon caligmasina ait grafikleri, Cizelge 5.1 ise
simiilasyon sonuglarini1 gostermektedir. Calismada [-5,5] degerleri i¢in simiilasyon
yapilmis ve minimum GCV degeri diizgiinlestirme parametresi olarak belirlenmistir.

Bu deger giinliik ortalama sicaklik verileri igin 2 olarak alinmustir.
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Sekil 5. 6. Giinliik Ortalama Sicaklik icin GCV Simiilasyonu

Cizelge S. 1. Giinliik Ortalama Sicaklik i¢in Simiilasyon Sonuglari

Degerler Serbestlik Derecesi GCV
-5 364,5013 1001,76
-4 360,231 997,8755
-3 330,8371 971,9769
-2 254,8712 910,8631
-1 177,8344 857,1082
0 121,6026 826,9709
1 82,90069 816,5622
2 56,49807 816,0434
3 38,51261 820,5284
4 26,26832 825,4053
5 17,9403 829,75

Sekil 5.7 giinliik toplam yagis miktar1 verilerine ait diizgiinlestirme
parametresinin belirlenebilmesi i¢in yapilan simiilasyon g¢alismasina ait grafikleri,
Cizelge 5.2 ise simiilasyon sonuglarini gostermektedir. Calismada simiilasyon araligi
[-5,5] olarak alinmig ve minimum GCV degeri diizgiinlestirme parametresi olarak

belirlenmistir. Bu deger giinliik toplam yagis verileri i¢in 2 olarak elde edilmistir.
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belirlenebilmesi i¢in yapilan simiilasyon caligmasina ait grafikleri, Cizelge 5.3 ise
simiilasyon sonuglarint gostermektedir. Simiilasyon araligi [-5,5] alinmis olup Sekil

5.8’e gore minimum GCV degeri diizglinlestirme parametresi olarak alinmistir. Bu
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Sekil 5. 7. Giinliik Toplam Yagis i¢cin GCV Simiilasyonu

Cizelge 5. 2. Giinliik Toplam Yagis i¢in Simiilasyon Sonuglari

Degerler Serbestlik Derecesi GCV
-5 364,5013 56,05391
-4 360,231 55,83885
-3 330,8371 54,4874
-2 254,8712 51,67523
-1 177,8344 49,49375
0 121,6026 48,41473

1 82,90069 48,08578
2 56,49807 48,03698
3 38,51261 48,09322
4 26,26832 48,19835
5 17,9403 48,33542

Sekil 5.8 giinliik sicaklik degisimi verilerine ait diizgiinlestirme parametresinin

deger giinliik sicaklik degisimi verileri i¢in 2 olarak belirlenmistir.
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Sekil 5. 8. Giinliik Sicaklik Degisimi i¢in GCV Simiilasyonu
Cizelge 5. 3. Giinliik Sicaklik Degisimi i¢in Simiilasyon Sonuglari
Degerler Serbestlik Derecesi GCV
-5 364,5013 1160,777
-4 360,231 1156,309
-3 330,8371 1127,672
-2 254,8712 1065,507
-1 177,8344 1015,771
0 121,6026 991,0959
1 82,90069 984,7931
2 56,49807 984,1055
3 38,51261 988,8072
4 26,26832 993,9249
5 17,9403 996,1273
Sekil 5.9 giinlik buharlasma siiresi verilerine ait diizglinlestirme

1150

Giinliik Stcakik Degjsimi icin Diizgiinlegtirme Parametresi
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parametresinin belirlenebilmesi i¢in simiilasyon galismasina ait grafikleri, Cizelge
5.4 ise simiilasyon sonuglarini géstermektedir. Simiilasyon araligi [-5,5] alinmis olup
Sekil 5.9’a gore minimum GCV degeri diizgiinlestirme parametresi olarak alinmistir.

Bu deger giinliik sicaklik degisimi verileri i¢in 3 olarak belirlenmistir.
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parametresinin belirlenebilmesi i¢in simiilasyon g¢alismasina ait grafikleri, Cizelge
5.5 ise simiilasyon sonuglarmi gostermektedir. Simiilasyon araligr [—5,5] alinmisg

olup, minimum GCV degeri diizgiinlestirme parametresi olarak belirlenmistir. Bu
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Sekil 5. 9. Giinliik Buharlasma Miktari i¢in GCV Simiilasyonu
Cizelge 5. 4. Giinlik Buharlagsma Miktari i¢in Simiilasyon Sonuglari
Degerler Serbestlik Derecesi GCV
-5 364,5013 482,1474
-4 360,231 480,2832
-3 330,8371 468,0453
-2 254,8712 439,8923
-1 177,8344 415,0447
0 121,6026 399,7455
1 82,90069 391,4655
2 56,49807 387,3497
3 38,51261 386,5378
4 26,26832 387,4616
5 17,9403 389,0577
Sekil 5.10 giinlik giineslenme siiresi verilerine ait diizgiinlestirme

Giinliik Buharlagma Miktan icin Dizgiinkegtirne Paramelresi
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deger giinliik glineslenme siiresi verileri i¢in 1 olarak belirlenmistir.
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5.3.1llere Gore Iklimsel Verilerin Fonksiyonel Temel Bilesen Analizi ile

Iklimsel degiskenlere ait verilerdeki degiskenligin sebebini arastirmak icin FTBA
kullanilmistir. Temel bilesenler i¢in olusturulan ortalama fonksiyonlarini temsil eden
egriler etrafindaki (+) ve (-) isaretler, bu ortalama fonksiyonlarin 6zdegerlerinin
eklenmesinin ve ¢ikarilmasiin etkisini gostermektedir. Bu isaretler ortalama
fonksiyonlardan ne kadar uzaklasirsa, sapmalar da o kadar yiiksek olmaktadir.
Ortalamadan sapmalarin yiiksek olmasi degiskenligin sebebinin belirlenmesinde
kullanilmaktadir. Iklimsel degiskenlere gore ilk iki temel bilesen fonksiyonlart

lizerinde sapmalarin belirlenmesi ve bu temel bilesenlerin degiskenlik aciklama
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Sekil 5. 10. Giinliik Giineslenme Siiresi i¢in GCV Simiilasyonu

Cizelge 5. 5. Giinliik Giineslenme Siiresi i¢in Simiilasyon Sonuglari

Degerler Serbestlik Derecesi GCV
-5 364,5013 894,0939
-4 360,231 890,6692
-3 330,8371 869,3652
-2 254,8712 826,0291
-1 177,8344 792,9708
0 121,6026 778,4261
1 82,90069 776,7679
2 56,49807 781,1089
3 38,51261 789,639
4 26,26832 797,0927
5 82,90069 776,7679

Degerlendirilmesi

oranlar1 Sekil 5.11-5.15"de, FTBA i¢in skorlar ise Cizelge 5.6-5.10’da verilmistir.
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Sekil 5.11°de giinliikk ortalama sicaklik verileri i¢in, birinci temel bilesen
fonksiyonu iizerinde ortalama sapmalarin kis aylarina rastladigi gézlemlenmektedir.
Bagka bir ifadeyle %55,8 degiskenlik agiklama giiciiyle giinliik ortalama sicaklik
acisindan, fonksiyonlar arasindaki birinci temel degiskenligin kis aylarindan
kaynaklandig1 goriilmektedir. Ikinci temel bilesen fonksiyonu iizerinde ortalama
sapmalarin yaz aylarina rastladigi gozlemlenmektedir. Yani %35,8 degiskenlik
aciklama giicliyle giinliik ortalama sicaklik agisindan, fonksiyonlar arasindaki temel

degiskenligin yaz aylarindan kaynaklandig goriilmektedir.

Birinei Ana Bilegen Fonksivonu (Degiskenlik Aciddama Yiizdesi %235.8)
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Sekil 5. 11. Giinliik Ortalama Sicaklik i¢in Temel Bilesen Fonksiyonlari

Cizelge 5.6 incelendiginde temel bilesen skorlar1 %55,8 degiskenlik
aciklayabilme giiciiyle birinci temel bilesen i¢in degerlendirildiginde Elazig,
Giresun, Ordu, Rize, Samsun, Sinop, Zonguldak, Bursa, Kocaeli, Sakarya, Yalova,
Balikesir, Tekirdag, Istanbul, Aydin, Denizli, Izmir, Manisa, Mugla, Adana, Antalya,
Hatay, Mersin, Kahramanmarag, Osmaniye, Adiyaman, Kilis ve Sanliurfa illerinin
birinci temel bilesen iizerinde etkili oldugu ve yliksek temel bilesen skoruna sahip
olduklar1 goriilmektedir. Degiskenligin sebebinin kis aylar1 oldugunu gosteren birinci
temel bilesen icin veriler incelendiginde kis aylarindaki en yiiksek sicakliklarin bu
illere ait oldugu goriilmektedir. ikinci temel bilesen agisindan degerlendirildiginde
Agr1, Ardahan, Bayburt, Erzurum, Kars, Elazig, Bitlis, Tunceli, Artvin, Giimiishane,

Trabzon, Bartin, Cankiri, Corum, Kastamonu, Tokat, Bolu, Eskisehir, Afyon, Usak,
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Kayseri ve Nevsehir illerinin etkili oldugu ve yiiksek bir temel bilesen skoruna sahip
olduklar1 goriilmektedir. Degiskenligin %35,8’ini agiklama gliciine sahip ikinci temel
bilesen i¢in veriler incelendiginde, yaz aylarindaki en yliksek sicakliklarin bu illere

ait oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5. 6. Giinliik Ortalama Sicaklik i¢in Temel Bilesen Skorlari

iller Birinci Temel Bilesen Skorlar1  ikinci Temel Bilesen Skorlar
Agrt -371,333 148,4286
Ardahan -370,082 286,8941
Bayburt -235,328 185,0184
Erzincan -118,618 26,72335
Erzurum -283,026 181,0255
Igdir -109,914 -51,1457
Kars -353,949 244,3627
Bingol -109,991 -35,3781
Bitlis -246,007 122,4029
Elaz1g 83,89337 120,4828
Hakkari -171,529 12,37877
Malatya -30,9869 -97,1962
Mus -238,327 -2,57662
Tunceli -353,949 244,3627
Van -118,618 26,72335
Artvin 10,64114 77,32119
Giresun 138,4644 -2,56892
Giimiishane -118,228 133,1189
Ordu 128,1139 -0,13545
Rize 110,3657 -3,40667
Trabzon 10,64114 77,32119
Amasya 28,70938 -7,12093
Bartin 30,36894 61,55894
Cankiri -92,56375 69,80659
Corum -83,9435 117,8886
Karabiik 20,22826 8,709424
Kastamonu -101,748 152,0578
Samsun 131,6901 3,075403
Sinop 108,0111 22,16805
Tokat -83,9435 117,8886
Zonguldak 91,75443 54,77748
Bilecik 12,50586 43,09911
Bolu -47,6462 131,7843
Bursa 89,96479 -24,5967
Diizce 43,22716 50,88832
Eskisehir -73,6528 102,3419
Kocaeli 122,8035 -26,9902
Sakarya 126,126 -20,3757
Yalova 113,9357 -9,86661
Canakkale 114,7512 -49,4796
Edirne 30,9974 -24,3049
Kirklareli 30,45616 -5,79129
Balikesir 84,45016 -26,7721
Tekirdag 90,44902 -19,186
Istanbul 124,9351 -47,3969
Afyonkarahisar -55,9553 70,96115
Aydin 175,4692 -144,356
Denizli 118,2738 -107,789
[zmir 197,1292 -141,19
Kiitahya -56,4287 101,8481
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Manisa
Mugla
Usak
Ankara
Karaman
Konya
Aksaray
Kayseri
Kirikkale
Kirsehir
Nevsehir
Nigde
Sivas
Yozgat
Adana
Antalya
Burdur
Hatay
Isparta
Mersin
Kahramanmaras
Osmaniye
Adiyaman
Batman
Diyarbakir
Gaziantep
Kilis
Mardin
Siirt
Sanlurfa

119,0317
244,5682
-55,9553
-39,1921
-39,4175
-33,2098
-34,0529
-95,9876
-57,5819
-76,1034
-73,016
-66,1804
-143,743
-123,636
249,9168
273,615
1,749526
316,3474
-32,2873
220,4405
107,8594
215,5446
91,49265
10,92073
55,45064
50,86642
131,2746
53,11091
35,8052
139,0481

-122,094
-177,894
70,96115
23,35903
30,3757
8,609689
11,88015
78,74226
15,92039
43,3476
87,70753
59,20416
128,75
155,6946
-168,381
-179,62
-11,0119
-206,622
48,63957
-140,802
-164,281
-157,656
-206,379
-162,395
-183,465
-127,096
-159,831
-175,907
-186,941
-254,377

Sekil 5.12°de giinliik toplam yagis verileri igin, birinci temel bilesen
fonksiyonu iizerinde ortalama sapmalarin kis aylarina rastladigi gézlemlenmektedir.
Bagka bir ifadeyle %48,1 degiskenlik aciklama giiciiyle giinlik toplam yagis
acisindan, fonksiyonlar arasindaki birinci temel degiskenligin kis aylarindan
kaynaklandig: gériilmektedir. ikinci temel bilesen fonksiyonu iizerinde ortalama
sapmalarin ilkbahar aylaria rastladigi gézlemlenmektedir. Yani %23,4 degiskenlik

aciklama giiciiyle giinliik toplam yagis agisindan, fonksiyonlar arasindaki ikinci

temel degiskenligin yaz aylarindan kaynaklandig1 goriilmektedir.
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Birinci Ana Bilesen Fonksivonu (Degiskenlik Actdama Vitzdesi %48.1)
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Sekil 5. 12. Giinlikk Toplam Yagis i¢in Temel Bilesen Fonksiyonlari

Cizelge 5.7 incelendiginde temel bilesen skorlari, %48,1 degiskenlik
aciklayabilme giiciiyle birinci temel bilesen i¢in degerlendirildiginde, ozellikle
Diyarbakir ilinin birinci temel bilesen iizerinde etkili oldugu ve yiiksek ana bilesen
skoruna sahip oldugu goriilmektedir. Degiskenligin sebebinin kig aylari oldugunu
gosteren birinci temel bilesen igin veriler incelendiginde, kis aylarindaki en yiiksek
yagism bu ile ait oldugu goriilmektedir. Ikinci temel bilesen acisindan
degerlendirildiginde, ozellikle Dogu ve Giineydogu Anadolu Bolgesinde yer alan
illerin etkili oldugu ve yiiksek bir ana bilesen skoruna sahip olduklar1 gériilmektedir.
Degiskenligin %23,4’linii agiklama gliciine sahip ikinci temel bilesen i¢in veriler

incelendiginde yaz aylarinda en diisiik yagislarin bu illere ait oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5. 7. Giinliik Toplam Yagis i¢in Temel Bilesen Skorlari

iller Birinci Temel Bilesen Skorlar1  ikinci Temel Bilesen Skorlar:
Agrt -0,43946 -2,771
Ardahan -1,18358 -15,0178
Bayburt -3,09364 -4,06381
Erzincan -3,49074 -0,21725
Erzurum -6,1721 -7,51391
Igdir -8,89437 -2,01308
Kars -3,14883 -8,36653
Bingol 2,720144 5,758561
Bitlis 12,31718 6,402775
Elaz1g -1,22877 8,10097
Hakkari 3,799882 3,236409
Malatya -7,49299 2,34121
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Adiyaman 0,585116 9,31383

Batman -1,74173 8,179005
Diyarbakir 81,00727 -49,8084
Gaziantep -1,09289 9,219251

Kilis -5,04881 6,753461
Mardin -3,63196 4,563533
Siirt -1,02233 2,163498
Sanliurfa -6,34311 6,669898
Sirnak 0,186226 3,077754

Sekil 5.13’de giinliik sicaklik degisimi i¢in, birinci temel bilesen fonksiyonu
tizerinde ortalama sapmalarin ilkbahar ve yaz aylarina rastladigi gézlemlenmektedir.
Bagka bir ifadeyle %58,1 degiskenlik aciklama giiciiyle giinliik sicaklik degisimi
acisindan, fonksiyonlar arasindaki birinci temel degiskenligin ilkbahar ve yaz
aylarindan kaynaklandig1 goriilmektedir. Ikinci temel bilesen fonksiyonu iizerinde
ortalama sapmalarin kig aylarina rastladigi gozlemlenmektedir. Yani %32,6
degiskenlik aciklama giiciiyle gilinliikk sicaklik degisimi agisindan, fonksiyonlar

arasindaki temel degiskenligin kis aylarindan kaynaklandig1 goriilmektedir.
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Sekil 5. 13. Giinliik Sicaklik Degisimi i¢in Ana Bilesen Fonksiyonlari

Cizelge 5.8 incelendiginde, Ana Bilesen Skorlart %58,1 degiskenlik
aciklayabilme giiciiyle birinci temel bilesen i¢in degerlendirildiginde; Agri, Ardahan,
Bayburt, Kars, Erzincan, Erzurum, Bing6l, Elazig, Mus, Tunceli, Cankiri, Corum,

Burdur, Karabiik, Kastamonu ve Sivas illerinin birinci ana bilesen lizerinde etkili
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oldugu ve yiiksek temel bilesen skoruna sahip olduklar1 goriilmektedir.
Degiskenligin sebebinin ilkbahar ve yaz aylar1 oldugunu gdsteren birinci temel
bilesen i¢in veriler incelendiginde, yaz ve ilkbahar aylarindaki en yiiksek sicaklik
degisiminin bu illere ait oldugu goriilmektedir. Ikinci temel bilesen agisindan
degerlendirildiginde Ardahan, Kars, Corum, Kayseri, Osmaniye, Mersin ve Isparta
illerinin etkili oldugu ve yiliksek bir temel bilesen skoruna sahip olduklar
goriilmektedir. Degiskenligin %32,6’s1n1 agiklama giicline sahip ikinci temel bilesen
i¢cin veriler incelendiginde, kis aylarinda en yiiksek sicaklik degisimlerinin bu illere

ait oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5. 8. Giinliik Sicaklik Degisimi i¢in Temel Bilesen Skorlari

iller Birinci Temel Bilesen Skorlar1  Ikinci Temel Bilesen Skorlari
Agn 139,2383 64,27275
Ardahan 73,09543 71,32479
Bayburt 117,3727 52,01881
Erzincan 96,69941 39,92822
Erzurum 73,94607 10,16191
Igdir 42,32168 45,01523
Kars 105,2438 96,45177
Bingol 74,42523 24,04265
Bitlis -2,69752 -48,9707
Elazig 70,92827 26,31089
Hakkari -23,5942 -55,5103
Malatya 36,77127 -22,0761
Mus 80,40727 -43,2595
Tunceli 129,1122 66,85772
Van -0,25655 4,689204
Artvin -103,634 -65,1879
Giresun -218,582 -151,21
Giimiishane 66,0743 33,38917
Ordu -187,902 -112,451
Rize -183,27 -87,7907
Trabzon -183,27 -87,7907
Amasya 69,92126 46,40323
Bartin -0,97386 60,16096
Cankirt 140,5331 75,511
Corum 130,0062 84,54537
Karabiik 91,23502 67,15505
Kastamonu 94,67842 56,13948
Samsun -187,206 -111,715
Sinop -206,883 -171,928
Tokat 46,90474 23,72161
Zonguldak -178,251 -139,611
Bilecik -6,98685 -42,0534
Bolu 45,20618 40,76695
Bursa -4,69513 19,6236
Diizce -20,5264 13,94009
Eskisehir 53,51338 50,85568
Kocaeli -71,6165 -58,7829
Sakarya -38,3039 -12,5481
Yalova -89,3056 -98,5001
Canakkale -106,499 -197,881
Edirne 65,76327 8,801579
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Kurklareli 10,11873 -26,2765
Balikesir -80,3863951 -8,27852085
Tekirdag -117,2106072 -80,20385261
Istanbul -100,3695733 -73,32123615
Afyonkarahisar 47,3590232 23,50707138
Aydm 46,5693997 38,04324389
Denizli 30,2033614 18,36447173
[zmir -84,3757444 -58,22950154
Kiitahya 46,9942492 35,40471873
Manisa 4,5111216 5,68212971
Mugla -42,260452 36,70883367
Usak 48,8787715 30,95407235
Ankara 35,9508762 11,14745109
Karaman 59,4816691 58,63030793
Konya -3,3710437 9,50098205
Aksaray 33,0748253 41,74783199
Kayseri 133,206483 103,3965336
Kirikkale 53,5492015 26,94125594
Kirsehir 47,0880413 56,70432077
Nevsehir 24,73517 -18,53791137
Nigde 47,3400404 56,92617598
Sivas 101,4970982 59,43196434
Yozgat 10,8510462 8,48020595
Adana -68,8377232 41,73251003
Antalya -167,5845422 -61,75268187
Burdur 90,9004282 64,13766692
Hatay -216,2999417 -74,76657255
Isparta 68,4115767 70,85081757
Mersin -67,2116978 79,7562735
Kahramanmaras 15,3426835 16,36310109
Osmaniye -47,0223042 88,10341234
Adiyaman 21,8120758 -6,27885027
Batman 37,5848424 -22,42410353
Diyarbakir 53,6229993 39,06383032
Gaziantep 16,8238774 21,98337308
Kilis 25,734269 -33,17228925
Mardin -95,2569757 -104,5463341
Siirt 9,1818995 -10,25047102
Sanliurfa -7,797184 -0,02751526
Sirnak -86,0459605 -81,35996913

Sekil 5.14°de giinliik buharlagsma miktar1 i¢in, birinci temel bilesen fonksiyonu
tizerinde ortalama  sapmalarin  ilkbahar ve yaz aylarma rastlandigi
gozlemlenmektedir. Bagka bir ifadeyle %44,7 degiskenlik aciklama giiciiyle giinliik
buharlasma miktar1 acgisindan, fonksiyonlar arasindaki birinci temel degiskenligin
ilkbahar ve yaz aylarindan kaynaklandigi goriilmektedir. Ikinci temel bilesen
fonksiyonu  iizerinde ortalama sapmalarin ilkbahar aylarma rastladigi
gozlemlenmektedir. %37,2 degiskenlik agiklama giicliyle giinliik buharlagsma miktari
acisindan, fonksiyonlar arasindaki temel degiskenligin ilkbahar aylarindan

kaynaklandig1 anlamina gelmektedir.
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Birinci Ana Bilesen Fonksiyvonu (Degigkenlik Aciklama Viizdesi %644.7)
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Sekil 5. 14. Giinlikk Buharlagsma Miktari i¢in Temel Bilesen Fonksiyonlari

Cizelge 5.9 incelendiginde, temel bilesen skorlar1 %44,7 degiskenlik
aciklayabilme giiciiyle birinci temel bilesen i¢in degerlendirildiginde Malatya,
Burdur, Mersin, Diyarbakir, Gaziantep, Mardin, Kilis, Siirt, Sanlurfa ve Sirnak
illerinin birinci temel bilesen iizerinde etkili oldugu ve yliksek temel bilesen skoruna
sahip olduklar1 goriilmektedir. Degiskenligin sebebinin ilkbahar ve yaz aylan
oldugunu gosteren birinci temel bilesen igin veriler incelendiginde, ilkbahar ve yaz
aylarindaki en yiiksek buharlasmalarin bu illere ait oldugu goriilmektedir. Ikinci
temel bilesen acisindan degerlendirildiginde Giimiishane, Karabiik, Bilecik, Bolu,
Bursa, Yalova, Antalya, Hatay ve Adana illerinin etkili oldugu ve yiiksek bir temel
bilesen skoruna sahip olduklar1 goriilmektedir. Degiskenligin %37,2’sini agiklama
giiciine sahip ikinci temel bilesen icin veriler incelendiginde, ilkbahar aylarinda en

yiiksek buharlagmalarin bu illere ait oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5. 9. Giinliik Buharlagma Miktar1 i¢in Temel Bilesen Skorlart

iller Birinci Temel Bilesen Skorlar1  ikinci Temel Bilesen Skorlar:
Agrt 5,947979 -21,3928
Ardahan -5,07439 -19,8688
Bayburt 5,947979 -21,3928
Erzincan 11,08317 -5,25883
Erzurum -5,07439 -19,8688
Igdir -16,0414 -16,5274
Kars -5,07593 -19,8706
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Hatay 20,99793 118,146

Isparta -21,0698 -15,7955
Mersin 74,92057 4,307298
Kahramanmaras -21,0698 -15,7955
Osmaniye -1,38268 -9,01828
Adiyaman -21,0698 -15,7955
Batman -29,6287 -19,1061
Diyarbakir 76,99748 3,038168
Gaziantep 71,95801 -2,67916
Kilis 71,95801 -2,67916
Mardin 76,99748 3,038168
Siirt 125,7159 17,774
Sanliurfa 76,99748 3,038168
Sirnak 125,7159 17,774

Sekil 5.15°de giinliik giineslenme siiresi icin birinci temel bilesen fonksiyonu
tizerinde ortalama sapmalarin ilkbahar ve yaz aylarina rastladigi gézlemlenmektedir.
Bagka bir ifadeyle %45,8 degiskenlik agiklama giicliyle giinliik giineslenme siiresi
acisindan, fonksiyonlar arasindaki birinci temel degiskenligin ilkbahar ve yaz
aylarindan kaynaklandig1 goriilmektedir. ikinci temel bilesen fonksiyonu iizerinde
ortalama sapmalarin kis aylarina rastladigi gozlemlenmektedir. %28,7 degiskenlik
aciklama giicliyle giinliik giineslenme siiresi agisindan, fonksiyonlar arasindaki temel

degiskenligin kis aylarindan kaynaklandigi goriilmektedir.
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Sekil 5. 15. Giinliik Glineslenme Siiresi i¢cin Temel Bilegsen Fonksiyonlari
Cizelge 5.10 incelendiginde, temel bilesen skorlar1 %45,8 degiskenlik
aciklayabilme giicliyle birinci temel bilesen i¢in degerlendirildiginde; Kars, Elazig,
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Izmir ve Mardin illerinin birinci temel bilesen iizerinde etkili oldugu ve yiiksek temel
bilesen skoruna sahip olduklar1 goriilmektedir. Degiskenligin sebebinin ilkbahar ve
yaz aylar1 oldugunu gosteren birinci temel bilesen igin veriler incelendiginde,
ilkbahar ve yaz aylarindaki en yiiksek giineslenme siirelerinin bu illere ait oldugu
goriilmektedir. Ikinci temel bilesen agisindan degerlendirildiginde, &zellikle
Akdeniz, Dogu Anadolu ve Giineydogu Anadolu Bolgesindeki illerin etkili oldugu
ve yiiksek bir temel bilesen skoruna sahip olduklar1 goriilmektedir. Degiskenligin
%28, 7’sini agiklama giiciine sahip ikinci temel bilesen i¢in veriler incelendiginde, kis

aylarinda en yiiksek giineslenme siirelerinin bu illere ait oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5. 10. Giinliikk Giineslenme Siiresi i¢in Temel Bilesen Skorlari

iller Birinci Temel Bilesen Skorlar: ikinci Temel Bilesen Skorlar
Agr 0,148573 2,310227
Ardahan -80,1546 -25,2327
Bayburt 31,46266 -29,8757
Erzincan -44,6033 0,600664
Erzurum 0,953825 13,25794
Igdir -51,5624 -16,6867
Kars 246,061 271,1972
Bingol -68,186 -2,53547
Bitlis 55,88766 -51,3249
Elaz1g 75,58043 -95,2064
Hakkari 40,22892 30,885
Malatya 40,14646 30,97266
Mus 44,04708 -48,4219
Tunceli 39,24204 5,600102
Van 56,90207 64,53652
Artvin -91,928 -23,6989
Giresun -83,068 -41,3036
Giimiishane -35,0428 -39,2796
Ordu -136,309 -37,599
Rize -70,4708 -13,8847
Trabzon -115,104 -19,904
Amasya -65,2432 -27,7378
Bartin -21,2056 -31,4688
Cankiri -1,28811 -17,6562
Corum -23,459 -34,9044
Karabiik -46,8969 -45,5134
Kastamonu -78,7726 -36,9285
Samsun -47,4806 -37,9505
Sinop -41,2158 -50,9251
Tokat -33,6791 -17,1871
Zonguldak -31,5703 -51,6414
Bilecik 1,802047 -4,14483
Bolu -82,0009 -43,8101
Bursa -52,4193 -37,4444
Diizce -52,5437 -58,2679
Eskisehir -11,627 -8,07763
Kocaeli -40,0053 -24,4942
Sakarya -41,6608 -39,4421
Yalova 20,93074 -20,3515
Canakkale -2,57999 8,812605
Edirne 33,97944 -11,595
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Kurklareli -49,7175 -46,3776
Balikesir -19,637 -24,675
Tekirdag 4,0358 -12,2483
Istanbul -18,38 -7,41993
Afyonkarahisar 4,125997 5,615968
Aydin -12,2552 43,28312
Denizli 19,04877 13,17852
[zmir 74,38399 56,01453
Kiitahya -9,60131 -18,0054
Manisa 7,986139 -23,3626
Mugla 58,75294 43,57946
Usak 15,88578 3,722948
Ankara -21,1474 -14,8375
Karaman 60,01156 27,735
Konya -2,61282 0,553773
Aksaray 47,11822 16,25736
Kayseri 31,73368 -3,46001
Kirikkale 32,32038 2,562373
Kirsehir 34,57939 21,19083
Nevsehir 58,11876 -3,2286
Nigde 33,87013 24,55377
Sivas 52,06158 -12,3192
Yozgat 30,03656 13,13129
Adana 12,40237 56,56892
Antalya 64,4953 60,33144
Burdur 39,61371 30,39334
Hatay -36,8543 48,73057
Isparta -6,43112 25,33269
Mersin -109,576 -59,1288
Kahramanmaras 4,352894 3,138281
Osmaniye 56,78108 45,49668
Adiyaman -38,3973 -3,8577
Batman 13,68901 12,12578
Diyarbakir 59,2971 25,31728
Gaziantep -63,3932 32,24179
Kilis 69,69039 50,5426
Mardin 85,6851 94,45247
Siirt 46,54831 24,61239
Sanliurfa 66,21087 31,17378
Sirnak 67,87087 33,44384

5.4. Cok Degiskenli Fonksiyonel Verilerin Model Tabanh Kiimeleme Ydntemi

ile Kiimelenmesi

Fonksiyonel verilerin kiimelenmesinde, model tabanli kiimeleme yOntemi
kullanilmistir. Model tabanli kiimelemede, kiime sayisinin belirlenmesi i¢cin BIC
degeri kullanilmaktadir. Fonksiyonel verileri siniflandirmak i¢in FUunHDDC paketi
kullanilmigtir. Bu paket, fonksiyonel verileri, kiimeye 6zgii fonksiyonel alt uzaylara
uyarlayan bir pakettir. Kullanilan model ay by, Qi d),’dir. Iklimsel degiskenlerin hepsi
bir biitiin olarak diisiiniilerek kiimelenme yapisi ortaya konmustur. Bu ¢alismada,
hem model parametrelerini hem de gruba 6zgii fonksiyonel alt uzaylar1 belirlemek

icin EM algoritmas1 kullanilmistir. EM algoritmasi, iki ardisik adimin yaklasik
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olabilirlik degeri farkinin, belirlenen bir & esik degerinden diisiik oldugu zaman
durmaktadir. Bu ¢alismada, £ = e~® olarak secilmistir. Verilerin kiimelenmesi i¢in
yapilan iterasyon sayisi 200 olarak belirlenmistir. Burada ortalama fonksiyonu, ¢ok
degiskenli normal dagilim tarafindan iiretilmektedir. Kovaryans fonksiyonu tiim

ornek i¢in aynidir. Algoritma aynit model i¢in 20 defa ¢alistirilmistir.

Cizelge 5.11°de K = 2:10 igin simiilasyonlar yapilmis ve en iyi BIC degeri
kiime sayisinin belirlenmesinde kullanilmigtir. Simiilasyon sonucunda BIC =
—852432,9 bulunmus ve buna gore uygun Kiime sayist , K = 3 olarak belirlenmistir.
K = 3 i¢in kullanilan parametre sayis1 12779°dur.

Cizelge 5. 11. Kiime Sayisinin Belirlenmesi Simiilasyonu

Model K Esik BIC
ayjbpQrd, 2 0,2 -895676,97

aybQud, 3 02 -8524329
aribQed, 4 02 -882699,97
axibeQed, 5 02 -893239,81
apbrQed, 6 0,2 -900501,54
agbrQud, 7 0,2 -915744,96
axibQed, 8 0,2 -920961,45
axibQud, 9 02 -927554,87

ai;beQud, 10 0,2 -930631,85

Belirlenen kiime sayisina gore, model tabanli kiimeleme yontemi ile 81 ilin
iklimsel degiskenler yoniinden kiimelendirilmesi sonuglari, Cizelge 5.12°de
gosterilmistir. Bu sonuglara goére birinci kiimede 2 il, ikinci kiimede 56 il ve {i¢lincii
kiimede 23 il yer almistir. Model tabanli kiimeleme yontemine goére kiimeleme
sonuglarma bakildiginda yogunlagsmanin ikinci kiimede oldugu goriilmektedir.

Kiimelerin eleman sayilar1 bakimindan degerlendirildiginde, kiime yogunlasma

oranlari (%, i =1,2,3) Cizelge 5.13’deki gibidir. Bu oranlara gore ele alinan iklimsel

degiskenler yoniinden, Tiirkiye’deki illerin hemen hemen %69°u birbirine benzerlik
gosterirken yaklasik %31°nin bu illerden farklilastigini sdylemek miimkiindiir. Bu
%31’lik dilimin igerisinde yer alan ve iki ilden (Kars ve Canakkale) olusan birinci
kiimedeki iller 6zellikle cografi yerleri bakimindan dikkat g¢ekici bulunmustur.
Ciinkii cografi konum bakimindan biri iilkenin dogusunda yer alirken, digeri

batisinda yer almaktadir. Dolayisiyla bu iki ilin aym1 kiimede yer almasi
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beklenmeyen bir durum olup, bu illerin aykir1 gozlemler olarak ele alinabilecegi

distiniilmektedir.

Cizelge 5. 12. Model Tabanli Kiimeleme Sonuglari

Gruplar

Sira No 1 2 3
1 Canakkale Adiyaman Adana
2 Kars Afyonkarahisar Agn
3 Aksaray Antalya
4 Amasya Ardahan
5 Ankara Aydin
6 Artvin Balikesir
7 Bartin Bayburt
8 Batman Bitlis
9 Bilecik Bursa
10 Bing6l Elaz1g
11 Bolu Erzurum
12 Burdur Eskischir
13 Cankir1 Gumiishane
14 Corum Hakkari
15 Denizli Hatay
16 Diyarbakir Igdir
17 Diizce Karabiik
18 Edirne Mersin
19 Erzincan Mugla
20 Gaziantep Mus
21 Giresun Osmaniye
22 Isparta Tunceli
23 Istanbul Van
24 [zmir
25 Kahramanmaras
26 Karaman
27 Kastamonu
28 Kayseri
29 Kirikkale
30 Kirklareli
31 Kirsehir
32 Kilis
33 Kocaeli
34 Konya
35 Kiitahya
36 Malatya
37 Manisa
38 Mardin
39 Nevsehir
40 Nigde
41 Ordu
42 Rize
43 Sakarya
44 Samsun
45 Siirt
46 Sinop
47 Sivas
48 Sanlurfa
49 Sirnak
50 Tekirdag
51 Tokat
52 Trabzon
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53 Usak

54 Yalova

55 Yozgat

56 Zonguldak

Cizelge 5. 13. illerin ait Oldugu Kiime Olasiliklari
Kiime 1 2 3

Olasihk 0,024691 0,691358 0,283951

Calismada ele alinan iklimsel degiskenlere gore illerin kiimelenmesinde
kiimeleme fonksiyonlari Sekil 5.16 - 5.20’de gosterilmistir. Sekil 5.16 ile verilen
giinliik ortalama sicaklik ve Sekil 5.17°de verilen giinliik toplam yagis verisi harig,
diger sekillerde kiimeleri olusturulan ortalama fonksiyonlar arasinda fark oldugu net
bir sekilde goriilmektedir. Kirmizi ¢izgiler birinci kiimeye ait ortalama fonksiyonunu,
mavi ¢izgiler ikinci kiimeye ait ortalama fonksiyonunu ve yesil ¢izgiler ise ligiincii

kiimeye ait ortalama fonksiyonunu gostermektedir.

Meteorolojik veriler incelendiginde 2016-2017 yillar1 arasinda, ikinci kiimede

yer alan Karadeniz Bolgesindeki illere ait sicakliklarin diisiik oldugu goriilmiistiir.
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Sekil 5. 16. Giinliik Ortalama Sicaklik i¢in Kiimeleme Fonksiyonlari
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Meteorolojik veriler incelendiginde 2015-2016 yillart arasinda, iKinci kiimede
yer alan Karadeniz Bolgesindeki illerin yiiksek yagis aldigi ve sel felaketi ile

karsilastig1 goriilmiistiir.
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Sekil 5. 17. Giinliik Toplam Yagis Miktart icin Kiimeleme Fonksiyonlari
Meteorolojik veriler incelendiginde 2012-2018 yillar1 arasinda, ikinci kiimede

yer alan Dogu Anadolu Bolgesindeki illere ait sicaklik degisimlerinin yiiksek,

Karadeniz Bolgesindeki illere ait sicaklik degisimlerinin ise diisiik oldugu

gorilmiistiir.
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Sekil 5. 18. Giinliik Sicaklik Degisimi i¢in Kiimeleme Fonksiyonlari
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Meteorolojik veriler incelendiginde 2016-2017 yillart arasinda, iKinci kiimede
yer alan Giineydogu Anadolu Bolgesindeki illere ait buharlasmanin yiiksek oldugu

gorilmistiir.
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Sekil 5. 19. Giinliik Buharlagma Miktar1 i¢in Kiimeleme Fonksiyonlari
Meteorolojik veriler incelendiginde 2016-2017 yillar1 arasinda, ikinci kiimede
yer alan Giineydogu Anadolu Bolgesindeki illere ait giineslenme siirelerinin yiiksek

oldugu goriilmiistiir.
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Sekil 5. 20. Giinliik Glineglenme Siiresi i¢cin Kiimeleme Fonksiyonlari
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5.5. Cok Degiskenli Fonksiyonel Verilerin Fonksiyonel ANOVA ile Incelenmesi

Glinlik ortalama sicaklik (X;(t)), glnlik toplam yagis miktar1 (X,(t)), glinlik
sicaklik degisimi (X5(t)), glinlik buharlagsma miktar1 (X, (t)) ve gilinliik giineslenme
stiresi (X5(t)) olmak iizere, degiskenler icin ortalama fonksiyonlar1 bakimindan
aralarinda anlamli bir farklilik olup olmadiginin test edilmesinde FANOVA
kullanilmistir. Cizelge 5.14 FANOVA icin test istatistikleri ve p degerlerini

gostermektedir. Degiskenler igin test edilmek istenen hipotezler ise;
Hy:n1(8) = m2 () = n3(0)

Hy:3n;(t) digerlerinden farklidwr (i = 1,2,3)

seklindedir.

Giinliik ortalama sicaklik i¢in Cizelge 5.14 incelendiginde, kiimelerin ortalama
fonksiyonlar1 bakimindan anlamli bir farklilhik tasimadigi goriilmektedir. Sekil
5.16’da gorsel olarak, sonuglar desteklenmektedir. L,-norm tabanli testler
incelendiginde, yanli indirgenmis yontem (L,B) ve naive yontemin (L,N) birbirine
benzer sonuclar verdigi goriilmektedir. Ayrica, iki yontemin p degerleri tam olarak
ayni olmasa da tutarli olduklar1 goriilmektedir. Bootstrap 6rneklerinin sayisi 10000
olarak alinmis ve iyi sonuglar vermedigi goriilmiistiir. L,-norm tabanli bootstrap

testinin, F-tipi bootstrap testine gore daha iyi sonug verdigi goriilmektedir.

Giinliik toplam yagis miktar1 i¢in Cizelge 5.14 incelendiginde, kiimelerin
ortalama fonksiyonlar1 bakimindan anlamli bir farklilik tagimadigi goriilmektedir.
Sekil 5.17°de gorsel olarak sonuglar desteklenmektedir. L,-norm tabanli testler
incelendiginde, yanli indirgenmis yontem (L,B) ve naive yontemin (L,N) birbirine
benzer sonuglar verdigi goriilmektedir. Ayrica iki yontemin p degerleri tam olarak
ayn1 olmasa da tutarli olduklar1 goriilmektedir. Bootstrap orneklerinin sayis1 10000
olarak alinmis ve iyi sonuglar vermedigi goriilmistiir. L,-norm tabanli bootstrap

testinin, F-tipi bootstrap testine gore daha iyi sonug verdigi gériilmektedir.

Giinliik ortalama sicaklik degisimi i¢in Cizelge 5.14 incelendiginde, kiimelerin
ortalama fonksiyonlar1 bakimindan anlamli bir farklilik tasidigr goriilmektedir. Sekil
5.18’de gorsel olarak sonuglar desteklenmektedir. L,-norm tabanli testler
incelendiginde, yanli indirgenmis yontem (L,B) ve naive yontemin (L,N) birbirine

benzer sonuglar verdigi goriilmektedir. Ayrica iki yontemin p degerleri tam olarak
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ayni olmasa da tutarli olduklar1 goriillmektedir. L,-norm tabanli testin, F-tipi testten
daha iyi sonu¢ verdigi goriilmektedir. Bootstrap orneklerinin sayist 10000 olarak
alinmis ve iyi sonuglar vermedigi goriilmiistiir. L,-norm tabanl bootstrap testinin F-

tipi bootstrap testine gore daha iyi sonug verdigi goriilmektedir.

Giinlik buharlasma miktar1 icin Cizelge 5.14 incelendiginde, kiimelerin
ortalama fonksiyonlar1 bakimindan anlamli bir farklilik tasidigi goriilmektedir. Sekil
5.19°da gorsel olarak sonuglar desteklenmektedir. L,-norm tabanli testler
incelendiginde, yanl indirgenmis yontem (L,B) ve naive yontemin (L,N) birbirine
benzer sonuglar verdigi goriilmektedir. Ayrica iki yontemin p degerleri tam olarak
ayni olmasa da tutarli olduklar1 goriilmektedir. L,-norm tabanli testin, F-tipi testten
daha iyi sonu¢ verdigi goriilmektedir. Bootstrap orneklerinin sayisi 10000 olarak
alinmis ve iyi sonuglar vermedigi goriilmiistiir. L,-norm tabanli bootstrap testinin, F-

tipi bootstrap testine gore daha iyi sonug verdigi goriilmektedir.

Glinlik giineslenme siiresi icin Cizelge 5.14 incelendiginde, kiimelerin
ortalama fonksiyonlar1 bakimindan anlamli bir farklilik tagidigr goriilmektedir. Sekil
5.20°de gorsel olarak sonuglar desteklenmektedir. L,-norm tabanli testler
incelendiginde, yanli indirgenmis yontem (L,B) ve naive yontemin (L,N) birbirine
benzer sonuclar verdigi goriilmektedir. Ayrica iki yontemin p degerleri tam olarak
ayni olmasa da tutarli olduklar1 goriilmektedir. L,-norm tabanli testin, F-tipi testten
daha iyi sonu¢ verdigi gorilmektedir. Bootstrap orneklerinin sayist 10000 olarak
alinmis ve iyi sonuglar vermedigi goriilmiistiir. L,-norm tabanli bootstrap testinin, F-

tipi bootstrap testine gore daha iyi sonug verdigi goriilmektedir.
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Cizelge 5. 14. Degiskenlere gore Tek Yonlii Fonksiyonel ANOVA Test Istatistigi Sonuglari ve p

Degerleri
Degiskenler
Giinliik Giinliik Toplam  Giinliik Sicakhik Gilinliik Giinliik
Testler Ortalama Yagis Miktari Degisimi Giineslenme Buharlasma
Sicakhik Siiresi Miktar1
T,, =209589,1 T, =3476,598 T, =129841,9 T, =138542,8 T,, =60409,82
£=22043,98 (=59,80377 [=6571,005 £=1204,793 £=2180,092
LN d=4,577366 d=52,67402 d=10,90537 d=46,97927 d=13,79395
p =0,0712876  p =0,2812835  p =0,04688431  p =1,248358¢~7  p =0,01421683
T,, =209589,1 T, =3476,598 T,, =129841,9 T, =138542,8 T,, =60409,82
(=21133,17 £=39,12208 [=6036,247 [=831,5826 £=1962,804
L.B d=4,723361 d=80,46857 d=11,82021 d=68,01206 d=15,26971
p =0,06626803  p =0,2443702  p =0,04034888 p =3,033204e~1°  p =0,01057928
L,b T,: =209589,1 T,: =3476,598 T =129841,9 T, =138542,8 T,; =60409,82
p =0,607 p =0,2165 p =0,7386 p =0,3374 p =0,1265
FT E, =2,077127 E, =1,103645 F, =1,811936 E, =2,44774 E, =2,008834
p =0,07639064  p =0,2844771  p =0,05046737  p =2,38694e~7 p =0,01604624
Fb Er =2,077127 E* =1,103645 F; =1,811936 F: =2,44774 FE; =2,008834
p =0,7615 p =0,3313 p =0,8918 p =0,7856 p =0,1741
E,(t) =1,94262 E,(t) =1,091962 F,(t) =2,125067 F,(t) =2,723363  E,(t) =1,345824
£=0,2053331 £=0,02039162 (=0,07188914 £=0,0201402 (=0,04550941
PF d=4,998297 d=50,33027 d=14,27637 d=50,95856 d=22,55173
p =0,09195204  p =0,3518099  p =0,009936569 p =1,458928¢° p =0,1467945
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6. SONUC VE ONERILER

Kiresellesen diinyada gelisen teknoloji, biiyiikk hacimli veri setleri ile ¢alisabilmeye
olanak saglamaktadir. Bu gelismelerle beraber yiliksek boyutlu veri setleri ile
calisirken, verilerin analiz siirecinde klasik tek degiskenli ve c¢ok degiskenli
metodlarin kullanilmasi yerine FVA’nin kullanilmasi daha dogru bir tercih olacaktir.
Ciinkii inceleme yapilan gozlem sayisi arttikca bu verilerin reel bir fonksiyondan
orneklendigi varsayilmaktadir. Ayrica klasik tek degiskenli ve c¢ok degiskenli
yontemler, verilerin fonksiyonel yapisini gormezden gelmektedir. FVA verilerin
analizi siirecinde onemli bir teknik olup, arastirmacilar bu yonteme 6zel bir ilgi
gostermektedirler. Interpolasyan yontemiyle kayip gozlemler tahmin edilebilir ve
olusturulan fonksiyonlarin istenilen dereceden tiirevleri alinabilir. FVA, fark
edilmesi zor olan iliskileri rahat bir bicimde ortaya ¢ikarmaktadir. FVA’da analiz
stirecinde bireysel fonksiyonlardan, kovaryans ve korelasyon yiizeylerinden,

FTBA’dan, kiimeleme yontemlerinden ve FANOVA’dan yararlaniimaktadir.

Kiimeleme analizi, c¢aligilan bir olguyu anlamak ve yorumlamak amaciyla
verilerin kiimelenmesini saglayan en 0nemli istatistiksel siiflama yontemlerinden
biridir. Fonksiyonel verileri kiimeleme konusu son yillarda arastirmacilarin oldukca
ilgisini ¢ekmektedir. Bununla beraber fonksiyonel verilerin siniflandirilmasi igin

cesitli yontemler gelistirilmis ve gelistirilmeye devam edilmektedir.

Varyans analizi, gruplar ya da kiimeler arasinda ortalamalar bakimindan
istatistiksel olarak anlamli bir farkliik olup olmadigin1 test etmek igin
kullanilmaktadir. FANOVA ise olusturulan gruplarin ya da kiimelerin ortalama
fonksiyonlar1 bakimindan istatistiksel olarak anlamli bir farklilik olup olmadigini test

etmek icin kullanilmaktadir.

Bu tez c¢aligmasinda iklimsel degiskenler kullanilarak illerin kiimelenme
yapilart belirlenmistir. Tiirkiye’de bulunan 81 ilin 2012-2018 yillarindaki giinliik
ortalama sicaklik, giinliik toplam yagis miktari, giinliik sicaklik degisimi, giinliik
giineslenme siiresi ve giinliik toplam buharlasma miktari i¢in Fourier baz fonksiyon
yaklasimi ve piiriizliiliik cezasi yaklasimi kullanilarak her bir degisken igin 81
bireysel fonksiyon olusturulmustur. Fonksiyonlarin olusturulmasi i¢in 365 baz

fonksiyonu kullanilmistir. Degiskenlere ait diizglinlestirme parametresinin
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bulunmasinda GCV kullanilmistir. Verilere ait degiskenligin neden kaynaklandiginin

bulanabilmesi i¢in FTBA kullanilmistir. Bu c¢aligmada orneklem hacmi degisken

sayisindan kii¢iik oldugundan, veriler arasindaki degiskenlik yapisini ortaya koymak

icin klasik ¢ok degiskenli temel bilesenler analizini kullanmak dogru bir tercih

degildir. Model tabanli kiimeleme yontemi ile fonksiyonlarin kiimelenme yapisi

ortaya cikarilmistir. Olusturulan kiimelerin ise ortalama fonksiyonlar1 bakimindan

aralarinda anlamli bir farkliik olup olmadigini test etmek i¢in FANOVA

kullanilmustir.

Bireysel fonksiyonlar yoniinden degerlendirildiginde,

v

Giinliik ortalama sicaklik ile giinliik toplam yagis miktarinin negatif
yonde bir iligkiye sahip oldugunu,

Giinliik ortalama sicaklik ile giinliik sicaklik degisiminin pozitif yonde
bir iliskiye sahip oldugunu,

Gilinliik toplam yagis miktari ile giinliik sicaklik degisiminin negatif
yonde bir iliskiye sahip oldugunu,

Ginlik ortalama sicaklik ile giinlik buharlagma miktarmin pozitif
yonde bir iliskiye sahip oldugunu,

Giinliik toplam yagis miktar1 ile giinliik buharlasma miktarinin negatif
yonde bir iligkiye sahip oldugunu,

Ginlikk sicaklik degisimi ile giinlik buharlagsma miktarinin pozitif
yonde bir iliskiye sahip oldugunu,

Giinliik ortalama sicaklik ile giinliik giineslenme siiresinin pozitif
yonde bir iligkiye sahip oldugunu,

Giinliik toplam yagis miktar1 ile giinliik giineslenme siiresinin negatif
yonde bir iligkiye sahip oldugunu,

Giinliik sicaklik degisimi ile giinliik giineslenme siiresinin pozitif yonde
bir iligkiye sahip oldugunu,

Giinliik buharlasma miktar1 ile giinliik glineslenme siiresinin pozitif

yonde bir iligkiye sahip oldugunu,

s0ylemek miimkiindiir.

FTBA kullanilarak iklim degiskenleri arasindaki degiskenligin neden

kaynaklandig arastirllmistir. %55,8 degiskenlik agiklama giicliyle giinliik ortalama
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sicaklik verileri agisindan, fonksiyonlar arasindaki birinci temel degiskenligin kis
aylarindan kaynaklandigi goriilmiistiir. %35,8 degiskenlik agiklama giiciiyle giinliik
ortalama sicaklik verileri acisindan, fonksiyonlar arasindaki ikinci temel
degiskenligin yaz aylarindan kaynaklandigr goriilmistiir. %48,1 degiskenlik
aciklama giiciiyle gilinliikk toplam yagis miktar1 agisindan, fonksiyonlar arasindaki
birinci temel degiskenligin kis aylarindan kaynaklandigr goriilmiistir. %23,4
degiskenlik aciklama giiciiyle giinliik toplam yagis miktar1 agisindan, fonksiyonlar
arasindaki ikinci temel degiskenligin yaz aylarindan kaynaklandigi goriilmiistiir.
%58,1 degiskenlik aciklama giicliyle gilinlik sicaklik degisimi agisindan,
fonksiyonlar arasindaki birinci temel degiskenligin ilkbahar ve yaz aylarindan
kaynaklandig1 goriilmiistiir. %32,6 degiskenlik aciklama giiciiyle giinliik sicaklik
degisimi agisindan, fonksiyonlar arasindaki ikinci temel degiskenligin kis aylarindan
kaynaklandig1 goriilmustiir. %44,7 degiskenlik agiklama giiciiyle giinliik buharlagsma
miktar1 agisindan, fonksiyonlar arasindaki birinci temel degiskenligin ilkbahar ve yaz
aylarindan kaynaklandigi goriilmiistiir. %37,2 degiskenlik agiklama giicliyle giinliik
toplam buharlagma miktar1 agisindan, fonksiyonlar arasindaki ikinci temel
degiskenligin ilkbahar aylarindan kaynaklandigi goriilmiistiir. %45,8 degiskenlik
aciklama giicliyle giinliik giineslenme siiresi acisindan, fonksiyonlar arasindaki
birinci temel degiskenligin ilkbahar ve yaz aylarindan kaynaklandigi goriilmistiir.
%28,7 degiskenlik aciklama giiciiyle giinliik giineslenme siiresi agisindan,
fonksiyonlar arasindaki ikinci temel degiskenligin kis aylarindan kaynaklandigi

gorilmiistiir.

Verilerin kiimelenmesinde model tabanli kiimeleme yontemi kullanilmigtir.
Kullanilan model ay by Qd;’dir. Model parametrelerinin tahmininde ve gruba 6zgii
fonksiyonel alt uzaylar1 belirlemede EM algoritmasi kullanilmistir. &€ = e~® olarak
belirlenmistir. Kiimeleme islemi igin iterasyon sayisi 200 olarak alinmustir.
Algoritma ayni1 model i¢in 20 defa calistirlmistir. BIC degeri kiime sayisinin
belirlenmesi isleminde kullanilmistir. K = 3 i¢in en iyi deger BIC = —852432,9
olarak bulunmustur. Bu sebeple kiime sayisi, K = 3 olarak alinmigtir. Kullanilan
parametre sayis1 ise 12779°dur. llerin yogun bir sekilde ikinci kiimede yer aldig

goriilmiistir.

Kiimelerin, ortalama fonksiyonlar1 bakimindan anlamli bir farklilik olup

olmadigim test etmek i¢cin FANOVA kullanilmigtir. Giinliik ortalama sicaklik ig¢in,
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kiimelerin ortalama fonksiyonlari bakimindan anlamli bir farklilik tagimadigi
goriilmistiir. Giinliikk toplam yagis miktar1 i¢in, kiimelerin ortalama fonksiyonlari
bakimindan anlamh bir farklilik tasimadig goriildii. Giinliik ortalama sicaklik farki
igin, kiimelerin ortalama fonksiyonlar1 bakimindan anlamli bir farklilik tasidig
goriilmistiir. Giinlik buharlagma miktar1 i¢in, kiimelerin ortalama fonksiyonlari
bakimindan anlaml bir farklilik tasidigi goriilmektedir. Giinliik giineslenme siiresi
icin, kiimelerin ortalama fonksiyonlar1 bakimindan anlamli bir farklilik tasidig
goriilmektedir. Bootstrap 6rneklerinin sayisi 10000 olarak alinmistir ve bootstrap
testlerinin iyi sonug¢ vermedikleri goriilmiistiir. L,-norm tabanli bootstrap testinin, F-
tipi bootstrap testine gore daha iyi sonug verdigi goriilmiistiir. L,-norm tabanli testler
incelendiginde, yanl indirgenmis yontem ile naive yontemin benzer sonuglar verdigi

goriilmiistiir.

fleriki calismalarda, cok degiskenli fonksiyonel verilerin analizinde
fonksiyonel MANOVA (FMANOVA) kullanilabilir. Bu sayede tiim degiskenleri bir
arada degerlendirme firsati elde edilerek, daha farkli ve ayritili sonuglara

ulasilabilir.
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