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COK DEGISKENLI NORMALLIK TESTLERINDEN Z, VE C, ICIN BIR JAVA

PROGRAMI VE UYGULAMASI
Bilge Ozgen TURKOGLU
Baskent Universitesi Fen Bilimleri Enstitiist

istatistik ve Bilgisayar Bilimleri Ana Bilim Dali

Bu calismada oOncelikle tek degiskenli basiklik ve carpiklik katsayilari, tek
degiskenli W, R, Z ve C testleri incelenmistir. Bir sonraki adim olarak bu tek

degiskenli testlerin cok degiskenli uyarlamalari incelenmistir.

Cok degiskenli normal dagihm testleri icerisinde Z,, ve C, testlerinin JAVA dilinde
uygulamasi yapimigtir. Bu amagla, bu iki test istatistiginin dagilim
yakinsamalarinin dogrulugu similasyon ile test edilmistir. Simulasyon sonuglari
geligtiriimis olan yazihmin basarili oldugu sonucuna ulagiimasini saglamistir.
Gelistirilen program ile daha dnceden cok degiskenli normal dagilm hakkinda bilgi

sahibi olunan gercek veri kiimeleri ile karsilastirildiginda tutarli sonuglar vermistir.

Bu calismada gelistirilmis olan program, paket programlarda bulunmayan c¢ok
degiskenli normal dagihm testini basarili bir sekilde gerceklestirmektedir. Yapilan
calismanin, veri kiimelerine iliskin ¢cok degiskenli normal dagilm varsayiminin test

edilmesinde buyuk kolaylik saglayacagi dusunulmektedir.

ANAHTAR SOZCUKLER: Bazi tek degiskenli normallik testleri, cok degiskenli
normal dagilim ve testleri, JAVA, Polar Teknigi
Danisman: Yrd. Doc¢. Dr. ilknur Ozmen, Bagkent Universitesi, istatistik ve

Bilgisayar Bilimleri Bolimu



ABSTRACT

A JAVA PROGRAM FOR THE MULTIVARIATE Z,, AND C, TESTS AND ITS

APPLICATION
Bilge Ozgen TURKOGLU
Baskent University Institute of Science

The Department of Statistics and Computer Science

In this comprehensive software study of the multivariate normality tests the first
approach is to study the univariate versions of W, R, Z, and C test. Afterwards

study is continued with the analysis of these tests multivariate versions.

From these wide alternative multivariate tests, the implementation of the software
is processed for the multivariate C,, and Z,, tests in JAVA programming language.
In this process the tests approximation to their distributions have been tested with
a Monte Carlo Simulation study. The result for these simulations indicates a
prominent success. In addition the results which have been accomplished from the
studies, the distributions were known from the previous studies, are consistent

with the known results.

Knowing the fact that the lack of a multivariate normality test in a package
program, the software for multivariate normality which has been developed in this
study carries a great innovation to the analysts.

KEYWORDS: Some of univariate normality tests, multivariate normal distribution
and tests, JAVA, Polar method
Advisor: Asst. Prof. Dr. ilknur Ozmen, Bagkent University, Department of

Statistics and Computer Science
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1. GIRIS

Gunumizde kullanilan tim parametrik ¢cok degiskenli istatistiksel testler normal
dagilim varsayimi saglandigi durumlarda gecerlidir. Bu testlerdeki parametre
tahmin edicilerinin yansiz ve secilen orneklemin de ¢ok degiskenli normal bir
dagihimdan geldigi varsayilir. Cok degiskenli normal dagilim varsayimi saglandigi
durumlarda, parametrik olan istatistiksel testlerin gecerliligi de saglanmis olur. Aksi

taktirde bircok yanlilikla kargilagiimaktadir.

Cok degiskenli normallik varsayimini kontrol etmek igin birgok test bulunmaktadir.
Bu testlerden yaygin olarak kullanilanlari Mardia’ nin ¢cok degiskenli basiklik ve
carpikhk katsayisi, Shapiro Wilk’in tek degiskenli W testinin cok degiskenliye
uyarlanmis hali olan W, testidir. Bu calismada 6ncelikle tek degiskenli W, R, Z ve
C testleri ve basiklik, carpiklik katsayilari incelenecektir. Daha sonra bu testlerin

cok degiskenliye uyarlanmig bigcimleri incelenecektir.

incelenilmis olan bu testlerden, cok degiskenli Z, ve C, testlerinin JAVA
programlama dilinde uygulamasi yapilacaktir. Yapilan uygulama Uzerinde bes
farkh gercek veri kiimesi icin; Fisher'in stisen cicekleri Gzerinde toplanmis oldugu
cok degiskenli veri kimesi (Setosa veri kiimesi), ter veri kimesi, yuzuci veri
kimesi, dogum veri kiimesi ve vicut yag yuzdeleri veri kimesi incelenip sonuglar

yorumlanacaktir.

Bu calismada amac¢ paket programlarin ¢ogunda bulunmayan cok degiskenli
normal dagilim testi icin bir JAVA programi gelistirmektir. Bu amacla uygulamadaki

bu eksiklik giderilmeye caligilacaktir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Tek Degiskenli Basiklik ve Carpiklik Katsayilari

statistikte bir veri kiimesinin normal dagilima sahip olup olmadigini dlgmek
icin kullanilan cesitli 6lcutler bulunmaktadir. Belirli bir dagihma sahip verilerin
normallikten sapmalarini tespit etmek icin kullanilan oélcutlerden ikisi, basiklik ve
carpikhk katsayilaridir. Carpiklik, bir bagka deyisle asimetri dagilimin grafiginde bir
kuyrugun digerinden daha uzun olmasidir. Bu tur egrilerde ortalama ve medyan
ayni noktada olmamaktadir. Grafiksel acidan egriler saga ya da sola carpik olarak
tanimlanmaktadir. Basiklik ise dagilmda daha karmagsik bir dedisimdir. Simetrik
bir dagilimin bir orta noktasinin var oldugu dustnuldiginde basiklik orta nokta ve

kuyruklardaki veri yogunlugunu tanimlamaktadir [1].

istatistiksel olctimlerde siklikla kullanilan basiklik ve carpiklik 6lcutleri, bir
rasgele degiskenin momentlerinin 6zel durumlaridir [2]. Bir dagihmin momenti ilgili
rasgele degiskenin cesitli kuvvetlerinin beklenen degeridir. ilgilenilen dagilimin
bircok 6zelligi momentler cinsinden ifade edilmektedir. Orijine gére birincil moment
ortalama ve ortalamaya gore de ikincil moment varyansi vermektedir [2]. Ortalama
ve varyans Olcutlerine ek olarak bir dagilim diger 06zellikleri de momentler
cinsinden ifade edilebilmektedir. Momentler cinsinden ifade edilebilen tek
degiskenli basiklik ve carpiklik katsayilari normal dagilim igin bir test gelistirmede

oldukca kullanigh dlcimlerdir [3].

X, fx(x) olasilik yodunluk fonksiyonuna sahip herhangi bir rasgele degisken
olsun. Pozitif olan herhangi bir r degeri icin;
e X' in orijine g6re r. momenti u,.
pr = EX") (2.1)
olarak tanimlanmaktadir. r = 1 igin 3 = @’ dur.
e X' in ortalamaya gore r. momenti u, ,
Hr = E[(X —@)7] (2.2)
olarak tanimlanmaktadir.



try j=1,2,..,r olmak lzere p; turinden, (X —p)" ifadesinin binom agilimi ile

asagidaki esitlikten elde edilir.

T . ,
e = E[(X = 7] = B () E(X) (=) (2.3)
Bu durumda varyans ortalamaya gore ikincil moment oldugundan;
ty = E[(X —w)?] = 0% = pp — (u1)? = pp — p? (2.4)

seklinde ifade edilir. Ayrica ortalamaya gore tcuncil ve dordincil moment sirasi
ile asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
Hs = E[(X —w)?] = 3 — 3pjuy + 2(up)* (2.5)
ta = E[(X —)*] = pi — 4pps + 6(u)pz — 3(u)* (2.6)

Bir olasilik yogunluk fonksiyonunun carpiklik katsayisi ortalamaya gore tcunctil
moment tdrinden ifade edilmektedir. Pratikte carpikhk katsayisi bir olasilik
yogunluk fonksiyonun simetrik yapisini 6lcmek icin kullaniimaktadir. Carpikhk

katsayisi yq;
_ B[ = )]

o3

V1 (2.7)

olarak ifade edilmektedir.

Basiklik katsayisi ise ortalamaya gore dordincil momentin gelistirilmesi ile

bulunmaktadir. Basiklik katsayisi y,;

CE[(X-p*]
Ao w

3 (2.8)

V2
ifadesine esittir [2].

2.2 Tek Degigkenli Normallik Testleri

Dagilim fonksiyonu F(x) olan bir rasgele degiskenin bagimsiz godzlemleri
X1, X3, ... , Xy oOlsun. Fy(x) belirli bir dagilim fonksiyonuna sahip, kesikli ya da surekli
olmak Uzere, asagida tanimlanan hipotezi test etmek isteyelim.

Ho: F(x) = Fo(x) (2.9)
H, hipotezinin test edilmesi problemine uyum iyiligi problemi denir. (2.9) un

herhangi bir testine ise uyum iyiligi testi denmektedir [4].



Bu bolumde verilerin tek degiskenli normal dagilima uygunlugunu aragtiran uyum
iyiligi testlerinden W, R, Z ve C testleri incelenecektir. Bu testlerde secilmis olan

orneklemin rasgele oldugu varsayimi altinda H, yokluk ve H, secenek hipotezleri;

H,: Veriler ortalamasi ve varyansi bilinmeyen normal dagilima sahiptir.

H;: Veriler ortalamasi ve varyansi bilinmeyen normal dagilima sahip degildir.

bicimindedir.

2.2.1 Tek degigkenli W testi

Shapiro ve Wilkin W testi, sirali istatistiklerin beklenen degerlerinin
regresyonlarina dayanan bir testtir [4]. Tek degigkenli rasgele bir drneklemin
normal dagihma sahip olup olmadigini test eden W test istatistigi asagidaki gibi
tanimlanir.

2
_ ki ainxw)

W = T G2 O<W<o» (2.10)
Esitlik (2.10)'daki x Orneklem ortalamasi ve x¢y, i. sirall istatistiktir.
a,,a,,..,a, olmak Gzere a;, degerleri n 0orneklem bulydkligi olarak

tanimlandiginda; k yaklasik olarak n/2 olmak Uzere Ek 1’ de verilmistir.

(X1, Xy, ...,X,) rasgele degiskenlerinin (x;, x5,..,x,) olan her bir gozlem
degerlerindeki k. en klgUk deger xq); k. siradaki sirall istatistik olarak
tanimlanmaktadir. Bu durumda x(;y sirasi 1 olan sirali istatistiktir ve her zaman
(X1, Xz,..,%,)" deki en kiiguk eleman, x,) ise en buyilik eleman olmaktadir. Bir
rasgele orneklemde x(;) < x(;) < -+ < x(») is€ bu Orneklem sirali rasgele drneklem

olarak tanimlanmaktadir [5] .

Shapiro ve Stephens'in yapmis oldugu calismadaki testlerin gucleri
kargilastirmalarina dayanarak sdylenebilir ki W testi cogu tek degisken normallik
testinden daha basarnlidir. Tek degiskenli normal dagilimin testinde genel olarak
Kolmogorov-Smirnov testi kullanilsa da bu test ancak ve ancak 6rneklemden
tahmin edilmesi gereken bilinmeyen parametreler olmadigi durumlarda gecerlilik

tasimaktadir [5].



W testi, kendisini de igerisinde barindiran birlesik bir test uygulandiginda yani
icerisinde W testi de dahil olmak lzere birden fazla normalligi test eden yeni bir
normallik testi 6ne siruldiginde matematiksel hesaplamalari basit kilmaktadir. Bu

nedenle birlesik testlerde kullaniimasi kolay bir testtir [6].

Malkovich ve Afifi [7], Shapiro ve Wilk’ in W testi ile Kolmogorov-Smirnov testi
ve Mardia’'nin basiklik ve carpiklik katsayilarini incelemis ve karsilastirmistir.
Yapmis olduklari Monte Carlo simulasyon calismasina gore bu testler arasinda
testin gucu (Ek 2) acgisindan belirgin bir fark bulamamiglardir. Ancak daha

kapsamli calismalar ile daha iyi sonuclara ulasacaklarina ileri sirmektedir.

2.2.2 Tek degigkenli R testi

X ve Y herhangi iki rasgele degisken olarak tanimlandiginda bu iki rasgele
degisken arasindaki korelasyon katsayisi p ;

B Kov(X,Y)
a Ox Oy

(2.11)

olarak tanimlanir [2]. Esitlikteki Kov(X,Y), X ve Y arasindaki kovaryans ve gy, oy

ise X ve Y’ nin standart sapmasidir.

Filliben [3] calismasinda r; normal olasilik grafiginin korelasyon katsayisi olmak
Uzere yeni bir test istatistiji 6ne sirmektedir. One surilen r test istatistigi, X (i)
gozlenen degerler ile N(0,1) olan standart normal dagilimin siral istatistik
medyanlari arasindaki carpim moment korelasyon katsayisidir. r korelasyon

istatistigi (2.11)’ de tanimlanmis olan korelasyon katsayisindan yola ¢ikarak;

KOT'(X(-) M(-)) = r= Z?:l(x(i) - 3?)(1\/1({) - 1\71)
M@

_ (2.12)
2 —\2
\/Z?zl(x(i) —x) X, (Mg — M)

olarak tanimlanmaktadir.



r test istatistiginde kullanilan normal olasilik grafigi, i. siral istatistik x;’nin
grafigine karsilik gelen standartlagtinimis normal dagilimdan gelen i. sirah
istatistigin  bir konum-6lgcek parametresi olan loc(x(l-))'nin grafigi olarak
tanimlanmaktadir. i. siral istatistigin en yaygin olarak kullanilan konum-6lgcek
parametresi sirall istatistik ortalamasidir. Bu durumda loc(x(l-))zE(x(i))

olmaktadir.

Ancak r test istatistiginde sirali istatistik ortalamalari yerine M(;) sirali istatistik
medyanlari kullaniimigtir.  Sirali istatistik medyanlarinin, ortalamalar yerine
kullanilmis olmasindaki temel neden, sirali istatistik ortalamalarinin bazi

dezavantajlari bulunmasidir. Bu dezavantajlar su sekildedir.

« Siral istatistik ortalamalari hesaplanirken kullanilan entegrasyon teknigi
dagilimdan dagihma degisim gostermektedir ve sirall istatistik ortamalari
uretilirken her dagilim icin farkh bir teknik kullaniimaktadir. Kisaca sirali
istatistik ortalamalarinin  hesaplanmasi dagihimdan dagilima farklilik
gOstermektedir.

« Siral istatistik ortalamalari islemsel acidan karmasiktir ve zaman kaybina
yol agmaktadir. Bu nedenle de ¢ogu zaman ortalamalara tahmin yolu ile
bulunmaktadir.

* Son olarak bazi dagilimlar i¢in (6rnegin Cauchy) sirali istatistik ortalamalari
tanimli degildir.

Bu dezavantajlar yuziinden r istatistiginde sirali istatistik ortalamalari yerine sirali
istatistik medyanlarn kullanilmistir  [3]. Sdrtclt [8] calismasinda R korelasyon
istatistigini agagidaki gibi tanimlamistir.

R=1-p?, 0<R<1 (2.13)

R test istatistigindeki p, i. sirall istatistik x;) ile standartlagtiriimis normal sirali
istatistiklerin beklenen degeri olan u;.,, arasindaki carpim moment korelasyon
katsayisidir. Sdrictu [9] calismasinda islemlerde kolaylhk olmasi icin  u;.p,
standartlastiriimis normal siral istatistiklerin beklenen degerleri yerine Q; ile ifade

edilen kitle bélenlerini (quantiles) kullanmistir.



Q; kitle bolenleri agagidaki esitlikten elde edilmektedir.

Qi i
F(Q,) = ﬂ@@=5&7,13i3n (2.14)

Esitlik (2.14)te f(z), z = (x —u)/o standart rasgele degiskenin olasilik yogunluk
fonksiyonudur. (2.14) esitligi Q; i¢gin

Q=F" (n-t—l)

olarak ifade edilebilir. Bu durumda (i/(n+1)), standart normal dagilim

tablosundaki olasiliklara ve Q;’ler de bu olasiliklara karsilik gelen z degerleri
olacaktir. Bu yontem ile elde edilen Q; bdlenleri, u;,, degerleri yerine
kullaniimaktadir. Bunun nedeni hesaplama kolayhidinin yaninda dagilimin u ve o

parametrelerinin genelde bilinmemesidir.

2.2.3 Tek degigkenli Z testi

Tiku’ nun [10] 6ne surdugu Z test istatistigi bir rasgele 6rneklemin sirali
istatistiklerine ve 6rneklem farklarina (sample spacing) dayanan tek degiskenli bir
normallik testidir. Z istatistidi; u;.,, standartlastiriimis normal siral istatistiklerin
beklenen degeri ve G; genellestiriimis 6érneklem farklari olmak tzere;

2YH(n—1-10)G,
T - DY G

, 0<Z<w (2.15)

olarak tanimlanmaktadir. G; ve u;., degerleri asagidaki esitliklerden bulunur.

X(i — X

G=—D "0 1<i<n-1 (2.16)
Hiv1:n — Hin
E Xy —

mn=li%—d, 1<i<n (2.17)

Z istatistigi de, R istatistigi gibi herhangi bir konum-6lgek dagiliminin (location-
scale distribution) testi icin kullanilabilmektedir. Buyuk orneklemler icin (6zellikle
n > 10) Z istatistiginin dagilimi normaldir [9]. Burada test edilen olasilik dagihmi f
olmak tizere (1/0)f ((x —p)/o) tirinde bir konum olgek-dagiimidir. f’nin
fonksiyonel yapisi tam olarak belirlidir, ancak konum ve 0Olcek parametreleri olan u
ve o bilinmemektedir ([10], [11]).



Olaslilik teorisinde, 0zellikle istatistik alaninda; bir konum-olcek ailesi; ¢ = 0
Olcek ve u konum parametreleri ile tek degiskenli olasihk dagilimlari ailesi olarak
ifade edilir. Eger X olasilik dagihimi bu aileye ait herhangi bir rasgele degisken ise,

Y = u + oX olarak tanimlanan her dagilim da bu aileye aittir [12].

2.2.4 Tek degigkenli C testi

Gunumizde tum alternatif dagilimlara karsi gucli olan, ¢ok kapsamli bir
normallik testi bulunmamaktadir. Bu nedenle yaygin olarak kullanilan normallik
testlerinin duzlemsel kombinasyonlari daha gugli bir test elde etmek igin
kullaniimaktadir. Dizlemsel kombinasyonlar olarak ifade edilen kavram, birden
fazla testin bir arada diizlemsel olarak kullaniimasi sonucunda yeni ve daha gugclu
bir test elde edilmesidir. Ancak elde edilen yeni testler de yalnizca belirli bir
alternatif dagihma kargi gucli olmaktadirlar. Surict [8] tarafindan 6nerilen tek
degigkenli C test istatistigi 2.2.1 ve 2.2.2 bolumlerinde deginilmig olan W ve R
istatistiklerinin dogrusal kombinasyonundan olugsmaktadir. Tum tek degiskenli
normal dagilim testleri icerisinde W testi, carpik ve kisa kuyruklu simetrik

alternatifler icin, R ise uzun kuyruklu simetrik alternatifler icin en gicli testtir.

C test istatistigi W ve R istatistiklerinin agirliklandirilmig toplamindan elde
edilmekte olup;

olarak tanimlanmaktadir. Burada sozu edilen agirliklar 6rneklem carpiklik ve
basiklik katsayilari ile belirlenmektedir. (2.18) esitliginde 0 < a; ve a, <1 olmak
uzere C konum ve 6lgcege gore degisim gostermemektedir. C' nin blyuk degerleri
icin normal dagihm red edilmektedir. C test istatistigindeki a; ve a, katsayilar

asagidaki esitliklerden hesaplanmaktadir.

—en(-() ) mew(-(53) 219
a, =exp 0e) ) a, = exp 3c (2.19)
Esitlik (2.19)" daki b;, Orneklem carpiklik katsayisinin karesi ve b,, basiklik

katsayisidir. b; ve b, degerleri (2.7) ve (2.8) esitliklerinde tanimlanmis olan kitle

carpikhk ve basiklik katsayilarindan yola ¢ikarak hesaplanmaktadir [8].



2.3 Cok De gigkenli Normal Da gilim

Cok degigkenli istatistiksel analizlerin gogunda veri matrisinin ¢ok degiskenli
normal dagildigr varsaylimaktadir (diskriminant analizi, kanonik korelasyon,
MANOVA gibi). Bu varsayim ¢ok degiskenli normal dagihmin avantajlarinin bu veri
matrisinde kullanilabilecegi anlamina gelmektedir. Ancak gercekte veriler higbir

zaman tam olarak ¢ok degiskenli normal dagiimamaktadir [13].

Cok degiskenli normal dagilim, tek degiskenli normal dagihmin p boyut olmak
Uzere p=2 oldugu durumlara genellemesidir. Ortalamasl u, varyansi o2 ve
gosterimi X~N(u,0?) seklinde olan tek degiskenli normal dagihmin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

M]Z
f(x)=\/2717e_ 7, —e<u<®o  g:>0 (2.20)
biciminde olup fonksiyonun dstel kisimda bulunan
(- W\ _
< - =(x—w) 7 (x—w (2.21)

gosterimi standart degisim birimi olarak x degerinin x4 ’'ye olan karesel uzakhgini

Olcmektedir.

Tek degdiskenli normal dagihm fonksiyonundan yararlanarak X, (p X p) boyutlu
varyans-kovaryans matrisi ve u, (p X 1) boyutlu ortalama vektori olmak tzere X
rasgele vektori icin gosterim X~N(u,0?) bicimindedir. £ varyans-kovaryans
matrisinin simetrik, sonlu ve pozitif tanimli oldugu varsayilmaktadir. Buna goére ¢ok

degiskenli normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu,

1

I = Gyreizpre

e—(x—ll)’z—l(x—ﬂ)/z’ —0 < X; < oo, Wj€u,= 1,2, w, D (222)
bicimindedir.

Cramér-Wold teoremine gore, bir rasgele p boyutlu X vektdrinin c¢ok
degiskenli dagilimi tamamen a’'X diuzlemsel kombinasyonun tim tek boyutlu
dagilimlarinin kiimesi ile belirlenmektedir [14]. Burada a herhangi rasgele olmayan
p boyutlu bir vektérdir. Bu teoremden yola cikarak ¢cok degiskenli normal dagilimi

farkli bir bakis acisi ile tanimlayabiliriz. X, ancak ve ancak a'X, a’ nin tim alt

9



bilesenleri tek degigkenli normal oldugu durumlarda p boyutlu normal dagihma

sahiptir.

Cok degiskenli normal dagilimin bu tanimi dagiimin geometrik yapisini
yorumlamak icin faydaldir. X p-boyutlu uzayda rasgele bir nokta oldugu
durumlarda X’ in dogrusal kombinasyonlari X' in tek boyutlu uzaya olan
izdusUmleri olacaktir. Bu geometrik yorum X’ in dontisimlere ugramasina ragmen

normallik 6zelligini koruyacagini belirtmektedir.

2.3.1 Cok de gigkenli normal da gilimin 6zellikleri

Genel olarak cok degiskenli normal dagilimin 6zellikleri asagidaki gibidir [13].
1. EgerX~N(p,0*) daglimina sahipse a'X = a;X; + a,X; + - + a, X,
dogrusal
kombinasyonu N,(a’u, a’2a) seklinde bir dagilima sahiptir. Ayrica, a’X her
bir a i¢in N,(a'm,a’ta) seklinde bir dagihma sahip ise, X~N(u, a?)

dagilimina sahiptir.

2. X~N(u,0%) dagihmina sahip oldugunda, g dogrusal kombinasyonlari

A (q x p) boyutlu bir matris olmak tzere;
a11X1 + + alep

_ a21X1+"‘+a2 X
Agxp)Xpx1) = I

a11X1 + ':‘ + alep
N,(Apu,AZA’) dagilimina sahiptir. Ayrica d sabitler vektorii olmak uzere,
(X px1y + dpx1y)~N, (1 + d, £) dagiimina sahiptir.
3. X c¢ok degigkenli normal dagihma sahip ise, X’ in tum alt kimeleri de bu

dagihma sahiptir. X’i parcalara ayirdigimizda, ortalama vektori ve

kovaryans matrisi su sekildedir:

X1 (x1) F1gx1)
Xpx1) = 5 . Hpxy) = 5 ve
X2 (p-g)x1) Bz ((p-q)x1)
le le
%y =| 2 - .
21 : 22

(p-a)xa) © ((p-a)x(p-q))

10



O halde X,'in dagihmi N, (u4, Z44) seklinde olmaktadir.

. a) Eger g =q ve g, =p—q Ii¢in Xl(q1><1) ve Xz(qle) bagimsiz ise

KO'U(Xl,Xz) =0’ dir.

X1
b) Eger

Z21 7

>,z
" nin dagilimi Nq1+q2 (|: ..... :|,{11 ..... L Z:D ise, X; ve X, ancak ve
X3

ancak X, = 0 oldugunda bagimsizdir.
c) Eger X; ve X, bagimsiz ve sirasi ile Ny (41,%41), Ng,(uz, 22,)
X1

X,

dagilimlarina sahipse matrisinin ¢ok degiskenli normal dagilimi

seklindedir.

. Ortalama vektori p = ve kovaryans matrisi Z:{---l-l---ﬁ -------- } 0222| >O)

21 z22

L5
X1

X,

olan X = " nin dagilimi N, (i, X) olsun. X, = x, bilindiginde X'in kosullu

dagiimi  ortalamasi, pu; + Z2Z552(x; —u;) ve kovaryans — matrisi

211—212222Z,; olan normal dagiimdir.
. X, |Z] > 0 ile N,,(u,X) dagihmina sahip olsun. O halde (X — W E (X -
(karesel istatistiksel uzaklik) degeri p serbestlik derecesi ile ki-kare )(s

dagilimina sahiptir [13].

2.4. Cok Degigkenli Normallik Testleri

Normal ve yaklasik normal varyasyonlarda, korelasyon parametresi (p), iki

degigkenin birbirlerine olan bagimhliklarini dlgmek igin kullaniimaktadir. Bu

bagimlilik arastirilirken, uygulamada bazi problemler ile kargilagiimaktadir. Olusan

problemler su sekilde 6zetlenebilir. incelenilen degiskenlerden biri bir baska

degisken ile iligkili olabilir. Yani iki degiskenin birbirleri arasindaki iliski durumu

arastirilirken bu iki degiskenden herhangi birinin baska bir degigsken ya da

degisken kimesi ile bir iligkisi olmasi olasidir. Bu yapi tum diger degiskenler sabit

tutuldugunda iki degisken arasindaki korelasyonu incelemeye itmektedir. iki
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degigken arasindaki iligki incelenirken diger degigkenlerin etkisi sabit tutuldugunda
kismi korelasyonlar hesaplanmaktadir [4].

Bagka bir degiskeni sabit tuttugumuzda iki degisken arasindaki korelasyonda
bir disme s6z konusu ise, bu iki degisken arasindaki iligki baska bir degisken
yardimi ile guglenmektedir. Bu diger degisken sabit tutuldugunda korelasyon O’a
yaklasiyor ise, bu iki degisken arasindaki iliski tamamen sabit tutulan degisken ile
olusmaktadir. Buna karsin diger degisken sabit tutuldugunda iki degisken
arasindaki korelasyon artiyor ise, bu diger degiskenin iki degigken arasindaki
korelasyonu maskeledigi anlamina gelmektedir.

X1,X%2,x3’UNn  U¢ degdiskenli normal dagiima sahip degisken oldugunu
varsayalim. C korelasyon matrisi olmak Gzere x; ve x; arasindaki korelasyon p;;

olarak olmak tzere olasilik yogunluk fonksiyonu

_ _ 1
(20, 23) = 21) 2| €| V2 exp { — ==

3
i,j=1
biciminde elde edilir. (2.26)' daki C;; degeri simetrik korelasyon matrisindeki (i, j)’
inci elemana karsilik gelen kofaktordur. x5 sabit tutuldugunda x; ve x, arasindaki
kismi korelasyon ise,

o __ Ci2 _ P12 — P13- P23
123 (C11.C2)Y2  {(1 = py). (1 = p,2)}H/?

(2.29)

olmaktadir.

Surdcu [9] calismasinda, tek degdiskenli verilerin normal dagilima uygunlugunu
test eden tek degiskenli normallik testlerini, cok degigkenli veriler i¢cin genellerken;
cok degiskenli dogrusal regresyondaki kismi regresyon katsayilarinin en kuguk
kareler (EKK) tahmin edicileri ile degistirilip rasgele ve birbirleriyle iligkili olmayan

degiskenlerden yararlaniimigtir.

p boyutlu x; degiskenleri sifir ortalamalari ve ¢/ varyanslari ile cok degiskenli

normal dagihma sahip olmak Uzere x,,..,x, dediskenlerinin etkisi sabit
tutuldugunda x,’ in beklenen degeri E (x; |x,, ..., x,) bigimindedir.

Kismi regresyon katsayilarinin elde edilmesinde
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p
E(x1|x2, ...,xp) _ &ﬁ (2.30)
01 = Ci1 Oj

esitliginden yararlanilir [4].

Genel ifadesi ile x,” in x;’ deki kismi regresyon katsayisi diger (p —2) tane
degiskenin etkisi sabit tutuldugunda B3, j-1,j+1,.p Picimindedir. Gosterimlerde
kolaylik olmasi agisindan sabit tutulan diger degiskenler q; indisi ile gosterildiginde
kismi regresyon katsayilari ﬁlj.qj ile gosterilebilir. Buna gore [S’lj.q]. cinsinden esitlik
(2.30) daki kosullu beklenen deger,

E(x1|x2, ...,xp) = P12.g,%2 + P13gx3 + -+ + Blp.qpxp (2.31)
olarak ifade edilir. Buna gore ﬁlj.qj kismi regresyon katsayisi,

lBlj-CIj

01 Clj
- _ 7Y 2.32
5 Cun (2.32)

esitliginden elde edilir [4].

Tek degiskenli normallik testlerinde kullanilan test istatistiklerinin (W, Z,
R ve C) p degdigkenli uyarlamalarini gelistirmek icin p degigkenli normal dagilima
sahip X;,..,X, degiskenlerinin asagidaki dogrusal kombinasyonlarindan

yararlaniimaktadir [9].

X,

X2 - :82.1X1;

X3 - :832.1X1 - :832.2X2; e

Xp = Bpra, %1 = = Boo-1).aip-nX@w-1) (2.33)

Buna gore xi;, x5, ...,Xp; (1 <i<n) rasgele orneklemi ve ﬂp(p_l),q(p_l) Kismi

regresyon katsayilarinin EKK tahmin edicileri olmak Uzere birbirleriyle iligkisi
olmayan yeni degiskenler,

Vii = X1

Yai = X2i — Bz.lxu‘

Y3i = X3i — B31.2x1i - B32.1x2i; Ty

Ypi = Xpi — :épl.qlxli_' T /?p(p—l)q(p_l)x(l?—l)i (2.34)
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olarak elde edilir. Bu yeni degiskenlerin buyik 6rneklem (n > 10) igin ¢ok
degiskenli normal dagilim go6sterdigi ve u = 0 ortalama vektérinin testi icin

saglam (robust) istatistiklerin gelistiriimesinde kullanildidi ifade edilmektedir [9].

2.4.1 Cok de gigkenli W testi

Cok degiskenli bir veri kimesinin dagihminin normal olup olmadigdini test eden
cok degiskenli W, testi, (2.10)' da belirtiimis olan tek degiskenli W istatistiginin p
degiskene uyarlanmigs bicimidir. Malkovich ve Afifi'nin [7] calismasinda, Shapiro ve
Wilk'in W istatistiginin ¢ok degiskene uyarlanmig bigcimine gegis igin asagidaki
adimlari kullaniimistir.

Xn; asagidaki esitligi saglayan gézlem vektoru olsun.
Ctm = X)'S™H (= %) = max{(x; — %)'S™ (x; — %)} (2.35)
<isn
Burada S = Y ;(x; —X)(x; —X)" varyans terimidir. Bu durumda , xq siral
istatistikler olmak Gzere W,,;
2
W — (Zi aimx@)
P (xm - Jz)S_l(xm - f)'

olarak tanimlanmaktadir. a;., (2.10)'daki gibi tablo degeridir ve p’den bagimsizdir.

0 < W, <o (2.36)

W," nin kuguk degerleri ¢cok degiskenli normal olmayan dagilimi belirtmektedir.
p = 1 olmasi durumda W, tek degiskenli W testi haline dontusmektedir. W,’ nin

dagilimina iligkin nokta yizdeligi simulasyon ile elde edilmektedir [9].

2.4.2 Cok de gigkenli Z testi

Zi(1<j<p), y1uY2ir,¥Ypi (1 <i<mn) Ornekleminden hesaplanan Z
degerleri olmak Uzere 6rneklemin boydkliga n, yeteri kadar buyldk oldugu
durumlarda tum Z; degerlerinin ortalamasi 1 ve ortak varyansi V olan normal
dagilima sahiptir. Z istatistiginin p degiskene uyarlanmig bicimi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.

Z ZP (—Zj _ 1>2 0<Z, < (2.37)
- 00 .
P P P
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(2.37) esitligindeki ortak varyans V' nin de@erleri simulasyonla elde

edilmektedir. Belirli 6rneklem degerleri icin elde edilmis olan vV degerleri Cizelge

2.1 de verilmigtir.

Cizelge 2.1: /V degerleri cizelgesi

n 10 20 30 40 50 70 100
Ni 0.179 0.116 0.104 0.100 0.069 0.064 0.048

n’ nin ara degerleri icin vV degeri interpolasyon teknigi ile bulunmaktadir.
istatistigin buyiik degerleri icin p degiskenli normallik red edilmektedir. Z," nin

dagihmi p serbestlik derecesi ile asimptotik olarak (n — o) ki-karedir [9].

Bir tabloda X; ve X, olarak tanimlanmig iki argumentin arasinda bulunan bir
baska argument X;'nin degerini bulmak icin interpolasyon teknigi kullaniimaktadir
[15]. Dogrusal, ters ve harmonik olmak uzere u¢ farkl interpolasyon teknigi

bulunmaktadir. Bu teknikler icerisinde en basit olani dogrusal interpolasyondur.

Bu yontemde Z = f(X) fonksiyonunun X; ve X, araliklarinda yaklasik olarak
normal dagildigi varsayilimaktadir. X; ise bu iki aralk arasinda kalmaktadir. X;
degerine karsihk gelen Z degerini  bulmak icin asagidaki esitlikten
yararlaniimaktadir.

Zi=pZ,+(1-p)Zy (2.38)
(2.38) esitligindeki p degeri ise,
p =X — X)X — Xy1) (2.39)

olarak tanimlanmistir.
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2.4.3 Cok de gigkenli R testi

1<j<p olmak uzere R;, ¥1;¥2i,-,Ypi (1 <i=<n) rasgele ornekleminden
hesaplanmig olan R degerleri oldugunda, verilerin ¢cok degiskenli normal dagihma
uygun olup olmadigini test eden p degiskenli korelasyon istatistigi R, asagidaki

gibi tanimlanir [1]

14
R,=) R, 0<R,<p (2.40)

j=1
Ry’ nin buylk degerleri icin ¢ok degiskenli normal dagilim red edilmektedir. Ry’ nin

dagihmina iligkin ytzdelik noktalari p = 0 igin Simulasyon ile bulunmaktadir.

2.4.4 Cok de gigkenli C istatisti gi

1<j<p olmak Gzere C;, y1; Y2 - ,Ypi (1 =i <n) rasgele drneklemden

hesaplanmig olan C degerleri oldugunda, verilerin ¢ok degiskenli normal dagilima
uygun olup olmadigini test eden C, test istatistigi su sekildedir [9],

c,,:ijlcj, 0<Cy<o (2.41)

C,’ nin buytk degerleri icin ¢cok degiskenli normal dagilim red edilmektedir. C,’'nin

dagilimi v serbestlik derecesi ile Ugtincil moment ki-kare (three-moment chi-

square) dagihimna yaklasmaktadir [9]. Buna gore ki-kare rasgele degigkeni

C,+a
X == (2.42)

bicimindedir. Burada a, b ve v degerleri dagiimin ilk G¢ momentinden elde

edilmektedir.

yy; orijine gore birinci moment, u, ve pu; sirasiyla ortalamaya gore (merkezsel)

momentler olmak Uzere a, b ve v dederleri asagidaki esitliklerden bulunmaktadir.

8 Ha
= —, b= |[—, = bv — g 24
v=r B2 a=bv-p (2.43)

(2.43) esitliginde y, = u3/u,? esitliginden hesaplanan carpiklik katsayisidir.
Hesaplanan C, istatistigi,
olasiligini saglayan kritik degerle karsilastiriimaktadir. C,’ nin blyuk degerleri igin

cok degiskenli normal dagilima uyum red edilecektir.
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2.4.5 Cok de giskenli basiklik ve carpiklik katsayilari

Mardia [16] cok degiskenli basiklik ve carpiklik dlcimleri tek degiskenli basiklik
Ve carpiklik katsayilarini iceren gugclu calismalardaki t istatistiklerinin belirli
Ozelliklerinin genigletiimesi ile gelistirilmistir. Cok degiskenli carpiklik ve basiklk

katsayilari, S = (x; — x)(x; — X)' olmak Uzere sirasiyla,

n

bip = %Z ]Zl (-5 (-2}, 0<by,<oo (2.45)

n

1
by = ) (I —D'S - D}, 0<by <o (246)
i=1

olarak tanimlanir. b, ,, carpiklik katsayisinin dagihmi asimptotik olarak ki-kareye
ve by, basiklik katsayisinin dagilimi asimptotik olarak normal dagilma

yakinsamaktadir. Bu yakinsamalarin ¢ok yavas olmasindan 6turl istatistiklerin

yuzdelik noktalari similasyon yontemi ile Gretilmektedir [9].
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3. JAVA PROGRAMLAMA D LI ILE Z, VE €, TEST ISTATISTIKLERININ
KODLANMASI

Bu boélimde 6nceki bolumlerde incelenmis olan ¢cok degiskenli normal dagilim

testlerinden Z, ve C, test istatistiklerinin JAVA dili ile nasil hazirlandigi kisaca

aciklanmigtir.

3.1 Programda Kullanilan Testler ve Programin  igleyisi

JAVA programlama dili ile yazilmig ve Netbeans IDE’si kullaniimig olan
programda daha o©nceki bolimlerde tanimlanmis olan cok degiskenli normal
dagihm testlerinden 2.4.2 bélimunde tanimlanmis olan ¢ok degiskenli Z,, testi ve
2.4.4 Dboliminde tanimlanmis olan cok degigkenli C, testinin uygulamasi
yapilmistir. Programin genel igleyisi su sekildedir.

* Programda oOncelikle kullanicidan degisken sayisi ve 6rneklem buyudkliga
alinir. Daha sonra bu 0Orneklem buyudklugu ve degigsken sayisina bagh
olarak kullanicidan veriler alinir.

 Bu c¢ok degiskenli veri kimesinden (2.32)' de verilen kismi regresyon
katsayilari hesaplanir ve bu katsayilar kullanilarak (2.34)’ de tanimlanmig
olan y,; degerleri elde edilir.

* ¥, degerleri elde edildikten sonra kullanici istegine bagli olarak girmis
oldugu veri kimesinin cok degiskenli normal dagihima sahip olup olmadigini
Z, ya da C, testlerinden birini secerek ilgili verilerin ¢cok degiskenli normal

dagilima sahip olup olmadigl sonucuna ulasir.

3.2 Suirekli De giskenlerde Rasgele Sayi Uretme Tekni i

Programda rasgele sayilarin dretiimesini iceren paket GeneratingRandom
paketidir. GeneratePolar sinifinda polar (kutupsal) teknigi ile rasgele sayilar

uretilmektedir.
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X ve Y birbirinden bagimsiz birim normal dagilima sahip rasgele degiskenler ve

R ve 6, (X,Y) vektorinin polar koordinatlari olsun [17]. Bu durumda,

R? =X?+Y?
tan0=§ (3.1)

olmaktadir.

X ve Y birbirinden bagimsiz rasgele degiskenler olduklarina gore, bu iki
degiskenin bilesik yodunluklari her birinin marjinal yogunluklarinin carpimina esit
olmaktadir ve asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

1
= — _(x2+y2)/2
fy) =oe (32)
Birbirinden bagimsiz standart normal rasgele degiskenler olan X ve Y’ vi

oncelikle polar koordinatlarini Uretip daha sonra bu koordinatlari kdsegensel

koordinatlara donugsturerek asagidaki gibi hesaplayabiliriz.

* U, ve U, rasgele sayilari Uretilir.
e R?=-2logU; (R? ortalamasi 2 ve Ustel olmak lzere) ve 8 = 2rU, (6, 0
ve 2r arasinda Uniform olmak tzere) degerleri hesaplanir.

* Son olarak X ve Y degerleri agagidaki esitliklerden elde edilir

X =Rcosf = WCOS(ZTIUZ)

Y = Rsin8 = \/—2logU, sin(2nU,) (3.3)
(3.3) de tanimlanmig olan doéndsim, Box-Muller donusimi olarak
adlandiriimaktadir. Ancak rasgele sayi Uretiminde Box-Muller déntsimuinden
yararlanmak, hesaplamalar acisindan etkin ve kullanigh degildir. Bunun nedeni
sinlis ve Kkosindsu iceren trigonometrik fonksiyonlarin hesaplamalarinin
yapilmasidir. Bu nedenle sinls ve kosinus degerlerinin dogrudan hesaplanmasini
gerektirmeyen (3.5) esitligi kullaniimigtir [17].

Eger U rasgele degiskeni (0,1) arahidinda uniform ise 2U (0,2) aralidinda
uniformdur ve 2U — 1 de (—1,1) arahdinda uniform dagiimaktadir. O halde U, ve
U, rasgele sayilari Uretilip

v, =2U; -1
V,=2U0,-1 (3.4)

esitlikleri yazilir ise V; ve V, (0,0) merkezli karesel alanda tniform dagiimaktadir.
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(-1,1) (1,1)

(-1,-1) (1,-1
Sekil 3.1: V; ve V, uniform dagilim sekli

VZ + V# < 1 kosulunu saglayana kadar (Vy,V,) degerleri Grettigimizde bu iki deger
cember icerisinde Uniform olarak dagiimaktadir. Bu durumda bu ciftin polar
koordinatlari sirasi ile R ve 6 olarak tanimlandiginda R? (0,1) araliginda ve 0
(0,2m) araliginda uniform dagildigina gore, R ve 6 birbirinden bagimsizdir. 6
rasgele bir acl olduguna goére 6’ nin sinus ve kosinusu; rasgele bir (V;,V,) noktasi

ile asagidaki esitliklerden hesaplanir.

0 V2 Va
sinf = —==————+
R~ (VE+ VD2
V. V.
cosh = — ! (3.5)

R~ (VE+VH2
(3.3) esitligindeki Box-Muller déntusimuinden yola c¢ikarak birbirinden bagimsiz
birim normal olan degiskenler U rasgele sayisini dUretildikten sonra su sekilde
hesaplanir.

Vi

V2

X = (=2 logU)'/?

Y = (=2 log U)'/? (3.6)

R? =V, 4+ V,% olup, (0,1) araliginda uniform ve @ rasgele acisindan bagimsiz

olduguna gore U rasgele sayisi yerine kullanilir. S = R? olarak tanimlanirsa;

v 1/2
X =(-2logS)V2— = Vl(

—2log$S
= (5 )

S
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v, —2 logS\“?
Y = (=2 logS)l/Zm =V, <T> (3.7)
degerleri S =V,% +V,* ve (V,,V,) rasgele secilmis cevresi 1 olan orijin merkezli

degerler oldugunda bagimsiz birim normal olmaktadir.

Ozetle polar yontemi ile birbirinden bagimsiz birim normal rasgele degiskenler
asagidaki adimlar sonucunda bulunur.

* U, ve U, rasgele sayilari Uretilir. Bu rasgele sayilar JAVA’'nin Random sinif
ile Gretilmigtir.

« JIkinci adim olarak V; =2U; -1, V, =2U, -1, S=V,>+V,% esitlikleri
bulunur.

» Eger S > 1'den ilk adima geri donuldr.

e Son adim olarak X ve Y bagimsiz rasgele degiskenlikleri asagidaki

esitliklerden bulunur [17].

—2logS —2log$S

Programda polar teknigi ile X ve Y degerleri Uretildikten sonra;

GenerateVektorX sinifinda p degiskenli normalligi saglamak icgin Uretilmis olan X
degerleri belirli bir dontigum ile X vektoru haline getirilir. Bu dontisimde 6ncelikle
birbirinden bagimsiz p tane standart normal degisken Uretilir. Bu dretilmig olan
degiskenlerin gozlem degerlerinin birbirinden bagimsiz olmasi saglanir. Daha
sonra birbirleriyle iligkili degiskenler yaratmak icin asagidaki esitlikten dénisimu

tamamlanmis degerler Uretilir [18].

X, =W
(X1) R { 1 2 (3.9)
Xp Xo = pXj_1 +V1 - p*W;

(3.9) esitliginde tanimlanmig olan donidstum ile Uretilen degiskenler bir ArrayList’ e
atildiktan sonra GenerateX sinifi bu Uretilmis olan ArrayList icerisinde bulunan her
bir degigkeni drneklem sayisina bagli olarak alir ve sonug¢ olarak bir X matrisi

olusturulmus olur.

21



Programin tamaminda matrisler kullanilirken JAMA paketinden yararlaniimigtir.
JAMA; JAVA programlama dili i¢in tanimlanmis standart dogrusal cebir paketidir.
JAMA matrislerin olusturulmasinda kullanci seviyesinde siniflar saglamaktadir.
JAMA paketinin kullanilmasi kolay ve vyeterli fonksiyon kapasitesi olmasindan

oturd oldukga basaril bir pakettir [19].

3.3 Testlerin Algoritmalari

Bu bolumde programda kullanilan ¢ok degiskenli Z, ve C, test istatistiklerinin

algoritmalar kisaca anlatilmaktadir.

3.3.1 Cok de gigkenli Z,, testi algoritmasi

Cok degiskenli Z,, testi kullanicidan alinmis olan X veri matrisinin ¥ matrisine

donusturtlmesinden sonra MultivariateTests paketinde bulunan MultiZ  sinifi

icerisinde ana islemlerini gerceklestirir.

Multiz sinifinda yapici 6ncelikle Y matrisini, 6rneklem buyukligint ve degisken
sayisini alir. Daha sonra bu bilgiler dogrultusunda ¢ok degiskenli veri kimesini tek
degiskenli veriler haline donustirmek icin situn sdtun bu verilerin bolinmesi iglemi
yapilir. Bolinen her bir veri kimesi ArrayList'e atilir. Bu Y ArrayListindeki tek

degiskenli verilerden tek degiskenli Z testi hesaplamalari yapilir.

Tek degiskenli Z testi hesaplamalari UnivariateTests paketinde bulunan Calz
sinifinda yapilmaktadir. CalZ sinifi yapicisinda MultiZ sinifinda yaratiimis olan
icerisinde tek degigsken veri kimesini barindiran Y; ArrayListini alir. Alinmig olan Y;
listesi 6ncelikle sirall istatistikleri elde etmek icin kiigctikten blytge dogru siralanir.
Daha sonra ise (2.16)’ da tanimlanmis olan G; degerleri GiCalculate fonksiyonu ile
hesaplanarak tek degiskenli Z degeri elde edilir. G; degerleri hesaplanirken (2.17)
esitligindeki u;., degerleri Harter [24] in normal sirali istatistiklerin beklenen

degerleri tablosundan alinmistir.
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Her bir Z degerinden (2.37)'de tanimlanmis olan cok degiskenli Z,, degeri
bulunur. Bu hesap degerindeki ortak varyans degeri 6rneklem buyudkliga 10, 20,
30, 40 ve 50 oldugu durumlarda dogrudan bu Orneklem buyukliklerine ait
degerlerin CommonV adindaki listeden (ArrayList) alinmasiyla elde edilir. Eger
orneklem buyuklugu bu bes degere esit degil ise, dogrusal interpolasyon yontemi

ile ortak varyans elde edilir.

Bir istatistiksel tabloda iki deger arasinda kalan bir baska degeri bulmak igin

(2.4.2) bélumunde ifade edilen interpolasyon teknigi kullaniimaktadir.

3.3.2 Cok de gigkenli C, testi algoritmasi

Cok degiskenli C, testi kullanicidan alinmis olan X veri matrisinin, ¥ matrisine
donusturilmesinden sonra MultivariateTests paketinde bulunan MultiC  sinifi

icerisinde ana islemlerini gerceklestirir.

MultiC sinifinda yapici; oOrneklem bulyukluguni, degisken sayisini  ve
donustartlmads ¥ matrisini alir. Bir sonraki adim olarak UnivariateTests paketinde
bulunan tek degiskenli C degerlerini hesaplayan CalC sinifinin bir nesnesi

olusturularak C degerleri her bir ArrayList icin hesaplanarak toplanir ve C,, degeri

elde edilir.

Tek degiskenli C degerlerinin hesaplama iglemlerinin yapildigr CalC sinifinin
yapicisinda oncelikle Y ArrayListi alinir. Daha sonra (2.18) esitliginden tek
degiskenli C esitligini elde edebilmek icin ihtiyacimiz olan W degerini elde etmek

icin CalW sinifinin bir nesnesi tanimlanir.

CalWw sinifinda yapici gonderilmis olan listeyi ve drneklem buydklagunt ahr. Bu
degerler alindiktan sonra (2.10) esitligindeki tek degiskenli W degeri hesaplanir. W
esitligindeki a;.,, degerlerini hesaplamak icin WCoefficients isimli siniftan
yararlaniimaktadir. CalW sinifinda yaratilan WCoefficients nesnesi ile ¢agirilan
sinif 6rneklem buoyudkligine gore Coefficient.txt isimli dosyadan o 6rneklem

blyukligune ait olan a;.,, degerini bulur ve geri gbnderir.
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Calw sinifi ile hesaplanmis olan W deg@erinin ardindan CalC sinifinda tek
degiskenli C esitligindeki, (2.18) R istatistiginin hesaplanmasi icin CorrelationCal

sinifinin bir nesnesi tanimlanir.

Tanimlanmig olan CorrelationCal nesnesi ile bu siniftaki yapici génderilmis
olan listeyi alir. Alinan liste Descriptives sinifindaki Ordersta yontemi ile kiiciikten
blyuge dogru siralanir. Sirall istatistikler elde edildikten sonra (2.13) esitliginden
tek degiskenli R istatistigi degeri elde edilir. R istatisti§i hesaplanirken (2.14)
esitligindeki kitle bolenleri yerine Harter [24] 1n normal sirali istatistiklerin beklenen
degerlerini veren tablosundan yararlaniimistir. R istatistigi degeri elde edildikten
sonra tek degiskenli C istatistigi esitlik (2.18)'de a,, a,, W ve R degerleri yerine

konularak elde edilir.
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4. MONTE CARLO CALI SMASI

Monte Carlo calismasi rasgele 6rnekleme tekniginin kullanimi ile genellikle bir
bilgisayar  similasyonunun  yardimiyla, 0Ozellikle  ¢6zimin  olasiliksal
hesaplamalarinin degerlerini veren matematiksel ya da fiziksel sorunlara

yaklagsimsal ¢6zimler getirmeye yarayan bir yontemdir [20].

Bazi durumlarda teorideki yaklasimin sonucunu bulmak neredeyse
imkansizdir. iste bu durumlarda Monte Carlo simiilasyonu arastirmacilara teorik
yaklasimin bir alternatifini sunar. Deneysel bir alternatif sonucun bulunmasi

gunumuzde bilgisayar alanindaki teknolojinin gelismesi sonucunda olasidir.

Her ne kadar istatistiksel teoriler yeterli olsa da bir istatistiksel teorinin
gecerliligi  belirli varsayimlara dayanmaktadir. Kullandigimiz veriler eger bu
varsayimlari sagliyor ise istatistiksel teoriler sayesinde orneklem dagilimlarinin
karakteristik Ozelliklerini gecerli ve yeterli tahminlerle elde edebiliriz. Ote yandan
eger sahip oldugumuz veriler bu varsayimlarin ihlaline neden oluyor ise, teoriye
dayali olarak bulunan belli 6rneklem dagihmlarinin tahminlerinin gecerliligi
belirsizlesmektedir; bu nedenle de dogrudan teorilere bagh kalirsak bulacagimiz
sonuclarin hatali olmasi kacinilmazdir. iste bu durumlarda Monte Carlo
Simulasyon (MCS) calismasi arastirmacilar icin yararh bir hale gelmektedir. Clnku
MCS orneklem dagilimlarinin karakteristiklerini teorik beklentilerden ¢ok deneysel
yaklasimlarla bulmaya dayanan bir yaklasimdir. Yeterli sayida uretilen drneklem
ile deneysel sonuclar asimptotik olarak teorik sonuclara ulasacaktir ve bu teorik

sonuclara ulagilabilindiginde kanitlanabilmektedir.

Ozet olarak cesitli dallardaki nicel arastirmalarda, Monte Carlo calismasi bir
istatistiksel teorinin  yetersizligi ya da gecerliligi olmamasi durumunda

kullaniimaktadir.

Bazi durumlarda; bir istatistigin ¢ok karmasik olmasindan kaynakli olarak,
Istatistigin teorik drneklem dagilimi var olmayabilir. Boyle durumlarda Monte Carlo
calismalari teorik drneklemin dagilimini deneysel olarak bulmaya yaramaktadir.
Ornegin diskriminant analizi ve kanonik korelasyon bir cok alanda siklikla

kullanilan cok degiskenli istatistiksel tekniklerdir. Her iki teknikte de regresyon
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analizindeki regresyon katsayilarina benzer fonksiyon katsayilari bulunmaktadir.
Buna ek olarak her iki istatistiksel yontemde de Olgimsel degigkenler ve
fonksiyonlar arasindaki korelasyonu veren yapisal katsayilar bulunmaktadir. Bu iki
istatistigin de ¢cok karmasik olmasindan kaynakli olarak; her iki istatistik icinde bu
katsayilarin teorik dagihmlari bulunmamaktadir. Bu nedenle de Monte Carlo
calismasi kullanilarak 6rneklemin deneysel dagiimlari bulunmakta ve sonuclara

buradan ulasiimaktadir.

Surtcd’ nin [9] calismasindaki cok degiskenli Z,,, R, ve C, istatistiklerinin sifir

hipotezi altinda yaklastigi teorik 6érneklem dagilimlarinin karmasik yapisi nedeni ile
bu istatistiklere bagl hipotezler test edilirken teorik 6rneklem dagilimlarina

simulasyon yardimi ile ulagilir.

Bu calismada c¢ok degiskenli Z, ve C, testlerinin dagilim yakinsamalarinin
dogrulugunu 6lgcme amaci ile Simulasyon calismasi yapilmigtir. 2.4.2 béliminde
tanimlanmis olan ¢ok degiskenli Z,, istatistiginin dagilimi p serbestlik derecesi ile

asimtotik olarak ki-kareye yakinsamasi asagidaki olasilik hesaplanarak test

edilmektedir.
Pz, > X§.9(p)]
2.4.4 boluiminde tamimlanmig olan C, test istatistiginin dagihmi v serbestlik

derecesi ile tcuncul moment ki-kareye asimtotik olarak yakinsamaktadir. Bu
yakinsama asagida tanimlanmig olan olasiligin hesaplanmasi sonucunda elde

edilmektedir.
P[Cp 2 bX§ow) — a]
Yukaridaki olasiliga karsilik gelen degerler Similasyon yardimi ile elde
edilmektedir. Similasyon yapilirken dncelikle ilk adimda 10 000 tane C, degeri
uretilmektedir. Daha sonra uretilmis olan C,,’ degerlerinden a, b ve v degerleri elde
edilir. Bu islem tekrarlanarak a, b ve ¥ ortalama degerleri elde edilir. Bu
degerlerden yararlanarak
A = bx§ow —a
degeri hesaplanir. Elde edilmis olan A degeri ile karsilastirmak tizere 10 000 tane

baslangicta dretilenden farkh C, degeri dretilir. C, > A kosulunu saglayan C,
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degerlerinin sayisi toplam deneme sayisina boélinerek (bu durumda 10 000) bir

olasilik degerine ulagiimig olunur.

Bu calismada Monte Carlo similasyon yontemi ile yapilmis olan iglemler
geligtirilmis programdaki Simulasyon adl paket icerisinde gerceklestirilmistir. C,
testi icin yapiimisg olan similasyonda degisken sayisi 2 (p =2) ve 0Orneklem
blyuklugu 10 (n = 10) olarak alindiginda 5 tekrarlanma sayisi i¢in hesaplanan a,

b ve v degerleri Cizgelge 4.1’ de verilmigtir.

Cizelge 4.1: n = 10, p = 2 iken 5 tekrarlanma sayisi i¢in hesaplanan a, b, v
degerlerinin sonuclari

Tekrarlanma v b a
Sayisi
1 4.866610588 | 0.05048803946 | 0.24568284173
2 5.012108755 | 0.04918097533 | 0.24647029230
3 4.881897367 | 0.04990694445 | 0.24360844549
4 4.963217535 | 0.04984881364 | 0.24738440340
5 5.035963481 | 0.04926908985 | 0.24808953526

Elde edilen a, b ve v degerlerinin ortalamalari alinarak a, b ve v degerleri elde
edilmistir. Bu ortalama degerleri Cizelge 4.2'de verilmistir. ¥ = 5 serbestlik dereceli
ki-kare tablo degeri 9.236’ dir. A degeri ise 0.2096822331 olarak hesaplanmistir.
a, b ve v degerleri bulunurken Uretilmis olan C, degerinden bagimsiz olarak
uretilen 10 000 tane C, degeri ile A degeri karsilagtirildiginda C, = A kosulunu
saglayan C, degerlerinin olasiligi 0.1308 olarak hesaplanmistir. Uretiimis olan
degerlerin sonucuna bakildiginda C, test istatistiginin dagihmi, v serbestlik

dereceli G¢uincul moment ki-kareye asimptotik olarak yakinsamaktadir.

Cizelge 4.2: Hesaplanan a, b ve v degerleri

4.941364031 | 0.049595977 | 0.245010963
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Z, testiicin yapllmis olan simllasyonda orneklem buyukligli 20 ve degisken
sayisi 2 olarak alindiginda dretilen 10 000 tane Z, degeri ile A degeri
kargllastiriidiginda Z,, = A kosulunu saglayan Z, degerlerinin olasiligi 0.0849
olarak hesaplanmigtir. Bu degerin 0.1 degerine ¢ok yakin ¢ikmasi Z, testinin

asimtotik olarak ki-kare dagilimina yakinsadigini gostermektedir..
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5. UYGULAMALAR

Bu bdlimde cesitli kaynaklardan elde edilen veri kiimelerinin ¢ok degiskenli
normal dagilima sahip olup olmadigi incelenmistir. Bu veri kimelerinin daha 6nce
cok degiskenli normal dagihimli olup olmadigi farkl yontemler ile arastiriimistir. Bu

calismada ise gelistirilmis olan programdan uygulama sonugclari verilmigtir.

5.1 iris Veri Kiimesi Uygulamasi

Bu calismada Fisher'in sisen (iris germanica) cicekleri tzerinden toplamis
oldugu cok degiskenli veri kimesinin (Ek 2) uygulamasi gerceklestirilmigtir.
Fisher'in siisen cicegi veri kimesi Setosa, Versicolour ve Virginica olmak Uzere ¢
farkh cicek turinden (grup) olugsmaktadir. Her bir grupta 4 degisken bulunmaktadir.
Bu degiskenler;

* X;: canak yaprak uzunlugu

* X,: canak yaprak genisligi

e Xj:tag yaprak uzunlugu

* X,:tag yaprak genigligi
olarak tanimlanmistir [21, 22].

Setosa veri kimesi i¢in yapilmis olan uygulamada p = 4, n = 50 oldugunda
kismi regresyon katsayilari ile X veri matrisinden hesaplanan Y matrisi EK 3'te
verilmigtir. Y matrisi Gzerinden yapilan islemler sonucunda hesaplanan Z, ve C,
degerleri bu degerlere ait tablo kritik degerleri ve testlerin sonuclari (5.1)

Cizelgesinde 6zetlenmektedir.

Cizelge 5.1: Setosa veri kimesi igin hesaplanan test sonuglari (p = 4)

Test Hesaplanan de ger Kritik de ger Sonug
Z, 11.4197 7.7779 Zy>Zy
Cy 0.16475 0.1510 Cy > Cy
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C, degerinin kritik degeri olan C,, A = b)(glg(v) — a degerinin hesaplanmasi ile
bulunmaktadir. Bu degerler daha 6nceden simulasyon yolu ile hesaplanmistir. a, b
ve v degerleri 6rneklem buydkliga ve degisken sayisina gore dosyalardan
alinmakta ve islemler buna goére yapilmaktadir. Yapiimis olan uygulamalarin
tumunde Cj, kritik degeri bulunurken bu yontem kullanilmistir. Z;, kritik degeri 0.90

glven duzeyindeki 4 serbestlik derecesi ile ki-kare tablo degeridir.

Cizelge sonuclari yorumlanacak olursa Z, hesap degeri 11.4197 bulunmustur.
Bu degerin kritik degerden biyik olmasindan dolayi ¢cok degiskenli Z testine gore

veriler %90 guvenilirlik dizeyinde ¢cok degiskenli normal dagilimdan sapmaktadir.

C, testinin sonuclarina gore, C, degeri 0.16475 olarak bulunmustur. Bu
degerin karsilastirilan kritik degerden (0.1510) buyuk oldugu gortulmektedir. Sonug
olarak Setosa veri kiumesi, ¢cok degiskenli C testine gore %90 guvenilirlik

dizeyinde 4 degiskenli normal dagilima sahip degildir.

Setosa veri kiimesi i¢in ta¢ yaprak genigligi (X,) degiskenin normal dagilima
sahip olmadig! bilinmektedir [20]. Bu bilgi dogrultusunda X, degiskeni veri
kimesinden cikarildiginda testlerdeki hesaplanan degerler ile kritik degerlerin

birbirine daha yakin ¢ikmasi beklenmektedir.

X, degiskeni cikarildiktan sonra p = 3, n = 50 degerleri igin kismi regresyon
katsayilari ile X veri matrisinden hesaplanan Y matrisi Ek 4’ te verilmigtir. Y matrisi
Uzerinden yapilan iglemler sonucunda hesaplanan Z; ve C; degerleri ve bu
degerlere ait tablo kritik degerleri ve testlerin sonuclari Cizelge 5.2° de

Ozetlenmektedir.

Cizelge 5.2: Setosa veri kimesi igin hesaplanan test sonuglari (p = 3)

Hesaplanan de ger Kritik de ger Sonug

Test
Z3 0.460138 6.251 Z3 <Z
C; 0.06359 0.115836100 | C3 < Cy
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Cizelge 5.2’ deki sonucglara gore X, degiskeni veri kiimesinden cikarildiginda

her iki test icin de u¢ degiskenli normallik saglanmaktadir.

5.2 Ter Veri Kimesi Uygulamasi

Johnson ve Wichern [13]' in U¢ degiskenli normalligini test ettikleri veri
kimesinde 20 saglikh kadinin terlemeleri ile ilgili veriler toplanmigtir. Veri
kiimesinde incelenmis olan tc¢ degisken bulunmaktadir. Bu degdiskenler;

* X;: Terleme orani

* X,: Sodyum icerigi

* X;: Potasyum icerigi

olarak tanimlanmaktadir (Ek 5).

Johnson ve Wichern ¢ok degiskenli normallik varsayimini Q — Q grafigi ile test
etmistir. Her bir degisken icin marjinal grafiklere bakildiginda degerlerin normal

dagilima yakin oldugu sonucuna ulasiimistir.
Bu calismada gelistiriimis olan program ile hesaplanan test sonuglari Cizelge
5.3 te Ozetlenmistir. Ayrica hesaplanmis olan Y matrisi ve veri kimesi Ek 6'da

verilmigtir.

Cizelge 5.3: Ter veri kimesi icin hesaplanan test sonuclari (p = 3)

Test Hesaplanan de ger Kritik de ger Sonug
Z3 2.535109 6.251 Z3 <Z
C; 0.0829 0.200254 C3 > Cy

Cizelge 5.3’e gore, U¢ degiskenli Z; ve C5 testleri sonuclarina bakildiginda Z,
testine gore %90 guvenilirlik dizeyinde veri kiimesinin normal dagilima sahip
oldugu sonucuna ulasiimaktadir. Buna karsin C testinin sonucuna bakildiginda
%90 guvenilirlik dizeyinde veri kimesinin normal dagilima sahip olmadigi
sonucuna ulagiimaktadir. Strtct [9]'nin yapmis oldugu calisma sonucuna gore

cok degiskenli C, testinin daha gugli bir test oldugu bilinmektedir. Bu durumda ¢ok

degiskenli C, testinin sonucu dikkate alinabilir.
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5.3 Yuzucu Veri Kimesi Uygulamasi

Alpar [23]' In incelemis oldugu veri kiimesi en az 20 kez milli olmus, 18 yasin
tzerindeki erkek orta mesafe yuzuculerinin oksijen tiketim kapasitelerinin beng
presteki maksimum kaldirma kuvvetlerinin ve genel spor bilgisi puanlarinin belirli
rakamlara esit olup olmadiginin incelenmesi tizerine toplanmistir (Ek 7). istenilen
test uygulanmadan 0Once cok degigkenli verilerin normal dagilima sahip olup
olmadiginin arastiriimasi yapilmig ve sonu¢ olarak normallikten asiri bir ayrilis
olmadigi saptanmigtir. Hesaplanmis olan Y matrisi ve veri kiimesi Ek 8'de

verilmistir.

Cok degiskenli ¢ ve Z testlerine bu veri kiimesi uygulanmis ve elde edilen
sonugclar 5.4 cizgelgesinde 6zetlenmistir. Bu sonuclara bakildiginda Z; degerinin Z
kritik degerinden kuguk oldugu go6zlemlenmektedir (1.12984 <6.251). Z testi
sonucuna gore yuzucu verileri %90 guvenilirlik diizeyinde tg¢ degiskenli normallik
varsayimini Alpar [23]'Un de belirttigi gibi saglamaktadir. C; testine gore de
hesaplanmig olan dederin, kritik degerden kicuk ¢ikmasi bu verilerin ¢ degiskenli

normal dagilima %90 givenilirlik diizeyinde sahip oldugunu géstermistir.

Cizelge 5.4: Yuzucu veri kiimesi icin hesaplanan test sonuglari (p = 3)

Test Hesaplanan de ger Kritik de ger Sonug
Z3 1.12984 6.251 Zy < Zy
C3 0.09639 0.206 C3 < Cy

5.4 Dogum Veri Kimesi Uygulamasi

Testlerin uygulandigi bu veri kiimesi en az bir canli dogum yapmis 15 kadina
iliskin;

* X;: Hemoglobin dizeyi

* X,: Canli dogum sayisi

* X;: Kadinin yasi

* X,: Cocuk bakim bilgi puani
degiskenlerini icermektedir. Bu dort degisken icerisinden hemoglobin dizeyi ile

kadinin yagi degiskenlerinin iki degiskenli normal dagilima sahip olup olmadiklari
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incelenmigtir (Ek 9). C, ve Z, testlerinden elde edilen sonuclar Cizelge 5.5'te

verilmigtir.

Cizelge 5.5: Dogum veri kimesi i¢in hesaplanan test sonuclari (p = 2)

Test Hesaplanan de ger Kritik de ger Sonug
Z, 0.1064 4.605 Zy < Zy
) 0.062 0.1730 C, < Cy

Cok degiskenli Z istatistigine gére hesaplanmis olan Z, degeri 0.1064 olarak
bulunmustur. (p = 2) serbestlik dereceli y? tablo kritik degeri ise 4.605 dir.
Z, < Z, oldugundan yas ve hemoglobin dizeyini iceren iki degiskenli veri kiimesi

%90 guvenilirlik dizeyinde iki degiskenli normal dagilima sahiptir.

Cok C, < (C, (0.062<0.1730) oldugundan en az bir kere dogum yapmis
kadinlarin yas ve hemoglobin dizeyi bilgilerinden olusan veri kimesinin %90
guvenilirlik dizeyinde iki degiskenli normal dagildigi sonucuna ulagiimaktadir.

Alpar [23] grafik yontemi ile yapmis oldugu testin sonucunda X; ve X;
degiskenlerinin icerdigi veri kimesinin iki degiskenli normal dagilmadigi sonucuna
ulasmigtir. Bu farkhligin nedeni, grafik yodntemlerinin testler kadar hassas

olmamasindan kaynaklanabilir.

5.5 Vicut Ya g Yuzdeleri Kimesi Uygulamasi

30 sporcunun 4 farkli zaman dilimindeki vicut yag yuzdeleri bilgilerinin
olusturdugu veri kiimesi Ek 11’de verilmigtir. Alpar [23] bu veri kimesinde bulunan
uc degerleri cikartarak veri kiimesinin doért degiskenli normal dagihm go6sterip
gostermedigini incelemistir. Bu veri kimesi Gzerinde yapilmis olan dort degiskenli

C ve Z testlerinin sonuclar Cizelge 5.6’ da verilmigtir.
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Cizelge 5.6: Vicut yag yuzdeleri veri kimesi icin hesaplanan test sonuclari (p = 4)

Test | Hesaplanan de ger | Kritik de ger Sonug

Z, 1.1830 7.779 Zy < 7y
C, 0.2011 0.2203 Cy < Cy

Bu tablo sonuclarina gére C, degerinin 0.2011 olarak bulundugu ve Kkritik
degerden (0.2203) kicuk oldugu gorulmektedir. Sonuc olarak C, istatistigine gére
verilerin %90 guvenilirlik dizeyinde dort degiskenli normal dagildigr soylenebilir.
Benzer sonu¢ Z, istatistigi icin de soylenebilmektedir (1.1830<7.779).
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6. SONUC

Gunumuizde cok degiskenli bir veri kimesinin normal dagilima sahip olup
olmadigini inceleyen bir ¢ok test bulunmaktadir. Ancak bu testlerin hic¢ biri tim

alternatiflere kargi guglu degildir.

Tek degigskenli W testi, kendisini de icerisinde barindiran birlesik bir test
uygulandiginda yani icerisinde W testi de dahil olmak tzere birden fazla normalligi
test eden yeni bir normallik testi 6ne suruldiaginde matematiksel hesaplamalari

basit kilmaktadir. Bu nedenle birlesik testlerde kullaniimasi kolay bir testtir [6].

Tek degiskenli R test istatistigi olasilik grafigi ve korelasyon katsayisinin
birlesiminden olustugu icin kavramsal olarak anlasilmasi kolaydir. Hesaplamalar
acisindan ise basittir ciinkU istatistikte hesaplanan katsayilar herhangi bir yerde
tutulmadan dogrudan hesaplanabilinmektedir. Buna ek olarak R istatistigi normal
olmayan hipotezler icin; dagihm test istatistigi olarak genisletilebilecek bir yapiya
sahiptir [3].

Sdurlcu [8] nln 6ne surmis oldugu C test istatistigi W ve R istatistiklerinin
agirhklandirnimis toplamindan elde edilmektedir. Tam tek degiskenli normal
dagilim testleri icerisinde W testi, carpik ve kisa kuyruklu simetrik alternatifler igin,
R ise uzun kuyruklu simetrik alternatifler icin en guclu test olduguna goére ve C testi
bu testlerin agirlaklandiriimis toplamindan elde edildigine gére tek degiskenli C

istatistigi tim alternatifleri kapsayan ¢ok guclu bir normallik testidir.
Buna ek olarak deneysel dagilim fonksiyonlarina bagl Kolmogorov-Smirnov,

Anderson-Darling ve bunun gibi tek degiskenli normallik testlerinin W ve C

istatistikleri kadar gticli olmadigi ifade edilmektedir [8].
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Sdrlcu [8] tarafindan yapilan similasyon sonuclarina gore tek degiskenli C
istatistiginin cok degiskenli genellemesi ile olusturulmus olan C, testinin ¢ok
degiskenli basiklk, carpiklik katsayilarina, ¢cok degigkenli R, W ve Z testlerine gore

en guclu test oldugu gorulmektedir.

Cok degiskenli normal dagilimin test edilmesinde kullanilan yontemlerden bir
tanesi de Q-Q grafikleridir. Liang ve Yang [22]'in Fisher’ in veri kiimesi Uzerinde
yapmis olduklari calisma sonuclarina gore Q-Q grafikleri her ne kadar cok
degiskenli bir veri kimesinin dagihmi hakkinda gorsel bilgi verse bile degisken
sayisi 0rneklem sayisina yakin oldugu durumlarda tutarli sonuclar vermemektedir.

Cok degiskenli C, testi icin boyle bir kisit bulunmamaktadir.

Basiklik ve garpiklik katsayilari cok degiskenli normalligin testinde her ne kadar
yaygin olarak kullanilsa da Sdrict [9] nun Fisher n verisi Uzerinde yapmis
oldugu Simulasyon sonuclarina gore normal dagimadigr bilinen bu veri kimesi
icin carpiklik testi ¢cok degigkenli normal dagilimdan herhangi bir sapma olmadigi
sonucuna ulasmigtir. Ayni sekilde verilerin ¢cok degiskenli normal dagilima sahip
oldugu sonucu W, testi icin de gecerlidir. Bu bilgiler dogrultusunda normal
dagilmayan bir veri kiimesinin normal dagilima sahip oldugu sonugclarini veren bu
iki testin (cok degiskenli W, testi ve ¢ok degiskenli ¢arpiklik katsayisi) gi¢lu testler

olmadigi sonucuna ulasiimaktadir.

Fisher’ in siisen cicekleri Gizerinden toplamis oldugu verilerin Setosa grubu icin
X; ve X, degiskenlerinin cok degiskenli normal dagilmadigl bilinmektedir. Bu
calismada JAVA dilinde geligtiriimis olan programin sonugclari ile Strtct [9] nln

calismasindaki bu sonugclar tutarlidir.

(5.4) boéluminde incelenmis olan dogum veri kiimesinden alinan sonuclara
bakildiginda bu verinin ¢ok degiskenli normal dagihma sahip oldugu
gorulmektedir. Alpar [23] grafik yontemi ile yapmig oldugu testin bu veri kiimesinin
normal dagiima sahip olmadigi sonucuna ulasirken, grafiksel yontemin C,
yontemine gore daha az guvenilir olmasi bilindiginden ¢aligmada bulunmus olan

sonugclarin dogrulugu dusundlmektedir.
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Her ne kadar R paket programi Shapiro-Wilk'in cok degiskenli W, testini

barindiran bir program olsa da yapilmis olan ¢calismalar sonucunda ¢cok degiskenli

W, testinin glclu bir test olmadigi bilinmektedir. Bu ¢alisma, ¢ok degiskenli C,, ve
Z, testlerinin JAVA programlama dilinde uygulamasini sunarken zaman ve

pratiklik acisindan kullanicilara bir ¢cok kolaylik saglamaktadir.
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EKLER
Ek 1. Shapiro Wilk a;.,, katsayilari tablosu

i\n |2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 10

1 07071 0,7071 0,6872 0,6646 0,6431 0,6233 0,6052 0,5888 0,5739
2 0 0,1667 0,2413 0,2806 0,3031 0,3164 0,3244 0,3291
3 0 0,0875 0,1401 0,1743 0,1976 0,2141
4 0 0,0561 0,0947 0,1224
5 0 0,0399

1 05601 05475 0,5359 10,5251 0,515 0,5056 0,4968 0,4886 0,4808 0,4734
2 03315 0,3325 0,3325 0,3318 0,3306 0,329 0,3273 0,3253 0,3232 0,3211
3 0,226 0,2347 0,2412 0,246 0,2495 0,2521 0,254 0,2553 0,2561 0,2565
4 0,429 0,1586 0,1707 0,1802 0,1878 0,1939 0,1988 0,2027 0,2059 0,2085
5 00695 0,0922 0,1099 0,124 0,1353 0,1447 0,1524 0,1587 0,1641 0,1686
6 0 0,0303 0,0539 0,0727 0,088 0,1005 0,1109 0,1197 0,1271 0,1334
7 0 0,024 0,0433 10,0593 0,0725 0,0837 0,0932 0,1013
8 0 0,0196 0,0359 0,0496 0,0612 0,0711
9 0 0,0163 0,0303 0,0422
10 0 0,014

1 04643 0459 0,4542 0,4493 0,445 0,4407 04366 0,4328 0,4291 0,4254
2 0,318 0,3156 0,3126 0,3098 0,3069 0,3043 0,3018 0,2992 0,2968 0,2944
3 02578 0,2571 0,2563 0,2554 0,2543 0,2533 0,2522 0,251 0,2499 0,2487
4 02119 0,2131 0,2139 0,2145 0,2148 0,2151 0,2152 0,2151 0,215 0,2148
5 01736 0,1764 0,1787 0,1807 0,1822 0,1836 0,1848 0,1857 0,1864 0,187
6 01399 0,1443 0,148 0,1512 0,1539 0,1563 0,1584 0,1601 0,1616 0,163
7 01092 0,115 0,201 0,1245 0,1283 0,1316 0,1346 0,1372 0,1395 0,1415
8 00804 0,0878 0,0941 0,0997 0,1046 0,1089 0,1128 0,1162 0,1192 0,1219
9 0,053 0,0618 0,0696 0,0764 0,0823 0,0876 0,0923 0,0965 0,1002 0,1036
10 0,0263 0,0368 0,0459 0,0539 0,061 0,0672 0,0728 0,0778 0,0822 0,0862
11 0 0,0122 0,0228 0,0321 0,0403 0,0476 0,054 0,0598 0,065 0,0697
12 0 0,010 0,02 0,0284 0,0358 0,0424 0,0483 0,0537
13 0 0,0094 0,0178 0,0253 0,032 0,0381
14 0 0,0084 0,0159 0,0227
15 0 0,0076

1 0422 04188 04156 04127 04096 04068 0404 04015 0,3989 0,3964
2 02021 02898 02876 02854 02834 02813 02794 02774 0,2755 0,2737
30,2475 02462 02451 02439 02427 0,2415 02403 02391 0,238 0,2368
4 02145 02141 02137 02132 02127 02121 02116 0211 02104 0,2098
5 01874 01878 0188 0,882 0,883 0,1883 0,883 01881 0,188 0,1878
6 01641 01651 0,166 0,1667 01673 0,1678 0,1683 0,1686 0,1689 0,1691
7 01433 01449 0,1463 0,475 01487 0,1496 0,505 01513 0,152 0,1526
8 01243 01265 0,284 0,301 01317 0,1331 0,344 0,356 0,1336 0,1376
9 01066 01093 01118 0,114 0116 0,179 01196 01211 0,1225 0,1237
10 00899 00931 00961 00988 0,1013 0,036 0,1056 0,1075 0,1092 0,1108
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12 0,0585 0,0629 0,0669 0,0706 0,0739 0,077 0,0798 0,0824 0,0848 0,087

14 0,0289 0,0344 0,0395 0,0441 0,0484 0,0523 0,0559 0,0592 0,0622 0,0651

0 0,0068 0,0131 0,0187 0,0239 0,0287 0,0331 0,0372 0,0409 0,0444

0 0,005/ 0,011 0,0158 0,0203 0,0244

0 0,0049

1 0394 03017 03894 03872 0385 0383 03808 03789 0,377 03751

2 02719 0,2701 0,2684 0,2667 0,2651 0,2635 0,262 0,2604 0,2589 0,2574

4 0,2091 0,2085 0,2078 0,2072 0,2065 0,2058 0,2052 0,2045 0,2038 0,2032
6 0,1693 0,1694 0,1695 0,1695 0,1695 0,1695 0,1695 0,1693 0,1692 0,1691

8 0,1384 0,1392 0,1398 0,1405 0,141 0,1415 0,142 0,1423 0,1427 0,143

10 0,1123 0,1136 0,1149 0,116 0,117 0,118 0,1189 0,1197 0,1205 0,1212

12 0,0891 0,0909 0,0927 0,0943 0,0959 0,0972 0,0986 0,0998 0,101 0,102

14 0,0677 0,0701 0,0724 0,0745 0,0765 0,0783 0,0801 0,0817 0,0832 0,0846

16 0,0476 0,0506 0,0534 0,056 0,0584 0,0607 0,0628 0,0648 0,0667 0,0685

18 0,0283 0,0318 0,0352 0,0383 0,0412 0,0439 0,0465 0,0489 0,0511 0,0532

20 0,0094 0,0136 0,0175 0,0211 0,0245 0,0277 0,0307 0,0335 0,0361 0,0386

0 0,0042 0,0081 0,0118 0,0153 0,0185 0,0215 0,0244

0 0,0037 0,0071 0,0104
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Ek 2. Fisher setosa grubu icin stsen cicekleri veri kimesi

Canak Canak Tag Tag
Yaprak Yaprak Yaprak Yaprak
Uzunlu gu Genigligi Uzunlu gu Genigligi
(X1) (X2) (X3) (X,)
R 3.5 1.4 0.2 setosa
4.9 3.0 1.4 0.2 setosa
4.7 3.2 1.3 0.2 setosa
4.6 3.1 15 0.2 setosa
5.0 3.6 1.4 0.2 setosa
5.4 3.9 1.7 0.4 setosa
4.6 3.4 1.4 0.3 setosa
5.0 3.4 15 0.2 setosa
4.4 2.9 1.4 0.2 setosa
4.9 3.1 15 0.1 setosa
5.4 3.7 15 0.2 setosa
4.8 3.4 1.6 0.2 setosa
4.8 3.0 1.4 0.1 setosa
4.3 3.0 1.1 0.1 setosa
5.8 4.0 1.2 0.2 setosa
5.7 4.4 1.5 0.4 setosa
5.4 3.9 1.3 0.4 setosa
5.1 3.5 1.4 0.3 setosa
5.7 3.8 1.7 0.3 setosa
5.1 3.8 15 0.3 setosa
5.4 3.4 1.7 0.2 setosa
51 3.7 1.5 0.4 setosa
4.6 3.6 1.0 0.2 setosa
51 3.3 1.7 0.5 setosa
4.8 3.4 1.9 0.2 setosa
5.0 3.0 1.6 0.2 setosa
5.0 3.4 1.6 0.4 setosa
5.2 3.5 15 0.2 setosa
5.2 3.4 1.4 0.2 setosa
4.7 3.2 1.6 0.2 setosa
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4.8 3.1 1.6 0.2 setosa
54 3.4 1.5 0.4 setosa
5.2 4.1 1.5 0.1 setosa
5.5 4.2 1.4 0.2 setosa
4.9 3.1 15 0.2 setosa
5.0 3.2 1.2 0.2 setosa
5.5 3.5 1.3 0.2 setosa
4.9 3.6 1.4 0.1 setosa
4.4 3.0 1.3 0.2 setosa
51 3.4 1.5 0.2 setosa
5.0 3.5 1.3 0.3 setosa
4.5 2.3 1.3 0.3 setosa
4.4 3.2 1.3 0.2 setosa
5.0 3.5 1.6 0.6 setosa
5.1 3.8 1.9 0.4 setosa
4.8 3.0 1.4 0.3 setosa
51 3.8 1.6 0.2 setosa
4.6 3.2 1.4 0.2 setosa
5.3 3.7 1.5 0.2 setosa
5.0 3.3 1.4 0.2 setosa
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Ek 3. Susen cicekleri veri kiimesi ic¢in olusturulmus olan Y matrisi ve kismi

regresyon katsayilari (p=4)

Y,
5.1
4.9
4.7
4.6
5.0
5.4
4.6
5.0
4.4
4.9
5.4
4.8
4.8
4.3
5.8
5.7
5.4
5.1
5.7
5.1
5.4
5.1
4.6
5.1
4.8
5.0
5.0
5.2
5.2
4.7

Y,

Y;

Y,

7.563096892875645 1.8915972771732736 0.7359154658730326

6.9037597598217
6.944422626767753
6.7647540602407785
7.583428326348672
8.202102592456567
7.064754060240778
7.383428326348673
6.405416927186832
7.003759759821699
8.002102592456566
7.224091193294726
6.824091193294725
6.425748360659858
8.62077685856446
8.941108292037487
8.202102592456567
7.563096892875645
8.341108292037486
7.863096892875645
7.702102592456567
7.763096892875645
7.2647540602407785
7.363096892875645
7.224091193294726
6.9834283263486725
7.383428326348673
7.64276545940262
7.54276545940262
6.944422626767753

1.882712917627565
1.753771014716409
1.9450307899366728
1.8771263257176958
2.2149525881745613
1.8364346999229095
1.9828570523935376
1.8275503403772007
1.979847554289644
2.020683314850403
2.059645876158224
1.8711073295099079
1.5130793889216225
1.758509577307268
2.035442535837927
1.8149525881745612
1.8915972771732736
2.252634715865453
1.9830011871595108
2.229279404864166
1.9858665504974318
1.4307039732470677
2.197328003849116
2.3596458761582237
2.0943185057452225
2.082857052393538
2.003202865290931
1.9060682286288517
2.0537710147164088
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0.71698711255481
0.6950352096941148
0.7223722814450324
0.7333957745453918
1.0081010711351368

0.811412177238022
0.7463400174185366
0.6924838239197995
0.6358837714263581
0.7703077533920408
0.7542448776363997
0.6124832825610347
0.5392265719759177

0.743537928749304
0.9977082140363075
0.9404509903134823
0.8359154658730326
0.9196284224503282
0.8587804020768495
0.7981803778044647
0.9567962634107151
0.6477303737486364
1.0826847491570044
0.8049824382526406
0.7553159829594125
0.9632525376239502
0.7573318160722214
0.7384351572006734
0.7457727703103556



4.8

6.924091193294725

2.0682419661719873

0.7482924616379965

5.4 7.702102592456567  2.029279404864166 0.9643553373936375
5.2 8.24276545940262  1.9860106852634047 0.669236648069028
5.5 8.581771158983539 1.9179620862784548 0.7678197565110745
4.9 7.003759759821699  1.979847554289644 0.7358837714263581
5.0 7.183428326348673  1.68858777906938  0.6916341794700268
5.5 7.88177115898354  1.8380196296439022  0.73701826564272

4.9 7.503759759821699  1.865520737600039 0.6288919445516166
4.4 6.5054169271868325 1.7246849770392798 0.6775554423805202
5.1 7.463096892875646 1.9944626405111947 0.7508438474123118
5.0 7.4834283263486725 1.7799916890556169 0.8144991156738437
4.5 5.885085493713805 1.756348108522384 0.7681703017113544
4.4 6.705416927186832 1.7189542503634379 0.681523719712789

5.0 7.4834283263486725 2.079991689055617 1.1652366762900845
5.1 7.863096892875645 2.3830011871595107 1.0264304828985038
4.8 6.824091193294725 1.8711073295099079 0.8124832825610347
5.1 7.863096892875645  2.083001187159511  0.775692922282263

4.6 6.864754060240779 1.8421654265987517 0.7074438999057531
5.3 7.922434025929593  2.009077726732746 0.7658039233982656
5.0 7.283428326348672  1.885722415731459 0.7274433585469885

Kismi Regresyon Katsayilari

ﬁp(p—l).q(p_l) Hesaplanan de ger

Ba123 0.0450382999377523
Baz13 0.0198413866613442
B4z 12 0.1691252020541363
B3z 0.0286536333792102
B312 0.1160558811765705
Bz 0. 7966856652697345
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Ek 4. Susen cicekleri veri kiimesi ic¢in olusturulmug olan Y matrisi

regresyon katsayilari (p = 3)

€1
5.1
4.9
4.7
4.6
5.0
5.4
4.6
5.0
4.4
4.9
5.4
4.8
4.8
4.3
5.8
5.7
5.4
5.1
5.7
5.1
5.4
5.1
4.6
5.1
4.8
5.0
5.0
5.2

Y,
7.60514320937414
6.9441572011633905
6.983171192952639
6.802678188847263
7.624650205268765
8.246622221690266
7.102678188847263
7.424650205268765
6.4416921806365135
7.04415720116339
8.046622221690267
7.263664197058015
6.863664197058014
6.461199176531138
8.668594238111767
8.988101234006393
8.246622221690266
7.60514320937414
8.388101234006392
7.90514320937414
7.7466222216902665
7.80514320937414
7.302678188847263
7.40514320937414
7.263664197058015
7.024650205268765
7.424650205268765
7.6856362134795155

Y3
2.08341797601786
2.0642818202032136
1.9303551560727767
2.117617683526355
2.0664546439526417
2.4195174638977255
2.0112788942481594
2.170680503471439
1.9921427384335129
2.162168890443815
2.2237433234165227
2.240979698859799
2.0494314178973934
1.6751794063682945
1.976806143361606
2.2535040220181917
2.0195174638977256
2.08341797601786
2.4661816005745836
2.1770791867396646
2.4300821126947185
2.1791921164990633
1.6070530347293623
2.3876438355366574
2.540979698859799
2.2791322225090336
2.2706805034714392
2.19826837832368

a7

ve kismi



5.2 7.585636213479516 2.1003813080830787
4.7 6.983171192952639 2.230355156072777
4.8 6.963664197058014 2.247318488137995
5.4 7.7466222216902665 2.2300821126947183
5.2 8.285636213479515 2.1855907997672883
5.5 8.627115225795642 2.1280290769253494
4.9 7.04415720116339 2.162168890443815
5.0 7.224650205268765 1.874906362990236
5.5 7.927115225795641 2.0428195852411393
4.9 7.54415720116339 2.051604241646822
4.4 6.541692180636513 1.8900298086741145
5.1 7.50514320937414 2.185530905777259
5.0 7.524650205268765 1.9685675737120403
4.5 5.922185184741888 1.9196707192957245
4.4 6.741692180636514 1.8858039491553173
5.0 7.524650205268765 2.2685675737120405
5.1 7.90514320937414 2.5770791867396645
4.8 6.863664197058014 2.0494314178973934
5.1 7.90514320937414 2.2770791867396647
4.6 6.902678188847263 2.015504753766957
5.3 7.966129217584891 2.208892921110703
5.0 7.324650205268765 2.0727934332308378

Kismi Regresyon Katsayilari
[ oy ESSERNGEGE
B321 -0.021129297593986
B312 0.148504023058198
B21 0.804930041053753
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Ek 5. Johnson ve Wichern'in ter veri kiimesi

X4
3.7

X,
48.5

X3
9.3

5.7

65.1

8.0

3.8

47.2

10.9

3.2

53.2

12.0

3.1

55.5

9.7

4.6

36.1

7.9

2.4

24.8

14.0

7.2

33.1

7.6

6.7

47.4

8.5

54

54.1

11.3

3.9

36.9

12.7

4.5

58.8

12.3

3.5

27.8

9.8

4.5

40.2

8.4

15

135

10.1

8.5

56.4

7.1

4.5

71.6

8.2

6.5

52.8

10.9

4.1

44.1

11.2

5.5

40.9

9.4
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Ek 6. Ter veri kimesi icin olusturulmusg olan Y matrisi (p = 3)

Y, Y, Y3

3.7 61.968618611763304 7.115562163035438 |
5.7 85.84895299650022  4.596953226675181
3.8 61.03263533100015 8.6462519567462
3.2 64.84853501557907 10.15503170760453
3.1 66.78451829634223 7.92827607326993
4.6 52.84476908489492 5.089016394868993
2.4 33.536401261684304 12.556867974123358
7.2 59.309203785052915 3.1081231401346074
6.7 71.78912018886868 4.385360614714853
5.4 73.75690283878969  8.046264870838085
3.9 51.096652050237 10.34153431607151
4.5 75.18075236565807 9.642517611808087
3.5 40.540585173289614 7.662516662149349
4.5 56.58075236565807 5.669342247411483
1.5 18.960250788552692 9.190174165074776
8.5 87.34142113513191 1.8652436652962217
45 87.98075236565806 5.592874851822954
6.5 76.46108675039498 6.934996673546579
4.1 59.02468548871069 8.74146866537942
5.5 60.920919558026526 6.030138167972526
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Ek 7. Yuzlucu veri kiimesi

X, X, X
620 480 68.0
68.0 42.0 750
570 38.0 79.0
56.0 40.0 78.0
740 440 83.0
620 480 66.0
620 41.0 80.0
520 33.0 75.0
630 36.0 75.0
730 43.0 73.0
65.0 43.0 74.0
550 37.0 65.0
57.0 47.0 62.0
60.0 32.0 64.0
63.0 450 70.0
61.0 48.0 74.0
67.0 53.0 76.0
67.0 46.0 82.0
620 42.0 76.0
63.0 43.0 84.0
550 37.0 74.0
58.0 42.0 73.0
66.0 43.0 74.0
580 36.0 67.0
640 42.0 750
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Ek 8. Ylzucu veri kimesi i¢in olusturulmusg olan Y matrisi (p = 3)

Y, Y, Y5

68.0 75.12750113232835 100.6895239392031
57.0 65.76864065503995 100.14984474956901
56.0 67.281471520741 98.41229067938171
74.0 80.05051593812203 111.19070150825124
62.0 78.20448632653466 88.08883388325458
62.0 71.20448632653466 103.0509073092924
52.0 58.332794983545206 94.52366031157071
63.0 66.69165546083362 99.20077856206734
73.0 78.56334680382308 100.8654646206516
65.0 74.6659937294315 98.16405703295393
55.0 63.79430238644204 85.36193191350715
57.0 74.76864065503995 81.9128932018061
60.0 61.23014805793677 87.3625069601309
62.0 75.20448632653466 92.50115106584222
61.0 77.71731719223573  95.62615793479237
67.0 85.64033199802941 99.71501832125288
67.0 78.64033199802941 106.6770917472907
62.0 72.20448632653466  98.91346824842987
63.0 73.69165546083362 107.23870513602952
55.0 63.79430238644204 94.36193191350715
58.0 70.25580978933888 94.06276445458104
66.0 75.15316286373044  98.62673298141614
58.0 64.25580978933888 88.88739881975631
64.0 73.17882459513257 98.83882014535428
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Ek 9. Alpar dogum veri kimesi

X, X3
13.0 20.0
14.0 25.0
12.5 40.0
12.0 22.0
125 33.0
12.0 35.0
11.0 21.0
10.0 25.0
10.0 42.0
12.0 30.0
10.5 35.0
10.0 28.0
11.0 25.0
9.0 40.0
11.5 33.0
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Ek 10. Dogum veri kiimesi igin olugturulmus olan Y matrisi (p = 2)

Y, Y, |
13.0  -3.410156249999996
14.0 -0.210937499999996

12.5  17.49023437500000
12.0  0.3906250000000035
12.5  10.490234375000004
12.0  13.390625000000004
11.0  1.191406250000003
10.0  6.992187500000003
10.0  23.992187500000002
12.0  8.390625000000004
10.5 16.09179687500004
10.0  9.992187500000004
11.0  5.191406250000003
9.0  23.792968750000004
11.5  12.29101562500000
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Ek 11. Vucut yag yuzdeleri veri kiimesi

X, X, X3 X,
12.8 153 13.8 12.3
220 240 205 18.1
17.8 19.0 165 156
154 16.6 158 10.9
157 19.9 162 145
155 17.1 17.1 14.4
16.7 19.4 16.8 127
18.9 19.9 187 16.9
151 175 160 13.8
16.7 17.1 159 152
18.0 20.1 191 16.3
17.4 184 184 1509
16.8 18.7 16.8 14.9
16.9 188 17.0 14.0
147 173 141 124
11.9 135 12.0 9.8

13.0 144 142 128
17.6 183 163 16.0
16,5 175 159 13.2
148 18.0 16.1 14.2
152 163 152 129
20.4 206 18.6 16.5
153 186 149 135
223 233 210 17.1
152 17.0 17.0 13.8
21.8 228 208 17.6
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Ek 12. Vicut yag yuzdeleri igin olusturulmus olan Y matrisi (p = 4)

Y,
12.8
22.0
17.8
154
15.7
15.5
16.7
18.9
15.1
16.7
18.0
17.4
16.8
16.9
14.7
11.9
13.0
17.6
16.5
14.8
15.2
20.4
15.3
22.3
15.2
21.8

Y,
23.69570622257234
38.430120070046215
30.67527896576466
26.70108404903235
30.197858413623884
27.266675503896195
30.353772962262347
32.296784969266966
27.404309684440808
28.05377296226235
31.906461875492354
29.81291314630927
29.719364417126197
29.884955871990044
26.941943864985422
21.305383128797722
22.926889132300033
29.844096056036967
28.322590052534657
27.70753531984927
26.269901139304654
33.980656792224664
28.635492594168504
37.92689443463775
26.969901139304653
37.09893716031852

Y3
21.950042941353402
34.09568407729911
27.42509656299472
25.28108641519546
26.399974267379157
26.713038382514934
27.33245187044112
30.251042108488797
25.515939780204068
26.019688822931048
30.306946717090632
29.048535766114256
27.24904920427708
27.509216293768716
23.411163861151444
19.447023160816038
22.272968706310113
27.015031286726654
26.007031960689535
25.579008267384843
24.542806016755225
30.909978695207663
24.697789934299976
34.59672315120442
26.468429552953946
34.09588770374624
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22.784731412173326
34.66556897911309
28.95234999973918
23.111006131475392
27.085754701895205
27.216478062992902
25.844451852718226
31.574567349699556
26.030837848769842
27.88338767527111
30.86656401912731
29.920176826403882
28.053342179416955
27.274138330568466
23.682598401916447
19.168134644631785
23.49035199459216
29.18015148929855
25.83290545834258
26.3947166538379
24.780399099191342
31.631307474914532
25.358777256041407
33.95238358222259
26.474991356314398
34.191381120976736



