NiGDE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

373 31

KLASIK DUGUM TEORISINE MODERN BiR YAKLASIM
(DUGUM KRISTALLERI)

DAVUT YILDIRIM

YUKSEK LISANS TEZI
MATEMATIK ANABIiLiM DALI

v

Haziran 2000

o«
AL
IR A e

\&\mw* ‘



Fen Bilimleri Enstitiisti Miidiirliigii’ne;

Bu ¢aligma jiirimiz tarafindan MATEMATIK ANABILIM DALI’nda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmigtir.

Baskan  :Prof. Dr. Gabil ALIYEV é @

Uye : Prof. Dr. Mammad MUSTAFAYEV ’77/ L. Mo,

Uye  :Yrd. Dog.Dr. Ismet ALTINTAS Q@«&Ag

Uye : Yrd. Dog. Dr. Abdiilkadir DOGAN /A‘%
Uye : Yrd. Dog. Dr. Hasan KOSE % % [5

ONAY:

Bu tez,Q}/ 09 /2000 tarihinde, Enstitti Y6neti Kurulu’nca belirlenmis olan yukaridaki jiiri
liyeleri tarafindan uygun goriilmiis ve Enstitii Yonetim Kurulu’nun karariyla kabul edilmistir.

\\ 7 102000
Prof. Dr. Emine Erman KARA
Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirii




i

OZET

KLASIK DUGUM TEORISINE MODERN BiR YAKLASIM
(DUGUM KRISTALLERI)

YILDIRIM, Davut
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Danigman: Yrd. Dog. Dr. ismet ALTINTAS
Haziran 2000. 49 sayfa

Bu ¢alismada kristal diye adlandirilan, klasik diigiim teorisinde bir diigiimiin esas

grubunu igeren yeni bir kavram tamitildi.

Ik 6nce bir diigiim veya halkanin diyagram iizerinde bir cebirsel notasyon tammlandi.
Bu notasyona uygun bir cebir verildi. Bunun yénlendirilmis diigiim ve halkalarin bir .
invaryantt olup olmadigin1 gérmek igin Reidemeister hareketlerine gére nasil davrandig
incelendi. Yonlendirilmis halka diyagramindaki her bir yay bir operand kabul
edildiginde, operator ¢arpimu ile dogurulan ve kristalin alt cebiri olan operatér cebirinin
bir grup oldugu goriildii. Bu operatdrlerin grubunun bir halkanin klasik esas grubuna

izomorf oldugu ispatlandi.

Sonra bir kristalin formal tanimui ve iki kristal iizerinde izomorfizm tanimu verildi. K ve
K' halka diyagramlar i¢in K, K' ne regiiler izotop ise 0 zaman K halkasinin kristalinin

K" halkasmin kristaline izomorf oldugu ispatlandi.

Ayrica, modiil kristali ve Alexander kristali diye adlandirilan iki farkli kristal modeli
verildi. Modiil kristali diiglimiin asikar olup olmadigimi gésterir. Alexander kristali
diigiimlerin ve halkalarin Alexander polinomlarini hesaplamak i¢in kullanildi., ve ayn:

zamanda Alexander kristali n - ipli 6rgii gruplarina genisletildi.



1i

Sonug olarak (2, n) — tor halkalarinin Alexander polinomlarini hesaplamak igin bir

formiil gelistirildi.

Anahtar Sozciikler: Kristal, Izotopi, Esas Grup, Alexander Polinomlar.
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SUMMARY

CLASSICAL KNOT THEORY iN MODERN GUISE
(THE KNOT CRYSTALS)
YILDIRIM., Davut

Nigde University

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: PhD. Ismet ALTINTAS

June 2000, 49 pages

In this study, a new concept called as the crystal — including the fundamental group of a

knot in classical knot theory is introduced.

First. an algebraic notation on the diagram of a knot or link is defined. The algebra
compatible with this notation is given. To sce whether it is an invariant of oriented
knots and links, it is examined that how the algebra behaves in respect to Reidemeister
moves. When each arc in the oriented link diagram is assumed an operand, it is seen
that the operator algebra which is sub algebra of the crystal generated by operator
products is a group. It is proved that the group of this operator is isomorphic with the

classical fundamental group of a link.

Next, the formal definitions of a crystal and the isomorphism on two crystal, are given.
It is proved that if K is regular isotopic to K' for diagrams K and K' of two oriented

links, then crystal of the link K is isomorphic to crystal of the link K'.

In addition. two different crystal models which are called as the module crystal and
Alexander crystal are given. Module crystal implies that the knot is trivial or nontrivial.
Alexander crystal is used to calculate Alexander Polynomials of knot and links. and also

expanded to n - strand braid group.



Finally, a formula has been developed to calculate Alexander polynomials of (2, n) -

torus links.

Key Words: Crystal, Isotopy, Fundamentall Group, Alexander Polynomials.



vi

TESEKKUR

Bu ¢alismada bana her tiirlii kolaylig: saglayan ve yardimlarini esirgemeyen Nigde
Universitesi. Fen Edebiyat Fakiiltesi. Matematik Bolimi Baskani saym hocam Yrd.
Dog. Dr. ismet ALTINTAS a, Ogretim Uyeleri Prof Dr. Gabil ALIYEV ve Prof Dr.
Mammad MUSTAFAYLV ¢ tesekkiirlerimi arz ederim.

Ayrnica, tez c¢aligmalarim sirasinda manevi desteklerini  esirgemeyen Matematik

Bolumiintin diger 6gretim iiyesi ve elemanlarina tesekkiir ederim.

Davut YILDIRIM



vii

iCINDEKILER
OZET ..ooorvieeirseisessisessssesesse it sss bt s 11
SUMMOARY Lottt ettt eb e st ans s eae st n e steas e easnnas IV
TESEKKUR .....coutitriaere et ssses e sss s eseesestesseesessssesessessesessesssssssesesscsnescnsanean. VI
ICINDEKILER DIZINI.......ouiieiiisiieeee ettt ssseb et eaeees VII
SEKILLER DIZINL...coiitiiitiiiieiieieicieieietssiessasetseeiesieses e tses e ssasiseassssesssassas IX
BOLUM 1. GIRIS VE LITERATUR OZETH ..o |
BOLUM II. TEMEL KAVRAMLAR .......ooooriiniiiiineiniinmecieisceeesiscaseeesesessennassians. 3
2.1. Diigtim ve Halkalar ...........coccooiiiiviiiiniiiiiiiiiicenceeeecee e, 3
2.2. Diyagram Denklemleri......ccocoooiiiiininiiiniiiciiini e 5
2.3. Alexander POIINOMU ......ooiiiiiiiiiiiic et 8
2.4. DUZHM GrUbU....c..ceoiiiiiinieeiieie ettt 12 -
2.5 OTGUIET ..ottt a e nan s nes s 15
BOLUM III. DUGUM KRISTALLERI.......o.oveiiieiciieccececeteee e 20
3.1, 1 Vel NOSYONU......veeoreeeeeeesecve oo eeeseee 20
3.2. Notasyonun II. Reidemeister Hareketine Gére Davranisi..................... 22
3.3. Notasyonun IIl. Reidemeister Harcketine Gore Davranisi................... 24
3.4. Kristalin Formal Tanimi ve izomorf Kristaller..........cccooeovevevvinennne. 26
BOLUM IV. BAZI KRISTAL MODELLERL.......cocovoiieiiieieesceeecete e 30

4.1, MOAUT KIIStALL oveeeneeieeeeetieet it e et e e eessedaeeeseeeeaereessenreneeas 30



viil

4.2, Alexander Kristali.......ccocvveriroininiininicieciccreccr e 33
BOLUM V. n-iPLI ORGU GRUBU ICIN ALEXANDER KRISTALI.....cccooovrneenne. 39
5.1. (2, n) - ipli Orgii Grubu ¢in Alexander Kristali........cocoovevveeieeeeeenin, 42
SONUC VE ONERILER ..ottt et 47

KAYNAKLAR .ttt e e e e e enesssesateens 48



ix

SEKILLER DIZINi
Sekil 2.1. Baz1 diigiimlerin normal ve diizlemsel izdiiglimleri .........c.ccooeeieinriennnnn. 3
Sekil 2.2. Yonca yapradi diiglimiiniin normal ve regiiler diyagram ... 5
Sekil 2.3. Yonca yapragi diigiimiiniin tiinel komsulugu..........ccoceoeriininiiiinnninncn. 5
Sekil 2.4. Yonca yaprag1 digiimiiniin beneklenisi..........coooevcveviniinniinnninninicceeees 6
Sekil 2.5. Bir kavsagin indiSlenmesi..........ccoeeveviniiiniiiiiniiiieinceneeeeeeee e 7
Sekil 2.6. Bir kavsagin etrafindaki bolgeler..........ccoooeeeviieriiiieceeeeee 7
Sekil 2.7. Sekiz sekilli digiimiin beneklenisi .........ccccveeervriniinieeeeeeececeeeee e 8
Sekil 2.8. Diigiim grubunun bagintilari............ccccoerievirieieeinieee e 13
Sekil 2.9. Yonca yapragi diigiimiiniin doguraylari ............ccoceeeivivieaieiivieiiieeeieicrecn 14
Sekil 2.10. Sekiz sekilli diiglimiin doguraylar ..........ccoeveeivveiieenineeeeesie e 15
Sekil 2,11, Bir Orgli temSilicocueeeeeiiieeiiiiiiiieseeeieie ettt eeree e err e et eareereeas 15
Sekil 2.12. Orgii V& KAPANIS .....vovvveeeivieeeeeeeeeeeeeeeee et s e se e eeeseen 15
Sekil 2.13. Orgii grubunun dOBUIayIart ...........coooiuiuevoieeieeeeeeeeeeeeeee e eeeeneees 16
Sekil 2.14. 1Ki Srgiiniin GATPUNL ....cvvevereieiecveeeeececeese ettt eeeeeeeneeeseeeesaeen. 16 .
Sekil 2.15. Geometrik Morkov hareketi..........cceeeveeiieiiiiiccinicecece e 18
Sekil 3.1. Tvel Notasyononun kavsagin yoniine gére durumu.........cooeceevvevveenvenrenennnnn. 20
Sekil 3.2. Yonca yaprag) diigtimii i¢in kristal bagintlart .............c.cccoooovviiviiiinienn, 21
Sekil 3.3. Reidemeister RareKetleri ...........oovvivueeeiiieiiiiceiecee e 21
Sekil 3.4. Notasyonun II. Reidemeister harcketine gore davranist........ocoovvevveeninnnnn. 22
Sekil 3.5. Notasyonun II1. Reidemeister hareketine gére davranisi.............ocoeevveveennen. 24
Sekil 3.6. WhItney taSariml........cocvereeiievierenerieeieerioeseeeete et esee e ereeses e esneseeaeenens 25
Sekil 4.1. Sekiz sekilli diigim igin kristal bagintilar: ...............ccooooeviiiiiiinin 32

Sekil 4.2. Gris ve ¢ikisi degeri "0" olan bir dolasiK............ccoevvveiiiiiiiiiieeeeeee. 36



BOLUM I

GIRIS VE LITERATUR OZETI

Diigiimic ilgili ¢aligmalar 19. yiizyilda baglanugtr. 1823 vilinda Alman matematikgi
Gauss ile baglayan diigiim teorisi ve 3-boyutlu manifoldlarla ilgili ¢alismalar geligerck
devam etmektedir. Diglim ve halka teorisi ile ilgili ¢aligmalarin ¢ogu, diigiim ve halka
invaryantlanini bulma, bu invaryantlara gére dtigtim ve halkayi siniflandirma problemi

ile ilgilidir.

Simdiye kadar diiglim ve halkalarin 6nemli invaryantlari bulunmustur. Bunlardan en
onemlileri diiglim grubu ve Alexander polinomudur. Diigtim grubunu hesaplamak igin
Dehn ve Wirtinger tarafindan ortaya konulmus iki yontem vardir [3. 6. 14]. Bu
yontemler kullanilarak bazi siniflandirmalar yapilmistir. Mesela Tor diigiimleri. diigiim
gruplarina tamamen siniflandirilmistir [14]. 1928 yilinda Alexander, diigiimiin her bir
kavsagi i¢in bir denklem yazdi. Boylece biitiin kavsaklar iizerinden eclde ettigi
denklemlerin katsayilar matrisinin determinantinin bir Laurent polinomu oldugunu
gordii [1]. Sekiz ve daha az gegitli biitiin diigiim ve halkalar, Alexander polinomu
vasitasiyla tamamen smiflandinimistir. Bu sekilde devam eden diigiimle ilgili
calismalar 1962-1972 yillani arasinda Fox'un yaptigi ¢ahismalar ile yeni bir ivme
kazandi. Fox, 1965 yilinda yazdig1 bir kitapta diigiim g‘rubunun bagintilart iizerinden,
“serbest tiirev”’ adini verdigi yeni bir kavram gelistirdi [8]. Serbest tiirevden
yararlanarak Alexander polinomunun hesaplanmasi igin yeni bir yéntem verdi. 1976
yilinda Joyce, diigiim teorisine modern bir yaklasim kazandirmak amaciyla diigiim
teorisinin bazi kavramlarini fizik prensipleriyle agiklamaya g¢alisti [9]. Bu yeni yaklagim
cok ilgi gordii. Gliniimiizde basta Kauffmann olmak tizere birgok bilim adanu diigim ile

fizik arasinda ki iliskiyi incelemektedirler [10. 11, 12, 13].

Bu ¢aligmada, diigiim ve halkanin csas grubunu igeren ve Alexander polinomunu

kolayca hesaplayan yeni bir kavram; “Diigiim Kristali” verildi.

Bu tez giri boliimii dahil bes boliimden olusmaktadir. ikinci bsliimde diger béliimlerde
kullanilan temel kavramlardan bahsedildi. Ayrica diigiim ve halkalarin Alexander

polinomu ile esas grubunu hesaplayan klasik yontemler anlatildi.



1o

Uciincii boliimde “Kristal” diye adlandinlan yeni bir kavram tamtildi. Once diigiim ve
halka diyagramindan hareketle bir cebirsel notasyon tanimlandi. Bu notasyona uygun
bir cebir verildi. Bunun yénlendirilmis diigiim ve halkanin bir invaryanti oldugunu
gérmek igin notasyonun Reidemecister harcketlerine gore nasil davrandign incelendi.
“Sonra diigiim diyagraninin her bir yayt bir operand olarak géz oniline alindiginda
operatdr ¢arpimi ile dogurulan ve kristalin alt cebiri olan operator cebirinin bir grup
oldugu goriildii. Bu operatorlerin grubunun halkanin klasik esas grubuna izomorf
oldugu ispatlandi. Ayrica kristalin formal tanimi verildikten sonra kristaller {izerinde
izomorfizm tanimi yapildi ve regiiler izotop olan iki diigiim kristalinin izomorf oldugu

ispatlandi.

Dérdiincii boliimde modiil kristali ve Alexander kristali adiyla diigiimiin diigiimlenmis
olup olmadigint gosteren ve Alexander polinomunu hesaplayan iki kristal modeli

verildi.

Besinci bolimde Alexander kristali n-ipli 6rgii gruplarina genisletilerck baz1 6rnekler
verildi. Ayrica (2, n) - tor halkalarinin Alexander polinomunun hesaplanmasi igin

kullamlan bir formiil gelistirildi.



BOLUM 11

TEMEL KAVRAMLAR
Bu bdliimde tezde kullantlacak bazi tanim ve tecoremler verilecektir.

2.1. Diigiim ve Halkalar

2.1.1. Tamm. 3-boyutlu kire S'=R'U{w} ile gosterilsin. § iginde
St = {(x,y,z) :x*+y? =1, z=0 ¢emberi ile topolojik es yapili (homeomorf) olan
herhangi bir kiimeye bir diigiim denir. neN igin, n tane diigiimiin ayrik birlesimine bir

halka denir [6, 8, 14].

Yani diigiim, uzayda basit kapal1 bir egridir. Diger bir ifadeyle diigiim, birim ¢emberin
uzay igindeki bir konumudur. Bir diiglim {izerinde hareket y6nii belirtilirse o diigiim

yonlendirilmis olur. Sekil 2.1 de normal diizlemsel izdiisiimleri ilc bazi diigiimler

verilmigtir,
(a) (b) (¢)

Sekil 2.1

2.1.2. Tamm. K ve L, §° icinde iki yonlendirilmis diigtim olsun. Eger h(K) = L olacak

sekilde yonlendirmeyi koruyan bir h : S' — S* homeomorfizmi varsa K diigimii L

diigiimiine denktir denir [14].

iki diigimiin denkligi tammu, $° iin basit kapali egrileri tizerinde bir denklik baginus
verir. Bu baginti, sz konusu kiimeyi ayrik denklik siniflarina ayirir. Her denklik
smifina bir digiim tipi denir. Boylece, denk iki diigiim aym diigiim tipindendir.
Yonlendirilmis bir cember (veya tiggen) ile ayni tipten olan diigiimler diigiimlenmemisy

diigiimlerdir [6, 14].



Diigiim problemi, diigiim tiplerini ayirt eden sabitlerin bulunmasidir. Bu sabitlerden biri
diigiim grubudur ve diigiim gruplar farkli olan diigiimler ayni diigiim tipine ait degildir.

Bununla beraber gruplari ayni olan farkl diigtimlerde vardir [14].

2.1.3. Tanm. K, $* i¢inde bir diigiim ve p. izdiisim fonksiyonu olsun. aep(K) igin
p”'(a)"K n tane (n>1) noktadan ibarct isc, a ya p(K) mn bir n-katli noktast denir. Eger

n =2 ise. a noktasina kavsak noktas: (gift katl nokta) denir [6].

2.1.4. Tanim. Bir kavsak noktasi, bir diigiime ait tam iki noktanin resmi olup, bu
noktalardan z koordinati biiytik olana iist gegit noktasi, digerine ise alt gegit noktasi

denir.

2.1.5. Tanmm. K bir dtigtim ve p izdiisiim fonksiyonu olsun. Eger

I. p(K) nin katli noktalar1 sadece sonlu sayida ge¢it noktasi ise,

2. Higbir gegit noktasi K ya ait bir kdse noktasinin p altinda resmi degilse,

p(K) ya K nin regiiler izdigiimii denir. Eger p(K) izdiisimii regiiler ise. K diigiimii

uzayda regiiler pozisyondadir denir [8].

Bir diiglimiin regiiler izdiistimiine o dugtmiin regiiler diyagram: da denir. Regiiler
diyagram; diigiimiin, uzayin yeteri kadar uzak ve uygun bir noktasindan ¢izilen resmi

gibidir [8]. Sekil 2.2.c yonca yaprag diigiimiiniin regiiler diyagramim géstermektedir.

2.1.6. Tammm. Regiiler pozisyonda bulunan bir K digiimii ile bir £>0 sayisi verilsin. K
nin, her alt gegit noktasindan uzaklig1 € dan kiigiik olan noktalarin kiimesi A isc. p(K-A)

kiimesine K diigtmiiniin normal diyagram: denir [6].

Béylece K diiglimiiniin normal diyagrami ayrk yay pargalarindan (veya dogru
pargalarindan) olusur. Sekil 2.2.a yonca yaprag diigiimiiniin normal diyagramm ve
sekil 2.2.b, (3.2) Turk digiimiiniin normal diyagranumi  géstermektedir.

Diyagramlardaki ok isareti ise diigiimiin ydniinii belirtir.



(@) (b)

(©)

Sekil 2.2

2.1.7. Tanim. oM = ON = ¢ olmak iizere N, bir M 3 - manifoldunun bir alt manifoldu
olsun. xeN iken f(x,0) = x olacak sekilde verilen f : NxD — M yerlestirmesine N nin
M iginde bir tinel komsulugu denir. Burada D. R? nin 0 merkezli birim dairesidir

[6, 14].

R’ i¢inde Bir K diigiimiiniin tiinel komsulugu. 6zii K olan bir kati tordur.

Sekil 2.3
2.2. Diyagram Denklemleri
2.2.1. Tammm. Bir diugim diyagraminin dizlemde ayirdigi bélgelere diyagramin

bolgeleri denir ve r; (1 =0, 1, 2....) ile gosterilir. Bu bolgelerden sinirsiz olam ry ile

gosterilir.



Bir K diigiimiiniin diyagraminda n tane gegit noktas: varsa, Euler teoreminden dolay1 bu

diyagramin bélgelerinin say1si n+2 dir.

2.2.2. Tamm. Bir diigiimiin yonlendirilmis regiiler diyagraminda her bir kavsak
noktasindaki  iki  daldan hangisinin  alttan  gegtigini - belirtmek  igin - su - sekilde

beneklenecektir:

Diyagram lzerinde segilen bir yonde hareket ederken diyagram egrisi bir kavsak
noktasinda alt gecit oluyorsa o kavsak noktasi etrafindaki dort bolgeden sol taraftaki iki
bolgeye (kavsak noktasimin bir € civar igine) birer nokta konur. Bu sekilde elde edilen
diyagrama benekli diyagram denir. Sekil 2.4 de yonca yapragi diigiimiine ait diyagramin

beneklenisi goriilmektedir.

Iy Iy

Sekil 2.4

2.2.3. Tamm. Bir diigiim diyagraminda, her kavsak noktas: etrafindaki dért bolgeye '
negatif olmayan ve p, p+l, p, p-1 seklinde yerlestirilen tam sayilarin her birine o

bolgenin indisi denir [2].

Burada dikkat edilecek husus, bolgelerden birinin indisinin keyfi secilip diger ii¢
bolgenin indislerinin hesaplanabilmesidir. Sekil 2.5 (a) ve (b) de 1. ve 2. Cesit kavsak
noktalari ve bu kavsak noktalari etrafindaki bdlgelerin indisleri belirtilmistir. (a)
halinde, kavsak noktasi etrafinda pozitif yonde donerken benekli bolgelerden ilkinin
indisi p, sonrakinin indisi p+1 dir. (b) halinde bunun tersi olmaktadir. (¢) halinde ise

Ozel diyagramlarda rastlanir.



>V —> z
p p-1 i p-l p /'\
T p-1
(a) > (b (©)
Sekil 2.5

2.2.4. Ornek. Orek olarak sekil 2.4 deki diyagramda ry bélgesinin indisi 2 olarak

alinirsa ry. ry. 13. 14 indisleri siraile 1, 1. 1, 0 bulunur.

2.2.5. Tamm. Dugiim problemi, ayni tip digiimleri gosteren farkli iki diyagramin
tanminmasi problemine indirgenebilir [1]. Bir digimii belirtmek i¢in o diigiime ait
diyagrami tamamen belirtmek gerekli degildir. Simdi ifade cdilecck denklem sistemi ilc
diyagram anlatilacaktir. n tane kavsak noktasi olan bir diiglimiin diyagram: n tanc
denklemle ifade edilir. Bir c; kavsagindaki dort bolge sirast ile 1. ry. 1y, 1y bolgelerine
ait olsun (sekil 2.6). Eger hareket halinde benekli iki bolgeden (rj, ri), rj 6nce geliyorsa c;

ye ait denklem
c,(r) =xr, —xr, +r-r,=0

seklinde olacaktir. Diger kavsak noktasina ait (n-1) denklemde benzer sekilde yazilir.

Bu n denkleme diyagram denklemleri denir.

Sekil 2.6

2.2.6. Ornek. Yonca Yapragi Diigiimiiniin Sekil 2.4 ¢ gore diyagram denklemleri

xr,=xry+r,—r, =0
xry—=xry+1r,—r, =0 (D

Xry—Xxry+r,—r, =0

seklindedir. Diyagram denklemleri, her kavsaktaki alt gegidi belirttiginden, diyagram

denklemleri bilinen bir diiglimiin diyagraminm ¢izmck miimkiindiir.



2.2.7.0rnek. Sekiz seklindeki diigiimiin diyagram denklemlerini sekil 2.7 vasitasi ile

Sekil 2.7

xry—=xry+r,—r, =0
xry—xry+r,—r, =0
xr,—xr,+r,—r, =0 (2)

xry ~xry+r, —rs =0
seklinde yazilabilir.
2.3. Alexander Polinomu

2.3.1. Tamim. Bir digiim diyagramina ait denklemlerden her birinde dort terim vardir.
Ancak. bir diyagramin n denklemi varsa her bir denklemde. o denklemde bulunmayan '
(n-2) tane bolgenin katsayisi sifir olarak alimir. Boylece her denklemde (n+2) tane terim
olur. Bu durumda n denklemde rj in katsayilar 1. siitun. ry in katsayilan 2. siitun. r; nin
katsayilar1 i. siitun v.s. alinirsa nx(n+2) boyutlu bir matris elde edilir. Bu matrise

diiglimiin Alexander matrisi denir ve M ile gosterilir.

2.3.2. Ornek. Yonca yaprag: diigiimii i¢in Alexander matrisi (1) denkleminden dolay1

-x x 01 -1
M=|-x 1 x 0 -1
-x 01 x -1

seklindedir.

2.3.3. Ornek. Sekiz seklindeki diigiimiin Alexander matrisi ise (2) denkleminden



-x x 1 0 -1 -0

0 0 1 x -x -1
M=

-1 x 01l -x O

-x 0 x 1 0 -1

scklinde yazihir,

2.3.4. Tanm. Bir digiimiin Alexander matrisinden, ardisik p, p+1 indisli iki bélgeye
karsilik gelen iki stitunun ¢ikarilmasi ile meydana gelen karesel matrisin determinant
hesaplansin. Diger ardigik indisli iki bélgeye kargilik gelen siitunlarin ¢ikartilmas: ile
bulunan karesel matrislerin determinantlari hesaplanirsa birer polinom elde cdilir. Bu
polinomlarin her birini, en diisiik dereceli terimin katsayilarim pozitif yapacak sekilde
#x" gibi ortak garpanlara alimirsa parantez igindeki ¢arpimin hep ayni oldugu gériiliir.
Orneklerde daha iyi anlagilacak olan x’e baglt bu polinoma diigiimiin Alexander

polinomu denir ve A(x) ile gosterilir.

2.3.5. Teorem. Bir M matrisinden ardigtk p ve p+1 indisli bolgelere karsilik gelen iki
stitunun ¢ikarilmast ile elde edilen M4y kare matrisinin Apgiy) determinanti, x”

¢arpani harig ¢ikarilan iki stitundan bagimsizdir [1].
2.3.6. Teorem. A(x) polinomu bir diigiim sabitidir [7].
2.3.7. Ornek. Yonca yaprag diigtimiiniin Alexander polinomunun bulunmasi:

2.3.2. deki 3x5 boyutlu M matrisinin siitunlarina karsihik gelen 1y, 1. 12, 13, 1y
bolgelerinin indislerinin sirast ile 2.2.4 &rnekten dolayr 2. 1. 1. 1, 0 oldugu

bilinmektedir. Buna gére M matrisinden, nce 1. ve 2. siitunlart ve sonra 3. ve 4.

stitunlar ¢ikarilirsa sirasiyla

01 -1 -x x 0
M,={x 0 -1 ve My =-x1x
I x -1 -x 01

matrislerini elde edilir. Bu matrislerin determinanti sirasiyla

A1_7=-(x'7-x+1) ve An/=-x(x“7-x+1)



seklindedir. O halde bu diigiimiin Alexander polinomu
A(x)=x’-x+1
olur.

2.3.8. Not. 2.3.7 Omek de sadece iki karescl matris goz ontine alindi. Ancak 1 ve 2
indisli birer bolgeye karsilik gelen stitunlar ¢ikarilirken 1 indisli bolge olarak ry bolgesi
alindi. Eger r; bolgesi yerine r; ve r3 bélgeleri (her ti¢ blgenin de indisi 1'dir) alinsaydi

elde edilen matrislerin determinantlar: sira ile
‘ 2 " 2
An=x"—x+1 ve A =—(x —x+1)

olacaktir. Ay ile Ay, ve Ay, determinantlar isaret farki ile aym oldugundan A(x)

polinomunun tayininde her birinin ayr ayn hesaplanmasina gerek yoktur.

2.3.9. Ornek. Sekiz seklindeki diigiimiin A(x) polinomunu daha once 2.3.3 de belirtilen
bu diigiime ait M matrisinden bulunur. Sekil 2.7 da ry bolgesinin indisi 2 olarak ahinirsa
. ra. r3 rgors bélgelerinin indisleri sira ile 1. 1. 1. 2, 0 bulunur. Buna gére M

matrisinden rs ve r3 bolgelerine karsihik gelen siitunlarin ¢ikarilmas ile elde edilen

-x x 1 -1

0 0 1 -x
Mm_

-1 x 0 -x

-x 0 x O

matrisinin determinanti,
2,2
Apy=-x"(x"-3x+1)

olarak bulunur. ro ve r; ye ait siitunlarin ¢ikarilmasiyla elde edilen



matrisinin determinanti
A,g=x(x2-3x+ 1)

olarak bulunur ve rq ve r; ¢ ait siitunlarin ¢ikarilmas: ile clde edilen

I 0 -1 0O

I x -x -1
Mu:

0 1 -x O

x | 0 -1

matrisinin determinanti
Al =(’-3x+1)

olarak bulunur. Boylece sekiz seklindeki diigiimiin Alexander polinomu da,
Afx)=x’-3x+1

olur.

2.3.10. Alexander Polinomunun Ozellikleri.

1. Alexander polinomunun derecesi daima bir gift sayidir [7].

2. A(x) polinomunda katsayilar orta terime goére simetriktir. Yani n. dereceden bir

Alexander polinomu, A(x)= x" A(l) esitligini saglar [7].
x

3. 4(1) = ¥1 dir ve A(-1) daima tek sayidir [7].
4. Herhangi bir digiimiin Alexander polinomu
A(X) = X"rix" (1-X)2+12x"2(1X) - Arg(1-x)™

“

scklinde yazilabilir. Diger taraftan rj. ra,...r, tam sayilan verildiginde Alexander

polinomu



Alx)=x"+ i(—l)’ rx" (1= x)*
=1

seklinde olan bir diigiim vardir [6].
2.4. Digiim Grubu

2.4.1. Tammm. X bir topolojik uzay, xoe X bir sabit nokta olsun. Taban noktasi xy olan X
icindeki biitiin kapali egrilerin homotopi sinifi, ¢arpma islemi altinda bir gruptur. Bu

gruba esas grup denir ve mo(X. Xo) ile gosterilir [5].
S* I¢inde bir K diigiimiiniin tiimleyeninin esas grubu veya kisaca diigiim grubu
G =m(S™K. p)

ile gosterilir. $*-K yerine

R*-K, (S? -V(K)) veya (R> -V(K))
uzaylari da kullanilabilir. Burada V(K). K diigiimiintin bir tiincl komsulugudur.

Diigiim grubunun bir temsilini elde etmenin. biri Wirtinger'e ve digeri Dehn’c ait olan
iki esas yontemi vardir [3, 6, 14]. Burada Wirtinger yontemi kullanilacaktir. Normal
izdiigiimii z = 0 diizlemi iizerinde regiler olacak sekilde K diigiimi R* uzay1 igine
yerlestirilsin. K nin diigiim grubunun doguray ve bagimntilant swrasiyla si ve

d=1.2,...,n) ile gosterilsin.
2.4.2. Lemma. o;, (=1, 2,...,n) bir K diigiimiiniin (veya halkanin) normal izdiistimiiniin
tistten gegen yaylari olsun. Bu durumda K nin.diigiim grubu,
G= 7I|(S3-K) = | S1, 82, S$3,....8n ¢ Iy....In I
seklinde temsil edilir. Burada o; yaylan s; doguraylarina karsilik gelir [6, 15].

Bu lemmaya gore sekil 2.8 de verilen r; bagintisi. v;e {-1.1} olmak lzere
j bag 1 f



i 1L
R Pt P
j =538 Sk S

seklinde tanimlanir.
2.4.3. Lemma. K bir diigtim (veya halka) ve
G= 71:1(83-1() = | 81, $2, S30-veesSn & IaeensTn |

diigiim grubunun bir Wirtinger temsili olsun. Bu durumda i#j i¢in tanimlanan her bir

-bagintist diger r; bagintilarinin bir sonucudur [6].

O Ok Gj Ok
Gj Gj
. = lo-le = o i o=l =1
vi=+1 r=8,808S, vi=-1 ro=8.880s) =1
Sekil 2.8

2.4.4. Ornek. Yonca yaprag diigiimiiniin Wirtinger yéntemi ile grubunun bulunmasi: '
Bu digiimiin normal diyagramda gosterilen doguraylari a. b, ¢ olsun (Sekil 2.9).

Buradan c; c; c3 kavsak noktalarina ait bagintilar sira ile

r, =cbab
r, =achc
r, =acab

dir (a=a"). O halde bu diigiimiin grubu
n(S*-K) = la, b, c: chah .uche .acab |
olur. 2.4.3.Lemmaya gore ikinci bagint1 diger iki bagintinin sonucu oldugundan

nS*-K)= la.b,c: chah .acab |



yazilabilir. Birinci bagintidan & =bab ve c¢=bab almp ikinci bagintida yerine

yazilirsa
n(S*-K) = la, b: ababab |

bulunur.

C3
€
C3
b
Sekil 2.9

2.4.5. Ornek. Sekiz seklindeki digiimiin Wirtinger ydntemi ile grubunun bulunmasi:
Bu diigiimiin doguraylarina a, b, ¢, d denilsin (Sekil 2.10). c¢i. ¢, c3. ¢y kavsak

noktalarina ait bagintilar sirast ile

n = abdb
r, = dachc
r, =acad
r, =bdecd

bigiminde olur. O halde bu diigiimiin grubu
n(S3-K) = la.b.c,d: abdh.aché.acad.hded |
seklinde yazilir. Burada tiglincti baginti digerlerinin bir sonucu oldugundan,
n(SJ-K) = | a,b,c,d: abdb.ache.bded |

yazilir. Dérdiincii bagintidan elde edilen ¢ = dbhd ve birinci bagintidan elde edilen

a= bdb esitliklerini alir ikinci bagintida yerine yazilirsa,
n(S*-K) = |b. d : bdbdbdbdbd |

bulunur.
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c
C3 C2
b
a
C4. d
Ci

Sekil 2.10
2.5.0rgiiler

2.5.1. Tamm. R® uzayinda bir D dikdortgeninin karsilikli kenarlar tizerine P;, Q..
(i = 1,..,n) noktalart esit uzaklikta yerlestirilsin (Sekil 2.11). fi , P; de baslayan ve
Qx(i) de son bulan R? i¢inde n tane ayrik basit poligonal yay olsun. Burada i — p(i) ,
{1, 2,...n} iizerinde bir permiitasyondur. f; lerin tam olarak asagiya gitmesi istenir. Yani
her bir f; ; dikdortgenin yan kenarina dik herhangi bir diizlemi en ¢ok bir defa keser.
fi yaylarinin hepsine birden »- drgii denir ve b ile gésterilir. Dikdértgene b nin iskeleti

ve i = p (1) ye drgii permiitasyonu denir [3, 14] .

T

/
Q 1~ QZ Qn

Sekil 2.11

Asagidaki diyagramda goruldiigi gibi 3 - ipli bir 6rgiiniin kapamis1 (kapah orgii).
baslangi¢ noktalarinin paralel iplerinin bir koleksiyonu ile bitis noktalarim birlestirerek

elde edilir [13].

3

&
R 0,

Sekil 2.12
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2.5.2. Teorem. Her K halkasi bir kapal: 6rgii ile temsil edilebilir [6] .

2.5.3. Tanim. n-6rgiilerin izotopi simiflar1 bir grup teskil eder. Bu gruba drgii grubu

denir ve B, ile gosterilir.

B, grubu n-1 tanc o; doguray! ile dogurulabilir (Sckil 2.13). b 6rgiisii, o; . o;' orgii

elemanlarinin bir ¢arpimi olarak ortaya ¢ikar. Béylece B, 6rgii grubu

B, = Ici yers Onel ¢ Oj Gi+0j0 ;. 0'“' G, .1€1<n-2 [o.0¢]. 11 <k-1L n-2f

i+l
seklinde temsil edilebilir [6].

Py P ...Pg Pyl v Py P Py ... Py P+ e Py

lof \ \ / /
Qi Q... Qx Qrs1 oo Qn Q Q... Qx Qk+1 oo Qn
Sekil 2.13

b ve b’ iki orgii olsun. Bu iki orgiiniin birlesimi b nin Q; bitis noktalar ile b’ niin P’

!

baslangi¢ noktalarini 6zdesleyerek elde edilir (Sekil 2.14) [14] .

C 83

1 Qz
l"z/ P3

(A

Q' Q2 Q)
Sekil 2.14




2.54. Teorem. B, orgii grubundan, {1, 2,..n} kiimesi tzerinden S, permiitasyon

{
§
grubuna bir homeomorfizm vardir [6, 12] .

n . By, > S, doniistimi, orgii ile ortaya ¢ikan st siradaki noktalar ile alt siradaki

noktalarin bir permiitasyonu olarak tanumlanir.

Boylece, mesela
1 23
\ 1 2 3
n —
\ 31 2
1 2 3
dir.

Burada, sagdaki notasyon p(1) = 3. p(2) = 1. p(3) =2 ile bir p : {1. 2, 3} — {1. 2. 3}
permiitasyonunu gosterir. Eger bir b 6rgiisii igin p = n(b) isc. o zaman. j. i noktasinda
baslayan orgii ipinin alt noktast olmak tizere p(1) = j dir.

Eger Sekil 2.13 de Ty : {1. 2,..n} — {1. 2,..n} kabul edilirsc. k ve k+1 gegisleri

asagidaki gibi tanimlanir.
Te()=1 ,i=k k+l
Ty (k) = k+1
Te(k+1) =k
Bu gegisler anlaminda, S,,.
Sy =(Tiye Tt | T2 =1, Ty Tyt Ty = Toot Ti Tier)
temsiline sahiptir.

Permiitasyon grubu, B, 6rgii grubunun, birime esit biitiin doguraylarimin karelerinin

alinmasiyla elde edilen béliim grubudur [6] .
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Orgﬁleri, kapanislar1 halkalara kusatan izotop olacak sekilde degistirmenin bazi kolay

yollar1 vardir. Bunlarin ilki Markov hareketidir.

2.5.5. Markov Hareketi. B. B, i¢inde bir orgii kelimesi (yani o). 0. G,y Ve
terslerinden olusan bir kelime) olsun. O zaman. B, o, ve By . Orgiilerinin digi de

kusatan izotop kapaniga sahiptirler. Mescla

VI

;

, fo, =
1

Sekil 2.15

Burada B = o, 02" o) 0'2'] € B; ve Bose Bydiir.
Boylece, B, bir I. Tip Reidemeister hareketi ile fo, 1 den elde edilir.

Bir orgiiyii ayn1 kapanisla yapmanin biraz daha zor bir yolu. B, den herhengi bir g

orgiisii segmek ve gfg” eslenik orgiisiinii almaktir. gBg”’ in gfg™' formunda kapanisi

aliirsa, g Orgilisii ve onun tersi olan g'l, kapanis ipleri boyunca yer degistirerek

birbirlerini yok edebilirler.
Diigiim teorisi ile 6rgii teorisini bagdastiran temel tcorem asagida verilmistir.

2.5.6. Markov Teoremi. B, € B, ve 'y, € By, sirasiyla B, ve By, 6rgii gruplarinda iki

Orgii olsunlar. O zaman L = E ve L' = f'» halkalarmmin (B ve B’ &rgiilerinin

kapanislar) kugatan izotop olmalari i¢in gerek ve yeter sart B’y nin 3, den

1. Verilen bir 6rgti grubundan denkliklerle
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2. Verilen bir 6rgii grubundan eslenik alarak ( yani bir 6rgiiyii bu orgliniin eslenigi ile

yer degistirerek)

3. Markov hareketleriyle (Bir Markov hareketi BeB, ile Bon*' €Bysr i yer depistirir

veya bu islemin tersi, fo, "' €Byyy ile feB, i yer degistirir; eger B, o, de yer alnuyorsa)

dizisi ile elde edilmesidir [12].
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BOLUM III

DUGUM KRISTALLERI

Bu bolimde digiimin en onemli sabitlerinden olan diigiim  grubunu igeren ve
Alexander polinomu igin bir model veren kristal diye adlandirilan bir kavram

tanutilacaktir.

3.1. |vel Notasyonu

Kristal tammini vermeden nce bazi cebirsel notasyonlara ihtiyag vardir. Ozel olarak
burada dl ile gosterecek bir operatér notasyonu tanitilacaktir. (a-gegit diye okunur).
Halka (veya diigiim) diyagrammin ydnlendirilmesine gore (1) gegidine. sag-el gegidi
ve () gecidine, sol-el gegidi adi verilir. Asagidaki diyagramda gorildigii gibi bu

gegitler halka diyagraminin iki yonlendirilmis tipini géstermek i¢in kullanacaktir.

,I\c=al;|b /I\c=afbb

> é——
M

A

Sekil 3.1

Bu notasyonda, yonlendirilmis K halka diyagraminda her bir yay, q, b, c, ... harfleri ile
gosterilir. Bu tarzda bir yaya, bir operand gibi bakilacaktir. Ayni zamanda yay operator
mod kabul edilecek ve sag veya sol gegitlerine uygun olarak d veya i ile
gosterilecektir. Yukandaki diyagramda goriildtgii gibi bir ¢ yayi. « alt gegit yayi
iizerine bl veya [b seklinde etki eden bir b iist gecit yayinin sonucu olarak ele alinacaktir.

Sag-el veya sol-el gegitlerine gore ¢ = abl veya ¢ = dlb yazilacakur.

Bu asamada, bu notasyonlar heniiz bir cebirsel sistemde bulunmamaktadir. Bunlar daha
cok bir halka i¢in bir kural teskil eder. Mesela. yonca yaprag: diigiimii i¢in sckil 3.2 de
goriildiigii gibi Gi¢ denklem clde edilir.



b b =cd

a
¢ = ahl
é/// a = hd
c
Sekil 3.2

Burada hemen su soru akla gelir;

Bu notasyona uygun en basit cebir nedir ve bu yonlendirilmis diigiim ve halkalarin bir

regiiler izotopi invaryanti nasil verilir?

Bu soruya cevap verebilmek igin, bu notasyonun Reidemeister harcketlerine goére nasil
davrandig1 agiklanmalidir. Diigiim ve halka diyagramlan igin Reidemeister hareketleri

asagida verildi;

R

1. /X\ z\/\// , /\A\\ . \/\ /

Sekil 3.3

Bu hareketlerden II. ve III. hareketler regiiler izotopi invaryantlar, 1. I1. III. hareketler

kusatan izotopi invaryantlaridir [16].

Iki diigiimden biri, sonlu sayida Reidemeister harcketi ilc digerine déniistirse bu

diigiimler aym dugim tipindendir. Diger bir ifade ile, sonlu sayida Reidemeister



hareketlerinin uygulanmas ile diyagramlar bir birine doniisen diigiimler denktirler. O

halde Reidemeister hareketleri ile degismeyen ozellikler, diigiim tipinin 6zellikleridir

[1].
3.2. Notasyonun I1. Reidemcister Harcketine Gore Davramsi

II. Reidemeister hareketinin asagidaki yonlendirilmis iki durumu g6z 6niine alinsin:

b abllb
2Rl
<_d b a
b dbbl
dsq > ~ D (
«—a b a

Sekil 3.4
Buradan goriiliir ki II. tip invaryantlik herhangi iki ¢ ve b operandlar igin

abllb =a ve dbhl =a

kuralina karsilik gelir.

O halde bir cebir kurmak igin cebirin herhangi iki x ve y elemam verildiginde x)1 ve
xfy carpimlan teskil edilmelidir. Asagidaki diyagramda goriildiigii gibi ¢arpim.

sembollerin yan yana yazilmasi ile olusur.

a ] adl adl| adl 22| adl adl|
T T O >

Burada su sartlagma goz 6niine tutulacak:

Herhangi iki x ve y elemam igin, x)-/] ¢arpimi verilen bir diyagram iizerinden direk

geometrik yoruma baglh olmadan da olusturulabilir. Ayrica sembollerin yan yana



8]
(98]

konulmas: ile olusturulan ¢arpmanin birlesmeli olduguna fakat degismeli olmadigina

dikkat edilmelidir.

Halka diyagramlarinda x ve y aym kavsakta bulusmadigi durumda, xy seklindeki
carpmlar olmadigindan, bdyle ¢arpimlar kristal i¢inde kabul cdilmeyecektir. Ancak

dogal olarak «y ile kesigmeyen
an bl b3... b,

seklinde ¢arpimlar ortaya ¢ikabilir. Burada bir kavsakta bulusan elemanlarin ¢arpinmu

anlaminda

dsd|d

seklindeki ¢arpimlarla ilgilenilecek ve bu tip ¢arpimlara operatér ¢arpimi denilecektir.

3.2.1. Tamm. C(K) kristalinin, operatér ¢arpimlan ile dogurulan alt cebirine. operatir

cebiri denir ve nt(K) ile gosterilir. t(K)cC(K) olur.

3.2.2. Tammm. B, operatér cebrine ait bir ¢arpim. «, B ile bir kavsakta bulugsmayan bir
eleman olmak {izere aff seklindeki biitiin elemanlardan ibaret kiimeye haslangi¢ kristali

ad1 verilir ve Co(K) ile gésterilir.

Boylece operatdr cebiri, baglangi¢ kristali iizerine sagdan ¢arpma ile etki eder ve

baslangig kristali ¢aprazlama yoluyla operator cebrine doniisiir.

3.2.3. Tanmm. Bir kristal, n(K) ile Co(K) birlesimi olarak tanimlanir ve C(K) ile
gosterilir. Yani C(K) = n(K)uCo(K) dir.

Kristal igindeki her a,b igin abllb =a oldugu igin ilk esitlik olarak, her he C(K) igin.

bbl=hlb =1 (1)

yazilabilir. Bu esitlik n(K) ya aittir. Boylece n(K) bir gruptur.



3.3. Notasyonun III. Reidemeister Hareketine Gore Davramsi

Notasyonun III. Reidemeister hareketine goére davranisim incelemek igin dolasan yol

diye adlandirilan asagidaki hareket kullanilacaktir:

— N |~
| s

2

Geometrik olarak II. Reidemeister hareketi altinda dolasan yolun, III. Reidemeister

hareketine denk oldugu asagidaki diyagramda goriilmektedir.

 Ther N A
| ® o

u

Simdi dolasan yol cebirini incelemek i¢in asagidaki y6nlendirilmis durum gz 6niine

alinsin.

¢ = abl bd bl

xc—'l< A< X S /]\ / b

b : s b 'L'RN’)

Sekil 3.5

Béylece ¢ =abl iken d=Ibd blolur veya daha 6zel olarak.

abl| =Tbd 8l 2)



olur. Bu kuralin, yénlendirmeye bagli olarak

[l =[]
bl = Al
|db = Aldb

gibi degisik varyantlar vardir. (2) esitligi bir boy indirgeme kuralidir. a_15“ iki boy
ifadesi yerine, [bdl B bir boy ifadesi alinabilir.

3.3.1. Gézlem. dla= 1 ve ;b—l =[bdlpl kurallar cebirsel formda kolayca fark edilmeyen

bir regiiler homotopiye karsihk gelir.

a adl adl| aal a
EE - e

{2

diyagrami igin

(2) (1)
ac;lm = adldad = dad= a

olur.

3.3.2. Hatirlatma. Bu cebirsel esitlikte dolagan yolun kullanilmasi sekil 3.6 da ki

Whitney tasariminin yapisina aynen uyar [16].
SIS B ey
@5 - C =
| /\’CJ
D
II

Sekil 3.6
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Dolasan yolun diger cebirsel versiyonlarina bakildiginda goriiliir ki onun esas grupla

iligkisi vardir.
3.3.3. Teorem. n(K) operatérler grubu, K halkasinin klasik esas grubuna izomorftur.

3.3.4. Ispat. K halkasimin esas grubu olan n:l(Sj-K) yr Wirtinger temsilindeki gibi:
diigiim diyagramindaki bir kavsakta karsilagan her bir yay. bir doguray olarak ahnirsa.
bu doguraylar kavsakta bir baginti olusturur [15]. Bu baginti, kavsakta asagidaki
diyagramda gosterildigi gibi pozitif yonlendirme varsa y = p”«ff seklindedir [4]. Eger

kristalde ¢alisiliyorsa o zaman operatérler tizerinde d=abl =lhd bl bagintisi alinir.

/I\Y /[\c‘:alﬂ

s y=p"op b 5 . d =Ibdl

Y Ao

y=d. a=d. B= 4l ile d =Ibdldl bagintist y = B'aB sekline doniigtir. Bu, halka

diyagramimin csas grubunun Wirtinger formiiliinde bir kavsaktaki standart bagintisidir.

Bdoylece n(K) operatorler grubu, my( SJ-K) esas grubuna izomorftur.
3.3.5. Sonug. C(K), 1,(S*-K) y1 igerir.

3.4. Kristalin Formal Tanimi ve izomorf Kristaller

f g : Co — m déniisiimleri, ffx) = A . g(x) =[x ile tanimlansin. Burada. x, y — xy ikili

islem ile 7 bir gruptur. &, C, {izerine acCy ve A, pen igin (aM)p = a(Ap) olacak sekilde

Coxn = C,

a, A — ak
donistimleri 1181nda, sagdan etki eder. Ayrica

1. Her xeC, U m, Ak =1em,

2. Her x,yeC, U igin x_);ﬂ = [dyl



ve bu denklemin diger varyantlar: saglanir.

3.4.1. Tammm. Bir kristal, |,[: Co — 7 doniigiimleri ile bir C = C, U n kiimesidir, 5yle
ki C, ile m aynktir. 7, C, iizerine etki eden bir gruptur ve C, dan n ye dontisiimleri 3.2.3

ve 3.3 de ki (1) ve (2) csitliklerini saglar.

3.4.2. Tammm. C ve C' iki kristal olsun. Eger ¢(C,)= C, ve ¢(m)=n" olacak sckilde.

¢ : C > C' bire-bir 6rten doniigiimii varsa ve

1. 1. HerxeC,igin m=¢(ﬂ),r¢ﬁ)=¢([¥),

2. HerxeC,,aemnigin ¢(x,a) = ¢(x) d¢(a),

3. ¢ /n bir grup izomorfizmi,

artlart saglaniyorsa, C kristali C' kristaline izomorftur denir.
$ glanty .

3.4.3. Tanmm. K bir yénlendirilmis halka diyagram olsun. Diyagramdaki her bir yay:
Co(K) min bir cleman: ile etiketleyerck her bir kavsaktaki bagintiyt ¢ = a bl veya
¢ = dfb formunda yazarak C(K) kristali olusturulsun. Bu durumda. ;. a-.....q,e Cy(K)

elemanlar1 ve ry, ry,...,r,, bagtilari igin

CK)=(aj, ay...a,: Fi. rs....im)
seklinde tanimlanir,

3.4.4. Ornek.
: Cc
b
4]

K, yukaridaki diyagramda verilen yonca yaprag: diiglimiinii gostersin. Bu durumda

C(K) kristali,

CK)=(a b c:c=abl,b=cd.a=bd)

KO

B /«F“«fﬂ“ﬁﬁ @ﬁl&

%@ﬂwﬁ;“"’“‘ ¥ LUt ‘tﬁ@%
a o l‘%b

o




seklinde yazilabilir.

3.4.5. Teorem. K ve K’ iki yonlendirilmis halka diyagrami olsun. Eger K. K' ne
regiiler izotop ise C(K), C(K") ne izomorftur. Eger K. K' ne kusatan izotop ise n(K).

n( K') ne izomorftur.

3.4.6. ispat. C(K) nin bir regiiler izotopi invaryantt ve n(K) nin bir kusatan izotopi

invaryanti oldugu gosterilmelidir.
ad|=ludd =d

oldugundan m(K), I. Reidemeister hareketi altinda invaryanttir.

Ancak Cy(K), I. Reidemeister hareketi altinda invaryant degildir. Ciinkii ad nin, « ya

esit oldugu séylenemez.

Geriye. dolasan yolun asagidaki versiyonu igin invaryanthg: kontrol ctmek kalir.

d e
vx T/ »

éT—b —\ —=>(—
. X

/I\a 4\21

—>
O,

[¢]

2

Bu diyagramlardan d = ablle , d' = al—el;l-;] , b =Hed elde edilir. Boylece b’ = b ve

d'= a{—e;re_l
= ded Hlle
= ablle = d



olur. Bu da C(K) kristalinin II. ve IIl. Reidemeister hareketleri altinda invaryant
oldugunu gosterir. Boylece C(K) bir regiiler izotopi invaryanti ve n(K) bir kusatan

izotopi invaryantidir.



BOLUM IV

BAZI KRISTAL MODELLERI
4.1. Modiil Kristali
Kristalin en basit modeli, herhangi m modiilii i¢in ¢, b,... €2/mZ oldugunda,
abl=2b-a = db

seklinde tanimlanmasi ile elde edilir. Bu tanimin yapilmas: igin (1) ve (2) esitlikleri

saglanmahdir.
abl Bl=abllb = a
Bu bagintidan (1) esitliginin saglandigi, ve asagida verilen ifadeden de (2), yani
afl|=[bal A
esitliginin saglandifr goriliir. Gergekten
xcﬁ‘= 2(a1;])-x = 4b-2a-x = 2(2b-a)-x = dbdl bl
olur. O halde abl= 2b-a = dlb ile tanimlanan kristal regiiler izotopi invaryantidir.

Bu sistemde a = d=|a alinirsa C(Z/mZ) kristalinde

aa =2a-d =aua

“oldugundan I. Reidemeister hareketi de saglanir. Bdylece modiil kristali kusatan izotopi
invaryantidir. Verilen bir K halkasi i¢in K nin kavsak bagintilar ve bu kristal yapisi ile

uyumlu en kiigtik m1 (m=1) modiilii bulmak igin bu model kullanilabilir.

4.1.1. Ornek. K yonca yapragi digiimiiniin asagidaki yonlendirilmiy diyagranu goz

oniline alinsin.



Boylece her kavsak igin kristal bagintilan yazilirsa agagidaki denklem sistemi elde
edilir:

c=ab=2b-a —a+2b-c=0
b=ca=2a-c = 2a-b-c=0
a=bc=2c-b —a-b+2c=0

Bu homojen denklem sisteminin katsayilar matrisine elemanter satir ve siitun

islemlerinin yapilmasi ile

-2 - 12 -1

| ) 1 0 0
2 11 -l S 0 -3 0 > |o 3 0
I ) 0 0 0 0 0 0

olarak bulunur. Dolayisiyla m(K) = 3 olur.

Yani Yonca yaprag: diiglimii igin en kiigiik modiil tigtiir. Bu asagidaki duruma karsilik

gelir.
1 (\

(2.0-2) = I(mod 3)

m(K) = 3 gerektirir ki yonca yaprag: diigiimii asikar degildir. Ayrica m(K). K nin bir
kusatan izotopi invaryantidir.



93]
19

4.1.2. Ornek. Sekiz seklindeki diigiimiin modiil kristali igin sekil 4.1 den asagidaki
bagintilar yazilir.

b=ac =2c-a 2e—a—-h=0

a=db =2h-d 2h—d—-a=0
_ =

c=bd =2d-b 2d-h-c=0

d=ca=2a-c 2a-¢c-d =0

Bu sitemin katsay1lar matrisi

-1 -1 20
-1 2 0 -
0 -1- 2
2 0-1-

olarak yazilir. Elde edilen bu matris iizerinde gerekli satir ve siitun iglemleri yapilirsa
katsayilar matrisi

1 000
0500
00O0O
0 00O

matrisine esdeger olur. Dolayisiyla m(k) = 5 olur.

Sekil 4.1
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4.2. Alexander Kristali

Onemli kristal yapilarindan biri de Alexander kristalidir. M, Z][t, t'] halkasi iizerinde

herhangi modiil olsun. a, be M verildiginde abl ve db.
abl = ta+(l-)bh
db = r'a+(1-r")b

denklemleri ile tanimlansin. Bu denklemler igin kristal aksiyomlarinin saglandigi
gosterilmelidir.

I1. Reidemeister hareketinden abl[b = a olmalidir.

abllb = ! a+(1-)b)+(1-r")b
=a+'-Db+(1-r")b

=a

I11. Reidemeister hareketinden aﬁl = dlchl d olmalidr.

aﬁl = 1a+(1-l)bc:|
=ta+(1-t)(th+(I1-t)c)
= ta+(1-)b+(1-1)’c

debl dl = 1( debl)+(1-1)c
= t(tde+(1-0)b+(1-t)c
=11 a+(1-r")e+(1-)b)+(1-t)c
= ta+(C-t)c+(t-r)b+(1-1)c
= ta+{1-7)h+(1-1)°c

Boylece B b =1ve E” =c8l d olur. M modiiliiniin Alexander kristali A(M) ile
gosterilirse bu durumda, Co(M) = M ve n( M)

B.lb:M o> M



abl=Ht(a) , db=lb(a)
dontigiimleri ile dogrulan M nin otomorfizm grubudur. Ayni zamanda,

adl = tat(l-t)a =a ve da - rla (1-r)a  u

olur.

Boylece her bir ae M elemani, a y1 sabit birakan d : M = M otomorfizmine karsilik
gelir. Diigiim teorisi agisindan A(M), bir kusatan izotopi invaryanti modiiliine yiikselir
ve Alexander Modiili diye adlandirilir [7. 8]. Eger M(K). Z[t. t'] iizerinde. K
diyagraminin yay etiketleri ile dogurulmus modil olarak tanimlanirsa modiil bagintilan

asagidaki diyagramda goriildiigi gibi olur.

c=ta+(1-t)b=al;| c=t'la+'(1-1")b= db

!

—_— b h%_

Verilen bir diigim diyagram: i¢in kavsak bagintilarinin herhangi biri diger biitiin
bagintilarin bir sonucudur (2.4.3 Lemma). Sonu¢ olarak n kavsakta bir diigim

diyagrami igin M(K), (n-1) tane kavsak bagintisi alinarak hesaplanabilir.

4.2.1. Ornek. K Yonca yapragi diigiimiiniin sekil 3.2 deki diyagramimndan

¢c=abl= ta+(1-t)b
h=cd= te+(l-a

a = bd = th+(1-1)c

bagintilar1 yazilabilir. Burada M(K) asagidaki bagintilarla dogurulur.

tat(l-t)b-c = 0
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(1-)a-b+tc =0
~a+th+(I-t)c =0

t 1-t -1 « 0
=11-1 -1 t hl1=10
-1 t 1-t||c 0

ve ilk bastaki bagintt diger bagntilarin toplaminin negatifidir.

<a>, herhangi bir a taban elemani ile dogurulmus alt modiil olsun. M=M /{a) alinsin.
Boylece katsayilar matrisinin herhangi bir (n-/)x(n-1) mindriiniin determinanti,

herhangi bir me M igin flym = 0 olacak sekilde f{z) Laurent polinomunun Z[t. t'']

icindeki idealinin bir doguray1 oldugu gériilebilir.

Yonca yaprag diigiimii igin

1t ,
ATiDa(t t):u-n—ﬂiz=4+L

Olur. Burada =, ¢’ nin kuvvet ve isareti farkiyla esitligi gosterir.

4.2.2. Not. Alexander kristali, modiil kristalinin bir genellestirilmesidir. Gergektende,

abl = ta+(1-1)b bagintisinda t = -1 alinirsa abl = 2b-a bulunur.

4.2.3. Ornck. Sckiz scklindeki diigiimiin Alexander kristalini sekil 4.1 den
b=dc= t"a+(1-l'l)c
a=dbl=td+(1-)b
¢=bd=tb+(1-)d
d=da=r'c+(1-r)a

bigiminde bagintilar elde edilir. Buradan
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l"a+(1-t")c-b = ()
td+(1-t)h-a = 0
th+(1-t)d-c = 0
rlet(l-rYa-d =0

yazilabilir. Buradan da, agagidaki matris bagintisi yazilir.

t' -1 1-tt 0 [a] [0
11-t 0t |a] o
0 t -1 I-tfel |0
1I-tt 0o ¢t -1 |d] |O

Bu matris bagintisinin 3x3 minérlerinin determinantlari hesaplanirsa

-1 1-t O
Ap=Detl 0t -1 [=t+1"=3=731+]
-t o t!

olur.

4.2.4. Gozlem. Kiigiik drnekler igin Alexander polinomu giris ve ¢ikisi 0°degeri olan bir
iki ipli dolasik alimp diyagram tizerindeki bagintilar direk alinarak hesaplanabilir.

(sekil 4.2).

Sekil 4.2

4.2.5. Ornek. Yonca yapragi diigiimi igin asagidaki diyagramda gésterilen dolasik

alinsin:

al)

}\ /\{awzam



Boylece
x0= tx+(1-1)0 = tx
X lb = I"x+(1-t'l)() =r'x
olur. Buradan da
a Od=1g1a) V(1-t)a
= (-t+1)a
= A(t)a

olur. A@t)a = 0 gosterir ki
A1) = £-1+]

yonca yapragt diigiimiiniin Alexander polinomudur.
4.2.6 Teorem. M, degismeli bir R halkas: tizerinde rank >3 olan bir serbest modiil ve
abl = ra+sb  alb=ru+s'h

formiiliine gore tanimlanan islem ile kristal yapisina sahip olsun. Burada r, s, - s’€R ve

a, be M dir. Eger r, 5, ¥’ s’R’nin ters elemanlari ise o zaman
_ P | A
r=ts=(l-t))r’'=10,8"=(I-1")
yazilabilir. Béylece bu lineer kristal temsili Alexander kristali formuna sahip olur.

4.2.7 Ispat. a ve b, R stinde bagimsiz olsun (hipoteze gore ). Kristal yapisina gore

abllb = g dir. Dolayisiyla
a = (ra+sh) b =rr at(rs+s)b
olur. Buradan
rr’=1versts'=0

oldugu ¢ikar. Boylece r ve r/birbirinin tersidir. Yani #'s+s’= 0, rs+s = 0 iken r’=r"’

olur.



Simdi xc—zz_” = xbal bl denklemi uygulansin.

xaf” = xtm] = rx+s(ra+sh)
»bdl bl = r(r(r x+sh)tsa)+sh
= rx+r’s hrsatsb
= px+ (r",s' “+s)b+rsa

= px+(-rs+s)h+rsa (s’ = -l )

Bu nedenle daha ileri bir sart elde edilir. s° = -rs+s = s = [-r. Boylece r = 1

oldugunda egers = /-tise s"= | - olur. Bu ispati tamamlar [9.11. 14].
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BOLUM Vv

n - IPLi ORGU GRUBU iCIN ALEXANDER KRISTALI
oi. nipli Artin 6rgii grubunun bir elemani olsun. Bu durumda
Tk : {1, 2,...,n} = {1,2,..n}
déniigiimii agsagidaki gibi tammlansin:
T@) =1 ,izk ktl
Ti(k) =k+1
Te(k+1)=k

1 2.k k+1 .. n

HEZAN

1 2.k k+1 ... n

Simdi a ve b, bir V vektor uzayinin iki taban elemam olsun.
T:V >V, T(a)=bve T(b) = tat(1-t)b

ile tammlansin. Dikkat edilirse bu tabana gére T bir matrise sahiptir. Bu matris aym

zamanda T ile gosterilsin.

Bu doniisiim Alexander kristali i¢in yazilirsa,



b/a a\ b
/N

abl = tavl-nb

XX

temsilleri elde edilir.

alb = rlave1-r)h b

kavsaklari igin

T(a) T(b)

T(a) = b
T(b) = abl = ta+(1-0)b
T') =rla+(i-r)b

T (@) =b

denklemlerinden

[0 t ] 4o [1=tt
T = ve T7'=
(-9 [r' 0]

matrisleri elde edilir.

Boylece n ipli By, 6rgii grubunun 6rgiileri i¢in

[0t 0]
| -t .. 0
0 0 I 0

p(a|)= .
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I 0 O 0
0 0 t 0
0 1 1-t 0
/)(O-:):
_0 0 0 1 i
100 ]
010... 0
p(G;I—I):'
0t
0 I I-t

matris temsilleri yazilabilir. Buradan da gortildiigii gibi

. ot
I =
[1 1-1}

olmak iizere nxn boyutlu matrisler
r] .. o]

pl(o,)=

p(az)=




p (O_n—l) =

almnabilir. p (.G;') matrisi T blok yerine T" alinmas: ile elde cdilir. Sonug olarak, n ipli

orgii temsili yerine iki ipli bir 6rgii temsili almak yeterlidir.

p:B, = GLMm:Z[t, t™']) doniisiimiinin 6rgii grubunun bir temsili oldugunu gérmek

kolaydir. Alexander polinomunu hesaplamak i¢in bu temsil kullanilabilir.
5.1. (2, n) - ipli Orgii Grubu i¢in Alexander Kristali

5.1.1. Onerme. weB, n - ipli Artin 6rgii grubunun bir elemani olsun.
p(w) eGL(:Z[t, t']) temsili altinda w y1 temsil eden matrisi géstersin. A(t) = p(w)-I
olsun. Burada I, nxn 6zdeslik matrisidir. Bu durumda A(t), o 6rgiisiiniin kapanisi ile

elde edilen « halkast icin Alexander matrisidir.

5.1.2. Hatirlatma. Bu 6nerme kasteder ki K = @ icin Ag(t), A(t) nin bitiin (n-1)x(n-1) ,
mindrleri ile dogurulan idealin doguraylaridir [9]. Bu sart altinda Ag(t). t’ nin kuvvet ve
isarct farkiyla, A(t) nin herhangi bir (n-1)x(n-1) mindriine esittir. A (t) = I)ct(/\'(l)) ile
yazilabilir. Burada bdyle bir minérii ve = sembolii, + t' seklindeki ki garpan farkiyla

esitligi gosterir (/ € Z).

Onermenin ispati ihmal edildi. Fakat bu A(t)-1 mn M iginde yazilan bagintilar
formunda oldugu ifadesine denktir. Bu ifade 6rgii kapanisindan gelmektedir (Kristal

igin tammlandidi gibi).

5.1.3. Ornek. oy, (2, 1) - ipli bir 6rgii temsili olsun. 7(w) = b ve T(h) = abl = ta+(1-1)h

ile tanimlansin.
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\

b abl = ta+(1-0)b

bu durumda bu doéniigiime karsihik gelen matris

pe)=] oy

olur. oy, drgiisii kendisi ile garpilirsa (2, 2) — ipli o, orgiisii elde edilir.

a

Ny

abl

abl = ta+(1-)b baBl| = th+(1-0)(ta+(1-)b)
=(-C)a++(1-1)))b =(-C)a+(-1+1)b

Béylece o3 igin

t
(1-t) t-—t+l

R
'
—
N
| OV

pl(oz) = [

matris temsili elde edilir. Bu matris asagidaki gibi p(of) = play)p(o) = p(o,)’

¢arpimindan da elde edilir.

2\ [0t o v ] t-t’
L ST KN NI S
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o, =o] Orglsiniin kapatilmasi, 2 - bilesenli bir halkay1 verir. Bdylece bu halka i¢in

asagidaki bagintilar yazilabilir.

a=abl= tat+(1-)b
b= ba?”= (t-)a+(C-t+1)b

Bu bagntilardan A(2) = p(w)-I matrisi (0 = o )

olarak bulunur.

Dolayisiyla 1x1 mindrleri A@ =+ —1 olur. Boylece iki bilesenli K = @ halkasinin

Alexander polinomu Ag(t) = t-1 olarak yazilir.

Ornege devam edilirse, yani K = o alinirsa buradan

ZE R AN AN

(1-t) t*—t+1] 1-t

]t t2 +(1-t)(t—t?) RESS t-t2+t’
t2—t+1  t(l-t)+(t2-t+1)(1-1) P -t+l -t —t+]
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; t-t2-1 t-t* +1°
bulunur. Boylece Ak(t) = p(O'I ) -1 =1 s s olur. Dolayisiyla
te—t+1 t" -t —t
daha oOnceki gibi Ax(t) = £-t+] olur. Bu yonca yaprag diigiimiiniin Alexander
polinomudur.

Bu sekilde 6rnege devam edilirse K = ;{‘— i¢in

@ﬁzp@04=tﬁmaqf t2(1-t)+t(1-t)(t+(1-1)%)
P ' t(1-t)+(t+(1-)>)(1-1) t(1-t)2 +(t+(1-0)%)°

olur. Boylece

Ak<t>=p<o,>’+—1{‘2*(“)2 -1 tz(l-t)+t(1-t>(t+<1-02)}

t(1-t)+ (t+(1-1)*)(1-1) t(1-t)2 +(t+(1-1)%)% -1

olur. Dolaystyla A (f)=¢'~t>+1—1 olur. Bu iki bilesenli 4 - gegitli halkanin

Alexander polinomudur.

Bu 6rnege devam edilirse agagidaki sonuca vartlir:

5.1.4. Teorem. K,, (2, n) — tor halkasimt gostersin. Bu durumda K, halkasinin

Alexander polinomu n = {1, 2, ..., m} olmak tizere

A 1 ,n=1
- (1) =
I\,,( ) tn—l __AK,” , I1>1

olur.

5.1.5. Ispat. Asagidaki gibi basit bir tiime varimdan gikar.
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K[ KZ

n=1i¢in

a\ b
/\‘ abl = tat+(l-)b
almsin. A(1) = p(w)-1 esitliginden

ot LB
1 1-t) [0 1 1 -t
bulunur. Béylece A (¢) =1 bulunur.
Simdi A, (1)=t"" - A, (1) esitliginin dogrulugunu gdsterclim.
Ay (1) =1 oldugu goz dniine alinirsa

n=2 igin A, (1)=1-1

n=3 igin A ()=1’—1+1

n=4 igin A, (=11~ +1-]
elde edilir. Bu gekilde devam edilirse

Ap (N=1""=Ap (1)

oldugu ¢ikar.
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SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, diigiimiin 6nemli invaryantlarindan biri olan esas grubu igeren diigiim
kristali kavram tamtildi. Modiil kristali ve Alexander kristali modelleri verildi.

Alexander kristali modeli ile dagiimiin Alexander polinomu hesaplanda.

Alexander kristal modeli, 6rgli gruplarina genigletilerek (2. n) — tor digtimlerinin

Alexander polinomu igin bir formiil verildi.

Ay yéntemle (m, n) — tor diigiimlerinin, burulmah diigiimlerin, Tirk saadet

diigiimlerinin Alexander polinomlar igin bir formiil verilebilir.

Ayrica kristal kavrami Orgli uzaylar teorisine tasinarak, diiflimiin ortii uzaylarimin

homoloji gruplarinin kolayca hesaplanmasina yardimci olup olmadigr arastirilabilir.
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