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OZET
KUANTUM TOPOLOJIYE BiR GiRiS

MANDACI, Seher

Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali

Damsman: Yrd. Dog. Dr. Ismet ALTINTAS

Maysis 2000, 64 sayfa

Bu caligma, Kuantum topolojisine bir kisa giristir. Burada kuantum mekanigi ile

topoloji arasindaki bazi iligkiler incelendi.

Once Kuantum mekaniginin bazi temel prensiplerinden hareketle, topoloji ile kuantum

mekaniginin en kolay iligkisi olan Dirac’in ip hilesi ve kiiresel ayrigim verildi.

Yine Kuantum mekaniginin temel prensiplerinden olan genlik kavrami Dirac
parantezleri yoluyla agiklandi ve ¢gemberin genligi verildi. Jordan egri teoremine gére
dizlemde her basit kapah egri bir ¢cembere izotop oldufundan g¢emberin genligi
genellegtirilerek topolojik genligin varlig1 gosterildi. Bu topolojik genlik daha ileriye,
diigiim teorisine tagindi.

Son olarak, genellestiriimis genlik yapismin, diglim teorisinin Onemli
invaryantlarindan olan diiglimiin parantez polinomlarinin ve Jones polinomlarinin
bulunmasi i¢in bir model teskil ettigi goriildii. Béylece fizigin topoloji ile detayli bir
iligkisi oldugu ortaya ¢ikmuis oldu.

Anahtar Sozciikler: Topolojik Genlik, Diigiim Genlikieri, Diiglimlerin Parantez

Polinomlari, Jones Polinomlari.
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ABSTRACT

AN INTRODUCTION TO QUANTUM TOPOLOGY
MANDACI, Seher
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: PhD. Ismet ALTINTAS

May 2000, 64 pages
This study is a short introduction to Quantum Topology. Here, some relations between

quantum mechanics and topology have been examined.

Firstly, by some of the fundamental principals of quantum mechanics, Dirac’s string
trick which is the earliest relation between topology and quantum mechanics and the

spherical digression have been given.

The amplitude concept which is also a fundamental principal of quantum mechanics,
has been explained by Dirac brackets, and the amplitude of a circle has been given. As
every simple closed curve in the plane is isotop to a circle according to Jordan’s curve
theorem, the existence of the topogical amplitude has been shown by generalizing the
amplitude of circle. This topological amplitude has been carried to forward, to knot

theory.

Finally, it is seen that the generalized amplitude construction is forming a model to
find the bracket polynomials which are one of the most important invariants of knot
theory and Jones Polinomials of a knot. Thus, it came out that there is a relation

between topology and physics.

Key Words: Topological Amplitude, Knot Amplitudes, Bracket Polynomial of Knot,

. Jones Polynomials
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ONSOZ

Diiglim Teorisi, matematigin 6nemli dallarindan biri olan topolojinin en &nemli
konularindandir. 19. Yiizyiln ilk yarisinda baglayan diigiim teorisi ile ilgili ¢aligmalar
hizla devam etmektedir. Ancak diiglim ve halkalari siniflandirma problemi tamamen

¢ozlilmiis degildir.

Diigtim teorisinin topolojide oldugu kadar, cebirsel geometride, homoloji ve homotopi
teorisinde ve Ortli uzaylari teorisinde oldukg¢a biiylik rolii vardir. Son zamanlarda
goriildi ki, diiglim teorisinin kuantum fizigi ile de yakindan iligkisi vardir. Kuantum
mekaniginin bazi temel prensipleri genellegtirilerek diiglim teorisine tagmmis, boylece

diigiim teorisinin problemleri i¢in yeni ¢6ziim yontemleri geligtirilmistir.
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BOLUM I
GIRIS VE LITERATUR OZETI

Diigiimle ilgili ¢aligmalar 19. yiizyilda baglamistir. 1833 yilinda Alman matematikgi
Gauss ile baslayan diigiim teorisi ve 3-boyutlu manifoldlarla ilgili ¢alismalar
geliserek devam etmektedir. Diigiim ve halka teorisi ile ilgili ¢aligmalarin tamamina
yakmni, diigim ve halka invaryantlarini bulma, bu invaryantlara gére digim ve
halkayr simflandirma problemi ile ilgilidir. Simdiye kadar diigiimiin Onemli
invaryantlar1 bulunmugtur. Bunlardan en Snemlileri diiglim grubu ve Alexander
polinomudur. Diigiim grubunu hesaplamak igin Dehn ve Wirtinger tarafindan ortaya
konulmus iki yéntem vardrr [3,9]. Bu yontemler kullamlarak bazi smiflandirmalar
yapilmigtir. Mesela, Tor digimleri, diglim gruplarina gOre tamamen
siflandirilmistir [25]. 1928 yilinda Alexander, diigiimiin ber bir kavsag: i¢in bir
denklem yazdi. Béylece biitiin kavsaklar iizerinden elde ettigi denklemin katsayilar
matrisinin determinantinin bir Laurent polinomu oldugunu gordii [1]. Alexander
polinomu, birkag istisna harig, diigiim tipini belirleyen &nemli bir invaryanttir. Bu
sekilde devam eden diigiim ile ilgili ¢aligmalar 1962-1972 yillar1 arasinda Fox’un
yaptig1 caligmalar ile yeni bir ivme kazandi. Fox, 1965 yilinda yazdig: bir kitapta[15],
diigiim grubunun bagmtilar1 iizerinden, “serbest tiirev”” adin1 verdigi yeni bir kavram
gelistirdi. Serbest tiirevden yararlanarak Alexander polinomunun hesaplanmasi igin
yeni bir yontem verdi. Ayrica diigiimlerin dallanmug $rtii uzaylarinin birinci homotopi
ve homoloji gruplarini hesaplayan bir algoritma geligtirdi [15]. Birman [5] ve Hilden

[16] 1976 yilinda birbirinden bagimsiz olarak diigiimiin 6rtli uzaymin yaprak sayisi
 ile halkanin koprii sayisi arasindaki bagintilar hakkinda bazi bilgiler verdiler. Hilden
ve Montesinos; diigiimiin dallanmug 6rtii uzaylar1 iizerine gesitli ¢aligmalar yaptilar ve
1976’da gosterdiler ki;

Her kapali yonlendirilebilir 3-boyutlu manifold, 3-boyutlu kiirenin, dallanma kiimesi

bir diigiim olan, bir irregiiler 3-katli dallanmis 6rtii uzayidir [16,24].



Bozhiiyiik [6,7,8], (3,5)-Ttirk basi diiglimiiniin, (3,4)-Tiirk bas1 diiglimiiniin ve (3,2)-
Tiirk bag1 diigtimiintin 3-kath 6rtll uzaylarini tamamen siiflandirdi. Bu galigmalara
paralel olarak basta Artin ve Morton olmak iizere diiglimler iizerine ¢aligan birgok
bilim adami, diiglimiin 6rgii temsilleri, kesme-yapistirma manifoldlar: v.s. lizerine
birgok eser verdiler. 1976 yilinda Joye, diiglim teorisine modern bir yaklagim
kazandirmak amaciyla diigim teorisinin bazi kavramlarii fizik prensipleriyle
aciklamaya calist1 [18]. Bu yeni yaklasim ¢ok ilgi gordi. Glintimiizde bagta
Kauffmann [23] olmak i{izere bir ¢ok bilim adam diigiim ve fizik arasindaki iliskiyi

incelemektedirler.

Bu tez, giris bolimii dahil alti béliimden olugsmaktadir. Ikinci béliimde, diger
bSliimlerde kullamilan diiglim teorisi ve Lie cebirinin bazi temel kavramlarindan
bahsedildi. Uglinci béliimde, kuantum mekaniginin bazi temel prensipleri ozet
halinde verildi. Dérdiincti b6liimde, topoloji ile fizigin bir iligkisi oldugunun ilk ipucu
olan Dirac’m ip hilesi kisaca anlatildi ve bazi &rnekler verildi. Dirac notasyonu
yardimiyla ¢emberin genligi tanitildi ve bu genlik topolojik genlife genisletildi. Bu
genlik igin uygun bir matris alinarak hesaplandi. Bdylece topolojik genligin varhgi
gosterildi. Bu genlik daha ileriye, diiflim teorisine taginarak yonca yapragi
diiglimiiniin genliginin bir matris temsili verildi. Sonu¢ olarak diiglimiin bir kavsag:
lizerinde alnan genlik deferi ile gemberin genlik deferi (ilmek degeri) birlikte
' kullanilarak, diigiim parantez polinomunu hesaplamak igin bir algoritma olarak ele
alindi. Besinci bolimde, bu parantez polinomlari normallestirildi. Son bélimde ise,
verilen Jones polinomlarmin normallestirilmis parantez polinomu ile iligkisi ispat

edildi ve Jones polinomlarmin bazi genellestirmelerinden kisaca bahsedildi.



BOLUM 11

TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, Diigiim Teorisinin ve Lie cebirinin bazi temel kavramlarindan kisaca

bahsedilecektir,

2.1. Diigiim ve Halkalar

2.1.1. Yerlestirme. X ve Y iki Hausdorff uzay:1 olsun. Eger f : X — f (X) bir

homeomorfizm ise £: X — Y d6niistimiine bir yerlestirme denir [3].

2.1.2. Diigiim ve Halka. S' = {(x,y): x¥**+y* = 1; x,yeR} birim ¢ember olsun. S' in R®
veya S> = R® U{w} icine yerlestirmesine bir diigiim denir. n e N icin n tane diigiimiin

ayrik birlesimine bir ~alka denir [9,14,25].

2.1.3. Poligonal diigiim. K, S? icinde bir diigiim olsun. Eger K sonlu sayida dogru

pargalarindan ibaret ise, K ya bir poligonal digiim denir [9,14].

2.1.4. Denk diigiimler. K ve L, S * iginde yonlendirilmis iki diigim olsun. Eger
h (K) = L olacak sekilde y6nlendirmeyi koruyan bir h : S* - S* homeomorfizmi

varsa K diigiimii L diiglimiine denktir denir [25].

2.1.5. Not. Iki digimiin denkligi tammu; S® igindeki diigiimler kiimesi tizerinde bir
denklik bagmtisi verir. Bu baginti, s6z konusu kiimeyi ayrik denklik siniflarina ayirir.

Her denklik sinifina bir digiim tipi denir. Denk iki diigiim, ayn1 digiim tipindendir.

2.1.6. Tamim. Yonlendirilmis bir liggen (veya bir ¢ember) ile aym tipte olan bir

digiime digiimlenmemiy diigiim denir [9,25].



2.1.7. Tanim. p : §* -8, p(xy,2)=(x,Y, 0) ile tamimlanan fonksiyona izdiisiim

fonksiyonu denir.

Eger K, S* iginde bir diigiim ise, K nin p izdiisim fonksiyonu altindaki resmi, p(K), K
nin xoy-diizlemindeki izdiigiimiidiir. K poligonal bir diigiim ise, p(K) diizlemsel bir

poligondur.

2.1.8. Tamim ( Gegit noktasi ) . K, S® icinde bir diigiim ve p, yukarida gegen izdiisiim
fonksiyonu olsun . a € p (K) i¢in p! (@) N K, ntane (n>1) noktadan ibaret ise , a
ya p(K) min bir n-katli noktas: denir. Eger n = 2 ise, a noktasina gegit noktas: ( ¢ift
kath nokta) denir [14].

2.1.9. Tanim. Bir gegit noktasi, K ya ait tam iki noktann resmi olup, bu iki noktadan

z koordinat1 daha biiyiik olana iist gegit noktast ve digerine alt gegit noktas: denir.

2.1.10. Tanim (Regiiler pozisyon). K bir diigiim ve p izdiisiim fonksiyonu olsun.

Eger,

i) p(K) min kath noktalar1 sadece sonlu sayida gegit noktast ise,

ii) Hicbir gegit noktas1 K ya ait bir kdse noktasimn p altinda resmi degilse,

p(K) ya K nin regiiler izduigtimi denir. Eger p(K) izdiistimii regiiler ise, K dugiimiine
uzayda regiiler pozisyondadir denir [14].

Bir diigiimiin regiiler izdiisimiine, o diiftimiin regiiler diyagram: da denir. Regiiler
diyagram; diiglimiin, uzaymn yeteri kadar uzak ve uygun bir noktasindan ¢izilen resmi
gibidir [14].

2.1.11. Tanim (Normé.l Diyagram). Regiiler pozisyonda bulunan bir K diigtimii ile
bir £>0 sayis1 verilsin. K nin her alt gegit noktasindan uzakligi € dan kiigiik olan

noktalarinin kiimesi A ise; p(K-A) kiimesine K diigtimiiniin normal diyagram: denir
[9,14].

Boylece K diigiimiiniin normal diyagrami ayrik yay pargalarindan (veya dogru

parcalarindan) olusur. Sekil 2.1.a, yonca yaprag: diiglimiiniin regiiler diyagramuni ve



Sekil 2.1.b ve 2.1.c sirasiyla (3,2)-Tirk diugiimii ve kare diilimliniin normal
diyagramlarim gostermektedir.

@@6\7 X/

Sekil 2.1.a Sekil 2.1.b Sekil 2.1.c

2.1.12. Tanim (Yonlendirilmis Diigiim veya Halka) . Bir diigim diyagramu
{izerinde hareket yonii belirtilirse, o diigiim yonlendirilmis olur. Boylece bir diiglim

diyagramindan yonlendirilmis iki diigiim diyagramu elde edilir.

>< >

+ -

2.1.13. Tamim (Ayna Gériintiisii). Bir K diigiimiiniin, r: S »8°, r (x,y,2) = (X,¥,-2)
ile tamimlanan yansima fonksiyonu altindaki goriintiisine K mn ayna gorintiisii

denir. Yansima fonksiyonu, uzaymm ydnlendirmesini tersine ¢eviren bir
homeomorfizmdir [2].



2.1.14. Reidemeister Hareketleri. [21]

Lo — "G~

. 3 =DC
x. // (. }X‘
/sz —%/ |
Sekil 2.2

Iki poligonal diigiimden biri, sonlu sayida Reidemeister hareketiyle digerine
doniigebilirse bu diigtimler ayni tiptendir. Yani, sonlu sayida Reidemeister hareketinin

uygulanmastyla diyagramlarrbirbirine doniisebilen diigimler denktirler.

O halde, Reidemeister hareketleri ile degismeyen &zellikler, diigiim tipinin
6zellikleridir [21].

2.1.15. Ornek. Sekiz sekilli diigiim ayna goriintiisiine denktir.

- Q}’ r’@“*@

Sekil 2.3



2.1.16. Regiiler izotopi. II. ve III. Reidemeister hareketleri ile dogurulan denklik

bagintisina regiiler izotopi denir [21].
2.1.17. Kusatan Izotopi. Reidemeister hareketlerinin ti¢ii ile dogurulan diyagramlar
tizerindeki denklik bagintisina kugatan izotopi denir [21] .

Boylece II. ve III. hareketler regiiler izotopi invaryanty; I. II. III. hareketler kusatan
izotopi invaryantidir [21] .

2.1.18. Halkalanma Sayisi. L = {a, B}, a ve B bilesenlerinden olusan bir halka
olsun. k(L) = k(a, B) halkalanma say:s:

Ik (0, B)=% 3 £(p)

peanp
formiilii ile tammlanir. Burada a N B, a ile B gegitlerinin (kendi kendini kesme harig)

kilmesini ve €(p) ise gegitin isaretini gosterir [21] .

> P

e=+1 e=-1

2.1.19. Ornek. L ve L’ asagidaki gibi yonlendirilmis iki bilegenli halkalar1 gdstersin:

S &

Budurumda k(@)= —i—(l +1)=1 ve Ik(@L')=-1olur.

Eger L, ve L, yonlendirilmis iki bilesenli halka diyagramlar1 ve L;, L, ye kusatan
izotop ise, k(L) = kk(L,) dir [21] .



2.1.20. Burulma Sayisi. K herhangi bir yonlendirilmis halka diyagrami olsun. C(K),
K diyagramindaki gegitlerin kiimesi olmak lizere K nin burulma sayist
wK)= > &(p)
peC(K)
ile tanmimlanir [21] .
Burada p, K nin biitlin gegitleri tizerindendir ve &(p) ise gecitin isaretidir.

Dikkat edilirse, w(K) nin bir regiiler izotopi (II. , II1.) invaryant1 oldugu goriiliir ve

{11‘ ( -)-—C:,jf'?) =1+ ( P }
W {‘::.T)A‘ ) =1+w (4—« }
" (i(:‘;% \) =—f+w § .«-'--—‘lv:}
W ("'(_'_-_-, h ) =—t+n( =)

olur.

2.1.21. Ornek. K yonca yaprag: diigiimiinii gostersin. K nin burulma sayist

olur.
2.1.22. Diigiim Grubu. K, §’ icinde bir diigim olsun. $>~K uzaymm birinci
homotopi grubuna, yani G = =; (S>-K, p) grubuna, K digimiinin grubu denir.

Burada pe $-K noktas: S>-K icindeki kapali egrilerin taban noktasidir.
Diigtim grubunu hesaplamanin Dehn ve Wirtinger’e ait iki ydntemi vardir [3,9] .

2.1.23. Ornek. K yonca yaprag: digiimiinin grubunun Wirtinger yontemi ile
bulunmasi: Bu diiglimiin normal diyagraminda gosterilen doguraylar1 x, y, z olsun

(Sekil 2.4). Bu durumda c;, ¢, c3 gegit noktalarina ait bagintilar: sirasiyla

< P
N <
=N
N <

f I
— =

N
el
<

>

]
—



dir. O halde bu diiglimiin grubu
(S K, p)= %y, 2:x7Zy,yZ¥z,2% yx |

dir. Buradaki ikinci bagnt1 diger iki bagintinin sonucu oldugundan
1 (S K, p)= lx,y, Z,:Xy Zy,zZX JX |
yazilabilir. Buradan
1 (S* K, p) = lx,y, IXYXyXxy |

bulunur.

Sekil 2.4

2.1.24. Alexander-Conway Polinomu. V(z) Alexander-Conway polinomu,

Vk (2)€ Zpy, katsayilar: tamsayil olan bir Laurent polinomudur. Diiglimiin (veya
halkanin) Alexander polinomu asagidaki bagintilart saglar [21].
i) Eger K diiglimii K’ diiglimiinii kusatan izotop ise

Vk(2) = Vi (2)

iV ey =1

m)V/\/g -V > =zV_;>
dir.

2.2. Orgiiler

2.2.1. Orgﬁ. R} uzayinda bir D dikdortgeninin karsilikli kenarlari lizerine Pi, Q;,
i = l,...,n noktalar1 esit uzaklikta yerlestirilsin (Sekil 2.5). f; , Pi de baslayan ve
Q: (i) de son bulan R? iginde n tane ayrik basit poligonal yay olsun. Burada i—p(i) ,
{1, 2,...,n} tizerinde bir permiitasyondur. f; lerin tam olarak agagiya gitmesi istenir.

Yani her bir f; ; dikdértgenin yan kenarina dik herhangi bir diizlemi en gok bir defa



keser. f; yaylarinin hepsine birden n- érgii denir ve b ile gosterilir. Dikdértgene b nin

iskeleti ve i—p (i) ye drgii permiitasyonu denir [3,25] .

g/' -
2 S

Qa,/ ~ QL\

S

Sekil 2.5

Asagidaki diyagramda goriildiigii gibi 3-ipli bir orgliniin kapam§i (kapali drgii),
baslangic noktalarmin paralel iplerinin bir koleksiyonu ile bitis noktalarm
birlestirerck elde edilir [21] .

>
-
S
C
o1

Sekil 2.6
2.2.2. Teorem. Her K halkas: bir kapali 6rgii ile temsil edilebilir [9] .

2.2.3. Orgii Grubu. n-6rgiilerin izotopi siflar1 bir grup teskil eder. Bu gruba orgii
grubu denir ve B, ile gosterilir.

B, grubu n-1 tane o; doguray: ile dogurulabilir (Sekil 2.7). b orgisii, o;, oi! orgii
elemanlarmin bir ¢arpimi olarak ortaya ¢ikar. Béylece B, 6rgii grubu
Bo= | Gi .y Ont : O G100 1, c' o, 2, 1<i<n2, [0 ,0¢], 1<i<k-1< n-2 |

seklinde temsil edilebilir [9].
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Q Q- Uy Qa Q Qa= Qu  Qupre- Qn

Sekil 2.7
b ve b’ iki 6rgii olsun. Bu iki drgiiniin birlesimi b nin Q; bitis noktalar: ile b’ niin P!

baslangi¢ noktalarim 6zdesleyerek elde edilir (Sekil 2.8) [3] .

Sekil 2.8

2.2.4. Teorem. B, 6rgii grubundan, {1, 2,..,n} kiimesi {izerinden S, permiitasyon

grubuna bir homeomorfizm vardir [3,21] .

7 : Bp > S, doniisiimii, 6rgii ile ortaya ¢ikan iist swradaki noktalar ile alt siradaki

noktalarin bir permiitasyonu olarak tanimlanur.
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Boylece, mesela

1\)23 (l d)
N
i/?\\é}

dir.

Burada, sagdaki notasyon p(1)=3, p(2)=1, p(3)=2 ile bir p:{1,2,3}—{1,2,3}
permiitasyonunu gosterir. Eger bir b 6rgiisii i¢in p = 7(b) ise, o zaman, j, i noktasinda
baslayan orgii ipinin alt noktasi olmak tizere p(i)=j dir.
Eger Sekil 2.7 de Ty : {1,2,...,n}—>{1,2,...,n} kabul edilirse, k ve k+1 gecisleri
asagidaki gibi tanimlanir.

Te@ =1 ,i=k ktl

Tk (k) =k+1

Tu(k+1) =k
Bu gegisler anlaminda, S,
Su=(T1,.Taa | T}=1, Ti Tirs Ti = Tt Ti Tist)

temsiline sahiptir.
Permiitasyon grubu, B, 6rgii grubunun, birime esit biitiin doguraylarinin Karelerinin
alinmasiyla elde edilen b6liim grubudur [21] .
Orgiileri, kapamslar1 halkalara kusatan izotop olacak sekilde degistirmenin bazi kolay
yollari vardir. Bunlarm ilki Markov hareketidir.

2.2.5. Markov Hareketi. 8, B, iginde bir orgli kelimesi (yani ©y,02,...,0n1 V€
terslerinden olusan bir kelime) olsun. O zaman, B, o, ve Bo,. , Orglilerinin ligli de
kusatan izotop kapanisa sahiptirler. Mesela ‘
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%
p =

"B

> 2

Sl
i}

&
[}
ey

RIS

Sekil 2.9

Burada § = o ol o1ox! € By ve Bose By diir.

"Boylece, B, bir I. Tip Reidemeister hareketi ile o, * den elde edilir.

Bir 6rgiiyli ayn1 kapanisla yapmanin biraz daha zor bir yolu, B, den herhangi bir g
orgiisii segmek ve gPg eslenik drgiistinii almaktr. gBg” in :gEEformunda kapamsi
alnirsa, g orgiisii ve onun tersi olan g”', kapams ipleri boyunca yer degistirerek
birbirlerini yok edebilirler.

Diigiim teorisi ile 6rgii teorisini bagdastiran temel teorem asagida verilmistir.

2.2.6. Markov Teoremi. B, € B, ve B'm € Bn, suaélyla B, ve By, Orgii gruplarinda
iki orgii olsunlar. O zaman L = ,_B; ve L'= E halkalarimin (B ve B’ orgiilerinin

kapanislari) kusatan izotop olmalari igin gerek ve yeter sart 'm nin 3, den

1) verilen bir 6rgii grubundan denkliklerle
2) verilen bir 6rgii grubundan eslenik alarak ( yani bir 6rgiiyli bu 6rgiiniin eslenigi ile

yer degistirerek)
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3) Markov hareketleriyle (Bir Markov hareketi BeB, ile Bon™ €Bys1 i yer degistirir
veya bu islemin tersi, Bo,* €Bni ile BeBa i yer degistirir; eer B, on de yer

almiyorsa)

dizisi ile elde edilmesidir[21].
2. 3. Durumlar ve Parantez polinomlari

Bir halka diyagraminda asagidaki gibi bir kavsak gézoniine alinsin:

>
Asagidaki diyagramda goriildiigii gibi bu kavsak iki duruma ayrilabilir,
\/
/

VAR

Mesela, yonca yaprag: digtimiiniin bir kavsaginda ayirma islemi su sekilde yapilir:

H
S \A_
Sekil 2.10

Bu proses tekrarlanarak, bir diyagramlar ailesi elde edilebilir.

Durumlara ayirma islemi asagidaki yéntemle yapilacaktir:
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>BX'
B\_
£ >

Sekil 2.11
Yani, bir durumun A veya B tipinde olmas: diizenlemeye baghidir. Bir A aywrim,
kavsakta A ile gosterilen bolgeleri birlestirir. A ile gosterilen bolgeler, kavsakta
yiriiyen bir gézlemcinin alt gegitten gecerken solunda kalan bslgedir. B bslgeleri bu

gozlemciye gore sagda kalir,
A bolgelerini belirlemenin bir baska yolu da, kavsak saatin tersi ydniinde

dondiiriildiigiinde A bdlgelerinin taranmasidir.
{ ¢ 4’/5//

Sekil 2.12
Her durumda, A veya B ile belirtilen bir birlestirme, eski kavsak haline dondiiriilmek

lizere yeniden yapilandirilabilir.

Dolayisiyla, bu A ve B’leri izleyerek esas kavsak, herhangi bir durumundan yeniden

yapilandirilabilir.

8 g

Sekil 2.13



2.3.1. Ornek. Yonca yaprag digiimiiniin durumlars:

735

Sekil 2.14

2.3.2. Tamim. 2.3.1. Ornekteki en son ayirmalara, K digiminiin durumlan adi verilir.
Genel olarak bir K diigtimiinin C(K) kavsaklanmn kiimesinin n tane elemam varsa, K
nin 2° tane durumu vardr.

Bu durumlarin herbirinden, yeniden yapilandirma ile K diigimii elde edilebilir.

2.3.3. Ornek. Yonca yaprag dugiimiiniin

OF

durumu g6zoniine alinsin. Burada

A T .,//
f\ t N

ifadeleri kullanilirsa, yeniden yapilandirma



olur.

s v oe

2.3.4. Diigiim ve Halka Invaryantlarinin Bulunmas:

Bir K diiglimiiniin veya halkasinin biitlin durumlar: {izerinden ortalama alinarak
diiglimiin invaryantlar1 bulunacaktir. Ortalamamn 6zel formu soyledir: o, K nin bir
durumu olsun. < K | o >, C ya baglh olan etiketlerin (komutatif etiketler) ¢arpimini

gostersin. Béylece, mesela . durumu i¢in

(0| @) -

yani < Klo>=A’olr. (Dikkat edilirse, etiketler K nin durumlarinin yapisindan elde
edilmektedir.)

, o daki ilmek sayisinin bir eksigini géstersin. Boylece

|®

olur.

2.3.5.Tanim. Bir K diiglimiiniin veya halkasinin parantez polinomu
<K>=<K>(A,B,d)= Y (K|o) di91

formiiliiyle tanimlanir. Burada A, B ve d komutatif cebirsel degiskenlerdir, o ise K min

biitiin durumlar: tizerindendir.
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2.3.6. Uyari. Parantez durum toplami, discrete istatistiksel mekanikte bir bdllinme
fonksiyonuna benzerdir [4]. Aslinda, A, B ve d nin uygun se¢imleri igin; parantez

polinomu, Potts modeli i¢in boliinme fonksiyonunu ifade etmede kullanilabilir[21].

2.3.7. Ornek. Sekil 2.14 den goriilebilecegi gibi, yonca yaprag: diigtimii igin parantez
polinomu asagidaki sekilde yazilabilir:

<K>=A*d"+A?Bd"" +A’Bd"' +AB*d*' +A’Bd" +AB*d*! +AB* &
+B* d*!

<K>=Ad"+3A’Bd’+3AB*d'+B’ &

Bu parantez polinomu, bu haliyle bir topolojik invaryant degildir. Bunun bir topolojik

invaryant olmasi i¢in Reidemeister hareketleri altinda nasil davrandigi incelenmeli ve

A, B ve d iizerindeki sartlar belirlenmelidir.

2.3.8. Onerme. Bir kavsagn parantez polinomu asagidaki esitlikle verilir:

O =a=rve() (}

Ispat. Verilen bir kavsak iki sekilde ayrilabildiginden, bir K diyagrammmn durumlari,
K’ ve K" durumlarinin birlesimine bire bir karsilik gelir. Burada K' ve K”, K
diyagraminin bir kavsakta A ve B ayrilmalarinin yapilmasiyla K dan elde edilmistir.
Dolély1s1y1a <K> nmn tamimmdan <K> = A< K'> + B< K'’> yazilir. Bu 6nermenin

ispatim1 tamamlar.

2.3.9. Uyar. 2.3.8. Onermesindeki ifadede her bir kiigiik diyagrama bir biiyiik
diyagramimn bir parcasi olarak bakilabilir. Béylece ii¢ biiyiik diyagram, énermedeki
esitlik anlaminda kiigiik diyagramlarla gosterilen lokal bélgeler hari¢ Ozdestirler.

Mesela Onerme 2.3.8. in 6zel bir durumu

( O>=A<CQQ>+B< )
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dir. A ve B ifadeleri sirasiyla A ve B ayrilmalarini ifade ederler.

2.3.10. Uyar1.. Yukaridaki ispat <K> = Z(K l o) (o) formundaki daha genel bir

paranteze uygulanabilir, burada (o) herhangi bir iyi tammlanms durum

degerlendirmesidir. (o) = d'9 "olarak alinacaktr.

2.3.11. Uyari. Onerme 2.3.8. parantez polinomu hesaplamak igin kullanilabilir.

Mesela iki bilesenli halka igin parantez polinomu

(Y -COr )
= A{A( QQ)+B((><))}+B{A( )+ B( @ )}

=A2 d2-1 +AB dl-l +BA dl-l +B2d2-l
=A%?d' +2AB d° + B!

seklinde yazilir.

2.3.12. Onerme.

) () yeas( Ty @ em (=)
AN

/——'N

Y=(Ad+B){ ~—-)

(57 )=@+BY{ ~ )

Ispat. (a)
-
<)\_ 9\ +B ﬂy"\
N—
=A{a( _N_ ) +B({ O ) 1+ B{A( BZHB _r\{-_ )

s () ( yea (57 yraemy( = ).

TN
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(b) sikki da benzer sekilde ispatlanir. Dikkat edilirse, ¢ \O/ y=d{ ~/ ) ve genel
olarak, (OK)=d(K) dir. Burada OK, K diyagramina ayr1 bir ¢emberin eklenmesini

ifade eder. Boylece : @O ) =d{ OO>

yazilir,

2.4. Lie Cebri

Bir Lie cebiri, lizerinde,
gxg—g
X,y = [xv]

carpimi tammlanmis olan F alam {izerinde bir g vektér uzayidw [10]. Carpim

asagidaki aksiyomlar1 saglar.

i) [xy], x ve y i¢ginde lineerdir,

i) V x € gigin, [xx]=0

i)V x,y, z € g igin, [(xy)z] + [(y2)x] + [(zx)y] =0
(iii) ozelligine Jacobi 6zdesligi denir.

Carpma igleminin birlesmeli olmadigina dikkat edilmelidir, yani, genel olarak
[[xylz] = [x[yz]] dogru degildir. Bundan dolay: elemanlarin carpimlarma Lie

parantezlerini dahil etmek esastur.

Her bir x, y € g eleman ¢ifti i¢in
[ x +yx+y ] = [xx] + [xy] + [yx] + [yy]

ve

[xx]=0, [yy]=0, [xtyxt+y]=0
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oldugu asikardir.

Buradan biitiin x, y € g i¢in [yx] = -[xy] oldugu ¢ikar. Boylece bir Lie cebirindeki
carpma ters degismelidir.

Lie cebiri, asagidaki metod ile birlesmeli cebirden elde edilebilir:

A bir birlesmeli cebir olsun, yani, bilineer birlesmeli xy ¢arpiml1 vektdr uzay: olsun.
Bu durumda A nn {izerindeki garpimu tekrar tanimlayarak,bir [A] Lie cebiri elde
edilebilir.

2.4.1 Ornek. [xy] = xy-yx diye tanimlansin. [xy] nin x de ve y de lineer oldugu ve
[xx] =0 oldugu agiktir.
[[xylz] = (xy-yx)z — z(xy-yX)
=XYyZ-YXZ-ZXy+ZyX
dir. Buradan
[[xylz]+[[yz]x]+{[zx]y]

= XyZ— YXZ— ZXy + ZyX + YZX — ZyX — XyZ + XZy + ZXy —XZy —YyZXt yXz

oldugu ¢ikar, bdylece Jacobi 6zdesligi saglanir.

2.4.2. Tamimlar. g, ve g, F izerinde iki Lie cebiri olsun. Lie cebirinin bir
homeomorfizmi , bir 0: g, — g» lineer donligimidiir, 6yle ki V x , y € g i¢in

6 [xy] = [6x, Oy] dir.
Eger 0 bijective (1-1 6rten) homeomorfizm ise, 6, Lie cebirinin bir izomorfizmidir.

g bir Lie cebiri ve h, k ; g nin alt uzaylar1 olsun. [hk] ¢arpimi, x € h, y € k i¢in [xy]

nin ¢arpimlar: tarafindan gerilen alt uzay olarak tanimlamr. Boylece [bk] nin her bir
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elemam x; € h, y; € kile bir x1y; +...+' Xy, sonlu toplamudir. [hk] = [kh] oldugu
dikkate alindi, yani, alt uzaylarin ¢arpim degismelidir. Bu, elemanlarin ¢arpumlarinin
ters degismeli olmasi gerceginden ¢ikar. Boylece efer x € h, y € k ise,

[yx] = -[xy] € [hk] olur.
g’nin bir alt cebiri, [hh] < h olacak sekilde, g’nin bir h alt uzayidir.
g’nin bir ideali, [hg] < h’da olacak sekilde, g’nin bir h alt uzayidir.

[hg] = [gh] oldugundan, Lie cebrinde, sol idealler ve sag idealler arasinda bir farklilik
olmadid1 goriiliir. Her ideal iki taraflidir.

h, g Lie cebirinin bir ideali olsun. g/h, x € g igin h + x kosetlerinin vektdr uzayi
olsun. h+x, y € h igin y+x formundaki biitiin elemanlardan ibarettir. Iddia edilen,
g/h (gnin h’a gore faktor garpimi) [h+x,h+y] = h+[xy] Lie ¢arpimu tanimlamasiyla

bir Lie cebri haline getirilebilecegidir.

Bu islemin iyi tanimlanup tanimlanmadidi, yani h+x=h+x've h+y=h+y’ ise
bu durumda h + [xy] = h + [x'y'] olup olmadig: kontrol edilmelidir. Bu h 1n, g nin
ideali olmas: gergeginden ¢ikar. Dolayisiyla asagidaki ifade elde edilir:

'=atx,y =bty ;Vabehicin
Boylece [ab], [ay], [xb]’nin hepsi h’da yer aldigindan
[xy'] = [ab] + [ay] + [xb] + [xy] € hH{xy]
olur.
Bu ise istenildigi sekilde h+[xy’]=h+[xy] oldugunu verir.

Bir Lie cebirinin bir faktdr cebirle baglantili olarak bir g —%—> g/h dogal
homeomorfizmi vardir. 0, 0 (x) = h+x ile tanimlidir. Tersine, Lie cebirinin 6 : g; —g>
orten homeomorfizmi verildiginde, 6 nin k ¢ekirdegi g; in bir idealidir ve g,/k faktor

cebri g, ye izomorftur.
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F alam tizerindeki biitlin nxn matrislerin kiimesi [AB] = AB-BA Lie ¢arpmm altinda
bir Lie cebiri yapilabilir. Bu Lie cebirine, F alan1 tizerinde ». dereceden genel lineer

Lie cebiri denir ve gn(F) ile gosterilir.

2.4.3. Tanim. g, F iizerinde bir Lie cebiri olsun. Bir p : g—>gIn(F), homeomorfizmine

g nin bir gosterimi denir. [10]

p ve p', g’nin n-inci dereceden iki gosterimi olsun. Eger V xeg i¢in o' (x)=T"p(x)T
olacak sekilde F iizerinde singiiler olmayan n x n boyutlu bir T matrisi varsa

p ve p'—=ye birbirine denk gosterimlerdir denir.

2.4.4. sl,(C) Lie Cebirleri.

Simdi F = C olsun. sl,(C) , izi sifir olan n x n tipinde matrislerin kiimesi olsun. sl,(C),
gl,(C) nin idealidir. Ciinkii Ae sl,(C), Be gl,(C) olmas1 durumunda herhangi ikin x n
boyutlu matris i¢gin iz AB = iz BA oldugundan asagidaki ifade elde edilir:

iz[AB] = iz(AB-BA) =iz AB-izBA=0
Dolayisiyla [AB] € sl,(C) olur. Boylece gl,(C) nin basit olmadig goriiliir.

Buna ragmen sl,(C), n 2 2 oldugu zaman asikdr olmayan basit Lie cebiridir. Bu
iddiay1 gérmek igin 0 olmayan bir k ideali ve bu ideal iginde 0 olmayan bir eleman
ahnsin. i#j ile bir uygun E;; elemanter matrisi sagdan ve soldan bu elemanla carpilirsa,
formu basitlestirilebilir (k ideali iginde kalmak sart: ile). Ejj matrisi, i#j igin 1, aksi
takdirde 0 dir. Sonug olarak gériiltiyor ki, k ,baz1 elemanter E; matrislerini kapsar ve
dérdiincti boliimde gosterilecek garpmanin sonucuna gore de, k, sla(C)’nin tamamudir.

Boylece sl,(C) basittir.

sly(C) nin baz1 ozellikleri detayh olarak anlatilacaktir, ¢linkii genelde basit Lie

cebirine tipik bir Srnektir.

h, izi sifir olan n x n tipinde kdsegen matrislerin kiimesi olsun. O zaman h, sl,(C) nin

alt cebiridir ve boy h = n-1 dir. Ayrica [hh] = 0 dir. Bdylece h abelyendir.
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Hatirlanacagy gibi, [gglcg kullamilarak, g bir g-modiilii olarak sayilabilir. Boylece
[bglc (g) elde edilebilir ve g, sol h- modiilii olarak géz Oniine alinabilir. g nin bir
ayrisimy, h alt modiillerinin bir direkt toplami olarak yazilabilir.
Sln(C) =he&® ZCE ij
i j
Dikkat edilirse, 1 boyutlu CE;j uzay: bir h-alt modiildiir, ¢linkti xeh igin A; +...4+4,=0
ve [XEU] = (7\4 -?\,j) Eij ile

dir. Bu h-modiild, h n bir 1- boyutlu g&sterimini verir.

X= -—)Xi-lj
0 An

Gortilityor ki, h’in bu yolla ortaya ¢ikan n(n-1) tane 1-boyutlu gosterimi vardir. Bunlar
sly(C) nin h a gore kokleri diye adlandirilir. ® koéklerin kiimesi olarak alinsin. @,
h* = Hom(h,C) yani h n dual uzay: i¢inde bulunur. Eger o e®ise x — Ay - Ai

doniisimii x — A, - A; donlislimiiniin negatifi oldugundan ayn1 zamanda -o € @ dir.

Boylece kokler kesin olarak lineer bagimsiz degildir. Buna ragmen koékler h* 1

gererler. Clinkii o; € @
(05 (X) =Ml

ile tammlanirsa, 0 zaman, oy, Q,..., 0y lineer bagimsizdirlar ve h* m bir bazim
olustururlar. I'l= {a, ay,..., &y-1} olsun. I, esas koklerin veya basit koklerin kiimesi
olarak adlandmlir. Bu yolla koklerin, esas koklerin lineer kombinasyonu olarak ifade
edilebildigi diistiniiliir. x — A; - A; kokii
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ot Qirr Foot ey (i< ise)
ve
(o4t ey F..F ap ) (] ise)
ifadelerine egittir.

Boylece @ igindeki her bir kok, Z deki hepsi birden negatif veya hepsi birden pozitif
olmayan, tam katsayili, esas koklerin bir lineer kombinasyonudur. Boylece, ®*, IT nin
pozitif birlesimlerinden ve @~ de, IT nin negatif birlesimlerinden olugsmak iizere

® =" U @ olarak yazilabilir.



26

BOLUM III

KUANTUM MEKANIGININ BAZI TEMEL PRENSIPLER]
Bu béliimde, kuantum mekaniginin temel prensiplerinden kisaca bahsedilecektir.
3.1. De Broglie Denklemleri

De Broglie’nin

E=hw ve P=hk
temel denklemleri ile baglansn. Burada k = h/2% ve h (h = 6,625 x 10 erg.sn veya
h = 6,626 x 10°* joul.sn) ise Planck sabitidir.
Bu denklemlerde, w ve k sirasiyla parcaciga ilistirilen bir diizlem dalgasmin frekansini
ve dalga sayisiu gostermek lizere, E , bir elektronun enerjisini gOsterir ve P de
momentumudur.
De Broglie’nin iddiasina gore, bir hidrojen atomundaki elektronlarin ydriingelerinin
discrete enerji seviyeleri, elektronun haréketine iligtirilen dalgalarin titresim modlar1
lizerindeki kisitlamalar ile agiklanabilir. De Broglie, dalga ile iliskili enerji ve
momentum se¢imlerini keyfi yapmaz. Bunlar, “ dalga veya dalga paketinin elektron
boyunca hareket ettigi ” fikrine uygun olacak sekilde dlizenlenmistir. Bunun nasil
oldugunu gostermek i¢in bir dalga paketi kavrami izah edilecektir.

3.2. Dalga Paketleri

w ve k yukaridaki gibi tamimlanmak, A dalga boyunu ve ¢ de dalganin hizim

gostermek {izere
f(x,t)=sin ( kx-wt ) = sin ((2n/A)( x-ct ))

bir boyutta bir diizlem dalgasi denklemidir.
Frekanslar: birbirinden az farkli olan iki veya daha ¢ok dalganin lineer kombinasyonu,
kendi hiziyla hareket eden bir dalga paketi olugturur. Bu olayn aslin1 gérmek igin,

g (‘x,t )= sin ( kx-wt ) + sin ( k'x-w't )

denklemi g&zoniine alinsin.
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sin (X+Y ) +sin(X-Y)=2sin(X)cos(Y)
esitliginden
g(xt)=(cos((k-k)/2)x-((w-w')/2)t))sin (((k+k')/2)x-((w+w')/2)t)
oldugu sonucuna varilir.
Béylece eger k, k' ne ; wda w' ne ¢ok yakin ise (k+k’) /2, kyave (w+w')/2, wya

yaklagtirilabilir ve
Ok=(k-k') , dw=(w-w')
yazilabilir.
Sonugta ;
g (x,t)=(cos (8k/2)x- (dw/2 )t ) sin ( kx-wt )
elde edilir.

( cos (8k/2 )x- (dw/2 )t ))
ile gosterilen dalga denklemi, kendi hiz1 ve frekansi ile hareket eder. Bu dalga
paketidir. Bu nedenle dalga paketinin hiz1 ( grup hizi diye de adlandirilir)
Vg = dw/dk
formiilii ile verilir.
De Broglie denklemlerini uygulayarak,
Vg=d(hw)/d(kk)=dE/dp
elde edilir.
Simdi, momentumu p ve hiz1 v olan klasik bir par¢aciktan bahsedildigi farzedilsin.
O zaman p= mv ve E= ( 1/2 )mv* dir ( burada m pargacigm kiitlesi ). Bu dea
Vg=dE/dp=V
dir.
Yani grup hizi klasik hiza esittir. E = hw , p = hk De Broglie esitliklerinin 1s1§inda
verilen bu dalga paketi hiz1 ile klasik hizin 6zdeslenmesi, maddesel pargaciklarin
dalga olay: ile modellenebildigi fikri ile uyusmaktadir [23].

3.3. Schrodinger Denklemi

Dalga
y=y( x,t )= exp( i( kx-wt))
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kompleks formunda yazilirsa DeBroglie’nin enerji ve momentumunun
diferansiyelleme ile ¢ikarilabilecegi goriiliir:

thoy /ot:Ey ve -thdy /0x =py
Bu Schrodinger’in “dinamik degigkenlerin operatérler ile 6zdeslenmesi” postiilasina
dayanmaktadwr. Soyle ki, ikinci esitlik bir operatdr olarak momentumun tanimina

geldiginde:

ilk denklem,

ihoy /ox=Ey ,
bir hareket denklemi statiistinii alir. Bu formiilde konum operatérii x in kendisidir. Bu
yolla, klasik formiilde momentum operatériiniin enerjinin yerine gegmesi gibi burada

da enerji bir operat6r halini almaktadur.

E=(12)mV?+V
E=p’2m+V <—>E=-(*/2m) & /0> +V

E i¢in bu operatdr tanimi ile Schrodinger denklemi, zamanmin birinci tiirevi ve yolun
ikinci tlirevine bagl bir denklemdir. (V potansiyel enerjidir ve ona karsilik gelen
operatér uygulamanin detaylarma baglidir). Bu formdaki teoride diferansiyel
denklemin genel ¢6ziimleri géz Oniinde bulundurulur ve buna karsilik binlerce
uygulamada miikemmel sonuglar elde edilir.

Gozlem, karsilik gelen operatorlerin 6zdegerleri (eigenvalue) kavrami ile modellesir.
Bir gézlemin matematiksel modeli; dalga fonksiyonunun 6zkonuma izdiigtimiidiir. Bir
{Ex} enerji spektrumu, Schrodinger denklemini saglayan y dalga fonksiyonuna
karsilik gelir oyle ki, Ey = Exy ile Ex sabitleri vardir. Bir E gozleniri, dalga
denklemlerinin Hilbert uzay: Uzerinde bir Hermityen operatériidiir. Hermityen
operatdrleri reel dzdegerlere sahip oldugundan, bu, kuantum teorisi igin OSlglimli
halkay1 gosterir.

Dikkat edilirse, momentum ve konum operatorleri xp-px = hi denklemini saglarlar.
Bu, direk olarak Heisenberg’in elde ettigi denkleme kargilik gelir ki, bu durumda

degiskenlerin komutatif olmalar1 gerekmedigi goz Oniine alinmigtir. Bu yolla
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DeBroglie, Schrodinger ve Heisenberg’in goriigleri birlesmis ve kuantum mekanigi
dogmustur [23].

Bu gelismeler esnasinda, yorumlar da genis anlamda degisiklikler gostermigtir.
Neticede fizik¢iler, dalga fonksiyonunu bir genellestirilmis dalga paketi olarak degil
de, miimkiin gézlemlerle ilgili bir bilgi tasiyicisi olarak gormiislerdir. Bu diistince ile
wy*y (y*, v nin kompleks eslenigini gosterir) pargacigin(kiitlenin) (burada pargacik
lokal uzaysal karakteristige sahip bir gézlenirdir-observable) uzay-zamanda verilen bir

noktada bulunma olasiligini temsil ederken, y nin kendisi matematiksel olarak

kullanilabilir.
3.4. Rotasyonlar ve Simetri

Ug boyutlu uzayda, kuantum teorisi matematiginin rotasyonel simetriye nasil karsilik
geldigi goriilebilir. Agisal momentum goz éniinde bulundurulsun.
Agisal momentum igin klasik formiil
L=rxp
dir.
(Burada r ve p srrasiyla par¢acigin konum ve momentum vektorleridir. x ise li¢
boyutta vektorel garpimu gésterir.)
p ye karsilik gelen kuantum operatorii yerine p nin kendisi aliirsa
p<-->-ih (8/0x,0/0y,8/0z)

elde edili. Bu da, agisal momentum operatérlerinin (Lx, Ly, Lz) vektdriine
ulagilmasini saglar.

Lx=-ih (y 0/0x - z0/0y)

Ly=ih(x0/0z -z d/ox)

Lz =-ih (x 6/0y —y 0/0x)
Boylece [Lx, Ly] = LxLy — LyLx = -ihl.z oldugu kolayca goriilebilir. (x, y, z nin
devirli permiitasyonu igin de benzer esitlik yazilabilir). Bu kasteder ki, agisal
momentum operatorleri aym 6rnek tizerinde SU(2) grubunun Lie cebiri i¢in tam
olarak doguray gibi hareket ederler.

Daha kesin olarak, agagida gosterilen Jy, J,, J3 matrisleri ele alinsin.
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T=(172) [? 1)) L=(1/2) [? ;') J3=(1/2) G) 21)

O zaman [J;.J;] = 1 J3 ( ve onun devirli permiitasyonlarr) dir ve dolayisiyla
[Jr, Js] = igdi yazilabilir. Burada €, epsilon semboliidiir ve rst, 123 {in devirli
permiitasyonu oldugunda degeri 1, devirli olmayan permiitasyonu oldugunda degeri -1
ve rst nin bir tekrarlamasi varsa degeri 0 dir. Jx matrisleri, izi sifir olan Hermityen
matrislerin kiimesinin lineer doguraylaridir.
Eger a, b, ¢ gergel sayilar olmak {izere H=al;+ bl,+c J;3 ise 0 zaman

exp (iH) exp (-iH*) = exp (i(H-H*)) = exp(0) =1
ve

det (exp(iH)) = exp (iz(iH)) = exp(0) =1

dir.
Baoylece exp(iH), U* = U ve determinant: 1 olan U matrislerinin 6zel birim grubu
olan SU(2) ye aittir (U* , U nun transpozesinin eglenigidir). H matrisleri SU(2) nin Lie
cebiri ile 6zdeslenebilir.
Boylece, agisal momentum operatérlerinin (h ¢arpimu farkiyla) SU(2) Lie cebirinin bir
temsilini verdigi goriiliir. Ug boyutlu uzayda rotasyonlar ile direk iligkisi, SU(2) nin
SO(3) rotasyon grubunun iki katl ortii uzay: oldugu ve rotasyqnlarm, y(x,y,zt) dalga
fonksiyonu iizerine y*y yi koruyan birim doniistimlerle etki etmesi gergeginden ileri
gelmektedir.
Lie cebirinin agisal momentum elemanlariyla bu iligkisi, kuantum mekanigindeki
gézlemcilerin i¢inde bulundugu bir birim gruplu Lie cebiri prensibini agiklar. Bu ise,
U birim ve H Hermityen olmak iizere exp(iH) = U gergeginin bir tekraridir (yeniden
hesaplanmasidir).
Az once de belirtildigi gibi bir birim déniigiim, kuantum mekanigindeki bir simetri

formundadir. Gézlemciler, simetrilerin Lie cebirleri iginde de yeralirlar.
3.5. Temsiller

Agisal momentum kuantizasyonu, SU(2) nin Lie cebirinin temsillerine baghidir. En

basit 6rnek, u = (1,0)' ve d =(0,1)' (t transpozeyi gosterir) ile iiretilen (1/2) spinli iki
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boyutlu temsilidir.

O zaman Jsu = (1/2)u ve Jid =(-1/2)d dir. Bu temsil, z-ekseni tizerindeki gozleyen
rotasyonu igin 6zdegerleri tretir. u larm ve d lerin tensdr ¢arpimlarinin simetrize
edilmis toplamlarmi alarak iki boyutlu temsillerden, yiiksek boyutlu temsiller elde
edilir. 5. boliimde bu yapilara bagli topolojide ¢alisildiginda simetrizasyonun bu basit
cebirsel hareketi 6zel bir 6nem kazanacaktir. Bu, ¢aligmay1 topoloji ile kuantum
mekaniginin en zayif iliskisine gotiiriir (Dirac’in ip hilesi). Bu, sonraki boliimde

incelenecektir.

3.6. Dirac Parantezleri

Dirac notasyonu <a|b> bi¢imindedir. Bu notasyonda <a| ve [b> sirasiyla vektor
ve kovektorlerdir. <a | b>, <al nmin [b> vasitasiyla degerlendirilmesidir. B6ylece
<a | b> bir skalerdir ve kuantum mekaniginde bir kompleks sayidir. Bu, a da
baslayan ve b de biten bir durumun genligi olarak gdz 6niine almabilir [12]. Yani a
durumundan b durumuna bir gegise aracilik edebilen bir proses vardir. Genligin
kompleks degerli oldugu ger¢egi hari¢ onlar olasilifin bilinen kurallarina uyarlar.
Burada su kastedilmektedir: Eger proses ci, €3, ... ,&n orta durumlarinm kiimesine
ayrilirsa bu durumda a —>c; —»b proseslerinin kiimesine sahip olunur. Béylece a — b
genligi, a — c¢; —»b genliklerinin toplamina egit olur. a — ¢; — b genlii ise
a—>c ve ¢ — b alt konfigiirasyon genliklerinin ¢arpimidir. Formiil olarak
<a|b>= Zi<a|c;><ci| b> elde edilir. Burada toplam, i=1,...,n orta durumlarinin
tamami lizerindendir. Genelde, karsilikli olarak ayrik proseslerin genligi bireysel
proseslerin genliginin toplamidir. Ayrik proseslerin bir konfigiirasyonunun genligi,
onlarin bireysel genliklerinin ¢arpimudir.

Genliklerin bra <a|] ve ket |b> ye béliinmelerine Dirac bdlinmeleri adi verilir.
Matematiksel olarak ‘bra’ bir V vektér uzaymin (Hilbert uzayi, sonlu boyutlu
olabilir) bir elemani gibi alinabilir. Boylece <al, V ye ve |b>, V* dual uzayina aittir
dyle ki [b>:V — C bir lineer doniisiimdiir. Burada C kompleks sayilar1 g6sterir.
Bir V vektdr uzaymin bir elemaninin, kompleks sayilardan Hilbert uzayma bir
dontisiim olarak alinabildigi gozoniinde tutularak < a | b > genligi yeniden

diizenlenebilir. <al: C — V verilsin. V nin karsihik gelen eleman bu déniisiim
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altnda 1 in gértntiisiidiir ( C iginde ). Diger bir ifadeyle <al (1) V nin bir
elemamdr.
[b>:V = Colsun. <a|.[b>=<a|b>:C— C terkibine, <a|b>(1) ile C nin bir

elemant: olarak bakilabilir.
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BOLUM 1V

KUANTUM MEKANIGi ve TOPOLOJI

Bu boliimde, topoloji ile fizik kavramlari arasinda nasil bir iligki oldugu ortaya

koyulacaktir. En zayif iligki Dirac’in ip hilesi olarak ortaya ¢ikar.
4.1. Dirac’in Ip Hilesi

Bir elektronun etrafinda bir siirekli ¢gember iginde yiiriiyen bir gézlemci diisiiniilsiin.
Gozlemci ve ona ilistirilen deney aygit1 li¢ boyutlu uzayda bir rotasyon oldugunda bu
durumu tamimlayan vektor degerli dalga fonksiyonu bir birim déniigiim olmalidur.
Boylece SO(3) den SU(2) ye bir gosterim tanimlanmaktadir. Béyle bir gésterimin ¢ok
degerli olmasi gerekir. Gozlemci tam ¢ember etrafinda hareket ettiginden, SU(2) de
karsilik gelen eleman isaret degistirmelidir.

Dalga fonksiyonu, tam bir devirden sonra orijinal durumuna geri dénmez, ¢iinkii dalga
fonksiyonu isaretini degistirmisti. iki tam déniisten sonra dalga fonksiyonu orijinal
durumuna geri doner. Hayret verici bir sonuca ulagildi, s6yle ki, siirekli bigimde 360°
donen bir fiziksel sistem, orijinal (kuanturﬁ) durumuna tam olarak geri donmez. Dirac,
bu gergegin dikkate deger bir topolojik tasvirini kegfetti [23].

Ayn1 merkezli iki kiire arasmda gerilmis bir kemer diisiiniilsiin. Kemer hem i¢ kiire
hem de dis kiire tizerinde sabit fakat kiireler arasindaki ii¢ boyutlu halka uzayinda
serbestge hareket etsin. Bu durumda, kendi etrafinda 360° burulan bir kemer, yine
kendi etrafinda -360° derece burulmali bir kemere deforme edilebilir.

Asagidaki 6rnekte bu goriilebilir.

Sekil 4.1
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Bu efektin bir sonucu olarak, kendi etrafinda 720° lik bir burulma yapan kemer hig

burulmamig bir kemere doniistiirtilebilir. Bu ise agagida gosterilmistir.

P b b
T T

Dikkat edilirse 6rnekteki anahtar, bir kivrimin bir burulmaya basit deformasyonudur.

s

:

4.2. Kiiresel Ayrisim

Kemerin bu hareketleri, SU(2) ve SO(3) topolojisi ile ve aym zamanda SU(2) nin
SO(3) iin iki kath ortii uzay: oldugu gergegi ile yakindan ilgilidir (Daha fazla bilgi icin
bkz. [10,19,21]). ‘

Gozlenebilir ki, topolojik deformasyonlar daha fazla teknik ayrinti olmadan da,
uzaysal rotasyonlarin bir diizenlenmesi ile elde edilebilir.

Ortak merkezli iki kiire arasindaki 3-boyutlu bolge; [0,1] arabifindan siirekli
parametrize edilmis iki boyutlu kiirelerin bir ailesi olarak diisiiniilsiin. t seviyesindeki
kiireye t-kabuk adi verilsin, Boylece en igteki kiire 0-kabuk ve en distaki kiire de
1-kabuk olur. En igteki ve en digtaki kiireler arasina bir B kemeri yerlestirilsin, 6yle ki
bu kemer kiireler iizerine sabitlensin. Merkezi kiirenin orijininde olan bir V-rotasyon
ekseni segilsin. t-kabuk V-ekseni etrafinda 2nt kadar dondiiriilsiin. Bu rotasyon altinda
B kemerinin gériintiisit V(B) ile gosterilsin. Kemere paralel bir pozisyondan baglamak

lizere V-nin 180 derece donmesiyle olusan V(B) goriintii kiimesi olusturulsun.
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Bu, +360° burulmus bir kemeri -360° burulmus kemere geviren en basit kemer
hilesidir. 720° lik bir burulmanm orijinal durumuna déndiiriilmesi, kemere paralel
eksen etrafindaki sabit rotasyonlu bu diizenlemenin bir birlesimi ile yapilir.

SU(2) birim kuateryonlaridir. Yani SU(2); a+bit+cj+dk elemanlarinin kiimesi olarak
tanimlanabilir. Burada (a,b,c,d) reel sayilar vektérii, 4 boyutlu Euclid uzaymnda birim
vektordir ve i, j, k cebirsel doguraylart Hamilton kuateryonlarinin
ii = jj = kk = ijk= -1 temel esitligini saglar.

Kemer hilesi, kuateryon grubu i¢in topolojik/mekanik bir yap: gosterir ( [19,21] ). Bir
kemer sabit bir duvar ve hareketli bir kart arasina baglansm. i, j, k da ii¢ boyutlu
uzayda birbirine dik eksenler arasinda kartin 1-800 lik doniislerini temsil etsin. Boyle
doniislerden sonra, uglari duvar ve karta sabitlenmis kemer hilesini kullanarak
kemerin durumu normale geri doner. (Kemer kartin etrafinda kart1 déndiirmeden
hareket ettirilebilir.) Asagldaki ornekler, kuateryon bagmtilarinin bu tammlamadan
direk olarak nasil meydana geldigini gsterir.

4.2.1. Ornek.

___L__.;>

1 e

OESC
s Ty = —[g‘;

ijk = -1
Sekil 4.2
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4.2.2. Ornek.
Kendi kolunuzu da, asagida gosterildigi gibi ¢izgi film formunda kullanabilirsiniz. Bu
kuaterniyonik kol, tasarimci Eddie Oshins’in kesfidir [23].

f;;ﬂ=~i <g— /\

Topolojik invaryantlar ve kuantum gruplarina dogru ilerlendiginae, simetri konusunun
icerigindeki degisim daha radikaldir. Bu degisimin ilk tohumlar1 kuantum

mekaniginin ilk ¢aligmalarinda goriilmiistiir.

4.3. Cemberin Genligi

Diisey ekseni zamam temsil eden bir diizlemde bir gember diisiiniilstin. Sekil 4.3.

¢ 4

Sekil 4.3

Cember, iki pargacigin yaradilisini (Sekil 4.4.a), onlarin yok olusunu (Sekil 4.4.b)

iceren bir vacuum-vacuum prosesi temsil eder [23].
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VeV C

(a U [b)] m
C VeV

Sekil 4.4.a Sekil 4.4.b

Onceki tanima uygun olarak ¢ember boyle iki pargaya boliinebilir ( yaradilis (a) ve
yokolus (b) ) ve <a|b> genligi diisiiniilebilir. Iki par¢acigin yaradilis ve yokolusu icin
diyagram iki ayrik noktada sona erdigi i¢in V ®V formunda bir vektor uzayim bra igin
deger bolgesi ve ket ic;ih tanim bolgesi olarak almak dogaldir. B6ylece yaratilan bra
bir a=<a:C—>V® VA déniigiimii ve yok edilen ket bir = [b>: VOV = C

déniisiimiidiir. Boylece genlik <ajb>: C — C ye bir doniisiim olur.

Bu noktada kuantum mekanigi daha ileriye, diigtim teorisine taginacaktir.

4.4. Topolojik Genlik

Diizlemde dikey ydne gore daha ¢ok o ve B lara ayrigan daha karmagik basit kapali
eprilerin cizilmesinin miimkiin oldugu disiiniilirse, akla hemen topolojinin ilk
ipuglar1 gelir. Gergekten, kendi kendini kesmeyen herhangi bir diferansiyellenebilir
egri, dikey eksene gore genel pozisyonda.oluncaya kadar dondiiriilebilir. Bu durumda
egrinin minimum ve maksimuma ayrisabilecegi goriilecektir. Boyle bir egri C den C
ye bir doniisiim olarak tanimlandiginda, egriye bir genlik olarak bakilabilir. Sekil 4.5
den de goriilebilecegi gibi egrinin ayrisimi agagidaki gibi doniislimlerin bilesimine

uygun olarak yapilabilir.
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o

B.B; QL2 QX

«

Sekil 4.5

Co>VV=VRCRV = Ve (VV)®V
aj a)
=(VOV) ® (VOV) zC ® VRV=VRaV ?C
2

Boylece her bir basit kapali egri bir genlige karsilik gelir. Jordan Egri Teoremine gore,
diizlemde herhangi bir basit kapal: egri bir ¢embere izotop oldugundan, [27], eger
topolojik genlikler varsa, bu durumda bu genlikler ¢ember i¢in orijinal genlige esittir.

Buradan hemen su akla gelir; yaradilis ve yok olus tizerindeki hangi sartlar topolojik

genliklerin varliim garanti edecektir?

Cevap, basit kapali egrilerin biitiin izotopileri, agagidaki diyagramda goriildiigi gibi,
bitigik maksimum ve minimumlarin yok edilmesiyle elde edilir, gergeginden gikar.

a (\J

Bu diyagramlardan goriiliir ki, ( B ®1) (1®a) ve (a®1)(1®p) bileskelerinin her biri V
tizerinde dzdesliktir.

[
3

V=V®C — VR(V®V)=(VRV)®V —» CRV =V
a B

Bu sart, karsilik gelen operatérler igin bir matris temsili alinmasi ile ¢ok basitlesir.

{e1, ..., €a}, V i¢in bir taban olsun. e,= e,®e,, VAV i¢in tensér tabanin elemanlarim
gostersin. Bu durumda M,, ve M*® matrisleri vardir. Bdylece a ve b nin 1 den n ye

kadar olan biitiin degerleri lizerinde alinan toplam ile
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(1) =Z Mab €ap
olur. Benzer sekilde
Blew) =M™
ile tanumlanur [26].

Boylece gember i¢in genlik

Ba(1) =P Z M €6 = Z Mab B(€an) = Z Map M

ab
olur.

a’ b «—> MM,

Eger topolojik sart gozoniine alinirsa,
IMaM®=1 ve EIM*Mp=I

dzdeslik matrisleri olacak sekilde biri digerinin tersi olan My ve M matrislerinin var

oldugu goriiliir.

i — MM
b
Boylece topolojik genligin varlik problemi diizlemdeki basit kapali egriler igin gok

kolay ¢oziiliir.
4.4.1. 3 M,;M*® Matrislerinin Hesab.

Simdi kolaylik olsun diye SU(2) grubundan

0 id
M=
—ida~1 0

seklinde bir genel matris alinsm. Burada iz(M) = 0 , M nin determinant1 M| =1,
M nin tersi kendisi yani MM =1 ve M= M= M olsun.
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0 ; 0 i
M, M™ = MOM = ’A} ® [ ’A]

| —id™ 0 —id™ 0
0 0 0 0
10 -4 1 0
0 1 -47% 0
0 0 0 0
olur. Buradan
Bo(l) =D M M =-A"— A?
ab
bulunur.

A =1 icin ¢emberin genligi Bo(l) = -2 olur. Sekil 4.8. de verilen kapali egrinin
genlifinin de -2 oldugu goriilebilir. Cemberin bu genligi d ile gosterilecek ve

d=-A*-A? ifadesine ilmek degeri denilecektir.
4.5.Diigiim Genlikleri

Simdi topolojik genlikler, diigtim ve halkalar i¢in genellestirilecektir. Herhangi bir
diigiim veya halka diizlemde diigey eksene gore genel pozisyonda olacak sekilde bir
diyagramla temsil edilebileceginden diyagram, minimal (yaradiliglar), maksimal

(yokediligler) ve agagida gosterilen iki tip kavsaga ayrilacaktir:

VeV VeV

/\/ —> R , X<————> R
Vv VQV

Bu kavsaklarin birinin digerinin tersi oldugu asagida gdsterildigi gibi II. Reidemeister

hareketinden ¢ikar.



Boylece her bir kavsak i¢in V®V den kendisine doniistimler R ve R (kisaca R) ile
gosterilirse RR = I oldugu yani R ile R nin birbirinin tersi oldugu yukaridaki

izotopiden ¢ikar. Su halde o, B, R ve R déniisiimleri elde edilir. Herhangi bir diigiim
bu doniigimlerin bir birlesimi seklinde yazilabilir ve sonugta bdyle doniigiimlerin
se¢imi diiglim veya halkalar i¢in bir genlik belirler. Bu doniigiimler i¢in 4.4. e uygun
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7

(

N\

Q

matris temsilleri alinirsa, asagidaki teorem ifade edilebilir:

4.5.1. Teorem.

Ispat. Bu esitliklerin dogru olmas: i¢in R R =1 oldugu gosterilmelidir. Diger bir ifade
ile II. tip hareket altinda bu esitliklerin invaryant olmasi gerekir. Simdi bu gosterilsin:

RZ =AM®Mq+A'ISTS

R% = A'M*Mua+ AT

RZ=AM“M,,+ATI 1, =

veya genel olarak

yada

olur. Benzer gekilde

a_ b a\/b 25
c/\d =A/\+A)g
cd c

X=A\(-J\+A’H

<X>- A<\(< >+5<) (>

<M>- A‘<\(<>+A<) (>
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yazilabilir.

Boylece IL. tip harekete bu esitlikler uygulanabilir.

7 _ e\
<{> A<k9f>+A <Y>

a[a<ly >eacV s 1eat 8¢ U a5
N N N

(=R <Y >+ w<d> 4x2< W54 Q0
= (A2- 22 +824+441) DO
=<

it

(1) esitliklerinin dogrulugu, bir 6nceki kisimda SU(2) grubundan alinan M matrisi

kullamlarak da goriilebilir. Simdi bu gosterilecektir.

4.5.2. R Matrisinin Hesabi.
RE=AMP Mt AT T T,
dir.

4.4.1. de oldugu gibi

NV
MP=Myg=M=M=
~id~1 0

alinsin.
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R=AMOM+A'I®I

0 0 0 0 1 0 0 O
2
_a |0 -4 0|, 4]0 1 00
0 1 -42% 0 0 0 1 O
0 o0 0 0 0 0 01
A1 0 0 0
_|0 -4+47 4 0
0 4 0 0
0 0 0 A4
olur ve
Ret = A'M®Mu+A '
R=A"M®M+AIRI
0 0 0 0 1 0 0 O
2
=A.10—A 0+A0100
0 1 -4 0 0 o1 O
0 0 0 0 0 0 01
A 0 0 0
100 4" 0
0 A" —47+4 0
00 o A
bulunur. Béylece
1 0 0 O
— 0 0
RR = L0 =1®1I
0 0o 1 0
0 0 01

elde edilir. Buradan kisaca RR= 1 yazilabilir. Bu da 4.5.1. Teoremin bir bagka

ispatidir.



Boylece (1) esitlikleri (-A%-A?) ilmek degeri ile birlikte, genlik hesaplamalari igin

tekrarlanan bir algoritma olarak gézoniine alinabilir.

4.5.3. Ornek. Yonca yaprag: diigiimii ve onun diisey eksene gore maksimum ve

minimumlara ayrisimi gézdniine alinsin.

@« > ¢ &h <> (¥

K
Buna gore

1K) =M, M_,IIi R R RYM' M*

olur.
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BOLUM V
PARANTEZ POLINOMLARI ve NORMALIZE EDiLMi$S POLINOMLAR

2.3. bolimde
v
X = a(q+B)0
Vo =3¢ R +a )0 (1)

esitlikleri, 4.5. bolimde
N = acRear )0 (2)

o =t (R +a )

esitlikleri ve 4.4. boliimde
d=<0>=-A-A?

ilmek degeri elde edilmisti. Dikkat edilirse (1) esitliklerinde B = A™ almirsa (2)
esitlikleri bulunur. O halde (2) esitligi d = ~A> — A? ilmek degeri ile birlikte parantez
polinomlarmi hesaplamak i¢in kullamlabilir. 2.3.12 onermesinde B = A’ ve

d=-A?- A? alinirsa , asagidaki 6nerme yazilabilir.

5.1. Onerme.
/
a( ()
N\

( )
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-~ ~
BC 0y =AY~ (TG AN )

5.2. Onerme.

SEE

B = A ve d = -A? — A? olduklar1 gdzoniinde tutulursa, 0 zaman
o— /
7 Ny

5.1. ve 5.2. 6nermelerinden B = A ve d = -A? — A ile parantez polinomunun II. ve
IIL. hareketler altinda invaryant oldugu g¢ikar. Yani parantez polinomu bir regiiler
izotopi invaryantidir. Bir kusatan izotopi ( I, I, IIL) invaryanthig istenirse, bu
asagidaki gibi bir normalizasyon ile elde edilir.

5.3. Tamm (Normalize edilmis Polinom). Bir yonlendirilmis K halkas: i¢in

normalize edilmis Ly parantez polinomu,

Lg=(-A%) ™0 (K)

formiilii ile tanimlanir. Burada w(K), K nin 2.1.20 de verilen burulma sayisidir.
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5.4.0nerme. Lg normalize edilmis parantez polinomu bir kusatan izotopi

invaryantidir.

Ispat. w(K) ve (XK)bir regiiler izotopi invaryant1 oldugundan, Lx da bir regiler
izotopi invaryantidir. Sadece Lx nin I. Tip hareket altinda invaryant oldugunun

kontrol edilmesi gerekir. Dolayistyla,

L= (A ™ ) (D7)
=(_A3)—[1+w(r->a)](_A3) ( ~ )
=A%) AT~ )
= (-A%) ™ ~7) < ~ )

=L ~>»
hemen ¢ikar.

Son olarak, (K ) ve Lk nin ayna goriintiileri altindaki davranislari ele alinacaktir.

5.5. Onerme. K* , yonlendirilmis K halkasmin biitiin gegitlerinin degistirilmesi (alt
gecit {ist, Uist gecit alt gecit) ile meydana gelen ayna goriintiisiinii (2.1.13. de
tanimlandi) gostersin. O zaman (K*) (A) =(K) (A" ve Lx»(A)=Lg (A™) dir.

Ispat. Biitiin gegitleri degistirmek, (K) ve Lx nm tanimindaki A ve A in rollerini

degistirmek demektir. Bu ise istenendir.

Uyari. 6. Bolim (Teorem 6.2) de Lx nin bir degisken degisimiyle orijinal Jones

polinomu oldugu goésterilecektir.

5.6. Ornekler. Ly hesaplanarak L* (A) = Lg (A™) oldugu bulunursa, o zaman K mn
K* a kusatan izotop olmadigi Onerme 5. 3. den ¢ikar. Béylece Lx , (K) parantez

polinomuna gore daha diizenlidir. Gergekten bu, yonca yaprag: diigiimii durumunda

W () 1A CO) A (Q))
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=A(-A) + A" (-A”)

<L>=-At-A*

0 (2D ()

= AA* — AH+ AT (A

<T>=-A-A+A”

w< T > =3 (T br digiim oldugundan yo6nlendirmenin segiminden

bagimsizdir)
SLr=(CA)?<T>
=-A° (A A+ A7)
SLr=A*+ A2 AT
L= A+ AP A"

seklindedir.
Burada Lt* # Lt oldugundan, yonca yapragimin ayna goriintiisiine kusatan izotop
olmadigi sonucuna varilir.

iii) Ornek 2.1.15 de verilen sekiz seklindeki diigiimiin diyagrammdan

<E>=A( @) +A™ (Q@)
=A(-A3)( @) +Al ( @))
=AY [-AY - A+ AT AT - AT+ AT

=A 4+ 1A —A*+ AT
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<E>=A'—A*+1-A"+A"

w(E) = 0 oldugundan, Lg = < E > ve Lg» = Lg oldugu gorildr. Gergekten, E,
goriintiisiine kusatan izotoptur.

iv) W ( Whitehead halkas1 )

Whitehead halkasi yonlendirilse bile sifir halkalanma sayisina sahiptir. Bir parantez

&

W

hesaplamasi, onun halkalandirilmig oldugunu gdsterir.

Sekil 5.1

<W>=A(@)+A‘l ((éﬁ\dc )

&) =)
() e (R
a0 ( () -w ()
=(-A") ( Q?))-A4<E*>
=(-A*)(-A?)<T*> A* <E*>
(A [-AT-AY+AT] —AF[AP-A' - AT AT
=AY AT AR AMH 1At A ATP

<W>=A%+ AT _2A* - 2A*+1-A"
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5.7. Teorem. K,,, (2, n) tipinde bir tor halkasi olsun. Bu durumda

<Ky>=A<Kp >+ At (A3

veya

29 Q2T (29

olur.

Ispat. Asagidaki gibi basit bir timevarimdan gikar.

oS N

<K;>=-A’

<Ky>=A(-A)+(1D'A3? =A% A

<Ki>=A(CA - AN+ (1) AT=-A’- A3+ A7
<Ki>=A(CA -AP+AT) + (1)’ A0 =-AS - AT+ AT AT

Bu sekilde devam edilirse
<Ki>=A<Kp >+A'(-AH™

oldugu goriiliir. Dolayisiyla
<K>=A<Kp >+ (-1 A%

dir. Bu ispati tamamlar.

5.8. Not. n >1 ile (2, n) tipindeki hi¢bir tor diigiimiiniin ayna goriintiisiine kugatan

izotop olmadigini gostermek i¢in bu teorem kullanilabilir.
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BOLUM VI
JONES POLINOMU ve GENELLESTIRMESI

6.1. Tanim. Bir degiskenli Jones polinomu, Vk(t), bir y6nlendirilmis K halkasina
iligtirilmis Jt degiskenli ( yani V't nin sonlu sayida pozitif ve negatif kuvvetleri ), bir
Laurent polinomudur ki, asagidaki 6zellikleri saglar.

i) Eger K, K’ ne kusatan izotop ise o0 zaman Vg(t) = Vi(t)

i) Vvey=1

o _ 1

iii) t Vx- tV\/;— (1/_- -\/—;) V:;

(@) ve (ii) ile VS =V 8 =V® =1 dir.

Bu nedenle (iif) ile t" — t = (/¢ - Tlf-)v ® dir.
R

R I (R Rt
VE=1/4t t—t"

)

S 8=- (W +1/4)

olsun.

Bu tanum, halka diyagramlarindan Jones polinomlarim hesaplamak igin yeterli bilgi
verir. Bu tanimlamanin iyi tammli olup olmadi: ve bdyle bir invaryantin var olup
olmadig1 heniiz agik degildir. Jones; (i), (ii) ve (iii) nin invaryant oldugunu teorem

olarak ispatladi [17]. Ayrica asagidaki teorem de verilebilir.

6.2. Teorem. 5.3. tammda oldugu gibi Lx(A) = (-A*)™® <K> olsun. O zaman
Lyt = V(@) dir.
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Boylece normalize edilmis parantez polinomu, 1-degiskenli Jones polinomunu saglar.

Ispat. Parantez polinomu igin

/\/ +B()()
(\/\) B ( ) +A )(

formiilleri elde edilmisti. Bunlar taraf tarafa gikarilirsa

yazilir.

w(sSZ)=w+l ve w( > <% )=w-—1 oldugunda w = w( ” )olsun ve

o =-A° alinsm. O zaman

A (D) oA (D) o= (A - AT (T )

dir. Dolayisiyla
Ac (D) a™V- Al ot () a™D=( A2 AH(2)a™

-1 -1 - 2 A2

4 4 (A2 AT
AL,\,;,-AL\/,\) (A A)L_ﬁ:
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A=t" alinirsa

-1 _ - ‘_’9
1 L/\/z tL\/\1 (‘\/— \/—)L

sonucu elde edilir.

Bu, tanim 6.1. in (iii) Ozelligini saglar. (i) ve (ii) Ozellikleri Lx nin benzer

durumlarindan elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

6.3. Uyari. Bu baglamda, eger Vg(t) = Lg(t""*) alirsak, Vk(t) tamm 6.1. in (i)-(iii)
Ozelliklerini saglar. Boylece bu teorem 1-degiskenli Jones polinomunun varligmi (ve
iyl tanimlandigini) ispatlar. Vg(t), (i)-(iii) yi sagladigindan bu teorem, Jones

polinomu ile parantez polinomunun birbirine bagh oldugunu gosterir.

6.4. Onerme. K', bir K; c K bileseninin yonlendirmesinin ters gevrilmesiyle elde
edilmek tizere, K ve K’ y6nlendirilmis iki halka olsun. A = Ik ( K;, K-K; ), K nin geri
kalan bilesenleriyle K in toplam halkalanma sayisini gdstersin ( yani A , K nin geri
kalan bilesenleriyle K; in halkalanma sayisiun toplamidw). O zaman

Vie(t) = V(1) dir.

Ispat. K ve K’ niin burulmalarinin (writhe) w(K") = w(K) - 4A formiili ile baglantili
oldugu kolayca goriilebilir (burada 6nerme ifadesinde oldugu gibi A = k( K;, K-K; )
dir). Boylece
Li(A) = (-A%)™) <>
= AN K>
= (_ A3)-W(K)+4)~ <>
Li(A) = (-A) " Ly(A)

olur.
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Boylece, 6.2. teoremden, Vi«(t) = L (t'4) = t** Lg(t"*) = ¢t** Vk(t) dir. Bu ispat1
tamamlar.

6.5. Hatirlatma. Bu bagmnti, yap:1 olarak Vk(z) € Z; (tamsay1 katsayilarla z deki
polinomlar) Alexander-Conway polinomunun tanimlanan bagmntilariyla benzerdir
(bkz. 2.1.24 Tanum).

Vk(z) polinomu ydnlendirmedeki degisikliklere ¢ok duyarhidr. Bir halkalanma

sayisimin bir kuvvetiyle basit¢ce ¢arpilamaz. Ancak, bu durumlar tez konusunun
disinda oldugundan burada anlatilmayacaktir. Bilgi i¢in [11] e bakilabilir.

Jones ve Alexander-Conway polinomlarinin degisim 6zdesliklerinin siralamasina gére
bir ortak genellemeye ihtiyag olabilir. Bu genelleme vardr ve pek ¢ok bilim adami
tarafindan Homfly polinomu ismiyle ortaya konmustur [13]:

1 -
t-l VK+ "VK_ =(_‘/-_T/__)VK0 VK+ 'VK_ “ZVKO
t

Alexander-Conway
Jones

(X.PK+ ~ (X.-]PK_ =ZPK0

Homfly

Yukaridaki diyagramda, Px(a, z) ySnlendirilmis 2-degiskenli polinomu igin temel
degisim bagintis1 verilmistir. Px(c, z) polinomunda o =t , z = Nt =1/t almrsa
Jones polinomu, a = 1 alimrsa Alexander-Conway polinomu elde edilir. Homfly
polinomunun orijinal ispatlar1 diigiim diyagramlarindan tiimevarimla elde edilir.
Parantez polinomunun varhigi durum modelinin genellemesiyle ortaya koyulacaktir.

Homfly polinomuna bagka bir yaklagim, Jones [17] tarafindan verilmistir ve bu

yaklagim, Vi (t) i¢in orijinal metodlar1 geneller.

Bu yonlendirilmis 2-degiskenli polinom ile, parantez ve orijinal Jones polinomunu
genellestiren, bir yonlendirilmiy 2-degiskenli Fx(a,z) [20] (Kauffmann polinomu)

polinomu vardir.
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6.6. Tanim. Yonlendirilmemis halkalar igin iki degiskenli Lg(a, z) polinomu,
agsagidaki 6zellikleri saglayan bir polinomdur.

i) Eger K, K’ ne regiiler izotop ise, o zaman

Lk(a, z) = Lx(a, 2)

L =a'L .

Parantez polinomunda oldugu gibi, L polinomu da I. Reidemeister hareketi altinda
carpilabilirdir.

6.7. Tanim. w(K), K yonlendirilmis halkasmin burulma sayis1 olmak tizere
Fx(0,2) = o Li(a,2)
formiilii ile tanimlanur.

L nin bir 6zel durumunun parantez polinomu ve F nin bir 6zel durumunun Jones

polinomu oldugu agagidaki 6nermeden kolayca goriilebilir.

6.8. Onerme.

<K>(A) =Lk (-A%, A+ A™) ve
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Vi(t) = Fie (34, £+ 14y

Ispat. Asagidaki parantez 6zellikleri bilinmektedir:

\/\ :1>+A<>(

( > y=@an =+ ) (0

l/\

elde edilir.
Bu yiizden, <K> (A) = L (-A%, A+ A™) dir. Dolgylslyla
Vi(t) = Lg (t')
ve
Lk (A) = (-A°)" 0 <K> (4)

Vi(t) = (¥4 ™R (14
olur. Bu nedenle

VK(I) — (_t-3/4)-w(l() LK (_t-3/4, t—l/4 + tl/4)
diir. Dolayisiyla

V() = Fi (-t3%, 144 114
olur. Bu ispati1 tamamlar.

Jones polinomunu genellestiren digiim polinomunun bu tanumlamasinda 6zel 6rnek

ve hesaplara yer verilmemistir. Ancak, yOnlendirilmis diyagramlar i¢in Px(o, z)
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polinomuna bir regiiler izotopi invaryantimin normalizasyonu gibi bakilabilir. Bu

yolla, Hx(a, z) Homfly polinomu asagidaki gibi tammlanir:

6.9. Tanim. ki degiskenli Hy(a, z) Homfly polinomu Jones ve Alexander-Conway
polinomlarii genellestiren ve asagidaki 6zellikleri saglayan bir diigtim polinomudur.

i) Eger K ve K’ ySnlendirilmis halkalar1 regiiler izotop ise, o zaman
Hk(a., z) = Hx(a, 2),

ii) H@ =1,

iii) H iz -H\/7\>=ZH. 5

H\K = a-] H ~
Yine invaryantin varligi kabul edilerek agagidaki Snerme verilir.
6.10. Onerme.
Px(a, 2) = o™® Hg(a., 2)

Ispat. Pg(a, z) = a™® Hk(a, z) olsun. O zaman Pk , kusatan izotopinin bir

invaryantidir ve P o 1 dir. Boylece geriye degisim 6zdesligini kontrol etmek kalir.

- =zH
H\/i, ==
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= o ™Y — AR AN 3 > > =zaVH —
\ L~

- >
Buradaw=w( —_, )dum.
Bundan dolay:
-1 —
P P >p T —

olur. Bu ispat1 tamamlar.

Regiiler izotop Homfly polinomu ile ¢aliymanmn bir avantaji, ikinci dégiskenin vérilen
bir hesaplamada yer alan diyagramlarin burulma sayilarmin GSlglimiinii meydana
getirmesidir. Eger halka bilesenleri yerine seritler alinirsa, bu, hareketsel topolojik
burulmanin (diyagramsal kivrimdan ¢ok) bir olglisii gibi diistinilebilir (4.2. ile
mukayese ediniz). Béylece bir yonca yaprag: diigiimii, bir diiglimlenmemis seritle yer

degistirebilir.

6.11. Ornek. Yonca yaprag diigiimi igin

ED— &b

serit temsili alinirsa o zaman H =7 oH > kurah

H,_:fy =H¢\35:'|. zofl =%

kural haline doniisiir.

Yani H polinomu; gémiilmiis, yonlendirilmis serit halkalarimin bir kusatan izotopi

invaryant: gibi yorumlanabilir. (Burada Mobius seritleri yoktur.) Degisim 6zdesligi

H%_% __azif%

aslinda aym kalir.



59

Bu yorumla, z ve o degiskenleri farkl anlamlar kazanir. S6yle ki, z-degiskeni, ekleme
ve degistirme islemlerini Glger. a-degiskeni, seritlerdeki burulmay: Glger. Bu bakig
acisy, gercevelenmis halkalarla (yani bir bilesik normal vektér alanli halkalar)

caligmak i¢in formiile edilebilir.

Bu tartigmay1 vurgulamak i¢in, Hopf halkasi ve yonca yapragi diglmiiniin 6zel

Ornekleri hesaplanacaktir.

6.12.0rnekler.

a)H@O=o{1H ) ;H@ =oc"HO =gt

b) H “H oy =dg
S @ 78

o- o =ZH®O

8=(a-o')/z olsun. Bu durumda, herhangi bir K igin
H @ k=0 Hk dr.

¢) L iki bilesenli halka olsun.

CO

DT
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HL- d=za
H=z"(a-a')+za
PL=o?H =2" (o' o )+ za!

d) T, yonca yaprag1 diiglimiinii gdstersin.
& o
t
T T

Hr-Hp=2H,
Hr-a=z[z (a- o)+ za]
Hr=Qa - o) + Za
Pr= o Hr=2a?- a* + Za?

K*, K nn ayna gorintisi iken, Px«(a, z) = Px(a?, -z) oldugundan T nin

diizenlemesinin Pt nin bu hesaplamadaki yansimasi oldugu goriiliir.
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SONUC VE ONERILER

Diigtim teorisi ile ilgili caliymalarin g¢ogu, diiglim invaryantlarmin bulunmasi

(smmflandirma) problemi ile ilgilidir.

Bu c¢aliymada, kuantum mekaniginin prensiplerinden bhareketle, bazi diigiim
invaryantlarimi bulmak i¢in bir model (genellestirilmis genlik yapist) verildi. Bazi
diiglimlerin parantez polinomlar1 ve normalize edilmis polinomlar1 bu modelle ortaya

konularak (2,n)-tor dﬁgﬁmlerinih parantez polinomlar: igin bir formiil verildi.

Ayni modelle (p,n)-tor diigiimleri, (m,n)-Tiirk diigiimleri ve burulmali diigiimlerin
parantez polinomlarmi bulmak igin bir ortalama formiili verilip verilemeyecegi

arastirilabilir.

Ayrica bu galigma 3-boyutlu manifoldlara (topolojik kuantum alan teorisine)

tagmnabilir. Bunlar bir bagka ¢alismada ele alinacaktir.
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