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OZET

SONSUZ SERILERIN MUTLAK TOPLANABILME METOTLARI

DENIZ, Yusuf
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Ana Bilim Dali

Danigsmanlar : Yrd.Dog. Dr. Ismet ALTINTAS
Ogr.Gor. Dr. A Nihal TUNCER

Haziran 2000, 35 sayfa

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci bolimde seriler ve toplanabilme metotlari ile ilgili genel bilgiler verildi.

Ikinci boliimde, baz1 temel tanim ve teoremler verildi.

N, p,

Ugiincii boliimde, |C1|, ve

) toplanabilme metotlar: arasindaki iligkileri veren

iki teorem ifade ve ispat edildi.

Dérdiincii boliimde, tglnct bolimde verilen

C)J|, toplanabilme metodu yerine

N.q,

. toplanabilme metodunu alarak, iki toplanabilme metodu arasindaki iliski ile

ilgili bir teorem ifade ve ispat edildi.
Besinci bolimde de tiglincii bolimde verilen Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 yi genellestiren

iki teorem ifade ve ispat edildi.
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SUMMARY
ABSOLUTE SUMMABILITY METHODS OF INFINITE SERIES
DENIZ, Yusuf
Nigde University
Graduate School of Naturel and Applied Sciences
Department of Mathemathics
Supervisors: PhD. Ismet ALTINTAS
Dr. A. Nihal TUNCER
June 2000, 35 pages

This thesis consist of five parts.
In the first chapter, general knowledges about the series and summability were given.

In the second part, some fundamental definitions and theorems have been given.

C1l N, P,

In the third part, two theorems that give the relations between

. and )

summability methods, have been expressed and proved.

In the fourth part, by taking the ‘ﬁ,qn )

summability method which was given in the second part, a theorem about the relation
between the two summability methods is expressed and proved.

summability method instead of |C.]|,

At the fifth part, two theorems that generalize the Theorem 3.1 and Theorem 3.2 which
were given in second part, has been expressed and proved.
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SEMBOLLLER
N : Dogal Sayilar Ctimlesi
Zan : Zan serisi
n=1
(sn) : Z a, serisinin kismi toplamlar dizisi

n=|

(sn)=0(1) : (sn) dizisi sinirh



BOLUM 1

GiRiS

Genel olarak seriler iraksak ve yakinsak seriler olmak {izere iki ana grupta toplanir.
Iraksak serilerde kendi aralarinda belirsiz iraksak seriler ve belirli iraksak seriler olmak
tizere iki grupta incelenir. Herhangi bir serinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart
bunun kismi toplamlar dizisinin yakinsak olmasidir ve ayrica yakinsak dizilerin yigilma
noktasi tektir. Fakat belirsiz iraksak serilerin kismi toplamiar dizisinin en az iki yigilma
noktas: vardir. Birden fazla yigilma noktasi olan dizilere salimim yapan diziler adi
verilir. Salinim yapan dizilerin denk geldigi tam bir degeri bulmak gerekir. Bu tiirdeki
dizilere en iyi bir saymin nasil karsilik getirilebildigini aragtirmak amaciyla gesitli

toplanabilme metotlar: tanimlanmustir.

Toplanabilme metotlart ile ilgili galigmalar 19. yiizyilda baglamistir. Euler, Abel,
Riemann, Re Loy, Hausdorff, Borel, Norlund, Cesaro ve Riezs gibi matematikgiler 6zel
toplanabilme metotlar1 tamimlayarak bu alanda ¢alisan diger matematikgilere yol
agmuglardir. Giiniimiizde toplanabilme metotlar: {izerine ¢alisan matematikgilerin ¢ogu,

bu 6zel toplanabilme metotlar: arasindaki iliskileri incelemektedirler.

Bu ¢alismada

C.1

kVG

N, pu|k toplanabilme metotlar1 arasindaki iligkiler incelenmistir.

Bu tez girig boliimii dahil bes bsliimden olusmaktadir. Ikinci bsliimde tezde kullanilan

bazi temel tanim ve teoremler verildi. Ugtincii boliimde

C,1

. ve |N, P,

) toplanabilme

metotlarinin hangi sartlar altinda birbirine denk oldugunu gosteren iki teoremin ifade ve

ispat1 verildi. Dérdiincii boliimde |C,1 toplanabilme

N,q,

. toplanabilirligi yerine

3
metodu alinarak iki toplanabilme metodu arasindaki iliskiyi veren bir teorem ifade ve

ispat edildi. Besinci bsliimde, iiglincii béliimde verilen teoremler genellestirildi.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, ilk olarak konumuzla ilgili bazi tamim ve teoremler verilerek ise

baslanacaktir.

Aksi belirtilmedik¢ce bu caligmada bastan sona kadar (s); Zan serisinin kismi

toplamlar dizisini ve (py);

Pn_—.va—)oo,n—)oo, (P,=p,=0,i>1)

v=0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisini gosterecektir.

2.1.Tamim. (s,); Z a, serisinin kismi toplamlar dizisi ve (u,)’ de birinci mertebeden
Cesaro ortalamasini ggstersin. Yani

un = 1 isv (2’1)

n+1:5

olsun. Eger,

limu, =s

ise, Z a, serisi s degerine (C,1) toplanabilirdir denir.

2.2.Tanmm. (uy); (2.1) ifadesindeki gibi tanimlanmak iizere eger

2

Z Iun - un—l’<w (2.2)

n=|

ise, Zan serisi |C,]] toplanabilirdir denir [10].



2.3.Tammm. k>1 olmak lizere eger

i M, ~u, [ < (2.3)

n=]

ise, Zan serisi

)1, toplanabilirdir denir [11].

Ozel olarak (2.3) ifadesinde k=1 alinirsa,

2.4.Tamm. (sp); Zan serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. o > —1 olmak lizere

u, ve t’ swasiyla (s,) ve (na,) dizisinin a-inc1 mertebeden n-inci Cesaro

ortalamasini gostersinler. Yani

u® = Aﬂ ! 2.4
n An = n—v V ( )
1 a1
th=—r An_v va, 2.5)
An v=]
olsun. Eger
limuy =s

ise, Zan serisi s degerine (C,a) toplanabilirdir denir.

Burada

, (n+a
Anz( ] ):oma), a>-1, AS=1l

(2.6)
n>0, A% =90

—-n



dir[18].

2.5.Tanim. (u:); (2.4) ifadesindeki gibi tanimlanmak iizere, eger > -1 igin

u—u < o0

n=1

ise Z a, serisi

2.6.Tanmm. k > 1 olmak lizere, eger

ise, Zan serisi

. toplanabilirdir denir[11].

Burada t; = n(uﬁ —uf,‘_l) ([14]) oldugundan (2.8) sarti

seklinde yazilabilir.

2.7.Tanm. d 20, a > -1 ve k 21 olmak lizere eger

in&(—l t

n=l|

ise Zan serisi

toplanabilirdir denir [12].

@.7)

2.8)

(2.9)



Ozel olarak (2.9) ifadesinde & =0 alinirsa,

C, o, toplanabilme ve yine (2.9)
ifadesinde 86 =0 ve o =1 alinirsa |C,1|k toplanabilme ve son olarak da (2.9)

ifadesinde o =1 alinirsa,

C,1;8|, toplanabilme elde edilir.

2.8.Tanim. (pn);

P,=Yp, —>®, n->ow (2.10)
v=0

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisini ve (t;) de (ﬁ—,pn) ortalamasini gostersin.

Yani
b= ps, @.11)
Pn v=0
olsun. Eger,
lim t, =s (2.12)
n—>w

ise Z a, serisi s degerine (Kpn) toplanabilirdir denir [13].

(—I;I—,pn) metodu regiiler bir metottur. Bu metodun regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n—> oo i¢in Pp—> o olmasidir [17].

2.9.Tanm. (t,); (2.11) ifadesindeki gibi tanimlanmak iizere eger

a0

D Jta = tot| <0 2.13)

n=|

ise, Zan serisi |N,p,

toplanabilirdir denir [16].



2.10.Tanim. k>1 olmak iizere eger

k-1
z(fn_) It, - t, | <0 2.14)

n=1 pn

N.p,

ise Zan serisi

) toplanabilirdir denir [1].

Ozel olarak (2.14) ifadesinde Vn € N igin p,=1 alinirsa,

C,1|, toplanabilme bulunur.

2.11.Tanim. 6 20 ve k>1 olmak lizere eger

. p Sk+k—1
Z[p—“J T, - T, <o (2.15)
n=l n

ise Zan serisi |ﬁ,p";8|k toplanabilirdir denir [4].

Ozel olarak (2.15) ifadesinde 6=0 alinirsa

N, p,; BL toplanabilme, Iﬁ, o

k

toplanabilmeye doniigiir.

2.12.Tamim. A ve B verilen iki toplanabilme metodu olsun. A toplanabilen her dizi

aym degere B toplanabiliyorsa, A’ ya B’ yi gerektiriyor denir ve A ¢ B ile gosterilir.
Eger AcB ve BC A ise, A metodu B metoduna denktir denir.[17].
2.13.Tanim. ( Holder Esitsizligi ).

1 1
p>l, —+—=1 ve ajay,...,a,20, bj,b,,...,b,=0 olsun, bu taktirde

p q

n )}
P
a,b, < ap
k=l k=1

o |-

(Z bﬂ)a (2.16)



dir [15].
2.14.Tanim. (Minkowski Esitsizligi).

p>1,ay,a,..,a,20 , by, by, ..., by=0 olsun, bu taktirde

! ! !
( > (a, + bk)")p < (Zag]" +(Zb§]" 2.17)

dur [15].

2.15.Lemma. k > 1 ve A= (a,) sonsuz bir matris olsun. Ae(£*,¢*) olmasi igin

gerekli sart, biitiin n,v >0 i¢in
any= 0(1)

olmasidir [7].



BOLUM 3

|C,1|k ve lﬁ,pn

. TOPLANABILME METOTLARI

Bu boliimde |C,1 toplanabilme metotlarinin hangi sartlar altinda

 le II_\I_, P,

k

birbirine denk oldugunu veren iki teorem ifade ve ispat edilecektir.

3.1.Teorem. (pn);

np, = O(Pn)}

ii)P, = O(np, ) G-D

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi olsun. k>1 olmak iizere eger Zan serisi

C,1

. toplanabiliyorsa, bu seri ayn1 zamanda |ﬁ, P.

) toplanabilirdir [2].

Ispat. Zan serisinin (ﬁ, pn) ortalamas1 T, olsun. Bu taktirde
1 n
pvsv =5 (P - Pv—l)av (3'2)

elde edilir. Zan serisinin

C.l

. toplanabilir olmas1 demek,

> =t <o (3.3)

n=I

=l

olmasi demektir. Diger taraftan

1 ] n p n
T, -T,, =(—- P_a,=——2-%P a 3.4
l (Pn Pn—l)é 1 PnPn—l ; v ( )
pn N v=1
= - va
PP z_: Yoy



olur. Simdi Abel kismi toplam formiilti uygulanarak,

n-| n-|
-p v+1 P, Pt, (n+Dp,t,
T, -T, = a t, +
P T pp 4Ty P TR T4y nP.
T, +T,, +T

elde edilir. Teoremi ispat etmek i¢in Minkowski esitsizliginden yararlanarak, r =1, 2, 3

icin,

k

T ' <o (3.5)

n,r

5]

oldugunu gostermek yeterlidir.

Simdi ilk olarak k>1 olmak iizere Holder esitsizligi uygulanirsa,

s

n=2

m+| 1 n—| +1 k
<Sh St

n=2 fala-1 Qv=i

_o(1)mz+ e {Z vtvk}
v=1

n—l

m+l k
- O(l) Z Pk 1+1 {Z pm\ L/kltvl}

n=2 nnl




=00, S - 2P, t,|
m X m+1 p
LN ORI
v=l1 n=v n -1 v=1 V

(3.1) ifadesinin (i) sart1 geregince np,=O(P,) oldugundan ve (3.3) ifadesinden

m+l( p =l

55

n=2 pn
bulunur. Ikinci olarak (3.1) ifadesinin (ii) sarti geregince, Py = O(vpy) oldugundan
ve (3.3) ifadesinden '

| = omilhv[k =0(), m—o®
v=l v

n=2 n=2 pn

m+l( p k-t N m+l(p k_ll p ol Pt
S) -0 R

- 0(1)2_: - {Zp It,] } 0(1)VZ':‘;1,-|1V|k =0(), m—

n-n-1

elde edilir. Sonug olarak,

m P k-1 o P k-1
n=1 pn n=1 pn

m+1Dp,t,|
np,
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(3.1) ifadesinin (i) sart1 getregince np,= O(P,) oldugundan ve (3.3) ifadesinden

k-1
= ( ) )
n=1 pn

olur. Buradan r=1, 2, 3 i¢in,

Tn J

' =0(1)i%|tn|" =0(l), m—

k-1
Z(iJ . =01, m-e

n=| pn

elde edilir. Bu da teoremin ispatidir.

3.2.Teorem. (p,); (3.1) sartim saglayacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi ve k=1

olsun. Eger Zan serisi IN, Pal, toplanabiliyorsa bu taktirde Za" serisi C,1|k
toplanabilirdir [3].
Ispat. (3.2) ve (3.4) ifadelerini g0z Oniine alalim. Za" serisi |N, Pal, toplanabilirse

k-1
Z(P—"] AT, [ <= (3.6)

n=I pn

dir. (3.4) ifadesinden



oldugundan,
: P
P_a, = —P—“EﬂATn_l + _Pn-l_n-2ATn_2
pn pn—l
bulunur. Buradan
a, = —&AT“_I + Pys AT, , 3.7
pn pn—l

elde edilir.

(na,) dizisinin n-inci (C,1) ortalamasim t, ile gosterelim. Yani;

t = va (3.8)

olsun. (3.7) ifadesinden

P P,

a, =——AT, , + —==AT_,
pv pv—l
oldugundan
t, = 1 V{- B‘V'ATM + e ATV_Z}
n+1 v=l P, pV—l
-y At v =Y vE2ar
n+1%4 P, n+175 poy
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nP i L vP
v L ——2—AT, | + Y2 AT,
n+1Z< ) T (n+Dp, n+1§pv_1 ’
n-l P nP
= Boar +— v+ 1) ==L AT, | — ——2—AT,
TS S DT -

{le VP, + (v+ )P, }} _ 0% AT

e (n+1D)p,

elde edilir. Ayrica,

-VvP, +(v+1)P,_, =-VvP, + VP _, +P, _ = =v(-P, +P,_)+(Py —p,)

oldugundan

n+1|%p, (n+Dp,

1, S {"Z"ILATV-.[PV v+ 1)pv]} S SN

n-1 n—I|
Z—I—)—V—AT - Zl(vﬂ)pvﬂv_,-—np-"—ﬂ
V=l pv n+1V=l pv (n+1)pn
n-1 n-1 P
Shar,, - S +nar,, -—2_ar,
1 v=1 pv n+ 1 v=l (n + 1)pn

= tn,l + tn,2 + tn,3

elde edilir.

Teoremin ispat: igin, Minkowski esitsizligini kullanarak, r =1, 2, 3 i¢in,

v-1

n—

1
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k
1:n,r

1
Z'I-l' <

=1

=

oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi k> 1 igin Holder esitsizligini uygulayarak

K k
m+l 1 K m+l 1 1 n-1 Pv m+1 1 n-1l Pv
St -SSR LS B
n=2 11 a=2 11 n"'1v=l v n=2 11 v=1 Py
k k-1 k
m+l 1 n-1 P ln—l m+l 1 n-1 Pv "
IR 3 I SHRTES IR U) 3 LA
p=2 I oy pv n.yo a=2 11 V2 pv
o (p\' sl ] n (P, 1 K
k v
-0 ] jarf 8 L -owd ] L.
v=l v n=v-§-|rl v=I pv v
elde edilir.
Boylece (3.1) ifadesinin (ii) sart1 geregince
1/v=0(p,/p,)
oldugundan ve (3.6) ifadesinden dolay1
m+l 1 m P k-l
k
~|t..|" = o} [——J AT, | =0(1) , m—o
p=2 11 v=1\ Py
bulunur. Yine k > 1 igin Holder Esitsizligi uygulanirsa
m+l i m+l n-1 k m+l n-1i k
LML o S (v+DAT, | = 1 1 VALoaT
s ionn+10o n=2n|n+1v=, v
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= O(1)Zv"]AT Z' lz

= 0(1)2 viaT,_[f
v=1

= omi veiaT, |
v=|

dir. Boylece (3.1) ifadesinin (i) sarti geregi v = O(Py/ p,) oldugundan ve (3.6)

ifadesinden dolay1

k-1

=1 k —| P, k
-I;I |12| = 0(1)\,2:; [Ej IATV—II

elde edilir. Sonug olarak;

21, ¢ &1 P,
Z_ t11,3 = Z_ AT, n-1
n=l i nj(n + p,

dir. Boylece (3.1) ifadesinin (ii) sartindan

ifadesinden dolay1

=0(1), m-oow

_0(1)2 ( )k]AT

n]n

1/n = O(pn / Pp) oldugundan ve (3.6)



- 1
Z; 1:n,3

=1

=

bulunur. Dolayisiyla, r =1, 2, 3 i¢in,

Sl =00 mow

n=l

tn,r

=

elde edilir. Bu da teoremin ispatidir.

16

“_omy [pp—] AT, [ = o,
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BOLUM 4

N.p,|, TOPLANABILME METODU ILE N,q,|, TOPLANABILME

METODU ARASINDAKI iLiSKi

C.1

Bu bolimde igiinci boliimde verilen Teorem 3.1 ve Teorem 3.2° deki y

toplanabilirligi yerine Iﬁ, qn|k toplanabilme metodunu alarak, iki toplama metodunun,

birinin digerini gerektirmesi i¢in hangi sartlarin gerek ve yeter sart oldugunu veren daha

genel bir teorem ifade ve ispat edilecektir.

4.1.Teorem. (p,) ve (qn) pozitif diziler ve k>1 olsun. N, pnlk toplanabilen her

serinin |N, q,|, toplanabilir olmasi i¢in
RO (4.1)

sartinin saglanmasi gereklidir[8]. Eger,

Q.p. _
P o) 4.2)

sart1 da saglantyorsa, (4.1) sart1 ayni zamanda yeterlidir [5].

Ispat.
Yeterlilik. > 'a, serisinin (N,pn ) ortalamasi1 t, olsun. Bu taktirde, kiigiik bir

hesaplama neticesinde

n

1 "
tn= P_' 2 vaV = (Pn'Pv-])av (4.3)

1
v=0 Pn v=0
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elde edilir. X a, serisinin ‘ﬁ,pnlk toplanabilir olmasi demek,

i[g]“"wn_,r oo

n=1 n

olmasidir. Diger taraftan

1 1 1
At =t —t,=—(ty —ty_)=- [_ - Jz

P P

n n-1|

p n
=——"_NaP n>1, (P,;=0
PnP R VZ; viv-] ( 1 )

n

oldugundan (4.5) ifadesinde n yerine (n-1) alinirsa,

Pn-1 oo
A, =——Pnl S, p
? Po1Pno ; '

bulunur. Buradan da

n P, P,
X Py jay == At
v=] n
n-1 P

Pv—lav Pn—l 22 Atn—2
v=| pn—l

yazilir. (4.6) ifadesinden (4.7) ifadesi ¢ikarilir ise

an = 1 {_ PnPn—l Atn_] + Pn—IPn--2 Atn-z}
P Pn Pa-i

n—

P P
=——nAtn_1 + n—2

Pn Pn-l

Atn_z . (IIZ 1)

(4.4)

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)
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elde edilir. Eger Xa, serisinin (N, qn) ortalamast T, ise benzer olarak

2 qvSy = 2Qn-Qy-1ay (4.10)

elde edilir. Boylece (4.5) ifadesindeki benzer diistince kullamlarak

AT = v_idy - >1, (Q.=0 4.11)
n-1 QnQn i VZIQ la n (Ql ) (

elde edilir. (4.9) ifadesinde elde edilen a, degeri (4.11) ifadesinde yerine yazilirsa

P, P,_,
ATnn = ZQ l{ —~Y At -1+ YZ24AL _2}
' Q. Qn tvat L Py A
= ZQ 1 B ZQ 1 2 Aty
Qinvlv pv ) Qinvlv Pv-i Y
q,P 1 q, = P
= —at, »3'Q,., AL,
Q Qn 1 n QnQn-l é ] pv 1
Q v IAt
QnQn 1 ;
_ q,P
=LAt Q,. —At Q V'At
Q pn QnQn—l ; 1 pv Q Q -1 v=I
— ann At qn ni(Q P Q P )At —1
n—1 V- viv—
ann QnQn 1 v=1i ! l o
q,P, = At,_
At, 3 Q. —a,P, - Q,(, —p,)} 2t
v=I

Q.p, Q.Q..,

v
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_qpPy At,_

——At,_ Z(Q Py —qyPy)
ann QnQn 1 v=1 veY vy Pv
qnPn __ Y9n n-l p,

= Aty + ZQ 2.q —Atv 1

QnPn ! Q Qn 1 v=I1 Y Q Qn-1 val Y Pv
an dn ncl

Aty — Zq At 2.QAty
Qn Pn " Q Qn—l v=l Y pv v QnQn—l v=]

=Tn,] + Tn,2 + Tn,3

elde edilir. Teoremi ispat etmek i¢in Minkowski esitsizliginden yaralanarak, r=1, 2, 3

icin,

(4.12)

Z( ~=)* T

n=I qn

n,r

oldugunu gostermek yeterlidir. 1k olarak ,

qn n At
Q.p,

n,l

-3 Gyt

N Q k~1
=T
g(qn )

=m &k—lq_nk&_kAt k
nZ=;(qn) (Qn) (pn)l o]

(4.1) ifadesinden dolay: g—“=0(2"—) oldugundan ve (4.4) ifadesinden

n Pn
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Q.

1 n

m( Ik

n

*

= 0()) i% ',

_0(1)2( “ykilag,

n=] n
=0(I), (m— x)
elde edilir. imdi de k>1 olmak iizere Holder esitsizligi uygulanirsa,

mz: n)k 1 = nil(&)k—l _
n=2 n=2 qn

l‘l

k

“W SR
_qvAtv-
QnQn—] VZ=1: pv ]

m+1{ n-1 3
—Z( =nyh- ‘(QQ )"{ i—qm}

mzn o k n-1 P Ilk
< n An ~v.q,|At
- z(qn) Q QE l {vz::lpv qvl v—l|J

m+l k n—i k
P 1k (k H/k At }
-5 B Ry

mHQ_ v 17k (k-1)/k v 'k
< 2 Q.,Ql {[Z( b 'At“‘b} [Z(q } }

_ 5 k-1 q: <P (k-1)/ky L
- S G 1S, Z(q

m+] Q ‘e i K n-l k-1
< = X
.;z(qn ) Q Qn | {Z:; D, v v-ll } {;qv}
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p— n-— k
_RAQ g, 4p Q4 ‘l(_LJq At f
n=2 qlr\\ Qn Qk le;—l vl pv ' '
k
m+! n-1
= %o (_];)_v_] IAtv I‘
n=2 QnQn—[v=1 pv
m k Il‘ m+1 q
= q,[At .
vz=:|[ v) I : n=v+lQnQn—l
=0(1)Z(PVJ A lat, |
ve=1 pv v

elde edilir.

(4.1) ifadesinden dolay1 g"— = o(%&j oldugundan ve (4.4) ifadesinden

n2

m+l & k—]
2,

omz( B sl —0(1>Z( Sl

=0(1), (m-w)

elde edilir. Son olarak

m+1 Q Kl k m+l Q o1
n T 5| = n
g;(—qn) n Z(—q )

n=2 n

2.0 o

n-1 v=l1

—m+l 9__n_l\ 9, 4 : { At }
E(qn Q, @t Q 2, QA
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k
_ m+l qn l At ; }
n=2 QnQ: {; v VI ' l

=Q S pk-n/k .
At = }
)

B qn n-1 Q K
oo 2
m Q . K m+l q

=) ()q. [At,
2l 2, oo

k

=0(1) Z( % gv At

V v

v-l

- o(1) fj(%)“"lmv_,l“

elde edilir.

(4.2) ifadesinden dolay1 Q = O(&) oldugundan ve (4.4) ifadesinden

n n

m+l Q el
Skl
é ( q, )

n,3

= O(l)i (-EV-)“‘l AL, [ =0(1), (m — o)
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elde edilir. O halder=1, 2, 3 i¢in

‘=0, (mow)

n,r

> oy
n=1 qn
bulunur.
Gereklilik. Gerekliligin ispat: i¢in (2.4) ifadesinin seriden seriye doniigiimiinii ve n 2

1 icin (4.5) ve (4.11) ifadelerini goz 6niine alalim. n>1 igin yeterliligin ispatinda

hesaplandig gibi

q T At -1 qnPn
AT, = —2 ~—(PQ,., -P_,Q) + Aty (4.13)
l Q Qn 1 ; v l l ann " 1

oldugundan (4.13) ifadesinin her iki tarafini (g"—)"” % ile carpilirsa,

n

Q, \1-1/k q -1k i e
(=) AT, = —— ") ~—(P,Q,., - P,_,Q,)
qn Q Qn 1 n VZ pv ] !

ann (Qn )I l/I\At
Q Pn da

= (qn )l/k(Pva L — QP |)(pV)1 Uy V)l kAL

v=l Qn pin—l pv
P P, .-
" (qn nylk (o) ”kAtn—l (4.14)
QP P

yazilabilir. (4.14) ifadesinde
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P 1-1/k
X, = (—") At
Pn
1-1/k
Yn = (&L) A’I‘n—l
9.

ve

q PQ 1 Qv v—1 pv
n v ) ,h2v+1
(Q ) ( pin—l )(
Ay =1 QP i
Ln , A=V
(Q pn)
[ 0 ,A<V

olarak alinirsa, (4.14) esitligi

Yo = i Anvxv
v=]

seklinde ifade edilebilir. Buradan hemen yazilabilir ki A matrisi

((—Pi)k"” “At, ) i ((&)""’ “AT, ) icine doniistiirir. Su halde |ﬁ—,p“k
P 9n '

toplanabilen her serinin Iﬁ,qn ) toplanabilirligi, A e (Kk, 14 k) olmasi demektir. Boylece

Lemma 2.15 den dolay: \_N-,pn =

N, |

olmasi igin gerekli sart, A matrisinin

elemanlarinin sinirli olmasidir. Ozel olarak bunun diagonal elemanlarinin sinirli olmasi

gerekir. Bu da (4.1) sartinin gerekliligi demektir.
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BOLUM 5

|ﬁ,p,,;i5|k TOPLANABILME METODU ILE [C,1;5| TOPLANABILME

METODU ARASINDAKI ILiSKi

\

toplanabilme metotlarim

Bu boliimde tigtincii bsliimde verilen Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 deki |C,1| ve |N,

toplanabilme metotlari, 8 > 0 igin

CL3g| ve Iﬁ,pn;éik

alarak bu metotlar arasindaki iligkiyi veren iki teorem ifade ve ispat edilecektir.

S.1.Teorem. k=1 ,3820 ve 1-8k >0 olsun. (py); (3.1) sartim saglayacak

sekilde pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger Y.a_ serisi IN, P, 8k toplanabilir
ise, bu seri aym zamanda . toplanabilirdir [9].
Ispat. > a, serisinin (N,p,) ortalamasi T, olsun. Bu taktirde
T _—va v =_Z(P v—I)av (51)
n v=0 n v=0
oldugu biliniyor. Buradan
AT, =—_L P a,
RIRI I 7=
yazilir. Zan serisinin [N, pn;éilk toplanabilir olmas1 demek
Z( n)6k+l\ IIAT l < ® (5.2)

nlpn

olmasidir. Dolayisiyla,

uu_. VEMSWWP” TR
DOCTREANTAS Y O S, &,Eﬂ
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P P P _,P

P _a, = — LRl AT | +-—2=l02 AT,
pn pn—l
dir. Yani
a, = —&ATn_] + Prs AT, , (5.3)
pn pn-l

t, (nay) dizisinin n-inci (C,1) ortalamasim gostersin. Yani (5.3) ifadesinden

a =—Puar  yP2ar

! pn pn—l

oldugundan

n—|

1 1 nP
t = —AT, |-VP, +(v+1DP, |} ———2— AT _
n n+l{vz=] pv v—l[ v ( )v]} (n+1)pn n-1

olur. Ayrica,
-VvP +(v+DP,_, =P, —(v+1)P,
oldugundan
n-|{ n-1
t,=—— 3 Tvar, o S v+ AT, , - —22 AT

n+1 v=l pv v n+1 v=] - (n+1)pn

elde edilir.

Teoremi ispat etmek igin Minkowski esitsizligini kullanarak r= 1, 2, 3 i¢in
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©
Y et

n=1 n

oldugunu gostermek yeterlidir. Ik olarak
kullanarak,

m+! m+1 ~1 P
"an o |taa e nl 5k zp_
m+! n-1 P
< —)|AT, _
n=2 I'l B v= (pv) |
m Pv "
= 0(1)) (=1)|AT,_,|
v=1 pv
elde edilir.

(3.1) ifadesinin (i) sarti geregince v =
geregince 1/v =O0O(p, /P,)

oldugundan ve (5.2) ifadesinden

3
l
—_

1- n 1

=
i}
~
5

elde edilir. Yine t,; de oldugu gibi

= O(I)Z( Sk+k— IIAT

k > 1 olmak tizere Holder Esitsizligini

m+] n-1| P k
z l\ Sk +1 {Z_v v—l}
=2 v=1 pv

{1"21} - 0y CH AT, [ 3

v n=v

j x*%dx = 0(1)2( ey L [T, I

v=l v

O(P, /p,)* ve (3.1) ifadesinin (ii) sart

m — ©
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© 1 X
Z 1-8k k<w

n=1 1

tn,r

oldugunu gostermek yeterlidir. Ilk olarak k > 1 olmak tzere Holder Esitsizligini

kullanarak,

k k
m+l 1 K m+l 1 1 n-1 P m+l 1 n-1 P
= — AT, || £ —-|AT, _
< m+1 1 n-1 Pv RAT K 1 n—]1 k-1 B O(l)i(fv_)klAT . m+l 1
< 2y n2_5k v=] (_v) | v-1 H; - ~p, v-1 et nz_sk
mka kak—Z mkaakl k
= 0 (AT, [ [x*7dx = 0 () v AT, |
v=| \Y v v=] v
elde edilir.

(3.1) ifadesinin (i) sarti geregince v™ = O(Pv / pn)ak ve (3.1) ifadesinin (ii) sarti
geregince 1/v =O(p, /P,)

oldugundan ve (5.2) ifadesinden

m-+

tn,l

1
-8k

- = 0(1)i (E—“)“*“‘[ATV_J“ = O(1), m— ©
v=| v

=
1)

elde edilir. Yine t, ) de oldugu gibi
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= 0(1)2 5 Z (AT,

m

_ O(l)Z( 8k+k llAT

V

=0(1)), m—w

bulunur. Sonug olarak

m+l 1
= O(I)Z2 oK+ {Z VlA ll

v=]

k-1 m
1} = O v+ l|ATV_l :
v=I| v

i

o)y, 2'n* —|aT, .

nlpn

tn,1 deki gibi diisiinceye benzer olarak ve (5.2) ifadesinden

m 1 ) m. p ke
ZW'tn.Sr\ — O(I)Z(p—")&‘ ‘ IIATn—llk

n=1 n=1 n

elde edilir. Buradan r =1,2,3 i¢in

=0(l), m-ow

m
> el

n=l n

olur. Bu da teoremin ispatidur.

=0(1)

5.2.Teorem. k > 1 ve 8 > O olsun. (p,) Teorem 5.1’in (3.1) sartini ve

P 1
nyak-l 1 ) Dy L
r;(pn) P {(pv) Pv}

(5.4)
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sartin1 saglayacak sekilde pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger X a, serisi |C,1; 8]k

toplanabilir ise bu seri aym zamanda |N, 'Slk toplanabilirdir [6]

Ispat. (5.1) ifadesini goz 6niine alalim. Buradan, n >2 i¢in

n-1 n-l|
T oT_ =—Po ¥+l ¢ P $h, @+ Dpt,
PnPn—l v=l v PnPn—l vl V I‘an
=T, +T, +T
elde edilir.
D a, serisinin |C,1;8| toplanabilir olmas: demek
%[t < o (5.5

n=1

olmasi demektir. Teoremin ispatim1 tamamlamak i¢in k > 1 i¢in Minkowski esitsizligini

uygulayarak r=1,2,3 igin

f<w (3.6)

o0
z P, ity
n=1

n

oldugunu géstermek yeterlidir.

Ilk olarak, k>1 igin % + % = 1 olmak lizere Holder Esitsizligi uygulanarak

v +1

n,l

& Sk+k-1
- Sk

n2pn

rT‘Z:“'z(_l);1)51\'+|\'—l T
n=2 pn

=1

=

=
i
<

o g
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m+l P 1 n-I k
= 0(, (™" o— {Z Pt
n=2 p n-1 |{v=1

n

+1

= 00T pf 3 2 5

v=l n=v+l n n-1

(5.4) ifadesinden dolay1

oldugundan ve (3.1) ifadesinin (i) sartindan np, = O(P,) oldugundan ve yine (5.5)

ifadesinden

m P : p
O(]) ( v+l )51\ Py
Zl p P,

v+l

t,| = 0(1)2 vae [f
v=]
=0(1), m-o>ow
elde edilir.

Simdide T,; deki benzer diisiince ile (3.1) ifadesinin (i) sartim kullanarak ve (5.5)

ifadesinden

N P_ 8k+k- l dk+k-1 n e Pv dk-1 I ¢
LS -5 m.ﬁvt - 3B o {z }
=0(1)i vV =01), mo o

elde edilir. Son olarak yine (3.1) ifadesinin (ii) sart1 ve (5.5) ifadesinden,
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K
LA k < P, akekaj(n+ Dp t) < P ok Py p, |
Py ysopr 1o 2§ Paysena@ DRl 93 (Faya Po gy
nzz;(pn) ? ;(pn) nP, Zn . P |
= o). n®*'It,[* = o), m —>
n=1

elde edilir. Bu ise teoremin ispatidir.



SONUC VE ONERILER

Genel olarak |N, P,

. ve IC.l|, toplanabilme metotlar: birbirinden farkh metotlardir.

Ancak zel olarak VneN icin p,=1 alindig1 taktirde |N,p,| toplanabilme metodu

k

IC.1

. toplanabilme metoduna dniisiir.
Bu ¢alismada, ilk olarak bu iki metodun hangi sartlar altinda birbirlerine denk olduklar

incelenmigtir. Daha sonra |C,] N,q,| toplanabilme

. toplanabilme metodu yerine )

metodu alinarak [N, p,  lle N,qnlk toplanabilme metotlar1 ve son olarakta & > 0
olmak tizere |[C,[1;8] ile [N, pn;5|k toplanabilme metotlar1 arasindaki iligkiler
incelenmistir.

Sonu¢ olarak bu toplanabilme metotlarina daha zayif veya daha gigli sartlar ileri

stirtilerek bu metotlar arasindaki incelemelere devam edilmektedir. |C,1

. toplanabilme

metodu yerine

C,of  toplanabilme metotlar1 alinarak bu metotlar ile diger

toplanabilme metotlari arasindaki iligkiler incelenmektedir.
Diger taraftan bir toplanabilme ¢arpani kullanarak, yapilan c¢aligmalar daha da

genellestirilmektedir.
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