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OZET

CHEBYSHEV-HERMITE VE CHEBYSHEV-LAGUERRE TIPLI DENKLEM

SINIFLARININ GENELLESTIRILMESI VE COZUM YONTEMLERI

TUNA, Adnan
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dal1
Danigsman: Prof. Dr. Gabil ALIYEV

Aralik 2000, 110 sayfa

Mikrodiinyanin dogasinda, fiziksel olaylar sonucunda olusan Katsayilar1 degisen o6zel
tipteki Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre denklemlerinin ¢6ziimleri, 6zel

polinomlar yardimiyla verilerek, bu 6zel polinomlarin 6nemli 6zellikleri incelendi.

Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre tipindeki denklem simflari, operator
dontisimii yardimiyla genellestirildi. Ayrica bu denklem smiflarinin genel ¢6ziim y6ntemi
verildi. Buradaki denklem smiflart lineer ve lineer olmayan denklem smniflarini da
kapsamaktadir. Ustel fonksiyon bigiminde olan operatér doniisimleri igin, denklem

siniflarinin ¢oziimleri 6rnek olarak gosterildi.

Son olarak, Chebyshev-Hermite, Bessel ve Chebyshev-Laguerre tipindeki denklem
simflarinin  ¢ozlimleri arasinda baglantinin bulunmasi igin gerekli sartlar, operator

bi¢iminde olan 6zel doniigiim yardimiyla olugturuldu.

Anahtar  Sozciikler: Chebyshev-Hermite denklemi, Chebyshev-Laguerre denklemi,
Chebyshev-Hermite denklemine doniisen denklem siniflari,

Chebyshev-Laguerre denklemine doniigen denklem siniflari.
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SUMMARY

GENERALIZATION AND SOLUTION METHODS OF THE

CHEBYSHEV-HERMITE AND CHEBYSHEV-LAGUERRE TYPE EQUATIONS

TUNA, Adnan
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Gabil ALIYEV
December 2000, 110 pages

Solutions of the special type of Chebyshev-Hermite and Chebyshev-Laguerre equations
whose coefficient changing forming of the microworld have been obtained by means of the
special type of polynomial and some important properties of these special polynomial have

been investigated

Equation classes such as Chebyshev-Hermite and Chebyshev-Laguerre types have been
generated by using the operator transformations and general solution methods of these
equation classes have also been given. These equation classes cover the linear and
nonlinear equation classes for the operator transformations being in the form of the

exponential function, the solution of these equation classes have been given as examples.

Finally, the necessary conditions which give the relationships between the solutions of the
Chebyshev-Hermite, Bessel and Chebyshev-Laguerre equtions classes have been formed

by means of aspecial transformation being in the from of the operator.

Key Words: Chebyshev-Hermite equation, Chebyshev-Laguerre equation, Equation classes
transforming to the Chebyshev-Hermite differantial equation, Equation classes

transforming to the Chebyshev-Laguerre differantial equation
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BOLUMI
GIRIS ve ONCEKI CALISMALAR

Mikro diinyada geligen fiziksel olaylarin incelenmesi, Kuantum Mekanigin ve Kuantum
Fizigin konularimin genislemesine yol agmugtir. Fizik alanindaki bu yeni bilimsel
istikametler, matematik biliminin gelismesinde biiyiik lgtide etkili olmustur. Ozellikle
spektral teorisinin ortaya ¢ikmast ve onun gelisimindeki ©nem, diferansiyel

denklemlerinin agiklanabilmesidir.

Dogadaki fiziksel olaylarin yorumu, katsayilari degigen singiiler diferansiyel denklemler
ile yapimaktadir.. Bu denklemlere, Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre

diferansiyel denklemleri 6rnek olarak gosterilebilir.
Bu denklemler asagidaki fiziksel olaylarla baghdir:

1. Dinamik frenleme olayinin meydana gelisi, mekaniksel olaylarda cisimlerin heterojen
yiizeylerdeki hareketinde, cismin hareketi yoniinde olusan siirtiinmesinin degisimine

baghidir.

2. Bagka bir Mekaniksel olayin sinifi olan konstriiksiyonlar, elementlerde meydana

gelen mekaniksel atig (titresim) problemlerine baglidir.

3. Kuantum Mekaniginde coulomb kuvvetler alaninda, alanin atig efekti elektronun

¢ekirdek etrafinda donme problemine baglhdir.

4. Yine atom pargaciklarimn potansiyel alandaki hareketi Kuantum mekanigindeki

Schrédinger denkleminin yazilimina baglidir.

Bu olaylar baglaminda ortaya ¢ikan matematiksel problemlerin 6zellikleri, Schrédinger,
Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre denklemlerinin ¢dziimlerinin bulunmasina
baglidir [1].



Bu tipteki diferansiyel denklemlerin, ¢oziimlerinin bulunmasi ile 6zel fonksiyonlar
konusu gelismeye baglamigtir. Bunlarin igine, Chebyshev-Hermite polinomlan [2,3],

Chebyshev-Laguerre polinomlari [2,3] ve hipergeometrik seriler de girmistir [2,3].

Bu polinomlarin vasitasiyla, katsayilar1 degiskene bagl singiiler olan lineer diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢6ziimleri bulunmustur. Bu istikamette olusturulan matematiksel
yontemler st oldugundan, dogada olusan ve lineer olmayan fiziksel olaylarin

bilimsel yollarla incelenmesine imkan vermemektedir.

Bu yo6nde yapilan c¢aligmalarin 6zii, 6zel diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin
olusturulmasidir. Bu durum 6zel denklemlerin lineer veya lineer olmayan prosesteki
olaylarin agiklanabilmesi agisindan g6z Oniine alinirsa, ¢esitli denklem simiflarim
beraberinde getirdigi goriiliir. Burada bahsettigimiz simiflama, bu tipteki denklemlerin

tiirevlerinin g¢esitli bi¢cimlerde polinom yapilari olusturdugunu gosterir.

Lineer olmayan fiziksel titregsim problemleri, lineer olmayan ses dalgalar1, sicaklik
dalgalar1 ve elektro-manyetik dalgalarin yayilmasi problemleri lineer olmayan olaylara
mekanik teorisinde 6rnek olarak verilebilir. Dogada geligen lineer olmayan fiziksel
problemlerin deneysel ve teorik olusumu ile onlarin geligsmesi, matematigin konusu ile
birebir baglidir. Bu boslugu ortadan kaldirmak igin, ilk olarak fiziksel olaylarin gergek
denklemlerinin bulunmasi, ikinci olarak bulunan gesitli matematiksel denklemlerin
simflandirilmasi ve bu siniflarin, ¢éziimlerinin elde edilmesi igin genel bir yontemin

olusturulmasidir.

Temel yapilar1 bilinen bu diferansiyel denklemler simiflandirmaya tabi tutularak
gesitlendirilmesi saglanmugtir. Ayrica kullanilan diferansiyel denklem tipleri arasinda
baglanti kurularak, Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre diferansiyel
denklemlerin arasinda bagintilarin  bulundugu ispatlanmigtir. Degisik koordinat

sistemlerinin olusturulabilmesi yapilan incelemenin bir bagka nemli tarafidir.

Sonu¢ olarak Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre denklemlerinden, bu
denklemlerin degisik bigimdeki denklem siniflar1 elde edilmisgtir.



1.1. Aragtirmanin Amaci
Bu ¢aligmanin amaci agagida verilen ana bagliklar altinda toplanmistir.

Kanonik Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre diferansiyel denklemlerinin ve
polinomlarimin genis sekilde incelenmesi, fiziksel problemlerdeki uygulamalarin
gosterilmesi. Hatirlamak gerekir ki kuram big¢iminde basit yazilan denkleme kanonik
denklem denilir.

Ozel operatér doniigiimlerinin vasitasiyla kanonik Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-
Laguerre diferansiyel denklemlerine doniisen lineer veya lineer olmayan denklem

siniflarinin genellestirilmesi.

Kanonik Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre diferansiyel denklemlerine

doniisen lineer veya lineer olmayan denklem siniflarinin ¢dziimlerinin bulunmasi.
6

Lineer veya lineer olmayan bir denklem sinifimin ¢dziimiiniin vasitasiyla, diger lineer
veya lineer olmayan denklem sinifinin ¢6ziimiiniin bulunmasi ig¢in gerekli 6zel

kosullarin aragtirilmasi ve bu kosullara baglh olarak ¢dziim ydnteminin verilmesi.

Ozel olarak, kanonik Bessel denklemine déniigen denklem smifimn ¢oziimiinin
vasitasiyla, lineer olan veya lineer olmayan Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-

Laguerre denklemlerine doniigen denklem simiflarinin ¢oziimii olugturulmustur.
1.2. Genel Tanimlar

Chebyshev Polinomu. Matematige yaklagimu islemsel ¢éziimlerin ve algoritmalarin
arastirlmasma dayali bir polinomdur. Bu polinom tam yada hi¢ olmazsa, pratik
problemlerin  ¢6ziimiinde kullanilabilecek yaklagik bir sayisal ¢oziim verir.

Matematiksel fizikte ¢ok kullanilir [3,4].



Chebyshev-Laguerre Polinomu. Laguerre adiyla amlan bir polinom sistemidir. Bu

polinom sistemi,

Lo(x)=1 Li(x)=-x+1 La(x)= %(x2—4x+2)
bi¢iminde kurulmugtur. Bu polinomun birkag 6zelligi,

j' e*L, (x) Lm(x)dx =0,

m+ 1D Lp(x)=2n+1-x)Ln(x)-n Lu(x)

bi¢imindedir [3,4].

Chebyshev-Hermite Polinomu. Hermite, adiyla amlan bir polinom sistemidir. Bu

polinom sistemi,
Ho(x) = 1; HkX) =x; Hay(x) =x* - 1; Hy(x) =x’ -3%;
Ho(x) =x"-C2x"2+1.3C x"* —1.3.5C x"® +..........
bigiminde kurulmustur. Bu polinomlarin birkag 6zelligi
Hu+1(x) = x Hy(x) — n Hp (%) = x Ho(x) - H. (x)

H;(x) - x H(x) + nH,(x) = 0;

o 0,
e’ H (x)H (x)dx =
I 2 COH, (%) {n! o

bi¢imindedir [8].



Bessel denklemi. v parametre olmak iizere,
X*y"+xy + (x2 - v)y =0

seklindeki diferansiyel denklemdir. Matematikteki ¢6ziimii, J (x) ile gosterilen ve

I" (gama) fonksiyonu olmak iizere,

© _1\k
Jv(x) — ' ( 1) (}_)2k+v
ZKkITk+v+1)2

scklindcdir [2,4].

Schrédinger Denklemi. Kuantum Fiziginde bir Kuantum sistemin dalga fonksiyonunu
belirleyen, gorecelik kuramina uymayan diferansiyel denklemdir. Kuantum sisteminin
kararh hallerinin (yani belirli enerjiye sahip) enetjilerinin, bazi kosullarda, diferansiyel
bir operatér olarak yazilabilen bir operatériin 6zdegerleridir. Boylece bu 6zdegerlerin
aragtirilip saptanmasi ikinci dereceden kismi tiirevli bir denklem olarak ortaya ¢ikan ve
modiiliintin karesi bir parcacigin t anindaki x noktasinda bulunmasi olasilig1 olarak
yorumlanan ve kendine de dalga fonksiyonu denen W(x,t) gibi karmasik degerli bir

fonksiyonu gergekleyen bir “dalga denklemi” nin ¢oziimiidiir [4].



BOLUM II

CHEBYSHEV-HERMITE DENKLEMININ VE POLINOMLARIN
INCELENMESI

Bu béliimde Chebyéhev-Hermite diferansiyel denkleminin elde edilmesi, Chebyshev-
Hermite diferansiyel denkleminin ¢6ziimii ve ¢oziimiinden elde edilen Chebyshev-

Hermite polinomlarinin &zellikleri, indirgeme formiilleri incelenmistir.
2.1. Chebyshev-Hermite Denkleminin Elde Edilmesinde Fiziksel Problem

Chebyshev-Hermite diferansiyel denklemi ve bu denklemin ¢6ziimleri olan Chebyshev-
Hermite polinomlari, harmonik osilat6riin kuantumsal mekanigin incelenmesi sirasinda
karsilagilir [5,6,7]. Bu nedenle Chebyshev-Hermite diferansiyel denklemine hazirlik

i¢in, harmonik osilatér kuantumsal mekanik olarak incelenecektir.

Bir boyutlu harmonik osilatriin potansiyel enerjisi, k yay sabiti olmak {izere %kx"’
seklindedir. Dolayisiyla sistemin klasik mekanikteki toplam enerjisi yani Hamiltonyeni;

Hu(x) = Eu(x) (2.1.1)

bi¢imindedir. Burada Hu(x), enerji 6zvekt6rii ve Eu(x), enerji 6zdegeridir. Enerji

Ozvektori,
A2
H=2 +v
2m

oldugundan,

H: +,——kX2 (2'1’2)

2m 2



seklinde elde edilir. Diger taraftan kuantum mekaniginde p lineer momentumuna

karsilik gelen islemcinin p =i AV geklinde oldugu gézoniine alinirsa,

2

aXZ

. h o s ,
:'T'-—~—-, A::— =—h2V2
p T p h

bigiminde yazilir. Bu ifadeler (2.1.2) de yerine yazilirsa,

2
H= - h—v2+% k x2

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi u(x) ile ¢arpilir ve (2.1.1) kullanilirsa, sistemin
Schrddinger dalga denklemi,

hz 2 1 2 e
(- Z—IHV +Ekx)u(x)—Eu(x)

o d* 1
(- > +5 k x?) u(x)= Eu(x) »
d’u 2m 1
PRI I (E- Ek x*)u(x)=0 (2.1.3)

bigiminde yazilir. Bu denklem, tek boyutlu Schrédinger dalga denklemidir [5,6,7].
Buradan Chebyshev-Hermite diferansiyel denklemine gegilir. Bunun igin (2.1.3)
denkleminde,

k ) oo
o= .]— olmakiizere x=.,— x
m mm

degisken degisimi yapilirsa,

gl_ll_ du dx' du ’mm
dx dx' dx dx' /)




h 1 2 h 12
x=1f— X' = x'= —x

mo mo
d’u _d| du ’mm _mo d’u
dx* dx | dx'V # hoax”

esitlikleri elde edilir. Bu ifadeler (2.1.3) denkleminde yerine yazilirsa,

mo d?
I d 1; + _2_1:1_(]3_.1..]( h
hoogx h 2

—x" Ju=90
mo

bulunur. Ayrica,

’k 2 2E
0=,— =>k=mw° ve oo=—
m 16

formiilleri g6zoniine alinirsa,

o d? 2
b dli +E—I:—1 alhm—lmmzix’ yu=0
hogx h 2 2 meo

seklinde elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

mo | d%u 2
S ~+(a—-x")u|=0
v Lo e

bigiminde yazilir. Béylece (2.1.3) Schrédinger denklemi o ve x' cinsinden,

d’u
2

dx’

+(a—-x")u=0 (2.1.4)



olarak elde edilir. (2.1.4) denkleminin ¢6ziimii bulunsun. Bunun i¢in (2.1.4) denklemi x

cinsinden yazilr. % sabit oldugundan x' yerine x ahnabilir. Bu durumda (2.1.4)

denklemi,

2

dx‘j + (o~ x2) u(x)=0 2.1.5)

seklinde yazilir. (2.1.5) denkleminin ¢6ziimii yapilirken 6nce x in gok biiyiik oldugu

asimptotik ¢6ziimil incelenir. Yani x—0 i¢in o< x? alinabilir. Bu durumda (2.1.5)

denklemi,

2
$2 - u(=0 (2.1.6)

halini alir. Lineer harmonik osilatérde potansiyel fonksiyon,
V(x)=x*

seklindedir. Bu durumda,

d*u
dx?

= x*u(x)

olacaktir. (2.1.6) denkleminin asimptotik(x — o) ¢6ziimii,

L

ux)=x"e 2 (2.1.7)

seklindedir. (2.1.7) ifadesi, (2.1.6) denkleminin ¢6ziimii oldugu su sekilde gosterilebilir.

Bunun i¢in (2.1.7) esitliginin tiirevleri almirsa,

15

) ——X
vx)=@nx"1-x")e?
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U)=[nm-Dx? -n-(n+1) +xx" e-%xz (2.1.8)

elde edilir. (2.1.8) esitliginde en biiyilk terim x* oldugundan, diger terimler ihmal
edilebilir. Dolayisiyla (2.1.8) esitligi,

u"(x) -x°u(x)=0
bigiminde yazilir. Buradan (2.1.7) seklinde tanimlanan fonksiyon, (2.1.6) diferansiyel

denkleminin asimptotik(x — o) ¢oziimiidiir. Su halde (2.1.5) diferansiyel denkleminin

¢Ozimii,

uX)=e 2 y(x) (2.1.9)
seklinde aranir. (2.1.9) esitliginin tiirevleri alinirsa,

1.2 1.2

u(x)=-xe 2" y(x)+e“2x y' (X)

L e L

() =-e? yx)+x’e ? yx)-2xe 2 y ) +e? y'(x)

elde edilir. Bu esitlikler (2.1.5) denkleminde yerine yazilirsa,

12 1.2 1, 1, 12

—e? y+xie ? y®)-2xe? y®+e? y®+(a-x)e? yx)=0

seklinde elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

y'(x) -2xy' (x)+(a—-1)yx)=0 (2.1.10)

denklemi bulunur. (2.1.10) denkleminde (a - 1) =2n alimirsa, E = a % 7 o formiild,
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1
E=hon+ -
(n 2)

olarak bulunur. (2.1.10) diferansiyel denklemi ise,
Y'(x) -2xy' (x) +2ny(x)=0
seklinde yazilir [1,8,9].
2.2. Chebyshev-Hermite Diferansiyel Denkleminin Coziimii

n sabit olmak lizere
y'(x) =2xy' (X) + 2n y(x)=0 (2.2.1)

denklemine Chebyshev-Hermite diferansiyel denklemi denir [6,7,8]. Chebyshev-
Hermite polinomlarinin ¢6ziimii olan diferansiyel denkleme, Chebyshev-Hermite
diferansiyel denklemi denilecek. Bu denklemin matematiksel fizikte ¢ok énemi vardir. k
ve am (m=0,1,2,..) bulunmasi gereken sabitler olmak tzere (2.2.1) diferansiyel

denkleminin,

y(x)= mz=0amxk+m (a0 0) 2.2.2)

bigiminde en az bir ¢éziimii vardir. Bununla birlikte Chebyshev-Hermite denkleminin
Frobenitis yontemi [8] ile seri ¢6ziimlerinin ve Chebyshev-Hermite polinomlar olarak
bilinen 6zel polinomlarin, 6nemli 6zelliklere sahip oldugu gériilmektedir . Bu dzellikler
su sekilde incelenebilir. (2.2.1) diferansiyel denkleminin ¢6ziimii, (2.2.2) seklinde

dustiniiliirse ve tiirevleri alinirsa,

y ()= i (k + m)ax ™! (2.2.3)

m=0
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y" (x)= i(k +m)(k + m — 1)a_x"*"? (2.2.4)

m=0

elde edilir. Bu degerler (2.2.1) denkleminde yerine yazilirsa,

Dk+m)y(k+m-1a, x*"? -2x Y (k+m)a, x*"" +2n) a, x*" =0

m=0 m=0 m=0
seklinde elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

agk (k—1)x*2+a; k (k+ 1) x*!

Jri[am+2 k+m+2)(k+m+1)—a, 2(k+m-n)x"" =0 (2.2.5)

m=0

elde edilir. (2.2.5) esitliginin saglanmasi,

apkk-1)=0, (ag#0) (2.2.6)
akk+1)=0 2.2.7
Amiy = 2(k +m -~ n) a_ (tekrarlama baglantis1) (2.2.8)

k+m+2)(k+m+1) "

kosullarina baghidir. (2.2.6) esitliginde k, 0 ve 1 degerlerinden birini alir. Bu
degerlerden 0 g6zoniine alindiinda, (2.2.5) esitligi saglamir. Bu nedenle, a; katsay1sinin

keyfi olacagi agiktir. Dolayisiyla (2.2.1) denkleminin ¢6ziimii,
y(x)= a9 yo(x) + a1 yi(x) (2.2.9)
seklinde olacaktir. Simdi (2.2.9) esitligindeki, yo(x) ve yi(x) fonksiyonlar igin agik

tanimlar verilsin. Bu halde (2.2.8) seklindeki tekrarlama bagintisi, k = 0 igin yeniden

yazilirsa,
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2(n—m) a
(m+2)(m+1) ™

(2.2.10)

am+2 = =

elde edilir. (2.2.10) bi¢iminde elde edilen bagintimin yardimiyla, m nin tek ve gift
degerleri i¢in an, katsayilarinin kolayca bulunacagi agiktir. Béylece m nin ¢ift degerleri

i¢in ilk birkag katsay1,

m=0 igin A =——a

m=2 igin ay=

..............................................................

seklindedir. Genel terim ise,

(-2 n(n -2)(n - 4)...(n — 2j + 2) 4
(2j)! °

a5 = . (=1,23,..) (2.2.11)

olarak bulunur. Benzer islemlerin m nin tek degerleri i¢in yapilmasiyla, ilk birkag

katsay1,
m=1 i¢in %:—Mal
3!
2 — —
m=3 i¢in as = 2@-Dm-3) a

5!

...........................................................

seklindedir. Genel terim ise,
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(2 @-D@-3).(n-2j+1)

a H =
e 2j+ 1!

1s (]: 1a2,3,---) (2-2.12)

olarak elde edilir. Boylece (2.2.11) ve (2.2.12) bagmntilariuin yardimiyla, (2.2.9)

bigiminde tanimlanan ¢6ziim,

Jo0 = a{l . ,2 2)n(o- 2)((r;j;!4)...(n ~2j+2) XZJ}

ra x[l . Ji: 2 (- 1)(% - 3-!--(“ ~2j+1) xzi] (2.2.13)

seklindedir. (2.2.13) bigimindeki ¢6zii ¢oziim, sonsurimli iki seriden olusmaktadir. Bu
ifadenin yakinsak olmasi igin gerekli ve yeterli sart, her iki serinin de yakinsak
olmasidir. Bu ise ilk seride, n nin pozitif ¢ift tamsayi, ikinci seride ise n nin pozitif tek

tamsay1 olmasi ile miimkiindiir. n tamsay1 degilse, seri iraksak olur.

Simdi (2.2.13) ¢6ziimiinii kapali formda, yani n nin tek ve gift tiim degerleri i¢in gegerli
bir seri seklinde yazmak igin, (2.2.8) tekrarlama baZintis1 asagidaki gibi yeniden

tanimlanabilir.

ane — D@D 2.2.14)
2(r—m) ~

(2.2.14) bagintis1 yardimiyla, m nin ilk bir kag¢ degeri igin (r-2,r-4,...) karsi gelen

katsayilar,
. . r(r—1)
m=r-—2 icin Ay — ————=a;
¢ 2 20
.. - -2)(r -

2°2.4
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m=r—6 icin ar_6=__r(r—l)(r—2)§r—3)(r—-4)(r—5)ar
2°2.4.6
seklinde bulunur. Bunlarin yardimiyla genel terim ise,
a2 (1)’ r(r—1D(r-2).(r-25+1) a (2.2.15)

2i2.4..2j

seklinde elde edilir. Diger taraftan,

Ve (4 1Y (e 1Yy (i 4 1y T 2D (=2 - 1)..3.2.1
r(r-1)(c-2)...(r-2j + 1) = r(r-1)(r-2)...(t=2j + 1) C—2)—2i -1 321

r!
(r - 2))!

24.6..2=(2.1) (22) (2.3)..2})
=2 j!

degerleri g6zoniine alimr ve a,=2" seklinde segilirse, (2.2.15) bagintisiyla tanimlanan

genel terim, istege bagh olarak alinan r indisi yerine, yeniden n indisini almak suretiyle,

. plor
anj= (1) L2
Jn=-2j!

seklinde yeniden yazilabilir. Bdylece (2.2.13) ifadesi kapal: formda,

n! (2 x)" 4

FTASETY (2.2.16)

y6)=Ha(0= Y. (-1’

halini alir ve n. dereceden Chebyshev-Hermite Polinomlari olarak isimlendirilir [10].
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Buradaki N iist siur degeri,
n , n ¢ift iken
N=12
n-—1

,  ntekiken

seklindedir.
2.3. Chebyshev-Hermite Polinomlarmin Ozellikleri

(-00,+00) araliginda skaler ¢arpim,

P)= [ox)p(x)q(x)d(x)

seklinde yazildiginda, bu skaler ¢arpimi 1raksak olmaktan koruyacak en dogal agirlik
fonksiyonu,

o(x)= e

bigimindedir. x — + oo igin iistel fonksiyon, x™ kuvvetinden daha hizlt sifira gider ve
iraksaklig1 onler. (-00,+oc) araliginda bu aguclik fonksiyonuyla tanimli skaler ¢arpima

gdre ortogonal olan polinomlar, Chebyshev-Hermite polinomlari adiu alir ve Hy(x) ile

gosterilir.
Hi(x) polinomunun derecesi n olup,
n ¢ift ise polinom, x in ¢ift {islii terimlerinden olugur ve ¢ift fonksiyondur.

n tek ise polinom, x in tek iislii terimlerinden olusur ve tek fonksiyondur.
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2.3.1. Tanim (Uretici fonksiyonu).

G(x,t)= exp(—t*> + 2t x) 2.3.1)

seklinde tanimlanan fonksiyona, Chebyshev-Hermite polinomlarimin iiretici fonksiyonu
denir [9].

Teorem. G(x,t)= exp(—t> + 2tx) iiretici fonksiyonun t nin kuvvetlerine gére seri

agilimi,
G(x, 1) = exp(~t* +2tx) = 3 H,(x) (23.2)
.n=0 n:
seklindedir.

Ispat. Bunun igin exp(2 t x - t%) iiretici fonksiyonunun t ye gore seri agilimi yapilirsa,

i(ZtX) i(—t')s

r=0 r ! s=0 S

exp(—t> +2tx) =

— i (_1)s (2 x)r tr+25

r,5=0 r!s!

esitligi elde edilir. Burada exp(—t* + 2tx) fonksiyonunun kuvvet serisine agiliminda

r + 2s = n olarak alinirsa, s nin sabit bir degeri igin t" katsay1si,

. (2 X) n-2s

=D (n — 25)!s!

bigiminde olur. t", s degerlerinin toplamlari kullanilarak bulunur. r=n - 2s oldugundan

. - 1 ..
n — 2s > 0 esitsizligi elde edilir. Buradan s <l n dir. Boylece, n ¢ift ise, 0< s 55 n dir.
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n tek ise , 0< s S%(n—l) olur. Tiim bu durumlarda, 0< s S%n oldugu bulunur. (%n

ifadesi Chebyshev-Hermite polinomunda, N olarak tanimlanmigtir.) Boylece (2.2.16)

ifadesi gozoniine alindiginda t" katsayisi,

S 20" = LH,
= n:

5=0 (n — 2s)!s!
seklinde bulunur [3].

Teorem (Rodrigue formiilii). Chebyshev-Hermite polinomlari,

d" 2

Ho(x)=(-1)"e* —e™* (2.3.3)

n

formiilii ile elde edilir. Buna Rodrigue formiilii denir.

Ispat. Taylor teoreminin ifadesi,

A (2.3.4)
n!

ro- 34

‘)

seklindedir [11]. (2.3.2) iiretici fonksiyonu (2.3.4) de kullanilirsa,

t=0

n

H,(x)= l:&at" exp(2tx — tz):l

t=0

~o'[ 2 ek - ]

t=0

elde edilir. Fakat,

3] 0
Zflx—t)= ——f(x - 2.3.5
f(x —t) fx—t) (2.3.5)
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esitligi gozoniine alinirsa,

6" . an B
o (=) =0 £ - 1)

bulunur. Bu durumda

1,00 (- e’| Zeonl - 7]

t=0

= (— 1)"6"2 g;in_e—-xz

= (-1)e cﬁ(“ e

olur. itk bir kag Chebyshev-Hermite polinomunun agik sekildeki ifadeleri,
Hox)=1, Hix)=2x, Hy(x)=4 x*-2, Hiy(x)=8x> —12x

bigimindedir. Chebyshev-Hermite polinomlarinin, ¢oziimii oldugu diferansiyel denklem

asagidaki teoremle verilmigtir.
Teorem. y= H_(x) Chebyshev-Hermite polinomlari,
Y'(x) -2xy(x)+2ny(x)=0
Chebyshev-Hermite diferansiyel denkleminin ¢&ztimiidir.
Ispat. u(x)=¢€ 2 (2.3.6)
fonksiyonu gézoniine alinarak birinci tiirevi alinirsa,

u'(x) +2x u(ﬁ()= 0
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seklindedir. Ikinci tlirevi alinirsa,
u'x)+2x u'(x) +2ux)=0
olur. Bu sekilde devam edilerek (n + 2) defa tiirevi alinirsa,
w42 xu™V+2(m+1)u® =0 (2.3.7)

denklemi elde edilir. (2.3.3) Rodrigue formiilii aracilifiyla, u(x) fonksiyonu ve bu

fonksiyonun tiirevleri Hy(x) cinsinden yazilabilir. Yani,

H,(x)= (_1),.'exz d(::“ e = (1) ¢* u®

u®= (=1)"e™ Hn(x) (2.3.8)
™D = (—1)"e™ [H'(x) =2 x Ha(x)] (2.3.9)
u™D= (—)"e™ [H(x) =4 xH' (x) + (4 x* - 2) Ha(®)] (2.3.10)

bi¢imindedir. Bu ifadeler (2.3.7) denkleminde yerlerine yazilirsa,
H’(x) -2 xH, (x) + 2 n Hy(x)=0 : (2.3.11)
bulunur. Bu denklem, Chebyshev-Hermite diferansiyel denklemidir [8].
Teorem (Tekrarlama bagintis1). Ardigik ii¢ Chebyshev-Hermite polinomu arasinda,
Honi(X)+ 20 Hpq(x) -2 xHo(x)=0, (n>1); Hi(x)=2Ho(x) (2.3.12)

bagintis1 vardir.
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Ispat. (2.3.1) tiretici fonksiyonunun t degiskenine gore tiirevi alinirsa,

?_G% +2(1-x) GE =0 (23.13)

bulunur. (2.3.2) esitligi kullanilarak, G(x,t) iiretici fonksiyonu ve iiretici fonksiyonun t

ye gore tiirevinin, Chebyshev-Hermite seri ifadesi,

G0~ i;o t_' o0 athc, t) _ i;l (n:__l)'Hm(x) (2.3.14)

bigimindedir. (2.3.14) ifadeleri (2.3.13) esitliginde yerlerine yazilirsa,

© m-1 tm+l

5 H +23 5 H 25  yH =0
m=1 (m—1)! m=0 m! m=om!

m-l=n m+l=n m=n

n

-

© ® tn
2, a0+ 2), gy

n=0

©0 tn
! H,_,(x) - 220 SXH, () =0 (2.3.15)

=

elde edilir. (2.3.15) esitliginde, n > 1 olan aym t" islerinin katsayilar1 sifira esitlenirse,

(2.3.12) bigiminde verilen tekrarlama bagintis1 elde edilir. Ayrica t° 1n katsayis,
Hi(x) = 2 Ho(x)
seklindedir [9].

Teorem (Diklik bagintis1). m # n gibi iki indis igin,

oo 0, (m = n)
[ H,(0H,,(x) dx =

Jr 2" nt, (m=n)

bi¢imindedir.
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Ispat. (2.3.11) Chebyshev-Hermite difefansiyel denkleminin her iki tarafi 6nce e™ ile
carpilirsa,

e™ H(x) -2x e H! (x)+2ne"‘an(x)=O

veya
di B 0)]+ 2neH,(x) = 0 (2.3.16)
X

csitligi clde edilir. (2.3.16) denkleminin her iki tarafi H,,(x) ile carpilir ve intergali

alinirsa,
+00 d _XZ , +a0 _xz
| Hm(x)a-[e H,,(x)]dx +2n {e H, (OH,(x)dx = 0 (2.3.17)
) X —~o0

elde edilir. (2.3.17) esitliginin birinci terimine kismi integrasyon uygulanirsa,

+0 P

[— j H (x)e™ H;,(x)dx:I +2n je H (OH,(x)dx =0  (2.3.18)

-0

H,,(x)e™ H/,(x)

— a0

bulunur. (2.3.18) esitliginde iistel fonksiyonun 6zelliginden dolay1 birinci terim, x—+ oo

oldugunda sifir olur. Kalan kisim ise,
- :,[-:H:"(X) e™ H, (x)dx + 2 nj[e""2 H (x)H,(x)dx =0 (2.3.19)
seklindedir. Bu ifade, m ile n indisleri degistirilerek yeniden yazihirsa egitlik bozulmaz.
- IH;(X) e™ H' (x)dx + 2 mj:e""z H,(x)H,_(x)dx = 0 (2.3.20)

(2.3.19) ve (2.3.20) ifadeleri taraf tarafa ¢ikarilirsa,
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2(n - m)Te‘"z H, (x)H,(x)dx = 0 (2.3.21)

elde edilir. (2.3.21) esitliginde m # n segildigi igin, integral sifir olmak zorundadir.

(2.3.2) esitligi, once G(x,t) sonra G(x,s) olarak yazilip ¢arpilirsa,

> o _y s”
exp(—t~ + 2t x) exp(-s +ZSX)_Zn: n!H"(X)g m!Hm(x)

=22 % S;m,H.,(X)Hm(X) (2.3.22)

m n

bigiminde elde edilir. Bu esitliginin her iki tarafi, e™ ile carpilir ve x e gore integrali

alinirsa,
exp(—t* —s?) Iexp(—xz +2tx +2sx)dx =Zzt—' S—' Ie"‘z H (x)H,(x)dx (2.3.23)
- > o n! m! -

esitligi elde edilir. Diklik baglantisina gore, (2.3.23) esitliginin sag tarafindaki integralin
m # n igin sifir oldugu gosterildi. Geriye m = n durumu kalir. Sol taraftaki integral
i¢inde bir tam kare olugturmak iizere,

~ x> +2tx+2sx=— (X —t —s)2+ (t+s)

yazilir ve u = x —t — s degigken degisimi yapilirsa,
2 2 2 T —u? _ (t S)n T -x?
expl- 2 — % +(t+s) ]je du_zn: ﬁje H, (x) H, (x) dx (2.3.24)

bulunur. (2.3.24) esitliginin sol tarafindaki integralin degeri Jr olur. Sag taraftaki

integral I, ile gosterilirse,
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Jrexp2ts)= 3 S)"' I, (2.3.25)

n'n

yazilabilir. Bu esitliginin sol tarafi, Taylor serisi olarak agilir ve her (ts)” iislii terimin

katsay1st esitlenirse,

FREEY _say

- n!
buradan
I,=+n2"n!
elde edilir [8].
Teorem (Tiirev bagintisi). Chebyshev-Hermite polinomlar: arasinda,
H ®)=2nHu® @>1), Hx) =0
bagintis1 vardir.

Ispat. (2.3.2) esitliginin her iki tarafimin x e gére tiirevi alinirsa,

Z H;(x)t;'-=2texp(2tx—t2)

n=0

© tn+l
=23 H,(0—

n=0
=23 H, 00—

nel (n —D!

olup
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g Ha () _ItF B 2“2 Hoa(®) (nt_ D! (2.3.26)

elde edilir. (2.3.26) esitliginde, n = 0 igin H,(x) =0 alinirsa ve n > 1 igin t" katsayilar

esitlenirse,

H,(x) 2H, (x)
n!  (n-1!

(2.3.27)

esitligi elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse,

H)(x) = 2nH,_,(x)

bulunur [8].
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BOLUM 111

CHEBYSHEV-LAGUERRE DENKLEMININ VE POLINOMLARIN
INCELENMESI

Bu béliimde Chebyshev-Laguerre diferansiyel denkleminin elde edilmesi, Chebyshev-
Laguerre diferansiyel denkleminin ¢6ziimii, ¢6ziimiinden elde edilen Chebyshev-
Laguerre polinomlarinin ve Baglhi Chebyshev-Laguerre polinomlarmin ozellikleri ile

indirgeme formiilleri incelenmigtir.
3.1. Chebyshev-Laguerre Denkleminin Elde Edilmesinde Fiziksel Problem

Chebyshev-Laguerre diferansiyel denklemi ve bu denklemin ¢6ziimleri olan,
Chebyshev-Laguerre polinomlar1 fizikte olduk¢a onemli bir kullamma sahiptir. Bu
diferansiyel denklemin g¢6ziimii olan Chebyshev-Laguerre polinomlariyla, Kuantum
Hidrojen Atomunun incelenmesi esnasinda kargilasilir [6,7]. Chebyshev-Laguerre

diferansiyel denklemine hazirlik igin, Kuantum Hidrojen Atomu incelenecektir.

En basit atom olan hidrojen atomunda Z. yiklii ¢ekirdek ile bu g¢ekirdek etrafinda
dolagan —e yiiklii elektron arasindaki ¢ekici potansiyel,

V@)= -¢e*/r

seklinde tammlamr. Hidrojen atomu, coulomb potansiyelinde etkilesen
proton + elektron sistemi olarak aliir. Bu sistemin bagli enerji durumlarim E< O igin

bulunmasi igin, 3- boyutlu uzayda Schrédinger denklemi,

K ( 8* 2 > = . -y -
" 2m (ax2 Y + aZZJ\P(r) + V(E)¥() = E¥(7)
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bigiminde yazilir. Potansiyel fonksiyonu kiiresel simetrik oldugundan, kutupsal

koordinatlara gegildiginde bu denklemin ¢dziimleri,

¥ (1,0,6) = R(r) Y(0,0) (3.1.1)

seklinde olacaktir. Bu gekildeki ¢6ziim, biri r radyal uzakligina, digeri (0,9) agilarina
bagl iki fonksiyonun ¢arpimi geklindedir. R(r) fonksiyonunun sagladig: diferansiyel
denklem,

2 2 2
i(rZ ﬁ)_,_ 2mzr E+e__£_({_j—_1)_h R(r) =0 (3.1.2)
dr dr h 2m

seklindedir. Burada ¢, agisal denklemin g¢dziimiinden gelen ve yoériinge kuantum

sayisini ifade eden pozitif tamsayidir. (3.1.2) denklemini boyutsuz hale getirmek tizere,

5 8mE e’ | m N
o =-— >0, =ar, A=— | ——= 3.1.3
e P 7 \2CE) (.1.3)

olacak sekilde boyutsuz bir p degiskeni ve bir A parametresi tanimlansin. Bu degerler

(3.1.2) denklemine uygulanirsa,

d( ,dR 1, _
E[p $]+[7\.p——zp —e(e+1)]g(r)_o (3.1.4)

denklemi elde edilir. Bu denklem Chebyshev-Laguerre diferansiyel denklemiyle

yakindan ilgilidir. Bunu goérmek igin,

R(p)=p’e 7 L(p) (3.1.5)

olacak sekilde yeni bir L fonksiyonu tammlansin. Bu déniisiim (3.1.4) de yerine

yazilirsa, radyal denklemi,
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2
pdI;+(2E+2—p)£+(?»—£-1)L(p)=0 (3.1.6)
dp dp

bigimindedir. Bu denklem bagli Chebyshev-Laguerre polinomlarinin sagladigs

diferansiyel denklemle karsilagtirilirsa, ¢oziimlerin ] olabilmesi igin,

q—>2¢+1 ve A—>p-1¢

doniigimlerinin yapilmasi gerekir. Bu durumda, dalga fonksiyonlart ve enerji

Ozdegerleri yazilabilir. Bu degerler,

2

e m
A=— |[——=p—-f=n eni bir n indisi tanumlayalim.
A\2e) P (v yalim.)
me* 1 P .
B=-—5 R(p)=p‘e % L2 (p)
seklindedir [8].

3.2. Chebyshev-Laguerre Diferansiyel Denkleminin Coziimii

n sabit olmak {izere

xy'(x) + (1 -x)y'®x) +nyx) =0 (3.2.1)

denklemine Chebyshev-Laguerre diferansiyel denklemi denir [1,4,9]. Chebyshev-
Laguerre polinomlarinin ¢dziimii olan diferansiyel denkleme, Chebyshev-Laguerre

diferansiyel denklemi denilecek. Uygulamada &yle bir ¢6ziim bulunsun ki bu ¢6ziim; x

in sonlu degerleri i¢in ¢6ziim sonlu olsun ve x— o i¢in e% , X den daha hizl: sonsuza
gitsin. s ve a; (r = 0,1,2,...) bulunmasi gereken sabitler olmak tizere (3.2.1) diferansiyel

denkleminin,
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y(x,s)= Y, a, x*" (32.2)
r=0

bigiminde en az bir ¢dziimii vardir. Bununla birlikte Chebyshev-Laguerre denkleminin
Frobeniiis yontemi [8] ile seri ¢6ziimlerinin ve Chebyshev-Laguerre polinomlar olarak
bilinen 6zel polinomlarinin 6nemli 6zelliklere sahip oldugu gériilmektedir. Bu 6zellikler
su sekilde incelenir: (3.2.1) denkleminin ¢6ziimii, (3.2.2) bigiminde oldugu diistiniiliirse

ve tiirevleri alinirsa,

y'(x,s) = » a, (s + r)x=! (3.23)
=0

y"(x,5) = Y a(s+r)(s+r—1)x=? (32.4)
r=0

esitlikleri bulunur. Bu esitlikler (3.2.1) denkleminde yerine yazilirsa,

o " y .
E a, (S+ I')(S'l‘l‘--l)x5+r—l + Ear (s+r)Xs+r—l . Zar (S'l-I')Xs” +nzarxs+r =0

r=0 r=0

elde edilir. Buradan,

a,(5-1)sx™" +3a, (s+r+1)(s+r)x" +a,sx*

=0

< < +1 - 841
+Ya, , (s+r+D)x* - Ya(s+1)x* +nXa, x* =0
r=0 r=0 r=0
bulunur. Bu ifade diizenlenirse,

a,s’ x*' + i [ar+| (s+r+1f +a(n—(s+ r))]xs“ =0 (3.2.5)

r=0

esitligi elde edilir. (3.2.5) esitliginin saglanmasi,
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3, 8* X' =0, (2,#0) (3.2.6)
(s +r-— n) g
= ——=-4a, (Tekrarlama bagintis) 3.2.7)
(s +r+1 )2

kosullarina bagli olacaktir. (3.2.6) esitliginden s=0 degeri bulunur. Bu durumda iki

bagimsiz ¢oziim,

oy
y(x,0) ve [ o ]s

=0
olmalidir. Bu ¢oziimlerden ikincisinin, #/nx formunda bir terim icerdigi biliniyor.

Dolayisiyla x= 0 oldugunda oo dur. Biitiin sonlu x ler i¢in bir sonlu ¢6ziim aradigindan,

bu ancak y(x,0) oldugunda elde edilebilir. Bu durumda (3.2.7) tekrarlama bagintisi,

(r=n),

3.2.8
ar+l (I' + 1)2 r ( )

halini alir. Bununla birlikte bu bagintilardan elde edilen sonsuz serilerin , x in biiyiik
degerleri i¢in e* gibi hareket edebilecegi goriiliir. Bu nedenle yukaridaki hatirlatmada,
x > o oldugunda yeterince iyi sonug vermez. Bu zorluk ger¢evesinde ¢6ziim yolunu
seriler simirlamaktadir ve (3.2.8) esitliginden bunun ancak, n pozitif tamsay1 oldugunda
gerceklestigi goriiliir. Dolayisiyla a, # 0 dir. Fakat a4 ve sonraki katsayilar ortadan

kalkacagindan (3.2.8) bagntisi,

, (n-1)

! (r +1)

seklinde yazilir. Coziim ise,

_a n(n-—l) n(n—l) ( —r+l)X,+
y = 0{1 a ') % +(=1) Gy } (3.2.9)
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bigiminde olur. Bu durumda (3.2.9) ¢6ziimii, x in en yiiksek derecesi x" olmak iizere

y= aog(_ 1y n(n—l)(.r..!()r;—r+1) X

=a Z( 1) (n——r) (r')2 x'

biciminde elde edilir. a,=1 i¢in standart ¢6ziimii, n. dereceden Chebyshev-Laguerre

polinomu olarak adlandirtlir ve Ly(x) ile gosterilir [9].

L,(x)= Z( 1y T )(')2 X' (3.2.10)

3.3. Chebyshev-Laguerre Polinomlarinin Ozellikleri

(0,00) araliginda skaler ¢arpim,

(0,9) = [olx)p(x)ax)dx

yazildiginda, bu skaler ¢arpimu 1raksak olmaktan koruyacak en dogal agurhik
fonksiyonu,

wx)=¢e*

seklinde olur. x— o oldugunda tistel fonksiyon, her x™ kuvvetinden daha hizli sonsuza

gider ve 1raksakligt onler. (0,00) araliginda ve bu agirhik fonksiyonuyla tanimli skaler

carpima gore ortogonal olan polinomlar, Chebyshev-Laguerre polinomlar1 adini alir.

x degiskeni (0,0) araliginda tanimli oldugundan, fonksiyonun tek veya ¢ift olmasi s6z

konusu degildir.
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3.3.1. Tamm (Uretici fonksiyonu).

G(X, t) - exp{— xt /(1 - t)}

= (3.3.1)

seklinde tanimlanan fonksiyona, Chebyshev-Laguerre polinomlarinin iiretici fonksiyonu
denir [3].

Teorem. (3.3.1) iiretici fonksiyonun t nin kuvvetlerine gére seri agilimi,

Glx, 1) = L Xt/ 0} _ 5 0L, (332)

bi¢imindedir.

Ispat. Uretici fonksiyonun t ye gére seri agtlimi,

) ol (3.3.3)

seklindedir. Ayrica,

ce s N2 e e g

1
(1 _ t)r’+l 3!

oldugu gézoniine alinir ve binom teoremi uy gulanirsa,

1 & (r+s)
(—o" & st ' (33.5)

ifadesi elde edilir. Bu ifade (3.3.3) esitliginde yerine yazilirsa,
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1 (I'+S) xF s
mexp{ xt/(1-1t)}= z( 1)’ (r')zs' (3.3.6)

elde edilir. (3.3.6) esitliginin agiluminda r nin sabit bir degeri igin t" katsayisi, r +s=n

iken, s = n —r yazilarak elde edilir. Béylece bur degeri igin t" katsayisi,

* O e

seklinde yazlir. r nin tiim uygun degerleri toplanarak bu tiim toplamdan t" katsayilari
clde cdilir. s = n — r den dolay:1 ve s > o i¢in, r < n olmalidir. Buradan (3.2.10) ifadesi

g0zoniine ahnirsa biitiin t" Katsayilari,

ZGD x* =1L, (x)

(W(—N
bigimindedir [3].

Teorem (Rodrigue formiilii). Chebyshev-Laguerre polinomlari

L, (x)= c (x“ e"") (3.3.7)

formiilii elde edilir. Buna Rodrigue formiilii denir .[3].

Ispat. Leibnitz ifadesine [12] gore, u(x) ve v(x) gibi iki fonksiyonun g¢arpimimin n.

mertebeden tiirevi,

n! d""u(x) d'v(x)
n-1)lr! d&x"" &’

(u(x) v(x)) = ): (3.3.8)

seklinde yazilir. (3.3.7) esitliginin sag tarafina (3.3.8) Leibnitz teoremi uygulanirsa,
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e* d" et & n! d"r d’
nax) Y n X 3.3.9
(xe) nl% -0l d (3:39)

x"e
n! dx"

bulunur. Fakat,

d? -
dx—"xq = q(q—l)...(q—p+1)xq P

e’ d" nox)_ €3 n! nl oo«
n! dx" (x ° )—n!g’)(n—r)!r! r! x(-1)e

bigiminde bulunur. Béylece Chebyshev-Laguerre polinomlart bulunur. ilk bir kag

Chebyshev-Laguerre polinomu,

Lo(x)= 1 Li(x)=-x+1 La(x)= %(x2—4x+2)

Li(x)= %(- X+9x* - 18x+6) Lix)= %(x4—16 X+ 72 %% - 96 x + 24)

seklindedir [9].

Chebyshev-Laguerre polinomlarinin ¢oziimii oldugu diferansiyel denklem asagidaki

teoremle verilmigtir.
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Teorem. y=L,(x) Chebyshev-Laguerre polinomlari,
xy"() +(1-x)y'(®) + ny(x) = 0
Chebyshev-Laguerre diferansiyel denkleminin ¢dziimiidiir.
Ispat. u(x)=x" ™ » (3.3.10)
fonksiyonu gozdniine alinarak birinci tiirevi alinirsa,
xu'(x)+ (x—n)ux)=0
seklinde elde edilir. ikinci tiirevi alinirsa,
xu"(x)+ (x—n+t)u'(x)+ux)=0
bulunur. Bu sekilde devam edilerek (n + 2) defa tiirevi alinirsa,
xu™+ x+ D™+ @+ 1Hu=0 (3.3.11)

denklemi elde edilir. Rodrigue formiilii yardimiyla, u(x) fonksiyonu ve tiirevleri Lq(x)

cinsinden yazlabilir. Yani,

n

n'L, (x) =e" d—n(x“e“")

dx
=e*u™
u®=nl e*, (x) (3.3.12)
u™V=nt e*(L’, - L) (3.3.13)

2T = 1 e (L”., 2L — Ln) (3.3.19)
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seklindedir. Bu egsitlikler (3.3.11) denkleminde yerlerine yazilirsa,

xLW+{1-x)L(x)+nL,(x)=0 (3.3.15)
seklinde elde edilir. Bu ise Chebyshev-Laguerre diferansiyel denklemidir [8].

Teorem (Diklik bagmntist). m ve n tamsayilar olmak iizere, Chebyshev-Laguerre

polinomlar: arasinda diklik bagintisi,

e_x Ln (x) Lm(x)dx = Snm

S8

seklindedir.

Ispat. (3.3.2) esitligi kullanilirsa,

exp{-xt/(1-t)} & »  expl-xs/l-s)} & m
=S L, = 2 L,&)s

seklinde yazilabilir. Bu ifadeler taraf tarafa ¢arpilirsa,

e L, (x) L.(x) " s" = e &P i‘”t(l -0} expl- i‘ s/ =)} (3.3.16)
n,m=0 — -8

elde edilir. Buradan,

I= 3 ¢ L (x) L (x)t"s"

n,m=0

olmak tizere (3.3.16) esitliginin her iki tarafinin integrali alinirsa,

. o]'e"‘ expi- i( t/t(l - t)} exp{- ;(S/(l - s)} dx (3.3.17)
] _ -5

bulunur. Bu esitligin agiliminda t" s™ nin katsayisu,
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e™L,(x)L,(x)dx

-

=

[72]

E]

Il
O 8

bigimindedir. Fakat (3.3.17) esitligi,

I- (Cwl(l_—s):[exp{——x(l+l—it-+1i—s)}dx

= L - ! ex {—x (l+—t—+——s—)} )
(- 00=9)| T+t/0-n}+E/l-s) T -t 1-s )] |

~ 1 1
-t -s) 1+ {t/1-t)} + {s/(1—5)}

1
T 0-00-s)+tl-s5)+s-1)

1-—st

=antn

n=0

seklindedir. Bu taktirde t" s™ nin katsayisi m # n.olmast durumunda sifir, m = n olmasi

durumunda ise 1 dir. Yani bu ifade §,,, tanimim verir. Boylece,

nm

:[ e* L, (x)L, (x)dx =&

elde edilir [9].
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Teorem (Tekrarlama bagintis1). Ardigik ti¢ Chebyshev-Laguerre polinomu arasinda,

@+ 1) Loni(x) = (2 0+ 1 —X) Lu(x) - 0 Loy(%) (3.3.18)

bagintis1 vardir.

Ispat. (3.3.2) esitliginin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa ve agagidaki,

%[1;]:(1—-102

esitlik kullanlirsa,
o - 1 X exp{— xt/(1- t)}
L " = ———expt-xt/(1-t)} -
nz=:0 n (X) n (1 _ t)z exp{ X ( )} (1 _ t)2 (1 _ t)

= (lit)é L“(X)t" - (1 jt)z Ig) L“(X)t"

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,
-t L@t =(1-)F L&)t -x 3 L (x)t°
n=0 n=0 n=0
i L,(x)nt"" -2 i L, (x)nt" + i L, (x)nt" = iLn(x)t“
n=0 n=0 n=0 n=0

- SL(x) "™ - x> L, (%)t (3.3.19)

bulunur. Bu esitligin genel kuvveti t" olacak sekilde diizenlenirse,
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2 L@@+ ) —250L,61" + £ L, ()@ - 1)

n=—

= io L, (x)t" - i} L, (x)t" - xio L, (x)t" (3.3.20)

esitligi bulunur. (3.3.20) esitliginin her iki tarafi t" kuvvetlerine gore esitlenirse,
(0+1) Lis1(x) — 2 0 Ln(x) + (0-1)Ln1 (%) = Ln(x) - L1 (x) - x Lu(x), (0> 1) (3.3.21)
bulunur. Bu esitlik sadelestirilirse,

@+ 1) Loni(x)=(2n+1 - x) Ln(x) - n Ly1 (%)
seklinde tekrarlama bagintis: elde edilir [9].
Teorem (Tiirev bagintist). Chebyshev-Laguerre polinomlar: arasinda,

XL’y (x) = n Ly (%) =0 Loos (x) (3.322)
bagintisi vardir.

[spat. (3.3.2) esitliginin her iki tarafinin x e gore tiirevi alinirsa,

il n t exp{— xt/(1- t)}
’ t" = —
§) L) 1-t 1-t

SR BT (3.3.23)

elde edilir. Buradan,

(1- t)é L' (x)t" = —t %Ln(x)t“
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veya
L) -3 L )t =-3 L&)t (3.3.24)
n=0 n=1 n=| .
bigiminde yazilir. (3.3.24) esitliginde t" katsayilar esitlenirse,

L) (x) L' (x)=~L,.(x), (n>1) (3.3.25)

bulunur. (3.3.18) bigimindeki tekrarlama bagintisinin, her iki tarafinin x e gore tiirevi

alinirsa,

M+ )L () = @n+1-%)L% () - L. (x) - n L% (%) (3.3.26)
elde edilir. (3.3.25) esitligi, (3.3.26) formunda asagidaki sekilde yazilabilir.

L't () = L% () - Lo (). L'a-1 (%) = L'y (£)+ Lot (x) (3.3.27)
Bu esitlikler (3.3.26) esitliginde yerlerine yazilirsa,
(n+ {1, (6) - Lo 60} = @0+ 1= L1, (9 = Ly ) - (L', () + Ly )
bulunur. Buradan,

XL/ (x) = n L, (x) - n Lo (x)

elde edilir [9].
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3.4. Bagh Chebyshev-Laguerre Polinomlar: ve Ozellikleri

Bagli Chebyshev-Laguerre Diferansiyel denklemi,

S (L Y. ()
dx

+ny(x)=0 (3.4.1)
dx
seklindedir [9].
Teorem. (n + k) dereceli Chebyshev-Laguerre diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii

k
z(x) isc bu taktirde, iaz—(kxl bagli Chebyshev-Lagucrre diferansiycl denklemini saglar.
X

Ispat. z(x), (n + k) dereceli Chebyshev-Laguerre diferansiyel denkleminin bir ¢dzlimii

oldugundan,

d Z(X) (1 )dZ(X) +(n +k)z(x) = (34.2)

bigiminde yazilabilir. (3.4.2) denkleminin k defa tiirevi alimirsa ve bu ¢arpimin tiirevine
Leibnitz kurali [12] uygulanirsa,

k+2 k+1 k+1

X —— d@+kd ~7(x) + (1 - @d z@)kf—am+@+m——dm—
dx** dx* dx*

2 k k
Xdzdz(x) (k+1 )d dz(kx)+ndz(kx)
dx> dx* dx dx dx

-0 (3.4.3)

bulunur. Teoremden ve L,(x), Chebyshev-Laguerre polinomlarinin Chebyshev-Laguerre

k
denklemini sagladig1 gergeginden (;1? L_,,(x), Bagh Chebyshev-Laguerre denklemini

sagladig gériiliir. Bagli Chebyshev-Laguerre polinomlar: (-1)* sabit ¢arpanli,
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dk
La (%) = (-D* —— Lan(X) (3.4.4)
dx
¢Oziimiiyle tammmlamr [9].
Teorem. Bagli Chebyshev-Laguerre denkleminin ¢6ziimii,

(n + K)! '

-0k +0)r!

Ln (X) - z (—

seklindedir.

Ispat. (3.2.10) ifadesinde, n yerine n+k alimrsa,

L& = rZ;) -1y ( (njg) (r')z x'

(3.4.5)

olur. Bu ifade (3.4.4) de yerine yazlirsa,

o= (0 5o o

n+k (

S O |

K d
_(_1) r=k (n+k—r) (r')2

k
bulunur. Bu esitlikte dd , X in k dan kiigiik kuvvetleri igin sifir oldugundan ve ayrica,
x*

(@/dxy x"=r (r- 1)...c =k + 1) x¥

r! r-k
- (3.4.6)

ifadesi gézoniine alinirsa,
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= (-1 1 (0 +k)! AN 347
Lieo =D kD Gy G- (347)
elde edilir. Toplamin degiskeni s = r — k olarak degistirilirse,
k — {_ 1)k o 1y k+s (1’1 + k)' x5
Ln(X)—( l)g(:) ( 1) ( +k k—S) (k+S)'S'
N 5.2 LI
—sg'o =D (n—s)! (k+s)'s' (3.4.8)

elde edilir. Chebyshev-Laguerre polinomlarinin tiirevleri de birer ortogonal polinom
olurlar [9].

Teorem (Rodrigue formiilii). Bagli Chebyshev-Laguerre polinomlari,

~k
I (x) =2 n"' %(xn+k ™) (3.4.9)

formiilii elde edilir. Bu formiile Rodrigue formiilii denir [9].
Ispat. u(x) = x*** e™ fonksiyonuna (3.3.8) Leibnitz ifadesi [12] uygulanirsa,

d_““(xm )= 3

n! dn—s Xn+k dr -X
dx o (0 —s)ts! dx™ dx’

e (3.4.10)

bigiminde yazilabilir. Ayrica,

d’ -
wx“ = q(q - 1)...(q -p+ l)xq P

__ 4! -
_(q—p)!x”
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oldugu gozoniine alinirsa (3.4.10) ifadesi,

xk+s (_1)se-x

_Ei_rl_ n+k _-x = < n! (I’l+k)'
o &) 2ol (kr )l

n —1¥ n! !
nigter s (CD'n! (a4t
=0 (n—s)!s! (k +5)!

elde edilir. Bu esitlikte (3.4.8) ifadesi kullanir ve diizenlenirse,

-k . x

x*e* d" n+ -x
Lt (x) = = dx—“(x ker) (3.4.11)

seklinde bulunur. Bagli Chebyshev-Laguerre polinomlarmmn diger 6zellikleri kiigiik

degisikliklerle Chebyshev-Laguerre polinomlarinin 6zelliklerine benzer.

3.4.4. Tamum (Uretici fonksiyonu).

G, (x,1) = C ) epbxt/d -0} (3.4.12)

(1 r t)n-H

seklinde tamimlanan fonksiyona, her bir n indisi igin Bagli Chebyshev-Laguerre

polinomlarinin tiretici fonksiyonu denir [9].

Teorem. Bagli Chebyshev-Laguerre polinomlarinin iiretici fonksiyonunun t ye gore seri

acilimu,

exp{—xt/(l—t)}= & Lk n 3.4.13
(EDEEN: e

n=0

seklindedir.
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Ispat. (3.3.2) esitliginden her iki tarafin x e gore k mertebeden tiirevi alinirsa,

d* expl-xt/(1-t)} d* @ .
dx* (1 - t) T dxt Ek L“(X)t (34.14)

elde edilir. L, (x) ., n. mertebeden polinomdur. n<k oldugundan, k defa tiirevi

alindiginda sifir olur. (3.4.14) esitligi diizenlenir ve sol tarafindaki tiirev alinirsa,

( t )k exp {~ x t/(1 - t)}

— _ dk i L (x)tn+k
1-t - Xk rd n+k

-1 d
bulunur. Béylece (3.4.4) denklemi g6zoniine alinirsa,

k

¢4Ygf§meméxwa—0%=ic4ﬁm&ﬁ“‘ (3.4.15)

n=0
elde edilir. (3.4.15) 'esitliginde (-1t carpam kaldirildiginda,

exp{—-xt/(l—t)}

(1 . t)k+1

= 3 Lk
n=0

elde edilir [9].

Bagli Chebyshev-Laguerre polinomlarinin ¢6ziimii oldugu diferansiyel denklem

asagidaki teoremle verilmigtir.

Teorem. y= L: (x), Bagli Chebyshev-Laguerre polinomlari,

d’y(x)
dx?

X

+(k+1—x)§—t;%+(n—k)y(x)=0

Bagli Chebyshev-Laguerre diferansiyel denkleminin ¢6ziimiidiir.
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Ispat. Chebyshev-Laguerre diferansiyel denkleminin iligkili oldugu diferansiyel

denklem (3.3.15) den,

x L" (x)+({1-x)L, x)+nr,(x)=0
seklindedir. Bu denklemin birinci tlirevi alinirsa,

xLY(®) + 2 -x)L @ +@-1) L (x) =0
bulunur. ikinci tiirevi alinirsa,

x Ly (0 + B~ x) LY ®) + (0 -2)L" (x) = 0
bulunur. Béylece k defa tiirevi alinirsa,

x L)+ (k+1-x) 8@ + (- k) 1LPx) =0
denklemi elde edilir. Ayrica,

dikk— L,(x) = L* (%)

X

ifadesi gdzoniine alinarak, (3.4.16) denkleminde yerine yazilirsa,

x L9 () + (k+1- x)L% (x) + (0 - k) LY () = 0

(3.4.16)

(3.4.17)

(3.4.18)

bulunur. Bu denklem, Bagli Chebyshev-Laguerre polinomlarinin sagladigi denklemdir.
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3.4.7. Tanim (Diklik bagintisr).
m ve n tamsayilar olmak iizere,

e x* Ln(x) Lm(x)dx (n+.k)' S

O'—.B

esitligine Bagh Chebyshev-Laguerre polinomlarinin diklik bagintis1 denir [9].

Teorem (Tekrarlama bagmtisi). Ardigik {ic Bagli Chebyshev-Laguerre polinomu

arasinda,

Li (%) + L (x) = Li (x)
bagintis1 vardir.
Ispat. L¥ ifadesi kullamlirsa,

(n -1+ k)!

L+ L) =5 1)

@+k—0!

1-r)!(k+r)!r!X

Ln,(x)+L§‘(x)—Z(‘1) @-r-1){k+0)r!

(3.4.19)
A & (1Y (n+k—l)' X"
r§>( 1) (b -1)!(k —l+r)'r'

CLS oy (n+k-1)!
* .g(l)@—owk+p4ﬁn
(n+k-1)! .

+ (=1 G

o)l k-1+n)nl

0

-
]

:m%4y( (n+k-1)

(h+k—1)!

n—r-1)k+r—1)!r!

{(k i ) @ 1_r)}xr +(=1) %xn

(n—r)+(k+r) Y x"

-3¢ Ul s

Dik+r-0r! k+l-1)

n!
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bulunur [9].

Teorem. Ardisik ii¢ Bagh Chebyshev-Laguerre polinomu arasinda,
(+1) Lh () = @n+k+1-x)Lk (x) - (0 + k) L1 (x)

bagintis1 vardir.

Ispat. (3.3.18) tekrarlama bagintisinda, n yerine (n + k) alinarak ve elde edilen ifadenin

k defa tiirevi alinirsa,

k k
(n+k+1) kLn+k+1(x) @n+2k+1) kLM() ddk{me(x) +(n+k) = Lot (%)

elde edilir. Boylece bu garpimmn k mertebeden tiirevi i¢in Leibnitz teoremi [12]

kullanilirsa,

(n + k + 1) k Ln+k+l (X) (2n + 2k + 1) k L“"'k (X)

k

d
- d 1ok Ln+k (X) k k—1 n+k(x) (n + k) k Ln 1+k (X) (3416)

elde edilir.(3.4.4) ifadesi (3.4.20) de kullanilirsa,
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@+ k+1)ED i, ()= + 2k + ) (- 1) L (x) - x (- 1) LE(x) -
~k-1)7 L) - @+ k) D LiL (k) (3421
elde edilir. (3.4.19) bagintisinda n yerine (n + 1) alinir ve(3.4.21) de yerine yazlirsa,
(@ +k+1)Ls, (x) = @0+ 2k + 1)Lk (x) - x Lk (x)

KL, (- L0 -+ LK) G422)

bulunur. Bu esitlikten,
(n+1) L:+1 x)=Cn+k+1-x)Lfx)-(+k) Lk, (%)

elde edilir [9].

Teorem (Tiirev bagintis1). Ardisik tic Bagli Chebyshev-Laguerre polinomu arasinda,
XL (x) = nLEG0) - (n-+ k) Li ()

bagintisi vardir.

Ispat. (3.3.22) esitliginde n yerine (n+k) alinarak ve bu ifadenin x e gore k defa tiirevi

aliirsa,

dk

R POV C) I R U B RN K U ) P E)

elde edilir. Bu egitlikte carpimin k mertebeden tiirevi i¢in Leibnitz teoremi uygulanirsa,

dk d* d*
d ok L:|+k( ) dx_kLn+k( ) (n + k) k Ln+k (X) (n + k) Xk Lisxa (X)
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bulunur. (3.4.4) ifadesi gézoniine alinirsa,

x Ly () + & Li() = (n+ k) L (%) - (0 + ) Lk, (x)

bulunur. Boylece,

x Ly (x) =n L(x) - (0 + k) 1, (%)

elde edilir[9].



51

BOLUM IV

CHEBYSHEV-HERMITE DENKLEMINE DONUSEN DENKLEM
SINIFLARININ OLUSTURULMASI

Bu boliimde kanonik Chebyshev-Hermite diferansiyel denklemi gézoniine alinarak dzel
operatdr doniisiim yardimiyla, bu denkleme doniigen lineer ve lineer olmayan denklem
sinifi olusturulmustur. Buradan da operatér doniigiim yardimiyla, kanonik Chebyshev-

lermite denklemine doniigen denklem siniflan genellestirilmistir.,

4.1. Chebyshev-Hermite Denklemine Doniijen Lineer Denklem Smnifinin

Olusturulmas:

Chebyshev-Hermite denkleminin kanonik seklindeki ifadesi,

—2x—=+ y= 4.1.1

bi¢imindedir [9]. Bu denklemdeki x ve y degiskenleri, yeni bir t degiskeni ve u(t)

aranan fonksiyonuna baglh sekilde,
x=7t" ve y=t"u(t) | 4.1.2)

ozel operatdr dontigiimil yapilsin. Burada B,y # 0 olmak iizere o, B ve y sabitlerdir.

(4.1.1) denklemi bu operatdr doniisiimlere gore yeniden diizenlenirse,

dx _ P! 4.1.3
ac = YRt (4.1.3)
dy dyd_ 1 sdy (4.1.4)

dx dtdx By dt
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d’y _ d (b dy)
dx? BY

d
_BYdt( ~-p Y)

L ~“[(1 DILaw w.‘?fl]

p* Y dt?
yani
d? . L d &
dxj:ﬁly ¢! ﬁ[a By? y wa] (4.1.5)

seklindedir. (4.1.2) operatdr doniisiimlerinin ikincisinden,

dy _. 1o du a-1
Fil t q Tt u(t) (4.1.6)
dzy d*u -1 du

=t y o2 4.1.7
ey =t e +2at T —=+a(a-1)t*“u(t) ( )

elde edilir. (4.1.2)-(4.1.5) ifadeleri g6zoniine alinarak, (4.1.1) kanonik Chebyshev-

Hermite denkleminde yerlerine yazilirsa,

2
*‘{(1 Byt dy ﬂ)]—zytﬁ L% ony=0

B 2 dt? By dt
veya
dz 2,2p zp
dz+(1 B-2Pyt )t +2n[3 y=0 (4.1.8)

bulunur. (4.1.6) ve (4.1.7) ifadeleri, (4.1.8) denkleminde yerlerine yazilirsa,
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d u aldu a-2
t[t d2+2(xt dt —+a(a-1)t u(t):l

+(1—B—2Byzt2")t[t“‘(ii—‘t1+ ! u(t)]+2n[3 t?t*u(t) =0

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

v 48 fas-po2py? Pl ca? —apr Gapty? -2apr) P =0 ©@19)

bulunur. Bu denklem (4.1.2) 6zel operatér doniigiimii gézoniine alinarak olugturulan,

kanonik Chebyshev-Hermite denklemine doniisen lineer bir denklem sinifidir. Bu
(4.1.9) denklem simifinda,

a=2a+1-B,b=-2By",c=0a>-aP, d=2np*y> -20By?, e = 2B

alinirsa, (4.1.9) denklem sinifi,
, _
tZ%t—;‘-Jr(a+bt°)t((1i—‘t1+(c+dte)u(t) =0 (4.1.10)

formuna doniigtir. Burada b# 0, d #0, e# 0 dir. (4.1.1) kanonik Chebyshev-

Hermite denkleminin ¢6ziimii,

n-2i
- = - 4.1.11
y(x) = H,(x) = Z( D G apmeY (4.1.11)
a , ngiftiken
N=1 2
n; R n tek iken

seklindedir [9]. Burada bu ¢oziimiin gegerli olmasi igin gerekli ve yeterli sart, (n-2k) nin

tamsay1 olmasidir. Bdylece (4.1.2) 6zel operatér doniisiim gézoniine alinarak, (4.1.9)
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seklindeki Chebyshev-Hermite denklemine déniigen lineer denklem siifinin ¢oziimdi,

kanonik Chebyshev-Hermite denkleminin ¢6ziimiintin vasitasiyla,

n-2i

2l oyi?) (4.1.12)

u, (t)=t" IZO: -1’ @2l

seklinde olur.

Sonug olarak (4.1.2) 6zel operatér doniisiim g6zoniine alinarak, Chebyshev-Hermite
denklemine dontigen denklem simufi olusturulur. Bu sekilde olusturulan denklem
siniflarinin ¢6ziimii, kanonik Chebyshev-Hermite denkleminin ¢6ziimiiniin yardimiyla

yapilir.

4.2. Chebyshev-Hermite Denklemine Doniisen Denkiem  Smmflarmin

Genellestirilmesi
Chebyshev-Hermite denkleminin kanonik seklindeki yazilimi,
Y (x)-2xy' (x) +2ny(x) =0

bigimindedir {9]. Kanonik Chebyshev-Hermite diferansiyel denklemine doéniigen

denklem siniflarinin genellestirilmesi igin,
x = @(t) : “4.2.1)

y=n[t,u(t)] (4.2.2)

operatér doniigiimleri g6zoniine alinsin. Bu operator doniisimlerin, siirekli ve ters

fonksiyonlar olmasi gerekir. Bu durumda,

@ ve m operatér doniisiim fonksiyonlar1 igin, gerek ve yeter kosullar bulunmalidir.

Yani denklemin ¢6ziimii, (4.1.1) kanonik Chebyshev-Hermite denkleminin ¢dziimiiniin

vasitasiyla olugturulmahdir.
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Ayrnica, (4.1.1) kanonik Chebyshev-Hermite denkleminin, (4.2.1) ve (4.2.2) operator

doniigiimleri kullanarak yeni koordinatlarda yazilmasidur.
Yani (4.2.1) ve (4.2.2) operator doniigtimlerinin tiirevleri alinirsa,

dx _ dcp(t)

t 423
a Q'(t) (4.2.3)
dn
dy _dndt _ 4t (4.2.4)
dx dtdx dx
dt

bulunur. Diger taraftan,

d2
d’y d dy] 1 dn_ ¢ dn
_ 4.2.5
dx? dx[dx dx,., dt> ,dx.; dt (4.2.5)
(—) (E{)

elde edilir. (4.2.1), (4.2.2), (4.2.4) ve (4.2.5) ifadeleri (4.1.1) kanonik Chebyshev-

Hermite diferansiyel denkleminde yerlerine yazilirsa,

d2
1L _d'n | d> ,90)|dn

dx |’ dt® dxT dx |dt
dt dt dt

bulunur. (4.2.3) ifadesi (4.2.6) denkleminde yerine yazilirsa,

—+2nn=0 (4.2.6)

L _dn_| ') _2<p(t)]dn — @27
[l o [[@'(t)F ()] dt

veya
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Lo(0) i +L (t)— +2nm=0 (4.2.7)

elde edilir. Bu (4.2.7) denklemi, (4.2.1) ve (4.2.2) operatér doéniigiimleri gozoniine
alinarak, kanonik Chebyshev-Hermite diferansiyel denklemine doniisen denklem
siiflarinin olusturulmasi i¢in bulunan denklem simifidir. Bulunan (4.2.7) denklem

siifinin  ¢6ztimii, (4.1.1) kanonik Chebyshev-Hermite denkleminin ¢éziimiiniin ve

(4.2.2) kapal sekilde olan 'r][t, u(t)] operattr doniisiimiiniin vasitasiyla,

n-2i

n[t, u(t)] z( )| 21)'1'[2([,(0] (4.2.8)

seklinde elde edilir. Burada n =r|[t, u(t)] operatér doniigiim fonksiyonunun kapali

oldugu géz6niine alinirsa, (4.2.8) formiiliinden u(t) fonksiyonu,

uuo=¢{ zx D' G=zomi myﬂlwaﬂ } (42.9)

bi¢iminde olacaktir. Burada sunun belirtilmesinde fayda vardir. (4.2.8) formiiltinden u(t)
fonksiyonunun bulunmas: igin, kapali gsekildeki y= n[t,u(t)] operatér doéniigiim

fonksiyonun agik sekilde verilmesi gerekir.
Omek 1.

Doniigiim fonksiyonlari,
X =¢(t)

y =n[t,u(t)] = x()u(t) (4.2.10)

seklinde olsun. Bu durumda bu déniigiimler (4.2.7) genellestirilmis denklem sinifina

uygulanirsa denklem sinifi,
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L, (t)x(t)% +[2L,()x' (1) + L, (t)x(t)](cii_ltl + [LO Ox (1) + L, ()x'(t) +2n x(t)]u(t) =0

seklinde elde edilir. Bu denklem smifinin ¢dziimii, ‘(4.2.10) doniisiimiiniin (4.2.9)

ifadesinde yerlerine yazilmasiyla ve u(t) fonksiyonunun gekilmesiyle

u, (©=x () }:( 1)'—5W[2<p(t)] }

seklinde olacaktir.

Ornek 2.

Doniistim fonksiyonlari,

X =0(t)
(4.2.11)

y=nlt,u(®]= A ()u’ () + 24, (D u(®) + A, (1)
seklinde olsun Bu durumda bu doniigiimler (4.2.7) genellestirilmis denklem sinifina

uygulanmak lizere tiirevleri alinirsa,

du(t) + (AL (Du(t) + 245 ())u(t) + +A, (1)

dn = (2A,(H)u(t) + 2A, (1))

dt

+[aA, (Du(t)+4A; (t)]du

=[2A,(t)u(t)+24A, (t)]
+(A;(t)u(t)+2A;(t))u(t)+2Ao(t)(%‘tij +AL(t)

elde edilir. Bu ifadeler (4.2.7) genellestirilmis denklem sinifinda yerine yazlirsa

denklem smuifi,
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ay
dt?

+[4A 0 (Du(t)Lo (8) +4A; (Lo (1) + 24,0 (Pu(t)L, (1) + 2L, (DA, (1)] 3—:

[2A, (Yu(O)L, (t)+2A, (DL, (1]

+[AS (DL (0)+2A7 (DL (1) + Ap (Du(L, (8) + 2A] (Du(t)L, () + nA o (£)u(t) + 2nA,, (u(®)

2
+2Ao(t)Lo(t)(j—‘t‘] +A5(t)Lo (t)+ A, (L (t) +2nA,(t) =0

seklinde bulunur. Bu denklem simifinin ¢6ziimii, (4.2.11) doniistimiiniin (4.2.9)

ifadesinde yerlerine yazilmasiyla ve u(t) fonksiyonunun ¢ekilmesiyle,
A, (Du?(t)+2A,(Du(t)+ A, (1)~ A, () =0 (4.2.12)

bulunur. Bu (4.2.12) ifadesi u(t) fonksiyonuna goére ikinci dereceden cebirsel bir
denklemdir. As(t) fonksiyonu, (4.2.8) esitliginin sag tarafimin kisa sekildeki yazilimidir
ve Ai(t) (i=0,1,2) fonksiyonlar1 analitik fonksiyonlardir. (4.2.12) denkleminin ¢dziimii

ise,

u, ()= 1( ) [—Al(t)fr VAT - Ay (DA, (D~ A, (1))

At

olmaktadir. Boylece u(t) operatdr doniisiim fonksiyonu,

AO (t) i=0

N . 1 n-2i
un(t)=#[—Al(t)ﬁtJA?(t)—Ao(t)[Az(t)—Z(—l)"(?_HT)!“[Z@(O] H (4.2.13)

bi¢ciminde olacaktir.
Omnek 3.

Doniigiim fonksiyonlari,

x=o(t) ve y=mltu®]=> A, Hu)
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seklinde olsun. Bu déniisiimler yardimiyla olusturulan denklem sinifinin ¢6ziimii, bu

donitisiimlerin (4.2.8) de yerine yazilmasiyla,

i

ZA OINOE Z( DT 21),1,[ o] (42.14)

seklinde elde edilir. Bu (4.2.14) esitligi u(t) fonksiyonunun bulunmasinda cebirsel bir
denklemdir. (4.2.14) denkleminde u(t) fonksiyonuna gore ¢6ziimiin bulunmasiyla u(t)

fonksiyonunun tipi belirlenir.

4.3. Chebyshev-Hermite Denklemine Doniisen Lineer Olmayan Denklem Sinifinin

Olusturulmas:

Operatdr doniigiim fonksiyonlari,
x =vt? ve y = t*u*(t) 4.3.1)

seklinde olsun. Burada B,k,y # 0 olmak iizere o, B,k ve y sabitlerdir. Kanonik
Chebyshev-Hermite diferansiyel denklemine doéniigen lineer olmayan denklem sinifinin
olusturulmasi igin, (4.2.7) genellestirilmis denklem sinifi kullamlsin. Bu durumda

(4.2.7) genellestirilmis denklem sinifimin kullanilmasi i¢in, (4.2.1) ve (4.2.2) g6zoniine

alindiginda¢ ve m operatdr doniistim fonksiyonlari,

o(t)=vt" ve nt,u(t)]=tu*(t) (4.3.2)

seklinde olur. (4.3.2) operatér doniigiimlerinin tiirevleri alinirsa,

Q'(t) = ypt*’ (4.3.3)
e"() =yB(B-Dt*? (4.3.4)
dﬂ kta k- l(t) du a -1 k(t) (435)

at
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dTl k-1 adu a1 k-1 du
e =ku“ (1)t i +2kaot (t)dt

+k(k - 1)t*uk? (t)(‘}i—‘t‘)2 + oo — Dt 2uk () (4.3.6)

elde edilir. (4.3.2)-(4.3.6) ifadeleri, (4.2.7) Chebyshev-Hermite denklemine doéniigen

genellestirilmis denklem sinifinda yerlerine yazilirsa,

1 k1,0 d2u a-1. k=17, du a. k=2 ;e duyz -2k
——lk tHit" ——— = - pl-3 -
(YBt'H)z( ut (1) P +2koat*utT (1) m +k(k-Dt%u (t)(dt) +o{o-Dt* " u (t))

g2 b
+o¢(a—1)t°“2u"(t))—[y‘:;[;t;_)lt)3 “zygttﬂ-‘ J{kt“ k- '()‘é‘t‘+at°‘"‘u“(t)]+2nt“u“(t)=0

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,
2 d’u R 2,28 du _1v+2cdus2
tu() < +2a-@-1)-2py2t*]tu(t) k-

+% a? —aB+(2np2y? —2aBy?)t? Ju? () = 0 (4.3.7)

bulunur. Bu denklem (4.3.1) operator doniigiimii gézoniine alinarak olusturulan,
Chebyshev-Hermite denklemine doniigen lineer olmayan bir denklem sinifidir. Kanonik

Chebyshev-Hermite denkleminin ¢6ziimii,

y(x) = H,(x) = Z( 1)’ (n—m(zx)" o

oldugu gozoniine alinirsa [9], (4.3.7) Chebyshev-Hermite denklemine déniisen lineer

olmayan denklem simfinin ¢6ziimii,

u, (t)—t"“Z(—l) 21),,[ N
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seklinde bulunur. Bu tipli ¢6ziimde, u(t) nin ¢6ziimi k ya baghdir. k=1,2,3,4
oldugunda, tam ¢6ziim kolayca bulunur. k>4 oldugunda veya tamsay: olmadiginda,

yaklagik yontemlerle yaklasik ¢6ziim bulunabilir.

Ozel Hal. (4.3.2) operatér doniisiim fonksiyonunda k=1 alirsa, operatér doniisiim

fonksiyonlari,

et =7t ve mt,u(t)]=t*u(t)

seklinde olur. Bu operatér doniigiimler (4.2.7) Chebyshev-Hermite denklemine doniisen

genellestirilmis denklem simifinda yerlerine yazilirsa,

2

t*u(t)

jtzy +[2a-(1—5)—zﬁy2t2ﬂ]tu(t)%+[a2 — B+ (2nBy? —2a By )t? Jul(t) =0

elde edilir. Bu ifade sadelestirilirse,
t’ %—i—}+ [2a+1—B—2[5y2t2“]t((11—‘t1++[a2 —afB+(2nBy* —2aByz)t2‘3]u(t) =0

bulunur.

Sonug olarak, Chebyshev-Hermite denklemine doniisen bir denklem sinfinin
olusturulmasi i¢in, operatdér doniigiim fonksiyonla.rl, ya kanonik Chebyshev-Hermite
denkleminde yazilmak tizere diizenlenir yada (4.2.7) Chebyshev-Hermite denklemine
doniisen genellestirilmis denklem sinifinda yerine yazilmak tizere uygun hale getirilir.

Yani iki durumda da aym denklem sinifi elde edilir.
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BOLUM V

CHEBYSHEV-LAGUEERE DENKLEMINE DONUSEN DENKLEM
SINIFLARININ OLUSTURULMASI

Bu béliimde kanonik Chebyshev-Laguerre diferansiyel denklemi gozdniine alinarak
Ozel operatér donligim yardimiyla, bu denkleme déniigen lineer ve lineer olmayan
denklem sinifi olugturulmustur. Buradan da operator doniigiim yardimiyla, kanonik
Chebyshev-Laguerre denklemine doéniigen denklem simiflarinin olusturulmas: igin,

denklem siniflar1 genellestirilmigtir.

5.1. Chebyshev-Laguerre Denklemine Doniisen Lineer Depklem Sinifinin

Olusturulmasi

Chebyshev-Laguerre denkleminin kanonik seklindeki ifadesi,

d’y
dx?

X

+(1—x)g—)}('+ny=0 (5.1.1)

bigimindedir [9]. Bu denklemdeki x ve y degiskenleri, yeni bir t degiskeni ve u(t)

aranan fonksiyonuna bagl: sekilde,
x =yt ve y = t*u(t) (5.1.2)

ozel operatdr doniigiim yapilsin. Burada B,y # 0 olmak iizerea, 3 ve y sabitlerdir.

(5.1.1) denklemi bu operattr doniisiimlere gére yeniden diizenlenirse,

dx _ ., pb-1 5.13
dt YBt (5.1.3)
dy _dydt _ 1 -pdy (5.1.4)

dx  dtdx Py dt
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d’y _ d 1, -nﬂ)

ax? dx By’

(t 18 ﬂ)i

_Bydt dt” dx

_ sdy g d’y
— 1-f _ (] 1-B
By t [(1 Bt it +t i J

yani

d2 _ Ldy L, d
dX—Z=Bly t‘ﬁ[(l B)tﬁdf BEZX] (5.1.5)

seklindedir. (5.1.2) operat6r doniigiimlerinin ikincisinden,

dy [ du a-1

5=t g et u® (5.1.6)
ﬂ=t"‘dz—u+20Lt°‘"1gl—+oz(oc—1)t"“2 u(t) (5.1.7)
dt? dt’ dt

elde edilir. (5.1.2)-(5.1.5) ifadeleri g6zdniine alinarak, (5.1.1) kanonik Chebyshev-

Laguerre denkleminde yerlerine yazlirsa,

B_1 1Bl q_ —Bﬂ I—Bﬁ ¢b 1 1de

veya

2

tccliT+(1 [3yt")((1i +np’yttly =0 (5.1.8)

bulunur. (5.1.6) ve (5.1.7) ifadeleri, (5.1.8) denkleminde yerlerine yazilirsa,
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2
t[t“ fu—?uat"“‘ ((11—]:+0L(oc —l)t““zu(t)}-(l Bytf‘)[ it +at"“u(t)]

+np?y t"'t* u(t) =0

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,
2
¢ %(211 +]2a +1—Byt“]t%% ++o” + @By —apy)tlut) =0 (5.1.9)

bulunur. Bu denklem (5.1.2) 6zel operatér doniisiim g6zoniine alinarak olusturulan,
kanonik Chebyshev- Laguerre denklemine déniigen lineer bir denklem smifidir. Bu
(5.1.9) denklem simfinda,

22

a=2a+l, b=-By, =a* d=np’y-afy, e=p
alinirsa, (5.1.9) denklem sinifi,

2
t2((iit—;l+(a+bte)t((il—ltl+(c+dt°)u(t)=0 (5.1.10)

formuna donusiir. Burada b= 0, d #0, e= 0 dir. (5.1.1) kanonik Chebyshev-

Laguerre denkleminin ¢6ziimii,

y(x) = L, (0 = 3 (=" —2 m (5.1.11)

X
m=0 (n — m)!(m!)?

seklindedir [9]. Boylece (5.1.2) 6zel operator doniisiim gézOniine alinarak olusturulan,
(5.1.9) seklindeki Chebyshev-Laguerre denklemine déniisen lineer bir denklem sinifinin

¢6ztimii, kanonik Chebyshev- Laguerre denkleminin ¢dziimiiniin vasitasiyla,

u,‘(t)—t'“Z( | p——— T (5.1.12)

0 )'( ?
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seklinde olur.

Sonug olarak (5.1.2) 6zel operatér doniisiim gézoniine alinarak, Chebyshev-Laguerre
denklemine doniisen bir denklem sinifi olusturulur. Bu sekilde olusturulan denklem
siniflarinin ¢6ziimii, kanonik Chebyshev-Laguerre denkleminin ¢6ziimiiniin yardimiyla

yapilir.

5.2. Chebyshev-Laguerre Denklemine Doniijen Denklem  Smiflarinin

Genellestirilmesi
Chebyshev-Laguerre denkleminin kanonik seklindeki yazilimi,
xy" (x)+(1-x) y'(x)+nyx)=0

bigimindedir [9]. Chebyshev-Laguerre denklemine doniigen denklem smiflarinin

genellestirilmesi i¢in,
x = @(t) (5.2.1)

y=n[t,u(t)] (5.2.2)

operatdr donistimler gézoniine alinsin. Bu operatér doniistimlerin, siirekli ve ters

fonksiyonlar olmasi gerekir. Bu durumda,

¢@ ve 1 operatér dontislim fonksiyonlari i¢in, gerek ve yeter kosullar bulunmalidir.
Yani denklemin ¢6ziimii, (5.1.1) kanonik Chebyshev-Laguerre denkleminin ¢éziimiiniin

vasitastyla olugturulmalidir.

Ayrica, (5.1.1) kanonik Chebyshev-Laguerre denkleminin, (5.2.1) ve (5.2.2) operator

déniigiimleri kullanarak yeni koordinatlarda yazilmasidur.

Yani (5.2.1) ve (5.2.2) operator doniisiimlerinin tiirevleri alinirsa,
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dx _de(t) _
= at ='(t) (5.2.3)
dn
dy _dn_dndt gt
dx dx dtdx dx 24
dt
bulunur. Diger taraftan,
2 d - 2 _(ﬁ)_(_
2
dz=_[éz]= &' __a dn (5.2.5)
dx dx{ dx |:dxj| dt I:dx] dt
dt dt

elde edilir. (5.2.1), (5.2.2), (5.2.4) ve (5.2.5) ifadeleri, (5.1.1) kanonik Chebyshev-

Laguerre diferansiyel denkleminde yerlerine yazilirsa,

: oty X
¢t d'n_ 1-9) dt*> (dn

dx 1* dt? dx dx1® | dt
dt dt dt

bulunur. (5.2.3) ifadesi, (5.2.6) denkleminde yerine yazilirsa,

+nn=0 (5.2.6)

o) d&’n_[1-0®) ¢'®e®|dn __ 527
[ OF d [ o®  OT Lﬁ““ ’ 62D
veya
& dn
L,(t) 7 L5 +nn=0 (5.2.7)

elde edilir. Bu (5.2.7) denklemi, (5.2.1) ve (5.2.2) genel operatér doniisiimleri g6zoniine

alinarak, Chebyshev-Laguerre denklemine déniisen denklem siniflarimin olusturulmasi
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icin bulunan denklem sinifinin genellestirilmesi dir. Bulunan (5.2.7) denklem smifinin

genellestirilmesi nmn  ¢6ziimii, (5.1.1) kanonik Chebyshev-Laguerre denkleminin
¢Oziimiinin ve (5.2.2) de kapali sekilde olan n[t,u(t)] operatdr donislimiiniin

vasitasiyla,

nltu®l= > 1" ——),(—[q»( t)]” (5.2.8)

m=0

seklinde elde edilir. Burada n =n[t,u(t)] operatér déniigiim fonksiyonunun kapali

sekilde oldugu géz6niine alinirsa, (5.2.8) formiiliinden u(t) fonksiyonu,

%GFW{ ZX )-__T?__MOF} (5.2.9)

m=0

bigiminde olacaktir. Burada sunun belirtilmesinde fayda vardir. Yani (5.2.8)
formiiliinden u(t) fonksiyonunun bulunmasi igin, kapali sekilde olan y= n[t,u(t)]

operatdr doniisiim fonksiyonun agik sekilde verilmesi gerekir.
Ornek 1.

Doniisiim fonksiyonlari,
X =o(t)

y =n[t,u®)]=x®)u(t) (5.2.10)

seklinde olsun. Bu durumda bu doniigiimler (5.2.7) genellestirilmis denklem sinifina

uygulanirsa denklem sinufi,

L (t)x(t) =+ 2L, (mx'(t) + L, (t)x(t)]——+[L ®x" (6 +L, (Ox'(®) +nx(®]u(t) =0
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seklinde elde edilir. Bu denklem sinifinin ¢éziimii, (5.2.10) déniigiimiiniin (5.2.9)

ifadesinde yerlerine yazilmasiyla ve u(t) fonksiyonunun ¢ekilmesiyle,

u, =y (t)[i_(—l) —)7———[« )]“‘]

seklinde olacaktir.
Ornek 2.
Dontistim fonksiyonlari,
x=¢(t)
y= ’r][t, u(t)] = A, (Ou’(t)+2A,(u(t) + A, (t) (5.2.11)

seklinde olsun Bu durumda bu déniigiimler (5.2.7) genellestirilmis denklem simfina

uygulanmak iizere tiirevleri alinirsa,

?1— = (24, (Hu(t) + 24, () d“(t) + (s (ut) + 24, ())u(t) + +A, (1)
‘;? [2A,(Hu(t) + 24, (t)] [4A (Hu(t)+4A, (t)]du

+ (Ao (Hu(t)+2A, (t))u(t) +2A, (t)(%%} +A(t)

elde edilir. Bu ifadeler-(5.2.7) genellestirilmis denklem sinifinda yerine yazilirsa,
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d%u
[2Ao(t)u(t)Lo(t)+2A|(t)Lo(t)]EtT
+[4A, (Du(t)Lo (1) +4A ()L (£)+2A (u(t)L, (1) + 2L, (t)Al(t)]‘;—‘t‘
+[Ag (u(t)Lg () + 2A1 ()L (£) + Ao (Du(t)L, (£) +2A; (u(t)L, (t) + AA o (t)u(t) + 2AA  (t)Tu(t)

2
+2A, ()L (0(3—:) +A2(OLo(1)+ Ay (L (1) +0A,(8) =0

seklinde bulunur. Bu denklem sinifinin ¢6ziimii, (5.2.11) dontisiimiiniin (5.2.9)

ifadesinde yerlerine yazilmasiyla ve u(t) fonksiyonunun ¢ekilmesiyle,
A,(Du’ () +2A,(Dut) + A, ()~ A,(t) =0 (5.2.12)

bulunur. Bu (5.2.12) ifadesi u(t) fonksiyonuna gore ikinci dereceden cebirsel bir
denklemdir. As(t) fonksiyonu, (5.2.8) esitliginin sag tarafinin kisa sekildeki yazilimidir
ve Ai(t) (i=0,1,2) fonksiyonlar1 analitik fonksiyonlardir. (5.2.12) denkleminin ¢6ziimii

ise,

1
Ao(t)

u,(t) = [—Al OF YA (D)= A () (A, () - Ay (1))

olmaktadir. Béylece u(t) operatdr doniigiim fonksiyonu,

_ L} = a2z N n! m
un(t)———Ao(t){ A,(t)+‘/A, 0) Ao(t)[Az(t) ?:3( 1 om) ) [o(t)] ” (5.2.13)

bi¢iminde olacaktir.

Ornek 3.

Dontisiim fonksiyonlari,

x=¢(t) ve y=nft,u®)]= iAn (tu"(t)
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sekilde olsun. Bu doniisiimler yardimiyla olusturulan denklem smifimin ¢6ziimii,bu

doniisiimlerin (5.2.8) de yerine yazilmasiyla,

S AWMU = 3D foto]” (5214

)'( y?

seklinde elde edilir. Bu (5.2.14) esitligi, u(t) fonksiyonunun bulunmasinda cebirsel bir
denklemdir. (5.2.14) denkleminde u(t) fonksiyonuna gére ¢6ziimiin bulunmasiyla u(t)

fonksiyonunun tipi belirlenir.

5.3. Chebyshev-Lagucrre Denklemine Déniigen Lineer Olmayan Denklem Simifinin

Olusturulmasi

Operator doniigiim fonksiyonlar,
x=ytP, y=t*u*(t) (5.3.1)

seklinde olsun. Burada B,k,y#0 olmak iizere o, B,k ve y sabitlerdir. Chebyshev-

Laguerre denklemine déniisen lineer olmayan denklem smifinin olusturulmas: igin,

(5.2.7) genellestirilmis denklem sinifi kullanilsin. Bu durumda (5.2.7) denklem smifinin
kullanilmas: igin, (5.2.1) ve (5.2.2) gdzoniine alindigindap ve m operatér doniisgim

fonksiyonlari,

o(t) =yt® ve nft,u(®)]=t* u (1) (5.3.2)

seklinde olur. (5.3.2) operattr doniisiimlerinin tiirevleri alinirsa,

@'(t) =yptH (5.3.3)
¢"()=yBB-Dt*? (5.3.4)
d"l - ktauk l(t) du +ata—l k(t) (5'35)

at
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2 2
L B (1% L8 4 2k g gty (pdu
dt? dt? dt

+k(k-1)t*u*2(t) (%‘:—)2 +a(o—1)t*2uk (5.3.6)

elde edilir. (5.3.2)-(5.3.6) ifadeleri, (5.2.7) Chebyshev-Laguerre denklemine doniigen

genellestirilmis denklem sinifinda yerlerine yazilirsa,

yt?

W(kuk_l(t)t“%:_;l_+2kata_luk-l(t)%ltl+k(k—1)tauk-2(t)(%%)z +afo -1t 2y k(t))

1-vt? yB@-Dt?yt? I o ke oo .
+[ Bt ypt) [k kl(t) Sy 1uk(t)]+nt uk(t)=0

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,

d’y d
2 b B u
t*u(t) e +[20L+1 Byt ]tu(t) it

+(k —l)tz(‘(ii—ltl)+ %[oc2 +(nﬁzy—ocB'y)tB]u2(t) =0 (5.3.7)

bulunur. Bu denklem (5.3.1) operatér déniisiimii g6z6niine alinarak olusturulan,
Chebyshev-Laguerre denklemine déniisen lineer olmayan bir denklem simifidir. kanonik

Chebyshev-Laguerre denkleminin ¢6ziimi,

n! m
(o —m)l (m!)

y(x) = Lyx) = Y (-1

oldugu g6z6niine alumrsa [9], (5.3.7) Chebyshev-Laguerre denklemine doniigen lineer

olmayan denklem smnifinin ¢6ziimii,

u, (t)_t‘“Z( D" ),( [v i
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seklindedir. Burada u(t) nin ¢6ziimi, k ya baglhdir. k=1,2,3,4 oldugunda, tam ¢6ziim
kolayca bulunur. k>4 oldugunda veya tamsayi olmadifinda yaklasik yontemlerle

yaklasik ¢6ziim bulunur.

Ozel Hal. (5.3.2) operatér doniisiim fonksiyonunda k=1 alimrsa, operatér déniisiim

fonksiyonlari,

oty =1t*  nlt,u®)] = t*ur)

seklinde olur. Bu operator doniisiimler (5.2.7) Chebyshev-Laguerre denklemine

doniisen gencllestirilmis denklem sinifinda yerlerine yazilirsa,

tzu(t)%+[2a+1—sytﬁ]tu(t)%+[a2 + @By —apy)t*u’(®)=0

elde edilir. Bu ifade sadelestirilirse,
2
t? %ZX+ [20( +1—Bytp] t%i'—+ [a2 +(nBzy—oc[3'y)t”]u(t) =0

bulunur.

Sonu¢ olarak, Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen bir denklem sinifim
olusturulmas: igin, operatér doniigiim fonksiyonlari, ya kanonik Chebyshev-Laguerre
denkleminde yazilmak iizere diizenlenir yada (5.2.7) Chebyshev-Laguerre denklemine
doniisen genellestirilmis denklem sinifinda yerine yazilmak tizere uygun hale getirilir.

Yani iki durumda da ayni denklem sinifi elde edilir.
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BOLUM VI

DENKLEM SINIFLARININ COZUMLERIi ARASINDA iLiSKi YONTEMI

Bu bolimde Chebyshev-Hermite, Bessel ve Chebyshev-Laguerre diferansiyel
denklemlerine doniisen lineer veya lineer olmayan denklem simiflarinin, operator
doniisiimler yardimiyla, bu lineer ve lineer olmayan denklem smiflarinin ¢éziimleri

arasindaki iligki gosterilmisgtir.

6.1. Chebyshev-Hermite ve Bessel Denklemlerine Diniisen Lineer Denklem

Smiflarinin Céziimleri Arasidaki Iliski

Bessel denkleminin kanonik seklindeki yazilimu,

x*y"(x) +xy'(x) + (x> ~p*) y(x) =0 (6.1.1)
bi¢imindedir [9]. Bu denklemin yaklagik ¢6ziimi,

yx)=C,J,(x)+C, J_p(x) (6.1.2)
seklindedir [9]. Bessel denklemine doniigen lineer denklem sinifinin olusturulmasi igin,

x=v,th ve y=t" u(t) (6.1.3)

operatdr doniisiimleri gézoniine alinirsa , (6.1.1) kanonik tipli Bessel denklemi,

seklinde yazilabilir. Bu (6.1.4) denklem smifinin ¢6ziimii, (6.1.2) kanonik Bessel

denkleminin ¢6zlimiiniin yardimiyla,
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Up()=Cy ™ Tp(y, tP) + Co t™ T (v, tP) (6.1.5)
seklindedir. Chebyshev-Hermite denkleminin kanonik seklindeki yazilima,
y'(x)-2xy'(X)+2ny(x)=0 (6.1.6)

bi¢imindedir [9]. Bu denklemin ¢6ziimi,

n-2i

Y00 =H,(0) = 3 g 20 (617)

il

E, n¢iftiken
2

n-1 , ntekiken
2

seklindedir [9]. Chebyshev-Hermite denklemine doniisen lineer denklem sinifinin

olugturulmasi igin,

x=7,8" ve y=£"2(§) (6.1.8)
operatdr doniigiimleri gézoniine alimirsa, (6.1.6) kanonik Chebyshev-Hermite denklemi,
d’ ) :
e et +on +1-p. 2B, viE ™ e
+lod -, B, + @0 B33 ~20, B, 72)E™ Ja®) = 0 (6.1.9)

seklinde yazilir. Bu denklemin ¢oziimii, (6.1.7) kanonik Chebyshev-Hermite

denkleminin ¢6ziimiiniin yardimiyla,

n-2i

R ; n! ,
z,(8)=§ Zo‘(—l) m(zh gP) (6.1.10)
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elde edilir. (6.1.4) ve (6.1.9) denklem simflarimin ¢dziimlerinin arasinda iligkinin
bulunmasi igin gerekli ve yeterli kogullarin bulunmasi gerekir. Gerekli kogulun

bulunmasi i¢in,

t=y,& ve u=&z(&) (6.1.11)

ozel operator doniigiimii gozoniine alinsin. Ik olarak (6.1.4) ve (6.1.9) denklem
simflarinin ¢6ziimleri arasinda iligkinin, (6.1.11) seklinde olmasi igin gerekli kosullar

bulunacaktir. Bunun i¢in (6.1.11) operatér doéniigtimlerinin tiirevleri alinirsa,

é =z(8)+ §—§

dz_u dz gi

dg? dé dg?

—d—t=y3 ve gi—§~:O

dg dg

du dudé dz | 1

pre d§ i {(@) ng (6.1.12)
d’u dz  d’z|1 ,

Pk [ m gag_]__ (6.1.13)

bulunur. (6.1.11)-(6.1.13) ifadeleri, (6.1.4) Bessel denklemine déniigen lineer denklem

sinifinda yerlerine yazilirsa,

(73 g)z{ dE E.»E:ILZ [20L1 +1]Y3§[Z(§)+E,. &:|—+[OL| —ﬁ +Bl Y1 &2[}']52(&..)"’
Y3

veya
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d’z dz
2 & +[2a, +3]¢ +[20c| +1+a?-B2p2+B2y2yh gz‘*']z(g)=o (6.1.14)

: &

elde edilir. (6.1.14) Besel denklemine doniigen lineer denklem sinifinin ¢6ziimiiniin,
(6.1.9) Chebyshev-Hermite denklemine déniigen lineer denklem sinifinin ¢6ziimiine esit
olmas: i¢in gerekli kosul, bu lineer denklem siniflarinin katsayilarinin birbirine esit

olmasidir. Yani;

20,+3 =20, +1-B, 2P,y &%
(6.1.15)

200 +1+0a] —BIp?+B 7yl v £ =l —a, B, +(2nBlvE -2, B, ¥3) EP

seklinde olur. Buradaa, ,o,, B,, B,, Bs, ¥i» 75, V5 ler (6.1.3), (6.1.8) ve (6.1.11)

seklindeki operatér doniigiimlerin sabitleridir. & degiskeni, & < & < £ arahiginda
degisirken (6.1.15) cebirsel sistemi, sabitler arasinda olan cebirsel sekilde bir bagintidir.
(6.1.15) cebirsel sistemi, (6.1.4) ve (6.1.9) lineer denklem simiflarimin g¢6ziimleri
arasindaki iliskinin gerekli kosuludur. Bu durumda (6.1.15) cebirsel sistemi gézéniine
almarak, (6.1.14) ve (6.1.9) lineer denklem simiflarinin ¢6ziimleri arasinda bir bagnti,

(6.1.11) operatdr doniisimlerinin (6.1.5) de yerlerine yazilmasiyla,

£z,(6)=C, ('Ys E,w)_al Jp ['Yl (’Ya E.s)pl ]+ C, (73 E.»)_al J p ['Yl ('Y3 g)ﬁ’ ]

veya
z, (&)= %[Cl ('Y3 ‘g)_al Jp [71751 E.aﬁl ]+ C, ('Ys é)_al I [71751 E.»Bl ” (6.1.16)

seklinde elde edilir.

Sonug olarak, (6.1.9) Chebyshev- Hermite denklemine déniisen bir denklem simifinin
¢oziimii, (6.1.14) Bessel denklemine déniigen bir denklem simifinin ¢6ziimiiniin

yardimiyla yapilmaktadir.
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6.2. Chebyshev-Hermite ve Bessel Denklemine Doniisen Genellestirilmis Denklem

Simiflarimin Coziimleri Arasindaki iliski
Bessel denklemine déniigen genellestirilmis denklem smifinin olugturulmasi igin,
x =g(t) ve y=n[t,u(t)] (6.2.1)

operatdr doniisiimler gézonline alimr ve (6.1.1) Bessel denklemine uygulanirsa

genellestirilmis denklem sinift,

ORI I KON Ot (G LI AT I 622

seklinde bulunur. Bu (6.2.2) genellestirilmis denklem sinifimin ¢oziimii, (6.1.2) kanonik
Bessel denkleminin ¢6ziimiiniin yardimiyla ve (6.2.1) operatdr doniistimiinden u(t) nin

¢ekilmesi ile,

u, () =6{t; C, L[o(®)]+C, I_.[o®)]} (6.2.3)

bi¢imindedir. Simdi Chebyshev-Hermite denklemine doniisen genellestirilmis denklem

sinifinin olugturulmasi igin,

x = A(€) ve y =BE, 2(%)] ~ (6.2.4)

operatér doniligtimleri géz6niine alimirsa bu durumda , (6.1.6) kanonik Chebyshev-

Hermite denkleminin,

1 2 dz?- A 3 A1 onB=0 (6.2.5)
(A)” dg® [(A) A']dE

seklinde genellestirilmis denklem sinifi olusturulur. Bu genellestirilmis denklem

sinifimn  ¢6ziimii, (6.1.7) kanonik Chebyshev-Hermite denkleminin ¢&zlimiiniin ve

(6.2.4) operatdr dontigiimiinden z(&) nin gekilmesi ile (4.1.21) in yardimiyla,
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z,(8) = {5 Z( D' G2 21),l,[zA(a)] } (6.2.6)

bigiminde elde edilir. (6.2.2) ve (6.2.5) genellestirilmis denklem siniflarimin ¢éztimleri
arasinda iligkinin olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogullarin bulunmas: gerekir. Gerekli

kosulun bulunmast igin,

t=y(&) ve u=x[E2(&)] (6.2.7)

yeni operatdr doniigiim gézoniine alinsin. Bdylece (6.2.2) ve (6.2.5) denklem simflarinin
¢oziimleri arasinda iligkinin, (6.2.7) seklinde olmasi i¢in gerekli kosullar bulunacakiir.

Bunun igin (6.2.7) operator déniigiimlerinin tiirevleri alinirsa,

dn
dn_dnds _ dE
& & d (6.2.8)
dg
d? nﬁ_d_n d’t
f‘.ﬁl dn d& d§ de? dE, d¢ d&?
dt’ dE_, dg dt (_)
dg
yani
d*t

2 2 PrEY
dm__1 dn_d5 dn (62.9)

at? QT de? dt} de
dg dg

0 =oly(®)] (6.2.10)
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do
, dp _ d§ (P;,
t)=— 6.2.11
o'(t) = i d ( )
dé

iy 49 _ d | dodg |dg
*0= dé[d&dt}dt

elde edilir. Buradan,

d’p  do d’t
2 2 4 ron
oy=-5__ & _ P PP (6.2.12)

al [a] kP Il
dg dg
elde edilir. (6.2.7)-(6.2.12) ifadeleri, (6.2.2) Bessel diferansiyel denklemine déniigen

genellestirilmis denklem sinifinda yerlerine yazilirsa,

2 d2 i 2 d
o
I &' _d’dnf | o | Qe Qete|ldE 1o s
, , o |l , || Tl e =0
F e laFee| o [of | sl T )|
tg oLt t |
veya
Zd2 2
G I Y i Y PR W (6.2.13)
¢ | d& ¢: | O (Pg dé

bulunur. (6.2.13) Bessel denklemine doniigen genellestirilmis denklem sinifinin
¢ziimiiniin, (6.2.5) Chebyshev-Hermite denklemine déniisen genellestirilmis denklem
simfinin ¢6ziimiine esit olmast igin gerekli kosul, (6.2.13) ve (6.2.5) genellestirilmis
denklem smuflarinin katsayilarinin birbirine egit olmasidir. Bu durumda (6.2.7) operatér

déniigiimleri, (6.2.3) da yerlerine yazilirsa,
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we.z@®]=o{t; C, T [e)]+C, 1 [o®)]}

=, {w(&); C, T [otwEN]+C, T [otwEN ] (6.2.14)

elde edilir.

Sonug olarak (6.2.5) Chebyshev-Hermite denklemine déniigen genellestirilmis denklem
siifimin  ¢oziimii, Bessel denklemine doéniigen genellestirilmis denklem smifinin

¢Ozlimiiniin yardimiyla yapilir.

6.3. Chebyshev-Hermite ve Bessel Denklemlerine Doniigen Lincer Olmayan

Denklem Simiflarmin Coziimleri Arasindaki Iligki

Bessel denklemine déniigen lineer olmayan bir denklem sinifinin olugturulmast igin,
x=7,t" ve y=t*uh(t) (6.3.1)

operatér doniisiimleri gozoniine alinirsa ve bu operator doniisiimler (6.1.1) kanonik

Bessel denklemine uygulanirsa,
d? d d 1 .
t? u(t)ﬁ+[2a‘ +1]tu(t)d—‘t‘+(k1 -nt? (-&‘tl)2 +I(—1—[oc12 ~B2p?+p 2y ]uz(t) =0 (6.3.2)

seklinde Bessel denklemine doniisen lineer olmayan denklem sinifi olugturulur ve bu

denklemin ¢6ziimii, (6.1.2) kanonik Bessel denkleminin ¢6ziimiiniin yardimiyla,
upk' (O =Ct™ Jp(y, tP)+Co 70 T p(y, tP) (6.3.3)

seklinde olacaktir. Chebyshev-Hermite denklemine doniigen lineer olmayan denklem

sinifinin olusturulmasi igin,

x = v, " ve y = E™ub(§) (6.3.4)
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operatér doniigiimleri gozoniine alinirsa ve bu operatér doniigimler (6.1.6) kanonik

Chebyshev-Hermite denklemine uygulanirsa,

éz(&) 2 oo, - B, —1) - 28,72 % [ 2(8) 92 + (k, ~1)&2(42)’

dé dé

+—1;—[0L2 o, B, +(2npy? 20, B, v2)E® |22(8) =0 (635)

2

seklinde Chebyshev-Hermite denklemine doniigen lineer olmayan denklem simfi
olusturulur ve bu denklemin ¢6ziimii, (6.1.7) kanonik Chebyshev-Hermite denkleminin

¢Oztimiiniin yardimiyla,

n-2i

2, (€) = é“’Z( 1) (27, 8™) (6.3.6)

)ll

bigiminde olacaktir. (6.3.2) ve (6.3.5) lineer olmayan denklem siniflarinin ¢dziimlerinin
arasinda iligkinin bulunmasi i¢in, gerekli ve yeterli kosullarin bulunmas: gerekir.

Gerekli kogulun bulunmast igin,

=7;€ v =E2¢) (6.3.7)

ozel operatér doniisiim gozéniine alinsin. ilk olarak (6.3.2) ve (6.3.5) denklem
siniflarinin ¢6ziimleri arasinda iligkinin, (6.3.7) ‘seklinde olmas: igin gerekli kosullar

bulunacaktir. Buna gére (6.2.13) Bessel denklemine doniisen genellestirilmis denklem
siifinin kullanabilmesi igin, (6.3.7) operatér déniigiimlerinin (6.3.1) de yazilmasiyla ¢

ve 1 operator doniisiim fonksiyonlari,

(& z(8)) =13 £ 2 (€) ¢=7,75&" (6.3.8)

seklinde olur. (6.3.8) operator doniisiimlerinin tiirevleri alinursa,
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=B e (639)
R T (63.10)
%‘l =y (o +kETHT 2N @)+ kS B 2 @S (6.3.11)
g dg

ki g ) T ki o ) £ O

+y3 (o, +k, )0, +k, ~DEXM2ZN(E) + K, (k, ~DyPEHthizh? (é‘,)(-:ilzé)2 (6.3.12)

bulunur. (6.3.8)-(6.3.12) ifadeleri, (6.2.13) Bessel denklemine déniisen genellestirilmis

denklem sinifinda yerlerine yazilirsa,

g2 Z(é)dz L@, + 1) + 11620 L + &, - vE” (D’

dg dg

1
+=od 200k, 417 -+ B IV £0]22E) =0 (6.3.13)

1

seklinde elde edilir. (6.3.13) Bessel denklemine doniigen lineer olmayan denklem
siufinin ¢dziimiiniin, (6.3.5) Chebyshev-Hermite denklemine doniisen lineer olmayan
denklem sinifinin ¢dziimiine esit olmasi igin gerekli kogul, bu lineer olmayan denklem

siiflarinin katsayilarinin birbirine esit olmasidir. Yani;
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.

2oy +k))+1=20,+1-B, 28, Y% ézﬁz

3k, —1=k,~1 veya k, =k, (6.3.14)

l 1
oy +1+al ~B7p 4RIV v )= — - od -0 By + (2 BE V3 - 204 By D) 7]
L 1 2

seklinde olmasidir. Burada a, ,a,,B,,B,,B:,7,,Y,,7Y, ler (6.3.1), (6.3.4) ve (6.3.7)

seklindeki operator doniigiimlerin sabitleridir. & degiskeni, & < £ < £™ aralifinda
degisirken (6.3.14) cebirsel sistemi, sabitlerin arasinda olan cebirsel sekildeki bagintidir.
(6.3.14) ccbirsel sistemi (6.3.5) ve (6.3.13) lincer olmayan denklem simflarinin
¢Oziimleri arasindaki iliskinin gerekli kos m(. u durumda (6.3.5) ve (6.3.13) lineer

olmayan denklem smflarmin ¢oziimleri arasindaki baginti, (6.3.7) operator

doéniigimlerinin (6.3.3) de yerlerine yazilmasiyla,

upkl = [&Zn(g)] k1= C, (73 ‘i)ﬂl Jp ['Yl (Ys E;)BI ]+ C, ('Ys &)_al Jp [Yl (73 g)ﬂl ] (6.3.15)

bulunur. Bu tipli ¢6ziimde z(£) nin ¢oziimii k, e baghdir. k, = 1,2,3,4 oldugunda, tam
¢cOzlim koléyca bulunur. k;>4 oldugunda veya tamsayi1 olmadiginda, yaklasik

yontemlerle yaklagik ¢6ziim bulunabilir.

Sonug olarak, (6.3.5) Chebyshev-Hermite denklemine doniigen lineer olmayan denklem
sinifimn ¢6ziimi, (6.3.13) Bessel denklemine déniisen lineer olmayan denklem simfinin

¢Oziimiiniin yardimiyla yapilir.

Ozel Hal. (6.3.1) ve (6.3.4) operatdr doniigiimlerinde k, =1 ve k, =1 alinarak ve 6zel

operatdr doniigiim olarak (6.3.7) operator doniisiimii gozoniine alinirsa, bu durumda

(6.3.13) denklemi,

4’z dz 2 2 2 2.2 2B, za,] _
édé—2+[2a1+3]§£+[2%+1+a1—Blp By E™ [2E) =0
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seklinde bulunur. Ayrica gerek kosul igin (6.3.14) ifadesinde, k, =1 ve k, =1

alinarak,

20, +3=20, +1-B, -2B, y3 &%
(6.3.16)
20, +1+af =B 7 p* +BTyi v e =0l —a, B, + (2B ¥] -20, B, 72)EP

elde edilir. Bu ise (6.3.7) 6zel operatér doniiglimiin alinmasi ve bu operator
dontigimlerin (6.1.4) Bessel denklemine doniisen lineer denklem simifinda yerine
yazilmastyla olugturulan denklem sinifi ile bu 6zel operatdr doniisiimii (6.2.1) operatdr
doniistimiinde yerine yazilmasiyla ¢ ve m operatér doniigiim fonksiyonlar1 bulunarak
(6.2.13) genellestirilmis denklem sinifinda yerine yazilmasiyla olusturulan denklem

sinitfi aymidir.

6.4. Chebyshev-Laguerre ve Bessel Denklemlerine Doniisen Lineer Denklem

Siiflarimin Coziimleri Arasindaki iligki

Bessel denkleminin kanonik geklindeki yazilimu,
xX?y"(x)+xy'(x)+(x*> —p*) y(x) =0
bi¢imindedir [9]. Bu denklemin yaklasik ¢6ziimii,
y(x)=C, I, (x)+C,J_;(x) (6.4.1)
seklindedir [9]. Bessel denklemine doniisen lineer denklem sinifinin olugturulmas igin,
x =y, t" ve y=t"u(t) (6.4.2)

operat6r déniisiimleri g6zoniine aliirsa , (6.1.1) kanonik tipli Bessel denklemi,

2
L8 g, o 7 a0 643
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seklinde yazlabilir. (6.4.3) denklem smfinin ¢6ziimii, (6.4.1) kanonik tipli Bessel

denkleminin ¢6ziimiiniin yardimiyla,

(M) =C, t™ I, (y, t")+C, ™ T, (v, t™) (6.4.4)
seklindedir. Chebyshev-Laguerre denkleminin kanonik geklindeki yazilimu,

V') +(1-x)y'(x)+ny(x)=0 (6.4.5)

bi¢imindedir [9]. Bu denklemin &zel polinomlarla ¢6ziimii,

m
|

y(®) =L, (x) =Y (D" X (6.4.6)

n!
=0 (n—m)}(m?)*

seklindedir [9]. Chebyshev-Laguerre denklemine dontigen lineer denklem smifimin

olusturulmast i¢in,

x=7,&" ve y=£"2(§) (6.4.7)

operator doniigtimleri gézdniine alinirsa denklem sinifi,

g’ ;‘? +og +1-By, 8 e +al + Blrs -~ par)eR @ =0 649)

seklinde yazilir. Bu denklemin ¢oziimi,  (6.4.6) kanonik Chebyshev-Laguerre

denkleminin ¢dziimiiniin yardimuyla,

2 (1E%) (649)

2, (£) = £ 3 (=1)"

m=0 (n—m)!(m!)

elde edilir. (6.4.3) ve (6.4.8) lineer denklem siruflarinin ¢ziimlerinin arasinda iligkinin
bulunmas: i¢in gerekli ve yeterli kosullarin bulunmasi gerekir. Gerekli kosulun

bulunmasi i¢in,
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t=y,& ve u=£z(&) (6.4.10)

ozel operator doniigiimii gézoniine alinsin. 11k olarak (6.4.3) ve (6.4.8) lineer denklem
stmiflarinin ¢éztimleri arasinda iliskinin, (6.4.10) seklinde olmasi igin gerekli kosullar

bulunacaktir. Bunun i¢in (6.4.10) operatdr déniigiimlerinin tiirevleri alinirsa,

&’ Td
%‘tl=j_z%=[z@)+gg_z]% (6.4.11)
%{23_2%32]% (6.4.12)

bulunur. (6.4.10)-(6.4.12) ifadeleri, (6.4.3) Bessel denklemine doniigen lineer denklem

sinifinda yerlerine yazilirsa,

dZZ dz
g o+ e v Roy s v ol B4 p i e @ =0 6413

elde edilir. (6.4.13) Bessel denklemine doéniisen lineer denklem sinifinin ¢6ziimiiniin,
(6.4.8) Chebyshev-Laguerre denklemine doniigen lineer denklem simfinin ¢6zlimiine
esit olmas! igin gerekli kogul, bu lineer denklem siniflarinin katsayilarmin birbirine esit

olmasidir. Yani;
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20, +3=2a, +1-B, v, EP
(6.4.14)

20, +1+0‘12 _ﬁlzpz +B12712 'Yiﬂl E.:ZBI =°‘; +(n[3§ Y, =0, B, 'Yz)E_'Bz

seklinde olur. Burada «,,a,,B,,B,,B:,7,5Y,,7; ler (6.4.2), (6.4.7) ve (6.4.10)

seklindeki operatér doniigiimlerin sabitleridir. & degiskeni, & < & < ™ araliginda
istenilen sekilde degisirken (6.4.14) cebirsel sistemi, sabitlerin arasinda olan cebirsel
sekildeki bagintidir. (6.4.14) cebirsel sistemi, (6.4.8) ve (6.4.13) lineer denklem
smuflarinin  ¢dziimleri arasindaki iligkinin gerekli kosuludur. Bu durumda (6.4.14)
cebirsel sistemi gozoniine alinarak, (6.4.13) ve (6.4.8) lineer denklem simflarinin
¢cozlimleri arasinda baginti, (6.4.10) operatdr doniiglimlerinin (6.4.4) de yerlerine

yazilmasiyla,

u, = €z,(8) =C, ('Ys g)—al Jp [Yl ('Ys é)ﬂl ]"' C, (73 g)_al Jp [Yl (73 g)ﬂl ]

veya

z,(8) = -;—[Cl 08 Lyt e e C, (s )™ Lo fryt e ] (6.4.15)

elde edilir.

Sonug olarak, (6.4.8) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen lineer denklem siifinin
¢ozlimti, (6.4.13) Bessel denklemine doniisen lineer denklem simifinin ¢dziimiiniin

yardimiyla yapilir.

6.5. Chebyshev-Laguerre ve Bessel Denklemine Doniisen Genellestirilmis Denklem

Siflarimn Coziimleri Arasindaki iliski

Bessel denklemine déniisen genellestirilmis denklem sinifinin olusturulmasi igin,
-

x = (t) ve y=n[t,u(t)] (6.5.1)
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operator doniisiimler goézoniine alir ve (6.1.1) Bessel denklemine uygulanirsa

genellestirilmis denklem sinifi,

o) | &n [ o) 0" We*®]dn [ 2 o ‘5o
[‘P'(t)} dt* +[(P'(t) [o'®] ]dt +lo*®-p’)n (6.5.2)

seklindedir. Bu (6.5.2) genellestirilmis denklem simfinin ¢oziimii, (6.4.1) kanonik
Bessel denkleminin ¢6ziimiiniin yardimiyla ve (6.5.1) operator doniigiimiinden u(t) nin

¢ekilmesi ile,
u, (0=¢{t; C, I, [o()]+C, I [o()] } (6.5.3)

bigimindedir. Chebyshev-Laguerre denklemine doniigen genellestirilmis denklem

sinifinin olugturulmasi igin,

x = A(€) ve y = B(E,%(£)) (6.5.4)

operatér doniisiimleri gézoniine alinirsa bu durumda (6.4.5) kanonik Chebyshev-

Laguerre denklemi,

2 i n
A _d’B [1 A AA}dB nB=0 (6.5.5)

[AI]2 déZ + A’ —[A/]3 d—g+

seklinde genellestirilmis denklem siuft olugturulur. Bu genellestirilmis denklem

stfinin  ¢oziimi, (6.4.6) kanonik Chebyshev-Laguerre denkleminin ¢o6ziimiiniin ve

(6.5.4) operator doniisiimiinden z(€) nin gekilmesi ile (5.1.21) in yardimyla,

2, (&) =1{&; (D" —“’——-—Z—[A(f,)] } (6.5.6)

m=0 (n-m)!(m!)
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bi¢iminde elde edilir. (6.5.2) ve (6.5.5) genellestirilmis denklem simiflarinin ¢éztimleri
arasinda iligkinin olmasi igin gerekli ve yeterli kosullarin bulunmas: gerekir. Gerekli

kosulun bulunmasi igin,

t=y(&) ve u=x[¢,z(¥)] (6.5.7)

yeni operatér doniisiim gozoniine alinsin. Boylece (6.5.2) ve (6.5.5) genellestirilmis
denklem smiflarinin ¢6ziimleri arasinda iliskinin (6.5.7) seklinde olmasi igin gerekli

kosullar bulunacaktir. Bunun i¢in (6.5.7) operatdr déniigtimlerinin tlirevleri alinirsa,

dn
dn_dndg _ d&
ST a (6.5.8)
dg
d’ndt _dnd’t
fﬂ_i[ﬁﬂéé a5 _ de* df  df dg’
dt>  de|dE dt [dt (g)s
dg
yani
&t
dz? _ 1 : dz?_ d€23 dn (6.5.9)
&’ [ ] g gt_} de
de de
9 = oly()] (6:5.10)
do
iy 4o _ dg _ 9 6.5.11
o'(t) it dt ( )

3

dg
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vy o _ d[dode]ar
*O= dé;[df, dt]dt

elde edilir. Buradan,

d’e do d’t
, dg? dede* 9 9 0
o"(t) = 2% — - 3 53 =ﬂ—,"’2 —H—ﬁ = (6.5.12)

de|  |dg

elde edilir. (6.5.7)-(6.5.12) ifadeleri, (6.5.2) Bessel diferansiyel denklemine doniisen

genellestirilmis denklem sinifinda yerlerine yazilirsa,

2 B 2 7
't dn

¢ 1 dn d&?dn| | o | @ | 1| @ @tilld 1,

— ; TEFw Tl 7o E T, —+lo"-p"n=0

Pe [t§]2 dg* [t§]3 €| | @ | 9| @ [tz;]z [t€]3 t [ ]

ty te |ty | t

L A

veya

2 2
| dn (o |o|Pidn [,
— | === = ===+ -p n=0 (6.5.13)
LPJ dg? [(Pé [‘PJ @ |dE [ ]

bulunur. (6.5.13) Bessel denklemine doniisen genellestirilmis denklem smifinmin
¢Oziimiiniin, (6.5.5) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen genellestirilmis denklem
simifinin ¢oziimiine esit olmasi i¢in gerekli kosul, (6.5.13) ve (6.5.5) genellestirilmis
denklem smuflarinin katsayilarinin birbirine esit olmasidir. Bu durumda (6.5.7) operatr

doniisiimleri, (6.5.3) de yerlerine yazilirsa,

16 2®)] = o {t; C, T [e®]+ C, I [o®)] }

= ¢, {w(®; C, T [o(wEN] + C, T loCwE) ] (6.5.14)
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elde edilir.

Sonug olarak (6.5.5) Chebyshev-Laguerre denklemine doniigen genellestirilmis denklem
sinifimin  ¢6ziimii, (6.5.13) Bessel denklemine doniigen genellestirilmis denklem

sinifinin ¢6ziimiiniin yardimiyla yapilir.

6.6. Chebyshev- Laguerre ve Bessel Denklemine Déniisen Lineer Olmayan

Denklem Smiflarinin Coziimleri Arasindaki Iligki

Bessel denklemine déniisen lineer olmayan bir denklem sinifinin olusturulmast igin,
x=y,t" ve y=tmuk(t) (6.6.1)

operatdr doniisiimleri gozoniine alinirsa ve bu operatér doniigtimler (6.1.1) kanonik

Bessel denklemine uygulanirsa,

t u(t)d U 20, +1]tu(t) Lt (k, - Dt (d“)

+I(~[af—Bf 2 B2yt Ju () =0 (6.62)

1

seklinde Bessel denklemine déniisen lineer olmayan denklem smifi olusturulur. Bu

denklemin ¢6ziimii, (6.4.1) kanonik Bessel denkleminin ¢6ziimiiniin yardimiyla,
u () =C M Iy, 1)+ Cy 7 T (y, tP) (6.6.3)

seklindedir. Chebyshev-Laguerre denklemine déniigen lineer olmayan denklem sinifinin

olusturulmast igin,

x=y,&" ve y=§%2" () (6.6.4)

operatr doniigiimleri gézoniine alimrsa ve bu operatdr doniisiimler (6.4.5) kanonik

Chebyshev-Laguerre denklemine uygulanirsa,
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2,6y 4°Z _ Teerdz o ezl dz ]
§72(6) 4.5 20, +1-B, 7, t* e 2() G+ (k-1 [dﬂ

+ o + @Bl o, B 0% [P @) =0 (665

2

seklinde Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen lineer olmayan denklem sinifi
olusturulur ve bu denklemin ¢6ziimii, (6.4.6) kanonik Chebyshev-Laguerre denkleminin

¢Oziimiiniin yardimiyla,

2,5 () =Y (-)" (1, E%) 66.6)

n!
m=0 (n-m)!(m!)

bigiminde olacaktir. (6.6.2) ve (6.6.5) lineer olmayan denklem siiflarinin ¢éziimlerinin
arasinda iligkinin bulunmasi i¢in, gerekli ve yeterli kosullarmn bulunmasi gerekir.

Gerekli kogulun bulunmasi igin,

t=v,& ve u=£z() (6.6.7)

ozel operatér doniigiim gozoniine alinsin. ilk olarak (6.6.2) ve (6.6.5) denklem
s1 ¢oziimleri arasinda iligkinin, (6.6.7) seklinde olmasi igin gerekli kosullar

bulunacaktir. Buna gore (6.5.13) Bessel denklemine déniisen genellestirilmis denklem
sintfimin kullanabilmesi igin, (6.6.7) operator dérﬁisﬁmlerinin (6.6.1) de yazilmasiyla ¢

ve 1 operator doniisiim fonksiyonlari,

nE 2() = v3' & 24 () =y, 75 E" (6.6.8)

seklinde olur. (6.6.8) operatér doniigiimlerinin tiirevleri alinirsa,

d -
d_(g =Y, 'YEI Bl éﬂl : (669)

denklem
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-d—g{i =y, 7" B, (B, ~1)&" (6.6.10)
N o (o +k ) E 2 () + ko 28 ) L 6.6.11)
dg dg

d? o v ok ket es 4°Z . P

Eg—? = leSI gk I(E:)Eg_z + 2k\'Y3l(0‘1 + kx) g™ falgh l(&)‘&g

FY (o k)@, + K~ DETHTIZNE) 4k (y — DY) (%2—)2 (66.12)

bulunur. (6.6.7)-(6.6.12) ifadeleri, (6.5.13) Bessel denklemine déniigen genellestirilmis

denklem simifinda yerlerine yazilirsa,

g2 z(a>?+[2(a, +k>+1]§z(§) + (k, - DE? ( Zy?

dg dg

1
+ ;[af F 20,k +k2—Bipt + B2y EM]2(E) =0 (6.6.13)

I

seklinde elde edilir. (6.6.13) Bessel denklemine déniigen lineer olmayan denklem
sinifinin ¢oziimiiniin, (6.6.5) Chebyshev-Laguerre denklemine doniigsen lineer olmayan
denklem sinifimin ¢dziimiine esit olmasi igin gerekli kosul, bu lineer olmayan denklem

siniflarinin katsayilarinin birbirine esit olmasidir. Yani;

2o +k)+1=20, +1-B, 7, tF
ik, 1=k, -1 veya k, =k, (6.6.14)

1 1
[2a1+1+0L1 Bl p +Bl Y1 ZB' ézﬂl]k—"=i—[a§+(nl3§72—az B, 72)“3'32]
1 1
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seklinde olmasidir. Buradaa, ,o,,B,,B,,Bs, Yi» ¥,,Y5 ler (6.6.1), (6.6.4) ve (6.6.7)

seklindeki operatér doniiglimlerin sabitleridir. & degiskeni, &" < & < E™ araliginda
istenilen sekilde degigirken (6.6.14) cebirsel sistemi, sabitlerin arasinda olan cebirsel
sekildeki bagmntidir. (6.6.14) cebirsel sistemi, (6.6.5) ve (6.6.13) lineer olmayan
denklem siniflarimin ¢oziimleri arasindaki iligkinin gerekli kosuludur. Bu durumda
(6.6.5) ve (6.6.13) lineer olmayan denklem simflarimin ¢dziimleri arasindaki bagnti,

(66.7) operatdr dontistimlerinin (6.6.3) de yerlerine yazilmasiyla,

w4 ()= 2@1 =C, (s &)™ Tory s 8P [+ €5 (s &7 T by (v 2] (6.6.15)

bulunur. Burada z(€) nin ¢ziimii, k; e baghdir. k;=1,2,3,4 oldugunda, ¢6ziim kolayca

bulunur. k;>4 oldugunda veya tamsayi olmadiginda, yaklasik yontemlerle yaklasik

¢6ziim bulunabilir,

Sonug olarak, (6.6.5) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen lineer olmayan
denklem sinifinin ¢6ziimii, (6.6.13) Bessel denklemine doniisen lineer olmayan denklem

sinifinin ¢6ziimiiniin yardimyla yapilir.

Ozel Hal. (6.6.1) ve (6.6.4) operatdr doniistimlerinde k, =1 ve k, =1 alinarak ve zel

operatdr doniigiim olarak (6.6.7) operatdr doniigtimii gézénﬁne alintrsa, bu durumda
(6.6.13) denklemi,

2

&z
3 o’

dz
+[20c1+3]§a€+[20c1+1+a,2~—[31 P +B2y2y et |z(E) =0 (6.6.16)
seklinde bulunur. Ayrica gerek kosul igin (6.6.16) ifadesinde k, =1 ve k, =1

alinarak,

20, +3 =20, +1-B, 7,
(6.6.17)

2,2 .28,

2a, ""1"‘0"12 _[312p2 +Biv Vs Esz, =0‘§ +(nB§Yz -a, B, 'Yz)é;[32



elde edilir. Bu ise (6.4.10) ozel operator doniigiimiin alinmas1 ve bu operatér
doniigiimlerin (6.5.2) Bessel denklemine doniigen genellestirilmis denklem simifinda
yerine yazilmastyla olugturulan denklem sinifi ile bu 6zel operatdr doniistimii (6.5.1)
operatér doniigiimiinde yerine yazilmasiyla @ ve m operatoér doniisiim fonksiyonlan

bulunarak (6.5.13) genellestirilmis denklem sinifinda yerine yazilmasiyla olusturulan

denklem smifi aynidar.

6.7. Chebyshev-Laguerre ve Chebyshev-Hermite Denklemlerine Ddéniigen Lineer

Denklem Simiflarinin Coziimleri Arasindaki Iliski

Chebyshev-Laguerre denkleminin kanonik seklindeki yazilim,
y'(xX)+(1-x)y'(x)+ny(x)=0 6.7.1)

bi¢imindedir [9]. Bu denklemin ¢6ziimii,

1 m

yx)=L,(x)= > ()" X (6.7.2)

n!
=0 (n-m)!(m!)’

seklindedir [9]. Chebyshev-Laguerre denklemine déniisen lineer denklem sinifimin

olusturulmasi igin,

x=v,t" ve y=t" u(t) , (6.7.3)
operatdr doniigiimleri gozoniine alinirsa, (6.7.1) kanonik Chebyshev-Laguerre denklemi,
2 ‘;%’ +[a, +1-B, 7, * Jo 8t o + @By, - o, B, 1) Ju®) =0 6.7.4)

seklinde yazilabilir. Bu (6.7.4) denklem sinufinin ¢dziimii, (6.7.2) kanonik Chebyshev-

Laguerre denkleminin ¢oziimiiniin yardimiyla,
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m

e N _1\m Il! By
u, ()=t Z( ) R (v, t™) (6.7.5)

seklindedir. Chebyshev-Hermite denkleminin kanonik seklindeki yazilima,
y'(X)-2xy'(X)+2ny(x) =0 (6.7.6)
bi¢cimindedir [9]. Bu denklemin ¢dziimii,

n-2i

B ngiftiken
N=12,
E——, ntekiken
2

seklindedir [9]. Chebyshev-Hermite denklemine doniisen lineer denklem simifinin

olusturulmasi igin,
x=7,E% ve y=E% 5(E) (6.7.8)
operatdr doniiglimleri géz6éniine alinirsa denklem sinifi,

2 d’z _B. — 2 £28, g dz
& bR r1-p, -2, 73 £ e

+[ad -, B, +(2n B 13 —20, B, 13)E™ 2(®) =0 (6.1.9)
seklinde yazilir ve bu denklem sinmifinin ¢6ziimii, (6.7.7) kanonik Chebyshev-Hermite
denkleminin ¢oziimiiniin yardimyla,

n-2i

2,(8) = f;“zZ( D ey @) (67.10)
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elde edilir. (6.7.4) ve (6.7.9) lineer denklem siniflarinin ¢6ziimlerinin arasinda iligkinin
bulunmast igin gerekli ve yeterli kosullarin bulunmasi gerekir. Gerekli kosulun

bulunmasi igin,

t=v,& ve u=Ez(&) (6.7.11)

ozel operatdr doniisiim gozOniine alinsmn. ilk olarak (6.7.4) ve (6.7.9) lineer denklem
siniflarinin ¢oziimleri arasinda iligkinin (6.7.11) seklinde olmasi i¢in gerekli kogullar

bulunacaktir. Bunun igin (6.7.11) operatdr dontigtimlerinin tiirevleri alinirsa,

d§ =z(§)+ é*g

2 2
d 2dz édz

dg? Tdg o Cde?

dt_ ve ﬂ =

d& =73 d&z -

du _dudf

T dE, 5t [ zZ(E)+& f;] (6.7.12)
d’u | dz _d’2z|1

s _[ m éEJ (6.7.13)

bulunur. Bu ifadeler, (6.7.4) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen denklem

sinifinda yerlerine yazilirsa,

d2
(Y:i){i i +& e

} [2a +1—7,B,y5 E_.“‘]vs [Z(§)+§d§]

oz + B2y, —o, By )R € | E2(E) =0
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veya

d*z dz
E,\Z —dé—2+[20l.1 +3—’Y1 Blygl 5“‘15_,55

+[0‘12 +2a, +1+(n61271 =By —ay By 'Y])'Yg1 QB'] zZ(&)=0 (6.7.14)

elde edilir. (6.7.14) Chebyshev-Laguerre denklemine ddniisen lineer denklem sinifinin
¢oziimiiniin, (6.7.9) Chebyshev-Hermite denklemine déniigen lineer denklem simifimin
¢oziimiine esit olmast igin gerekli kosul, bu denklem siniflarimn katsayilarimin birbirine

esit olmasidir. Yani;

20, +1-B, _252'Y§ E.»ZBZ =20, +3-7, Bl'YE' Z:»Bl

0‘3 —a, B, +(2n Biyg -2a,B, 'Yi)&mz =0‘12 +20, +1+(n ‘31271 By —oy By 'Yl)'Yg1 E:p'
(6.7.15)

seklinde olur. Burada o, ,c,, B, B, Bs» Yi»7¥s-¥s ler (6.7.3), (6.7.8) ve (6.7.11)

seklindeki operator doniigiimlerin sabitleridir. & degiskeni, & <& < & arahiginda
istenilen sekilde degisirken (6.7.15) cebirsel sistemi, sabitlerin arasinda olan cebirsel
sekildeki bagintidir. (6.7.15) cebirsel sistemi, (6.7.9) ve (6.7.14) lineer denklem
siiflarinin ¢oziimleri arasindaki iligkinin gerekli kosuludur. Bu durumda (6.7.15)
cebirsel sistemi gdzoniine alnarak, (6.7.9) ve (6.7.14) lineer denklem simflarimn
¢oziimleri arasinda bagmnti, (6.7.11) operatdr doniigiimlerinin (6.7.5) de yerlerine

yazilmasiyla,

m

£z,(8)=(y,t")™ i‘,(—l)"‘ ~(7,t™) (6.7.16)

n!
m=0 (n—m)'(m|)

veya
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m

W @ =] (12 ) N (12 t%) (67.17)

n!
(n—m)!(m!)*
seklinde elde edilir.

Sonug olarak, (6.7.9) Chebyshev-Hermite denklemine doniisen lineer denklem sinifinin
¢6ziimii, (6.7.14) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen lineer denklem simfinin

¢Oziimiiniin yardimziyla yapilir.

6.8. Chebyshev-Laguerre ve Chebyshev-Hermite Denklemlerine Doniisen

Gencellestirilmis Denklem Simiflarimin Céziimleri Arasindaki iiski

Chebyshev-Laguerre  denklemine doniigen genellestirilmis denklem  sifinun

olugturulmasi igin,

x=0(t) ve y = n[t,u(t)] (6.8.1)

operatér doniisimler gbzoniine aliir ve(6.7.1) kanonik Chebyshev-Laguerre

denklemine uygulanirsa genellestirilmis denklem sinifi,

o(t) d’n [1 —o(t) _ @”(t)w(t)] 4 m=0 (6.8.2)

P & | o0 [o'of |
seklinde bulunur. Bu (6.8.2) genellestirilmis denklem sinifinin ¢6ziimdi, (6.7.2) kanonik

Chebyshev-Laguerre denkleminin ¢6ziimiiniin ve (6.8.1) operator doniigiimiinden u(t)

nin ¢ekilmesi ile (5.1.21) in yardimiyla,

1 n|
= : -H""—_— " 6.8.3
u, (1) ¢{t’n§,( D T’ [(P(t)]} (6.8.3)

bi¢imindedir. Simdi Chebyshev-Hermite denklemine déniisen genellestirilmis denklem

sinifinin olusturulmasi igin,
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x=A(g) ve y=B(&z(Q8) (6.8.4)

operatér doniisiimleri gozéniine alinirsa bu durumda (6.7.6) kanonik Chebyshev-

Hermite denklemi,

L &8 _| A" _,AdB B0 (6.8.5)
(AI)Z d€2 (AI)3 AI d&

seklinde genellestirilmis lineer denklem sinifi olugturulur. Bu genellestirilmis denklem
siifimn ¢oztimi, (6.7.7) kanonik Chebyshev-Hermite denkleminin ¢oziimiintn ve

(6.8.4) operatdr déniisiimiinden z(€) nin ¢ckilmesit ile (4.1.21) in yardimuyla,

N . n-2i
7, (8) = I{a; pACH (T_—“zﬁ[m(@)] } (6.8.6)

i=0

bi¢iminde elde edilir. (6.8.2) ve (6.8.5) genellestirilmis denklem smiflarinin ¢6ziimleri
arasinda iliskinin olmasi icin gerekli ve yeterli kogullarin bulunmasi gerekir. Gerekli

kosulun bulmasi i¢in,

t=y(®) ve u=x[& 2] (6.8.7)

6zel operatdr déniisiim gozoniine alinsin. Ik olarak (6.8.2) ve (6.8.5) genellestirilmis
denklem siniflarimin ¢6ziimleri arasinda iligkinin, (6.8.7) seklinde olmasi igin gerekli

kogullar bulunacaktir. Bunun i¢in (6.8.7) operat6r doniigtimlerinin tiirevleri alinirsa,

dn
dn_dndf _ dg (6.8.8)
dt  dg dt dt o

dg
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dnai_dn ¢t
¢ _d [m;}éé: & a3

dt? e | de dt | dt (s
dg§

yani

@
dn_ 1 dn_ dE? dy

- 6.8.9
W TaT & Tal (¢4
g dg
o =oly(®)] (6.8.10)
do
o do _ dE 9
t)=e—=—2Z=—= 6.8.11
PO Ta Ty, .
dg
o 4’0 d|deds|de
{)=-TF=—| L 22
PO=" dg[dg dt | dt
elde edilir. Buradan,
o dpd’t
2 2 n 13 ”n
yiy=-S_ 5 9 00 (6.8.12)

ANARA

elde edilir. (6.8.7)-(6.8.12) ifadeleri, (6.8.2) Chebyshev-Laguerre diferansiyel

denklemine dontisen genellestirilmis denklem sinifinda yerlerine yazilirsa,
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&t
1 d%n de? dn| |1-9,

AR ENE
t Lt&

veya

2 _ n
[(pip]z 3@121{1 ¢ E(':ﬂﬂﬂmn:o (6.8.13)
3 £

bulunur. (6.8.13) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen genellestirilmis denklem
sintfinin ¢6ziimiiniin, (6.8.5) Chebyshev-Hermite denklemine doniisen genellestirilmis
denklem sinifinin ¢6ziimiine esit olmasi igin gerekli kosul, bu denklem siniflarinin
katsayilarmn birbirine esit olmasidir. Bu durumda (6.8.7) operator doniistimleri, (6.8.3)

da yerlerine yazilirsa,

e w®)] = { Z() n‘l‘)', o~ [@(t)]"‘}

=9, {w(é); i_(—n( ), # [@(w(é))]"‘} (6.8.14)

elde edilir.

Sonug olarak (6.8.5) Chebyshev-Hermite denklemine doniigen denklem sinifinin
¢oziimii, (6.8.13) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen denklem sinifinin

¢Oztiminiin yardumiyla yapilr.
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6.9. Chebyshev-Laguerre ve Chebyshev-Hermite Denklemlerine Déniisen Lineer

Olmayan Denklem Simiflarinm Coziimleri Arasimdaki fliski

Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen lineer olmayan bir denklem siifimin

olugturulmasi igin,
x=7,t" ve y=tmub(t) (6.9.1)

operatdr doniistimleri gézoniine aliirsa ve bu operator doniigiimler (6.7.1) kanonik

Chebyshev-Laguerre denklemine uygulanirsa,

tu(t)—+[2a +1- B,y,t“']tu(t) S (k, l)t( by’

+ ot @Bl -, )t 9 =0 692)

seklinde Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen lineer olmayan denklem smifi
olusturulur ve bu denklemin ¢6ziimii, (6.7.2) kanonik Chebyshev-Laguerre denkleminin

¢Oziimiiniin yardimiyla,

(6.9.3)

seklindedir. Chebyshev-Hermite denklemine déniisen lineer olmayan denklem siifinin

olugturulmas igin,

x=7,E" ve y=£%u"(€) (6.9.4)

operatdr doniisiimleri gozoniine alinirsa ve bu operatér doniisiimler (6.7.6) kanonik

Chebyshev-Hermite denklemine uygulanirsa,
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£z(5) 92 o Z+Pa, -0, -n-28,38" ) & 2+ (k, -2y’

dg

+ o =, B+ uBir ~20, B, 11E™ @) = 0 (69.5)

2

seklinde Chebyshev-Hermite denklemine doéniigen lineer olmayan denklem simfi
olusturulur ve bu denklemin ¢6ziimii, (6.7.7) kanonik Chebyshev-Hermite denkleminin

¢ozlimiiniin yardimiyla,

n-2i

z, (&) = «2“22( 1) (27, M) (6.9.6)

)ll

bigiminde olacaktir. (6.9.2) ve (6.9.5) lineer olmayan denklem siniflarinin ¢6ziimlerinin
arasinda iligkinin bulunmas: igin, gerekli ve yeterli kogullarin bulunmasi gerekir.

Gerekli kosulun bulunmasi i¢in,

t=v,& ve u=E&zE) (6.9.7)

ozel operatér doniigiim goz Oniine alnsin. Ik olarak (6.9.2) ve (6.9.5) denklem
siniflarimin ¢6ziimleri arasinda iligkinin, (6.9.7) seklinde olmasi i¢in gerekli kosullar
bulunacaktir. Buna gore (6.8.13) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen
genellestirilmis denklem simifinin kullanabilmesi i¢in, (6.9.7) operatdr doniigiimlerinin

(6.9.1) de yazilmasiyla ¢ ve 1 operatér doniisiim fonksiyonlari,

(& z(8) = v3' £ 2 (§) o=y,75 &P (6.9.8)
seklinde olur. (6.9.8) operatér doniigtimlerinin tiirevleri alinirsa,

_(_:l_(E_ By-1
i Y5 B & (6.9.9)
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o ng (@ _1Eh 6.9.10
a2 7173 B (B —DE ( )
dn — a|+k1 -1 k| 1 (l|+k| kl—l dz

i =vy' (o, +k,)§ 2z (&) +kyyy' €% z (&)—~d§ (6.9.11)

dzn o g oy +k) kl Rt 1 op+rk=1,k, —1 %
’CE‘" kv3'€ (‘t:) de? + 2k,y3' (o +k)DE ANN(S de

3 (0 + k)0 + Ky = DER 24 (E) + K (K, — DY FESTz4 (@) (%2)2 (69.12)

bulunur. (6.9.8)-(6.9.12) ifadeleri, (6.8.13) Chebyshev-Laguerre denklemine doéniisen

genellestirilmig lineer denklem sinifinda yerlerine yazilirsa,

azz(cz)g;—%-+[2<a,+k.)+1—ﬁ,vl & Je 2 92+ (e, - 1g? (22

dg dg

b=l + 20, +KE BTy, ~a, By K BTV B R @) =0 (69.13)

1

seklinde elde edilir. (6.9.13) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen lineer olmayan
denklem sinifinin ¢oziimiiniin, (6.9.5) Chebyshev-Hermite denklemine déniisen lineer
olmayan denklem sinifinin ¢6ziimiine esit olmas: igin gerekli kosul, bu lineer olmayan

denklem siniflarinin katsayilarinin birbirine esit olmas: gerekir. Yani;
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200, +k)+1-B, v, Ygl P = 20, — (B, “1)_2['327; E)za;

k,-1=k, -1 veya k, =k,

< (6.9.14)
1

K [0‘1 +2a,k, +k2+(nB|Y| -y By, -k BIYI)YZﬁl E)zpl]

1

| —_[OLZ —Q, Bz"'(anz'Yz 2a,B, 'Yg){}mz]

seklinde olmasidir. Burada o, ,a,, B, B,, Bss 715> 75> 75 ler (6.9.1), (6.9.4) ve (6.9.7)
seklindeki operatér doniisiimlerin sabitleridir. & degiskeni, &' < & < &™ araliginda
degisirken (6.9.14) cebirsel sistemi, sabitlerin arasinda olan cebirsel sekildeki bagintidir.
(6.9.14) cebirsel sistemi (6.9.5) ve (6.9.13) lineer olmayan denklem smiflarinin
¢oziimleri arasindaki iligkinin gerekli kosuludur. Bu durumda (6.9.5) ve (6.9.13) lineer

olmayan denklem siniflannin ¢oziimleri arasindaki baginti, (6.9.7) operator

doniigiimlerinin (6.9.3) de yerlerine yazilmasiyla,

£z, Z( b — 1, & } (6.9.15)

)'( )’
bulunur. Bu tipli ¢6ziimde z(€) nin ¢dziimii k; e baghdir. k;=1,2,3,4 oldugunda, tam

¢oziim kolayca bulunur. k;>4 oldugunda veya tamsayi olmadiginda, yaklasik

yontemlerle yaklagik ¢6ziim bulunabilir.

Sonug olarak, (6.9.5) Chebyshev- Hermite denklemine doniisen lineer olmayan denklem
siufinin ¢oztimi, (6.9.13) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen lineer olmayan

denklem smifinin ¢dziimiintin yardimiyla yapilir.
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Ozel Hal. (6.9.1) ve (6.9.4) operatdr doniisiimlerinde k, =1 ve k, =1 alinarak ve 6zel

operator doniigiim olarak (6.9.7) operatdr doniigiimii gdzdniine alinirsa, bu durumda

(6.9.13) denklemi,

d’z dz
2" +2a, +3- Bighle—
dE_,2 [ 1 71873 § ]&dﬁ

2o + 20, +14 (BRY, ~By v, —o By vV EP | 2®) =0 (6.9.16)

3

seklinde bulunur. Ayrica gerek kosul igin (6.9.14) ifadesinde k, =1 ve k, =1

alinarak,

20, +1-B, “2[327% gzﬁz =20, +3-v, Bl'Ygl %B'

0‘% -, B +(2n B%Y% -2a,B; Y%)&mz '_-0‘12 + 20, +1+(“B1271 —By v =04 By yi)vs' éB'
(6.9.17)

elde edilir. Bu ise (6.7.11) 6zel operatdr doniigiimiin alinmast ve bu operatdr
doniisiimlerin  (6.7.5) Chebyshev-Laguerre denklemine doniisen lineer denklem
sinifinda yerine yazilmasiyla olusturulan denklem sintfi ile bu 6zel operatdr doniigiimiin
(6.8.1) operatér doniigiimiinde yerine yazilmasiyla ¢ ve m operatér doniisiim
fonksiyonlar1 bulunarak (6.8.13) genellestirilmis denklem sinifinda yerine yazilmastyla

olugturulan denklem sinifi aymdir.
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BOLUM VII

SONUC VE ONERILER

Fiziksel olaylarda genig bigimde kullanilan kanonik Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-
Laguerre denklemleri incelenmigtir. Degisen ortamlarda gelisen fiziksel olaylar,
Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre tipindeki denklem smiflarina
doniigmektedir. Bu durum dikkate alinarak tezin igeriginde, denklem siniflan
genellestirmis ve onlarin ¢6ziim ydntemi verilmistir. Bu istikametde agagidaki neticeler

allnmgtir.

1) Dogada fiziksel olaylar sonucunda olusan, katsayilari degisen ozel tipteki
Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre denklemlerinin ¢6ziimi, 6zel polinomlar

yardimiyla verilerek bu 6zel polinomlarin 6nemli 6zellikleri incelenmistir.

2) Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre tipindeki denklem siniflari, operator
dontigtimti yardimiyla genellestirilmistir. Buradaki denklem simiflari, lineer ve lineer
olmayan denklem siniflarini da kapsamaktadir. Ustel fonksiyon bigiminde olan operator

doniigtimleri igin,denklem simifiar1 olusturulmustur.

3) Chebyshev-Hermite ve Chebyshev-Laguerre tipindeki denklem smiflarinin genel
¢Ozlim yontemi verilmistir. Buradaki denklem simiflari, lineer ve lineer olmayan
denklem smiflarimi da kapsamaktadir. Ustel fonksiyon bigiminde olan operator

doniiglimler igin olusturulan denklem siniflarinin ¢éziimleri verilmistir.

4) Chebyshev-Hermite, Bessel ve Chebyshev-Laguerre tipindeki denklem siniflarinin
¢Ozlimleri arasinda baglantinin bulunmasi i¢in gerekli kosullar, operatér bigiminde olan
Ozel doniigtim yardimiyla olusturulmustur. Buradaki denklem siniflari, lineer ve lineer
olmayan denklem siniflartni da kapsamaktadir. Ustel fonksiyon bigiminde olan operator

doniistimler igin olugturulan denklem siniflar1 incelenmigtir.
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5) Lineer olmayan fiziksel titresim problemleri, lineer olmayan ses dalgalari, sicaklik
dalgalar1 ve elektro-manyetik dalgalarin yayilmasi problemleri mekanik teorisinde
lineer olmayan olaylara drnek olarak verilebilir. Dogada meydana gelen lineer olmayan
fiziksel problemlerin deneysel ve teorik olusumu ile onlarin gelisimi, matematigin

konusuyla birebir baghdir.
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