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OZET

BANACH UZAYLARINDA ABSTRAKT FONKSiYONLARIN
RIEMANN, STIELTJES VE BOCHNER INTEGRALLERI VE
ONLARIN BAZI UYGULAMALARI

KADER, Serkan

Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dah

Damgman: Prof Dr. Mammad i. MUSTAFAYEV
Haziran 2002, 81 sayfa

Bu ¢alismada normlu uzaylarda tanimlanmis ve degerleri normlu uzaylarda olan abstrakt
fonksiyonlarin Riemann, Stieltjes, Bochner integrallerinin tanimlanmasi égrenildi.

ikinci béliimde, adi fonksiyonlar igin Lebesque integrali ile ilgili temel tanim ve teoremler
hatirlatilds.

Ugtincii boliimde, sayisal degiskenlere bagl abstrakt fonksiyonlarin tanim verilerek, limit.
stireklilik ve diferansiyellenme gibi temel tammlari ve uygun ozellikleri ele alindi.
Dérdiincii béliimde, Bochner integrali tanimlandi ve Bochner integralinin uygulanmasiyla
Banach uzayinda diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢éziimiiniin varlig: ve
tekligi incelendi.

Besinci boliimde, abstrakt fonksiyonlarin, pratik problemlerin ¢6ziimiinde sik sik rastlanan
Ricmann ve Sticltjes integrallerinin tammlari ve temel 6zellikleri verildi.

Alunct bolimde ise, spektral fonksiyon anlam verildi ve bu spektral lonksiyon iizere
Riemann-Stieltjes integrali tanmimlandi. Spektral fonksiyonun yardimiyla kendi kendine

eslenik operatdriin ve rezolventinin integral agilinm yazildi.

Anahtar Kelimeler: Abstrakt fonksiyon, Bochner integrali, Cauchy problemi, Stieltjes

integrali, spektral fonksiyon, Cauchy formiilii.
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SUMMARY

RIEMANN, STIELTJES AND BOCHNER INTEGRALS
OF ABSTRACT FUNCTIONS ON BANACH SPACES AND
SOME OF THEIR APPLICATIONS

KADER, Serkan

Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mammad I. MUSTAFAYEV

June 2002, 81 pages

In this study, it was learned, the definitions of Riemann, Stieltjes and Bochner integrals of
abstract functions which defined on normed spaces and which values in normed spaces.

In the second section, basic definitions and theorems related to Lebesque integral
overwieved for ordinary functions.

In the third section, by giving the definition of abstract functions which depend on
numerical variables, basic definitions such as limit, continuity and differentiability of these
functions and its suitable properties considered.

In the fourth section, Bochner integral is defined and we showed the existence and
uniqueness of the solution of Cauchy problem for differential equations on Banach space
by an application of Bochner integral.

In the (ifth section, definitions and basic properties of Riemann and Stieltjes integrals of
abstract functions, which are frequently addressed at the solutions of practical problems,
were given.

In the sixth section, spectral function is expressed and Riemann-Stieltjes integral is
defined on this function. Integral expansion of self adjoint operator and its resolvent is

determined by the spectral function.

Key Words: Abstract function, Bochner integral, Cauchy problem, Stieltjes integral,

spectral function, Cauchy formula.
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BOLUM I
GiRiS

Bu ¢alismada, parametreye bagh ve genel halde keyfi normlu uzaylarda tanimlanmis ve
. degerleri normlu uzaylarda olan fonksiyonlarin — abstrakt fonksiyonlarin integrallerinin

tanimlar1 ve uygun integrallerin 6zellikleri 6grenilmistir.

Parametreye bagli olan abstrakt fonksiyonlarin integrallerinin tanimi, matematik analizde
(veya Kompleks fonksiyonlar teorisinde) verilen egri iizere integralin tanimiyla hemen
hemen aymdir. Ama keyfi normlu uzaylarda tamimlanmig abstrakt fonksiyonlarin
integralleri, Reel analizde verilen Lebesque integralinin bir benzeridir. Lebesque integrali,
tanim kiimesinde, Lebesque Olgiisii yardimt ile verildigi halde, abstrakt fonksiyonlarin
integrali, tanim kiimesinde verilmis olan uygun 6l¢iiniin yardim ile tanimlanir ve alinan

integrale genelde Bochner integrali denir.

Bu tez girig bolimii dahil alt1 boliimden olusrﬁaktadlr. Ikinci‘béh’imde, adivfonksiyonlar
icin Lebesque integrali ile ilgili temel tamm ve teoremler verildi. Uglincii boliimde, sayisal
degiskenlere bagl abstrakt fonksiyonlarin tanimi verilerek, limit, siireklilik ve
diferansiyellenme gibi temel tanimlar ve uygun 6zellikleri ele alindi. Dordiincii bélimde,
Bochner integralinin tamimi verildi ve Bochner integralinin uygulanmasiyla Banach
uzayimda diferansiyel denklemler igin Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin varlig1 ve tekligi
incelendi. Besinci boliimde, abstrakt fonksiyonlarin, pratik problemlerin ¢éziimiinde sik sik
rastlanan Riemann ve Stieltjes integrallerinin tanimlan ve temel dzellikleri verildi. Altinc
boliimde ise, Spektral fonksiyon anlamm verildi ve bu spektral fonksiyon iizere Riemann-
Stieltjes integrali tamimlandi. Spektral fonksiyonun yardimiyla kendi kendine eslenik

operatdriin, kendisinin ve rezolventinin integral agilimi yazildi.



BOLUM 11

OLCU VE LEBESQUE INTEGRALI

Bochner integralinin taniminda 6lgii anlami ve Lebesque integralinin tamm y6nteminden
yararlanilacaktir. Bundan dolay1 Once Lebesque teorisinin esas anlamlarm ve birkag

6nemli teoremlerini verelim.
2.1. Abstrakt ( Soyut ) Olgii ve integral Anlam

Tanm 2.1.1. X herhangi bir kiime olsun. X kiimesinin alt kiimelerinin A kiimesi

asagidaki,

1°. XeA

2°. AeA oldugunda A'e A

3%i=1,2, .. igin AicAiken, | ] AicA
i=l

sartlarini sagliyorsa, o zaman A’ ya o-cebir denir.

Bu sartlardan, @< A oldugu ve o- cebire dahil olan sonlu veya sayilabilir sayida kiimelerin

kesisiminin de o-cebire dahil oldugu anlasilir.
X kiimesinin alt kiimelerinin kiimesi o-cebir olusturur.

Reel sayilar kiimesinin [o,,B] kapali araligim alalim. Bu araliktaki, sonlu veya sayilabilir
sayida agik araliklarin, kapali arabiklarin keyfi birlesimlerinin veya kesigimlerinin ailesi
[o,B] arahigindaki kiimelerin Borel sistemini olugturur ve B ile gosterilir. Eger MeB isc, o

zaman M’ nin [a,B] arah@indaki timleyeni M'eB oldugu agikuir. O halde B, o- cebirdir.

A, o-cebrine dahil olan her bir kilmeye A-6lgiilebilir veya sadece 6lgiilebilir kiime denir.

Hatirlayalim ki, eger



ise, o zaman {A,} kiimeler dizisi A kiimesine yakinsaktir denir ( Natanson, 1961 ),

( Lyusternik ve Sobolev, 1982 ). Bu durumda A’ ya {A,} dizisinin limiti denir ve

A= 1limA,

n—oo

seklinde gosterilir. A-6lgiilebilir kiimeler dizisinin limitinin de A-8lgiilebilir oldugu agiktir.

Tanmm 2.1.2. p: A - R fonksiyonu
1°. Her bir A€A igin, p(A) = 0

2°, Liger i # j icin Aj N Aj = @ olmak iizere AyeA (n=1,2,...) igin

U A=Y Ay

=

=
n

Ozelliklerini saglarsa, p fonksiyonuna 6l¢ii denir.

Ol¢iiniin monoton fonksiyon oldugu yani, AcB ve A, Be A = (A) < n(B) ; (@) = 0;
VAieA (i =1,2,..) igin u(U A < Z (A;) oldugu ispat edilebilir ( Natanson, 1961 ),

( Lyusternik ve Sobolev, 1982 ).

Eger A= lim A, ise, o zaman p(A) = lim p(A,) dir.

n—om

Tamm 2.1.3. E c X kiimesinde reel f(x) fonksiyonu tanimlansin. Eger E kiimesi
dlgiilebilir ise ve her bir reel ¢ sayisi igin E(f > ¢) = {xeX: f(x) > c} kiimesi dl¢iilebilir ise

f(x) fonksiyonuna, 6lgiilebilir fonksiyon denir.

f* in Olgiilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart her bir ¢ igin
E(f>c) , E(f<c) , E(f<c)

kiimelerinden birinin 8lgiilebilir olmasidir (Natanson,1961),(Lyusternik ve Sobolev, 1982).



Teorem 2.1.4. (Egorov D.F.). E’ de hemen hemen her yerde f,(x) — f(x) ise, o zaman
V6 > 0 igin Syle dlgiilebilir E' c E alt kiimesi bulunur ki, p(E)-8 < p(E’) olur ve { f(x)}
dizisi E” de f(x)’ e diizgiin yakinsak olur.

Hatirlayalim ki, E kiimesinden 6lgiisii sifir olan kiime ¢ikarildiktan sonra kalan her yerde
fa(x) dizisi f(x) fonksiyonuna yakinsak olursa, o zaman f,(x) dizisi f(x) fonksiyonuna E’ de

hemen hemen her yerde yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.5. Eger Vo > 0 igin n > oo iken
LE(| - f|=0)—>0

oluyorsa, o zaman E’ de olgiilebilir { fn(x) } dizisi, olgiilebilir f(x) fonksiyonuna dSl¢iiye

gore yakinsaktir denir.

v{ f\(x) } dizisi {(x) fonksiyonuna hemen hemen her yerde yakinsak ise, o zaman bu dizi
Olgiiye gore de yakinsaktir. Bunun tersi dogru olmayabilir. Ama Riesz, Slgiiye gore
yakinsak olan her bir diziden bu limite hemen hemen her yerde yakinsak olan dizi

segilebilecegini ispatlamistir ( Natanson, 1961 ), ( Lyusternik ve Sobolev, 1982).

Tanmm 2.1.6. Farzedelim ki, E olgiilebilir bir kiimedir ve f, E’ de negatif olmayan

6lgiilebilir fonksiyondur. E kiimesini, i # j i¢in E; N E; = @ olmak iizere

n
e={) E
i=1
scklinde ortak noktalart olmayan sonlu kiimelerin birlesimi olarak gosterelim.

u; = inf f(x)

xeE;
olsun.

> uenE)

toplamin ele alalim.



Bu toplamin, yukarida gosterilen 6zelliklere sahip E; kiimelerine ve bu kiimelerin sayisina

gore sonlu veya sonsuz supremum degerine f(x) fonksiyonunun E kiimesi iizere Lebesque

integrali denir ve

I f(x) dp = sup i ui-p(E)

E L

seklinde gosterilir.Eger,

I f(x) dp < +o0

E

ise o zaman negatif olmayan f(x) fonksiyonu E kiimesi iizere integrallenebilirdir denir.

E’de farkl isaretli degerler alan f(x) fonksiyonunun Lebesque integrali

I f(x)dp = I fi(x) dp - I f (x)du

E E E

seklindedir. Burada

b =

g = LWL g g 11001-1C0)

dir. Eger,

j f(x)dp £+ 00

E

olursa, o zaman f(x) fonksiyonuna E’ de Lebesque anlamda integrallenebilirdir veya

toplanabilirdir denir.
[ [af+Bgldu=a | fdu+p [ gdp
E E E
formiilii dogrudur. Bu 6zellige Lebesque integralinin lineerlik 6zelligi denir

Teorem 2.1.7. ( Lebesque ). Eger E’ de hemen hemen her yerde f,(x) — f(x) ise ve E’ de

hemen hemen her yerde | f,(x) | < @(x) ise ve j @(x) dp < +oo ise, 0 zaman
E



[ 60 du— [ fx) dp

olur.
Lebesque integralinin ¢ok 6nemli olan asagidaki 6zellikleri de vardr.

Ozellik 2.1.8. ( Toplamsallik ). i # j i¢in Ei Ei =0 ve E; ler dlgiilebilir olmak iizere
E= U E; ise o zaman

"

I f{x) dp:Z j f(x) dp

E Ji=l E;

diir.

Ozellik 2.1.9. ( Mutlak Siireklilik ). V € > 0 igin 3 § > 0 var ki, pH < & sartin1 saglayan her
bir Slgiilcbilir HeE igin,

[ o dp|<e

esitsizligi saglanirsa f(x) fonksiyonuna, E kiimesinde mutlak siireklidir denir.

2.2. Oklid Uzaymnda Olgii ve integral

Soyut Lebesque integralinin reellesmesi, sayisal dogru tizerindeki kiimeler iizere Lebesque

integralidir.

Farzedelim ki, G sayisal dogrunun agik sinirh kiimesidir. O zaman G =U (ay, by) oldugu
k

agtktir. Burada agik araliklarin sayisi sonlu veya sayilabilir olabilir. G’ nin 6lgiisii

pG = Z (bx — ax)

k

gibi tanimlanir.



Eger F simirh kapali kiime olursa ve [o,B] araligi da bu kiimeyi iginde saklayan en kiigiik

parga ise, yani a = inf F ve B = sup F ise, o zaman [a,B] arahiginda F’in tiimleyeni agiktr.

Bu halde F’ in 6lgiisii,

F =(B~o) - pF'

seklinde tammlanir,

Simdi E’ nin sayisal dogruda keyfi sinirh kiime oldugunu farzedelim. E’ nin dis 6lgiisii,

WE = inf uG

GoE

dir. Burada G agiktir. E’ nin i¢ olgiisii,

pu+E = sup pF

FcE

tir. Burada FCE olmak iizere keyfi kapali kapali kiimedir.

Tanmmm 2.2.1. Eger p'E = p+E olursa, o zaman E kiimesine Lebesque anlamda 6lgiilebilir

adi verilir ve pE =p'E =pE’ ye ise E kiimesinin Lebesque 6lgiisii denir.

[a,b] par¢asinda veya (a,b) araliginda yerlesen Lebesque anlamda 6lgiilebilir E kiimelerinin
kiimesinin c—cebir olugturdugu ispat edilebilir. Buna gore de pE 6lgiisii, A-6lgiilebilir

anlaminda 6l¢uidiir.

Boylece, olgiilebilir fonksiyon ve Lebesque integrali anlamlan Oklid uzayinda da benzer

sekilde verilebilir. Bu halde Lebesque integrali cogu zaman

j f(x) dx

E

seklinde gosterilir. Buna gére de soyut halde gosterdigimiz tiim teoremler sayisal dogru

{izere kiimeler i¢inde saglanilir.

Mutlak siirekliligin tammi bu halde agagidaki sekilde verilir.



1 .

Tanm 2.2.2. V ¢ > 0 igin 3 8 > 0 var ki, i # j igin (i, Xi + hi) N (x;, X; + h;) = O olmak
izere

n

U i xi+h)cab]

i=1

ise ve Z hi <& oldugunda,

n

| f(xi +hy) —f(x) | <e

i=1

oluyorsa, |a,b] araliinda verilmis f(x) fonksiyonuna mutlak siireklidir denir.

Bu tanimdan, [a,b] araliginda mutlak siirekli olan fonksiyonun bu aralikta siirekli oldugu

aciktir. Ama bunun tersi dogru olmayabilir.

Mutlak siirekli fonksiyonlarin en 6nemli ozelliklerinden biri asagidaki teoremde ifade

cdilmistir.

Teorem 2.2.3. [a,b] aralifinda mutlak siirekli olan her bir f(x) fonksiyonunun bu aralikta

hemen hemen her yerde f'(x) tiirevi vardir. Bu tiirev integrallenebilirdir ve

b
f(x) = j f'(x) dx + f(a)

a

ifadest dogrudur (Natanson, 1961 ), ( Lyusternik ve Sobolev, 1982 ).

Tammm 2.2.4. Reel (kompleks) f(t) fonksiyonunun [a,b] aralifinda tammlandigini ve

olgiilebilir oldugunu farzedelim.( Re f ve Im f 6lgiilebilirdir ). Eger,

J 1o Pdi<to

a

olursa, o zaman f(t) fonksiyonu L,[a,b] Lebesque smifina dahildir denir veya f{t), p
dereceden integrallenebilirdir denir. Burada integral Lebesque anlamindadir ve p ise pozitif

sayidir.



Farzedelim ki, p > 1’ dir. Eger f(t)eL,[a,b] ise ve g(t)eL,[a,b] ise f + gela,b] oldugu ve

A reel (kompleks) sayr olmak iizere AfeLyfa,b] oldugu ispat cdilebilir ( Bayraktar, 1996 ).

Fonksiyonlarin Lebesque simifinin teorisinde asagidaki esitsizlikler gok énemlidir.

e e 1 1
Tanmm 2.2.5. ( Holder esitsizligi ). p> 1, —+—=1 olmak iizere eger f(t)eL,[a,b] ise ve
P q
g(t)eL[a,b] ise, o zaman f(t)-g(t), [a,b]’ de integrallenebilirdir ve

b

b LI 1 ‘
[ 11em dt< (firwrdne- (figwrdy? (1)

dir. Burada [a,b]’ de hemen hemen her yerde | f(t) |’ = k| g(t) |, (k > 0) oldugunda esitlik
clde cdilir ( Bayraktar, 1996 ).

Tanim 2.2.6. ( Minkowski esitsizligi ).

b 1 b LA | !
(JIr -+ Iy < (fIf@) Pd)®+( [l g Pdo” 2)

dir. Burada [a,b]’ de hemen hemen her yerde f(t) = k-g(t), (k > 0) oldugunda esitlik elde
edilir ( Bayraktar, 1996 ).

[a,b] araliginda olgiilebilir fonksiyonlarin kurulusunu karakterize eden N.N. Luzin

teoremini burada verelim.

[a,b] araliinda verilmis f(x) fonksiyonu C-6zelligi tasiyor denir, eger Ve > 0 igin
mitkemme! ( yani, bu kiime kapalidir ve bu kiimenin izole olunmus noktalart yoktur )
3 Pc [a,b] kiimesi var ki,

(b-2a)-e<p(P)

saglanir ve {(x) fonksiyonu P’ de siireklidir.

Teorem 2.2.5.( N.N.Luzin ). f(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda &lgiilebilir olmasi i¢in

gerek ve yeter sart bu aralikta onun C—6zelligine sahip olmasidir ( Natanson, 1961 ).



i

Benzer olarak, R de de 6lgiiniin ve Lebesque integralinin tammu verilir. Bu halde n-

boyutlu paralelyiiz alinir. Bu paralelyiizde simirli agik kiime, ikiser ikiser kesismeyen agik

sayilabilir sayida paralelyiizlerin birlesimi geklinde gosterilebilir. Béylece agik kiimenin

olgiisti, bu kapali paralelyiizlerin hacimlerinin toplami seklinde ifade edilir.

Kapah simirle kitmenin 8lgiisii isc bu kiimeyi iginde saklayan en kiigiik kapali paralclyiiziin

oOlgiisti ile bu kiimeyi bu paralelyiize tamamlayan agik kiimelerin 6lgiisiiniin farkina esit

olur.

Teorem 2.2.6. ( Fubini ). f(xy, ... ,Xp, ¥1, ... ,¥m) fonksiyonu, (n + p )-boyutlu 6klid uzayinin

P={(X1, ... Xn, ¥1, .. 5¥m): 2 <X < b, ¢j<yj<d;, i=1,...

paralelyiiziinde integrallenebilir olsun. O zaman
Py={ (X1, ... Xn): @i <x;<b;j, 1=1,...,n}
paralelyiiziiniin hemen hemen tiim (x, ... ,x,) noktalari igin
F( Y15 e s Ym) = [(X1y oe 5Xns Yy oe 5¥Ym)
fonksiyonu,

Py =1 (YIa aYm): Cj < Yi < dj}

paralelyiiziinde integrallenebilirdir ve

j £y, e sYm) Y1 . dym

Py

n ., j=1,..,m}

integrali, x,, ... ,x, degiskenlerinin fonksiyonu gibi P,’ te integrallenebilirdir ve

I f(X|, voe 35Xy Y1y eee ,ym) dX] dxn-dyl dym =
P

= I { '[ (X1, oo »Xny Y1y o 5¥Ym) dY1 ... dym }dx; ... dXy
A

dir. Burada xy, ... ,Xn V€ Y1, ... ,ym degiskenleri yer degistirebilir.
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Eger f(x1, ... ,Xn, Vi, ... ,¥Ym) fonksiyonu keyfi dlgiilebilir E kiimesinde verilmisse, o zaman

E’ yi bir P paralelyiiziine dahil etmekle

f(x,y) , (x,y)eE

F =
(*3) { 0 , (x,y)eP\E

fonksiyonuna gegilebilir ( Natanson, 1961 ).

2.3. Stieltjes integrali.
Bu kisimda Stieltjes-Riemann integralinin tanimin: ve esas 6zelliklerini verecegiz.

Tanmmm 2.3.1. Eger [a,b] arahiginin keyfi bir
T:a=x9<X1<..<Xpi <Xp=b

parcalaniginda

i | f(Xi) — f(Xi.l) | <c

olacak sckilde bir ¢ sabiti bulunabilirse, [: [a,b] - R fonksiyonuna [a,b] araliginda sirh

varyasyonlu fonksiyon ad1 verilir. O zaman

supi | f(x;) — f(Xi-1) |

b
sayisina, [ fonksiyonunun [ab] arahginda tam varyasyonu denir ve V(D) gcklinde
! a

gosterilir. Mesela, [a,b] arabinda monoton olan {(x) fonksiyonunun smrl varyasyonu

vardir. Ama

xsin(l) , x#0
X
0 , x=0

f(x)=

fonksiyonu [0,1] araliginda sinirli varyasyonlu fonksiyon degildir.
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Bu fonksiyonun [0,1] araliginda sinurli varyasyonlu fonksiyon olmadigini gostermek igin,

[0.1] araliginin

x=1,x1= 2 Xy = 2 X3 = 2 X 2 X
o~ Lyxar =, Xo07—, T T eee =,
n T 3n 2l (2n-D=r 20

noktalari ile parcalanisimi ele alalim. Burada siralamanin sagdan sola dogru yapilmasinin

higbir sakincast yoktur.

2 . 2km=n
f(xx) = ——sin—~ =0
(x2) 2kn 2

ve

sin ==
2k +n 2 2k +Dr

2 . (2k
fxXe1) = ; (Zk+Dn 2

esitliklerini dikkate alalim. Buna gore,

Zn: | f(xi) — f(xiot) | =] f(x1) = f(x0) | + | f(x2) — f(x1) | + ... + | f(x20) — £(X20-1) |

2.2 2 + 2

=2+ 2+ 24—
n 7w 3n (2n-1n
=i(l+l+l+...+ ! )
n 3 5 2n+1

olur. Burada n —> o durumunda parantez igerisindeki ifade sinirsiz biiytidiigiinden

supi | f(xi) — f(xi.1) | =0

m =t

oldugu bulunur. Buna gore de ele alinan fonksiyon sinirli varyasyonlu degildir.

Tamm 2.3.2. [a,b] arahiginda f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin verildigini farzedelim. [a,b]
araliginin a = X < Xy <... < Xp.1 < Xp = b pargalamgim alalim. Her bir [x;.),x;] aralifindan &;

noktasi segelim ve
n

> RE) g(xi) - gxi) ]

i=1
t()plamlnl yapallm.
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Eger [a,b] araligmun pargalamsi sinirsiz olarak artunldiginda bu toplam pargalams
noktalarina ve scgilmis noktalara bagl olmadan bir limite yakinsak olursa, o zaman bu

~ limite I(x) lonksiyonunun g(x) fonksiyonu iizere [a,b] araliginda Stielljes integrali denir ve

b

[ ) dgo)

seklinde gosterilir.

Lger [(x) lonksiyonu, [a,b] araliginda siirekli ise ve g(x), bu aralikta simirh varyasyona
sahip ise, o zaman [a,b] aralifinda f(x) fonksiyonunun g(x) fonksiyonu iizere Stieltjes

integrali vardr,
Stieltjes integrali f* e ve g’ye gore lineerlik 6zelligine sahiptir.

Sticltjes integralinde agagidaki integral alunda limite gegme teoremlerini verclim,

Teorem 2.3.3. Eger [a,b] aralifinda stirekli olan {f,(x)} dizisi, bu aralikta f(x)
fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise, o zaman [a,b] araliginda keyfi sinirh varyasyonlu g(x)

fonksiyonu igin

b b
fim [ G0 dge = [ 00 dg()

tir,

Teorem 2.3.4. f(x), [a,b] arahginda siirekli bir fonksiyon ve [a,b] araliginda simirh
varyasyonlu fonksiyonlarin dizisi {gn(x)}, [a,b] aralifinda g(x) fonksiyonuna yakinsak

olsun. Eger,
b
Vg <K (n=1,2,..)

olacak sekilde K sayis1 varsa, o zaman g(x) fonksiyonu, [a,b] araliginda sinirli varyasyonlu

fonksiyondur ve

b b

lim | £(x) dga(x)= [ () dg(x)

dir ( Natanson, 1961 ), Lyusternik ve Sobolev, 1982 ).
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Siurli varyasyonlu fonksiyonlarin ve Stieltjes integralinin asagidaki 6zellikleri vardir.
1) g(t), [a,b] arahginda iki monoton artan fonksiyonun farki seklinde gésterilebilir.
2) g(t) fonksiyonu, her bir [a’,b’] c [a,b] alt araliginda da simirh varyasyonludur.

3) Eger a <c <bise 0 zaman

N b
V@ +VE=Ve

dir.
t
4) Eger g(t), [a,b] araliginda siirekli olursa, o zaman V (g) de bu aralikta siireklidir.

5) g(t) fonksiyonunun [a,b] aralifinda en fazla sayilabilir sayida siireksiz noktasi vardir ve

stireksiz oldugu noktalar yalmz I. gesittendir.

6) g(t) fonksiyonunun degerlerini [a,b] araliginin sonlu veya sayilabilir sayida noktalarinda

degistirsek, keyfi siirekli x(t) fonksiyonu igin

b

[ x() dg®

integralinin degeri degismez.
7) Eger her bir siirekli x(t) fonksiyonu igin

b

j x(t) dg(t) = 0

ise, o zaman stirekli oldugu tiim i¢ noktalarinda g(t) = g(a) dir.

Bazi durumlarda simirli varyasyonlu fonksiyonlara, sinirli degisen fonksiyonlar denir.

b
V (f)’ e ise f(x) fonksiyonunun [a,b] aralidinda tam degismesi denir.
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BOLUM 111
SAYISAL DEGISKENLERE BAGLI ABSTRAKT FONKSiYONLAR

3.1. Limit ve Siireklilik

Tammm 3.1.1. A, herhangi bir sayisal kiime (mesela, kompleks sayilardan olusmus) ve X
herhangi bir normlu Banach uzay1 olsun. X(A) : A — X fonksiyonuna sayisal degiskenli

abstrakt fonksiyon denir.

Sayisal degiskenli abstrakt fonksiyonlar igin matematik analizde verilen bir ¢ok tamimlar

uygun sekilde verilebilir. Bunlardan bazilarimi verelim.

Tamm 3.1.2. X(A) abstrakt fonksiyonu, A, A noktasinin bir komsulugunda tanimlansin

(%o noktasinin kendisinde tanimlanmayabilir) ve ae X olsun. Eger,
A'E}‘“ | X(A)-al[=0

ise, 0 zaman a elemanina, X(A)’ min A, noktasindaki limiti denir ve
11131 X(A)=a

veya
X(A)—>a ,(A—oA)

seklinde yazilir.

Bu limitin baz: 6zelliklerini verelim.

Ozellik 3.1.3. Q()) adi skaler fonksiyon, X()) ve Y(A) ise abstrakt fonksiyonlar olsun ve
Allm QX )=a , )}Lr{]u X(A)=a , 1!1)12 Y(A)=b

olsun. O zaman,



lim (Q() -X(1)) = a-a

ve
xlﬂ}l XA +Y(Q)=a+b

olur.

ispat.

| @A) X(A) — aa |l =] (1) X(X) — o-a + (L) - p(A)-a||
=l o) (X(A) - a) + a-(p(A) — ) |
<lleM) I XQ) -ali+la |l o(A) - o |

Buradan A—A, i¢in limit alinirsa,
Algpo lltp(?t)-X(k; —o-al|=0
bu]umr. Bu da
| ;!L"Q (Q()-X(A) = a-a

olmasi demektir.

Simdi de diger esitligi gosterelim.
| X(A) + Y(A) - (atb) || = || (X(A) —a) + (Y(A) - b) |
SIXA) -al[+IYQ) -bl
den A— A, i¢in limit alinirsa,

lim || X() +Y(1) - (@ +b) || =0

elde edilir. Buradan,
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lim (X() + Y()) =a+b
bulunur.
Ozellik 3.1.4. A—), igin, X(A)—>a ise, 0 zaman || X(A) ||->] a ]| olur.

Ispat.
XA -1fall[<lI X(A) ~-all

esitsizliginin her iki yanindan A—A, igin limite gegilirse,
Jim [ XQ) I~ | afl|=0

‘bulunur ki, bu da istenilendir.

Tanmim 3.1.5. X()L), A, noktasinin herhangi bir komgulugunda tamimlansin. Eger,
Jim || X(4) = X || =0
ise, X(L) abstrakt fonksiyonuna A, noktasinda siireklidir denir.

X(L), Y(L) ve skaler Q(A) fonksiyonlan A = A, noktasinda siirekli fonksiyonlar oldugunda,
X(A) + Y(A) abstrakt fonksiyonu ve Q(A)-X(L) fonksiyonu da A = A, noktasinda

siireklidir. Gergekten,
| XY+ Y(R) - X(ho) + Y(Ro)) [ = I (X\O») = X)) + (YW -Y(Ro)) |l
< | X(7L) ~ XAl +IY(R) =Y (o) |l

esitsizliginden A—>A, igin limite gegilirse, ~ =

tim || XO) + Y0) - (X(a) + YO | =0

elde edilir. Bu X(A) + Y()A) abstrakt fonksiyonunun A = A, noktasinda siirekli oldugunu

gosterir.
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Diger taraftan,
| @(A)-X(X) — p(ho)- X(Xo) || = [| @(1)-X(R) — 9(Ro)- X (o) + P(Ro)-X(A)— (Ro)-X(A) ||
= | X(A)-(e(A) — 9(20)) — (Ro)-( X(R) — X(Ro)) ||
<P XA) [l @A) — o(o) | + [l @(Ro) || X(A) — X(Ro) |l
esitsizliginde her iki yandan A—>A, igin limite gegilirse,
im || @(1)X(1) - 00k} X (i) | =0

olur. Bu ise ¢p(1)-X(A) fonksiyonunun A = A, noktasinda siirekli oldugunu gosterir.

Simdi, X(\) abstrakt fonksiyonu A, noktasinda siirekli oldugunda, |[X(A)|’'mn da 2,

noktasinda siirekli oldugunu gosterelim.

Bunun igin,
XA 1= 1T XQo) | < | X)) — X (o) ||

esitsizliginde A—2, igin limite gegilirse,
lim ||| X0 [|- 1 X(ho) 11 =0
elde edilir. Buda || X(A) ||’ min da Ao noktasinda siirekli oldugunu gosterir.

Tamm 3.1.6. X ve Y iki Banach uzayi olsun. X Banach uzayinda tanimlanan ve degerleri
Y Banach uzayinda olan tiim lineer simirli operatorler kiimesi L(X,Y) ile gosterilsin.

A()»):'A~—> L(X,Y) fonksiyonuna operator degerli abstrakt fonksiyon denir.

Tanim 3.1.7. Operator degerli A(L) fonksiyonu, A9 noktasinin herhangi bir komsulugunda

tamimlansin (A, noktasinin kendisinde tanimlanmayabilir) ve AeL(X,Y) olsun. Eger,

- lim A - Al =0

18



ise, 0 zaman A elemanina, A(\) operatér degerli fonksiyonunun Ao noktasindaki limiti

denir ve

lim A(A) = A

AoA,
veEya
AN = A, (ALo)

seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.8. Operator degerli A(A) fonksiyonu, A¢ noktasinin herhangi bir komsulugunda

tanimlansin. Eger,
lim || AQV) - AQw) || =0
ise, A(L) operator degerli fonksiyonu Ag noktasinda siireklidir denir.

f')zeliik 3.1.9. X(X), degerleri X Banach uzayinda olan vektor degerli abstrakt fonksiyon ve
A(?»); degerleri L(X,Y) uzayinda olan operator degerli fonksiyon olsun. X(A)— x ve
A(A)— A iken, A(L)-X(L)—> Ax olur ve X(A) ve A(L) fonksiyonlar Ag noktasinda siirekli
fonksiyonlar iken, A(A)-X(1A) fonksiyonu da Ay noktasinda siireklidir.

ispat.
| AQ)XA) - Ax || =[| AQ)XA) - Ax + AQ)x — A |
= AQ)(XQ) -x) - (AQ) - A)x ||
< AQ) I XA) —x [+ 1T AQ) - A I
esitsizliginde A—2, i¢in limit alinirsa,

lim || A X(1) - Ax || =0
bulunur. Bu A(A)-X(A)—> Ax olmasi demektir.
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Simdi de A(L)-X()) fonksiyonunun stirekli oldugunu gosterelim.
Il AQV)-X(R) — A(Ro)-X(Ro) || = I} AR X(X) — A(ho)- X(Xo) + A(Ro)-X(A) — A(ho)- X (M) ||
= || A(Ro) (X(A) — X (o)) + X(1)-(A(M) — A(Xo)) |l
<[ Al X(A) — X(Ro) || + | XAl A — ARo) |
esitsizliginde A—>A, igin limite gegilirse,

Jim [| AQ)-X(A) — A(ho) X(Ro) [| = 0

elde edilir. Buradan A(L)-X(A) fonksiyonunun Ay noktasinda siirekli oldugu goriiliir.

3.2. Abstrakt Fonksiyonlarin Diferansiyellenmesi

Tanmm 3.2.1. X(A) : A = X bir abstrakt fonksiyon olsun. Eger,

L X0)=X0)
AL, A— ;\'o

=X'(A,)

ise, X(A) abstrakt fonksiyonuna A, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir.

Bu limit X uzayindaki norma gére yakinsakliktir. Yani,

lim ” X()") - X(?\‘o)

T N

dir ( Trenogin, 1980 ).

Teorem 3.2.2. Eger X()) abstrakt fonksiyonu, A, noktasinda diferansiyellenebilir ise, o

zaman bu fonksiyon siireklidir.

ispat.

X)) -X(@,)

| X)Xl =12

(A=2,) |
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X(M)-X@A,)

-1

A=A, |
da her iki tarafin A=A, i¢in limiti alinirsa,
lim || X() -X(,) | =X(A,)-0=0
olur. Buradan, X(\) fonksiyonunun ¢ noktasinda siirekli oldugu ahnir.

Ozellik 3.2.3. X(\) ve Y(A) abstrakt fonksiyonlars, A9 noktasinda diferansiycllencbilir isc,

0 zaman
X+Y)Y W) 1o, =X' ) +Y'(R,)

olur.

ispat.

i DO =GR XA =XO) | YOI -Y()

Ak, X — )\,0 A—d, A — 7\‘0 AL, A — )“o

X'(A)+Y'(A,)

olur. Boylece istenilen esitligi elde etmis oluruz.

Ozellik 3.2.4. ¢()) ve X()) fonksiyonlari, A, noktasinda diferansiyellenebilir ise, 0 zaman

(@X )Y M), =0 A XA ) +Ho(h ) X'(R,)

olur.

ispat.
im @R —(@X)(y) _ 1o PAIX (M) = 9(Ag)X(Ro) + P(Rg)X(A) = @R )X(A)
Ag)‘t‘,, A=A, A-hy A=A,
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1

i PRIXO) = X0 | XOIO() ~00)
Aok A — )\'0 Aok, A— A‘O

= ¢'(Ao) X(Ro) + X'(Ro) (o)

bulunur ve ispat tamamlanir.

Ozellik 3.2.5. Operatér degerli A(L) fonksiyonu ve vektsr degerli X(\) fonksiyonu Ag

noktasinda diferansiyellenebilir ise, 0 zaman
(AMXA)) |, = A'Rg)X (o) AR )X'(Xy)

olur

ispat.

i AMX0) AR )X(Ag) _ . AMXQ) = A )X (o) + AL)X(A) — AL )X(L)

Lk A— 7\.0 A-rdo = )\‘()
- fim AA)XQ) = X(A,)) | XANAR) —AQ,)
A-sdg - )\,0 Ao A— 7&0

= A'(Mo) X(Ro) + A(Ro) X'(Ro)

elde edilir.

3.3. Kuvvet Serileri

X(A) : A > X herhangi bir abstrakt fonksiyon olsun. xxe X ve A€ A igin olusturulan
Xo + X1 + XoAZ 4 .+ XA+ (1)

serisi normlu uzaylardaki serilerin 6zel bir halidir. Burada her bir terim bir A parametresine

baghdir. (1) serisine uygun kismi toplam

Sa(M) = Xo + XiA + A2 + .+ XpA" “ )
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seklinde yazilir. {S,(L)} dizisi baza A’ lar igin yakinsak, baz1 A’ lar i¢in de 1raksak olabilir.
Bu dizinin yakinsak oldugu tiim A’ lar kiimesini Q ile gésterelim. ©’ ya bir kuvvet

serisinin yakinsaklik bolgesi denir ( Lavrent’ev ve Shabat,1965 ).

S(.) = lim Sy(h)

ya (1) serisinin toplami denir ve

SM=Y x"

n=0

seklinde gosterilir. Boylece S(A), A’ da tamimlanmig ve degerleri X’ te olan bir abstrakt
fonksiyondur.

(1) serisi yerine

Xo + X1 (A=Ao) + X2 (A=Ao)” + ... + Xn (A=Do)" +... (1)
serisi almabilir.
Teorem 3.3.1. ( Abel Teoremi ). A =2, ,( A, # 0) noktasinda bir kuvvet serisi yakinsak ise
o zaman bu kuvvet serisi, | L | <| A, | esitsizligini saglayan A’ lar iginde yakinsaktir ve
| A ] <r<| A esitsizligini saglayan A’ lar igin kuvvet serisi mutlak yakinsaktir ve A’ lara

gore diizgiin yakinsaktir. Yani, S|x.,| (0) ¢ ’ dir ve S,(0) dairesinde (1) serisi mutlak ve

diizgiin yakinsaktir.

Ispat. A = A, noktasinda (1) serisi yakinsak oldugundan,
Xo b X1Ay 1 XZ)\vuz +..t xn)\mn ...

serisi yakinsaktir. Buna gére bu serinin genel terimi { xqA," } sifira yakinsaktir. Her bir

yakinsak dizi sinirli oldugundan,
%0 [ 2 |" <M

olacak sekilde bir M > 0 say1s1 vardir.
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| M

A A
nxn — . n AL — n)\’on N A n_<_M n
Il xoA™ || = [ Xn-Ao (7»0) =11 IIIMI (IM |)

|A]

(4]

oldugundan q =

<1 olur. Béylece,

I+q+q*+..+q" +...

kuvvet serisi, geometrik seri oldugundan mukayese kriterine gore (1) serisi yakinsaktir.

| A | <1 <|2Xo| oldugundan daha kesin olan,

rﬂ
| xaA" || <M

rof

esitsizligi yazlabilir. Bu halde q =— olur. Buna gore Weierstrass teoreminden

ol

( Trenogin, 1980 ), (1) serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Tamim 3.3.2. R =sup| A | sayisina bir kuvvet serisinin yakinsaklik yarigap: denir.
reQ

R yakinsaklik yarigap1 igin,

(Cauchy-Hadamard ) ve R—llmh (D’alambert)
n—wo n+l

I, i

formiilleri dogrudur ( Trenogin, 1980 ).

Nof.

1-) R =0 oldugunda seri yalniz A = 0’ da yakinsaktir.

2-) 0 < R < +0  oldugunda seri' Sk(O) c Q bﬁlgesinde yakinsaktir ve Sg(0) dairesinin
siirinda €’ dan olan noktalarda sen yakmsak olablllrde olmayabilirde.

3-) R =00 oldugunda seri tum A kthmsmde yakmsaktlr ( Trenogin, 1980).

Lemma 3.3.3. V n 2 N igin || X, || £ d"M esitsizligi saglanacak sekilde M ve d sabitleri

varsa, bu taktirde %S R olur.
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ispat. || xoA" =1 %0 [|A " <MJdA|" yazlabilir. d|A| =q < | alimrsa | A |<% > de

kuvvet serisi yakinsaktir. Bu da L < R olmasi demektir.

Teorem 3.3.4. Eger, farkh Z xkxk ve Z ;(k?»k kuvvet serileri aym Sgr(0) dairesinde

k=0 k=0
birbirine esit olursa 0 zaman x, = x, dir ( Trenogin, 1980 ). Bu 6zellige kuvvet serisinin

tekligi 6zelligi denir.

3.4. Analitik Abstrakt Fonksiyonlar ve Taylor Serileri

Tanim 3.4.1. X(1) : A — X herhangi bir abstrakt fonksiyon olsun. Eger, bu fonksiyon

A = 0 noktasimin kiigiik bir komsulugunda yakinsaklik yarigapr sifirdan farkh olan bir

kuvvet serisi seklinde gosterilebilirse yani, X(A) = Z xAX  seklinde gosterilebilirse,
k=0

o zaman X(A) fonksiyonuna analitik abstrakt fonksiyon denir.

Teorem 3.4.2. Eger, X(A) abstrakt fonksiyonu A = O noktasinda analitik abstrakt
fonksiyon ise, o zaman bu fonksiyon kendi kuvvet serisinin yakinsaklik dairesi Sg(0)’ da

siirekli fonksiyondur.

ispat. Once keyfi pe(0,R) sayis: igin, Z k|| % |p¥" serisinin yakinsak oldugu ispat

k=1
edilmelidir. Bunun yakinsak oldugunu gostermek igin keyfi pe(p,R) sayisim alahm.

O zaman {|| x« ||-p } simrlidir. Béylece 3 M vardir dyle ki, || x |- * < M’ dir. Buradan,

kuxku %— :uxknp( £yt

bulunur. Boylece Z k|| xk ||-p*" serisi yakinsaktur.

k=1
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Y. ki xk|lp"" = Ci(p) olsun. V A0 e Sr(0) alalim. O halde

k=t

M

XO) - X00) = 2, x(M —2p)

=
n

Il
[Ms

k-t 4 k-2 Lk
1 Xk,(\ +A TR, + +7"Jo)-()\, —20)
k

=
4

olur. Buradan,

1 X0)-X0u) 12 [1x¢]14ep ™2 - o]

Ci(p)
= Ci(p)-| A — 2o

bulunur. Bu da X())’ min Ao noktasinda siirekli olmasi1 demektir.

k-xeA"" serisi yakinsaktir.

o0
k=]

Sonug 3.4.3.

Teorem 3.4.4. X(2), A = 0 noktasinda analitik abstrakt fonksiyon oldugunda kendi kuvvet

serisinin yakinsaklik dairesinde A’ ya gére diferansiyellenebilen fonksiyondur ve

o0
k=l

X')= 2, kxed!

dir.

ispat.

2. k(k -1 xx||-p*> = Ca(p)

Cok=2

olsun. Bu teoremi ispat etmek igin

k k 1

—-A
& — kX =k(k =1). I (1-0)-( po + (1-0)-1) d(u-2)0 ( Trenogin,1980 ),
0

TR
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esitliginden faydalanalim.

X X(\ d
XD S u“'n<u2 xk[
p-A k=1

~ k7|

< 2 k=D xclp I p—2l
k=2 o

Ca(p)

<Cp)p—-2l
elde edilir.

Boylece bu teorem ardigtk olarak uygulanmirsa X())’ nin tiim tiirevleri ve A=0 noktasinda
analitik olan abstrakt fonksiyonun A=0 noktasimin komgsulugunda keyfi mertebeden

diferansiyellenebilir oldugu bulunabilir. Aym zamanda bu tiirevlerde A, = \o alinarak

kuvvel serisinin katsayilar igin

x“(0)

Taylor formiilleri bulunabilir.

3.5. Analitik Abstrakt F onksiyonlarin Diger Esas Ozellikleri

A, kompleks diizlemin bir D bélgesinden degerler alsin ve X(A), D bolgesinde

tanimlanmig, degerleri normlu X Banach uzayinda olan keyfi abstrakt fonksiyon olsun.

Tcorem 3.5.1. Eger X()), D bolgesinde tanimlanmig analitik abstrakt fonksiyon ise ve I,

X’ te tammlanms keyfi siirekli lineer fonksiyonel ise, o zaman f(X(A)), A’ mmn, D

bolgesinde tanimlanmig adi analitik fonksiyonu olur.

Tamm 3.5.2. 7, \ degiskeninin kompleks diizleminde verilmis herhangi bir yonlendirilmis
diizlendirilebilen egri ve X()), vy lizerinde tammlanmig siirekli abstrakt fonksiyon olsun.
¥ egrisini, Ao, Al, A2, ..., An egri yaylarma bolelim ve her bir egri yayinda keyfi £xe yx

noktasi alalim ve
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n

> XE) e~ Mal, A= max [Ax = A

k=t
toplamm yapalim. Eger,

lim " X(80 T~ Al = | X) d

Y

varsa, buna abstrakt fonksiyonun egri boyunca integrali denir.

integralin tammindan ve X Banach uzayinda tammlanmis keyfi siirekli fonksiyonelin

lineerlik 6zelliginden

L[ X()dr]= | f(X(x))cix

14

elde edilir ( Habibzade,1978 ).

Teorem 3.5.3. (Cauchy Integral Teoremi). Basit diizlendirilebilen vy egrisi ile
simirlandirilmis kapali D bélgesinde tanimlanmig X(A) abstrakt fonksiyonu bu bdlgede

diferansiyellenebilir ise 0 zaman bu fonksiyonun y egrisi boyunca integrali sifira esittir.

Yani,

j X(W)dA =0

Y

dir.

ispat. j X(\) dh=y

Y
olsun. Bu esitligin her yanindan X’ te tanimlanmus keyfi lineer f fonksiyoneli ile etki

yapalim. O zaman

[ fxe dh=1()

Y

olur. Buradan f (y) = 0 dir ( Lavrent’ev ve Shabat, 1965 ). Hahn-Banach teoremine y =0
bulunur ( Suhubi, 2001 ).
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Teorem 3.54 (Cauchy integral Formiili). Eger X(A) abstrakt fonksiyonu,
diizlendirilebilen bir y egrisi ile sinirlandirilmig kapahh D bélgesinde diferansiyellenebilir

ise, o zaman bu bdlgenin her bir i¢ noktasinda X(A) fonksiyonunun degeri;

-1 (X®
X(\) = jg_kdg (1

4

formiilii ile gosterilir.

ispat. S6z konusu y egrisinin igerisinde a merkezli, R yarigaplt bir ¢emberi v, ilc
gosterelim. Bu durumda X—(E’% fonksiyonu, y ile v,” in belirttigi halkada tek degerli ve

analitiktir. O halde buna gére Cauchy teoreminden ( Halilov,1949 ),

X g - (X&)
jé_kde_, jg_xdg (2)

Y i

dir. Diger taraftan, hipotezimiz geregince X fonksiyonu analitik oldugundan siireklidir.

Dolayisiyla € > 0 verildiginde R’ yi 6yle segebiliriz ki, VEeYy, igin,
| XE€)-XM) || <e

olur. Ayrica
E=A+Re® , de=iR€®d0 , (0<0<2n)

olmak tizere

R.ei(l

bulunur. Buradan,

K@ g (KO-XM+X)

] vngﬁ‘% N E-2

= J'Md

&
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j————-x(iz - X ge + XAy 2mi

elde edilir ve buradan da,

|| jx@’ d& - X(.)2ni || = IM e |

IXE) - XMW
vl

2n
< %R! do

= 2ng

elde edilir. Yani,

i | ?fg) dE — X(A)-2ni || < 2ne

olur. Bu son esitsizligin sol tarafi &> a bagh olmadigindan yani, bu esitsizlik Ve > 0 i¢in

saglanacagindan,

j 2(_(_5-') d& = 27i-X(A)

olur. Buradan,

X(©)

o
X(\) = j& y

dg

bulunur. (2)’ den dolay:

X@) 4 de

1
X0y = o Ig Y

elde edilir.
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Teorem 3.5.5. X(\) fonksiyonu, A degiskeninin kompleks diizleminin bir baglantili D
bolgesinde tammlanmis, degerleri X Banach uzayinda olan ve sabit vektére esit olmayan.
A’ nin diferansiyellenebilir abstrakt fonksiyonu oldugunda bu fonksiyonun || X(A) || normu

maksimumunu D bdlgesinin i¢ noktasinda alamaz.

ispat. D bolgesinde Syle bir A, noktas: alalim ki, bu noktada X(A) vektériiniin normu

maksimum degerini alsin yani,

1 X(ho) | =max || X0 |

olsun. Merkezi A, noktasinda olan ve yarigap1 R olan Sg(),) dairesini ele alalim. Sr(A,)

bélgesinde Cauchy formiiliine gore,

_ 1 e XE)
X(ho) = —— Ja—xo dg

esitligi yazilabilir. Burada y, Sr(A,) dairesinin siniridir.
E—Ao=R€? , (0<¢<2m)

ve
d& =i-R-€ do

degerleri yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,
1 In .
X(ho)= = [ X(ho+R-e® Yo
2n
olur. Buradan her iki tarafin normu alinirsa,
1 2n .
XA 1< o [ 11X +R®) || do
0

elde edilir.
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] 2n
I1X0w 1= —— [ 11 X(A) ll do
n()

esitliginden bir 6nceki esitsizlik ¢ikarilirsa,

1

o I (Il X(ho) — X(Ao + R-€®) || ) dp <0

bulunur. Buradan,

I X(o) | = | X(ho + R€™) || < O
elde edilir. || X(Ao) ||’ 1n tanimindan,

X+ Re®) | <[ X(Ao) |
olur. Bu ikisinden,

I X(ho) 1= l| X(ho + R€™) |

bulunur ( Habibzade,1978 ). Buradan vektoriin sabit bir vektor oldugu sonucu g¢ikar. Bu ise
bir ¢eligkidir. Bu geliskiden dolay: abstrakt fonksiyonun normu maksimumunu i¢ noktada

alamaz.

Operatér degerli fonksiyonlar i¢inde Cauchy integral formiilii verilebilir. Gergektende, A
kompleks say1 ve I eI(X) birim operator olmak iizere ( Al — A) operatoriinii ele alalim.

Burada A sinirli operatordiir yani, || A || < oo dur. ( Al — A) operatéril igin,

M—AzXU—%A)

yazlabilir. Buradan, ||—)1:A || < 1 esitsizligi saglandiginda ters operatorler hakkindaki

teoreme gore

- H A Ak L) Ak
R(X,A)=()\,I_A)l= 5\"+A‘—2+...+ Ak +..= 2
k=0

» TA<IA]

yazilir. Buna rezolventin Neumann serisi denir. Bu seri A ya gére Laurent serisidir. Burada
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[= C-|, A= C-z, ooy An = C-n.|
dir. Laurent serisinde C_j, R(A,A) nin kalintis1 oldugunda

1 .
o [ (m-ay'ar, [A)<R
=R

I

yazilir ve sirasiyla

[ AR@G,A) dA

[A=R

1
27

A= [ A*ROLA) dA

27 AR

...........................................

t .
bulunur. Bunlan sirasiyla 1, t, ..., r ile carparsak

e’“=# Ie“R(?L,A)dh, |A|<R
2m AR

olur. Buradan da

f(A) = EL [ fyRE.A) A

m =R

elde edilir. Burada f(A), K: | A | £ R halkasinda analitiktir.
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BOLUM IV

ABSTRAKT FONKSIYONLARIN INTEGRALLENMESi, BOCHNER
INTEGRALI

X ve Y verilmis kiimeler ve E < X herhangi bir kiime olsun. f: E —Y déniisiimiiniin E

kiimesi tizere integrali,

[ fax
I
cesitli yontemlerle tanimlanar.

Degerleri Banach uzayinda olan f(x) déniisimleri i¢in Bochner integrali asagidaki gibi
tammlamr. Bu integral reel degiskenli ve reel degerli reel fonksiyonlar igin lL.cbesque

integralinin abstrakt vektor degerli fonksiyonlar i¢in dogal olarak genislemesidir.

4.1. Okiilebilir Abstrakt Fonksiyonlar

Tanmm 4.1.1. X herhangi bir kiime ve Y Banach uzay1 olsun. EcX kiimesini ele alalim.

: E ->Y dontgtimiine abstrakt vektdr fonksiyon denir.

X ve Y uzaylari, Banach uzaylan olursa, L(X,Y) lineer sinirh operatdrler uzayidir. Bu

halde, cger Y =[(X,Y) olursa,f doniisiimiine abstrakt opcrator {onksiyon denir.

X’ te A o-cebiri ve A p-6lgiisii tammlansin. Burada pu(X) < co olmayabilir.

1(X) = oo oldugunda, 3 {M,}< A kiimeler dizisi var ki, Vn igin (M,) < +oo oldugunu ve

X = U M, oldugunu kabul edecegiz.
n=|
(X,A,1) iigliisiine 6l¢ii uzay1 denir. Cogu zaman (X,A,p) 6l¢ii uzayi kisaca X ile gosterilir.

Ee A oldugunda, E kiimesine, 6lgiilebilir kiime denir.

Olgii uzayina 6rnek olarak sayisal R eksenini gésterebiliriz. Burada A o-cebiri olarak,
Lebesque anlamda &lgiilebilen, sonlu ve sonsuz olgiilii kiimelerin olugturdugu kiime

gosterilebilir. M, kiimeleri olarak [-n,n] araliklar1 alinabilir.



Tanm 4.1.2. E ¢ X kiimesinde tanimlanmig (vektér veya operatér) abstrakt f: E —»Y

fonksiyonu,

c; ,xeE, (i=12,.,n)
0 , xeE\JE, (h

f(x) =

esitlikleriyle tanimlanirsa, bu fonksiyona E’ de merdiven sekilli veya basit fonksiyon denir.

Burada E;’ ler, Ei N Ej =@ (i #j) kosulunu saglayan sonlu dlgiilii keyfi kiimelerdir.

Tamm 4.1.3. Olgiilebilir E kiimesinde tanimlanmis f(x) abstrakt fonksiyonu igin E’ de

merdiven sekilli fonksiyonlarin dyle { f,(x) }dizisi var ki, hemen hemen tiim x<E igin,
lim|| fu(x) — f(x)||=0

kosulu saglanirsa yani, hemen hemen tiim xeE i¢in, fy(x)—> f(x) olursa, o zaman f(x)

fonksiyonuna, E kiimesinde giiclii 6lgiilebilirdir denir.

VxeE igin dogru olan

HEGGO = 1) < fa(x) = f(x) ]

esitsizliginden giiglii 6lgiilebilir f(x) fonksiyonunun || f(x) || normunun da 6lgiilebilir oldugu
alinir: Bu halde || f(x) || fonksiyonu, 6lgiilebilir { || f(x) || } fonksiyonlarinin yakinsak limiti

olur.

4.2. Bochner integrali

Tamm 4.2.1. f(x), E kiimesinde tanimlanmig merdiven sekilli fonksiyon olsun. Bu halde,

Y, con®)

toplamina (1) esitligi ile verilen merdiven sekilli f(x) fonksiyonunun E kiimesi iizere

Bochner integrali denir ve
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n

[ 10 dueo =3 cnE) @

E i=1
veya

[ f0dx=3" cinE) 2

E i=t
seklinde gosterilir.

E’ de merdiven sekilli f ve g fonksiyonlarimn of(x) + pg(x) lineer kombinasyonu igin,
[ T+ prgeo] dx = o [ fx) dx+ P [ g dx
E E E

esitligi saglanir.

E’ de merdiven sekilli keyfi f(x) fonksiyonu igin,

I fxydxll< [ [ x|l dx

olur.

Simdi f(x) fonksiyonu, E’ de giiglii 6lgiilebilir keyfi fonksiyon olsun. {f;(x)}dizisi ise E’ de
f(x) fonksiyonuna hemen hemen her ycrde yakinsak olan merdiven gekilli fonksiyonlar

dizisidir. O zaman,

| £2(x) — ) ||

6lciilebilir fonksiyondur ve

[ 1620 = fx) 1 dx

E

integralinin sonlu veya sonsuz anlam vardur.

n — oo kosulunda,

J 1600~ o0 | dx - 0

E
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oldugunu kabul edelim. O zaman,

(] fix)dx)

dizisi Y uzayimin normundaki yakinsaklhiga gére fundamentaldir. Gergekten de, nm — oo

iken,
[ j f(x) dx - j fn(x) dx || =] j [,(x) ~ fu()] dx |
< I I (%) — fn() || dx
SJHM@=MWM+JHM%mMHM+O
olur.

Y uzayi tam oldugundan,
lim Ifn (x)dx
n—>»00 E

limiti vardir.

Tamim 4.2.2. Eger f(x) abstrakt fonksiyonu, E kiimesinde giiglii olgiilebilirse ve basit
fonksiyonlarin E’ de hemen hemen her yerde f(x) fonksiyonuna yakinsak olan {f,(x)}

dizisi igin,
[ I16x) = fx) | dx > 0 (3)
1

limiti dogru olursa, o zaman f(x) abstrakt fonksiyonuna E kiimesinde Bochner anlaminda

integrallenebilirdir denir.

Bu halde iistte yakinsakligim gosterdigimiz,

lim [f.(x) dx (4)
; )

' n->om
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limitine f(x) fonksiyonunun E kiimesi iizere Bochner integrali denir ve
[f(x) dx
E
veya
[rex)du
E
seklinde gosterilir.

Bochner integralinin tek degerli oldugunu yani, (4) limitinin (3) kosulunu saglayan basit

approxime edici fonksiyonlar dizisinin segiligine bagli olmadigini gosterelim.

{6(x)} ve {fi(x)} dizilerinin, (3) kosulunu saglayan basit fonksiyon dizileri oldugunu
kabul edelim.

N—»0

€= lim j f.(x)dx
E
ve

—>w0

t=1i j?n(x)dx
E

olsun. Bu durumda,

f](X), ﬁ(x)s fz(X), f;(X),..., fn(x)$ f;(X),...

dizisi de (3) kosulunu saglar. Buna gore de,

[ () dx, [ i) dx, j f(x) dx, j %) dx, ..., | f(x)dx, [ 60 dx, ..

E E E E E

dizisi bir (o limitine yakinsaktir. Bu halde £ = ¥ = £5 olur. Boylece Bochner integralinin bir

degerli tammlandig: ispatlanmig olur.
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Teorem 4.2.3. f(x) fonksiyonunun E’ de Bochner anlamda integrallenebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart {{(x) fonksiyonunun I’ de giiglii 6lgiilebilir olmasi ve

[ 1) 1] dx < 4o

E

olmasidir.

ispat. f(x) fonksiyonu E’ de Bochner anlamda integrallebilir olsun. O zaman Bochner
integralinin tanimindan f(x) fonksiyonu, E’ de giiglii Slgiilebilirdir. f,(x), keyfi approxime

edici diziden bir keyfi basit fonksiyon olsun. O halde,

[ifeoldx < [ 11x) - ) Il dx + [ [l (x) || dx

E

yazilabilir.

[ 1) - ) 1dx -0

E

oldugundan bu sinirlidir ve

[ 16 11 dx < o0

olup, buna goére de

[ 11600 1] dx < +oo

E

dur.

Tersine f(x) fonksiyonu, E’ de giiclii 6l¢iilebilir olsun. { f,(x)} dizisi E’ de hemen hemen

her yerde

| fo(x) = f(x) || > 0

sartini saglayan merdiven sekilli fonksiyonlarin keyfi bir dizisidir. Burada daima

G || fax) = £x) ||+ 1] ) |
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yazilabildiginden,

I GG I < I ) 1 +1
yazilabilir. Béylece,

I () - fx) [ <2 f(x) || +1

dir. Lebesque teoremine esasen,

I -f@) dx >0,  (no>w)

E

dir. Bu ise [(x) fonksiyonunun, Bochner anlamda integrallenebilmesi demektir.

4.3. Bochner integralinin Uygulanmasiyla Banach Uzaynda Diferansiycl

Denklemlerin Coziimii

Banach uzayinda verilmis

d
E)f: f(t,x) . x(0) =Xq (1)

diferansiyel denklemini ele alalim ( Daletskiy ve Kreyn, 1970 ). Burada x ve f(t.x)
vektorleri X Banach uzayinin elemanlandir ve te[0,T] dir. f(t,x) abstrakt fonksiyonu t

degiskenine gore siirekli ise ve x degiskenine bagli fonksiyon ise,
| ft,x1) — f(t,x2) | S Lo|l xi — x2 ||, Vte[0,T] 2)

Lipschitz kosulunun saglandigim varsayalim. Burada L sabit sayidir. Bazen bu sayiya

Lipschitz sabiti de denir.

[a,b] araliginda tamimlanmus, deéerleri x(t)"eXi_qlan tiim siirekli fonksiyonlar kiimesini

CX ,,ile gosterelim. Lineer C,; uzayinda elemanm normunu

[l x Jlc = max [} x(t) | ' (3
astsb

gibi tammlayahim.
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X ve CJ\, uzaylan tam uzaylardir. X = R oldugunda Cf, ;= Cppy olur. Cj;,, uzaymin

tam olmast, Cja) Uzayinin tam olmasinin ispati gibidir.

Diferansiyel denklemler teorisinde oldugu gibi

dx
— = f{t,x),
at (t,x)

x(0) =x¢
problemine Cauchy Problemi veya baslangi¢ deger problemi denir.

Adi tiirevli diferansiyel denklemlerde, bu denklemin ¢6ziimiiniin varligini ispatlamak igin,
bu problem onunla esdeger olan integral denkleme getirilir ve alinmis integral denklemin
Lipschitz kosulu saglandiginda sikan operatorlii bir operatér denklem oldugu gosterilir ve
bu integral denklemin ve uygun diferansiyel denklemin ¢6ziimii, alinmig bu integral
operatériin sabit noktasi oldugu iterasyon yoéntemi ile ispatlanir. Coziim ise iterasyon

yontemiyle verilir.

Benzer olarak (1) Cauchy problemini asagidaki esdeger integral denklem seklinde yazalim:
1
x(t)=xo+ [ fltx(@)de , 0<t<T (4)
[
(4) denklemini ¢6zmek igin bu denklemi 0 <t < 8 < T aralifinda ele alalim. Boylece,

x(t)=xo+_[ fltx(t)dt , 0<t<§<T (4"

olur. Bu denklemin sag tarafi, C()fo.wsl uzayinda alinmig x = x(t) elemanim yine C[’fo_,"m

uzayinda bagka bir clemana doniistiiren bir A(x) operatoriidiir. Bu operatdr igin,
t
I ALx@®] - Aly®1 =1l | { frx(e)) - Rey(e)) doe |
0

< J (e x(2) - fz,y(v) fide

Oq__‘m

degerlendirmesini yapahm. Sonuncu esitsizlikte (2) sart1 dikkate alintrsa,
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&
1A - A <L [ [ x(x) - y(x) || de

<L$ max It x(® - y® |

=L&{| x-yl| &)

olur. (5) esitsizliginden goriiyoruz ki, L-d < 1 oldugunda A operatérii C[’f,_8] uzayim
kendisine sikan bir operatordiir. Buna gore sikan operatdrlerin sabit nokta hakkindaki

teoreminc gére ( Daletskiy ve Kreyn, 1970 ), (4') denkleminin ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim

tektir.

(4') denklemi, 0 < t < § aralifinda (1) Cauchy problemine esdeger oldugundan. (1)

probleminin [0,8] aralifinda ¢6ziimii vardir ve tektir. Ozel halde,

dx
. — ft,
" (t,x)

denkleminin x(8) = x} baglangic deger sartlarin1 saglayan probleminin [5,5+5] = [5,28]
araliginda ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi agiktir. Béylece, bu yontemle ele alinan

(1) denkleminin ¢6ziimiini, tiim [0,T] arahigina genisletebiliriz.

Dikkat edelim ki. burada kullamilan integral Bochner integralidir. Ozel halde X uzayi n-
boyutlu lineer uzay oldugunda biz n adi tiirevli diferansiyel denklemler sisteminin
¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi problemine geliriz. Bu halde ise, f(t,x(t)) fonksiyonunun

ozelligine bagh olarak integral adi Riemann veya Lebesque integralleri olarak alinir.

Ornek 4.3.1. Banach uzayinda verilmis x= A(t)x + y(t) , t >0, x(0) = xo lineer

diferansiyel denkleminin max || A(t) || < +eo oldugunda ¢oziimii var ve tektir [x(t), y(t)eX,
<t<

A(t)eL(X), [0,0) ].

t
Coziim. x(t)=xo+ j f(t,x(1)) dt
0
esitliginin sag tarafina, L(X) uzayini kendi igine doniistliren bir operatdr gibi bakalim.
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Ax(t) =xq + j f(r,x(1)) dr .

Bu operator igin,

A1 - ALy I =) [ { fex(@) - .y (@) }de |

8
< j || f(z,x(x)) - f(z,y(v)) ||dt
<L J' || x(t) — y(t) || dt

< L8 max || x(t) - y(t) |
0gtgT

=Ll x-yll

olur. Buradan, L-d < | oldugunda, A operatériiniin L(X) uzaymm kendisine sikan bir

operatdr oldugu goriiliir. Buna gére de, denklemin ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim tektir.

4.4. Banach Uzayinda Diferansiyel Denklemlerin Varyasyonlarla Denklemi

X Banach uzayinda verilmis,

dx
—=f{t,x), 0<t<oo 1
" (t,x) (1)

diferansiyel denklemini ele alahm. Burada f(t,x) fonksiyonu, xeB < X alt kiimesinde
tanimlanmis ve degerleri X Banach uzaymnda olan fonksiyondur ve te[0,00) dir

( Lyusternik ve Sobolev, 1982 ).
(1) denkleminde f(t,x) fonksiyonu x degiskenine gére x = @(t) noktast komsulugunda

diferansiyellenebilir oldugunda bu denklemi arastirmak i¢in daha uyumlu hale getirilebilir.

Gergekten de, bu halde Ax = x(t) — @(t) alinarak, Ax(t) fonksiyonu igin,
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d% = [{LAX + (1) - f(t,p(t)) = A(H)Ax + F(t,Ax)
C

denklemi yazlabilir. Burada

A(t) = £'(t,9(1)

ve

| F(t,A%) || < ci(Ax)-|| Ax ||
dir dyle ki,

fim, (& =0
dir.

Béylece (1) denklemi,

%=A(tmx +F(L,AX) 2

seklinde yazilabilir. Boyle denkleme,
| FeA%) || < (x| Ax |, Jim e(ax) =0
sart1 saglandiginda bazen kuazilineer denklem denir.
x(t) = (t) fonksiyonu (1) denkleminin ¢éziimii oldugunda lineer

‘%ﬁ‘.:A(t) Ax , (A= o)) 3)

denklemine, (1) denkleminin x = @(t) ¢dziimiine gére varyasyonlarda denklemi denir.

Varyasyonlarla denklemin (1) denkleminin incelenmesinde ¢ok Gnemli yeri vardir.

Onemli 6zel hallerden biri olan

—=fx (4)
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autonom denklemini ele alalim. Autonom denklem halinde denklemin sag tarafi agik
olarak t degiskenine bagh degildir. x = ¢(t), (4) Autonom denkleminin ¢6ziimii ise kcyf(i

X = @(t — to) 6teleme fonksiyonunun da onun ¢ozimii oldugu dikkate alinmalidir.
Simdi xp noktasinin f(x) fonksiyonunun kritik noktasi oldugunu, yani

f(x0) =0
oldugunu varsayalim. O zaman (4) denkleminin stasioner ¢oziimii

x(t) =xo

olur. Bu halde (4) denkleminin varyasyonlarla denklemi

»%%:Am,(A=wum (5)

stasioner denklem olur. Burada A = f,'(x¢) operatorii t ve x degiskenine bagli degildir.

Ozel halde eger autonom denklemin periyodik x(t) = @(t) ¢oziimii olursa, o zaman ¢'(t)

fonksiyonu varyasyonlarla denklemi saglar. Gergektende,

do(t) _
“at {{o(t)

denkleminin her iki yanmindan t’ ye gore diferansiyel alinirsa,

do'(t)

Fra £ ((1))-¢'(t) = A(t)-¢'(D)

bulunur.
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BOLUM V

ABSTRAKT FONKSIiYONLARIN iNTEGRALLENMESI. RIEMANN VE
STiELTJES INTEGRALLERI

5.1. Siirekli Abstrakt Fonksiyonlarin Riemann integrali.

x(t) fonksiyonu, [a,b] araliginda tanimlanmis ve degerleri X Banach uzayinda olan siirekli

abstrakt fonksiyon olsun.
Tamm 5.1.1. Eger keyfi € > 0 say1s1 verildiginde her bir t', t”" €[a,b] igin, | t' — " | < & iken
| x(t) - x(t") || <€

olacak sekilde bir 8(g) > 0 sayis1 varsa, o zaman x(t) abstrakt fonksiyonu [a,b] araliginda

diizgiin siireklidir.

Lemma 5.1.2. Eger abstrakt fonksiyon ele alinan aralikta siirekli ise, o zaman bu

fonksiyon bu aralikta diizgiin siireklidir.
ispat. Q = [a,b]x[a,b] karesinde tamimlanmus,iki degigkenli
o(t,5) = || x(t) - x(s) ||

sayisal fonksiyonunu ele alalim. E? diizleminde tiim normlar esdegerdir. Burada kubik

normdan istifade edelim:

=max (|t [s] ).
k

B

(p(t,s)l fonksiyonu, Qc E? kiimesinden E" e etki ediyor. Q kiimesi, E*> de kapali

oldugundan, Cantor teoremine gore ( Aydin ve digerleri, 2000 ), Q kiimesinde siirekli olan

o(t,s) fonksiyonu, Q’ da diizgiin siirekli olur.



Not. Eger keyfi € > 0 sayis1 verildiginde, | t'—t"" | <& ve | s'—s"" | < § sartlarim saglayan her

bir (t', s')eQ ve (t"', s"')eQ noktalan igin
lo(t,s)—o(t”,s") || <e

olacak sekilde bir 8(g) > 0 sayis1 varsa, ¢(t,s) fonksiyonuna Q kiimesinde siireklidir denir.

Son esitsizlikte, s’ = s’ = t"' alimirsa, o zaman @(t”, s'") = 0 olur. Buradan ise, 6zel olarak,

keyfi € > 0 sayisi verildiginde, | t'-t” | <& sartim1 saglayan her bir t', t"" [a,b] igin,

ot ) [ = | x(t) - x(t) [| <&

esitsizligi saglanacak sekilde & > 0 sayist bulunmus olur. Bu, x(t) abstrakt fonksiyonunun

[a.b] araliginda diizgiin siirekli olmasidir.

Simdi abstrakt fonksiyonun Riemann integralinin tanimim verelim. Bunun igin [a,b]

araligi © = {t;} noktalan ile
a=ty<ti <t <..<ftnag<tn=Db

seklinde [ti., t;] araliklarina bélelim. [t ti] araligina, t pargalaniginin arahg: diyecegiz.

AL = ;— ti,y pargalamglarin uzunluklarim, A(t) = max A\, ise, bu pargalanisin kigiiklaginii
RS

gosterir. Her bir [t;.), t], (i = 1,2,...,N ) pargalani§ araliindan bir tane 6; noktas1 segelim.

0y, 05, ..., On noktalarina, aralik noktalan diyecegiz. [a,b] araliginda verilmis x(t) abstrakt

fonksiyonunun integral toplam,

N
Or = ¢ (x; 01, 02, ..., On ) = D X(03)-At )

i=}

seklindedir.

Tamm 5.1.3. [a,b] aralifinin keyfi

n= N, n=12,.

i=0 *
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pargalamsglar igin ve {t!"), ¢}, (i = 1,2,..,N, ) araliklarindan segilmis keyfi 0",

(n=1,2,...) aralik noktalar1 igin, n — oo sartinda, A(t,) = 0 durumunda

limo, (x;6{",..,00)=r

n-yron

esitligi saglanacak sekilde reX elemam varsa, x(t) abstrakt fonksiyonuna, [a,b] araliginda

Riemann anlaminda integrallenebilirdir denir.

r elemanina, [a,b] araliginda x(t) fonksiyonunun Riemann integrali denir ve
b
r= I x(t) dt
seklinde gosterilir. Boylece,

b N
[ x(®) dt=1im Y x(@) At
N~ o0 i=|

a

olur. Burada,

limA(t,) =0

R R -2

dir.

Asagida [a,b] arahiginda siirekli olan x(t) abstrakt fonksiyonunun bu aralikta Riemann
anlaminda integrallenebilir oldugunu gdsterecegiz. Bunun igin Once iki tane yardimci

lemmay1 ispatlayalim.

Bu kisimda & > 0 sayisi olarak diizgiin siirekliligin tanimindaki 8 > 0 sayisimin alinmasi,

M) < 8 oldugunda, keyfi t/, t" € [t., ti] igin, T parcalamiginda
I x(4') = x(i") || <€

esitsizliginin saglanmasini garanti eder.
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[a,b] arahiginda bir t pargalamsi verilmis olsun. Bu araligi daha kiigiik araliklara bélen t’

pargalanisa, T parcalamginin kiigiiltiilmiis pargalanisi denir.
[ti.1, t;] araligy, T pargalamiginin aralig1 olsun. Bu araligin t; = {t,‘ }io parcalanisi ele alalim.

t =t <t] <..<thi=¢

At =ti—tI" | j=1,2,.N; (2)
N; )

Z Atf——- At; .

j=1

1; pargalamsinin her bir [t;., t;] arahgindan bir 6/ noktasi segelim ve

z

N
o,.zz x(07)- At/ (3)

[
[

Riemann integral toplamini yapalim.

Lemma 5.1.4. 1 parcalanisi, [a,b] araliginin A(t) < § sartim saglayan pargalanisi ve o ise,
x(t) fonksiyonunun [a,b] araliginda t par¢alanigina uygun Riemann toplami olsun. v’

pargalanist, t parcalamginin kiigiiltilmiis parcalanist ve oy ise, bu pargalanisa uygun

Riemann toplami olsun. O zaman,
| o — ov || <e(b-a)
esitsizligi dogrudur.

ispat. (1) formiilii ile tanimlanmis o, Riemann integral toplannin, (2) formiillerinden

yararlamlarak ,

N N;

o= D) x(6,)- At

=t j=l

seklinde yaznlabildigini dikkate alalim.

Bu esitlikle (3) esitligi taraf tarafa gikarlirsa ve 0; € [ti.y, t] ve tiim 0 < j < N; igin,
0! € [ti1, 4] oldugundan, | 6; — 0] | <& oldugu bulunur ve x(t) fonksiyonu [a,b] araliginda

diizgiin siirekli oldugundan,
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N N . .
o, =0l < 213 Ix(0,) - x(0!) | -At! <& (b-a)

i=l j=I
bulunur.
Lemma 5.1.5. t; ve 1; pargalamslari, [a,b] araligimin A(t)) < & ve A(t;) < § sartlanm

saglayan parcalamislari olsun. o, ve G, ise, x(t) fonksiyonunun bu pargalanislara uygun.

keyfi segilmis aralik noktali Riemann integral toplamlari olsun. O zaman,
e, -0, |l <2-&(b-a)

esitsizligi dogrudur.

ispat. T =1, U 1, pargalamsim alahm. t; < 1 ve 12 c 1 oldugundan t pargalamsi, hem T,
parcalanisinin hem de 7, parcalamsimin kiigiiltiilmiis pargalamigt olur. Buna gore.

Lemma 5.1.4 burada kullanilirsa,
o, —o,ll<llo, —o ll +llo,. -0l
< g(b—a) + e-(b—a)
= 2-g-(b-a)

bulunur.

Teorem 5.1.6. Abstrakt fonksiyon siirekli oldugu aralikta Riemann integrallenebilirdir.

ispat. {t,} dizisi, |a,b] araliginin n = oo durumunda pargalams kiigiikliigii sifira yakmsak
olan yani, A(t,) — 0 olan keyfi par¢alams dizisi olsun. Her bir n sayisi igin, aralik
noktalarini segerek x(t) fonksiyonunun [a,b] arahig1 igin uygun {o, }Riemann integral
toplami dizisini yapalim. Burada n—o durumunda A(t,) — 0 oldugundan, 6yle N

numarasi bulabiliriz ki, tim n > N igin A(t,) < 8 esitsizligi saglanir. Lemma 5.1.5” e gore,

her n > N ve key(i dogal p sayisi igin,

| o, =0, I <2&(b-a)

Tnap
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olur. Bu ise { o, } dizisinin X Banach uzayinda fundamental dizi oldugunu gésterir. X tam

uzay oldugundan, dyle reX eleman: var ki, {c, } dizisi, n — o sartinda r elemanina

yakinsak olur.

Simdi r elemaninin pargalanis dizisinin ve aralik noktalarinin segiligsine bagli olmadigim

gosterelim.

{7, } baska bir parcalams dizisi ve {oc, } dizisi ise {1} dizisine uygun herhangi aralik
noktalar ile Riemann integral toplamu olsun. Oyle r'e X elemam var ki, n—o durumunda

c.—> r olur.

n
Simdi,
G10:10 10 5y G O - e,

’ Ty ’ Ty

Riemann integral toplamlan dizisini yapalim. Bu dizide yakinsaktir. Bu dizinin ¢ift indisli
olmayan alt dizisi r elemanina, ¢ift indisli alt dizisi ise 1’ elemanina yakinsaktir.Yakinsak

bir dizinin alt dizileri aym limite yakinsak oldugundan r =’ esitligi bulunur.

5.2. Riemann integralinin Ozellikleri.

[a,b] arahginda siirekli abstrakt fonksiyonlarin Riemann integralinin agagidaki esas

ozelliklerini gosterebiliriz.

1) ¢(t) skaler fonksiyonu [a,b] arahiginda siirekli bir fonksiyon ve xoeX herhangi bir

eleman olsun. O zaman,

b b
I xo-@(t) dt = xo I ¢(t) dt

olur.

ispat.

oxx0®) = D, Xo@(Ok)-Aty

k=1
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N
=X0, O(6i)-Aty
k-1

= Xo:0(9)
esitliginden A(t) — 0 sartinda istenilen esitlik alinir.

2) Sabit bir A say1s1 igin,
b b
[ Axyde=2 [ x()dt

esitligi dogrudur.
o.(A-x) = X-0.(x) oldugundan bu 6zellik ispatlanir.

3)

b

b b
[ x®+yo1dt= j x(t) dt + j y(t) dt

dir.
Bu 6zelligin ispati  o(x+y) = 0(x) + o(y) esitliginden ¢ikar.

4) Her bir ce [a,b] igin,

? x(t) dt =] x(t) dt + l]‘ x(t) dt

dir.

Ispat. 7y, Ja,c] arah@inmn Ty, [c,b] arah@imin ve T = 1) U 13 isc [a,b] arahigimn pargalanig

olsun. O zaman,
odx) =0, (x) +0,, (%)

esitligi dogrudur.

Eger. A(t))>0 ve A(12)—>0 ise, o zaman A(t)—>0 oldugu bulunur ve ozelligin ispau

yukandaki esitlikten ¢ikar.
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3)

I x@dtl<| lIx@lldt

dir.

Bu 6zelligin ispat1 || o:(x) || £ o.( | x || ) esitsizliginden ¢ikar.

6) X ve Y iki Banach uzayi1 ve xeX elemanlan i¢in yeY ile sagdan ¢arpma islemi

tanimlanmis olsun. O zaman,

b

I x(t) dt-y = l] x(t)-y dt

a
olur.

Bu 6zelligin ispati,

N N
GA(x)y= x(0x) Aty = X(0k)- Aty = c(x-y)
k=1 k=1

esitliginden aliir.

Carpimin tammindan, x(t)-y ¢arpiminin [a,b] araliginda siirekli oldugu ¢ikar.

7) X ve Z iki Banach uzayi ve xeX eleman igin zeZ ile soldan garpma iglemi tanimlanmig

olsun. O zaman,

b b

; zj x(1)dt = I z-x(t) dt
esitligi dogrudur.

b
8) u(t)= I x(s) ds  fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli diferansiyelienebilirdir ve te[a,b]

a

icin u'(t) = x(t) esitligi dogrudur.
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fspat. | h| <& alalim. Burada & > 0 , x(t) fonksiyonunun t noktasinda siirekliliginin

tammmundaki 8 sayisidir.

t+h

firx(s) - xty } ds

[

u(t+h)—u(t) 1
T x(O ] < m

<E.

u'(t) fonksiyonunun siirekliligi ise x(t) fonksiyonunun siirekliliginden alinir.

9) x(t) fonksiyonu, [a,b] araliginda siirekli diferansiyellenebilir olsun. O zaman,

b

_[ x'(t) dt = x(b) — x(a)

Newton-Leibnitz formiilii dogrudur.

Ispat. X uzayinin clemanlari igin, X* eslenik uzayimin elemanlan ile sagdan ¢arpim islemi

tanimhidir. Keyfi fe X* igin, (6) 6zelligine gore,
b h
([ x@a, r>=j (x'(V), Ndt

b
:ﬁ—l ¢ x(1), 0 dt

=(x(®), 0 [;
=(x(b), £) —(x(a), f)
=(x(b) - x(a) , )
bulunur. Bsyleee, keyfi feX* igin
| bj X'(t) dt — x(b) + x(a) , f)=0

esitligi elde edilir. Bu ise yalmz
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:[ x'(t)dt—x(b) +x(a)=0

halinde dogrudur.
Burada (6) ve (7) 6zelliklerinin agagidaki durumlarim verelim.

A(t)e L(X,Y) ve xe X oldugunda,

l] A(t) dt-x =l] A(t)-x dt

dir.

A(t)e L(X,Y) ve Be L(Z,X) oldugunda,

bj A(t) dtB =bj A(t)B dt

a

dir.
A(t)e L(X,Y) ve Ce L(Y,Z) oldugunda,
b b
Cf Amdt=| C-A®dt
dir.

Ozellik 5.2.1. x(t) fonksiyonu, [a,b] araliginda siireklidir. t = @(c) sayisal fonksiyonu ise
[o,B] aralifinda siirekli diferansiyellenebilirdir ve a = (o) < ¢(o) < @(B) =b dir.

b

p
[ x® dt=[ xlo(o)}¢'(o) do

a o

olur ( Trenogin, 1980 ).
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Ozellik 5.2.2. X ve Y iki Banach uzay1 olsun ve xe X elemaninin yeY elemani ile sagdan
carpimi islemi tanimlanmis olsun. Ayrica, degerleri X uzayinda olan x(t) abstrakt
fonksiyonu ve degerleri Y uzayinda olan y(t) abstrakt fonksiyonu, [a,b] aralifinda siirekli

diferansiyellenebilir olsun. O zaman,

b b
[ -y dt=x@-yO- [ x©-y dt

integralleme formiilii dogrudur ( Trenogin, 1980 ).

5.3. Abstrakt Fonksiyonlarin Stieltjes integrali.

Bu kisimda Riemann integrali anlami genellestirilecektir. Burada Stieltjes (Riemann-
Stieltjes) integrali anlamm verilecektir. Bu integralin bir gok uygulamalan vardir. Mesela,
bu integral anlamindan yararlanilarak, kendi kendine eglenik lineer operatorlerin spektral

agiliminin ingaasi verilir.

Stieltjes integrali anlamim vermeden Once, smirh varyasyonlu abstrakt fonksiyonun

tamimint verelim. [a,b] araliginda tamimlanmis, degerleri Y Banach uzayinda olan y(t)
abstrakt fonksiyonunun verildigini varsayahm. t© =(t,)}}, ise, [a.b] arahgimin pargalanisi

olsun.

Vo) =2, Iy -yt |

i=1
toplamint yapalim.
b .
Tamm 5.3.1. V(y) =supV, (y) sayisina, y(t) fonksiyonunun [a,b] aralifinda tam
varyasyonu denir.
b

Tamm 5.3.2. Eger, V (y) < + o esitsizligi saglanirsa o zaman, y(t) fonksiyonuna sinirh

varyasyonlu abstrakt fonksiyon denir.
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Ornek 5.3.3. y(t) abstrakt fonksiyonu, [a,b] araliginda Lipschitz sartim saglasmn yani, key i
t', t'"e[a,b] igin,

ly(t) —y(") [ <Mt — "]

esitsizligi saglanacak sekilde bir M > 0 sabiti var olsun. ( Buradaki M sabitine Lipschitz

sabiti denir)

Bu y(t) abstrakt fonksiyonu igin,

V (y) £ M-(b-a)

esitsizligi saglanir. Boylece, Lipschitz gartint saglayan fonksiyonlarin simirl varyasyoniu

fonksiyon oldugu goriiliir.

Simdi x(t) siirekli abstrakt fonksiyonunun, y(t) abstrakt fonksiyonu iizere Stieltjes integrali

anlamim verclim.

X, Y, Z Banach uzaylari olsun ve xeX eleman igin, ye Y elemam ile sagdan ¢arpim islemi
tamimlanmis olsun. Carpimun degeri Z uzayindadir yani, x-yeZ’ dir. [a,b] araliginda
tamimlanmis, sinirli degerleri sirasiyla X ve Y uzaylarinda olan x(t) ve y(t) fonksiyonlan

verilmistir.

T = (t,)Y, , [a,b] araliginda herhangi bir pargalanis, ; €[ti.1 , ti] ise, aralik noktalar: olsun

(i=1,2,...,N).

0:=0«X; y; 01,0, ... ,0N) = z x(0:)-[y(ti) — y(tia)]

Stieltjes toplamim yapalim.

Tanim 5.3.4. Eger, [a,b] arahginda n — o durumunda A(t,) —> 0 sartim saglayan keyfi

=t , n=1,2, ..

elemani igin,
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limo, =s

n—om n

bagintis1 saglanirsa, o zaman x(t) fonksiyonu, [a,b] araliinda y(t) fonksiyonuna gore

Stieltjes anlamda integrallenebilirdir denir ve

b
s= | x() dy(t)
scklinde gosterilir.

Riemann integralinin Stieltjes integralinin 6zel bir hali olduguna dikkat edelim. Gergekten
de, Stieltjes integralinde Y = E' , Z = X ve y(t) = t alimrsa, o zaman Stieltjes integrali

Riemann integraline esit olur.

Teorem 5.3.5. Eger x(t) abstrakt fonksiyonu, [a,b] arahiginda siirekli abstrakt fonksiyon ise
ve y(t) abstrakt fonksiyonu, [a,b] araliginda sinirli varyasyonlu fonksiyon ise, o zaman x(t)
abstrakt fonksiyonu [a,b] arahiginda y(t) fonksiyonuna goére Stieltjes anlamda
integrallenebilirdir ( Trenogin,1980 ).

5.4. Stieltjes integralinin Ozellikleri

1)

b

[ xordy(®) =x0y() [} =xoy(b) - y(a)]

dir.

2) x(0) = x9 ¢(1) , xoe X ve p(t)eCpap; oldugunda,

b b

[ %00 dy®=x0 | o(t) dy(®

a a

dir.

58



3) y(t) = yow (), yoe Y ve y(t) fonksiyonu sinirli varyasyonlu skaler fonksiyon oldugunda.

b

b
| x(® dlyow®]=( [ x(®) dw(®))-yo

a

formiilii dogrudur.

4)
J @ +x®]dy® = [ xi) dy® + | xa() dy(®
dir.
5)
b b b
[ x dyi®) + y201= [ x@ dyi+ | x(t) dya(t)
dir.
6)
[ x@dy®+ [ y(o) dx()=x®-y() [}

dir. Burada x(t) ve y(t) abstrakt fonksiyonlarinin her ikiside [a,b] araliginda siireklidir ve

bu aralikta sinirli varyasyonlu fonksiyonlardir.
7) Eger, a<c <b ise o zaman,

b

c b
[ xdy@ = [ x dy@ + [ x( dy(0

a

dir.
8)
b b b b
1] x@dyw s [ Ix® 14V )< max || xO |-V o)
dir ( Trenogin, 1980 ).
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5.5. Has Olmayan integraller ve Egrisel integraller
Yukarida tammlanmis olan Riemann ve Stieltjes integralleri gibi genellestirilebilir.

Mesela, parga parga siirekli olan x(t) fonksiyonunun (yani, sonlu sayida birinci gesit
siireksiz noktalar1 olan fonksiyon) integrali, bu fonksiyonun siirekli oldugu araliklardaki

integrallerinin toplami olarak tammianabilir.

Simdi degerleri X Banach uzayinda olan x(t) abstrakt fonksiyonunun has olmayan

Riemann integralini tanimlayalim.

Tamm 5.5.1. x(t) fonksiyonu, [c,) yar1 ekseninde tanimlanmig olsun ve bu fonksiyonun
her bir sonlu [c,b] arahginda Riemann anlamda integrali var olsun. Eger, X uzayindaki

norma gore

b +on
lim [ x(vdt= j x(t) dt (1)

c

limiti varsa, o zaman bu limite x(t) fonksiyonunun [c,0) araliginda has olmayan Riemann

integrali denir.

Benzer olarak, eger x(t) fonksiyonu, (-co.c] arahiginda tanimlanmigsa ve bu fonksiyon her
bir |a,c] sonlu araliginda Riemann anlamda integrallenebilir ise, o zaman has olmayan

Riemann integrali,

c

j x(t) dt = lim [ x(t) dt (2)

-
formiilii ile tanimlanir,

Son olarak, eger x(t) fonksiyonu, (-00,00) araliginda tanimlanmgsa ve bu fonksiyon her bir

c +0

[a,b] sonlu araliginda Riemann anlamda integrallenebilir ise ve j x(t) dt , I x(t) dt
integralleri varsa, o zaman has olmayan Riemann integrali,
[ xdt = j x(t) dt + j x(t) dt 3)
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formild ile tamimlanmir. Bu tanimin -0 < ¢ < oo sabitine bagh olmadigi kolaylikla

gosterilebilir.

Has olmayan integral var oldugunda, bu integral.yakmsaktlr denir. Aksi halde has olmayan

integral iraksaktir denir.

Eger, || x(t) || fonksiyonunun has olmayan integrali varsa, o zaman x(t) fonksiyonunun

uygun has olmayan integrali mutlak yakinsaktir denir.

Has olmayan Riemann integrali, Riemann integralinin 6zelliklerini saglar. Gergekten de,

(1)-(7) ozelliklerinin sag tarafindaki integraller (a = -0 veya b = oo halinde) yakinsak

t
olduklarinda bu ozellikler saglanir. (8) o6zelliginde | _[ x(s) ds integralinin yakinsak

—a0

oldugu da istenir. Newton-Leibnitz formiiliinde x(+o0) ve x(-c0) limitlerinin varhig: istenir.
Simdi birinci ¢esit egrisel integralin tanimini verelim.

X kompleks Banach uzay: ve L ise, Z kompleks diizleminde par¢a parca regiiler egri
olsun. a <t < b olmak iizere L egrisinin parametrik denklemini, z = z(t) seklinde verelim. 1.
egrisi sonlu oldugunda, [a,b] aralig1 da sonlu olur. L egrisi sonlu olmadiginda [a,b] araligs

(-00,¢), (c,+ ) veya (-00,+00) seklinde olur. Bu iig ¢esit egri [a,b] seklinde yazilacaktir.

L egrisinin parga parga regiller olmasindan, z'(t) nin siirekli oldugu ya da sonlu sayida

birinci gesit siireksiz oldugu noktalarin varoldugu alinir.

Tamm 5.5.2. L egrisi lizerinde x(z) abstrakt fonksiyonu verilsin.

b

j x(7) d7. = j x(7())-7 (1) dt (4)

L a
Riemann integraline, x(z) fonksiyonunun L egrisi iizere birinci gesit egrisel integrali denir.

Bu integralin sag yamndaki a veya b sayilarindan biri sonsuz olursa, uygun integral has

olmayan integral olur.

Abstrakt fonksiyonun L egrisi izere integralinin bu tanimy, birinci gesit egrisel integrallerin

ozelliklerini saglar. Ozel halde, L egrisinin yonii degistirildiginde integralin isareti degigir.
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Son olarak 6zel bir halde has olmayan Stieltjes integralinin tantmim verelim.

X=Y=Z=E', bir boyutlu Oklid uzay1 olsun yani, (-c0,+0) ekseni olsun. x(t): E'>E'
siirekli fonksiyonunu ele alalm. Ayrica, E' de smirli olan ve sagdan siirekli olan,
azalmayan y(t) fonksiyonunun verildigini varsayalm. x(t) fonksiyonunun, y(t)

fonksiyonuna gore (-c0,+0) aralifindaki has olmayan Stieltjes integrali,

+on

J x® dy® =lim [ x@) dy®+ lim [ (0 dy(t (5)

seklindedir.

Eger has olmayan (5) integrali varsa, o zaman bu integrale yakinsaktir denir. Aksi halde

iraksaktir denir. Eger,

[ 1% | dycry
integrali yakinsak ise, o zaman (5) Stieltjes integraline mutlak yakinsaktir denir.

x(t) ve y(t) fonksiyonlar iizerine konulan sartlarda Stieltjes integralinin mutlak yakinsak

olmasi, uygun bir serinin mutlak yakinsak olmasina esdeger olur.

(-o0,+00) araligini, [tk.1, tx) yar1 agik araliklarina bélelim (k = 0,21,%2,...). Bu pargalams

Oyle yapilmistir ki,

M= sup x(t) , me= inf x(t)

[ty tienati)
olmak iizere,
o =sup (Mg — my) < +oo (0)
k
esitsizligi saglanir,
Simdi O [ty.1, t) aralik noktasini alarak

3 %Oyt - y(tn)] (7

k=-on

serisini inga edelim.
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Teorem 5.5.3. (7) serisi ile (5) has olmayan integralinin her ikisi ayn1 zamanda mutlak

yakinsak olur. Eger (7) integrali, keyfi ® > 0 i¢in yakinsak ise, o zaman

40

[ xdy©=lim 3 x@ ) - Y]

—o k=—m

olur ( Trenogin,1980 ).

5.6. Banach Uzaymnda Lineer Diferansiyel Denklemler i¢in Cauchy Problemi

X herhangi bir Banach uzayi olsun. Ae L(X), xo €X tir. y(t) fonksiyonu, [0,T] araliginda
tantmlanmus, degerleri X Banach uzayinda olan siirekli abstrakt fonksiyondur. [0,T]
araliginda birinci dereceden lineer operator diferansiyel denklem igin Cauchy problemini

cle alahm:

x=Ax + y(t) . (1)
X(()) = X0. (2)

[0,T] arahiginda siirekli diferansiyellenebilen (1) denklemini aymn sekilde doniistiiren ve
(2) baslangic sartim saglayan her bir x(t) abstrakt fonksiyonuna (1)-(2) probleminin

¢Oziimii denir.

(1)-(2) probleminin ¢6ziimiinii formiil geklinde agikga yazabilmek icin, bu problemin

¢oziimii olan x(1) nin var oldugunu kabul edelim. O zaman, x(t) ¢oziimii (1)-(2) de yerine

yazilirsa,
% (s)= Ax(s) + y(s), O<s<t (3)
X(()) = X0

esitligi bulunur.

Simdi (3) csitliginin her iki tarafim, operator degerli e™ abstrakt fonksiyonu ilc soldan

carptp, s degiskenine gére 0 dan t’ye kadar ( te[0,T] ) integrali alinursa,
Mk (s)= ¢ M-Ax(s) + cMy(s),

™. % (s) - e Ax(s) = €. y(s),
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d
T X)) =™ y(s), (4)

t t

d
J &[e'As-x(s)] ds= I e™.y(s) ds

0

e™Mx(1) - x0 = I e™.y(s) ds, (5)

0

t

x(t)=eMxo+ | e*Vy(s)ds (6)
[1]

bulunur. (6) formiiliine, Cauchy formiilii denir.

Boylece (1)-(2) probleminin ¢oziimii varsa, o zaman bu ¢dziim (6) formiili ile gosterilir.

Bu ise, (1)-(2) probleminin ¢6ziimii varsa, bu ¢oziimiin tek oldugunu gosterir.

Simdi (1)-(2) probleminin ¢6ziimiiniin varligim gosterelim. Bunun igin, (6) formiilu ile
verilen x(t) abstrakt fonksiyonunun (1)-(2) probleminin ¢oziimiinii verdigi gosterilmelidir.
Bu arﬁacla (6) formiilii ile verilen x(t) abstrakt fonksiyonunun t’ye goére diferansiyeli

alinirsa,

. d '
X(t) =y eMxo + 6[ e .y(s) ds]

d d !
= q (x0)+ g 1] 0y as)

t
=AM xo+ A [ A y(s)ds +y()
0

S
)
= AJeMxo + I eM.y(s) ds] + y(t) _ (7
. 0 7
x(t)

bulunur.
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Bdylece, (6) formiilii ile tanimlanan x(t) fonksiyonu igin
X=sAx+y(t) , 0<t<T
(1) denklemine doniigiir. Baglangig (2) sart1 da saglanir.

(7) esitligini yazarken, 6nce

t t
I e"y(s) ds = e™ I e™.y(s) ds

0 0

sonra ise,

d ' -5 d t -As l -S
Et-[ _[ e.y(s)ds ] = E{[ eM I e™M.y(s)ds]=A I e .y(s) ds + y(t)
0 (1] Q
esitlikleri kullanildi.

Ornek 5.6.1. X = E" olsun. O zaman

y,(t)

A=l i , yw=| . |,0<t<T

yn.(t)

olur. y;(t) ler adi fonksiyonlar olup, [0,t] araliinda siireklidirler. X(t) fonksiyonunun
x1(1), ... , Xn(t)

koordinatlan [0,t] araliginda siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlardir. Béylece, x(t) n-

boyutlu siitun vektdr fonksiyonudur. Bu halde (1)-(2) Cauchy problemi,

di=Zaijxj+yi(t) , 0<t<T
dt 3
Xi(0)=X0i, i=1,2,..,n

sabit katsayih lineer diferansiyel denklemler sistemi igin Cauchy problemi olur.
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BOLUM VI
SPEKTRAL FONKSIYON VE BU FONKSiYON UZERE INTEGRAL

6.1. Spektral Fonksiyon

* Tanmmm 6.1.1. Asagidaki Ozellikleri saglayan reel parametreye bagl her bir P, operatér

fonksiyonuna spektral fonksiyon denir.

1°. P, operator fonksiyonu A parametresinin her bir degerinde projeksiyon operatérdiir.

2°. A < p oldugunda Py, < P, diir. Yani, P, — P, operat6rii negatif olmayan operatordiir.

3°, Her bir xeH igin
| P_x=0 ve P, x=1
dir. Yani, VxeH igin,
Jim [Px[]=0 ve lim [[P,x~1{=0

dir ve bdylece
Pr=0 ve Pix=1

olur.

4°, Keyfi xeH igin P,x vektor fonksiyonu sagdan siireklidir. Yani,

ling P, x-P,x||=0

AtE

dir.
Keyfi xeH igin, 2° 6zelliginden

limP _ x=P x

£-0

limP, x=P, x , €>0
€

0 M

limitlerinin dogru oldugu kolayca gériiliir.



4° szellipi,
Puro =Py

olmasi demektir. Bu sart gokta Snemli bir gart degildir. Bu sart spektral fonksiyonu

normlagtirmak igin verilir.

(a,3), [e,B), (a,B], [o,B] araliklarinin yerine sadece A isaretinin kullanilacagim dikkate

alalim. Bu halde P, isareti uygun olarak,
Ppo—Puro=Ppo—Pe=Pa , Ppo—Poo=Pp—Py =Py
Ppio—Paio=Pp—Py=Pa , Ppig—Poo=Pp—Pug=Pa

isaretlerinden birini gosterecektir.

2° ozelliginden, keyfi A igin P5’ nin projeksiyon operator oldugu kolayca goriiliir. Aym

zamanda Ay, ..., A, araliklan kesismediginde i # j igin

oldugu da kolayca goésterilebilir.

6.2. Spektral Fonksiyon Uzere integral

Keyfi spektral fonksiyon iizere Riemann-Stieltjes integrali tanimlanabilir. Gergekten de,
farzedelim ki, ((A) fonksiyonu [a,b] arahiginda siirckli olan keyli fonksiyondur. Ja.b]

araligin A4, ... , A, pargalanis noktalan ile

A=A <A <Mh<.<Ai<A,=b

seklinde [A;.,Ai] araliklarina bolelim.
Ai = 7\.5 — 7‘4-! ( i= 1,...,“ )
araliklarin uzunlugunu gosterir.
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Keyfi &ie[Ai.1,Ai] alalim ve

$=3 @&)P,

toplamini yapalim. S toplami, H Hilbert uzayinda tanimlanmsg bir sinirlt operatérdiir.

[Xi_l,Xi] araliklarinin uzunluklarim sifira yaklagtirmakla, bu toplamin operatér normuna
gore bir J limit operatoriine yakinsak oldugu gésterilebilir. Yani, keyfi € > 0 sayisina karst

dyle 8 > 0 sayis1 bulunabilir ki, A; <8 oldugunda keyfi S toplami igin
IS-Jli<e

esitsizligi saglanir ( Naimark, 1969 ).

J operatériine, f(1) fonksiyonunun P, iizere integrali denir ve
b
1= fr)dpy (1)

seklinde gosterilir.

(1) integralinin varhigindan VxeH igin,

b
Jx = j f(1) dP;x (2)

integralinin var olmasi agiktir. Bu sonuncu integral ise,

Sx=3 f&) P, x

toplaminin limitidir. Simdi eger,

IsxIP=1. RE) Py x 2= S [6E) PPy x I

= [RE) PPy x, %) 3)
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esitliginde limite gegilirse, 0 zaman
b b b
1] faydPux 1P = [ [0 Pl dPax P = [ | £3) 1 d(Pax, x) )

bulunur. Bu son esitligin sag tarafindaki integrél adi Stieltjes integralidir.

Eger 6zel olarak, her bir sonlu A i¢in f(A) fonksiyonu siirekli fonksiyon ise, o zaman

2) formiiliinde a —> -0 ve b —> +o0 sartinda limit alinirsa

2

j f(1) dPax 5)

integrali tanimlanabilir.

Cauchy kriterine gore (4) formiilii ve (5) integrali yalmz ve yalniz
[ Iy Papx P = [ 1) P d(Pax, x)

adi integralinin varlig1 halinde vardur.

Bu halde (4) formiiliinde limit alinirsa,
I ) dPax I = [ 160) P d(Pax, %)

esitligi bulunur ( Naimark, 1969 ).

6.3. Kendi Kendine Eslenik Operatorlerin Spektral Agilumi Uzerine

Once cift-¢ift ortogonal olan sonlu sayida Qi, Qy, ... , Qn projeksiyon operatérlerini ele

alalim.
Q,Q, =0, i ¢j.
Bu operatérlerin toplaminin I birim operatoriine esit oldugunu yani,
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Q+Q+..+Q=1

oldugunu ve sonlu sayida A, Aj, ... ,A, reel sayilarinin verildigini kabul edelim. Burada

M<A <. <Ay

dir. Merdiven sekilli P, fonksiyonunu,

Py = Z Q«

AesA

seklinde tanimlayalim. Bu toplam yalniz ve yalnz Py toplamlarindan olugmustur ki, bunlar

i¢in Ay < A sart1 saglanir,

A:o] A dPy, (N

integralini ele alalim. Bu integral reel olarak,

n

A=Y AkQk | )

k=1

sonlu toplanum gosterir. (2) esitligi ile tanimlanan A operat6riiniin karakteristik sayilar Ay
sayilandir. Uygun olarak, Qy operatérlerinin izdiigiimleri olan alt uzaylar ise A
operatériiniin karakteristik alt uzaylarn olur. (2) formiiliine A operatoriiniin diyagonal

seklinde gosterilisi denir.

Sonlu boyutlu uzaylarda her bir Hermite A operatorii diyagonal sekle getirilebildiginden,
bu operatorier igin merdiven sekilli P, spektral fonksiyonu insa edilebilir ki, onun

yardimiyla da bdyle operatorler igin (2) agilimi yazilabilir.

Hilbert uzayinda  kendi kendine eslenik olan her bir operatériin (1) seklinde
gosterilebildigi ispatlanabilir.( Bu halde Py spektral fonksiyonunun merdiven gekilli olmasi

gerekmez ). Ayrica bu operatérlerin rezolventi igin

8

dP, 3)

_|:
(A-2Al) =Y

8 Yy

agthmi  yazilir. Burada P, fonksiyonu, A operatériiniin spektral fonksiyonudur

( Naimark,1969 ).
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SONUC VE ONERILER

Parametreye bagli olan abstrakt fonksiyonlarin integrallerinin tanimi, matematik analizde
(veya Kompleks fonksiyonlar teorisinde) verilen egri iizere integralin tammiyla hemen

hemen aynidur.

Bu ¢alismada, parametreye bagh ve genel halde keyfi normlu uzaylarda tanimlanmis ve
degerleri normlu uzaylarda olan fonksiyonlarin — abstrakt fonksiyonlarin Riemann,
Stieltjes ve Bochner integrallerinin tamimlan ve 6zellikleri verilmistir. Ayrica 6zel olarak,
Bochner integrali kullamilarak Banach uzayinda diferansiyel denklemler i¢in Cauchy

probleminin ¢dziimiiniin varhinn ve tekliginin incelenmesi gosterilmistir.

Riemann ve Stielijes integralinin uygulanmasiyla da Banach uzayinda benzer problemicr

incelenebilir.
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