T.C.
NIiGDE UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERIi ENSTITUSU
BIYOLOJI ANABILIM DALI

REGRESYONDA YENIDEN ORNEKLEME YONTEMLERININ
KARSILASTIRMALI OLARAK INCELENMESI

Dervis TOPUZ

YUKSEK LISANS TEZI

OCAK 2002



Fen Bilimleri Enstitiisti Miidiirliigiine:

Bu caligma jlirimiz tarafindan BIYOLOJI ANABILIM DALI’'nda YUKSEK LISANS
TEZI olarak kabul edilmistir.

Bagkan :ProfDr. Ahmet Nuri YAYINTAS  _&A . )
2; \
Uye :Dog.Dr. Tamer KAYAALP W
Uye :Yrd.Dog.Dr. Suat SAHINLER
Uye :Yrd.Dog.Dr. Oguz KILICOGLU J%@:/’“
r
Uye *Yrd.Dog.Dr. Onur KOKSOY OINM
Onay:

Bu tez [R../4/3/2002 tarihinde, Fen Bilimleri Enstitiisti Yonetim Kurulunca belirlenmis olan

yukaridaki jiiri tiyeleri tarafindan uygun goriilmiis ve Enstitli Yonetim Kurul karartyla

kabul edilmistir.

Do¢.Dr. Aydin TOPCU
Enstitii Miidiirii



OZET

REGRESYONDA YENIDEN ORNEKLEME YONTEMLERININ
KARSILASTIRMALI OLARAK INCELENMESI

TOPUZ, Dervig

Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Biyoloji Anabilim Dali

Damgman : Prof. Dr. Ahmet Nuri YAYINTAS
Ortak Danigman : Yrd. Dog. Dr. Suat SAHINLER

Ocak 2002, 68 sayfa

Regresyon analizinde yeniden Omekleme yontemlerinin incelenmesi amaciyla
bootstrap ve jackknife yontemleri ele alinmigtir. Bu yontemler zaman serileri, simulasyon
teknikleri, tek ve ¢ok degiskenli istatistik analizler ve regresyon analizi gibi pek ¢ok
alanlarda uygulanmaktadir.

Yeniden 6rnekleme yontemleri 6zellikle en kiigiik kareler regresyon analizindeki
hata degerleri ile ilgili varsayimlarin gergeklesmedigi durumlarda birer diizeltme yontemi
olarak da kullanilmaktadirlar.

Caligmada, Kayseri Dogum Hastanesinden elde edilen 2000-2001 yillarindaki 320
hastaya ait anne yas1 (Xi), gebelik siiresi (Xz) ve bebegin dogum agirhiklarina (Y) iliskin
veriler kullamlmigtir. Once klasik 6rnekleme yontemleri ile elde edilen bu verilere ait en
kiigiik kareler regresyon modeli ve ilgili parametre tahminleri hesaplanmig, daha sonra
aym verilere yeniden érnekleme yontemleri uygulanarak elde edilen verilere ait en kiigiik
kareler regresyon modeli ve ilgili parametre tahminleri tekrar tahmin edilmis, boylece her

iki sekilde elde edilen parametre tahminlerinin kargilagtirilmas: yapilmugtir.

Anahtar Sézciikler: Bootstrap yontemi, Jackknife yontemi, Yeniden 6rnekleme yontemleri,

Parametrik olmayan yontemler, regresyon, Parametrik olmayan

given araliklan
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SUMMARY

COMPERATIVE INVESTIGATION OF THE RESAMPLING METHODS IN
REGRESSION ANALYSIS

TOPUZ, Dervis

University of Nigde
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Biology

Supervisor : Prof. Dr. Ahmet Nuri YAYINTAS
Co-Advisor : Yrd. Dog. Dr. Suat SAHINLER

January 2002, 68 pages

In this study, bootstrap and jackknife methods were taken up for investigation of
the resampling methods in regression analysis. These methods have a many application
areas suchas the time series, simulation technigues, unique and multiple variable analysis
and regression analysis etc.

In regression analysis, resampling methods are used as a correction method, in case
of the error value hypotesis unrealized.

In this work, the data which were taken in kayseri maternity Hospital from 320
patient mothers, whose ages, pregnancy time, and weigth of baby are X;, X; and Y,
respectiveley, are used. First, the least sequare regression analysis model and its related
parameters are determined from the data which were obtained with clasicall sampling
method. Next, the same data are again used to obtain the least sequare regression model

and its related parameters by aplying resampling methods. Then, these two results are

compared.

Key Words: Bootstrap method, Jackknife method, resampling methods, non parametric

methods, bias estimation, non parametric satety regions.
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BOLUM I

GIRIS
1.1. Giris

Bir populasyonun bilinmeyen bazi ozelliklerini ortaya ¢ikarmak igin gozlemler yapilir,
veriler toplanir. Bu verilerin elde edilmesi sirasinda iki yontem s6z konusu olmaktadir.
Bunlardan birincisi, lizerinde aragtirma yapilan populasyonu olusturan tim birimlerin
incelenmesi ki buna tamsayim denir. Verilerin tam sayimm ile elde edilmesi s6z konusu
oldugunda bir takim derleme hatalart disinda ilgilenilen 6zellik ile ilgili kesin bilgiler elde
edilmektedir. Populasyonun tamami iizerinde inceleme yapmak ¢ogu zaman olanaksizdir.
Incelenebilecek olsa bile; biiyitk iglemlere, zamana, personele ve biitgeye gerek vardir.
Ayrnica degerlendirme uzun zaman alacaf igin toplanan veriler giincellifini yitirecek ve
yararsiz duruma gelecektir. Bu nedenle ¢abukluk, ucuzluk, yararhilik ve daha ¢ok bilgi elde
etme yoniinden populasyondan alinacak drnek iizerinde galigarak populasyona iliskin bilgi
edinilmeye c¢aligthr (Simbiiloglu ve Simbiloglu, 1997). Bu gibi durumlarda
populasyondan daha az sayida bir alt birim segilmekte ve bu birimdeki veriler gozlenerek
incelenen degisken yada degiskenlerin istatistiklerinin elde edilmesi ile populasyon

parametrelerinin tahmin edilmesi ve genellemelere gidilmesi drnekleme galigmalandir.

Orneklemenin en 6nemli 6zelligi, populasyona iligkin tutarl, gegerli tahminlere ulagmak
icin 6mek hatasiun minimum olmasim saglamaktir. Ornek hatast minimuma
indirgendiginde, segilen 6rnek populasyonun en iyi tahminini vermektedir. Populasyona ait
parametreyi belirli bir giiven araliginda kontrolli olarak tahmin etmek miimkiin
olmaktadir. Yapilan aragtirmalarda incelenen deBigken yada degiskenlerin degerleri
kontroliimiiz disinda olan bir ¢ok etkenin etkisiyle degisebiliyorsa, bu degiskenlerle ilgili
olarak populasyona iligkin genel yargilara ulagmak giiglesmektedir. Bunun yaminda,
dogadaki olaylarnin degismesi bir dereceye kadar belirli bir diizen i¢inde olmaktadir. Bu
diizen iginde populasyondan rasgele olarak alinan Orneklerin ortalama etrafinda
yogunlagmasi beklenmektedir. Diger durumda ise, ortalamadan uzaklastik¢a sapma
gostermektedir. Populasyonun bilinmeyen bir parametresini tahmin etmek igin
populasyondan rasgele olarak birbirinden bagimsiz ve es olasilikla ornekler alindiginda,

alman bu o6meklerdeki degiskenlerin dagiimi bilinmediginden ortalama ve varyansin



parametre tahmininde kullanilmas: tahminin gegerliligini etkilemektedir (Piiskiilcii ve Ikiz,
1986)

Aragtirma konusu ile ilgili veriler 6rnekleme yontemi ile elde edildiinden istatistigin
onemli bir dali olan istatistiksel ¢ikarim konusu giindeme gelmektedir. Ciinkii, 6rnek
verilerinden hareketle hesaplanan ortalama, oran, varyans, standart sapma, vs. gibi tahmin
ediciler populasyon parametrelerinin tahmin edilmesi yada s6z konusu parametre

degerlerinde  herhangi bir degisiklik olup olmadigiun aragtiilmast amaciyla
kullamiimaktadir.

Ornekten elde edilen bilgilerin gegerliligi, her seyden 6nce, érnegin ve uygulanan istatistik
yontemlerin iyi segilmesine baghdir. Omekleme yontemleri, bugiin hemen, hemen tiim
bilim dallarinda, kamuoyu yoklamalarinda, pazarlama aragtirmalarinda, uluslar aras:
iligkilerde, kamu ve ©6zel sektorin bir ¢ok kesiminde ve diger bir ¢ok alanda
kullanilmaktadir (Kabukgu, 1994).

Her omekleme yonteminin olumlu ve olumsuz yonleri mevcuttur. Bu nedenle her
yontemin uygulanacagi probleme gore degerlendirilmesi gerekir. Biitiin O6rnekleme
yontemlerinin ortak amaci; elde edilecek olan neticeyi tesir eden baz: faktorlerin etkilerini

yok etmek veya bu faktorlerin etkilerinden dolayr meydana gelen 6mekleme sapmalarim

azaltmaktir.

Bazi 6mnekler bir populasyonun yalmz kiigik bir pargast oldugu halde populasyonu
tiimiiyle temsil edebilirler. Ornegin parmaktan alinan bir damla kan insan viicudundaki tiim
kanmin yapisim igerir. Oysa bir okuldan incelenmek igin segilen Ogrencilerin o okulu
tiimilyle temsil etmeleri yada incelenmek igin segilen belirli sayidaki ailelerin o bolgedeki
aileleri tﬁrhﬁyle temsil etmeleri s6z konusu degildir. Aragtinlmas: istenilen topluluktan
belli sayida elemana sahip olan érnek veya oreklerin olugturulmas i¢in gesitli 6rnekleme

yontemleri geligtirilmigtir.

Istatistiksel tahmin etme yontemleri, nokta ve aralik tahminleri olarak ikiye ayrilmaktadir.
Populasyondan rasgele secilen émeklerin tek bir sayisal degere gore yorumlanmasi nokta
tahmini, parametrenin belirli bir olasiikla minimum ve maksimum degerlerinin bulunmasi
~ ise aralik tahmini olarak bilinmektedir. Tahmin etme islemini belirleyen formiilasyona
tahmin edici, formiilasyon gergek verilerle iglendiginde ise ulagillan sayiya tahmin adi
verilmektedir (Piiskiilcii ve Ikiz, 1986)



Toplanan 6meklerde tahmin hatasinin minimum olmas: istenmektedir. Fakat parametrik
tahmin etme yontemleri 6rnek sayisi az oldugu zamanlarda giivenilir sonuglar vermeyebilir
ve aym zamanda parametrik yontemlerin varsayimi da bozulabilir. Bu durumu ortadan
kaldirmak amaciyla parametrik olmayan yontemlerden yararlamlmaktadir. Cinkd bu
yontemler aracilift ile 6rnek sayisiun yeterli olmadigi durumlarda belirli bir giiven pay: ile

tahminin standart hatasi minimuma indirilebilir.

Tahmin edicilerden hareketle, populasyon parametrelerinin tahmin edilmesi yada hipotez
testi siirecinde tahmin edicinin elde edilmesi amactyla,

1) En Kuguk Kareler,

2) Maksimum olabilirlik,

3) Oran ve

4) Momentler

yontemlerinden birini kullanmak mimkiindir.

Ancak bu yontemlerin hangisi kullanilirsa kullamilsin tahmin edici ile populasyon
parametresi arasinda tahmin hatasi yada ortalama kare hata adi verilen bir fark mutlaka
olmaktadir. Bu fark ise bir takim 6lgme hatalan dikkate alinmaz ise sistematik hatalar

(sapma) ve tesadiifi hatalar (6rnekleme hatalart) olmak tizere iki kaynaga sahiptir.

Tahmin edicilerin populasyon parametresinden tek yonde sapma gosterdigi sistematik
hatalar (sapma) birgok nedene bagl olarak ortaya gikmakta ve bu hataya yol agan neden
ortadan kaldinlmadikga da yok olmamaktadir. Ornekleme yontemlerinde, genellikle
tahmin edicilerden hareketle populasyon parametresi tahmin yada test edilirken kullamilan
teknigin sapma igermeyen bir teknik oldugu varsayilmaktadir. Ancak, her zaman sapmasiz
tahmin ediciler bulmak miimkiin olmadig gibi, bu sapmay: tahmin etmek (6lgmek) de
miimkiin degildir.

Tesadifi hata adi verilen drnekleme hatalan ise tahmin edici ile populasyon parametresi
arasinda farkli yon ve diizeylerde ortaya cikan hatalardir. Bu fark érnek hacmi arttikga
azalmakta ve populasyon hacmine esit oldugunda sifira inmektedir. Omekleme hatalan ise
standart hata adi verilen bir o6lgii ile ortaya konmaktadir. Standart hata tahmin edilen
degerlerin dagilimunin beklenen degeri ile populasyon parametresi arasindaki farkin kareli
ortalamasi bigiminde elde edilmektedir. Ancak standart hatanun elde edilmesi igin tahmin

edicilerin dmekleme dagihmmun olugturulmasi gerekmektedir. Omekleme dagiimmn



olusturulmasi ise bilindigi gibi populasyondan miimkiin ve muhtemel n hacimlik tim
orneklerin gekilmesi ile miimkiindiir (Comiekgi, 1988).

Kuramsal olarak olanaklt gériinen bu yontemin (populasyondan miimkiin ve muhtemel n
hacimlik 6rneklerin gekilmesi) uygulanmas: her zaman miimkiin olmayabilir. Bu nedenle
de birtakim varsayimlar (normallik) tizerine kurulu merkezi limit teoreminden hareketle,
standart hatanin elde edilmesi mimkiin olabilmektedir. Ancak, s6z konusu teoremin

normallik varsayimi her zaman gegerli olmamaktadir.

Bunun yani sira, teoremin uygulanmasi igin populasyon parametre yada parametrelerinin
de bilinmesi gerekmektedir. Ancak bunun mantikli bir gegerlilii yoktur. Ciinki,
populasyon parametreleri ancak tamsayim sonucu elde edilebililer. Bu durumda ise
tahmin yada test yapmak geregi kalmaz. Istatistiksel yontemlerde amag, zaten bilinmeyen

populasyon parametresinin tahmin yada test edilmesidir.

Bu nedenle standart hatamin gergek degerinin hesaplanmas: yerine drnege ait degerlerden
hareketle tahmin edilmesi s6z konusu olmaktadir. Ancak bu tahmin ile standart hatanin
gergek degeri arasindaki farkin biyikliigini olgmek ve standart hata tahmininin
guvenilirligini test etmek miimkiin degildir.

Istatistiksel yontemlere parametrik olmayan bir yaklasim saglayan yeniden ornekleme
yontemleri, ornekleme yOntemlerinin so6z konusu zayiflk ve dezavantajlanmt ortadan

kaldirma amaci tagimaktadir.

Populasyondan elde edilen érneklerin populasyonun yeterli bir géstergesi olmasina bagh
olarak, yeniden ornekleme yontemleri, verilen 6rneklerden alt omneklerin segilmesi
prensibine dayanmaktadir. Bu orneklerden hareketle sapma, varyans, giiven araliklan vb
populasyona bagl bazi degerler tahmin edilmeye galigiir. Tahmin edilen bu degerler bir
modelin parametreleri i¢in dogruluk olgiileridir (Efron ve Tibshirani, 1993).

Yeterli sayida birim lizerinde aragtirma yapilamadigi zaman, parametrik tahminler hatali
olmakta ve bir parametre tahmin edicisinin tagimasi istenilen istatistik 6zellikleri yerine
gelmemektedir. Bu nedenle, olasiik dagilimi bilinmeyen bir F dagiimindan rasgele alinan
orneklerin hatalanm minimuma indirgemek, 6érnekleme dagiimimn olusturulmas: ve giighi
giiven araliklan olugturmak igin parametrik olmayan o6rnekleme yontemlerinden
yararlamlmaktadir. Bdylece dagilimu bilinmeyen F dagiimindan alinan n sayidaki kiigiik

bir dmekten elde edilen istatistiklerden yararlanarak parametre tahminlerinin minimum
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hatayla belirlenmesi miimkiin olmaktadir. Bu yontemlerden en yaygin olarak kullamlanian
Bootstrap ve Jackknife yeniden 6rnekleme yontemleridir (Efron ve Tibshirani, 1986).

So6z konusu yontemler, daha ¢ok tahmin konularinda kullanilirken, siurli da olsa degisik
yeniden omekleme yontemleri aym konuda da kullamlabilmektedir. Bu konulardan birisi
de en kigiik kareler regresyon analizidir. En kiigiik kareler yontemi ile dogrusal regresyon
modeli uydurulmasi, istatistik iglemler iginde genis kullanim alami bulan ve sebep-sonug
iligkisine sahip iki veya daha fazla defisken arasindaki iligkiyi belirleyen bir analizdir
(Sahinler, 1997)

En kugik kareler regresyon analizi yapilirken gozlem degerleri, defigkenler ve hata
hakkinda birtakim varsayimlar ileri siirilmektedir. Ancak bu varsayimlar saglandiginda
yapilan hesaplamalar istatistiki olarak gegerlilik kazanir. Yoksa cebirsel olarak dogru
yapilan bir iglemin, bu varsayimlar tutmadig miiddetge istatistiki bir degeri olmaz. Ciink;
varsayimlann bozulmalannin test sonuglan ve yorumlar iizerine ¢ok Onemli etkileri
olabilmektedir. Varsayimlarin saglanmamasi uydurulan modelin populasyonu iyi temsil
etmedigini ve kararli bir gekilde genellestirilemeyecegini gosterir. Dolayistyla da bu model
ile yapilan ileriye yonelik tahminlerin hatali olma ihtimali gok yiiksek - olur. Yeniden
ornekleme yontemleri, en kiigik kareler regresyon analizinin varsayimlarina gerek
duymaksizin, parametrelerin tahmin edilmesi, populasyona ait varyans degerlerinin tahmin

edilmesi ve tahmin hatalarimin hesaplanmasinda yararh olmaktadir (Shao, 1995).

. Yeniden Ornekleme yontemlerinin bilgisayarlarla birlikte uygulanmasindaki kolaylik,
yontemlerin kisa denilecek bir siire iginde gok popiiler yapmugtir. Bootstrap yontemi
isletilerek elde edilen karakteristik dagilim fonksiyon, beklenen degerler gibi ifadeler ilgili
gosterimlerin iizerine (*) isareti konularak, digerlerinden ayirt edilecektir. Yildiz igareti X
veri setinin gergek olmadifim fakat daha ziyade rasgele bir 6rnekleme oldugunu veya X’in
yeniden Orneklenmig bir versiyonu oldugunu gostermektedir. Diger bir degisle bootstrap
ornekleri X;” X' X3 ... X. nnesneli (X;, Xa, Xs,.... X,.) Ornekten yeniden segme
ile elde edilen n buytkliigiindeki rasgele bir 6rnektir.

Bu g¢alismada Kayseri Dogum Hastanesinden elde edilen 2000-2001 willarindaki 320
hastaya ait anne yag1 (X;), gebelik siiresi (Xz) ve bebegin dogum agirliklarina (Y) iligkin
veriler kullanilmistir. Bu verilere ait EKK regresyon dogrusu ile yeniden 6rnekleme
yontemleri (Boostrap ve Jackknife yontemleri) uygulanarak elde edilen EKK regresyon

dogrusuna ait parametre tahminleri kargilagtinlmugtir.
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1.2. Onceki Cahigmalar

Efron (1979) Bootstrap yontemine iligkin yaptifi ¢aliymada, istatistifin bootstrap
dagiimim elde etmede kullamlan ii¢ farkhi yontemi tamtmustir. Ilk yontem, dogrudan
kuramsal hesabi iceren yontemdir. Caligmada, kuramsal hesab1 igeren yontemin tanitilmast
iki 6rnek ile desteklenmistir. Ikinci yontem Monte Carlo yaklasimi, {iglinci yontem ise
Taylor serisi agilimmin kullanildigs yontemdir. Caligmada ortanca tahmininin Monte Carlo
yaklagimu ile bir degerlendirmesi yapilmigtir. Arastrmaci gahigmasinda bootstrap
yonteminin regresyon modelinde nasil uygulandigim da agiklamugtir. Yaptigi galigmada
ornek hacmini artirmaksizin populasyon parametresi ile tahmin edici arasindaki sapmanin
azaltilacagim ve teorik olarak elde edilmesi mimkiin gibi goriinen ama uygulama da soz
konusu olmayan tahmin edicilerin 6rmekleme dagilimimin olugturulabilecegini belirterek
Omekleme dagilimlarinin bu sekilde olusturulmasiyla tahmin edicilerin staﬁdart hatasinin

daha saglikh olarak elde edilmesinin saglanabilecegini bildirmistir.

Efron ve dig. (1981) standart sapmanin parametrik olmayan tahminlerini elde etmek igin
geligtirilmis parametrik olmayan yontemleri incelemigler, bir Monte Carlo denemesi ile
standart normal dagilimli bir populasyon igin korelasyon katsayisimun standart sapmasint
degisik yontemler kullanilarak elde etmislerdir. Aragtirmacilar bu gahgmalannda jackknife
ve bootstrap yoOntemlerinin dogrusal olmayan regresyon problemlerinde regresyon
parametreleri igin giivenilir tahminler saglamamn yam sira, Cox regresyonunda Kaplan
Meier tahmincilerinin dagilimi ve varyansim tahmin etmek amaciyla kullamidium

bildirmiglerdir.

Efron ve Gong (1983) yaptiklan ¢aligmada, standart sapma tahmininde kullamlan
parametrik olmayan tahmin yontemleri tamitmmglar, bootstrap yonteminin standart sapma
tahmininde kullamigim1 adim adim anlatarak populasyon dagilimimn normal ve negatif iistel
oldugu durumlar igin ortalamanin standart sapmasimn bootstrap ve jackknife tahminleri ile

elde edildigini bildirmislerdir.

Wu (1985) yaptifn caligmada esit varyanshlik durumunda S’nin bootstrap varyans

tahmini sapmasiz olurken, heterojén varyanslitk durumunda sapmali ve tutarsiz
oldugundan, bu ydntemin heterojen varyans durumunda tahmin yapmaya uygun olmadigin

bildirmigtir.



Stine (1985) yaptuf ¢ahymada Y = X, 5, +¢& dogrusal regresyon modelinde, hata
degerlerinin dagilimum olusturmak igin, Sapma, =e,—€ degerine L olasiigt vererek,
n

deneysel dagilimin tahmin edilebildigini gostermistir.

Wu (1986) yaptifi caliyjmada bootstrap yOnteminin uygulamasinda hata degerlerinin

normal dagilima sahip oldugu varsayimlarimin gergeklesmedigi ve f’nin standart
hatasmin  sapmal  sonu¢  verdigi durumlarda, Sapma, =(e,—€)’nin yerine,

€,

(1 _ kn —1)1/2

normalletirilmis hata terimlerinden ¢ ’ler segilerek, bootstrap Y~

degerlerinin elde edilecegini bildirmistir.

Efron ve Tibshirani (1986) yaptiklan ¢aligmada, standart sapmamn bootstrap tahminini
ele almiglar; parametre tahmininde hangi tahmin edicinin kullamilmas1 gerektigini; tahmin
edicinin parametre i¢in ne kadar dogru bilgi tagidigi sorularimn 6nemli oldugunu ifade
ederek bootstrapin ikinci soruya yamt vermek icin gelistirilmig bir yontem oldugunu
bildirmiglerdir. Aragtirmacilar ¢aligmalarinda gesitli bootstrap giiven aralify yontemlerine
yer vererek bootstrap tekrarlama sayisiun ne kadar genig tutulmasi gerektigine de

deginmigler ve jackknife yontemi ile bootstrap yontemi arasindaki iligkileri ele almiglardir.

Diciccio ve Tibshirani (1987) yaptiklan ¢aligmada, gesitli bootstrap giiven araliklarimi ele

almglar, varyans ve korelasyon katsayisi igin ilgili giiven arah@ yontemleri kullamlarak
giiven araliklan elde etmiglerdir.

Hall (1986) bootstrap giiven arahklannin kuramsal olarak kargilagtinldign bir ¢ahgma
yapmig, c¢aligmasinda kuramsal bir bakig agisiyla bootstrap giiven arahklarim

kargilagtirmigtir.

Oudewicz (1988) yaptigi galismada elde edilen tahmin edicilerden hareketle 1-2a giiven
diizeyindeki jackknife giiven arabklanm olugturarak, 6mek hacminin 30 ve izerinde
olmast durumlaninda normal dagihim kosullanindan hareketle t yerine z tablo degerlerinin

kullamlacagim bildirmigtir.



Stine (1990) bootstrap yontemi igin gerekli tiim kopyalamalarin bilgisayar teknolojisindeki

gelismelere paralel olarak gergeklestirilebilecegini bildirmistir.

Efron (1990) yaptifi caligmada, bootstrap tekrarlama sayisim azaltma amacina yonelik
olarak daha etkili bootstrap hesaplamalan yapmug bootstrap tekrarlanmn biyikligi
konusunda cesitli goriusleri bildirerek 50 ile 200 arasinda bir sayr olmasin yeterli
| oldugunu belirtmigtir. Tek 6rnek durumu igin bootstrap algoritmasini ¢ok agik bir ifadeyle
gostermistir. Bootstrap sapma tahmini konusunu, hem bilinen sekliyle hem de daha az

bootstrap tekrarlamasim gerektiren farkli bir sekliyle ele almustir. Iigilenilen istatistigin,
ana o6mek kullanilarak elde edilen degeri S°ile, bootstrap ornekleri kullanilarak elde edilen

degeri S* ile, B tane bootstrap 6reginden elde edilen S* degerlerinin ortalamasimi da S°
ile gostermis ve bootstrap yan (ikincil) tahmininin Yans =§* —S° ifadesine esit oldugunu

bildirmigtir. Bu noktada, Yans’den daha etkili olan, yani daha az bootstrap tekrarlamasim

gerektiren Yanp yan (ikincil) tahmini ele -almustir. P =(R,B,A,....... ,P) yeniden

o= B
ornekleme olasiik vektorii olmak tizere P =) P°/B, her bir 6fesi B tane yeniden

i=1

orneklem vektoriiniin 6gelerinin ortalamalan olan n boyutlu bir vektorii gostermek {izere

Yans® den daha etkili olan yan tahmini Yans =S -S(P) esitligi ile vermistir. Buna

dayanak olarak ta Taylor serisi agilimimin bootstrapta kullamimim gostererek bu yaklagima

iligkin kuramsal bilgi vermigtir.

Money (1993) jackknife yonteminde parametrik varsayimlar kullanmak yerine, 6rnege ait
verilerin degiskenliginin agiklanmasi yoluyla istatistifin degigkenligini agiklamaya yonelik
yontem oldugunu belirterek, yontem siirecinin agamalanm agiklanugtir. Ayrica, bootstrap
yonteminin 6mekleme yontemlerinden farkli bir yontem oldugunu belirterek yontemin
ornekleme dagilimini olugturmak igin giiglii varsayimlar ve analitik formiiller yerine biyiik
sayida tekrarlanmig hesaplamalar igerdigini, bootstrap yonteminin, Ornekleme
yontemlerinin yetersizliklerini ortadan kaldirmak, tahmin edicinin 6rnekleme dagiliminin
olusturulmasim saglamak hem de sapmamn azaltilmasi amacma yonelik parametrik

olmayan bir yontem olarak gelistirildigini belirtmigtir.



Efron (1994) bootstrap yontemi ile 6rnek ortalamalanmn 6mek dagilimlarimn standart
sapmasit tahmin etmek igin gerekli siirecii agamalarim ve formiillerini gostermistir.
Aynca yeniden Ornekleme yontemlerinde, olastiklarin ve yeniden omekleme olasilik

vektoriinin o6nemini belirterek, jackknife standart sapma degerlerinin nasil tahmin

A

edilecegini o o = ‘/I’I_—lz (e 7] (- j))2 formiili ile belirtmigtir.
L=

Shao (1995) en kiigiik kareler tahmin edicileri iizerinde herhangi bir ustiinliie sahip
olmamasina ragmen, regresyon analizinde bootstrap ve | jackknife tahmin edicilerinin
varsayimlardan olan sapmalardan etkilenmediklerini, bootstrap ve jackknife yéntemlerinin
guclugiinin, sabit varyans varsayimimin varsayilip varsayilmadigina baglt oldugunu,

yaptifi ¢aligmada gozlem giftlerinden B tane 6mek olusturarak, her bir alt ornek

Ll

igin, #’nin  bootstrap tahmin edicisini(f8) elde ederek, bootstrap tahmin edicilerinin
beklenen degerinin, yaklagik olarak, A ’min en kiigiikk kareler tahmin edicisine egit

oldugunu gostermistir.

Shao (1996) caligmasinda regresyon analizinde yontemin kullamilmasi sirasinda yeniden
ornekleme siirecinin, analiz oncesinde gozlemlerin yeniden 6rneklenmesi ya da analiz

sonrastnda hatalarin yeniden 6éreklenmesi bigiminde olacagin bildirmigtir.

Jeremy (1996) yeniden ornekleme yontemlerinin tammh ve bagimsiz veriler igin

kullamilabildigi gibi zaman serilerinde de uygulanabilecegini bildirmigtir.

Strawderman ve Wells (1997) birikimli tehlike (hazard) ve yasam fonksiyonlani igin
bootstrap giiven simrlannin gegerlilii tizerine gahgmuglar, rasgele olarak azalan veri igin
bootstrap yonteminin yararh oldugunu belirterek, ¢esitli ilag tiirleri igin yasam

olasiliklarina iligkin bootstrap giiven araliklarini elde etmiglerdir.

Zeng ve Davidan (1993) caligmalannda, bagigikhk sisteminde bootstrap giiven
arabklarimin kullanimi  iizerinde durmuglar, konu ile ilgili olarak birde simiilasyon

caligmasina yer vermiglerdir.



Fox (1997) yaptifa ¢aliymada bootstrap yonteminin, hata terimlerinden tekrarhi 6rnekler

segerek, tahmin degerlerine (¥,) eklendigi igin hata terimlerinin normal dagilima sahip
oldugunu varsaymis, ornege ait degerlerin deneysel dagilimm olusturarak, ornekleme
yontemlerindeki bazi sakincalarin ortadan kalkmasim ve bootstraplama stirecinde

izlenecek adimlann belirlenmesi gerektigini bildirmistir.

Yeniden o&rnekleme yontemleri ile ilgili bugiine dek yapilmuy ¢aliymalar siirekli
dagihmlarin parametrelerine iligkin yeniden oOrnekleme yontemlerinin nokta ve arahk
tahminlerini igermektedir. Bu ¢alismada yeniden omnekleme yontemlerinin ozellikle
bootstrap ve jackkmfe yontemlerinin, parametre tahmini ve giliven araliklarmin
olusturulmas: igin ¢oklu regresyon modellerinin analizinde yontemlerin kullanilarak

kargilastiriimasi ele alinmigtir.
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BOLUM 1

ORNEKLEME YONTEMLERI

Yeniden 6rnekleme yontemlerinin daha iyi anlagilmas igin bu yontemlere temel olusturan
klasik ornekleme yontemlerinin bazi  6zelliklerinin  bilinmesinde fayda olacag

dustincesinden yola gikilarak agagidaki kriterler ele alinmigtir.

2.1. Verilerin Elde Edilmesi

Istatistik yontem biliminde veriler tamsayim yapilarak elde edildiginde populasyon
hakkinda kesin bilgiler elde etmek s6z konusu olsa da,

a) Maliyet

b) Zaman

¢) Eleman

d) Populasyonun belirsiz olmasi nedeniyle tiim birimlere ulagmanin miimkiin olmamasi

e) Baz durumlarda tamsayim yapimasi halinde birimlerin yok olma tehlikesinin

bulunmas: gibi gesitli nedenlerle bu her zaman miimkiin olmamaktadir (Isgil, 1977).

Bu durumda 6rnekleme yapma geregi dogmaktadir. Ornekleme “populasyon hakkinda
genel yargilara varmak amaciyla bir populasyondan o populasyonu temsil edebilecek daha
az sayida bir toplulugu segme islemidir’. Ornek ise, “birbirine bagl olmayan ve her biri
aym olasithk kurallanna bagh n sayidaki birimden olugan topluluk * bigiminde

tanimlanabilir.

Verilerin ornekleme yontemi ile elde edilmesi s6z konusu oldugunda populasyondan
¢ekilen Ornegin;

a) Temsil giicii yiiksek olmal,

b) Tesadiifen segilmis olmali ve

c) Yeterli biyiiklitkte olmah kogullaniin yam sira bagarilt bir 6rnekleme yapabilmek igin ;

a) Omek, cekilecek populasyon hakkinda 6zel bilgiler bulundurmalidir.

b) Segme iglemi ilgilenilen dzellik ve degiskenlerden bagimsiz olmalidir.

c) Ornekteki birimler birbirinden bagimsiz olmalidir.

d) Ornege alinacak verilerin tiimiine istisnasiz ayni kogullar uygulanmalidir.

¢) Omnek herhangi bir 6n yargiya yer vermeksizin ve sistematik bir farklilik yaratmayacak

bigimde secilmelidir.
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f) Verilerin elde edildigi alanlar ile diger alanlar arasinda onemli farklihiklar

bulunmamahdir.

g) Alan ¢aligmalan ile ilgili olarak israfa yol agmamalidir (Yogurtgugil, 1976).

Arastinlmasi istenilen populasyondan belli sayida elemana sahip olan 6mek veya
orneklerin olusturulmas: igin gesitli 6rnekleme yontemleri gelistirilmistir. Bu yéntemlerden
genellikle agagidaki 6rnekleme yontemleri kullanilmaktadir (Bagirkan, 1980);

1) Basit tesadiifi 6rnekleme yontemi

2) Sistematik 6rnekleme yontemi

3) Tabakal: 6rnekleme yontemi

4) Kume 6rnekleme yontemi

5) Monografi 6rnekleme y6ntemi

6) Kararli 6rnekleme yontemi

7) Kota orneklemesi yontemi

8) Latin kare 6rnekleme y6ntemi

2.2. Klasik Ornekleme Yéntemlerinin Avantajlari

Ornekleme yontemlerinin avantajlarim su sekilde siralaya biliriz (Cil, 2000)
a) Zamandan tasarruf

b) Maliyetten tasarruf

c¢) Daha az elaman ile sonuca varmak

d) Populasyondaki bazi birimlere ulagmanin imkansiz olmasi

e) Bazi aragtirmalarda 6rneklemenin tek segenek olmasi

2.3. istatistiksel Yontemlerin Amaci ve Klasik rnekleme Dagihmlart

Istatistiksel Yontemlerin temel amact, Bilinmeyen belirli bir f(x;0) dagihimindan n
birimlik bir tesadiifi 6rnek segilerek © degerini hesaplamak ve bunun da 6 populasyon

degeri (parametresinin) tahmin edicisi olarak kabul etmektir. 9 tahmin edicisi reel sayilar
kiimesinde bir noktadir, bunun igin yapilan tahmin nokta tahmini olarak isimlendirilir.
Tahmin edici, tahmin amaciyla kuramsal 6érmek degerlerini kullanacak bir fonksiyon ve bu
fonksiyonun aldigi degere de tahmin denir.

Ornekleme dagiimlani bir populasyondan gekilebilecek miimkiin ve muhtemel tim
orneklerden yararlamlarak olusturulan teorik dagilimlardir ve hipotez kontrolleri igin

gereklidir. N sayidaki bir populasyondan iadeli (yerine koyarak) ve iadesiz (yerine
12



koymadan) olarak segilecek n sayidaki mimkin ve muhtemel tim Ornekierin sayis,

N ! .
iadesiz segimlerde C = M kombinasyonu geklinde olurken, iadeli segimde bu
n, n(N-n)

sayt N” ‘e ulagmaktadir (Iscil, 1975).

Bu dagilimlar aritmetik ortalamanin ormekleme dagiimi, standart sapma, degisim, oran ve
ortanca igin de olusturulabilir. Ortalamalanin 6mekleme dagilimi bir populasyondan
segilebilecek tiim olast Omeklerin ortalamalaniun  olugturdugu bir daglim olup
ortalamalarin her biri populasyon ortalamasiin bir tahmin edicisidir. Bu dagilhmn

parametreleri u, ve o’ dir.

Ornekleme dagiimlannin 6nemi; tahmin degerleri ile populasyon parametreleri arasindaki
iligkilerin kurulmast ve kavranmasma yardimci kuramsal araglar olmalarnindan
kaynaklanmaktadir. Ciinki tahmin degerlerinden hareketle populasyon parametreleri
hakkinda genelleme yapmann yolu érnekleme dagilimlarindan gegmektedir. Ancak, bu tiir
Ormekleme dagilimlarinin olugturulmasi oldukga zor oldugundan uygulamada bu érnekleme
dagihimlan olusturulmaz (Giirsakal, 1998). Gergek hayatta populasyondan tek bir ¢mek
¢ekilmekte ve bu Ornekten hareketle populasyon hakkinda genelleme yapilmaktadir.
Istatistiksel yontemlerde ornekleme dagilimlan olusturulmaksizin genelleme yapmanin

yolu merkezi limit teoreminden gegmektedir.

Merkezi limit teoremi gerefince, ortalamast u ve varyansi o’ olan herhangi bir

populasyondan iadeli olarak segilen n hacimlik 6rneklerin ortalamasi, ortalamast u ve

2
varyanst 2 olan normal dagilm gostermektedir. Bu nedenle de tahmin edicilere iligkin
n

ornekleme hatalarini ortaya koymak amaciyla ornekleme dagilimimi olugturmak gibi son
derece zor, neredeyse olanaksiz bir ¢abaya girigmek yerine, bunu populasyon varyansindan

hareketle ortaya koymanin miimkiin oldugu ileri siiriilmektedir (Serper, 1996).

2.4. Parametre Tahmin Edicilerinin Ozellikleri

Iyi bir nokta tahmin edicisinin sahip olmasi gereken veya arzu edilen bazi &zellikleri
agagida verilmektedir:

1) Sapmasizlik (sistematik hatasizlik, egilimsizlik)

2) En kiigiik varyans

3) Etkinlik
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4) Ortalama kare hata
5) Yeterlilik,
6) Tutaihihiktir.

2.4.1. Sapmasizhk =

Bir populasyondan gekilen ¢ok sayidaki 6rnek igin elde edilen parametre tahmin degerleri
birbirinden aym zamanda populasyon parametrelerinden farkhdir. Bir bagka degisle, nokta
tahmin edicisinin populasyon parametresine esit olmast hemen hemen olanaksizdir ve
mutlaka bir tahmin hatasi s6z konusu olacaktir. Ancak, tahmin edicinin sapmasizlig ile
anlatilmak istenen tahmin hatalannin cebirsel toplamlanimn sifira esit olmasidir. Bu durum

nokta tahmin edicisinin sapmasizhgini anlatmaktadir.

@ parametresinin tahmin edicisi © olsun. Eger bir tahmin edicinin beklenen degeri,

populasyon parametresine esit (E(6)=6) ise 6, 6 ’min sapmasiz (tarafsiz) bir tahmin
edicisidir denir (Cakir, 2000).

2.4.2. En kiiciik varyans

Bir tahmin edici, bagka bir tahmin yontemiyle bulunmus sapmalt veya sapmasiz bagka bir
tahmin ediciye gore, en kiigiik varyansa sahipse, boyle tahmin edicilere iyi bir tahmin edici
denilebilir. Bu durum asagidaki gibi ifade edilebilir (Tarn, 1999).

n A 72 - ~
E[e— E(e)] <Eff-E@)] )
veya daha kisa olarak, Var(é) <Var(9)

Burada 6 , populasyonun gergek parametresi @ ’nin sapmali veya sapmasiz herhangi bir

baska tahmin edicisidir.

2.4.3. Etkinlik

Bir populasyon parametresinin tahmini igin aym anda birden fazla sapmasiz ve tutarl
tahmin ediciler belirlenmig olabilir. Bu tahmin ediciler iginde hangisinin segilecegi
sorusunun cevabir iyi bir tahmin edicide bulunmasi gereken “etkinlik” Ozelligi ile

agtklanmaktadir(igyar, 1999).
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Sapmasiz ve tutarh tahmin edicilerden daha kiigiik varyansa sahip olan @ tahmin edicisi

etkin olarak nitelendirilir,

2.4.4. Ortalama kare hata (OKH)

Sapmasizik ve en kigiik varyans 6zelliklerinin bir arada bulunmadift durumlarda segim,
ortalama kare hata kriterine bakilarak yapilabilir. Bu kriter, sapmasizhk ve en kiigik
varyans Ozelliklerinin bir bilegimidir. Bir tahmin edici en kiigiik ortalama kare hataya
sahipse, en kigciikk ortalama kare hata tahmin edici olur. Ortalama kare hata, tahmin

edicinin, populasyon parametresi(@ ) ile olan farklarinin karelerinin beklenen degeri olarak

ifade edilir.

OKH (8) =E (60— 6)’ )

Ortalama kare hatasi(OKH), sapmali(yanl)) tahmin ediciyi sapmasiz tahmin edici ile
kargilagtirmada faydalidir; giinkii ortalama kare hata;

E[(é— e)’] - E[(é- E@©)-(0- E(é))]z

=E{[é— E(é)] . 2[6— E(é)] [e - E(é)] + [e - E(é)]z}

elde edilir. Burada ortadaki terim sifir oldugundan OKH(8)

A A A A 2
E[(e— e)’] = E[e- E(O)} + [e - E(e)}
olur. Burada, sag taraftaki ilk terim, 8 tahmin edicisinin varyansidir. Ikinci terim ise € mn

dagiliminin beklenen degeri yani ortalamasi ile gergek populasyon parametresi &

arasindaki farktir, yani bir tahmin edici olarak @’in sapmasidir. Sapma b(@ ) ile

gosterilirse,
b(0) =0 E®) ®)
seklinde tammlamr. Boylece OKH(8);

OKH (8)=Var(6) + [b(é)] (4)
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olur (Korum, 1971). Ortalama kare hata, karesi negatif olamayan iki terimin toplamudir ve
varyans ve sapmaya bagh olarak degisecektir. Dolaystyla tahmin edici sapmasiz
oldugunda ortalama kare hata yalmizca tahmin edicinin varyansina esit olacaktir. Ancak
uygulamada her zaman sapmasiz tahmin ediciler bulmak miimkiin olmamaktadir. Bu
durumda sapmali tahmin ediciler arasindan sapmasi en kiigik olanin segilmesi

onerilmektedir.

Sapmasiz fakat biyiitk varyansl ile sapmali fakat kiigiik varyansh tahmin ediciler arasinda
tercih yapilirken, OKH’ st en kiigiik olan tahmin edici segilir. Ancak modelin amaci
bagimli degisken igin yapilan tahminlere kesinlik kazandirmak ise, en diigiik varyansh
fakat sapmali tahmin edici tercih edilebilir.

2.4.5. Yeterlilik

Yeterlilik 6zelligi, tahmin edicinin, tahmin edilecek parametre hakkinda ¢rnekte mevcut
bulunan butiin bilgiyi kullanmasidir. Bu anlamda, rnekteki tiim bilgiyi kullanan tahmin
edici yeterli tahmin edici olmaktadir. Bu dogrultuda oOmegin, aritmetik ortalama, n
hacimlik 6rnekteki tim bilgiyi kullandig igin yeterli tahmin edici 6zelligine sahip olurken
mod veya medyan gibi diger tahmin ediciler 6rekteki tiim bilgiyi kullanmadiklan igin,
populasyon ortalamasimn yeterli bir tahmin edicisi degillerdir (Cakar, 2000).

2.4.6. Tutarhhk (kararhhk) ozelligi

Eger bir @ tahmin edicisi sapmasizsa ve ornek biyiikliigti sonsuza giderken varyans: sifira

yaklagirsa bu tahmin edici tutarhdir. Bu 6zellik de matematiksel olarak,

6-0

E’HE P( <a)=1 5)
Lim Var(8)=0 )

ise, “nokta tahmin edicisi tutarhdir” geklinde ifade edilir. Diger bir ifadeyle buyiklugu,
arttikca hem sapma ve hem de varyans azalir ve n birim sayis1 sonsuza yaklagirken varyans

sifir olursa boyle bir tahmin edici tutarhdir denir.

2.5. Ornekleme Hatalan
Daha o6ncede belirtildii gibi, istatistifin en o6nemli problemlerinden biri ornek

degerlerinden hareketle bilinmeyen populasyon parametrelerinin tahmin edilmesidir. S6z
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konusu populasyon parametrelerinin tahmininde, N hacimlik populasyon birimleri
arasindan segilen sadece n hacimlik bir drnekten yararlamldig: igin, tahmin degerlerinin

populasyon parametresine esit gtkmast hemen hemen miimkiin olamamaktadir.

Tahmin edici (g?) ile populasyon parametreleri (&) arasindaki bu fark, tahmin hatasi olarak
adlandirilmaktadir. Verilerin simiflanmast ve onlara iligkin tablolanin  diizenlenmesi
agamasinda ortaya ¢ikan “adi hatalar” bir yana birakilirsa 6rneklemede iki onemli hata ile
kargilagiimaktadir (Serper ve Aytag, 1999);

1)Tesadiifi hatalar

2)Sistematik hatalar

dir. Boylece 6rnekleme sonucunda olugan toplam hata,

Toplam hata = J (Sistematik hata)’ + (Tesadiifi hata)’ @)

olur.

Toplam hatamn kiigiilmesi; Sistematik veya tesadiifi hatanin kigiilmesi ile yada ikisinin

birden kiigtltilmesiyle mimkiindiir.

2.5.1. Tesadiifi hatalar

Bir tahmin sistematik hata (sapma) icermese bile mutlaka bir 6rnekleme hatasi igerecektir.
Omekleme hatasim kontrol etmek ve belli olasihklarla belli siurlar iginde tutmak
mimkindiir. Bu amagla 6rmekleme hatalanimin ortalamasimin hesaplanmas: gerekmektedir.
Ancak, bu hatalar iki yonlii ve denklesen tirden olduklarindan, bunlarin aritmetik
ortalamasi daima sifir ¢ikmakta ve bu nedenle kareli ortalama kullamlma geregi
dogmaktadir. Elde edilen deger ise “tahmin degerlerinin standart hatasi” olarak
adlandinlmaktadir (Serper, 1996). Bir tahmin edicinin standart hatasmun kigik gitkmasi
istenir. Ciinkii, standart hatanin kiigiik gikmasi durumunda ;

a) Tekrarlandig1 takdirde, ornekten OmeZe elde edilecek tahmin degerleri de kigiik
cikacaktir.

b) Ornekten bulunan deger ile aym kosul ve kurallarda uygulanacak tam sayim sonucu elde
edilecek deger arasindaki fark da kiigiik ¢ikacaktir.

c) Sonuglar 6rmek degiskenligine baglh kosullardan daha az etkilenecektir (Yogurtgugil,
1976).
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Bir populasyondan ¢ok sayida n hacimlik 6rnek segti§imiz ve bunlarin mesela aritmetik
ortalamalanmi  hesapladifimiz zaman ortalamalann birbirlerinden ve populasyon
ortalamasindan farkli oldugunu gormekteyiz. Bu farklar veya hatalara “Tesadiifi hata”

(ornek hatas1) adi verilir.

Tesadiifi hatalar, her iki yonde etkili olduklarindan, birbirlerinin etkilerini yok edebilirler.
Bu 6zelligin bir sonucu olarak, bir tahmin edici populasyon parametresinden, ya da aym
populasyondan ¢ekilmis iki ayn tahmin edici birbirinden farkli olsa bile, ornekleme
boliinmesinin ortalamasi populasyon parametresine esit olur. Tesadiifi hatalar 6rnek hacmi

biiytidiikge biyiik sayilar kanunu geregince kiigilirler (Aytag, 1999).

Eger tahmin edici 6rnek ortalamast ise 6. =X = lZXi olacaktir. Bu ortalamamn

i=1
varyans: ise Var(X)= —l—Var(X ) olacaktir. Buradaki Var(X;) ise uygulamada omnek
n

varyans: tarafindan tahmin edilmektedir. Bu nedenle de standart hatanin gergek degerine
ulagmak yerine ancak onun tahmini elde edilmig olmaktadir.

2.5.2, Sistematik hatalar (sapma)

Daha oncede belirtildigi gibi iyi bir nokta tahmini sapmasiz olmalidir. N hacimli bir
populasyondan n hacimlik tiim miimkiin ve muhtemel 6rnekler gekildiginde , bu 6rneklerin
timi igin hesaplanan degerlerin kuramsal dagilimimin beklenen degeri populasyon
parametresine esit ise tahmin sapmasiz sistematik hata igermeyen olacaktir (Yogurtgugil,

1976). Aksi halde 6rneklemenin bir sistematik hata igerdigi soylenecektir.

Omek hacminden bammsiz olarak ortaya ¢itkan sistematik hata, tahmin edicinin
populasyon parametresinden tek yonde sapma gostermesi bigiminde ortaya ¢ikmakta ve bu
- tor bir hata durumunda, o populasyondan elde edilecek tahmin ediciler populasyon
parametresinden ya her zaman biiyiik ya da her zaman kiigiik olmaktadir. Populasyondan
cekilen birimlerin tesadiifi segimle elde edilmeleri s6z konusu olduundan sistematik
hatamin bulunmamasi gerekirse de bu tiir hatalar (Serper ve Aytag, 1999);

a) Ornegin segimi sirasinda kullanilan teknigin yanls olmasindan,

b) Sorularin yanlis anlamaya yol agacak bigimde sorulmus olmasindan,

¢) Omekteki bazi birimler ile ilgili bilgi saglanamamasi nedeniyle, kayip verilerin ortaya

¢ikmasindan
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d) Populasyonun iyi tanimlanamamasi nedeniyle, bazi birimlerin gozlenememesi yada
bazilanmn birden fazla g6zleme tabi tutulmasindan,
e) Tahmin edicilerden hareketle populasyon parametresinin tahmin edilmesi sirasinda

kullarulan teknigin yanli§ olmasindan kaynaklanabilir.

Sistematik hatamin ortadan kaldinlmasimin tek yolu, hataya neden olan sorunun saptanarak
giderilmesidir. Bu tiir hatalanin omek hacmi ile ilgisi bulunmadifindan 6rnek hacminin

arttinlmas: sistematik hatayr azaltmayacaktir.

2.6. Klasik Ornekleme Yontemlerinin Zayif Yonleri

Yukanidaki kosullara sahip klasik 6rnekleme yontemlerinin zaman iginde birtakim zayiflik
ve dezavantajlan oldugu ortaya gtkmugtir. Bu zayifliklar agagidaki bigimde ozetlene bilir
(Simbiilloglu ve Simbilloglu, 1987 )

a) Omekleme segimini bilingsiz olarak yapma, yanlig &rnekleme yontemi uygulama,
denekleri secerken hata yapma,

b) Omegin yeterli sayida bireyi igermemesi (6rnek bityiikliiiiniin yetersiz olmasi)

¢) Bilerek yada bilmeyerek 6rek segiminde taraf tutma,

d) Veri toplamada hata yapma, eksik, yanliy yada yararsiz veri toplama, verilerin
denetimini geregi gibi yapamama, analizde hatalar yapma,

e) Deneklerden yamt almada bagansizliga ugrama,

f) Bulunamayan bir denegin yerine hemen bagka birini yedek denek olarak kullanma.

Klasik ornekleme yontemlerinin yukarida sayilan zayifliklan giderebilmek igin yeniden

ornekieme yontemlerinden yararlanilmaktadir. Bu yontemler bolim ikide verilmistir.
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BOLUM 11

MATERYAL ve YONTEM

3.1. Materyal

Bu g¢aliyjmada Kayseri Dogum Hastanesinden elde edilen 2000-2001 yillanindaki 320
hastaya ait anne yag1 (X)), gebelik siiresi (X;) ve bebegin dogum agirhklarina (Y) iligkin
veriler kullanilmigtir. Bu verilere ait EKK regresyon dogrusu ile yeniden ornekleme
yontemleri (Boostrap ve Jackknife yontemleri) uygulanarak elde edilen EKK regresyon

dogrusuna ait parametre tahminleri kargilagtinlmgtir.

Bu verilerin analizi i¢in EXCEL 2000, S-PLUS 2000 for WINDOWS ve SPSS for
WINDOWS versiyon 10.01 paket programlan kullamlmugtir.

3.2. Yontem

Bu boliimde énce yeniden érnekleme yontemleri genel olarak ele alinacak daha sonra her

bir yontemin 6zellikleri ayr ayn irdelenecektir.

Biitiin bilim dallarinda yapilan aragtirmalann amaci elde edilen 6rneklerden yararlanarak
tizerinde ¢aligilan populasyonun bilinmeyen parametreleri hakkinda sonug gikarmaktir.
Sonug gikarma iki gekilde yapilabilir:

1) Populasyonu temsil edecek parametrelerin tahmini ve,

2) Populasyon parametreleri ile ilgili hipotezlerin test edilmesi yeklindedir.

Hem yeniden 6mekleme yontemleri hem de ¢rnekleme yontemleri yukandaki amaglara
sahiptir. Ancak, iki yontem arasindaki temel fark 6rnekleme dagiminin nasil elde edildigi

konusundadir.

Herhangi bir tahmin ediciye ait 6rnekleme dagilimmnin gekli 6rek genisligine, drneklerin

cekildigi populasyonun sekline ve parametrelerine baglidir. Bir tahmin edicinin (é)
ornekleme dagiimi, n hacimlik tim orneklerin tahmin edicilerinin dagilim demektir.
Genellikle istatistiksel yontemler tahmin edicilerin 6rnekleme dagilimunn belli kosullarda
normal dagilima sahip oldugunu gosteren merkezi limit teoremine dayanir.

Omekleme yontemlerine parametrik olmayan bir yaklagm saglayan yeniden ornekleme

yontemlerinin ne oldugunu ve 6rnekleme yontemlerinden farkimt anlamak igin rnekleme
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dagiimlan ve bunlann ozellikleriyle ilgili diigiincelere temel olusturan tesadiifi gézlemler

kavramindan hareket etmekte fayda vardir.

Ornekleme dagihm; bir populasyondan segilen drneklerden elde edilen parametre tahmin

degerlerinden olugturulmug dagilim olarak tanimlanir.

Bir populasyondan alinan rasgele oOmeklerinin her birisi igin tahmin degerleri
hesaplandiginda 6rmnek dagilimlart ortaya ¢ikar. Mesela; her bir 6megin ortalamasi

hesaplanmigsa elde edilen X, dagilimi ortalamalarin ornek dagilinmdir. Aym gekilde, her

ornek icin p oranlan hesaplandiginda oranlarin 6rnek dagilim: elde edilir.

Bir ornekleme dagiimm, bilinen veya varsayim gerektirmeyen bir populasyon dagilimina
dayamlarak meydana getirilir. Diger taraftan aynt populasyona dayanilarak, her biri belirli
bir 6rnek biiyiikliigi igin hesaplanmig tahmin edicinin sonsuz sayida 6mekleme dagilim

olusturulabilir. Ayrica aym populasyondan iki veya daha g¢ok sayida farkhi tahmin edici

i¢in 6rnekleme dagilim: olusturulabilir.

Ormnekleme yontemlerinin zayifliklanimi ve dezavantajlarimi ortadan kaldirmaya yonelik
omeklemede alt ormek kullammm distincesi populasyon hakkinda gergek¢i olmayan
varsayimlar yapmak yerine eldeki 6rnekten populasyonun ozellikleri(sapma ve standart
hata tahminleri) hakkinda daha iyi sonuglar elde etme amacina yoneliktir. Yeniden
omekleme yontemleri yeni yontemler degildir. Uzun bir gegmige sahiptir ve Parametrik
olmayan en Onemli yeniden Ornekleme yontemlerinden olan bootstrap ve jackknife
yontemleri, tahmin edicinin varyansim birtakim model ve karmagik formiillere gerek

olmaksizin elde edilmesini saglar.

Bootstrap, bu tir tahminler yapmak amactyla kullanlan duyarli hesaplamalar igeren
parametrik olmayan bir yontemdir ve diger 6rnekleme yontemlerinden farklidir. Bu
yontem, tahmin edicilerin 6rnekleme dagilmmu olusturmak igin gicli varsayimlar ve
analitik formiiller yerine gok sayida tekrarlanmig hesaplamalar igerir. Bootstrap, bir tahmin
edicinin ornekleme dagilimim olusturmak amaciyla verilerin ¢ok sayida yeniden

orneklenmesi amaci tasir (Money, 1993). Ornekleme yontemleri érnekleme dagiliminin

olusturulmas: ile ilgili olarak tahmin edicilerin (0) dagilim bi¢imi konusunda baz
varsayimlar kullamirken, bootstrap yontemi 6rnek verilerini populasyon verileri gibi

diisiindiigiinden varsayima gerek duymaz. Boylece bu yontemler, aragtirmacinin
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¢oziimlenemez ve savunulamaz varsayimlanin bulundugu durumlarda tahmin yapmasina
izin verir. Bununla birlikte bootstrap, kendi bagina bir istatistik degildir. Daha dogrusu
populasyon parametreleri hakkinda daha dogru tahmin yapmak amaciyla kullanihr.

Bootstrap, 6rnek ve populasyon arasindaki benzerlige giivenmektedir.

Yeniden 6rnekleme yontemleri orijinal 6rnege herhangi bir bilgi eklemez (Sengiin, 1999).
Bundan dolayr bootstrap gibi yeniden 6rnekleme yontemleri 6rnek bilgisini yonlendiren

yontemler olarak adlandinimaktadir.

Yeniden 6rnekleme yontemlerinde, olasiliklarin ve yeniden drnekleme olasilik vektoriiniin
onemi buyiktiur. X in x; degerini almasi olasthfi P(X =x,)= f(x,)ile gosterilirse o
halde P(x,)=P"(X =x,) dir. Boylece X’in alabilecegi tim degerler igin
f(x,)+f(x)+...+f(x_ ) =1 dir.

X, sonlu sayidaki x,,X,,..,x, degerlerini alabilen kesikli tesadiifi degisken ve buna

kargilik gelen olasiliklar,

P(x)=P'(X=x)=p'(x)=p/, i=123,.n (8)
olsun. Bu takdirde agagidaki kosullan saglayan P(x) fonksiyonuna X’in olasihk fonksiyonu
denir.

Burada,

) p 20 )

2) ?:P: =1 (10)

dir. Buradaki, p; : n hacimlik bir 6rnekte x,,x,,...,x, gozlemleri i¢in yeniden 6rnekleme

olasilik vektorii olup p; = (p;, Py, Py»--sP.) dir.

3.2.1. Bootstrap Yontemi

Bootstrap yontemi 1979 yilinda Efron tarafindan bir yeniden 6rnekleme yontemi olarak
ileri surilmiis ve bootstrap tahmin edicilerini kullanarak bir tahmin edicinin dagilimim
tahmin etmek amactyla gelistirilmigtir (Biilbiil ve Altas, 1998).

Yontem, bir bagka yeniden 6rmekleme yontemi olan jackknife yontemine alternatif olarak
ve soz konusu yontemden daha kolay uygulanabilir ve ¢ok daha giivenilir oldugu

belirtilerek ileri striilmistir (Efron, 1979). Yontemin 6nemi, gozlenen drnek verilerinden
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hareketle, tahminin standart hatasim minimuma indirerek populasyon parametrelerinin
tahmin edildigi istatistiksel yontemler agamasinda ortaya ¢ikmaktadir.

Literatiire bakidif zaman birkag farkh bootstrap’a rastlamlabilir. Bunlar, basit bootstrap,
¢ift bootstrap, agirlikhi bootstrap, tekrarlamali bootstrap, dogal (wild) bootstrap, ardigik
bootstrap, ve daha bir gogu sayilabilmektedir (Sengiin, 1999). Bu galiymada basit bootstrap

Ormekleme yontemi agiklanmugtir.

Omege ait verilerin yeniden Orneklenmesi mantifma dayanan bu yontemin ornekleme
dagihmimin ~ bulunusunda  parametrik ve  parametrik  olmayan  yOntemler
kullamlabilmektedir. Parametrik olmayan yontemle bootstrap dagilimumn tespitinde,
bilinmeyen dagilim yerine istatistiksel fonksiyonun tamimina gore gozlemlerin deneysel
dagilimi konularak .ise baglanir. Ardindan Monte Carlo simiilasyonu ile tekrar tekrar deger
tiretilerek yaklagtirma yapilir, Parametrik yontemde ise baglangigta deneysel dagilim
yerine 6rnegin elde edildigi populasyonun dagilimu konusunda bilgi varsa, 6megin normal
dagildi biliniyorsa bu durumda ”Parametrik Bootstrap’® soz konusu olur (Atalay ve Inal,
1999).

Populasyon parametresinin tahmin edicisi olan é ‘mn  6rnekleme  dagliminin
olusturulmasimn amaci, s6z konusu populasyon parametresinin tahmin edilmesi ya da test
edilmesidir. Ancak, teorik olarak miimkiin olan bu yontemin uygulanabilirlifi konusunda
kuskular bulunmaktadir. Tahmin edicinin ornekleme daglimini olusturmak imkansiz
olmasa da son derece gii¢ ve zaman alici bir igtir. Ancak, tahmin edicinin deneysel
ornekleme dagilimini olusturmak amaciyla ortaya atilan bootstrap yontemi bu sakincay

ortadan kaldirmaktadir. Bu mantik dogrultusunda gerekli bootstrap algoritmasi, agagidaki
bigimde tammlanabilir (Fox, 1997):

1) Populasyondan n hacimlik bir 6rnegin elde edilmesi;

populasyon =—> o6mek
bu 6rnek kullanilarak populasyon parametresinin tahmin edicisinin hesaplanmast
2) Elde edilen bu omek populasyon ile ilgili bagka higbir bilgi olmadifindan bu
populasyonun tek en iyi tahmin edicisi kabul edilir. Bu nedenle bu 6mek populasyon gibi
kabul edilerek her defasinda iadeli segimle her bir gozlemin 6rnefe girme olasiligii 1/n

alarak n hacimlik bir dmegin yeniden elde edilmesi ve bu siirecin B kez tekrarlanmast,
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(1 = 1. Bootstrap ornegi
= 2. Bootstrap ornegi

Omek = Z

= B. Bootstrap ornegt

3) Her bootstrap 6rmegi i¢in ilgilenilen tahmin edicinin hesaplanmasi,

4) B sayida ornekten hareketle bu tahmin edicilerin 6rnekleme dagiliminun elde edilmesi.

5) Elde edilen bu dagilimdan, dagilimla ilgili ortalama, standart sapma ve standart hata gibi
onemli tahmin ediciler ile parametre tahmin degerlerinin elde edilmesi,

6) Sonugta bu tahminler kullanilarak populasyon hakkinda yorumlarin yapiimasi.

Yukandaki algoritma bootstrap y6nteminin mantifim genel olarak agiklayan bir
algoritmadir. Yeniden 6rnekleme sayisi olan B, uygulamaya baghdir. Ashnda n hacimlik
bir 6rnekten teorik olarak »" sayida bootstrap 6rnegi olusturmak miimkiinse de bu hem
gereksizdir hem de zaman kaybina neden olmaktadir (Stine, 1990). Ancak, bootstrap
yontemi igin gerekli tiim bootstrap ornekleri bilgisayar teknolojisindeki gelismeye paralel
olarak gergeklestirilebilmektedir. Bununla birlikte ortalama, standart hata vb. her tahmin
edici igin farkl biiyiikliikte bootstrap érnekleri olusturulabilmektedir (Leger, 1992).

Efron 1979, yukanda s6z konusu olan siirecin devreye girmesiyle, 6rnek hacmini
arttirmakstzin populasyon parametresi ile tahmin edici arasindaki sapmanin azaltilacagim
ve teorik olarak elde edilmesi miimkiin gibi goriinen ama uygulama da s6z konusu
olamayan tahmin edicilerin ¢émekleme dagiimmmn olusturulabilecegini ileri siirmektedir.
Omekleme dagiimimin bu sekilde olusturulmasi tahmin edicinin standart hatastun daha
saglikli olarak elde edilmesini saglayacaktir.

3.2.1.1. Bootstrap dagilimmin sapma tahmini

Eger bir tahmin edici sapmaliysa ve bu sapma bilinmiyorsa, populasyon parametresi ile
ilgili kesin tahminde bulunmak mimkiin olmaz. Baz tahmin ediciler sapmasizdir.
Ormnegin, érnek ortalamasi, populasyon ortalamasinin sapmasiz bir tahmin edicisidir.

Ancak, sapmasizlik varsayiminin saglanamadift birgok durum vardir. Cogu parametrelerin

tahmin edicilerinin sapmali oldugu bilinmektedir. Tki drnek ortalamasiin oram buna
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Ornektir (Money, 1993). Bu tir sapmali tahmin edicilerle galisjmak bilimsel birtakim
sakincalar tagimakla birlikte drnekleme yontemleri bu konuya agiklik getirmek ve bu

sorunu ¢dzmek konusunda yetersiz kalmaktadir.

Bootstrap yontemi, omekleme yOnteminin bu yetersizliklerini ortadan kaldirmak amaciyla
hem tahmin edicilerin 6rnekleme dagiliminin olugturulmasi hem de sapmanin azaltimast

amacina yonelik parametrik olmayan bir yontemdir. Bootstrap sapma tahmini, Esitlik (3)’

e benzer sekilde 6 ve bootstrap drnekleme dagilimimn beklenen degeri arasindaki farktir:

b (8)=0_ E® )

A I

b’ (6)=6-05 (11)
bigiminde elde edilmektedir. Burada,

0 : Parametre tahmin edicisini,

b° (@) : Bootstrap sapma tahminini,
E(8 ) :Bootstrap tahmin edicisinin beklenen degerini,

65 :Bootstrap tahmin edicilerinin aritmetik ortalamasi olup,

B At
o 2.6
05 =b=rT (12)

dir. Burada da,

6, : b’ inci bootstrap tahmin edicisini

B: Bootstrap tekrar(kopya) sayisi: gostermektedir (Birich, 1995).

Esitlik (11)’de de agikga goriildiigi gibi buradaki sapma tahmini, nokta tahmin edicisi ile
bootstrap nokta tahmin edicisi arasindaki farktir.

Efron 5°(@) degerinin, tahmin edici ile populasyon degeri arasindaki farktan daha kiigiik

oldugunu ve bu tiir bir yaklagmla hem sapmamn tahmin edilmesinin hem de bunun
azaltiimasinin olanakli oldugunu belirtmistir (Efron, 1990).
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3.2.1.2. Bootstrap dagiiminin standart hata tahmini

Populasyon normal bir dagilim gosteriyorsa, standart sapmasi da belli ise, 6rnegin
buyikligih ne olursa olsun, omek aritmetik ortalamasimn olasiik dagiimi normal
dagilimdir. Populasyon normal dagilim gostermemekle birlikte ornek y;,terince biyikse,
merkezi limit teoremi geregfince omek ortalamasimn dagihimi yine normal olacaktir
(Aytag, 1991). Uygulamada populasyon standart sapmasinin bilinmesi (tamsayim diginda)
olanagi yoktur. Bu nedenle, 6rnegin standart hatasi,

= (13)
formiilii ile hesaplamr. Burada:

s, : Omegin standart sapma degeri

s, : Omek ortalamasinin Standart hatas:

n: Ornek hacmini gdstermektedir.

Bu degere, ortalamaya ait 6rnekleme dagilimiun 6rnekten tahmin edilen standart sapmasi
veya kisaca ortalamanin standart hatasi denir. Omeklerin ¢ekildigi populasyon saga veya
sola carpik bir dagilim gosteriyorsa ortalamaya ait omek dagilimnin sekli tesadiifen
¢ekilen Orneklerin genisligihe baghidir. Normal dagiim digindaki dagilimlardan g¢ekilen
orneklerin genisligi arttikga ortalamaya ait drmek dagihimm normal dagihima yaklagir. Ancak
tahmin edilen standart hatanin gergek degerinin ne dlgiide yansitifi konusunda kesin bir
olgii bulunmamaktadir. Bu diigiinceden yola ¢ikan bootstrap yontemi, tahmin edicile;in
dagiiminin  standart sapmasimn olugturulacak bootstrap dagilimindan harekétle tahmin
edilmesinin daha saghkh olacagini savunmaktadir (Efron, 1981)

Bootstrap tekrar sayisinn biyikliigii ¢caligilan veri iizerindeki deneyime baghdir. Bootstrap

tekrar sayisinin genellikle é’ mn standart sapmasim tahmin etmek igin 50-200 olmasi, 8’
nin giiven araliklarimin tahmini iginde en azindan 1000 olmast onerilmektedir. Diger
taraftan, 10 ile 80 arasindaki ornek biiyiikliigiinde, tekrar sayisiun 100 olmas: gerektigine
iligkin goriislerde vardir (Efron, 1990).

Standart hatanin bootstrap tahmini, istatistigin bootstrap tekrarlarinin standart hatasidir ve,

aA? ~*

B
Z (0s-03)?
. b=1

S, = 14
: —— (14)

esitligi ile hesaplanir. Buradaki terimler Esitlik 11 ve 12’deki terimler olup,
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s, Standart hatanin Bootstrap tahmin degeri

B: Bootstrap tekrar sayisit gostermektedir.

3.2.1.3. Bootstrap giiven araliklar

Populasyon parametresi ile ilgili giiven araliklanin olusturulmast amaciyla tahmin

edicinin 6rnekleme dagilimmn tahmin edilmesi gerekmektedir. Ornekleme yonteminde

F(@) ‘mn normal ya da t dagilimmna sahip oldugu varsayimu yapilmaktadir. Bu varsayim
dogrultusunda populasyon parametresinin 1-o. anlamlilk diizeyinde giiven simurlan
olusturulmaktadir. Populasyon varyans: biliniyorken, @ igin onerilen giiven araligs (n>30);

(o}

p()?—z%j_’;<6<)7+z%%)=l—a 1s)

esitligi ile elde edilir. Bu aralik, 8’ nin drmekleme dagiliminin gekli konusundaki varsayim
gegerli oldugunda % 100(1-a ) anlamliik diizeyinde populasyon parametresini igerecektir.

Ancak, s6z konusu varsayim her zaman dogru olmayabilir. Bu durumda 6rnekleme

yontemleri gecerliligini yitirecektir (Money, 1993).

Bootstrap giiven araliklan, ornekleme yontemlerindeki yukanda s6zii edilen zayif yonleri
gidermek amaci tagimaktadir(Hall, 1986).

Bootstrap giiven araliklar;

a) Normal Yaklagim Yontemi

b) Yiizdelik Yontemi

olmak tizere iki yontemle elde edilir.

a) Normal Yaklagim Yontemi

Normal yaklagim yontemi giiven araliklarnt elde etmede kullanilan parametrik yontemle
biiyiikk benzerlik gosteren bir yontemdir. Bu yontem, bir istatistik i¢in normallik
varsayiminin  gergeklestii ancak standart hatayr elde etmekle ilgili analitik formiillerin

bulunmadig1 durumda kullanilan bir yéntemdir.

Normal yaklagim yontemi ile bootstrap giiven aralif,
A _ - A - —1_ 6
p(e z%sB <0<#H +z%s3) 1-a (16)

esitligi ile elde edilir.
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Bootstrap, parametrik olmayan bir yontem olarak tasarlanmigtir ve normal yaklagim giiven
araliklan gigli bir normallik varsayyma dayamr. Bu varsayumn saglanamadif
durumlarda, normal yaklagim ydntemiyle elde edilen giiven araliklari, parametrik yontemle
elde edilen giiven araliklarindan daha iyi sonuglar vermezler. Bu sekilde elde edilen
araliklarin 6rnekleme yontemine ait araliklar ile ¢ok biyiik benzerlikleri vardir. So6z
konusu aralik 6rnek degerlerinin normal dagidifi durumlarda olduk¢a az (B=50-200)
sayida yeniden ornekleme sayist gerektirdiginden oldukga yararhdir (Money, 1993).

Ancak giigli parametrik varsayimlarnin gegerliligini yitirdifi durumlarda ne ornekleme
yontemi ile elde edilen giiven araliklanmin ne de standart arahiklanin olugturulmasi s6z
konusu olmayacaktir. Bu durumda agafidaki parametrik olmayan bootstrap giiven
aralifanin olugturulmasi gerekmektedir.

b) Yiizdelik Yontemi

Yiizdelik yonteminde temel yaklagim oldukga basittir. Bu yaklagimda 6 i¢in elde edilen
bootstrap kopyalarindan olugan ornekleme dagilimu kullanlarak 1-a giiven diizeyinde
dagihtmin alt ve st /2 yiizdeleri giiven siurlanm olugturmaktadir.Bir bagka degisle, alt
stur o/2 st smur ise 1- o/2 lik yiizdelere karsiik gelmektedir. Omegin , populasyon
parametresi i¢in% 95 given diizeyinde bir aralik olugturulmak istendiginde alt suur

bootstrap kiimiilatif (yigilmah) 6rmekleme dagiiminin % 2.5, dst smur ise % 97.5 ‘una
kargihik gelecektir (Atalay ve Inal, 1999).

Yiizdelik yontemde 6rnekleme dafilimimn parametrelerini tahmin etmek igin karmagik
formiillere gerek yoktur. Yalmzca, bootstrap Ornekleme dagiimmin olugturulmasi
yeterlidir. Bu y6niiyle giiven araliklannin olugturulmas: oldukga kolaydir.

Ancak iki zayif noktasi bulunmaktadir;

1) Kigiik drnekler de performans: diigiiktiir,

2) Yiizdelik yontemde bootstrap Ornekleme dagihmimn simetrik oldufu varsayimm
bulunmaktadir. Bu varsayimin gergeklesmemesi durumunda sonuglar gegerliligini

yitirmektedir.

3.2.2. Jackknife Yontemi

Stine (1990)° a gore Jackknife Yontemi ilk kez 1949 yiinda Quenouilli tarafindan ortaya
atlmig, daha sonra 1958 yilinda Tukey tarafindan giiven aralifi yaklagimiyla
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geligtirilmistir. Yontem, populasyon parametrelerinin tahmin edilmesinde 6rnek hatasinin
minimuma indirilmesinde, tahmin edicinin sapmasiun hesaplanmasinda kullamlmasina ek

olarak giiglii giiven araliklan olugturulmasi amacina yonelik geligtiriimigtir.

Bootsrap gibi jackknife da, parametrik varsayimlar kullanmak yerine, Omek
degigkenliinin agtklanmasi yoluyla elde edilen tahmin edicilerin giivenilirliini artirmaya
yoneliktir. Ancak, jackknife 6rnegin degiskenligini farkli bir yolla agiklamaya galisan bir

yontemdir.

Bootsrap’in slogam “iadeli ornek” jackknife‘in slogam ise “birini digarida birak™ tir. Bu

sekilde yontem asagidaki sekilde uygulanir.

Bilinmeyen bir F(x) olasiik dagihmindan bagimsiz ve genigligi n olan X = (x,,x,,...,X,),
omek veri setinden, sirastyla her defasinda omekteki verilerden biri diganida birakilarak

geriye kalan n-1 tane gozlemi olan n tane jackknife 6rnegi olusturulur.

@ tahmin edicisinin olugan jackknife 6rneklerinde aldig degerler,

......

kullanilarak

.
. > 6¢-p
i=1

O¢-p =—— (17)
n
degeri hesaplanir. Burada;

Ocj: j'nci gozlem g¢ikanldiktan sonra geriye kalan n-1 gozlemden hesaplanan tahmin
degerini(j’nci jackknife tahmin degeri) ,

O¢j : n tane jackknife tahmin degerlerinin ortalamasini gostermektedir.

3.2.2.1. Jackknife sapma tahmini

Daha once de belirtildigi gibi jackknife yonteminin ilk ortaya atilma amaci tahmin edicinin

sapmasinin tahmin edilmesidir.

Tahmin edicinin (@) sapmasinin jackknife tahmini Quenouille tarafindan,
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b(O-n)jus =(n—1) B-n—6) ve

= (n—l){g)(_j)— é(x,,xz,...,xn)} (18)
ile elde edilir. Burada;
b(é(_ ?)jex -} i jackknife tahmin edicisinin sapma degeri
8(_ 1 17 nolu esitlikten elde dilen deger,

6 : ana 6rnekten hesaplanan ilgili parametre tahmin edicisini,
n: 6rnek hacmini,
n-1: Jackknife ornek hacmini gostermektedir (Efron, 1982). Esitlik (17) deki 0

kullamilarak 6’ nin sapma azaltan jackknife tahmin edicisi 6, , Quenouille tarafindan,

A
~

Brackx = 0~ b(On)

seklinde tanimlanmustir. Burada b(B-j),,, nin esitlik (18) deki degeri yerine yazilirsa,

A
-~

Oacxx =10-(n-1)B- (19)
esitligi elde edilir. Buradaki terimler daha &nceki esitliklerde verildigi sekildedir.

Omegin ¢ parametresi F(x) dafiimmin populasyon ortalamast ve # mm bir tahmin
edicisi 6rnek ortalamasi da,

0 (X1, Xz, Xs,.......... Xn)=X=%_

seklinde verilen 6rnek ortalamas: olsun. Bu durumda sapmanin Jackknife tahmini Esitlik
18’den,

b(é(-j))jack =(n-1) (é(—j) - é)

> 6cn .
=(n-1) £ -6
n

30



( )
i zn:xj/n—l
j=t| 7=
=(n-1) — ~x
n
\ )
{ n
fo .
=(n-1) f‘7—-x : (20)
\
=0

seklinde hesaplanir.

3.2.2.2. Jackknife standart hata tahmini

Bilindigi gibi @ tahmin edicisinin standart sapmas: varyansin karekokiidiir. Varyans ise su
sekilde hesaplanir;

Var = Ep - EG)]
Tukey(1958) varyansin tahmin edicisinin;
n-1 AP
s? = —D—Z[e(_ 0= 9(—1)] (21)
j=t

seklinde elde edildigini belirtmektedir. Burada;

)

O¢p: j’'nci gozlem gikanldiktan sonra geriye kalan n-1 gozlemden hesaplanan tahmin

degerini(j’nci jackknife tahmin degeri),

O¢-j : 17 nolu egitlik ile hesaplanan degeri géstermektedir.

Buradan hareketle Jackknife standart sapmast ise;
SJACKKngz— olmaktadir.
Bu durum igin jackknife tahmin edicisi;
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n-1& - - :
Siackk = J——Z Oc-n=0¢-n)’ (22)
i=1

n

olarak tahmin edilmektedir.(Efron 1982, Efron and Gong 1983).

Burada hemen sunu belirtmekte fayda vardir. @ herhangi bir tahmin edici olmak zere bu

tahmin edicinin standart sapmasinin (varyansinin) Jackknife tahminini (22) den bulmak her

zaman miimkiin olmaktadir.

Jackknife yontemi modeller ile ilgili varsayimlara daha az bagl olan ve Omekleme
yontemindekine benzer teorik formiiller gerektirmeyen bir yontemdir. Ancak, bir tahmin
edicinin n defa hesaplanmasiu gerektirmektedir. Bu hesaplamamn yapilmasi oldukga
zaman ahc1 olmakla birlikte, bilgisayarlanin geligimi bugiin bunu olanakli kilmigtir. Bugiin
jackknife istatistiksel analizlerde kullanilan oldukga yararli ve popiiler bir yontem haline

gelmigtir.

3.2.2.3. Jackknife giiven araliklar

Jackknife giiven arahiklari daha 6ncede belirtildigi gibi (Stine, 1990), 1958 yilinda ilk kez
Tukey tarafindan gelistirilmistir. Daha 6nceki bolimlerde jackknife tahmin edicisinin ve
bu tahmin edicinin dagilimmn standart sapma tahminlerinin nasil ele edildikleri iizerinde
durulmustu. Elde edilen bu tahmin edicilerden hareketle % 100(1-2a) giiven diizeyindeki
jackknife giiven aralikian,

POc-p—t e Siackx < 0<Ocptt, o Siacki ) = 1—-2a (23)
bigiminde elde edilmektedir. Burada;

1, . a diizeyinde ve n-1 serbestlik derecesinde t tablo degeri,
O¢j : jackknife tahmin edicisi

S;acxx - Jackknife standart hata tahminidir.

Omek hacminin 30 ve iizerinde olmasi durumunda ise parametrik gikarimda oldufu gibi
normal dagiim kogullarindan hareketle t yerine z tablo degerleri kullanilmaktadir(Edward
ve Oudewicz, 1988).
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3.2.3. Yeniden rnekleme yontemlerinin regresyon analizinde kullanim

Bootstrap ve jackknife yoOntemleri, ©rnek ortalamasi, sapma, standart hatanin
hesaplanmasi, giiven araliklanmin olugturulmasinda uygulanabildifi gibi, dogrusal
, regresyonda, parametrik olmayan regresyonda ve ¢ok degiskenli modellerde de uygulama
alanina sahiptir.

Yontemlerin - kullanilmasi  son yillarda hizla gelismiy ve bilgisayarlarla birlikte

uygulanmas: ile kisa bir siire iginde gok kullanilan birer yontem haline gelmiglerdir.

Bu bolimde oncelikle En kiigiik Kareler regresyon modeli kisaca anlatihp, daha sonra
yeniden ornekleme yontemlerinin (bootstrap ve jackknife yontemleri) en kiigiik kareler
regresyon analizinde nasil uygulandifi, uygulamada kargilagilan giigliikler ve ¢ozimi ile

ilgili dneriler tizerinde durulmustur.

3.2.3.1. Klasik en kiicitk kareler regresyon analiz yéntemi

Herhangi bir problemin incelenmesinde birden fazla sayida onemli agiklayici degiskenin
bulundugu bir iliski s6z konusu olabilir. Bu iligki dogrusal bir fonksiyonla ifade edilebilir
(Ertek,1978). k tane baZimsiz degiskenin bulundufu en kiigllk kareler yOntemiyle
uydurulan ¢oklu dogrusal regresyon modeli genelde;

Y=XB+¢ (24)
esithgi ile tammlanir. Burada,
Y: (nx1) boyutlu gézlem degerleri vektori, i = 1,2,3,....,n bagimh (agiklanan) degisken,
X: nxp bilinen sabit degerler matrisini,
B : px1 boyutlu bilinmeyen parametreler vektoriinii,
€ : (nx1) boyutlu, ortalamas: sifir, varyansi o (sabit) olan bagimsiz sans degiskenleri
vektorudir.
Burada ise;
n: gozlem saysi,
p: parametre sayismt ( 5, dahil)
k: bagimsiz defisken sayistm gostermektedir.

Varsayimlar:
a) Dogrusalhk Varsaymmi: Bu varsayim Y =xf +¢& modelinin tamminda gereklidir ve

her bir g6zlenen y; degeri X’ in i nci satininin (x;) dogrusal bir fonksiyonudur. Yani,
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yi=xp+¢ =1,2,...n 25)

b) Hesaplana bilme varsaymm: /3’ mn tek tahmin edicisini bula bilmek igin (X’'X)™ ‘in

hesaplana bilmesi veya rank(X)= p olmasi gerekir. Burada p: parametre sayisidir.

¢) Dagilimla ilgili varsayimlar: En kigiik karelere bagli istatistik analizlerde;
1) X’ in hatasiz 6lgtldug,

2) g, ’lerin x; (i=1,2,...,n) degerlerine bagli olmadig,

3)g, =~ N(0,6°I)

oldugu varsayilir.

d) Genel Varsaymm: Tiim gozlemler aym oranda giivenilir ve en kiigiik kareler sonuglarim

belirlemede esit role sahip olmaldir.

Klasik En kiigiik kareler yonteminde(EKKY) iyi tahmin yapabilmek ig¢in bir takim
varsayimlann gergeklesmesi gerekmektedir. Eger yukanda verilen varsayimlar saglamrsa
en kigiik kareler yontemiyle elde edilen standart tahmin sonuglan ve Onemli bazi
ozellikleri agagidaki gekilde dzetlenebilir($ahinler, 1997).

S ’nin en kugik kareler tahmin edicisi ,

b:(X'X)”'X'Y (26)

formiili ile elde edilir.

1) px1 boyutlu ,& vektori su ozelliklere sahiptir;

a) ,& , B ’mn sapmasiz tahmin edicisidir, yani

EB)=p @

b) 23 ,B igin en iyl dogrusal sapmasiz tahmin edicidir, yani dofrusal sapmasiz tahmin
ediciler arasinda en kiigiik varyansa sahiptir. ,2? ‘nin varyansl,

Var(;}) =g’ (X'X)" (28)

n

B , ortalamasi u (px1 vektor) ve varyanst Z(pxp matris) olan p boyutlu gok degiskenli
normal dagihg gosterir, yani;
B ~N,|g0* X' x)"]

34



2) nx1 boyutlu tahmin degerleri vektorii,

Y=XB=XX'X)'X'Y =PY
ile elde edilir. Burada;
P=XX'X)'Xx’'

olup simetrik ve kendileyen bir matristir. ¥ su 6zelliklere sahiptir.

a) E(Y) = XB
b) Var(I:') =g’P

c) }A’z N, (XB,0°P)

Burada, p: esitlik(30)’ da verilen matristir.
3). nx1 boyutlu hata degerleri vektorii,
e=Y-¥ =V —PY =(1-P)Y

esitligi ile elde edilir ve su 6zelliklere sahiptir;
a) E(e)=0

b) Var(e) = 6*(1-P)

¢) ex N, [0, 6*(1-P)|

d) % % Xirp
olup burada,
Xn-py - 1-D serbestlik dereceli z* dagilimun,
¢'e: hata kareler toplamuns,
gostermektedir.

4). ¢*' nin sapmasiz tahmin edicisi,
Y(-Yr Pl

2 i=1 c &

n-p n-p n-p
ile elde edilir.

Var(f) = s*(X'X) "' ise, (X’ X)™ matrisi A ile gosterilirse,
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(2, a,........8, |
. 8, 8y....dy
Var() = s>(X'X)" =5’A, =5?|. (40)
LBk Bgqeeeeenns By |

olur. Burada A;; (X’X)"' matrisinin kosegen elemanlan, s? ise Esitlik (39) ile elde edilen

degerdir. Boylece # ‘nin standart hatas,

Se(B) = s{(X' X);

Se(B) =4, (41)
ile elde edilir(Biilbiil ve Altag, 1998).

Yukanda da bahsedildigi gibi klasik En kﬁ(;'ﬁk kareler yonteminde iyt tahmin yapabilmek
igin bir takim varsayimlarin gergeklegmesi gerekmektedir. Sabit varyans varsayimimn
gergeklesmedigi durumlarda, yapilan tahmin givenilir olmamaktadir. Béyle durumlarda,
en kigik karelerin varsayimlarina gerek duymaksizin parametrelerin tahmin edilmesi,
parametrelerin varyans degerlerinin elde edilmesine ve tahmin hatalarinin hesaplanmasina

olanak saglayan yeniden d6rnekleme yontemleri kullanilabilmektedir (Efron, 1990).

Bu yontemlerden en ¢ok kullamlan Bootstrap ve Jackknife yontemleri ile en kiigiik kareler
regresyon analizinin nasil yapildig asagida verilmigtir.

3.2.3.2. En kiiciik kareler regresyon analizinde bootstrap yeniden 6rnekleme yontemi

En kiigiik kareler regresyon analizinin temelleri, hata teriminin (&) analizine dayamir. En
kiigiik kareler regresyon analizinde hata terimlerinin tekrarlanmasi ile uygulanan bu
yontem, 1979 yilinda Bradley Efron tarafindan ileri siiriilmiig ve klasik en kiigiik kareler
yonteminden daha etkili parametre tahminleri elde etmek amaci ile gelistirilmistir ve hata

teriminin yeniden 6rneklenmesi olarak bilinir.

B nin bir bootstrap tahmin edicisini elde etmek i¢in Bolim 3.2.1. de verilen algoritma
asafidaki sekilde izlenir:
1) Populasyondan sansa bagli olarak n sayida bir 6rnek segilir.

2) Segilen bu 6rnege ait EKK regresyon dogrusu olugturulur.
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3) Bu modelden (34) nolu esitlik yardimuyla e, degerleri hesaplanir.

4) Elde edilen e, degerlerine 1/n olasilif: verilerek her biri n hacminde B tane bootstrap
hata alt 6rnekleri olusturulur. Boylece deneysel dagilim fonksiyonu (F's(x)),

A a2

Fs(x)= {e, < x}/n (42)

seklinde elde edilir (Shao,1995).
5) Olusan bu deneysel dagilim fonksiyonundan (12) nolu formil kullamlarak bootstrap

hata degerlerinin ortalamast,

B A
x* Zgbl
— b=l

& = —B (43)

seklinde hesaplamr. Burada,

; :1’nci bootstrap hata tahmin edicisi

;bi :b’nci bootstrap drnegine ait i’nci hata tahmin edicisi

6) Elde edilen ::. degerleri 2. adimda olusturulan modeldeki e, ’ler yerine konarak

~*

Y =BX+ei (44)
seklinde bootstrap Y" degerleri hesaplanr.

7). Y* ve X’den hareketle f ’min bootstrap tahmin edicisi, en kiigiik kareler yontemi ile,

A*

B =(X"X)'x'r" 45)
seklinde hesaplanir (Liu, 1988). Elde edilen bu tahmin edici sapmasiz olup

E(/Ai.) =(X'X)'X'Ex") = p olmaktadr.

Bootstrap yonteminin bu uygulamasinda hata terimlerinden tekrarli omekler segilerek,

tahmin degerlerine (¥,) eklendigi i¢in hata terimlerinin normal dagihma sahip oldugu

varsayllmaktadir (Fox, 1997). Bu varsayim gergeklesmiyorsa, £ ’min standart hatasi

sapmali sonug verir. Bu nedenle, Sapma, = (e —¢€)’nin yerine, %

(1 _ pn —1)1/2

normallestirilmis hata terimlerinden & ’ler segilerek, bootstrap Y degerleri elde edilir(Wu,

1986).
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Katsayilarin standart hatalarim hesaplamak igin kullanilan 40 nolu esitlikteki s* degeri

-A-t 7\.‘ — —%

1 n ' ~ )
S2=n—2(81"80ﬂ) (Ei"goﬂ) (46)
1=l

seklinde hesaplamir. Burada da,

&i . Egitlik 43°ten elde edilen degeri

~t <* Z&' i

&on - Bootstrap hata tahmin edicilerinin aritmetik ortalamasi olup, &or ==—  seklinde
n

hesaplanir. Boylece 41 nolu egyitlikten elde edilen matrisin ksegen degerleri katsayilara ait

standart hatalan verir.

Bootstrap yonteminde, hata terimlerinin dagilimina iligkin varsayim yapilmamasina

ragmen, Y ’lar dogrusal modele gore olusturularak, modelin fonksiyonel bigiminin
dogrusal oldugu varsayilir. Bunun yaminda hata terimlerinin normallifi varsaymmndan
hareket edildigi icin gercek hatalar sabit varyansa sahip degilse, bu ozellik alt 6rnek hata
terimleri nede yansimayacaktir (Fox, 1997).

3.2.3.3. En kiiciik kareler regresyon analizinde jackknife yeniden érnekleme yontemi

Jackknife yeniden ¢mekleme yontemi ile en kiigiikk kareler regresyon parametrelerinin
tahmin edilmesinde agagidaki algoritma izlenir.

1) Populasyondan gansa bagli olarak n hacimlik bir 6rnek segilir.

2) Omek veri setinden her defasinda sira ile bir gozlem diganda birakilarak her birisi n-1
gozlemden olugan n tane jackknife alt 6rnekleri olugturulur.

3) Olugturulan bu n tane jackknife alt 6rneklerine ait n tane en kiigiik kareler regresyon
denklemi ile ilgili parametre tahmin edicileri hesaplanir.

4) Regresyon denklemindeki her bir degigkene ait katsayilar kullanilarak jackknife tahmin
edicisi,

A ZB(ij)

i=]

Biacks = = (47)
n

esitligi yardimuyla j nci parametre tahmin edicisinin n tane ornekteki degerlerinin aritmetik

ortalamasi olarak hesaplanir, Burada
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B - I'nci jackknife drneginden hesaplanan j* nci tahmin edici

[A31ACK, : j’nci jackknife tahmin edicisi

n: Ornek genisligini gostermektedir.”

5) Egitlik (47) ile hesaplanan ortalama degerler B ‘mn jackknife tahmin edicicisi olarak
kullamhr.

Var( #) nin jackknife tahmin edicisi (Efron, 1982).

i=1

Var (;BJACKJ )= n;l i l:b(if)_ /}(.Mcla )] [b({j)_ b(JACKJ )] (48)

ile elde edilir. Bu matrisin kogegen elemanlan Var( 8)’1 verir.

3.2.4. Parametrelerin giiven arahklar1 tahminleri

Dogrusal regresyon denkleminde hata terimlerinin ortalamasi sifir ve sabit varyans (o?)
ile bagimsiz tesadiufi degisken olduklan ve bu tesadiifi degigkenlerin normal dagihima
uygun olduklan varsayilmstir. Y,,Y5,....,Y, tesadiifi degiskenlerinin de normal dagiliml

a) A A

oldugu varsayildiginda, B,,B,,B,,...., tahmin edicilerinin her biri bir normal degisken

olur.

3.2.4.1. Normal yaklagim Yontemi

Boliim 3.2.4.1. deki giiven araliklarina benzer sekilde f mn Normal yaklasim yontemi ile

L]

giiven aralifi icin, § ‘nin standart hatasi, egitlik 41 den elde edilerek .

Bty pa,*S.B)<B<P+t, ., *SB)|=1-a (49)
% %
esitligi ile elde edilir (Saama, 1996). Burada:

aA¥

B :1’nci bootstrap tahmin edicisi

S,(B ): Bootstrap standart hata degeri
t np,0n : D-p serbestlik dereceli, a/2 6nem seviyesindeki t cetvel degeridir.
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3.2.4.2, Yiizdelik yontemi

Yiizdelik yonteminde temel yaklagim oldukga basittir. Bu yaklagimda £ igin elde edilen

bootstrap kopyalanindan olugan 6mekleme dagilimi kullamlarak 1-o giiven diizeyinde
dagilimun alt st /2 ,iist sinur ise 1- /2 lik yiizdelere karsilik gelmektedir .

Bootstrap i¢in yiizdelik yontemi ile parametreler igin giiven araligy,

B <B<By) (50)
seklinde elde edilir. Burada;

B, : Alt suur tekrar sayisina giren tahmin edicilerin aritmetik ortalamasi,

A*

By: Ust siir tekrar sayisina giren tahmin edicilerin aritmetik ortalamasi olup tim alt

orneklere ait parametreler tahmin edilip kiigiikten biiyiige dogru siralandiktan sonra,
Alt stir tekrar sayisi = B* o/2 = B,
Ust sinir tekrar sayist = B* (1- o /2) = By

Seklinde hesaplanir.

3.2.4.3. Jackknife Giiven Arahif
Parametre tahminlerinin jackknife giiven araliklan Boliim 3.2.2.3’deki giiven araliklarina

benzer bigimde agafidaki sekilde olugturulur. ise bunun igin fB,,.., ‘nin standart hatas:

esitlik 41 den hesaplanarak yerine konulur ise agagidaki giiven aralif elde edilir. ,
(ﬂJAC’m - tn~p,a12 * Se(ﬂJACIa) < ﬂ < ﬂJAClU + tn—p,alz * Se(ﬂJACKl) ) (51)
seklinde elde edilir. bigiminde elde edilmektedir. Burada,

!, ,ai2 - @ Onem seviyesinde ve n-p serbestlik derecesinde t cetvel degeri,

B ruc - Esitlik 47 ile elde edilen jackknife tahmin edicisi

S,(B,.cx ) - Esitlik 48 ile elde edilen jackknife standart hatasini gostermektedir.

Omnek hacminin 30 ve iizerinde olmast durumunda ise parametrik gikarimda oldugu gibi
normal dagihm kosgullarindan hareketle t yerine z tablo degerleri kullanilmaktadir(Edward,
1988).
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BOLUM IV

ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde materyal kisminda sozii edilen (EK 1°de) veriler populasyona ait veriler kabul
edilmis ve En kiigiikk kareler yontemi ile regresyon modeli olusturularak parametreler
hesaplanmustir. Daha sonra, hesaplanan bu parametrelerin, klasik érnekleme yontemleri ile
elde edilen tahmin ediciler ile mi yoksa yeniden 6rnekleme yontemleri kullamilarak elde
edilen tahmin edicilerle mi daha iyi tahmin edilebildigini ortaya koymak amaciyla aym
verilerden sans 6rneklemesi ile n=100 (EK2) ve n=30 (EK3) olan dmekler alinmi§ ve
parametreler tahmin edilmigtir. Daha sonra EK 2 ve 3’deki veriler ana ornek olarak
kullanilip yontem kismunda sozii edilen bootstrap ve jackknife yeniden Ornekleme
yontemleri ile 6rnekler olusturulmustur. Bootstrap igin olugturulan hata terimlerine ait
omekler (EK4, EK5) Elde edilen ¥” degerleri (EK6, EK?7), jackknife 6rneklerine ait
veriler (EK8, EK9), bu verilere ait en kiigiik kareler regresyon dogrusu ve ilgili

parametreler tahmin edilmig ve her veri grubu i¢in sonuglar kargilagtinlmugtir.

4.1. En Kiiciik Kareler Regresyon Analiz Sonuglar

Materyal kisminda (EK1’de) verilen dogum hastanesine ait degerler kullanilarak en kiigiik

kareler regresyon analizi yapilirsa,

Y =-2373.8+11.757X, +132.047X, 57
esitligi elde edilir. Bu esitlik igin yapilan varyans analizinde regresyon istatistik olarak
onemli bulunmustur (p<0.01). Esitlik (57) de verilen regresyona ait bazi parametre

degerleri Cizelge 1’de 6zetlenmigtir.

Cizelge 1. EK 1’deki Veriler Igin (N=320) Bazi Parametre Degerleri

Degiskenler B Standart Hata |t Giiven arahklar
Sabit -2373,8 1032,160 2,337 (-4396.8) - (-350.7)
Xi 11.757 4,223 2,745 (3.42) - (19.98)
X 132.047 25,843 5,054 (81.39) — (182.69)
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4.2. Klasik Ornekleme Yontemleri ile Elde Edilen Orneklerin En Kiiciik Kareler
Regresyon Analizi Sonuglar
Klasik ornekleme yontemleri ile segilen n=100 hacimlik 6rnege (EK 2) ait en kiigik

kareler regresyon modeli uydurulursa,

A

Y =-2831.659+4.251X, +149.327X, (58)
esitligi elde edilir. Bu esitlik igin yapilan varyans analizinde regresyon istatistik olarak
6nemli bulunmugtur (p<0.01). esitligi elde edilir. Egsitlik (58) de verilen regresyon

sonuglarn Cizelge 2. 6zetlenmigtir.

Cizelge 2. EK 2’deki Veriler Igin (n=100) Baz1 Tamumlayici Istatistikler

Degiskenler ,B Standart Hata t Giiven araliklan
Sabit -2831.659 1700.946 -1.645 (-6209.7) — (546.46)
Xj 4.251 7.444 0.571 (-10.52) - (19.13)
X 149.327 42.165 3.541 (65.59) — (233.05)

Klasik 6rnekleme yontemleri ile segilen n=30 hacimlik 6rnege (EK 3) ait en kiigik kareler

regresyon modeli uydurulursa,

A

Y =-2691.13+24.71X, +129.90X, (59)
esitligi elde edilir. Bu egsitlik igin yapilan varyans analizinde regresyon istatistik olarak
onemli bulunmustur (p<0.01). Esitlik (59) de verilen regresyon sonuglar1 Cizelge 3’de

Ozetlenmigtir.

Cizelge 3. EK 3°deki Veriler Igin (n=30) Baz1 Tamimlayici Istatistikler

Degiskenler ’& Standart Hata t Giiven arahklan
Sabit -2691.13 2830.065 -0.971 (-8555.21) -(3059.35)
X3 24.71 16.008 1.543 (-10.65) — (55.03)
X 129.90 71.786 1.809 (-14.19) - (280.41)

42



4.3, Yeniden Ornekleme Yéntemleri 1le Elde Edilen Orneklerin En Kiiciik Kareler
Regresyon Analizi Sonuglan
4.3.1. Bootstrap Yeniden Ornekleme Yontemi ile Elde Edilen Ornege Ait
E.K.K. Regresyon Analiz Sonuglar

Bolim 3.2.4.2.1°deki hata terimlerine dayali bootstrap algoritmasi EK 1’deki verilere
agagidaki sekilde uygulanmigtir.

1) Populasyondan (EK 1) n=100 hacimlik 6rnek segilmistir (EK 2).

2) Segilen bu drnege ait en kiigiik kareler regresyon dogrusu bulunmustur (Esitl 58).

3) Esitlik (34) yardimiyla bu dogruya ait 100 tane e, degeri hesaplanmustir (EK 4).

4) Bu hata (e,) terimlerine her bir degere 1/100 olasihg verilerek iadeli olarak EXCEL

paket programumin “’6rnekleme’’ modiilii yardimiyla her biri 100 hacimden olusan 1000
tane bootstrap hata ¢rnekleri olusturulmugtur (EK 4).

5) Olusturulan bu Srneklerin (43) nolu esitlik yardimiyla bootstrap hata tahmin edicileri
hesaplanmugtir (EK 4).

6) Elde edilen bootstrap hata tahmin edicileri Esitlik 58’de yerlerine konarak bootstrap Y
degerlerd (Y;*) hesaplanmistir (EK 5).

7) Olusan yeni gozlem noktalar kullandarak en kigiik kareler yontemi ile parametreler
tahmin edilerek;

A

Y’ =-2957.26 +4.07X, +152.59X, (60)

seklinde bootstrap regresyon katsayilarina ait tahminler hesaplanmustir. Esitlik (60) da
verilen regresyon modeli ile ilgili olarak sirasiyla Esitlik 45, 46, 11, 49 ve 50 kullanilarak
parametre tahmin edicileri, tahmin edicilere ait sapma, standart hatalar, normal yaklagim ve
yiizdelik yontemleri ile hesaplanan giiven aralik degerleri Cizelge 4’de verilmistir.

Cizelge 4. EK 2’deki Verilere Ait (n=100) Hata Teriminin Yeniden Orneklemesine
Dayanan Bazi Bootstrap Tammlayici Istatistikleri.

L

'?: Giiven arahklan

] *

& Bow | Standart |Sapma| t | Normalyaklagm | YiizdelikYntemi(%
2 Hata Yéntemi(%95) 2,5-%97.5)
Sabit |-2957.26| 1718.89 |-125.6 |-1.72" | (-6326.28)-(411.76) | -6397.2)-(215.8)

X; 4.07 6.495 -0.181| 0.62 (-8.66)-(16.8) (-8.8)-(16.33)
X, 152.591 | 41.214 | 3.266 | 3.53 71.82-233.36 (72.9) -(240.9)
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Bootstrap yonteminin bdlim 3.2.1. de bahsedilen iddialannin 6rnek hacminin kugiilmesi
ile de ne olgiide gergeklegebildigini gorebilmek amaciyla 6rmek hacmini azaltarak (n=30)
bu verilerden (EK 3) yine bolim 3.2.3.2 deki hata terimlerine dayanan bootstrap
algoritmasimn agamalan izlenerek,

1) Populasyondan (EK 1) n=30 hacimlik 6rnek segilmistir (EK 3).

/2) Segilen bu 6rnege ait en kiigiik kareler regresyon dogrusu bulunmustur (Esitik 59).

3) Esitlik (34) yardimiyla bu dogruya ait 30 tane e, degeri hesaplanmustir (EK 6).

4) Bu hata (e;) terimlerine her bir degere 1/30 olasili: verilerek iadeli olarak EXCEL
paket programinin “’6rnekleme’” modiilii yardimiyla her biri 30 hacimden olusan 1000
tane bootstrap hata 6rnekleri olugturulmustur (EK6).

5) Olusturulan bu drneklerin (43) nolu esitlik yardumyla bootstrap hata tahmin edicileri
hesaplanmugtir (EK6).

6) Elde edilen bootstrap hata tahmin edicileri Egsitlik 59°de yerlerine konarak bootstrap Y
degerleri (Y;*) hesaplanmugtir(EK 7).

7) Olusan yeni gozlem noktalant kullanilarak en kiigiik kareler yontemi ile parametreler
tahmin edilerek;

A

Y =-2909.42+2438X, +135.67X, 61)

seklinde bootstrap regresyon katsayilanna ait tahminler hesaplanmigtir. Egsitlik (61) de
verilen regresyon modeli ile ilgili olarak sirasiyla Esitlik 45, 46, 11, 49 ve 50 kullanlarak
parametre tahmin edicileri, tahmin edicilere ait sapma, standart hatalar, normal yaklagim ve

yiizdelik yontemleri ile hesaplanan giiven aralik degerleri Cizelge 5°de verilmistir.

Cizelge 5. EK 3’deki Verilere Ait (n=30) Hata Teriminin Yeniden Orneklemesine
Dayanan Baz: Bootstrap Tanimlayici Istatistikleri.

Giiven arahklan

Normal yaklasim | YiizdelikY 6ntemi(%2,5-

»" | Standart Yontemi(%95) | %97.5)

Bon Hata Sapma t

Desdiskenler

Sabi| -2009.4 | 3583.38 | -218.2 |-0.811" | (-9932.84) - (411) | -10372.1)-(3714.8)

X: | 2438 | 1522 | 0336 | 1.60 | (-5.45)-(54.21) (55 )(5L7)

X, | 13567 | 8923 | 5.77 | 152 |(3922)-(31056) | (-29.7 )-(3242)
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4.3.2. Jackknife Yeniden Ornekleme Yontemi ile Elde Edilen Ornege Ait En Kiiciik
Kareler Regresyon Analizi Sonuglan

Bolim 3.2.3.3’deki jackknife yeniden omekleme yontemi algoritmasi EK 1’deki verilere

agagidaki gekilde uygulanmugtir,

1) Populasyondan sansa bagli olarak 100 hacimlik bir 6rnek veri seti olugturul mug tur (EK

2)

2) 100 hacimlik Ornek veri setinden her defasinda sira ile bir gozlem grubu diganda

birakilarak her birisi 99 gozlemden olugan 100 tane jackknife alt émekleri olugturulmugtur

(EK 7)

3) Olugturulan bu 100 tane jackknife alt drneklerine ait,

Y o =-2799.73 +4.63X, +148.11X,

Y o2 =—2847.10+4.33X, +149.65X,

IA’(~99) =-2832.46 +4.27X, +149.33X,

{’(-100) =-282475+2.98X, +150.12X,.

seklinde 100 tane en kiigilk kareler regresyon denklemi olugturularak parametre
tahmincileri hesaplanir.

4) Egitlik (47) yardimyla yukandaki denklemlerde verilen katsayilar kullanilarak jackknife
tahmin edicileri hesaplanir ve modelde yerine yazilirsa,

A

Y = -2832.820 + 4.251X, +149.356X, (62)
esitligi elde edilir.

Esitlik (62)’da verilen regresyon modeli ile ilgili olarak sirasiyla Egitlik 47, 48,11 ve 51
kullanilarak parametre tahmin edicileri, tahmin edicilere ait sapma, standart hata ve giiven

araliklari hesaplanmig ve sonuglan Cizelge 6’de verilmistir.

Cizelge 6. EK 2’deki Verilere Ait (n=100) Jackknife Yeniden Orneklemesine Dayanan
Bazi Jackknife Tanimlayci Istatistikleri.

Degiskenler " Standart | Sapma t Giiven arahklan
ﬂ ) Hata

Sabit -2832.820 | 1771.698 | -114.904 | -1.598 | (-6340.78) - (675.14)

X 4.251 6.593 0.003 | 0.644 (-8.79) - (17.305)

X, 149.356 44763 2.886 3.336 (60.73) - (237.979
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Ornek hacminin kiigiilmesi ile Jackknife tahmin edicilerinin populasyonu ne 6lgiide tahmin
ettigini gorebilmek amaciyla émek hacmini azaltarak bolim 3.2.3.3’deki jackknife yeniden
ornekleme yontemi algoritmasi EK 1°deki verilere agagidaki gekilde uygulanmugtir.

1) Populasyondan sansa bagli olarak 30 hacimlik bir 6rnek veri seti olugturulmugtur (EK 2).
2) 30 hacimlik Ornek veri setinden her defasinda sira ile bir gozlem grubu diganda
birakilarak her birisi 29 gozlemden olusan 30 tane jackknife alt drnekleri olugturulmugtur
(EK 8)

3) Olusturulan bu 30 tane jackknife alt 6rneklerine ait ,

Y1y =-2806.26+24.46.X, +133.26 X,

Y2 =-2882.67+16.47X, +140.55X,

Y30 =-1938.32+28.34X, +109.32X,
seklinde 30 tane en kiigiik kareler regresyon denklemi olusturularak parametre tahmincileri
hesaplanur.

4) Esitlik (47) yardimiyla yukandaki denklemlerde verilen katsayilar kullanilarak jackknife

tahmin edicileri hesaplamr ve modelde yerine yazilirsa,

A

Y =-2694.4+24.7X, +130.0X, (63)
esitligi elde edilir.

Esitlik 63°de verilen regresyon modeli ile ilgili olarak sirastyla Egsitlik 47, 48, 11 ve 51
kullanilarak parametre tahmin edicileri, tahmin edicilere ait sapma, standart hata ve giiven

araliklan hesaplanmis ve sonuglan Cizelge 7°de verilmigtir.

Cizelge 7. EK 3°deki Verilere Ait (n=30) Jackknife Yeniden Oreklemesine Dayanan Baz
Jackknife Tammlayic: Istatistikleri

Degiskenler p Standart Sapma t Giiven arahklan
B Hata

Sabit -2694.4 | 3736.71 -94.6556 -0.721 | (-10431.88) —(4915.92)

X3 24.7 16.36 -0.4258 1.509 (-9.266) — (53.6)

X2 . 130.0 92.98 2.7348 1.398 (-57.56) — (324.02)
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5. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu ¢aligmada yontem kismunda verilen, en kiigiik kareler regresyon analizinde kullanilmak
tzere iki yontem vasitastyla(klasik ornekleme, yeniden 6rnekleme(Bootstrap, Jacknife))
ornekler elde edilmis ve bunlardan hangisi ile daha etkili parametre tahminleri yapildig
ortaya konulmaya ¢aligtlmig. Bu amagla arastirma bulgulan bélimiinde elde Aedilen
sonuglar toplu olarak Cizelge 8’de verilmigtir. Kargilastirmalar 6ncelikle ikili

karsilagtirmalar olarak ele alinmig ve asagidaki sonuglar elde edilmistir

1) Cizelge 8’deki populasyon ve oémek verilerine ait sonuglar incelendiginde 6rnedin 320
hastaya ait X; degiskenine ait regresyon katsayisi 11.757 iken 30 hacimlik 6rnek igin X;
katsayis1 22.19 olarak bulunmustur. Bu durumda populasyona ait katsayr ile Ornege ait
katsayr arasindaki fark(sapma) (11.757 - 22.19) -10.433 olurken n=30 igin standart hata
degeri 16.00 olarak hesaplanmugtir. n= 100 igin ise X; degigkenine ait regresyon katsayist
4.251 olarak bulunmugtur. Bu durumda populasyona ait katsay1 ile 100 hacimlik 6rnege ait
katsayr arasindaki fark (11.757 - 4.251) 7.506 olurken standart hata deferi 7.444
olmaktadir. Sabit ve X, degiskenine ait regresyon katsayilan igin ise sapmalar drmek

buyidiikge bitytimiiy ancak katsayilara ait standart hatalar ve giiven smurlan daba kiigiik
hesaplanmugtir.

Bu sonuglara gore genel olarak 6émek genigligi arttikga parametre tahminleri daha az hatali
diger bir ifade ile daha isabetli oldugu goriilmistiir. Bu sonug, “6rnek genisligi populasyon

genisligine yaklastik¢a daha isabetli tahminler yapilir” varsayim ile uyum igerisindedir.

2) Cizelge 8’deki klasik 6rnek sonuglan (n=100) ile yeniden 6rnekleme yontemlerinden

bootstrap yonteminin sonuglar (n=100) incelendiginde, katsay: tahminleri arasinda hemen

hemen hi¢ fark olmadigi goriilmigtir ( 5,=-2831.659, 5,=4.251 ve B,=149.328 iken bu

L4 *

degerler bootstrap yonteminde f,= -2957.26, B,=4.07 ve f,=152.59 olarak

hesaplanmigtir). Ancak bootstrap yonteminde tahmin edicilerin standart hatalan

(S.(B,)=1718.89, §,(B,)=6.495 ve S§,(B,)=41.214) genellikle klasik ornekten elde

edilen tahmin edicilerin standart hatalanindan(S,(8,)=1700.94, §,(8,)=7.444 ve
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S,(B,)=42.165) daha kigiik bulunmugtur. Bu durumda n=100 igin iki &rnekleme

yonteminde aym tahmin degerleri bulunurken bootstrap yontemi ile daha kiigiik standart
hata tahminleri elde edilmigtir.

Cizelge 8. incelenen Ornek Gruplanna Ait Bazi Tamimlayici Degerler

Degiskenler
Sabit X1 X,
B -2373,8 11.757 132.047
Populasyon St.hata 1032,16 422 25,84
(N=320) t 2,337 2,745 5,054
;3 -2831.659 4251 149327
n=100 |Sapma 457.859 7506 |-17.28
St. hata 1700.94 7.444 42.165
Klasik t -1.645 0.622 3.512
Ornek . Giiven A. [(-209.7) — (546.42) | (-10.5) — (19.0) [(65.59)-(233.0)
Degerleri ﬂ -2747.93 22.19 133.11
n=30 [Sapma 374.13 -10.43 -1.063
St.hata 2830.065 16.008 71.786
t -0.971 1.704 1.811
Giiven A. | (-8555.2) «(3059.3 [ (-10.65) —(55.0) | (-14.19)-(280.4)
i -2957.26 4.07 152.591
_100 |S2Pma -125.601 -0.1812  |3.266
n=19% [st. Hata 1718.89 6.495 41214
Bootstra t -1.724 0.626 3.531
D egerler:) Giiven A. |(-6326.28)-(411.7) | (-8.66)-(16.8) [(71.82)-(233.3)
3 -2909.42 24.38 135.67
3o |Sepma -218.288 -0.3345 5.77
n= StH 3583.38 15.22 89.23
t -0.811 1.60 1.52
Giiven A | (-9932.8)-(411.4) | (-5.45)-(54.21) [(-39.22)-(310.5)
- -2832.820 4251 149.356
ﬂJACKI
n=100 |Sapma -114.904 0.003 2.886
St. hata 1771.698 6.593 44.763
Jackknife t -1.598 0.6447 3.3368
Degerleri Giiven A. | (-6340.78)(675.1) | (-8.79)(17.30) | (60.73)-(237.9)
» -2694.4 24.7 130.0
ﬂJACICI
n=30 |Sapma -94 655 04258 [2.734
St. hata 3736.71 16.36 92.98
t -0.721 1.509 1.398
Giiven A. | (-1043.8)-(4915.9) | (-9.266)-(53.6) | (-57.56)-(324.0)
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n=30 icin sonuglar incelendiginde ise katsayilanin tahmin degerleri yine yakin degerler

almasina ragmen n=100 i¢in olan sonuglanin aksine bootstrap yontemi (f;=2909.42,

a* At »* * »

(S.(8,)=358338, B,=2438, S.(B,)=1522 ve f,=135.67 S,(B,)=89.23) klasik

yontemden daha biyiik standart hatali tahminler vermistir. Bu durumda bootstrap
yonteminin her zaman, her degisken igin daha kigiik standart hatali tahminler vermedigi
gorulmektedir. Benzer sonuglar Fox (1997)’da da gorilmektedir. Ancak genellikle

bootstrap yonteminin klasik yontemlere gore daha kiigitk standart hatali tahminler verdigi
belirtilmektedir(Efron 1979).

3) Cizelge 8’deki klasik 6rnek sonuglan (n=100) ile yeniden ornekleme ydntemlerinden
jackknife yonteminin sonuglan (n=100) incelendiginde, katsayr tahminleri arasinda hemen

hemen hig fark olmadif goriilmistir ( §,=-2831.659, B,=4.251 ve B,=149.328 iken bu

degerler jackknife yonteminde f,,..,= -2832.820, f,cxx1=4251 ve B, cxc,=149.356
olarak hesaplanmisgtir). Ancak jackknife yonteminde tahmin edicilerin standart hatalan

(S.(Brackxo) =1771.698, S, (B icxx1)=6-593 ve S.(Bcxx,)=44.76) genellikle Kklasik
omekten elde edilen tahmin edicilerin standart hatalarindan(S,(5,) =1700.94,

S,(B,)=7.444 ve §,(B,)=42.165) daha biiylik ( B,,cx, hari¢) bulunmustur. Bu durumda

n=100 igin iki 6rmekleme yonteminde ayru tahmin degerleri bulunurken jackknife yontemi

ile daha biiyitk standart hata tahminleri ( £, hari¢) elde edilmistir.

n=30 igin sonuglar incelendiginde ise katsayilarin tahmin degerleri yine yakin degerler

almasina ragmen n=100 igin olan sonuglann aksine jackknife yonteminin (5, harig)
(Biicko=26944, S, (Bicxxo) =3736.71, Bricxi=22.17, S,(Bicxx1)=1636 ve

Bracix2=130.0 S, (Bickc2)=92.98). klasik yontemden daha biyiik standart hatah

tahminler vermigti. Bu durumda jackknife yonteminden elde edilen sonuglar klasik
ornekleme yontemlerine benzer olmasina ragmen degiskenin yapisina bagl olarak genelde
Quennouilli(1949), Tukey(1958) ve Efron (1982)’in bildirdiginin tersine daha biiyiik hata
ile tahminler vermistir. Benzer sonuglar Quennouilli(1949) ve Tukey(1958) de de
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gorilmektedir. Ancak genellikle jackknife yonteminin klasik yontemlere gore daha kiigiik
standart hatali tahminler verdigi belirtilmektedir(Efron1982).

4) Cizelge 8’deki bootstrap yontemi ile elde edilen sonuglar (n=100) ile jackknife
yontemini ile elde edilen sonuglar (n=100) incelendiginde, katsay: tahminleri arasinda

a¥ * A

hemen hemen hi¢ fark olmadifr gorilmistiir ( 8,= -2957.26, ,&, =4.07 ve f,=152.591
olarak hesaplanmustir iken bu degerler jackknife y®nteminde ,& acko= -2832.820,
B ik =4251 ve By, =149.356 olarak hesaplanmstir). Ancak jackknife yonteminde
tahmin edicilerin standart hatalan  (S,(8,,ccc0) =1771.698, S.(B ycxc)=6.593 ve
Se(,b ek ) =44.76 ) genellikle bootstrap 6rneginden elde edilen tahmin edicilerin standart

hatalanndan  (S,(B,)=1718.89, S,(8)=6.495 ve S.(B,)=43214) daba biyik

bulunmustur. Bu durumda n=100 igin iki yeniden 6rnekleme yonteminde aym tahmin

degerleri bulunurken jackknife yontemi ile daha bilyilk standart hata tahminleri elde
edilmigtir.

n=30 igin sonuglar incelendiginde ise katsayillann tahmin degerleri yine yakin degerler

almasina ragmen n=100 i¢in olan sonuglann aksine jackknife yonteminin (B, 0=~

*

26944, S.(Bcxe) =3T36.71, B,=24.7, S.(Bicxx)=1636 Ve PBicxx,=130.0

S, (B rucxx2) =92.98) bootstrap yonteminden daha biiyiik standart hatali tahminler vermistir.

Bu durumda jackknife yonteminin de bootstrap yontemi gibi parametrik varsayimlar
kullanmak yerine verilerdeki degigkenligi kullanmaya yonelik yontemler olmasina ragmen,
bootstrap yonteminin jackknife yonteminden daba az hatali parametre tahminleri
yapabildigi goriilmektedir. Benzer sonuglar Efron(1979)’da da bildirilmigtir. Bu sonuglara
gore,

1)Her ii¢ 6mekleme yonteminde de aym Omek genisliinde benzer sonuglar tahmin
edilmigtir.

2) Klasik ornekleme yonteminde ¢rnek hacminin biyiitiilmesi ile daha az hatali parametre
tahminleri hesaplannmgtir.

50



3) Buyiuk oOrnekler iizerinde inceleme yapmak gofu zaman bilyitk islemlere, zaman,
eleman, maliyet gibi nedenlerden dolayr tahmin edilen parametre degerleri, giincelligini
yitirecek ve yararsiz duruma gelecektir. Bu nedenle gabukluk ucuzluk, yararlihk ve daha
gok bilgi elde etme yoniinden Ornek genisligini artirarak yapilan tahmin ile daha kiigik
ornekten yeniden ornekleme yapilarak elde edilen tahmin arasinda dnemsenmeyecek kadar
- “kiigiik sapmalar olmaktadir. Bu durumda biiyiik 6rnek alip tahmin yapilacagina, kiigiik
omekler alip yeniden Ornekleme yontemlerini uygulamak suretiyle benzer sonuca
ulagilabilmektedir. Ancak biiyilkk 6mek yerine kiigiikk ornekler alip yeniden 6rnekleme
yaparak parametre degerlerini tahmin etmek her zaman iyi sonuca gotiirmeyecektir. Aym
ornek genisligine sahip ornekleme yontemleri iginde klasik ornekleme yerine yeniden

ornekleme yapmanin genellikle daha iyi sonuglar verdigi ortaya ¢ikmugtir.

saglikli sonuglar vermemistir.

Bu sonuglara gore yeniden ¢rnekleme yontemlerinin benzer yonleri ve farkli yonleri

asagidaki gibi ¢ikanlmugtir.

a) Bir populasyondan gekilen 6rnegin yeniden kullamlmasi yontemi bootstrap yontemi

kadar yeni degildir. Bilindigi gibi bu siire¢ Jackknife yonteminde de kullanilmugtir.

b) Her iki yontem de givenilir varyans tahminlerinin kolay elde edilmesini

amaglamaktadir.

c) Sabit varyans varsayiminin saglanamadii bir ¢ok durumda yapilan galigmalar bilimsel
agidan sakincalar tagimaktadwr. Bu gibi durumlarda yeniden 6rnekleme yontemlerinin en
kiigiik kareler regresyon analizinde bir diizeltme y6ntemi olarak kullanilmaktadir. Boylece
bu sakincalan ortadan kaldirmaktadirlar.

Yontemlerin Farkli yonleri ise;
1) Jackknife yonteminde verilerin 6meklemesinin mantig birini disanida biraktirmaktir.

Bootstrap yonteminde ise yerine koyarak yeniden 6rnekieme yapmaktir

2) Jackknife yontemi daha az algoritma ve hesaplama igerirken bootstrap yontemi daha

fazla algoritma ve hesaplama igermektedir.

3) Jackknife yonteminin, bootstrapin dogrusal bir yaklasim olarak goriilmesine ragmen
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temelde bootstrap metodunun jackknife’dan daha genis bir uygulama alam vardir.

4) Jackknife yontemi modeller ile ilgili varsayimlara daha az bagh olan ve klasik

ornekleme yontemlerdekine benzer teorik formiiller gerektirmeyen bir yontemdir

5) Bootstrap tekrarlariin birbirinden bagimsiz olmasina kargihik Jackknife tekrarlan birbiri
ile giglii bir iligki iginde bulunmaktadir. Ornegin; iki Jackknife ortalamasi mutlaka n-2
ortak gozleme sahipken, Bootstrap tekrarlari birbirinden bagimsizdir ve iki bootstrap
omeginde hig ortak deger olmaya bilir.

6) Jackknife 6rneklerinin biiytikliigii n-1 iken, Bootstrap’inki n dir.

7) Bootstrap ve Jackknife tekrarlarinin elde edilme bigimi ve siireci de farklidur. Jackknife
yonteminde elde edilen tekrar sayisi n iken, Bootstrap yonteminde bu sayr n". kadar

olabilir.

8) Bootstrap yonteminde amag¢ bilinmeyen bir dagiimin tahmin edilmesi amaglanirken

jackknife yonteminde herhangi bir dagimin tahmin edilmesi amaci1 yoktur.

Bu konuda yapilan ¢aligmalar ve yukandaki sonuglar gz oniine alindiginda uygulanan
yontemlerle ilgili agagidaki oneriler yapilabilir.

1) Herhangi bir ¢aligmada Ozellikle tahmin edicilerle ilgili varsayimlarn tutmadig

durumiarda yeniden 6rnekleme yontemlerinin uygulanmas: genellikle daha iyi sonuglar

verecektir.

2) Yeniden 6rnekleme yontemleri i¢inde bootstrap yontemi, jackknife yontemine gore daha
giivenilir sonuglar verdiinden tercih edilmelidir ancak yontemin her zaman glivenilir
sonuglar verdigi de soylenemez. Sonuglann giivenilirlifi verilerin yapisina segilen 6rnegin
populasyonu iyi temsil edip etmemesine ve dagilim fonksiyonunun populasyon dagilimim

iyi yansitmasina bagh olarak degigmektedir.

3) Bootstrap tekrar sayisiun biyilkligi galglan veri iizerindeki deneyime bagl olarak
tahmin edicinin standart sapmasini tahmin etmek igin 50-200 arasinda olmasi, populasyona
ait giiven araliklannin olugturulmas: igin 1000 olmasi diger taraftan 10 ile 80 arasindaki

ornek biyiikligi icin tekrar sayisimn 100 olmasi yeterli olacaktir.
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Sonug olarak bootstrap yontemi diger yéntemlere gére, tahmin hatalanimn daha az olmas,
standart sapmalanin daha kiigiik olmas: nedeniyle oldukga kullamigh bir yontemdir. Ustelik
daha giicli ve giivenilir sonuglar elde etmek igin 6rnek hacmini arttirmak suretiyle daha
¢ok zaman ve maliyete katlanmak gerekirken, bootstrap tekrarlan sayesinde daha giivenilir
sonuglara ulagilmaktadir. Ancak bootstrap yOnteminin her zaman giivenilir sonuglar
verecegini ummak yanhs olur. Yontemin basanst elde edilen verilerin yapisina ve deneysel
dagihm fonksiyonunu populasyonun dagihmm ¢ok iyi yansitmasina baglt olarak
degisecektir.
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EK-1. Populasyona (N=320’lik) Ait Veri Seti

1
2 4000 29 40
3 2500 20 38
4 3780 25 40
S 3650 20 40
6 3150 19 40
7 3170 21 40
8 2940 31 40
9 3720 19 40
10 3090 26 40
11 3200 21 40
12 3180 25 40
13 3210 28 39
14 2950 22 39
15 3210 17 39
305 2980 32 40
306 3400 29 40
307 3000 31 37
308 3510 21 40
309 2640 20 39
310 4150 27 40
311 2760 23 40
312 3500 24 40
313 3600 30 40
314 2620 23 40
315 2950 30 40
316 3190 38 40
317 2970 27 40
318 3560 26 40
319 3360 25 38
320 3010 21 40
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40

35

1 3910 24 2860 | 32 | 40 69 3710 21 | 40
2 3100 18 | 39 36 3470 | 18 | 41 70 3040 35 | 40
3 |2740| 28 | 40 37 2760 | 26 | 37 71 3700 35 | 40
4 3000 27 | 39 38 3670 33 | 40 72 37504 27 | 42
5 4225| 23 | 39 39 29901 35 | 40 73 3810 26 | 41
6 30401 17 | 40 40 3550| 28 | 40 74 3180 32 | 41
7 1890 ( 30 | 38 41 3460 | 35 | 40 75 3000 23 | 39
8 3710 21 | 40 42 31101 40 | 40 76 3910 30 [ 40
9 3040 | 35 | 40 43 3280 | 18 | 40 77 32004 23 | 40
10 37001 35 | 40 44 4000 26 | 40 78 3390 28 | 40
11 3750 27 | 42 45 2780 25 | 40 79 3320 19 | 41
12 3810 26 | 41 46 3160 30 | 40 80 3060 35 | 40
13 31801 32 | 41 47 3290 27 | 40 81 3500 22 | 40
14 3090 26 | 40 48 2410 17 | 40 82 3210} 22 | 40
15 3200 21 40 49 3400 32 | 39 83 4700 20 | 40
16 3180{ 25 [ 40 S0 28501 33 | 39 84 32801 24 | 39
17 3210 28 | 39 S1 2980 32 | 40 85 2880 ( 22 | 40
18 29501 22 | 39 52 3400} 29 | 40 86 2900} 25 | 39
19 32104 17 | 39 53 3000 31 37 87 3650 | 24 | 42
20 33904 38 | 40 54 3510} 21 | 40 88 3280 28 | 39
21 36901 24 | 40 58 26401 20 | 39 89 3500 22 | 41
22 31801 22 | 39 56 4150 27 | 40 90 3000 21 | 41
23 3030} 21 | 40 57 2760 | 23 | 40 91 3130 19 | 40
24 2910 20 | 40 58 3500 24 | 40 92 3250 25 | 40
—25 {3000} 18 | 40 59 2650( 33 | 39 93 3050 18 | 40
26 2300 30 [ 38 60 2950 23 | 40 94 3180 | 20 | 40
27 2490 22 | 39 61 3400 32 | 39 95 3380 30 [ 41
28 3180( 20 | 40 62 2850 33 [ 39 96 23701 25 | 40
29 2780 21 | 40 63 29801 32 | 40 97 3700 | 32 | 37
30 35701 31 | 42 64 3400 29 | 40 98 2980 | 29 | 42
31 2880 18 | 40 65 3000 | 31 37 99 3250} 22 | 40
32 3000 19 | 37 66 3510 21 | 40 100 (2650| 19 | 40
33 34101 18 | 40 67 2640 20 | 39
34 2970 33 | 39 68 4150 27 | 40
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3030

32

1 40
2 2140 17 40
3 3660 19 40
4 3180 22 39
S 3000 18 40
6 3000 25 42
7 3020 18 39
8 2810 22 42
9 3600 38 39
10 3310 25 40
11 2140 21 38
12 3510 20 38
13 3630 29 41
14 3040 27 40
15 3110 20 40
16 2140 21 38
17 3510 20 38
18 3750 27 42
19 3000 33 40
20 3010 21 39
21 3150 25 40
22 3160 30 40
23 3290 27 40
24 2880 22 40
25 2250 18 39
26 2800 25 - 40
27 3630 29 41
28 3960 25 41
29 3000 27 39
30 2760 35 38
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EK-6. n=100 Igin Bootstrap Y* Degerleri

ra
3247,681 | -2831,66 | 24 4,251 40 149327 | 4236
3083,032 | -2831,66 | 18 4,251 39 149327 | 14,42
3268,009 | -2831,66 | 28 4,251 40 149327 | 17,56
3109231 | -2831,66 | 27 4,251 39 149327 | 2,36
3101,517 | -2831,66 | 23 4251 39 149327 | 11,65
3226,608 | 283166 | 17 4,251 40 149327 | 12,92
2999,097 | -2831,66 | 30 4251 38 149327 | 288
3242712 | -2831,66 | 21 4,251 40 149327 | 12,02
3279356 | -2831,66 | 35 4,251 40 149327 | -10,85
3273,076 | -2831,66 | 35 4,251 40 149327 | -17.13
3543972 | -2831,66 | 27 4,251 42 149327 | -10,88
3416,014 | -2831,66 | 26 4251 41 149327 | 14,74
341829 | -2831,66 | 32 4,251 41 149327 | -8.49
3235117 | -2831,66 | 26 4,251 40 149327 | -16,83
3228422 | -2831,66 | 21 4,251 40 149327 | 2,27
3286,726 | -2831,66 | 25 4,251 40 149327 | 39,03
3128,012 | -2831,66 | 28 4,251 39 149327 | 16,89
3100,866 | -2831,66 | 22 4251 39 149327 | 15,25
3074,611 | -2831,66 | 17 4251 39 149327 | 10,25
3330,679 | -2831,66 | 38 4,251 40 149327 | 27,72
96 3257,836 | -2831,66 | 25 4251 40 149327 | 10,14
97 2802,822 | -2831,66 | 32 4,251 37 149327 | -26,65
98 3554984 | -2831,66 | 29 4,251 42 149327 | -837
99 3240,593 | -2831,66 | 22 4,251 40 149327 | 5,65
100 322474 | -2831,66 | 19 4,251 40 149327 | 2,55
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EK-7. n=30 igin Bootstrap Y* Degerleri

* b Bl X P

1 3269,19 | -2691,13 32 24,71 40 129,9 26,4
2 | 2926,16 | -2691,13 17 24,71 40 129,9 1,22
3 | 296569 | -269113 19 24,71 40 129,9 8,67
4 | 288689 | 269113 | 22 24,71 39 129,9 31,7
5 | 297673 | -2691,13 18 24,71 40 1299 | 27,08
6 | 336191 | -269113 | 25 24,71 42 1299 | -20,51
7 | 2831,56 | -2691,13 18 24,71 39 129,9 11,81
8 3321,7 | -2691,13 22 24,71 42 129,9 13,41
9 | 328838 | -2691,13 38 24,71 39 1299 | -2557
10 | 3131,31 | -2691,13 25 2471 40 129,9 8,69
11 2770,8 | -2691,13 | 21 24,71 38 129,9 6,82
12 | 272789 | 2691,13 | 20 24,71 38 1299 | -11,38
13 | 335745 | 2691,13 | 29 24,71 41 129,9 6,09
14 | 317563 | -2691,13 27 24,71 40 129.9 3,59
15 | 2988,61 | -2691,13 | 20 24,71 40 1299 | -10,46
16 | 275299 | 2691,13 | 21 24,71 38 1299 | -10,99
17 | 2749,69 | -2691,13 20 24,71 38 129,9 10,42
18 | 342245 | -2691,13 27 24,71 42 129,9 -9.39
19 | 332825 | -2691,13 33 2471 40 129,9 7,95
20 | 287321 | -2691,13 21 24,71 39 1299 | -20,67
21 3154,7 | -2691,13 25 2471 40 1299 | 32,08
22 | 3251,52 | -2691,13 30 24,71 40 129,9 5,35
23 | 3187,77 | -2691,13 27 24,71 40 129,9 15,73
24 | 301996 | 2691,13 | 22 24,71 40 1299 | -28,53
25 | 283861 | -2691,13 18 24,71 39 1299 18,86
26 | 311885 | -2691,13 | 25 24,71 40 129,9 3,77
27 | 333728 | -2691.13 29 24,71 41 1299 | -14,08
28 | 3242,5 | -2691,13 | 25 24,71 41 1299 | -10,02
29 | 3032,55 | -2691,13 27 24,71 39 129,9 9,59
30 | 3113,92 | -2691,13 35 2471 38 129,9 4




EK-8. Jackknife (n=100)Yeniden Ornek Veri Seti

| ApaOmek | - Jackknife Ornekler]

Swd| - lSral

No v x I x N oy Ix x| N YOIl Xe b T
1 [3910(24] 40 | 2 [3100]18| 39| 1 [3910]24] 40 1 | 3910 [24] 40
2 [3100]18| 39| 3 [2740{28] 40 | 3 |2740(28] 40 2 [3100]18] 39
3 |2740128| 40 | 4 |3000]27| 39 | 4 |3000]27] 39 3 | 2740 | 28] 40
4 [3000]27] 39| 5 [4225(23| 39 | 5 |4225]23] 39 4 | 3000 |27] 39
5 [4225(23[ 39| 6 [3040[17] 40 | 6 |3040| 17| 40 5 [4225](23] 39
6 |3040]17] 40 | 7 |1890]30| 38 | 7 [1890]30] 38 6 | 3040 17| 40
7 [1890[30] 381 8 [3710(21] 40 | 8 [3710]21] 40 7 11890 [30( 38
8 |3710]21| 40 | 9 |3040]35| 40 | 9 |3040{35] 40 8 | 371021 40
9 (3040(35| 40 | 10 [3700{35| 40 | 10 [3700( 35| 40 9 304035 40
10 [3700]35( 40 | 11 |3750| 27| 42| 11 |3750]27] 42 10 | 3700 {35] 40
11 [3750]27] 42 | 12 [3810| 26| 41 [ 12 [3810]26] 41 11 | 3750 |27] 42
12 [3810[ 26| 41 | 13 [3180(32] 41 [ 13 [3180(32] 41 12 | 3810 [26] 41
13 |3180(32] 41 | 14 [3090] 26| 40 | 14 [3090]26] 40 13 | 3180 [32] 41
14 |3090| 26| 40 | 15 [3200]21] 40 | 15 | 320021 40 14 | 3090 |26] 40
15 [3200[ 21| 40 | 16 [3180[ 25| 40 | 16 [3180([25] 40 15 | 3200 |21] 40
16 |3180] 25| 40 | 17 [3210]28] 39 | 17 [3210] 28] 39 16 | 3180 |25] 40
17 |2210] 28| 39 | 18 [2950122 39 [ 18 [2950|22] 39 17 | 3210 [28] 39
18 (295022 39 [ 19 [3210]17] 39 | 19 [3210]17] 39 18 | 2950 [22] 39
19 [3210] 17| 39 | 20 [3390]|38| 40 | 20 |3390(38] 40 19 | 3210 [17] 39
20 |3390|38] 40 | 21 |3690|24 | 40 | 21 |3690] 24| 40 20 | 3390 |38] 40
21 [3690( 24| 40 | 22 [3180(22( 39 | 22 [3180(22] 39 21 | 3690 [24] 40
22 [3180[ 22 39 | 23 [3030(21] 40 | 23 [3030]21] 40 22 | 3180 [22] 39
23 (303021 40 | 24 [2910{20] 40 | 24 [2910]20] 40 23 | 3030 [21] 40
24 [29101207 40 | 25 [3000] 18] 40 | 25 [3000] 18] 40 24 | 2910 |20] 40
25 (3000 18| 40 | 26 [2300]30] 38 | 26 |2300(30] 38 25 | 3000 [ 18] 40
26 | 230030 38 | 27 | 2490|2239 | 27 | 2490|221 39 26 | 2300 |30] 38
27 (249022 39 | 28 [3180(20] 40 | 28 | 3180|201 40 27 | 2490 [22] 39
28 318020 40 [ 29 [2780( 21| 40 | 29 [2780[21] 40 28 | 3180 [20] 40
29 (2780121 40 [ 30 [3570|31] 42 [ 30 [3570](31] 42 29 [ 2780 |21 40
30 |3570| 31| 42 | 31 [2880| 18] 40 | 31 [2880] 18] 40 30 | 3570 |31] 42
31 |2880] 18| 40 [ 32 [3000| 19| 37 | 32 |3000]19] 37 31 | 2880 [ 18] 40
32 |3000] 19| 37 | 33 |3410| 18| 40 | 33 |3410] 18| 40 32 | 3000 [ 19] 37
33 [3410] 18| 40 | 34 [2970(33 | 39 | 34 [2970(33| 39 33 3410 [ 18] 40
34 [2970]33] 39 | 35 |2860|32] 40 | 35 [2860(32] 40 34 2970 [33] 39
35 | 2860|321 40 | 36 [3470| 18] 41 | 36 |3470[ 18] 41 35 | 2860 [32] 40
36 [3470( 18] 41 | 37 [2760] 26| 37 | 37 | 2760 26| 37 36 | 3470 [ 18] 41
37 [2760] 26| 37 | 38 |3670|33 | 40 | 38 |[3670(33] 40 37 [ 2760 [26] 37
38 [3670[33| 40 | 39 {2990|35| 40 | 39 [2990(35] 40 38 [ 3670 [33] 40
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EK-8. devam

39 12990135] 40 | 40 |3550|28] 40 | 40 |3550(28| 40 39 {2990 35| 40
40 [3550]28 ] 40 | 41 [3460]35{ 40 | 41 |3460| 35| 40 40 | 3550 }28] 40
41 {3460]35] 40 | 42 {3110/40| 40 [ 42 [3110[40]| 40 41 | 3460 (35} 40
42 {3110[40| 40 | 43 [3280| 18| 40 | 43 [3280| 18| 40 42 [3110[40] 40
43 [3280| 18| 40 | 44 [4000| 26| 40 | 44 [4000] 26| 40 43 { 328018 40
44 [4000(26| 40 | 45 {2780]|25] 40 | 45 1278025 40 44 | 4000 |26] 40
45 [2780{25]| 40 | 46 {3160|30| 40 | 46 [3160|30]| 40 45 | 2780 | 25| 40
46 |13160[30| 40 | 47 {3290[ 27| 40 | 47 [3290|27| 40 46 | 3160 30| 40
47 13290 27| 40 | 48 24101 17| 40 | 48 [2410[ 17| 40 47 | 3290 |27| 40
48 12410]17) 40 | 49 |3400(32| 39 | 49 |3400{32] 39 48 |12410]17] 40
49 [3400]32| 39 | 50 |2850133] 39 | 50 | 285033 39 49 13400132 39
50 {2850033| 39 | 51 {2980|32| 40 | 51 |2980{32] 40 50 {2850 ]33] 39
S1 {2980]/32] 40 | 52 |3400(29| 40 | 52 |3400| 29| 40 51 12980 132] 40
52 {3400129| 40 | 53 [3000{31} 37 | §3 |3000]|31} 37 52 |3400129] 40
53 300031} 37 | 54 |3510121 ]| 40 | 54 |{3510{21| 40 53 [3000{31] 37
54 (3510121} 40 { 55 [2640{20} 39 | 55 |2640{20| 39 54 3510121} 40
55 12640120) 39 | 56 {4150{27 ] 40 | 56 |4150( 27| 40 55 | 2640 |20} 39
56 14150127 40 | 57 |2760[23| 40 | 57 |2760{23| 40 56 | 4150]27] 40
57 12760123 ] 40 | 58 {3500|24] 40 [ 58 |3500(24] 40 57 12760 23| 40
58 1350024 | 40 | 59 12650|33] 39 | 59 {2650| 33| 39 58 | 3500 | 24| 40
59 1265033 39 | 60 [{2950}23] 40 | 60 [2950| 23| 40 59 | 265033 39
60 129501231 40 | 61 |3400{32) 39 | 61 |3400}32| 39 60 | 2950123 40
61 |3400]32) 39 | 62 {2850{33| 39 | 62 |2850(33| 39 61 | 340032} 39
62 |2850133| 39 | 63 {2980[32) 40 | 63 |2980|32| 40 62 | 2850133 39
63 [2980({32{ 40 | 64 {3400(29] 40 | 64 |3400]|29| 40 63 | 2980 32| 40
64 [3400]129] 40 | 65 [3000]|31| 37 | 65 |3000(31]} 37 64 | 3400 |29] 40
65 {3000131] 37 | 66 [3510121] 40 | 66 |3510(21| 40 65 | 300031} 37
66 [3510121{ 40 | 67 [2640{20| 39 | 67 |2640|20| 39 66 | 3510 21| 40
67 [2640{20| 39 | 68 [4150127] 40 | 68 |4150(27] 40 67 |2640]20]| 39
68 [4150]27] 40 | 69 {3710]21| 40 | 69 {3710|21] 40 68 | 415027 40
69 [3710}21| 40 | 70 [3040]35| 40 | 70 {3040|35] 40 69 | 3710 21| 40
70 {3040135] 40 | 71 {3700|35] 40 | 71 |3700{35] 40 70 | 3040 |35] 40
71 13700]35] 40 | 72 |3750|27| 42 | 72 |3750|27} 42 71 | 3700 135] 40
72 1375027} 42 | 73 [3810(26{ 41 [ 73 {3810{ 26| 41 72 | 3750 27| 42
73 [3810{26] 41 | 74 [3180]32| 41 | 74 {3180|32| 41 73 | 3810 |26] 41
74 [3180{32( 41 | 75 {3000]23[ 39 | 75 {3000| 23| 39 74 13180 32| 41
75 (3000123 | 39 | 76 {3910130] 40 | 76 [3910|30] 40 75 13000 ]23] 39
76 13910[30| 40 | 77 [3200{23| 40 | 77 |3200{ 23} 40 76 |3910]30] 40
77 {3200]23] 40 | 78 [3390|28] 40 | 78 |3390|28 ]| 40 77 13200]23] 40
78 13390[{28) 40 | 79 {3320( 19 41 [ 79 [3320[19] 41 78 13390 28] 40
79 [3320119] 41 | 80 [3060|35] 40 | 80 |3060|35] 40 79 13320119] 41
80 |3060]35] 40 | 81 |3500|22) 40 | 81 |3500|22| 40 80 | 3060 |35] 40
81 {3500{22| 40 | 82 [3210|22| 40 | 82 |3210(22]| 40 81 {3500}22| 40
82 [3210]22] 40 | 83 [4700}20| 40 | 83 {4700{20] 40 82 | 3210}22| 40
83 {4700120] 40 | 84 {3280|24| 39 | 84 |3280(24] 39 83 [ 4700120 40
84 [3280]24| 39 | 85 {2880|22] 40 | 85 |2880|22]| 40 84 [ 3280 24| 39
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EK-8. devam

85 {2880]22| 40 [ 86 {2900 25| 39 | 86 {2900 (25| 39 85 | 2880 22| 40
86 [2900}25) 39 | 87 [3650124| 42 | 87 {3650|24] 42 86 | 2900 |25} 39
87 (365024 42 | 88 {3280(28| 39 | 88 |3280}28| 39 87 | 3650 |24 42
88 (328028 | 39 | 89 {3500{22| 41 | 89 |3500]|22} 41 88 | 328028} 39
89 [3500]22| 41 { 90 |3000]|21| 41 | 90 {3000} 21| 41 89 | 3500 |22} 41
90 {3000{21| 41 { 91 {3130]|19} 40 | 91 [3130|19( 40 90 | 3000 21| 41
91 /3130119 40 | 92 |3250{25] 40 | 92 |3250]| 25| 40 91 | 3130]19] 40
92 [3250]|25) 40 | 93 |{3050| 18} 40 | 93 |3050| 18| 40 92 | 3250 25| 40
93 [3050| 18| 40 | 94 [3180]20| 40 | 94 |3180(20| 40 93 | 3050 | 18| 40
94 [3180]|20{ 40 | 95 |3380{30] 41 | 95 | 338030} 41 94 {3180 ]20] 40
95 [3380|30( 41 | 96 {2370]25] 40 | 96 |2370|25| 40 95 | 338030 41
96 12370]25| 40 { 97 |3700]|32] 37 | 97 |3700(32) 37 96 | 2370 125] 40
97 |3700(32( 37 [ 98 {2980|29| 42 | 98 [2980[29| 42 97 |3700|32| 37
98 298029 42 | 99 |3250|22| 40 | 99 {3250]|22]| 40 98 | 2980 29| 42
99 13250122 | 40 |100[2650( 19} 40 1100|2650} 19| 40 99 325022 40
100 {2650) 19| 40
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EK-9. Jackknife (n=30) Yeniden Ornek Veri Seti

Siral o S| o S

M Tl ™ v [alml™ x lal (™ v k=
1 |3030[32| 40| 2 [2140[17| 40 | 1 |3030[32] 40 1 | 3030 [32] 40
2 214017 40 | 3 [3660[ 19| 40 | 3 [3660]19] 40 2 | 2140 [17] 40
3 |3660] 19| 40 | 4 |3180]22] 39 | 4 |3180]|22] 39 3 | 3660 |19] 40
4 [3180[22 39| 5 |3000|18| 40 | 5 |3000|18] 40 4 | 3180 |22] 39
5 [3000] 18| 40 | 6 [3000(25| 42 | 6 |3000|25[ 42 5 | 3000 [18] 40
6 [3000]25] 42| 7 [3020f18] 39 | 7 [3020]18] 39 6 | 3000 |25 42
7 [3020] 18 [ 39| 8 |2810]22] 42 | 8 [2810]22] 42 7 13020 [18] 39
8 [2810[ 221 42| 9 [3600]38] 39 | 9 [3600(38] 39 8 | 2810 [22] 42
9 [3600] 38 | 39 | 10 |3310] 25| 40 | 10 |3310|25| 40 9 | 3600 [38] 39
10 [3310] 25| 40 | 11 [2140[ 21| 38 | 11 [2140[21] 38 10 | 3310 |25] 40
11 |2140] 21 | 38 | 12 [3510] 20 38 | 12 | 351020 38 11 | 2140 |21] 38
12 [3510[ 20| 38 | 13 [3630[ 29| 41 | 13 3630 (29[ 41 12 | 3510 |20] 38
13 [3630] 29 | 41 | 14 |3040[27 | 40 | 14 [3040 (27| 40 13 | 3630 [29] 41
14 (3040 27 | 40 | 15 [3110[ 20 40 | 15 [3110(20] 40 14 | 3040 [27] 40
15 [3110] 20 | 40 | 16 |2140[ 21| 38 | 16 [2140[21] 38 15 | 3110 |20] 4G
16 [2140] 21 | 38 | 17 [3510[ 20| 38 | 17 [3510[20] 38 16 | 2140 [21] 3%
17 |3510] 20 | 38 | 18 [3750| 27| 42 | 18 3750 (27| 42 17 | 3510 [20] 38
18 [3750| 27 | 42 | 19 [3000( 33 [ 40 | 19 [3000]33] 40 18 | 3750 [27] 42
19 {3000 33 | 40 | 20 [3010[ 21| 39 | 20 {3010 21] 39 19 | 3000 |33] 40
20 |3010] 21 [ 39 [ 21 [3150] 25| 40 | 21 [3150[25] 40 20 | 3010 [21] 39
21 [3150] 25| 40 | 22 [3160] 30| 40 | 22 |3160|30] 40 21 | 3150 [25] 40
22 13160] 30 | 40 | 23 [3290| 27| 40 | 23 | 3290 [ 27| 40 22 | 3160 [30] 40
23 [3290] 27 | 40 | 24 |2880| 22 | 40 | 24 | 2880 |22 40 23 | 3290 [27] 40
24 [2880] 22 | 40 | 25 [2250( 18] 39 | 25 {2250 18] 39 24 | 2880 [22] 40
25 [2250| 18 [ 39 | 26 [2800] 25| 40 | 26 |2800]25| 40 25 | 2250 |18] 39
26 |2800| 25 | 40 [ 27 [3630[ 29| 41 | 27 [3630[29] 41 26 | 2800 [25] 40
27 |3630| 29 | 41 | 28 [3960( 25| 41 | 28 | 3960 |25 41 27 | 3630 |29] 41
28 [3960| 25 | 41 | 29 [3000] 27| 39 | 29 | 300027 39 28 | 3960 (25| 41
29 {3000 27 | 39 | 30 [2760] 35| 38 | 30 | 2760 |35| 38 29 | 3000 [27] 39
30 |2760| 35 | 38
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