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OZET

LINEER OLMAYAN DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN GENELLESTIRILMIS
CHEBYSHEV MATRIS METODU ILE COZUMLERI

KELEKCI, Osman

Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Gabil ALIYEV

Aralik 2005, 101 sayfa

Pek ¢ok 6nemli fiziki proseslerin dinamiksel denge problemleri gok degiskene bagl

zayif lineer olmayan diferansiyel denklemler ile yazilmaktadir.

Tezin igeriginde, n-degiskenli fonksiyonlarin kiiresel polinomlar ile seri agilimlar
olusturulmus ve tammlanmistir. Ozellikle, n-degi$k¢nli fonksiyonlarin Chebyshev,
Legendre, Hermite ve Laguerre polinomlar ile seri agilimlari verilmistir. Ustelik,
genellestirilmis Chebyshev polinomlarinin rekurans formdilleri olugturulmustur. Ayrica,
genellestirilmis Chebyshev polinomlarmin kuvvetlerinin ve tiirevlerinin bazi 6zel

bagintilar olusturulmustur.

Son olarak, zayif lineer olmayan ikinci dereceden ozel bir smmf diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimiinde 6zel bir matris metodu olugturulmustur.

Anahtar Sézciikler: Chebyshev, Lineer Olmayan, Matris, Rekurans Formiiller
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SUMMARY

THE SOLUTIONS OF NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH
GENERALIZED CHEBYSHEV MATRIX METHOD

KELEKCI, Osman

Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Gabil ALIYEV

December 2005, 101 pages

The dynamical equilibrium problems of many important physical processes are

described as a weak nonlinear differential equations with several variables.

In this thesis, the series expansions of functions of n-variables with spherical
polynomials are formed and described. Especially, the series expansions of functions of
n-variables are given by using Chebyshev, Legendre, Hermite and Laguerre
polynomials. Furthermore, recurrence relations of generalized Chebyshev polynomials
are formed. In addition to that some special relations are constitued for powers and

derivatives of generalized Chebyshev polynomials.

Finally, a special matrix method is developed for the solutions of a special class of weak

nonlinear second order differential equations.

Keywords: Chebyshev, Nonlinear, Matrix, Recurrence Formulas
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BOLUM 1
GIRIS VE ONCEKI CALISMALAR
1.1. Girig

Lineer olmayan diferansiyel ve integral denklemler fen ve miihendislik dallarinda bir
matematik modeli olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tir denklemlerle &zellikle,
elektronik devrelerde kullanilan transistorlerde, akigkanlar mekaniginde, lineer ve
harmonik osilatér problemlerinde, kuantum fizigi, dalga teorisi ve haberlesme gibi

cesitli alanlarda karsilagiimaktadir.

Pek cok o6nemli fiziki proseslerin kararli ve kararsiz dinamiksel denge problemleri
matematiksel olarak ¢ok degiskene bagl zayif lineer olmayan diferansiyel denklemler
vasitasiyla ifade edilmektedir. Bir taraftan problemin ¢ok degiskene bagli olmasi, ikinci
taraftan denklemin lineer olmayan bileseninin tipi, lglinci taraftan denklemin
katsayilarimin  singiilerligi  (tekilligi) bu tiir denklemlerin analitik ¢6zlimlerinin

bulunmasini zorlastirir. O nedenle yaklasik ¢6ziimlerin bulunmas: geregi dogar.

Ozel Fonksiyonlar Teorisinde yer alan ve kiiresel fonksiyonlar olarak adlandinlan
Chebyshev, Legendre, Hermite ve Laguerre Polinomlarinin her biri Sturm-Liouville
Sinir Deger Probleminin 6zel bir durumu olan ve kendi isimleriyle anilan diferansiyel
denklemlerin ¢dztimleridir. Ayrica bu polinomlar ve bu polinomlarin serileri, yukarda
bahsedilen fiziksel olaylarda karsimiza ¢ikan lineer olmayan diferansiyel ve integral

denklemlerin yaklagik ¢dziimlerinin bulunmasinda uygun birer metottur.

Yaklagik c¢oztimler i¢in uygun y6ntemlerden biri Chebyshev seri veya polinomlarini
kullanan yontemlerdir. Bunlarin en énemlisi Chebyshev matris metodudur. Chebyshev
polinomlar: yiizyil kadar 6nce Rus matematik¢i Chebyshev tarafindan bulunmustur. Elli
yil kadar sonra C. Lanczos sayisal hesaplamalardaki onemini ortaya gikarmigtir.
Bilgisayarlarin kullanilmaya baglamasiyla Chebyshev yaklagimlari, Chebyshev polinom

ve serilerinin uygulamalari lizerine yapilan ¢alismalar hizla artmigtir.



Yaklagik ¢oziim igin gelistirilen yontem ilk o©nce, denklem igindeki katsay:
fonksiyonlarinin, lineer olmayan kisminin ve bilinmeyen fonksiyon ile tiifevlerinin
kesilmis (sonlu) Chebyshev seri acgilimlarinin alinmasina sonra bunlarin matris
formlarinin  yerine konularak sadelestirilmesine ve bir matris denklemine
dontstliriilmesine dayandirilir. Bu matris denklemi lineer olmayan denklem sistemine

karsilik gelir. Bu da bilinen sayisal yontemlerle ¢oziilebilir.
1.2. Onceki Cahsmalar

Pafnuty Lvovich Chebyshev: 1821-1894 tarihleri arasinda yasanus Rus bilim adami
lineer olmayan diferansiyel denklemler igin Chebyshev matrisi metodunu vermistir.

Buna gore bu metodu kisaca g6yle agiklayabiliriz.

P)y"+Q(x)y' + R(x)y+S(x)y% = £(x)

ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleminin

N
y(x)= Y a,T,(x) , —-1<x<1 , NelN
r=0

formunda kesilmis bir Chebyshev seri ¢oziimii bulmaktadir. Burada «, bilinen

katsayilar, 7;.(x) Chebyshev polinomlari, N € /N serinin kesme simridir.

Jules Henri Poincare: 1854-1912 tarihleri arasinda yasamis Fransiz bilim adamu lineer
olmayan diferansiyel denklemlerinin tiretilen ¢dziimiiniin olmas1 i¢in gerekli olan
sartlar1 inceleyen Poincare teoremini sunmustur. Buna goére bu teorem: Uretilen
¢Oztimiin verilen fonksiyonel determinanti B, =f, =......... =B, =p =0 durumunda
sifira esit degilse bu durumda yeteri kadar kiigiik p icin lineer olmayan denklem

sisteminin yalniz bir tane periyodik ¢6ziimii mevcut olacaktir. Ustelik u = 0 durumunda

sifir tiretilen ¢6ziime esit olacaktir.



Aleksandr Mikhailovich Liapunov: 1857-1918 tarihleri arasinda yasamis Rus bilim
adami lineer olan ve lineer olmayan teoriler arasindaki niteliksel ve niceliksel farklar

29

prensip olarak incelenmis ve “ Hareketin dinamik kararlilik problemi olarak
adlandirilmistir. Ayrica lineer olmayan diferansiyel denklemlerin dinamik kararlilik ve
dinamik kararsizlik alaninda yapmis oldugu c¢aligmalarla lineer olmayan diferansiyel

denklemlerin yaklasik ¢oztimlerine katkilar saglamistir.

Aleksei Nikolaevich Krylov: 1863-1945 tarihleri arasinda yasamis Rus bilim adami
Bogoliubov ile birlikte lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6zlimleri igin,
“‘Birinci Krylov ve Bogoliubov ” yaklasim metodunu bilimin hizmetine sunmuslardir.

Buna gore Birinci Kryloff ve Bogoliuboff yaklagimini agiklamak igin:

X"+ o2x+ wi(x,x)=0

denklemini gz oniine alalim burada pyeteri kadar kiigiik bir parametredir. Béylece
lineer olmayan pf(x,x’) terimi nispeten kiiciiktiir. Metot temel olarak parametrelerin

degisim metodudur.

Van-Der-Pol: Verilen kosullar c¢ergevesinde kiigiik lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin bulunmasinda sik sik yavas degisen ampletut (genlik)
metodu kullanilmaktadir. Bu metodun ad: Van-Der-Pol metodudur. Bu metot bir ¢ok
fiziksel problemlerde génis bigimde kullamlmaktadir. Ozellikle bu metodun yardnmyila

radyo teknik alanlarinda bir ¢ok 6nemli netice bulunmustur.

Mehmet Kaynak: Dokuz Eyliill Universitesi 6gretim {iyelerindendir. Lineer diferansiyel
denklemlerde Chebyshev matris yontemini gelistirmis ve sonug¢larimi pratik anlamda

kullanmastir.

Setenay Dogan: Dokuz Eyliil Universitesi 6gretim iyelerindendir. Lineer ve lineer
olmayan integral denklemlerde Chebyshev matris yontemini olusturmus ve sonuglarin

pratik anlamda kullanmustir.



Hayrettin Koroglu: Dokuz Eyliil Universitesi 6gretim iiyelerindendir. Lineer integro-
diferansiyel denklemlerde Chebyshev matris ydntemini genisletmis ve sonuglarim

pratik anlamda kullanmaistir.

Gabil Aliyev: Azeri bilim adamidir. Matematik ve fizik dallarinda esas olan bilimsel
¢aligmalar1; lineer olmayan singiiler tipli adi diferansiyel denklemlerin, kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin ve integro-diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerinin

bulunmasi i¢in 6zel metotlarin bulunmasiyla baghidir.

Ozellikle Laplace-Karson integral doniisiimiiniin ve ardisik yaklastirma metotlarinm

aym anda kullamimiyla 6zel ¢6ziim metotlari olugturmustur.

Bu ¢alismalar ve olusturulan ¢6ziim metotlar1 onun asagidaki eserlerinde genis bigimde

yer almugtir.

Ozel Fonksiyonlar, Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler, Matematigin Fizik ve

Miihendislige Uygulamalari, Kompozit Maddeler Mekaniginin Matematik Temelleri.

Daha sonra bu y6ntem ile ilgili arastirma yapanlarnin basinda: D. Elliot, M. A. Wolfe, S.
E. El-gendi, N. K. Basu, M. Smasaki, T. Kiyono, R. Piessens ve M. Branders
gelmektedir.

1.3. Arastirmanin Amaci
Bu tez ¢aligmasinin amaci asagida verilen ana basliklar altinda toplanmugtir.

- Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde var olan Chebyshev matris

metodunun temellerini agiklamak.

- n-degiskene bagli fonksiyonlarin kiiresel polinomlar ile seri agilimlarim olusturmak.
Ozellikle n-degiskenli fonksiyonlarin Chebyshev polinomlar ile, Legendre polinomlar
ile, Hermite polinomlar ile ve Laguerre polinomlar ile seri agilimlarini olusturmak.

Aynica alinan ¢ok degiskenli kiiresel polinomlar: tanimlamak.



- n-degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomlarinin  rekurans formiillerini

olusturmak. Ustelik onlarin kuvvetlerinin ve tiirevlerinin bagintilarini géstermek.

- Genellestirilmis Chebyshev polinomlarimin katsayilarini matris seklinde gostermek ve
onlarin hesaplama yontemini olusturmak. Ayrica istenilen fonksiyonun ve onlarin
kuvvetlerinin ve tiirevierinin Chebyshev matris metodunu gostermek. Ustelik lineer

olmayan diferansiyel denklemin matris bi¢iminde olan denklemini gostermek.

- Boyle tipli serilerin ve Chebyshev tipli matrislerin vasitasiyla 6zel bir sinif zayif lineer

olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde 6zel matris metodu olusturmak.



BOLUM 2

n-DEGISKENLI FONKSiYONLARIN KURESEL POLINOMLAR iLE
SERI ACILIMLARI

Bu béliimde, kitiresel polinomlar olarak-adlandirilan Chebyshev, Legendre, Hermite ve
Laguerre Polinomlarinin temel tanim ve dzellikleri verilmistir. Ayrica n-degiskene bagh
fonksiyonlarin kiiresel polinomlar ile seri agihmlar olusturulmustur.

2.1. n-Degiskenli Fonksiyonlarin Chebyshev Polinomlari ile Seri Agilimlar:

2.1.1. Tek degiskenli Chebyshev polinomlarinin tanim ve 6zellikleri

Sturm-Liouville sinur deger probleminin &zel bir durumu olan,

=32t - iy 02y =0 (2.1.1)
denklemine “Chebyshev Diferansiyel Denklemi” denir. Burada n reel sayidir. Bu

denklemin ¢6ziimlerine n. dereceden Chebyshev Fonksiyonlar1 denir. n=0,1,2,3,...lizere

Chebyshev Fonksiyonlari, T},(x) Chebyshev Polinomlari olarak adlandirilirlar.
Chebyshev polinomlarinin 6zellikleri agagida siralanmustir.
1. Rodrigues Formiilii

7,,(x) Chebyshev Polinomlari,

Vl—xz
(1— 2)" 2 n=0,123,.

( )"(211 1)(217 3 ldA"

Ty (x)z

(2.1.2)

seklinde Rodrigues Formdiliiyle ifade edilir.



2. Uretici Fonksiyon

Chebyshev Polinomlarimn iiretici fonksiyonu,

—tx <
Z (2.1.3)

seklindedir.

3. Ortogonallik

n=0,1,2,3,... olmak tizere 7}, (x) Chebyshev Polinomlari, —1< x <1 araliginda

1
\/1—x2

agirlik fonksiyonuyla tam ortogonal bir kiime olustururlar.

0 , m#n
_[ ! (lA— n , m=n=0 (2.1.4)

\/—— "l
1-x /2, m=n=123,...

4. Tek/Cift Fonksiyonlar

T, (x) Chebyshev Polinomlarimin tekligi ve ¢iftligi onun derecesi olan n’ ye baglidir. -

T (%)= (-1)" T, (%) (2.1.5)

o ngiftise T, (x) ¢ift fonksiyondur.

o ntekise T, (x) tek fonksiyondur.

5. Rekurans Formiilii

Bir noktadaki Chebyshev Polinomu ayn1 nokta komsulugundaki Chebyshev Polinomlar:
ile ifade edilebilir.



T1(x) = 22T (x) - Ty 1 (x) (2.1.6)

6. Ozel Sonuclar

il

iii.

iv.

(2.1.2)

gibidir.

nf2

B=5 X (e 217)

T,(1)=1 (2.1.8)

T,(-1)=(-1)" (2.1.9)
0 , n tek

Tn(o)={( V2, i (2.1.10)

T_,(x)=T,(x) . (2.1.11)

formiilti yardimiyla hesaplanmis ilk birka¢ Chebyshev Polinomu asagidaki

To(x)=1
Ti(x)=x

Ty (x)=2x% -1
T3(x)=4x3 -3x

Ty (x)=8x% —8x2 +1
Ts(x)=16x> —20x> +5x

(2.1.12)

Bu polinomlarin grafikleri asagida verilmistir.

—



Sekil 2.1. 11k bes Chebyshev polinomunun grafigi

2.1.2. Fonksiyonlarin Chebyshev polinomlar ile seriye acilmasi

Chebyshev Polinomlarimin ortogonallik sart: kullanilarak,n-degiskenli f(x1,x2,...,x,)

fonksiyonu, sonlu sayida diizgiin siireksizlik noktasi harig, [— 1,1] araliginda stirekli ve

simirli ise ve bu aralikta ancak sonlu sayida extremuma sahip ise X’ in her degeri i¢in

yakinsak olan ve toplami bu fonksiyona esit olan bir Chebyshev Serisi kabul eder.

fx) ,f(x)  siirekli ise

Q
anTn()=9 rla= )+ rls* )
,,Z:O e A :f o , Stireksizlik noktalarinda

1 1 1 ,
— ST () L n=0
n 2
—1Vl—-x
a, =-
MR SRE
z fx) T, (x)dx , n=123,..



2.1.3. Tek degiskenli fonksiyonlarin Chebyshev polinomlari ile seri acilimlar:

Herhangi bir f (,\) fonksiyonu Chebyshev Polinomlar1 vasitasiyla seri seklinde

gosterilsin. Yani,

V0]
x)= Y a,T,(x) (2.1.13)

olsun. Chebyshev Polinomlarinin ortogonallik 6zelliklerinden yararlamilarak (2.1.13)

acilimindaki a, katsayilari bulunabilir.

1 0 , m#n

1
I—z-ﬂ,z(x)]}(.x)dx: n , m=n=0 (2.1.14)
-1Vl-x /2, m=m=123,..

((2.1.14) esitligi Chebyshev Polinomlarinin ortogonallik sartidir.)

Gergekten, (2.1.13) serisi Tj,(x) fonksiyonu ile carpilarak [-11] aralizinda integre

edilirse ve (2.1.14) gz 6niine alinirsa a,, katsayilari,

1

l
TE

fﬁ) (x)dx , n=0
ay =1 1-x° (2.1.15)

JJ—

,\ x , n=123,..

seklinde bulunur.
2.1.4. n-degiskenli fonksiyonlarin Chebyshev polinomlari ile seri acilimlar:

Yukarida verilen bir degiskene bagli fonksiyonlarin Chebyshev Polinomlari vasitasiyla
seri seklinde gosteriminden faydalanarak iki ve daha ¢ok degiskenli fonksiyonlarin

Chebyshev Polinomlar vasitasiyla seri seklinde gdsterimi asagida verilmigtir.
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Ik 6nce f (x, y) iki degiskenli fonksiyonu seriye agilsin. Bunun igin bu fonksiyon x

degiskenine gore incelenirse ve (2.1.13)-(2.1.15) formiillerine esasen,

flx,y)= ian ()T, (x) (2.1.16)

n=0

olur. Burada,

1
| L ()T, () n=1,2,3,.. (2.1.17)
—1Vl—x

alw

p (J’):

seklindedir. a,, (y) fonksiyonu ise tekrar (2.1.13)-(2.1.15) formtillerine dayanarak,

tp (y): Zaanm (.V) (2.1.18)

m=0

seriye agilirsa,

an (V)T (v )dy (2.1.19)

1
4 1 1
A = ) J' ' f(x, J/)Tn (X)Tm (y)dxdy (2.1.20)

elde edilir. (2.1.18) formiilii (2.1.16)" de yerine yazilirsa,

n=0\m=0

[l y)= i [ iaanm (J’)]Tn‘(x) (2.1.21)

11



ve parantezler agilirsa,

f(xa J’) = Z ATy (x)Tm (J") = z amTn,m (x, .V) (2.1.22)

n,m=0 n,m=0
elde edilir.

Buradan elde edilen (2.1.22) formiili istenilen iki degiskenli fonksiyonun Chebyshev

Polinomlar1 vasitasiyla ile seriye agilimidir. Ayrica (2.1.22) formiiliindeki «,,,

katsayilar1 (2.1.20) formiiliiyle bulunur.

Ayni sekilde ii¢ degiskenli fonksiyonlarin Chebyshev Polinomlar1 vasitasiyla seriye

acilimu gosterilebilir. f (x, y,z),fonksiyonunun seri seklinde gosterimi asagidaki gibidir.

flx, v,z Za,jkT ()% (2) (2.1.23)
1,7, k=0

ve burada,

f(x v, z)T (x)T ()T (2)dxdydz= (2.1.24)A

1 11
il =
& ”3;‘;]1]‘1\/1—3\ \/1 y2 \/]—4

§ek1inde bulunur.

Bu sekilde devam ederek rekiirans anlayiginda n-degiskenli f (xl,xz,...,xn)

fonksiyonunun Chebyshev . Polinomlar1 vasitasiyla seriye agilimi  su  sekilde

gosterilebilir.
o .
Flx0,3, )= Z(’arlaz...a,, Ty, (a1 )Taz (x2 )---Ta,, (xn) (2.1.25)
0,09 ,..,0, =0 '
burada,

12



l

2\ ! 1
doyay..0, =( ) j (n)... > f(xl, ..... X n)Toc]( 1)..Tan (x,.,)dxl..‘dx,,
-1 \/1_ X1 \/1 ~Xn

-1

(2.1.26)
seklinde elde edilir.

2.1.5. Ornek f (x, y)= xy fonksiyonunu N=2 i¢in Chebyshev Polinomlar1 vasitasiyla

seriye agalim.

Coziim. Iki degiskenli keyfi fonksiyonun Chebyshev Polinomlar vasitasiyla seriye

acilmasi konusundaki (2.1.16)-(2.1.22) formiilleri uyarinca,

= S an () (6) = a0 )0 () - e ) ) a2 ) )

n=0

2
an.(y) = Zaanm ()’)= apo”o (J’)"' a1l (Y)'*' appIr (y)"'
m=0

+ayoTo(v)+an i (y)+ a2 L (y)+
+ax0To(v)+ a1 (v)+ax s (»)

agngo =

2 f—

1
f J ag(»)To(v)dy =0
—1y1- ),2

13



aoz»—f ao(VTz(ydy 0
~1y1- y

alo——f y)dy =0

ﬂ

1)y =1

ayl1 == J-\/—al
1—

ajp =— J-\/—_h dy 0
1-
azp =— f\/l—az y)dy =0
—y
dy 0

ar] =— a 7
21 J\/ﬁ@yl

azz——f\/l—~ 2 () (y)dy =0
S

2 (2 |
= Z [ Zaanm ( J Zanm n Zanm n, m(’L V)

n=0\m=0 n,m=0 n,m=0

14



xy = agoTo (x)To (v)+ ap1To ()71 () + ag2To (x)T2 () +
+aoTy (x)To (v) + ay Ty ()73 (v) + 1o Ty ()12 (v) +
+az0T2 (x)T0 (v) + a T2 (X)T3 (v) + apa To ()7 ()

2
Xy = Zaann,m (x,y) =4a] lTl(x)Tl (y)

n,m=0
seklinde elde edilir.
2.2. n-Degiskenli Fonksiyonlarin Legendre Polinomlari ile Seri A¢ihmlar
2.2.1. Tek degiskenli Legendre polinomlarinin tanim ve 6zellikleri

Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6zel bir durumu olan,
(l—xzj)/” —2xy* +n(n+1)y =0 (2.2.1)
denklemine “Legendre Diferansiyel Denklemi” denir. Burada n reel sayidir. Bu

denklemin ¢oztimlerine n. dereceden Legendre Fonksiyonlar1 denir. n=0,1,2,3....lizere

Legendre Fonksiyonlari, P,(x) Legendre Polinomlar olarak adlandinlirlar.

Legendre Polinomlarinin 6zellikleri asagida siralanmustir.
1. Rodrigues Formiilii

P,(x) Legendre Polinomlari,

n .
I d—(xz—lr n=0,123,... (2.2.2)

P (x)=
") 2"t ™

seklinde Rodrigues Formiiliiyle ifade edilebilir.

15



2. Uretici Fonksiyon
Legendre Polinomlarinin tiretici fonksiyonu,

1 & N
= 3P, (x) (2.2.3)
V-2 +12  n=0

seklindedir.
3. Ortogonallik

n=0,1,2,3,... olmak {izere P”(x) Legendre Polinomlari, —1<x<1 arahginda tam

ortogonal bir kiime olustururlar.

1 0, m#n
[ Pu ()P, (x)dx =4 2 (2.2.4)
,Mm=n
-1 2n+1

4. Tek/Cift Fonksiyonlai‘

Py (x) Legendre Polinomlarinin tekligi ve ¢iftligi onun derecesi olan n” ye baghdir.

Py(-x)=(-1)" P, (x) (2.2.5)

e n ciftise P, (x) ¢ift fonksiyondur.

o ntekise P,(x) tek fonksiyondur.

5. Rekurans Formiilii

Bir noktadaki Legendre Polinomu aym nokta komsulugundaki Legendre Polinomlar: ile

ifade edilebilir.

16



o (14 DPy(x) =20+ )Py ()= Py (x) (2.2.6)

o (@n+1)Py(x) =Pt ()= P’ (%) (22.7)
e [P o1p (@)= mePy () - nPyy (v) (2.2.8)
o Pg'(x)=xP) (x)-nP,(x) (22.9)
o P’ (0)=xB, () + (1 +1)Py (x) (22.10)

6. Ozel Sonuclar

[n/2]
i P(x)= 3 (1) (2n —2k) -2k .
k=0 2"k — k) (n - 2k))

ii. P,(1)=1 | (2.2.12)

iii. P, (-1)=(-1)" (2.2.13)
0 , n tek

B e

v.  |PG)s1 | (2.2.15)

vii  Pl=x)=(-1)""1P () (2.2.16)

(2.2.2) formiilii yardiniyla hesaplanmis ilk birka¢ Legendre Polinomu asagidaki gibidir.

17



F
=
N’
I
[UN)
>
[\
|
p—
~—

X3 —x) (2.2.17)

Py

35x% ~30x% + 3)

oy
on
¢
N’
Il
0= w|— N[— =
wn

——

63x° — 703 +15x)

Bu polinomlarin grafikleri asagida verilmistir.

Psr{k)

P

Sekil 2.2. [Ik bes Legendre polinomunun grafigi
2.2.2. Fonksiyonlarin Legendre polinomlarl‘ile seriye agilmasi

Legendre Polinomlarmn ortogonallik sarti kullanilarak, n-degiskenli f(x7,x5,...,x,)

fonksiyonu, sonlu sayida diizgiin siireksizlik noktas: harig, [-1,1] arahgmnda siirekli ve

simurh ise ve bu aralikta ancak sonlu sayida extremuma sahip ise x’ in her degeri i¢in

yakinsak olan ve toplami bu fonksiyona esit olan bir Legendre Serisi kabul eder.

18



f (x) , fx) siirekli ise

Z"n n ( '!—1— (x+)
S stireksizlik noktalannda

n=0 5 5

4, =2 ';f<> P, (x)dx

2.2.3. Tek degiskenli fonksiyonlari Legendre polinomlar ile seri agilimlar:

Herhangi bir f (}.) fonksiyonu Legendre Polinomlar1 vasitasiyla seri seklinde

gosterilsin. Yani,

o
x)= Y a,P,(x) (2.2.18)
n=0

olsun. Legendre Polinomlarin ortogonallik o6zelliklerinden yararlanilarak (2.2.1)

agilimindaki a,, katsayilar bulunabilir.

0 m#mn

[P ()P ()t =1 2 . (2219
2n+1

((2.2.19) esitligi Legendre Polinomlarinin ortogonallik sartidir.)

Gergekten, (2.2.18) serisi P, (x) fonksiyonu ile ¢arpilarak [— 1,1] araliginda integre

edilirse ve (2.2.19) g6z 6niine alinirsa a,, katsayilar,

2”“ YOO (2220

seklinde bulunur.
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2.2.4. n-degiskenli fonksiyonlarm Legendre polinomlari ile seri acilimlar:

Yukanda verilen bir degiskene bagl fonksiyonlarin Legendre Polinomlan vasitasiyla
seri seklinde gosteriminden faydalanarak iki ve daha ¢ok degiskenli fonksiyonlarin

Legendre Polinomlan vasitasiyla seri seklinde gésterimi asagida verilmistir.

Ik énce f (x, y) iki degiskenli fonksiyonu seriye agilsin. Bunun i¢in bu fonksiyon x

degiskenine gore incelenirse ve (2.2.18)-(2.2.20) formiillerine esasen,

fxy)= > a, ()P, (x) (2.2.21)

n=0
olur. Burada,

1
ff (3P, (x)elx (2.2.22)
-1

2n+1
2

7] ()’) =

seklindedir. a,, (y) fonksiyonu ise tekrar (2.2.18)-(2.2.20) formiillerine dayamlarak,

ap (y)= Z“nmpm (J’) (2.2.23)

m=0

seriye agilirsa,
tp (y)Pm (y )d)” ' (2.2.24)

bulunur. (2.2.22)’ teki a,(y) formiild (2.2.24)’ de yerine yazilirsa,

2m+12n+1 L

Tm =~ I_[f (x, )Py ()P, (v )etxdy (2.2.25)
-1-1 .

20



elde edilir. (2.2.23) formiilii (2.2.21)’ de yerine yazilirsa,

x y) Z ( Zanm J’ \]Pn(x) (2.2.26)

n=0\m=0

ve parantezler agilirsa,

D aum Py (x)Py (v) (2.2.27)

n,m=0
elde edilir.

Buradan elde edilen (2.2.27) formiilii istenilen iki degiskenli fonksiyonun Legendre

Polinomlan1 vasitasiyla ile seriye agilimidir. Ayrica (2.2.27) formiiliindeki a,,,

katsayilan (2.2.25) formitiliiyle bulunur.

Ayni sekilde ti¢ degiskenli fonksiyonlarin Legendre Polinomlar: vasitasiyla seriye

acilimi gosterilebilir. f (x', v, z) fonksiyonunun seri seklinde gésterimi asagidaki gibidir.

JACATE ZaykP P; (»)P:(2) (2.2.28)
i,j,k=0

ve burada,

1
[ (3, 2)P ()P ()P (= )aedlyitz (2.2.29)
1

) 21+12/+12k+11 :
Qijk = 2 J. .[
11l

seklinde bulunur.

Bu sekilde devam ederek rekiirans anlayiginda n-degiskenli f(xq,x,..., %)

fonksiyonunun Legendre Polinomlar vasitastyla seriye agilimi su sekilde gosterilebilir.
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o0
f(xl,xz,...,xn)= Zaa]az...an Pal (x1 )Paz (x2 )~--Pa,, (xr) (2.2.30)
0Ly ,0L7 5O =0

burada,

1 1
J(n) _[f(xl,...,xn )P‘Xl (x1 )...Pa” (e )by ...,

11
2 -1 |

(2a4 +1)...(20L,.1 +I)
fajog.0, =

(2.2.31)

seklinde elde edilir.

2.2.5. Ornek f (x, y):xy fonksiyonunu N=2 i¢in Legendre Polinomlar1 vasitasiyla

seriye agalim.

Coziim. Iki degiskenli keyfi fonksiyonun Legendre Polinomlar1 vasitasiyla seriye

acilmasi konusundaki (2.2.21)-(2.2.27) formiillerine dayamlarak,

= S a0 1) = a0 )P0 () + a1 ) (6)+ a2 ()P )
n=0

1 1
1
ao(y)za jAyPO(x)zixz)E/ de.x =0
-1 -1

1 1
3 3
a()=2 [on(r=2 [Fac)
-1 R
1 15+ I
ar(y)== .[xsz(x)(lx——-i _[, 34 Y chb. =0
-1 -1 -1
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2
an (}’)z Zanum (J’) = ag0fo (J/)"‘ ao1P1(y)+ ag2 P2 ()’)+
m=0

+a10P(y)+a11A (y)+ ap Pa (v)+
+az0Py () + az1 A (y)+axnP(y)

1
1
ago = fao()Po (3)dy =0
|

—

ag =2 [ag(¥)A(y)dy =0

-1

N

1
5
ag2 =5 [ao()P (v)dy =0
]

1

1

a0 == Jar(y)Py(y)dy =0
)
-

“1=3 {“1 ()A ()dy =1
51

a2 =5 jal( )Py (y)dy =0

-1

I
1
207 [aa )Py ()ay =0
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1
5
422 =7 fftz )Py (y)dy =0
-1

2 2 |
Z [ zalzm m J’J ZanmPn (x )= ZanmPn,m(x,y)

n=0\m=0 n,m=0 n,m=0

xy = ago Py (x)Po (¥)+ g1 P (x)A (v) + a2 Py (x)Py (v) +
+a108 (x)Py () + a11 A (x)B (v)+ @128 (x)Py (v) +
+az0Py (x)Py (v)+ a21Po (x)A (v)+ apa Pa (x)Py ()

Xy = Zanm /1 m ) allpl( )PI(V)

n,m=0
seklinde bulunur.
2.3. n-Degiskenli Fonksiyonlarin Hermite Polinomlari ile Seri A¢ilimlar:
2.3.1. Tek degiskenli Hermite polinomlarinin tanim ve 6zellikleri

Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6zel bir durumu olan,

" _2xy! +2ny =0 (2.3.1)
denklemine “Hermite Diferansiyel Denklemi” denir. Burada n reel sayidir. Bu
denklemin ¢ozimlerine n. dereceden Hermite Fonksiyonlart denir. n=0,1,2,3....lizere
Hermite Fonksiyonlari, H,,(x) Hermite Polinomlari olarak adlandirilirlar.

Hermite Polinomlarimin 6zellikleri asagida siralanmigtir.

1. Rodrigues Formiilii

H, (x) Hermite Polinomlari,
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H ( _ n .x7 d" —~x2 — ~
2x)=(-1)"e —|e n=0,1,2,3,... (2.3.2)
dx

seklinde Rodrigues Formdiliiyle ifade edilebilir.
2. Uretici Fonksiyon

Hermite Polinomlarinin tiretici fonksiyonu,

seklindedir.

3. Ortogonallik

2
n=0,1,2,3,... olmak iizere H,(x) Hermite Polinomlari, —o0 < x <o araliginda e *

agirlik fonksiyonuyla tam ortogonal bir kiime olustururlar.

22 0, m#n
_[ e H,(x)H, (x)clx = (2.3.4)
o 2"11!\/;, m=n

4. Tek/Cift Fonksiyonlar

H;, (x)Hermite Polinomlarimn tekligi ve ¢iftligi onun derecesi olan n’ ye baghdur.

Hy (_ X)z (“ l)n Hn.(x) (2;315)

o ngiftise H,(x) cift fonksiyondur.

e ntekise H,(x) tek fonksiyondur.
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5. Rekurans Formiilii

Bir noktadaki Hermite Polinomu ayni nokta komsulugundaki Hermite Polinomlar: ile
ifade edilebilir.

. Hyo1(x)=2xH, (x) - 2nH ,_1 (x) (2.3.6)

. H,'(x)=2nH,_;(x) (2.3.7)

6. Ozel Sonugclar

[17/2] |

. _ _1\ n. n—2k

i Hn(x)—k=0( 1) pr (n—Zk)!(zx) (2.3.8)
0, n tek

ii. H,(0)= {

(~1)"22721 35, (n-1), n ¢ifi

(2.3.2) formiilil yardimiyla hesaplanmus ilk birkag Hermite Polinomu asagidaki gibidir.

2.3.10
H3(x)=8x3—12x ( )

Hy(x)=16x" - 48x% +12
Hs(x)= 32x° ~160x> +120x

Bu polinomlarin grafikleri asagida verilmistir.
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Sekil 2.3. [k bes Hermite polinomunun grafigi

2.3.2. Fonksiyonlarin Hermite polinomlari ile seriye ag¢ilmas

Hermite Polinomlariin ortogonallik sarti kullamlarak.n-degiskenli f{x{,x2....x,)

fonksiyonu, sonlu sayida diizgiin siireksizlik noktasi harig, {0, oo) aralifinda stirekli

ve simrh ise ve bu arahkta ancak sonlu sayida extremuma sahip ise x* in her degeri i¢in

yakinsak olan ve toplam: bu fonksiyona egit olan bir Hermite Serisi kabul eder.

© o) fx) , f(x) siirekli ise
a,H, \x)= { - , ( + )
IEO e [ ; A , stireksizlik noktalarinda

“ 2

} —y )
= xJH  A\x)d
dp " n!\/;t ;Le f(‘) n(‘)“r

2.3.3. Tek degiskenli fonksiyonlarin Hermite polinomlart ile seri agthimlan

Herhangi bir [ (x) fonksiyonu Hermite Polinomlan vasitasiyla seri seklinde gosterilsin.

Yani,
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f(x)= Zaan(x) (2.3.11)
n=0

olsun. Hermite Polinomlarinin ortogonallik ozelliklerinden yararlanilarak (2.3.11)

agilimindaki a, katsayilar bulunabilir.

°]’. .2 () (x) 0 JMEN
e ~ H, (x)H dx = (2.3.12)
" " 2”‘/1!\/;, m=n

-0
((2.3.12) esitligi Hermite Polinomlarinin ortogonallik sartidir.)

Gergekten, (2.3.11) serisi H,,(x) fonksiyonu ile ¢arpilarak (- o,c0) araliginda integre

edilirse ve (2.3.12) g6z oniine almrsa a, katsayilar,

L (e fa)H, () @3.13)

2”}1!\/;_(_0

ap =

seklinde bulunur.

2.3.4. n-degiskenli fonksiyonlarin Hermite polinomlari ile seri acilimlan

Yukarida verilen bir degiskene bagli fonksiyonlarin Hermite Polinomlar vasitasiyla seri
seklinde gosteriminden faydalanarak iki ve daha ¢ok degiskenli fonksiyonlarin Hermite

Polinomlarn vasitasiyla seri seklinde gosterimi asagida verilmistir.

Ik énce f (x, y) iki degiskenli fonksiyonu seriye agilsin. Bunun i{c;in bu fonksiyon x

degiskenine gore incelenirse ve (2.3.11)-(2.3.13) formiillerine esasen,

,\ y Za” H (A (2.3.14)
n=0
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olur. Burada,

A )

e ™ flx,y)H, (x)dx A (2.3.15)
2,7’1%._{0 S, 7)H , (x)

an (y) =

seklindedir. a ,,( ) fonksiyonu ise tekrar (2.3.11)-(2.3.13) formiillerine dayanilarak,

Up )’ Z"nm nz (2.3.16)
m=0

seklinde seriye agilirsa,

Apm =

f an ()H  (v)dy (2.3.17)
— QD

bulunur. (2.3.15) teki «,, (y) formiilii (2.3.17) de yerine yazilirsa,

1 el

D2 2
Yam = o - .[ .[eﬁ\ - f(X, .V)Hn. (X)Hm (y)dxdy (2.3.18)
—0o0 —~0D

7
20

elde edilir. (2.3.16) formiili (2.3.14) de yerine yazilirsa,

= Z [ ZamnHm(y)]Hn(x) (2.3.19)

n=0\m=0

ve parantezleri agilirsa,

x y Z apmH 17 H (J’) (2.3.20)

n,m=0
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elde edilir.

Buradan elde edilen (2.3.20) formiilii istenilen iki degiskenli fonksiyonun Hermite

Polinomlar1 vasitasiyla ile seriye agihmudir. Aynca (2.3.20) formiiliindeki «,,,

katsayilari (2.3.18) formiiliiyle bulunur.

Aynt sekilde ii¢ degiskenli fonksiyonlarin Hermite Polinomlar: vasitasiyla seriye agilum

gosterilebilir. f(x, v,z) fonksiyonunun seri seklinde gosterimi asagidaki gibidir.

fyz)= DayHi(x)H ;(y)H () (2.3.21)
i,j, k=0

ve burada,

] o o0 o) D
aijk = Tk J I Je 777 ey )i ()H j(0)H g (2)ey:
- o0 —a0

(2.3.22)
seklinde bulunur.

Bu sekilde devam ederek rekurans anlayisinda n-degiskenli f (xl,xz,...,xn)

fonksiyonunun Hermite Polinomlar: vasitasiyla seriye agilimi su sekilde gosterilebilir.

oo
f(xl"xz""”)“l?): Zaoc]az...an H(X.l (xl)H(XZ (x2)--~H0L,1 (xn) (2323)
OL],OCzA,...,Q’,n =0

burada,

1 H

90 0y .t 0L, allazl...a,z!(n)n/z

denirse,
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L2 .2
Agioy..a, =H J.(n) Ie T f(xl,...,x,z)Hal(xl)...Han (x, dxy..ddx,,

(2.3.24)

seklinde elde edilir.

2.3.5. Ornek f(x, y)=xy fonksiyonunu N=2 icin Hermite Polinomlar vasitasiyla

seriye acalim.

Coziim. Iki degiskenli keyfi fonksiyonun Hermite Polinomlar: vasitasiyla seriye acilimi

konusundaki (2.3.14)-(2.3.20) formiillerine esasen,

= S an () ()= a0 ) () + a1 ()1 () + a2 )2 )
n=0

o0 o0
1 Yy -x
ao(y)= e * xyHO(x)dx=— e~ xdx=0
200!\/E_L n _L
@)= [ b= [ e x2ar -2
LN m_ 2
0)= 5 [ = 2 T o?
az\y)= e " xyHolx)dx=—= |e (4x —2x}lx=0
222!\/'5_{0 Sﬁ_{o

2
ap (y) = Zflanm (J’) =appHy (J’)"' ag1H (J’)"' ag2Hy (J’)"'

m=0
+a10Ho (v)+ a1 Hy (v)+ a1 Ho (v)+
+az0Ho(v)+ a1 (y)+ axHa(v)

1 2.2

0y [e™ ag()H(v)dy =0

F . —©

apgo =

=y
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1 02
as) =- e ax(y)Hi(y)dy =0
211!\/?5_Jw
1 o8]
ap =— [e™ ax(W)H2 (y)dy =0
2°20m _

2 2
Xy = Z[Z“nm /n J n(x)= Zaann(x)Hm(J’): Zaann,m(xay)

n=0\m=0 n,m=0 n,m=0

(O8]
[N



xy = agoHo(x)Ho(v)+ag1Ho (x)H1 (y)+ agaHo (x)H (v) +
+ayoH1(x)Ho (v)+ ap 1 Hy ()H) (v)+ a2 H1 (x)Ho (v)+
+azoH 2 (¥)Ho () + az Hy (0)H1 (v) + aa Ho (x)H 2 (v)

2
Xy = Z UpmH (X)Hm (.V) =ay1H (X)Hl (V)

n,m=0
seklinde bulunur.
2.4. n-Degiskenli Fonksiyonlarin Laguerre Polinomlari ile Seri A¢ilimlar:
2.4.1. Tek degiskenli Laguerre polinomlarinin tanim ve dzellikleri

Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6zel bir durumu olan,
xy!! +(1 —.\‘)y' +ny=0 (2.4.1)
denklemine “Laguerre Diferansiyel Denklemi” denir. Burada n reel sayidir. Bu

denklemin ¢oziimlerine n. dereceden Laguerre Fonksiyonlar: denir. n=0,1,2,3,...lizere

Laguerre Fonksiyonlar1, L, (x) Laguerre Polinomlar: olarak adlandirilirlar.
Laguerre Polinomlarinin 6zellikleri asagida siralanmugtir.
1. Rodrigues Formiilii

L,(x) Laguerre Polinomlari,

n
Ly (x) = 1 e* d_

(x”e"‘) 1=0,1,2,3,... (2.4.2)
nt gt :

~ seklinde Rodrigues Formiiliiyle ifade edilebilir.

33



2. Uretici Fonksiyon

Laguerre Polinomlarinin tiretici fonksiyonu,

seklindedir.

3. Ortogonallik

n=0,1,2,3,... olmak iizere L,(x) Laguerre Polinomlan, 0<x<o arahginda e *

agirlik fonksiyonuyla tam ortogonal bir kiime olustururlar.

o 5 0,m#n
je Ly, (x)Ly (x Jix = L =
0 ,m=n

4. Rekurans Formiilii

(2.4.4)

Bir noktadaki Laguerre Polinomu ayni nokta komsulugundaki Laguerre Polinomlart ile

ifade edilebilir.

* (n+ )Ly 41 (x) = @n +1=2)L, (x) =Ly ()
¢ Ly'(x)=nLp ' (x)=nLy_y(x)

* xLp' (x) = nLy (x) - ”Lﬂ.—l‘(x)
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5. Ozel Sonuclar

n

i. X)= - k—L .xk 2.4,
Ln() /‘go( 1) (k!)z(n—k)!() (2.4.8)

ii. L,(0)=1 (2.4.9)
(4.2) formiildl yardimiyla hesaplanmus ilk birkag Laguerre Polinomu asagidaki gibidir.

1
—x+1

Lo(x)

Li(x)

Lz(x)=%(x2 ~4x+2) (2.4.10)

1l

Lsy(x)= %(— x> +9x? —18.x+6)
1

Ly(x)= Z—'(.\‘A' ~16x3 + 72x% - 96x + 24)

Bu polinomlarin grafikleri asagida verilmistir.

Ln{.-\‘)
107

-~10

Sekil 2.4. Ik bes Laguerre polinomunun grafigi
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2.4.2. Fonksiyonlarin Laguerre polinomlari ile seriye agilmasi

Laguerre Polinomlarimin ortogonallik sarti kullanilarak,n-degiskenli f(x1,x2,..., %)

fonksiyonu, sonlu sayida diizgiin siireksizlik noktasi harig, (0,00) arahginda siirekli ve

sinirli ise ve bu aralikta ancak sonlu sayida extremuma sahip ise x° in her degeri igin

yakinsak olan ve toplami bu fonksiyona esit olan bir Laguerre Serisi kabul eder.

f(x) , f(x) siirekli ise

Z anLn(x): f!x_ ‘!+ f!x"' ’

n=0 5 , Stireksizlik noktalarnda

ay = _[ e f(x)L, (x)dx
0

2.4.3. Tek degiskenli fonksiyonlarin Laguerre polinomlari ile seri acihimlar:

Herhangi bir f (x) fonksiyonu Laguerre Polinomlari vasitasiyla seri seklinde

gosterilsin. Yani,

F)="S ayL, (x) (2.4.11)
n=0

olsun. Laguerre Polinomlarinin ortogonallik 6zelliklerinden yararlamilarak (2.4.11)

a¢ilimindaki a,, katsayilar: bulunabilir.

o0
[e7* Ly (x)L, (x)dx ={O’m > 2.4.12)
0 lLm=n

((2.4.12) esitligi Laguerre Polinomlarinin ortogonallik sartidir.)



Gergekten, (2.4.11) serisi L, (\) fonksiyonu ile g¢arpilarak (O,oo) aralifinda integre

edilirse ve (2.4.12) gdz 6niine alinirsa a,, katsayilari,
[va)
a, = jeﬁ'\‘f(.\')[,n (x)dx (2.4.13)
0

seklinde bulunur.

2.4.4. n-degiskenli fonksiyonlarin Laguerre polinomlari ile seri acilimlar:

Yukarida verilen bir degiskene bagli fonksiyonlarin Laguerre Polinomlar vasitasiyla
seri seklinde gosteriminden faydalanarak iki ve daha ¢ok degiskenli fonksiyonlarin

Laguerre Polinomlari vasitasiyla seri seklinde gosterimi asagida verilmistir.

ilk once f(x,) iki degiskenli fonksiyonu seriye agilsin. Bunun icin bu fonksiyon x

degiskenine gore incelenirse ve (2.4.11)-(2.4.13) formiillerine esasen,

fxy)= Y ay ()L, (x) (2.4.14)
n=0

olur. Burada,
oz
a,(v)= _[e_‘\'f(.\', V)L, (x)dx (2.4.15)
0

seklindedir. a,, () fonksiyonu ise tekrar (2.4.11)-(2.4.13) formiillerine dayamlarak,

“ .
an (J’): zanml‘m (y) (2-4-16)

=0

seriye acilirsa,
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e8]
Anm = Je Y ay (V)L (v)dy (2.4.17)
0 .

bulunur. (2.4.15) teki «,,(v) formiilii (2.4.17)’ de yerine yazilirsa,

oaleal

Anm = '”‘e_x_yf(l} y)L,,, (X)Lm (y)dxdy (2.4.18)
00

elde edilir. (2.4.16) formiilii (2.4.14)’ de yerine yazilirsa,

x y = Z [ Z[’nm m J ()‘) (2.4.19)

n=0\m=0

ve parantezler acilirsa,

f(x Y= Zanm Ly, (y) (2.4.20)

n,m=0

elde edilir.

Buradan elde edilen (2.4.20) formiilii istenilen iki degiskenli fonksiyonun Laguerre

Polinomlar1 vasitasiyla ile seriye ac¢ihimudir. Aynca (2.4.20) formiiliindeki «p,y,

katsayilari (2.4.18) formiiltyle bulunur.

Aym sekilde {i¢ degiskenli fonksiyonlarin Laguerre Polinomlan vasitasiyla seriye

acilimi gosterilebilir. f (x, ¥, z) fonksiyonunun seri seklinde gosterimi agagidaki gibidir.

fx,y,z Zaljkl, ()L (v)Le (2) (2.4.21)
i,j,k=0

ve burada,
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[ealeaios]

ajjk = 'f J Je_x_y_zf(x, v.z)L; (x)Lj (y)Ly (z)dxdydz (2.4.22)
000 .

seklinde bulunur.

Bu sekilde devam ederek rekiirans anlayiginda n-degiskenli £ (x1,x2,..., %)

fonksiyonunun Laguerre Polinomlar: vasitasiyla seriye agilimi su sekilde gosterilebilir.

oD
Sxx2500%,) = > tayayo, Loy 1)L, (k2 )La, (x) (2.4.23)

0y, 09,5, 0, =0

burada,
op] oD '

Uayoiy..00, = j(n) J.e_"\‘I P M )La] (x )---La,, (x,, )dxy..dx,, (2.4.24)
0 0

seklinde elde edilir.

2.4.5. Ornek f|(x, y):Aj» fonksiyonunu N=2 i¢in Laguerre Polinomlar vasitasiyla

seriye acalim.

Coziim. Iki degiskenli kevfi fonksiyonun Laguerre Polinomlan vasitasiyla seriye

acilmasi konusundaki (2.4.14)-(2.4.20) formiilleri g6z 6niine alinirsa,

= 3 an( ()= a0 0o )+ an0)ia )+ () ()
n=0
c/Ja‘e xyLo(x)dx = y
0

39



o
a1(y)= [e™ aply (x)dx = -y
0
e
ar(y)= '[e_‘\‘.\j\'Lz (x)dx =0
0

2
an (J’) = Z @ pmLm (J’) =apoLo (J’)"‘ ap1ly (J’)+ agaLa (J’)"’

m=0
+ajoLo(v)+ ap1Ly(v)+ app Ly (v)+
+azoLo(v)+az 1Ly (v)+ anLy(y)

w

ago = [e Y ag(y)Lo(v)dy =1
0

o

ag1 = Je Vag(y)Li(y)dy = -1
0

oo
agz = [e™ag(y)La(y)dy =0
0

w0

alg = eV ay(v)Lo(y)dy = -1
0

o

a1 = [e Y a ()i () =1
0

o
a1z = [e Y a(v)La(y)dy =0
0
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w0

az = fe ™V ar(y)Lo(y)dy =0

0
(o]
az1 = fe Y ay ()L (y)dy =0
0
o
azy = [e ™ ur(3)La(y)dv =0
0
2 2 2 2
xy = Z Z ApmLm (V) Ly (x) = ZanmLzz (X)Lm (y ) = Zanan,m (x, )")
n=0\m=0 n,m=0 n,m=0

xy = apgLo(x)Lo (v)+ a1 Lo (x)L (v) + aga Lo (x)La (¥) +
+ayoLy (x)Lo (v)+ a11Ly ()L (v)+ a1 Ly (x)Lo () +
+az0La (v)Lo(3)+ aa1L3 (x)L; (1) + aza Lo ()L ()

xy = ago Lo (¥)Lo (v)+ ag1Lo (x)Ly (»)+ ayo Ly (x)Lo (v) + ag 1 L1 (x)L1 ()

seklinde bulunur.
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BOLUM 3

n-DEGISKENLI GENELLESTIRILMIiS CHEBYSHEV POLINOMLARININ
REKURANS FORMULLERININ, KUVVET VE TUREV BAGINTILARININ
OLUSTURULMASI

Bu béliimde, tek degiskenli Chebyshev polinomlarinin tanim ve 6zelliklerinden
hareketle genellestirilmis Chebyshev polinomlarimn tanmumi  verilmistir. Ayrica
genellestirilmis Chebyshev polinomlarinin rekurans formiilleri olusturulmus, dstelik

onlarin kuvvet ve tiirev bagintilan verilmistir.

3.1. n-Degiskenli Genellestirilmis = Chebyshev Polinomlarinin Rekurans

Formiillerinin Olusturulmasy
3.1.1. Tek degiskenli Chebyshev polinomlarinin rekurans formiilii
Tek degiskenli Chebyshev polinomu,
T,(x);cos(r@), cosb=x, —1<x<1 (3.1.1)

olarak tamimlanmistir. Tek degiskenli Chebyshev polinomunun rekurans bagintisi ise,

o 2xT(x)=Tr 11 (x)+Tp_1(x) (3.12)
veya
1
o uT(x)=)T ) (x) (3.1.3)
i=0 .
seklinde ifade edilir.
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3.1.2. ki degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomlarimin rekurans formiilii

Iki degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomu,
Tu,m (x, J") =Ty (X)Tm ()’) (3.1.4)

seklinde tamimlanmistir. Burada, 7p,(x) ve T,,(v) tek degiskenli Chebyshev

polinomlaridir ve sdyle tanimlanmislardir.
T, (x)=cos(r8), cos@=x, —1<x<1 (3.1.5)
T, (y) = cos(s¢), cosp =y, ~1<y <1 (3.1.6)

Tek degiskenli Chebyshev polinomlarinin rekurans bagintisindan ve ozelliklerinden

hareketle asagidaki rekurans formiiller elde edilebilir.

1) T_,(x)=T-(x) (3.1.7)
oldugundan.

T_,.,_; (0, 3) =T, (s () =T ()T ) =T, 5 (5, ») (3.1.8)
olur.
2)  Tplx)=1 (3.1.9)
oldugundan,

Too(x,v)=To(x)Tp(v)=1.1=1 (3.1.10)
bulunur.
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3) Ti(x)=x (3.1.11)
oldugundan,
Tp(x,y) =11 () = xy = xp (3.1.12)

olur.

{cos(A + B)+cos(4 - B)} (3.1.13)

9 [ —

4) cos Acos 3 =

t

trigonometrik esitliginden yararlanarak,
2T, (x)T (x) = T () + Ty () (3.1.14)

idi. Buradan,

Ty 5 (%, 9)Tp 4 (5, 9) = %i 21: T,_+(_1);p,s+(*])jq(x,y) (3.1.15)
i=0j=0

bulunur.
5) Ty (%) = 25T (x) = Ty 1 (x) (3.1.16)
idi.

Ty s(x )= T ()T () (3.1.17)
oldugundan,

Tyi1,541(0,0) = Ty ()51 () (3.1.18)
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yazilabilir.
Ty 1,51 (5 0) = (227 () - Ty (M29 T () - T (O0)]=
= 4x T (3)Tg (v) = 23T, (x)T5 1 (0) - 29T 1 ()T () + T 1 (60T 1 ()
=47, (0, 9) = 25T, s (5, 9) - 29T s (6 ¥)+ T 516 y)  (B1.19)

bulunur.

6) ki degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomunun rekurans bagintisi, verilmis

olan tek degiskenli Chebyshev polinomunun rekurans bagintisindan hareketle,

2xT, (x 23T, (y) = 4397y 5 (x,5) (3.1.20)
{TI +1(0)+ T )T (J’)"‘TS—I(J’)}= 4xyT,,’S(x,y)

4#‘3’Tr,.s' (A".") = (T1'+1.,5+1 + Tr+1,s—l + Tr—l,s+1 + Tr~1,s—1)

o« 2207, ()= ]Z 12 L1y sy (9) (3.1.21)
i=0/=0
bulunur.
7 2T () =T s (6 )+ Ty s (5 y) (3.1.22)
29Ty 5 (5 0) = T g1 (0 0)+ T 51 (3, 7) (3.1.23)

mon(m ‘
8) My ”T, § 7m+/7 Z 2( )(]JT/ —m+2i,5— l1+2/(’~ y) (3.1.24)

4 i=0j=0
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1 1 (“1)i7-;,+(_1)i S(X,,V)
9) T, (v, 1 )dy == > (3.1.25)
I S( ) v 212(:) 1"+(— 1)1 .
1 (-1) (x,9)
10) [Ty (o, 0)dy = }) D ris+(-1) (3.1.26)
=0

3.1.3. U degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomlarinin rekurans formiilii
U degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomu.

Ty s.0(v.02) = T (3T, (V)T (2) (3.1.27)

olarak tamimlanmistir. Rekurans bagintisi ise,

2xT; (x)2.vTS (y)ZZT, (z)= 82Ty 5.t (x, ¥,2) (3.1 .28)

{1 () + T (ORT 1 (0)+ Ty 0T 1 (2 )+Tt—1(2)}=23X.V2Tr,s,z(x,.v,2)

Trsls 4Ll + Trads—leed + Trmlsalel + Trmlis—lrel +|

Tl s+l=1 t Dril 5101+ D15+ 1-1 + Dol s=100 -1 f

23 e, (7, ()7 ) = {

1 1 1

o« 23 xyzT, g, X, ¥, 2 Z Z ZTr+(_1 s+l e+ k(x Y,z ) (3.1.29)
i=0j=0k=0

seklinde bulunur.
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3.1.4. n-degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomlarinin rekurans formiilii

n-degiskenli genellestirilimis Chebyshev polinomu,
Trl Faeesly, (.x1 2 X255 ) = Tr1 (xl )le (x2 )--'Trn (xn) (3.1.30)

olarak tamimlanmisur. Aym yontem izlenerek rekurans anlayisinda n-degiskenli

Chebyshev polinomunun rekurans formiilii asagidaki gibi bulunur.

2" x1, 50 e T (0 )T (52 1T, () = 231 T (11 )220 T, (32)- 22, T (x)
n. . . ) . T —{T } JT T )
2" x50 sty Ty (01T, (02 )T ()= Ty 41 + Ty <1 Wy 1 + Ty <1 ot 41+ T, 1
i 1 1 1
o 27x,%0, 0 X0 T g, (L X2 X )= D0 D n) D 4 (3.1.31)
i] =0 i2 =O l'" =O

A_Tl’l +(—l)il ’,.2+(_1)i_7_ el +(_1)i” (xl,X2,...,xn)
seklinde ifade edilir.

3.2. p-Degiskenli Genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin n. Dereceden

Kuvvetlerinin Olusturulmasi

3.2.1. Tek degiskenli genellestirilmiy Chebyshev polinomlarmim n. dereceden

kuvvetleri
Tek degiskenli Chebyshev polinomu,
T,.(x)=cos(1‘6) , cosB=x, -1<x<1 (3.2.1)

seklinde tanimlanmisti.
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cos A.cos B = %{COS(%I + B)+cos{A4 - B)} (3.2.2)

trigonometrik esitiidi kullamlarak,

1 / 1 |
o TL()(x)= E{TI'+S (¥)+ T )} = > ZT,,JF(_l)fS (x) (3.2.3)
l:
I & |
o L)) (x)==3 > TH(wl)f s+(-1) j, (%) (3.2.4)
4i20/=0 o
L
» LWL WL 0=0 2 2 2 T Cyse(apescaf ™) (3.2.5)
i=0j=0k=0
Bu sekilde devam edilirse,
L 1
° Trl (X)T,.z (\)T," (\') = m’ ZO ZO(I’I —1) Z OTI‘] +(_1)[] r +(_1)[2 r +...+(—1)i”"] " (\‘)
2 i=0ip= Iy1=

(3.2.6)

bagintist bulunur.

3.2.2. Iki degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomlarimin n. dereceden

kuvvetleri
Iki degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomu,

T s(x,3)=T.()T(v) , —1sxp<1 (3.2.7)
seklinde tanimlanmistir. Burada,

T.(x)=cos(r0), cos@=x, ~1<x<1 (3.

(V8]
[R]
oe]
S’
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Ty (y)=cos(s0) , cos¢=y, ~1<y<1 (3.2.9)

tek degiskenli Chebyshev polinomlaridir.

cos A.cos B = —{cos(4 + B)+cos(4 ~ B)} (3.2.10)

l\)lv—-

trigonometrik esitliai kullanilarak.,

11
1
o Tps(x2)Tp q(x.y _ZZ > T, l)(p’s_‘_(_l)/q(x,y) (3.2.11)
i=0j=0
1L L d
B T"aS(x’y)TP«f/ ('\"-V)T’”,” ('\-’y)=£ Z Z kZ ZZTr+(—1)ip+(—l)/rn,s+(—l)kq+(—1)/n(X’ }’)
i=0j=0k=0/=0

(3.2.12)

Trg(x.y) Tp. c/( V)T, /1(-" V)Tt v(xy)=
1 1 1

. L
BZ Z Z Z Z Z Z r+(—1)’p+ l)fm+(—1)/‘t s+ l)/q+ —1)”;1+ l)bv(l g

i=0 j=0k=0/=0u=0h=0

(3.2.13)
Bu sekilde devam edilirse,
o sy (s, ()T (5)=
. 1 < (3.2.14)
221> féo v ,,12—0.112—0 . lf,,zlj)

T"I +( 1)11 Iyt +( 1)""' Fy S +(—1)j1 52+,,,+(._1)J'u—1 s, (x, J’)

bagntist bulunur.
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3.2.3. Ug degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomlarmm n. dereceden

kuvvetleri
Ug degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomu,

Ty 5.t (-\', y.z)= 7, (\)T\ (.")Tt (z) » —1<x,y,z<1 (3.2.15)

seklinde tanimlanmistir.

T,.(x)=cos(18), cosf=x, —1<x<1 (3.2.16)
T.(y)=cos(s¢), cosg=y, -1<y<1 (3.2.17)
T (z)=cos(rw), cosp=2z, -1<z<1 (3.2.18)
cos A.cos B = %{COS(A + B)+cos(4 - B)} (3.2.19)

trigonometrik esitligi kullanilarak,

1 1 1

1
¢ Tr,s,t (x,y,z)Tp(/m X Z 8 Z Z ZTr+(—1 ps+(—1)fqt+ 1)km( 1Yz )

i=0 j=0k=0
(3.2.20)

Tr,st(x’)”aﬁ) qm(‘a) )nztv(x.)’sz)—
1 1 ]

L 1 -
- a Z Z Z Z Z ZT1+ p+ 1)/77 s+(-1) q+(—1)’1,t,t+(—1)anz+(—l)bv(x’y’Z)

i=0 j=0k=0/=0a=05h=0

(3.2.21)
Bu sekilde devam edilirse,
T’l,Sl 1 (x V> Z)Tz 52,12 ('x’ V’Z)" Tmsm u( 24 Z)
1 1 l 1
1 (3.2.22)
=33 Z (n-1). Z Z n=1).. Z Z n=1).. Za
2 i=0 [y =0j1=0 Jn-1=0k =0 k=0
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a= Trl (1) ot (=11 s+ (C1) sy (<1 s,y (1) o (1), (. .2)

bagintis: bulunur.

3.2.4. np-degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomlarmm n. dereceden

kuvvetleri

n-degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomu,

Tyiryer (v, 72000000, ) = Ty, (g )le (x2 )-"Tr,, (xn) s =1 x1, %250 %, S1

(3.2.23)

seklinde tanumlanmustir. Burada,

T, (x1)=cos(n®), cosO=x , —1<x <1 (3.2.24)
T, (x7)=cos(iz¢) , cosp=xp, —1<xp <1 (3.2.25)
T, (x;)=cos(iyw) . cosy=x,, —1<x, <1 (3.2.26)

seklinde tek degiskenli Chebyshev polinomlaridir.

cos A.cos B = —{cos(4 + B)+cos(4 — B)} (3.2.27)

| —

trigonometrik esitligi kullanilarak,

T/‘, ey, (-“] P ATERY )TS] 894 Sy (x1 1X2 50Xy ) =
o 1V | '
(5) gzﬂ:o -~(“)-~i Z_o T"l =) sm (1) 255y + (1) s, (et 22,00 %n)
= n-

(3.2.28)
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Trl T sl (xl 2 X250y X )Tsl 259 5eesS (Xl,xz,...,xn )Ttl g9 sty (xl s X s Xy ) =

(3.2.29)

n +(—1)il A} +(—1)jl 5, +(—1)i2 Ay +(—1)j2 £y 505ty +(—1)i” Sy +(-—-1)j” t,
Bu sekilde devam edilirse,

T iry ooty (x1, 22500 )Tsl 159 008, (¥15 2250000 ) Tt 1yt 1, (3155250002 )=

° o 1 1
:[ nl l) Z (n =1). Z Z (n=1). z ;I Z (n=1). ZA X5 X9 500Xy )
o=

i1 =0 in-1=0/1= jn—l =0 ky=0 kn 1=0
(3.2.30)

n+(C1) sy o (LT gy + (1) sy 4t (C1T 1y o ry + (DR s, o (1),
bagmtis1 bulunur.

3.3. Genellestirilmis Chebyshev Polinomlarinin Tiirevlerinin Olusturulmasi

3.3.1. Tek degiskenli Chebyshev polinomlarinin n. dereceden tiirevleri

To(x)=1
A (x)=
Tz(x)= 2x%—1

T3(x)=4x> - 3x (3.3.1)

Ty (x) = 8x* —8x% -1
Ts (x) = 16x° —20x> + 5x

[1k birkag¢ polinomu agik sekilde yazilmig Chebyshev polinomlarinin genel terimi,
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H r—k-1)

r -2k
== Z __m(zx)" (3.3.2)
22 ki(r = 2k )
seklindedir. Burada,
r o -
. 5 r¢iftise
212, 635
— , rtekise
2

dir.

Bu tanimdan hareketle Chebyshev polinomlarinn tiirevlerini alirsa,

T'o(x)=0

T'(x)=1

T'2(x) = 4x

T'3(x)=12x7 (3.3.4)
T'a(x)= 3213 ~16x
T's5(x)=80x% —60x% +5

Yukarida verilen agik sekilde yazilmis Chebyshev polinomlarindan yararlanarak yazilan

ilk birkag tiirev polinomunun genel terimi ise,

T (x) = f;‘ 3 (-1 (’%S;—)"z(r —2k)2x) 21 (33.5)

veya
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o Th()=ry (—1)"M(2 y-2k-1 (3.3.6)
veya

o Th()=r3 (1) ("’ K _1)(2);)“2"‘1 (3.3.7)

seklinde bulunur.

Yukanida verilen Chebyshev polinomlarinin birinci tiirevinin genel ifadesinden bir kez

daha tiirev alinirsa,

M (s

— L o(r—2k—1)2x) "% 2 (3.3.8)

T” .
- —2k-1)

k =O
olarak bulunur. Bu ifadeyi daha diizenli bigimde,
2
2

. 1 _ 1\ (”_k“l)! r—2k-2
T r(X)_2r1c§o( 1) o2k -2) (2x) (3.3.9)

seklinde yazilir.

Bu ikinci tlrevin genel ifadesinden bir kez daha tiirev alimirsa, Chebyshev

polinomlarinin iiglincii mertebeden tiirevinin genel ifadesini asagidaki gibi bulunur.

1 A v (r—k-1) r—2k— ‘
« T r(x)—4lZ(—l)km(2x) 2k-3 (3.3.10)
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Bu sekilde devam edilerek Chebyshev polinomlarini n. mertebeden tiirevi,

. T(n)r (x): 211—1},[%1(_ 1)k k_!%%(zx)r—Zk—n (3.3.11)

seklinde bulunur.

3.3.2. Chebyshev polinomlarinin tiirevleri i¢in rekurans bagintisi

(l—x2 )y” -yt + nzy =0, n=0]12,...

Lineer Chebyshev diferansiyel denkleminin ¢oziimleri n. dereceden Chebyshev

Polinomlar: adlandirilir.
T,,(x)=cos(10) , x=cos@ , 6= cos )\ x , n=012,..

(Birinci cins Chebyshev polinomu) seklindedir. T, (x) Chebyshev polinomunun birinci

tlirevi;

sin(ncos_1 x)= “ > sin(6)

X 1-x 1—-x

(Tn (x))I = -:Z— (cos(n cos ™! x)):

olarak bulunur. x = cos8 olarak tanimlandigindan,

nsinn

sin O
olarak bulunur. Simdi,

U, (x) _ sin {(n. + l)cos_\1 x} _ sin(n+1)p

sinlcos ™! x) sin ©
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polinomunu tammlayalim. Bu U, (x) polinomu, ikinci cins Chebyshev polinomﬁdur.
Ikinci cesit U, (A) Chebyshev polinomu ile birinci gesit T, (JL) Chebyshev polinomu

arasinda,
2
b= D1 (0)= <10~ Ty ) (3312)
rekurans bagintis: vardir. Buradan,

! nsin 16
Ty (\) =
sin©

=nU,_1(x)

elde edilir. (1) denkleminden, T} (x) Chebyshev polinomlarmm tiirevleri ile 7}, (x)

Chebyshev polinomlar: arasindaki rekurans bagntisi;

T;i(l‘)='7Un—1(X)=L,{Xﬂz(x)—Tn+1(x)} (3.3.13)

|—x*

veya

(1 —x? )T,; (x)= nxT,y (x)= 0T, 41 (x) (3.3.14)

seklinde bulunur.

Simdi ise Chebyshev Polinomlarinin ikinci, {iglincli ve rekurans anlayisinda m.
dereceden tiirevleri icin rtekurans bagmntilari olusturalim. Bunun i¢in (3.3.14)

bagintisindan bir kez tiirev alalim.

(= 2x)7) (x) + (1 ~x2 }T,;’ (x)=nT, (x)+nxT} (x)- nT’;+1 (x)

bulunur. Buradan Chebyshev polinomlarimin ikinci tiirevi i¢in,
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(1 —x? )r,;’ (x)= T, (x)+ (n+ 2T (x) = nT! (x) (3.3.15)
seklinde bir rekurans bagintisi elde edilir. (3.3.15)’ ten bir kez daha tiirev alinirsa,

(=290 (5)+ 1= " (5) = T3 )+ (o A )+ (2T )= ()
olur. Buradan Chebyshev polinomlarinin tigiinci tlirevi igin,

- x2 () = (20 + 207 () + (n+ AT ()= T2 () (33.16)

seklinde bir rekurans bagintis: elde edilir. (3.3.16)’ dan bir kez daha tiirev alinirsa,

(= 2x)1" (x) (1 x? )T(4 (x)=@n+2)13 (x) + (n + T3 (x) + (n + 4T (x) =0T (x)

n+1

olur. Buradan Chebyshev polinomlarinin dérdiincii tiirevi i¢in,
(1 21 @ () = B + )T (x) + (n + )T (x) = n nT™" (x) (3.3.17)
seklinde bir rekurans bagintisi elde edilir. (3.3.17)” den bir kez daha tiirev alinirsa.

20w+ - 52 ) = Br+ 6 (6) (1 + T (1) + 627D ) n7 ) ()

olur. Buradan Chebyshev polinomlarmin besinci tiirevi igin,
(1—,\-2 ) () = (40 +12)7 () + (2 + 8T D () - nTn()l() (3.3.18)

seklinde bir rekurans bagintisi elde edilir. Bu sekilde devam edilerek rekurans

anlayisinda Chebyshev polinomlarinin m. dereceden tiirevleri igin,
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(1 —x? (m)(x) ={(m -1+ (m = 2)(m - l)}Tn(m—Z)(x)+ {n+2(m - 1)}xT,,£m—l)(x)— n Tn(’_:_TU 2

n

(3.3.19)
seklinde bir rekurans bagintisi elde edilir.
3.3.3. ki degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomlarimmn tiirevleri
Iki degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomu,
T s y) =T ()5 (v) , —1<x,y<1 (3.3.20)
seklinde tammlanmistir. Burada,
T, (x)=cos(r8), cos@=x, -1<x<1 (3.3.21)
Ty(y)=cos(sd) , cos¢p=y , ~1<y<1 (3.3.22)
seklindedir.
3
VoS Ly k=1 0 ook
T.(x)=— - 1) st (2x 3.3.23
e i(‘) 2/20( ) /\’(r—2k)!( A) ( )
g
o Thix)=r S (-1 ﬁl(zx)r‘z"“1 (3.3.24)
k\(r — 2k — 1),

Bu tamimlardan yola ¢ikarak iki degiskenli genellestirilmis Chebyshev polinomunun

diferansiyelleme problemini inceleyelim.

~

oT,. Ax, ¥
DT, 'rs(x,y)= OMrslur) ?

ax

58



olarak bulunur.

aT. (v,
2) Tylr,s(X,_V)= —’;}\(—/\—‘—) =9
o :
=T (x)T's(v) =4~ 2 ( l)k (l’—k~1)!(2 y -2k [E}( 1y (s—1-1) (221
B ial by -1)F ——<2x sy (A1) =—~_
I 2 k=0 Ki(r - 2k) S Ms-20-1) g
r] s
rs K24 2 (r—k-1) (s—1-1)
=15 (1) () k=g yr=2k =121 ys=20-10 5 5
2 §=0/=0 FE k(o -2k)'( ) l!(s—21—1)v( ») (3.3.26)
elde edilir.
" 527;. S(x, v)
3) Txx "7s(x7y)=—a’—,)—’:?
5
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= W 0)=12r 3 0 LA ez s Sy Sl g o

= k\(r — 2k - 2) 240 7 ns-21)

_ rsi N (_1)k(_1)l (r—k-1) (zx)r—Zk—z (s—l—l)!(2 )s—21

=5 K -2k -2) n(s-21y

(3.3.27)

seklinde elde edilir.

0’1, 4 (x,7)

2

4 Tyy''r,s (% y) =
oy~

=7?

]i@ )Akl(, g( y

k=0

=T. T” : =
) = 1'( ~21-2)

Z{Z} 1)/ -1-1) (zy)szu}

AR

A

—k-1) (2x) 2 (s—1-1) (2y) -2

v 3.3.28
Poarsr) /C'(i 2k) s —21-2) (3328
olarak bulunur.
0T, .(x,.v) o, (x,y) o1, (x y)
) T'ns ()= L2 Tt R T 1, 5) -2
H 2
2 2
! ~k~ 1) r—2k-1 / (5_[_1)! N \s—21-1
= 2 -1) ——=(2
T'rls ',‘20 T SEO( Vab-a-g® |
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[;Mﬂ l (r—k ~1) (2241 (s—1-1) (252!

kt(r 2k ~1) Is-21-1)
(3.3.29)

seklinde bulunur.

NOT: Tek degiskenli Chebyshev Polinomlarmin tiirev bagintilarindan hareketle ayni
yontem takip edilerek iki degiskenli Chebyshev Polinomlarinin tiirev bagintilar: gibi iig,

dort, ... n-degiskenli Chebyshev Polinomlarinin tiirev bagintilar olusturulabilir.
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BOLUM 4
CHEBYSHEV KATSAYILARINI HESAPLAMA YONTEMI

Bu bsluimde tek ve iki degiskene bagli fonksiyonlar igin ve ayrica bu fonksiyonlarin

tiirevleri i¢in Chebyshev katsayilarinin hesaplanma yontemi verilmigtir.

4.1. Tek Degiskenli Fonksiyonlar I¢in Chebyshev Katsayilari

x=0 civarinda Taylor seri agilim: yardimiyla —1<x<1 araliginda bir f (x)
fonksiyonunun Chebyshev seri agilimi bulunabilir. Bu ydntemin 6zii Lanczos [6]

tarafindan verilmistir ve asagidaki formiillerin kullanimina baglidir.

n

2 -2
) 2n-+1 z 1(
i=0

¢ .JT 2i (%)

n—1i

o o[ 20 +1
x2n+1 =7 2n zl(n—i JTZHI(-")
i=0

Bu formiiller kullanilarak Taylor serisindeki x’in kuvvetleri yerine Chebyshev

polinomlarindaki agilimlar: konularak seriler asagidaki formda yeniden diizenlenirler.

f@)= S AT ()
r=0

Burada » =0,1,2,..., N alimr ve kullanulan bu metot ile su sonuglar gikarilabilir.

&)= S ATE) @11)
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formunda N. dereceden kesilmis tek degiskenli Chebyshev gerisi olan bir f(x)

fonksiyonu alalim. Bu f(x) fonksiyonu matris formunda yazilaby;

fx)=T1.F 4.1.2)

Burada,

Ty =[To(x) Rx) - Tn(x)]  ve F=B—f0 fi - fzv}t

dir. Simdi de f(x) fonksiyonuna x=0 civarinda N. derecedep Taylor polinomlar

yardimiyla yaklasilsin, yani;

N

flx)= > b,x" (4.1.3)
n=0

X=[x° X .xNJ ve B=[pg by ... by |

olmak tizere (4.1.3) lin matris formu

flx)=xB (4.1.4)
seklindedir. (4.1.2) ve (4.1.4) denklemlerinden su bagint1 elde edjjepilir.

T F = XB _ (4.1.5)

Diger taraftan,
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bagintist géz Oniine ahinirsa ve n=0,1,2,..., N alinirsa matris denklemleri

X' =Dr! ya da X =T, D (4.1.6)

olur. Burada X (4.1.4)" te ve Ty (4.1.2)" de tammlanmistir. D asagidaki sekildedir.

i 1 0 0 0 0 0 W
0 1 0 0 0 0
YA 0 JA 0 0 0
0 A 0 v 0 0

. ) .
2—2/1 2n 0 H—2n+l 2n 0 2—2n 2n
. n=0 - n—1 o 0

0 5 —;”(_n+1 0 o-2n 2n+1 . 0 5=2n 2n+1

i L 1=0 n-1 yr 0 J

D matrisinde N tek icin son satir, N ¢ift igin bir énceki satin matrisin son saur olarak

kullanilir. (4.1.6)" v1 (4.1.35) te yerine yazarsak,

1
F=D'B veya B=bﬁ'F (4.1.7)

matris esitligini elde edilir ki bu da f (x) fonksiyonu igin Taylor ve Chebyshev

katsayilar arasindaki iliskidir.
4.2. Iki Degiskenli Fonksiyonlar I¢in Chebyshev Katsayilar

K(x,y) fonksivonuna —1< v, v <1 igin

o o0
xy=z z ky,s rst’) (4.2.1)
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formunda x ve y* ye gore N. dereceden iki degiskenli kesilmis bir Chebyshev serisi ile

yaklagilsin. T;. ¢ (x,v) =T (x)T, + () oldugunu goz Sniine alinir ve

%’\’10 k1

] Ykno  kwy
denirse (4.2.1)’ 1 matris formunda
K(x,y)=T.KT,

olarak ifade edilebilir.

_%koo Vokoy - . . A
C .k

-

IN

(4.2.2)

Simdi de K(x.v) fonksiyonuna x=y=0 civarinda x ve y’ ye gore N. dereceden

Taylor polinomlari vasitasiyla yaklasilsin, yani [1 6]’ daki gibi

N N
K(x,y)-—- Z Zciz,mxnym

n=0m=0

serisi yardimiyla yaklasalim. Burada,

A K(OO)

ntml g

Cn.m =

olur.
X=lx0 < ,\'N}, Y=ly0 y'

olmak tizere (4.2.3) matris formunda,

(4.2.3)

yNJ ve C= ‘.Cn.,mJ , H,m= 0,1,2,...,N
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K(x,y)= xCy! (4.2.4)

olarak elde edilir. (4.1.6), (4.2.2) ve (4.2.4) bagintilan kullamlarak Chebyshev ve Taylor

katsayilan arasindaki iligkiyi

K=D'CD (4.2.5)
seklinde bulunur.
4.3. Fonksiyonlarin Tiirevleri I¢in Chebyshev Katsayilar

~1<x<1 arah@ginda y(x) fonksiyonunu ve n. dereceden tirevlerini alalim ki

Chebyshev seri a¢ihimlari.

2l
= > 'a,T.(x) ve V Zla ”)T (4.3.1)
=0

olarak ifade edilsin. Burada a,(,") ve «, Chebyshev katsayilaridir. a,(no) =a, ve

y(O) = y oldugu agik¢a goriilmektedir.

JT,. (.x)(/.\' = J 147”2 (Y) , (r = 1)

Tr+1(-’\') Ty~ ( ( >1)

2-+1) 2(r —~1)

bagmntist kullantlarak. _v(”) ve y('”l)’ in katsayilari arasindaki rekurans bagntisi

[6,1 O] tarafindan asagidaki gibi bulunmustur.

2ra,(.’)—a(”’;1) a,(,’fll), r21 4.3.2)
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(4.3.2) bagintisina dayali olarak su bagintilar yazilabilir.

ve bu bagintilardan
a,("+]) = 2[("“)"/(]1)1 +(/‘+3)a’(,’1)3 (r+5) (+)5 +.. }
ya da

cl,(.ll+]-) {r+2 14-1)(1(1) (4.3.3)

5
- r+2i+1

L0y

!

elde edilir. (4.3.3) bagintisina dayanarak a,(l) ve a,(,z) katsayilarim agilirsa,

o0
a,l) 22 r +71+l a,+7,+1

ve

o
=2 Z r4 2 +1) (’1(14)-21+1 = 42 (r+ilr+2i)a, . (4.3.4)
i=0 =0

bulunur. Burada, r=0,,2,..,N almr ve r>N ise a, = a,(.l) = a,(,z_) =..=0 kabul

edilir. (4.3.3) bagintis1 matris formunda
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AE+) Zoppn) 2 0,12,...

olarak ifade edilir. Burada,

seklindedir.

(4.3.5)’ den N tek icin,

0o log3 5 N
2 2 2 2
020 4 0 0
00 3 05 N
M =
0 0 0 0 .. . N
ve N ¢ift icin,
0 Lo 2o 2 0
2 2 2
0 20 4 0 N
0 30 5 0
M=
0 0 0 0
00000 00 .. 0w

elde edilir. (4.3.5) bagintisinda n =0,1,2,... igin
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A0 Zaa

A(n) — 2]\/]/1(”—1) =21 " 4

bulunur. Burada 4 0) A oldugu agik¢a goriilmektedir. [17]
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BOLUM 5

LINEER OLMAYAN DiFERANSIYEL DENKLEMLER ICiN CHEBYSHEV
MATRIS METODU

5.1. Giris

Bu bdliimde amag, asagidaki sekilde tanimlanan

P(x)y™ + 0(x)y" + R(x)y + S(x)y? = 1(x) (5.1.1)
ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleminin

N
y(x)=>""a,T.(x) ~1<x<1,NelN (5.1.2)
r=0

formunda kesilmis bir Chebyshev seri ¢oziimiinii bulmaktir. Burada, a, bilinmeyen

katsayilar, 7;.(x) Chebyshev polinomlari ve N € IN serinin kesme siniridir.

5.2. Temel Matris Gosterimleri

Burada‘ daha sonraki bolimlerde kullanacagimiz bazi fonksiyonlarin Chebyshev

acilimlarinin matris gosterimini sunulacaktir.
5.2.1. f(x) fonksiyonunun matris gésterimi

Bilinen f(x) fonksiyonunun kesilmis Chebyshev seri formunda yazilig

N
fx)= 21T ()
r=0
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seklindedir. Bu fonksiyonun matris gosterimi ise,

fx)=TyxF (5.2.1)

F=[1h 1 f} T, = [1o(x) Ti(x) ... Ty ()]

bicimindedir. Burada f,.’ ler f (x) fonksiyonunun Chebyshev seri agilimindaki

katsayilardir.

5.2.2. y(x) fonksiyonunun matris gosterimi

1
210
N “
yx)= e, T (x) = [To(x) () ... Ty (x)]
r=0
L N |

Eger,

T, =[T0(x) Tl(x) TN(X)] ve A=[%ao aj ... aNT

olarak alinirsa y(x) bilinmeyen fonksiyonunun matris formu
y(x)=T.4 (5.2.2)

seklinde yazilir.
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5.2.3. [y(x)]’ fonksiyonunun matris gosterimi

olduguna gore,

2
[y(x)]2 ={§’ar'fr(x)J = g: y gla agT, x)

r=0 =0 s=0

NN o aa
=Z Z — r+s(l)"'T—s(x)]

r=0 s=0

elde edilir. Bu ifade agilip tek bir toplam altinda diizenlenirse,

N N .a
() Z bTi(x)= > "y E T ()4 T (0] (5.2.3)

r=0 s=0

olur. Burada b; katsayilan (a,.ag); 7.5 =0,,2,..,N bilinmeyen Kkatsayilar tiiriinden

bulunur.

O zaman [y(x)]2 fonksiyonunun matris formu [7]
2N '
y()P =3 ' 4;T;(x)= EB (5.2.4)

E=[Ty(x) Ti(x) ... Ty (x)]
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olarak yazilir. Burada a_, =a,

2
a; N_L
5 2
“2 + Z a; a;
b= =i
vt
2
Z ai+l aj-1
— —tr
r=l] 2
seklindedir.

olmak iizere

11 ¢ift igin

1 tek icin

N=0 o —%‘102

bo =%ao2 +a12
Nel b =apa

by =%a12

by =%a02 +a12 +a22

b = agay +ajap
N=2 by =%a12 +agay

by =ajay
1 2

by =—a

4 =782

5.2.4. x? y(s ) tiirev fonksiyonunun matris gosterimi

xP y(s ) terimlerinin Chebyshev agilimi,
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P s) 2 % ! ﬁ 2‘P[pj &) () (5.2.5)

Clenshaw tarafindan verilmistir [6] (5.2.5)’ in matris gosterimi

P y) TXMPA(S)

seklindedir. A) 295 415 4 oldugundan bu ifade yukandaki esitlikte yerine yazilirsa,
x /’y(“') =TeM p2 M 4 s=012 , p=012,..,N (5.2.6)

elde edilir.

Lineer olmayan kisim i¢in (5.2.5) bagmntis1 diizenlenirse,

P
Plyx)]? Z 27 [.Jbl,,ﬂpﬂ AT () =TxM ,B (5.2.7)
r=0 j=0

elde edilir.

Burada M p, =|m; ;| (i=012,.,N+1 ve j=0,12,.,N+1) matrisi (N+1)x(V+1)

tipinde bir matristir. M p ‘nin elemanlar

p tek ise;

p P
1 p—|i+jl N p+[i—jv|
mj j =<9P 2 2

; i+ tek igin

0 ; [+ cift igin
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p ¢ift ise;

0 ; i+ tek igin

p P
ERIPE eI P
2P 2 2

mi ;=4 ; i+ J  ¢ift igin

p p
seklindedir. Burada i+ j > p igin m =0, |i—j| > pigin p—+]l——]l = ( kabul

edilir.

Buna gore ilk birkag M p matrisi su sekildedir.

1 0 0]

0 0 o )
My=|0 0 0 (Birim Matris)

100000 0 1y

- }

0 = 0 0 0 O

2
1 0 l 0 0 0
2

0 l 0 l 0 O
My =| 2 2

0 0 0 O 0 —1—

2
o 0 0 0 . . . l 0
L 2 N(N+Dx(N+D)
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Lo Lo 0 0 0
2 4
3
0 2 0 L o 0 0 0
4 4
Lol l 0 0 0
2 2 4
o L o 1o 0 0 0
Iy 4 2
2719 o L o 1 0 0 0
4 2
0 0 0 0 O L
2 4
0 0 0 0 0 o%o
0 0 0 0 0 L
L 4 2ZHN+D)x(N+1)

5.2.5. Kosullarin matris formunda gosterimi
y(a) =A ve y'(a)=p baslangig kosullar verildiginde (5.1.2) bagintisindan
UAd =] ve VA =[u] (5.2.1)

bulunur. Burada,

U =Ty (a) = [Ty (@) Ty (@)........ Ty (a)]
V =2T(a)M

seklinde yazilabilir.
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5.3. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemin Matris Denklemi

(5.1.1) Denkleminde P(x),Q(x), R(x)veS(x) polinomlari x=0 civarinda N.

dereceden Taylor polinomlar: cinsinden yazilirsa,

N , N ) N N
P(x)= > pix' Q)= g;x" R(x)= Y rx' S(x)= Y s;x’ (5.3.1)
i=0 i=0 i=0 i=0

elde edilir. Bu durumda (5.1.1) denklemi,

N . . , .
[p,x’ Vi gixty' + r,-x‘y]A +5;x' 2B = f(x) (5.3.2)
r=0

esitligine donistr.

(5.2.1), (5.2.4) ve (5.2.6) bagintilar1 (5.3.2)’de yerine yazilirsa lineer olmayan

diferansiyel denklem,

[4piMi]V[2 + ZqiMl-M + ”iMi ]4 + SiMiB =F (5.3.3)

M=

il

i=0

matris denklemine doniismiis olur. Boylece a, (r =0,1,2,...,N)aranan Chebyshev

katsayilar1 i¢in (N +1) bilinmeyenli (N +1) denklemden olusan bir cebirsel denklem

sistemi elde edilir.

(5.1.1) denklemine karsilik gelen (5.3.3) matris denklemi
> N
W =[] = 2[4 piM M2 £ 2g: MM + rl-Ml-] ve Z=[z; ;]= > s

i=0 i=0

olmak {izere,
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WA+ZB=F (5.3.4)
formunda yazilabilir. Boylece (4.3.4)’{in arttirilmig matrisi
[w:z;F] (5.3.5)

olur. Verilen kosul (4.3.5) “in son satir1 ile yer degistirirse

arttirilmis matrisi veya

WA+ZB=F (5.3.6)
matris denklemi elde edilmigs olur. Buradan bilinmeyen Chebyshev katsayilar: bulunur.
Elde edilen Chebyshev katsayilart (5.1.2)’de yerine konularak (5.1.1) ‘in ¢6zlimiine N.

dereceden bir Chebyshev polinomu ile yaklasmig olunur.

Benzer sekilde (5.1.1) diferansiyel denklemi 0 < x <1 araliginda da matris denklemine

doniistiirtilebilir.
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BOLUM 6

CHEBYSHEYV TiPLi LINEER OLMAYAN ADi DIFERANSIYEL
DENKLEMLER VE ONLARIN COZUM METODUNUN OLUSTURULMASI

6.1. Chebyshev Tipli Zayif Lineer Olmayan Diferansiyel Denklemlerin Coziim

Metodunun Olusturulmasi
Chebyshev tipli zayif lineer olmayan diferansiyel denklemlerle, elektronik devrelerde

kullanilan transistorlerde, osilatér problemlerinin ¢éziimiinde, akiskanlar mekaniginde

ve kuantum fizigi gibi ¢esitli alanlarda karsilagiimaktadir.

(1—x2)1/”-—xy’+112y+£2(y,yl,y”)=0 (6.1)

denklemi Chebyshev tipli zayif lineer olmayan diferansiyel denklemdir. Bu denklemin

¢Oziimiinde,

(l —x? )\'” —xy' + nzy =0 (6.2)

lineer Chebyshev tipli diferansiyel denklemin ¢6ziimiinden faydalamlacaktir. (6.2)

denkleminin ¢6zimii,

yla)= 4 ve  yla)=u
kosullar gercevesinde,
)= Ty (x) (6.3)

seklindedir. n reel sayidir. —n durumunda Chebyshev polinomlarnin simetriklik
ozelliginden 7_, (x) =T, (}\) olur. Boylece, (6.1) denkleminin ¢&ziimii (6.3) ¢oziimiiniin

vasitasiyla,
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w(x) = e{x)T, (k) (6.4)
bi¢iminde aranir.

(6.4) ¢6ziimiiniin birinci tlirevi,

¥ () = ! ()T, (o) + e ()T (fox)
bi¢imindedir. Chebyshev polinomunun,

T/; (‘) = —‘?—2 {XTn (\)" Ty (’f)}

1-x

rekurans formiiliinde x = kx alimrsa,

T (fex) = —5—5 {loe Ty (for) = Ty 1 ()} (6.5)

1-k<x

oldugu alinir. Boylece,

2 (+
_1:’(x)={c'(x)+”k '“(“‘)}T”(/a-)- nke(x) Ty (ix) (6.6)
elde edilir. y(x) fonksiyonunun ikinci tlirevi ise,

Y (x)= C”(x)+J("'kzc(x)J“”kzxcl(x)xl"kzle“L2k2x(nk2xc(")ﬂ Ty (fo) +

(l—kzxz)z
+{c'(}c)+ nkzxc(x)}TI; (i) ‘{n/cc'(x)(l—k2x2)+ 2k2xnkc(i)} T,Hl(kx) '(6.7)

X

nke(x) )
- b e
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olarak bulunur. Simdi ise Chebyshev polinomunun,

Ty (x)= 2*T/1( ) Tn—l(x)

rekurans formiiliinde x = kx alirsa,

Ty (k) = 2k T, (fox) — T,y ()

elde edilir. (6.5) ve (6.8) denklemleri g6z 6niine alindiginda,

TI

(k) = (7 + Do Ty Vo) = (1 + )T 2 (Rx)

n+1 l—kzxz
_ (1 +1)kx - (n+1)
~—:Z§73';+1(/d)+1_k2x2 T (kx)
r o (n+1) (n+1)ix
7;7+1(/O~)—I_—k§x—27}z(/“)—m7}z+l(bf)

elde edilir. (6.5) ve (6.9) bagintilar: (6.7)" de yerine yazilirsa,

c(x)+

I(nk2 (x )-i-nk xc! (x )Xl k2 x 2)+ 2%k x (nkzxc( ))|+

12

nkxe' (x) L 213 7c ) (n +1)nke(x)

fl_kzxz P o]

(n+1)nk xc x) nc (x) 3

ke (x)( —k2x? )+ 2k2xnkc(x).'_ nzkzxc(x)

+9

bulunur.
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L (1-k2x2)2 (1—k2x2)2J

N

7, ) +

(6.8)

(6.9)

(6.10)



Q(y, ¥, y”) parametresinin Chebyshev ayrisimu,

Q(y,.v’,y”): > a;T;(kx) (6.11)

integrali ile hesaplanir. (6.4), (6.6), (6.10) ve (6.11) esitlikleri (6.1) denkleminde

yerlerine yazilirsa,

(] __\,2 )‘.” —vY,V, + ,72);_,_ Q(},, J,I’J,” )= O
denklemi,

M r

¢ (x) + Knkzc(x) + nk?xc? (x)Xl —k%x? )+ 2k2x(nk2xc(x))]+\

,2 2
< ( —k )2 L7 (hox) +
nkxe’ (x) . nzk?’xzc(.x) (n + nkc(x)

2.2
( 2) | 1-k“x ) (l_kaz)Z ( k2 2)2
1—x

r(n+l)nk2xc(x)_ nc'(x) 3
(1_,‘,2_\,2)2 1- k%52

B {nkc’ (x)(l - k2x2)+ 21(2.>c11kc(x)] N n2k2xc(x)

' 2
R (1-k2x2)2 (1—k2x2) ] |

—ch'(x>+”"zxc(x)}fn<foc)-—f"—cﬁ‘)—z,+l<m 2o )]+ zawcx) 0

1 - (Jox)?

>7",1+1(kx)+

(6.12)
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denklemine doniigtir.

(6.12) denklemi Q(y, i ) lineer olmayan bileseninin Chebyshev seri agiliminda

i=n ve i =n+1 olmak lizere yeniden diizenlenirse,

N

o (\) . [(nk Zc(x)

+ k2 xc! (x)Xl —k2x? )+ 2k 2x(nk 2xc(x)ﬂ N

)

nkxe’ (x) nk3x?

(l—k2x2)2

c(x) (n +1)nke(x)

2
l(x)+ ik__ac_(x)}_‘_ rzzc(x)+ ay

l—kzx2

(n + 1)11/(2 xc(x) _ ne' (x) B
-kz.x2>2 1—k2x2

]
3 nke (.Y)(l;k 2x2

)+ 2k 2xnkc(x)J_ _n 2k 2xc(.x)

2.2

| (l—kzxz)z

(1—k2x

2)2)

elde edilir. Bu denklem c¢(x) fonksiyonuna gore diizenlenirse,

1k22

(1 —x? }” (x)+ {(1 2 {M] - x}c’(x)+

nke(x)

L+x{
1__

k2x2

}"'anﬂ

-

Tn+1(/ﬂ')

Ty (fox) +
4 2 3.2 2 2.2
2nk c" —n ]
N (l—xz 20k 422 + 02k x% —nln+1)k nk2 |- nk 2x _ rn2be(x)+a,
L (1_k2x2)2 1-k%x% | 1-k%x _
[ 2\ —n—-nk |
(1—.1 ———ﬁ* CI(X)—}-,
1—k“x
+ 9 3 2.9 Ty41(kx)=0
2\ n(n+1)k“x = 2nk’x—n“k”x nkx
+<0—x + 22 C(x)+an+l
(1~k2x2)2 1-k"x |
(6.13)

denklemi elde edilir. Burada Tj,(kx)#0 ve T,,q (kx)%O oldugundan parantez igleri

sifir olmalidir. Yani,

I
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Ay (K, x n) "(x )+ Ak, x, n)c (x)+ Ao(k x, n)c(x)+a,1 =0 ‘

(6.14)
By (k,.x,n)e! (x)+ Bo (k, x, n)e(x)+ a4y = 0

sistemi elde edilir. Bu sistemde ikinci denklemi ¢dzelim.

By (k,x.n)c' (x)+ By (ke x,n)c(x) = —ap41 (6.15)
heterojen adi diferansiyel denklemi ¢6ziiliirken ilk 6nce

By (k,x,n)c* (x)+ B (k, x,n)e(x)= 0 (6.16)
homojen denklemi ¢oziiliir. (6.16)” da esitligin her iki tarafi da integre edilirse,

T
olur. Buradan,

Inc(x)=—cq J.BO (k, : 7” =—c() J(p(k,x, n)dx
bulunur. Bu esitlikten,

o(x) = o™ P (6.17)

B (k, x,n :
elde edilir. (6.17)" de ¢q sabit ve M:gp(k,x,n)’ dir. (6.17), (6.16) homojen

By (k,x,n)

denklemin ¢éziimiidiir. (6.15) yanli denkleminin ¢6ziimiiniin (6.17) bigiminde olmasi

gerekir.

o) = cg (x)e S olrmn ) (6.18)
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alinsin. Burada c((x) x’ e bagh bilinmeyen fonksiyondur. (6.18)’ den
c'(x)= 06 (,\')e—J ok,x,n)dx _ co (x)e(k, x, n)eh-f ok, x.n)dx (6.19)

bulunur. (6.18) ve (6.19) esitlikleri (6.15) denklemine yerlestirilirse,

B {Cé (e)e TR _ g6 (o, x,m)e ] g”(k’x’")dx} + By [Co (! w(k’x’")dx} ==l
veya

Bieg, (e PEmnE oo ()T PERIE B0 _ ol 5,m)] =~

elde edilir. Burada,

By (k,x,n)

Bo(k,x,n)— By(k, x,n)p(k, x,n) = Bolk,x,n)— By (k, x,n)
By (k,x,n)

= By (k,x,ﬁ)— Bolk,x,n)=0
oldugundan,

By (ke x.mle (eI PRI = g
bulunur. Bu esitligin her iki tarafi integre edilirse,

N ap+1 " [olk,x,n)dx
.[[100(’\)—_.[3](—“:—”3@ dx

olur. Buradan cq(x) fonksiyonu,

Vo [ sl Jolkxn)dx 6.20
CO(A) ‘[Bl(k,.x,lz)e X T 001 ( )
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seklinde bulunur. (6.20)’ de ¢gq sabittir. Simdi (6.20), (6.18)’ e yerlestirilirse,

e(x) = ¢k, x,n,cq1 | (6.21)

seklinde bulunur. (6.21)° deki gibi tammlanan c(x) fonksiyonu ve onun birinci ve ikinci

tirevleri (6.14)’ teki sistemin birinci denklemine yerlestirilirse,

wlk,x,n,a,]=0 (6.22)
seklinde k’ ya gore bir cebirsel denklem elde edilir. (6.22) denkleminden,

k= k[.x,n,cm]
operatorii elde edilir. Buradan & kokler,

k =k ky=ky, ky=ks, ky=ky (6.23)
olacak sekilde bulunur. (6.23), (6.21) esitligine yerlestirilirse,

¢i(x)= g7 k7 xm e (6.24)

fonksiyonlar1 belirlenir. Daha sonra (6.23) ve (6.24) formilleri (6.4) ¢oziimline
yerlestirilirse asagidaki bicimde (6.1) zayif lineer olmayan Chebyshev tipli diferansiyel

denklemin 6zel ¢oziimleri bulunur.
n(x) = c1 (<) (k%)
y2(x) = e2(x)T2 (ko)

y3(x)= e3(x)73 (k3 x)
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ya(x) = cq(x)T4 (kgx)

(6.1) denkleminin genel ¢6ziimii ise,

4 4
yx)= 2 vilx)= D i (%) (k;x)
' 1

i=1 i=

seklinde olacakur.
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BOLUM 7
UYGULAMALAR

Bu calismada sunulan Chebyshev matris ydntemi lineer veya lineer olmayan
diferansiyel ve integral denklemlerin yaklagik ¢6ziimlerini bulmakta kullambr. Bu

"béliimde yéntemin daha 1yi anlasilmasi i¢in bazi 6rnekler verilmistir.

Ornek 7.1.

y’s.\'z +_1/2 -1<x<1 (7.1
Lineer olmayan diferansiyel denkleminin y(O) =1 kosuluna gore ve N =2 olacak
sekilde ikinci dereceden Chebyshev polinomlan cinsinden bir ¢éziimiinii aragtiralim.
(4.3.1) bagmtisim (7.1) denklemine yerlestirilirse,

P(x)=0 Q(x)=1 R(x)=0 S(x)=-1
elde edilir. Boylece,

po=p1=p2=0 qo=1 q1=¢2=0 rp=n=rn=0 sog=-1 s5=53=0

olur.

1/2
f(x)=x2 =%T0(x)+%'1"2(x) F=0
1/2

(7.1) denklemi (5.3.3) matris denklemine gére

2
> (4piM iM% +2g;M M +r;M;)A+5;M;B=2MoMA~MoB=F
i=0
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seklinde yazilabilir.

L
1 Sbo
20001/205% —10000’[,1
ozooozal+o-1ooob2
0 0 200 0 0] ay 0 0-100~b3
NZ
1 ‘;"’01
0 0 S40 | |1 0 0 00 b 1/2
0 0 4f ¢ [+]/0 -1 0 0 0 by |= 0
0 0 0l ay 0 0 -1 00 by 1/2
| ba ]

0 6 :-10 0 00 ; 1/2
o0 4: 0 -1t 0 0O0; O
0 0 0 0 0 -1 0 0 ; 1/2

ve arttirilmis matris formu
[0 -1:0000 0 : I
olarak elde edilir.

Sonug olarak (6.1) problemi i¢in yeni arttirilmis matris;

0 0 0 ; 1/2
0 -1 000 ,; O
00 0 ; 1

olur.
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Buna kars1 gelen lineer olmayan denklem sistemi asagidaki sekilde elde edilir.

] 1 I{1 2 2 2 1
ay ——bhy == a) ~—| —ag” +a;” +a = -
| 7 0 7 1 2(2 0 1 2 3
4ay —hy =0 veya day —(agay + ajay)=0
1a a, =1 | 1
—a,—a, = —ag—-ay =
5 G 2 3 0 2

Bu denkiem sistemi Newton yontemiyle ¢oziiliirse,
ag =3,0134 , a1 =0,9998 ve ap =0,5067

olarak bulunur. (7.1) diferansiyel denkleminin ¢éziimii,

3,0134Ty (x) + 0,99987; (x) + 0,5067T> (x)

| —

v(x) =

veya

y(x) = 1 +0,9998x +1,0134x>

olur. Bu ¢éziimiin Taylor Matris ¢dziimiiyle karsilagtirilmas: asagidaki Tablo 2 ile

verilmistir.
Tablo 2. Omek 7.1." in sayisal ¢oziimleri
X Taylor Matris Y6ntemi Chebyshev Matris Y&ntemi
1 3 3,0132
0,5 1,75 1,75325
0,25 1,3125 1,3132
0 1 1
-0,25 0,8125 0,8133
-0,5 0,75 0,7534
-1 1 1,0136
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Ornek 7.2.

Y =2x=Dy+y? =—x2 +2x+1 ~1<x<l (7.2)

Lineer olmayan diferansiyel denkleminin N =1 igin ¢O6zlimiinii arastiralim. (7.2)

denkleminde,
P(x)=0 Q(x)=1 Rx)=-2x+2 S(x)=1
seklindedir. Boylece
po=p1=0,90=1 ;1=0,7=2 n=-2,s50=1 5=0

olur.

F(x)=—x2 425 +1= 20 07(") 27 (x) - 12\ 22(") , F= [l ﬂ

(7.2) denklemi i¢in (5.3.3) matris denklemi yazilirsa;

1
Z(4piMiM2 +2qiMiM+l"iMi)A+SiMiB =(2MOM—-2M1 +2M0)A+MOB =F
i=0

seklinde olur.

] lbo
1 0fo 1/2 1 0 0 /2]y 2gq| [t O 0]2 1/2
20 1o o™ Ho 1741 o )2 [flo1 o] 27| 2
aj by
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1 b0
2 0)=gp| [t 0 0O]2 1/2
—2 22 *lo1 o] 2|7 2
] b,

Buna karsilik gelen lineer olmayan denklem sistemi asagidaki sekilde elde edilir.

1
2ay +5a(2) +a]‘L2 =1

—ag +2ay +agay =2

Bu denklem sisteminin iki ¢6ziimii;

seklindedir.
nx)=x
y(x)==-2+x

olarak elde edilir. Bu iki ¢dziim (7.2) lineer olmayan diferansiyel denkleminin 6zel

¢ozlimleridir.Genel ¢6ziimii bilinen yontemlerle; [1,1 5]

M = cezx veya 1 - lce_zx — l
y(x)—x+2 y(x)-x 2 2
olarak bulunur.
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Ornek 7.3.

y'—y+xy2=:x—1 R ~-1<x<1 (7.3)

Lineer olmayan diferansiyel denkleminin N =2 icin ¢dziimiinii arastirahm. (7.3)
denkleminde,

P(x)=0 Q(x)=1 R(x)=-1 S(x)=x
oldugu agik¢a gériilmektedir.Buna gore;

po=p1=p2=0, go=1 g1=¢g2=0,n=-11n=rn=0,s1=1 sp=s59=0
-1
fx)=x-1=~Ty(x)+T(x) = Fz{ }

(7.3) denklemi i¢in (4.3.3) matris denklemini yazarsak,

2
> (4piMiM? +2g; MM + ;M)A +s;MiB = QMM — Mo)A+M{B = F
i=0

J=bp
1 1 o]za| [0 Y% 0 0 0 2b1 _1
0 -1 4} a [+|1 0 J}5 0 0f, |=
_ 1 1
0 0 -1} ay OA 0 Ao_ by 0
| ba

Buna kars1 gelen lineer olmayan denklem sistemi su sekildedir.

apay + ajan _
2

—la +aj + -1
D) 0Td]

93



2
l £
—ay +4ay +Zao‘2 + a}) +2

Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden ag =2, a1 =0, ap =0 bulunur. Buradan (7.3)

denkleminin ¢ozimii:

y(x)=1

bulunur. Bu ¢6ziim (7.3) denkleminin bir 6zel ¢6zlimiidiir. Bir 6zel ¢6zlimii bilinen

Riccati denkleminin genel ¢6ziimiint bulmak i¢in bilinen yéntemler kullanilirsa,

xzx
e

y(x)~—1

2_
J‘— xe® “Ydx

bulunur.ilk birkag terime gore integral alinirsa,

olarak bulunur.
Ornek 7.4.
y"—-3y'+2y+y2=1 , -1<x<1 ‘ (7.4)

Ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleminin N =2 olacak sekilde

Chebyshev polinomlari cinsinden ¢oztimiinii aragtiralim. (7.4) denkleminde,

P(x)=1 Q(x)=-3 R(x)=2 Sx)=1
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seklindedir. Boylece,

po=1 p1=p2=0,90=-3 q1=¢g2=0,r9=2rn=rp=0,s51=15=57=0

olur.

f(x)=1=Tp(x) F

1l
[ R e

(7.4) denklemi (5.3.3) matris denklemine gore;
2 2
> (ApiMiM* +2q;MiM +r;M;)A+s;M;B=F
i=0

(4M0M2 —~6MoM +2M )A +MoB=F

yazilabilir.

-

1

1 15b0
0 0 4/ (0 -3 0 200561010000171 1
0 0 0[+]0 O -12|+{0 2 O a1+01000b2=0
0 0 0| {0 O O 0 0 2|) ay 00100_b3 0

L b4 ]

Buna kars1 gelen lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi su sekildedir.

1 21 2 1 o
ag —3ay+4ay +—ag” +—a1” +—ar”“ =1
0 1 2 4 0 2 1 ) 2
2a1 —12ay +a0a1+a1a2£O

1
2ay +agay +—2—al2 =0
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Bu denklem sisteminin iki ¢6ziimii;
]={a0 =2J2-2, ay =aj =O}
T=lg=-242-2, aj=ay=1
seklindedir.
Y1) =-1++2
ya(x)=-1-+2

olarak elde edilir. Bu iki ¢6ziim (7.4) lineer olmayan diferansiyel denkleminin 6zel

¢ozlimleridir.

Ornek 7.5.
y—232 =0 p ~1<x<1 (7.5)

Ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleminin N =2 i¢in ¢dziimiind

arastiralim.
-3

seklindedir. Buna gore,

po‘:l plzpz :0 N q0=q1=q2=0 . ]"0:]"1:7‘2':0,50:7 51=52:O

olur.
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f(x)=0 F=

o O O

(7.5) denklemi (5.3.3) matris denklemine gére yazilirsa,

2
> (4pi MM +2g; MM +1;M;)A+s;M;B=F
i=0

AMoM? 4 - -z—MOB =F

bulunur.
1 ~ by
0 4)zao| [-3/2 0 o o0 0]°%
v 2 g by
00 0 a |+ 0 =3/2 0 0 >
00 0 a 0 0 =3/200],
| b4

Buna karsilik gelen lineer olmayan denklem sistemi su sekildedir.

3 23 2 3 1
4ay —~—ap“ ——a1° —~—a>” =0
2 N 0 41 4 2
3
——uapay ——ayay =0
4 041 4 142

- %aoaz —%alz =0
Bu denklem sisteminin ¢6zimii;

¥x)=0
seklindedir. Bu (7.5) denkleminin bir 6zel ¢dziimiidiir.
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SONUC VE ONERILER

Pek ¢ok onemli fiziki proseslerin kararli ve kararsiz dinamiksel denge problemleri
matematiksel olarak ¢ok degiskene bagh zayif lineer olmayan diferansiyel denklemler
vasitasiyla ifade edilmektedir. B6yle tipli matematiksel problemlerin esas zorluklari; bir
taraftan problemin ¢ok degiskene bagh olmasiyla, ikinci taraftan denklemin lineer
olmayan bilegeninin tipiyle, ig¢lincii taraftan denklemin katsayilarimin singiilerligi
(tekilligi) ile baglidir. Bunlarin hepsi sonsuz seri bigiminde aranan ¢ok degiskene bagh

¢odziimiin bulunmasinin ¢ok zor oldugunu géstermektedir.

Bu durum dikkate alinarak tezin iceriginde ¢ok degiskenli fonksiyonlarin kiiresel
polinomlar vasitasiyla seri agilimlari olusturulmus, diger taraftan lineer olmayan

diferansiyel denklemlerin ¢6zlimiinde 6zel yaklasik bir matris metodu olusturulmustur.
Bu tez ¢alismasinda asagidaki bilimsel sonuglar elde edilmistir.

1) Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde literatiirde var olan Chebyshev

matris metodunun temelleri genis bi¢imde agiklanmugtir.

2) n-degiskenli fonksiyonlarin kiiresel polinomlar ile seri agilimlari olusturulmustur.
Ozellikle n-degiskenli fonksiyonlarin Chebyshev polinomlar ile, Legendre polinomlar
ile, Hermite polinomlar ile ve Laguerre polinomlar ile seri agilimlar olusturulmustur.

Ayrica alinan ¢ok degiskenli kiiresel polinomlar tanimlanmaigtir.

3) n-degigskenli genellestiriimis Chebyshev polinomlarinin rekurans formiilleri
olusturulmustur. Ustelik onlarin  kuvvetlerinin ve tiirevlerinin &zel bagmntilan

olusturulmustur.

9%



4) Genellestirilmis Chebyshev polinomlarmn katsayilar1 matris seklinde yazilmig ve
onlarin 6zel hesaplama yoéntemi olusturulmustur. Ayrica istenilen fonksiyonlar ve

onlardan olugan kuvvetler ve tiirevler Chebyshev tipli matris seklinde gésterilmigtir.

5) Boyle tipli yeni serilerin ve Chebyshev tipli matrislerin vasitasiyla 6zel bir zayif
lineer olmayan diferansiyel denklem simifi olusturulmus ve matris metodunun

kullanimiyla dzel matris ¢6ziimi olusturulmustur.
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