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OZET

HIPERBOLIK UZAYDA SIMPLEKSLERIN HACMI

ARKALLI, Ebru
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dog. Dr. Atakan Tugkan Yakut

Agustos 2010, 40 sayfa

Bu calisgmada Hiperbolik uzayda keyfi hiperbolik dortyiizliiniin bilinen bazi hacim
formiilleri ve ideal polihedranin hacmi verildi. Ayrica hiperbolik dortytizli ve kiiresel

dortytizlii i¢in schlafli diferansiyel formiilii tanimlandi.
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SUMMARY

VOLUME OF THE SIMPLEX IN HYPERBOLIC SPACE

ARKALI Ebru

Nigde University
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Supervisor  : Assoc Professor Dr. Atakan Tugkan YAKUT

August 2010, 40 pages

In this work, volumes formula for arbitrary hyperbolic tetrahedra and ideal polyhedra in
Hyperbolik space. In addition to define schlafli diferantial formula for hyperbolik

tetrahedra and spherical tetrahedra.
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KISALTMA VE SIMGELER

KISALTMA/SIMGE

R" n-boyutlu reel uzay

R/ n-boyutlu Lorentz uzay1
A Lobachevsky fonksiyonu
T Ideal dértyiizlii

oT Ortosema

E/ Minkowski uzay1
g(x,y) Oklidyen metrik

H’ 3- boyutlu hiperbolik uzay
d,(X,y) Hiperbolik metrik

G Gram matris

H Hacim

HS H, nin hacmi

P Konveks polihedron
N Diizlem in normali

|| . || Lorentz normu
<,>L Lorentz iggarpimi



BOLUM I
GIRIS
Non-Oklidyen Geometriden soz edildigi zaman hemen akla Oklid’ in bes temel
postiiladindan besincisi gelir. Ciinkii Oklidyen olmayan Geometrilerin cikisi bu bes
temel postiilattan besincisine dayanmaktadir. Oklid’ in bes temel postiilad1 asagidaki
sekildedir.

e Iki noktadan bir ve yalniz bir dogru gecer.

e Bir dogru siirsiz bir sekilde uzatilabilir.

e Merkezi ve yarigap1 verilen bir cember ¢izilebilir.

¢ Biitiin dik agilar esittir.

e Farkli iki dogruyu kesen bir dogru bu iki dogru ile aym tarafta es acilar
olusturursa iki dogru veya bunlarin uzantilar1 birbirini kesmez, veya uzantilar
birbirini keserse kestigi tarafta olusan agilarin toplami 180° den kiiciiktiir.

Besinci postiiladin yerine paralellik postiiladi(fair play) da kullanilmaktadir.
Paralellik postiilati: Diizlemde bir nokta ve bu noktay: iizerinde bulundurmayan bir
dogru verildigi zaman, bu noktadan gecen ve verilen dogruya paralel bir tek dogru

geger.

19. yiizyilda bu konu iizerine olduk¢a yogun caligmalar yapilmis ve besinci postiilati
degisik bir acidan incelemeye calismislardir. Carl Friedrich Gauss(1777-1855),
Lobachevski(1793-1856), Farkas(Wolfgang)(1775-1856), Janos Bolyai(1802-1860).
Lobatcshevski Oklidyen geometrinin Trigonometrik formiillerine dayanarak bir Non-
Oklidyen trigonometri gelistirmistir. Hiperbolik Non-Oklidyen geometrinin analitik
calismasina esas gereksinim Euler, Gaspard Monge ve Gauss’un egrisel ylizeyler
tizerine yapmis oldugu ¢aligmalarda ortaya ¢ikmistir. Bernhard Riemann(1826-1866),
bu yiizeylerin olduk¢a genis bir genellemesini yapmustir. Yapilar arasindaki bagintilar
Eugenio Beltrami tarafindan 1868 de vurgulanmistir. Sonucta asagidaki postiilata

ulagilmistir.

Bir dogru ve iizerinde olmayan bir nokta verildiginde, bu noktadan gegen ve verilen

dogruya paralel olan birden ¢ok dogru bulunabilir.



Bundan sonra;

Sabit egrilikli ii¢ farkli geometrinin varlig1 kabul edilmistir. Bunlarin iicii de Oklidin ilk
dort postiilatin1 aynen kullanirlar. Bu Oklidyen olmayan geometrilerden birincisi besinci
postiilati “bir dogruya disindaki bir noktadan higbir paralel ¢izilemez” seklinde alan
Eliptik geometridir. Beltrami 1868 de ; bu giin adina Eliptik geometri dedigimiz Kiiresel
Geometrinin Oklid Geometrisi ile uyustugunu gdstermistir ikincisi de “Bir dogruya
disindaki bir noktadan birden fazla paralel ¢izilebilir” seklindeki paralellik versiyonunu

kullanan Hiperbolik geometridir. Hiperbolik geometri de benzer iiggenler kongriienttir,

bir ticgende agilarin toplami 180° degildir gibi.

Diger taraftan sabit egrilikli Tam Semi Riemann manifoldlar da ¢ok yiizlillerin hacim
hesaplamalar1 oldukca ilgingtir. Bu dogrultuda bazi c¢alismalar J.M. Schlenker

tarafindan yapilmistir. J.M. Schlenker sabit egriligi 1 olan tam Lorentz manifoldu

olarak S de Sitter kiiresini goz oniine almustir [1,2]. S de Sitter kiiresi ile H"
Hiperbolik uzayr R Minkowski uzaymin alt manifoldlar1 olarak géz &niine
alindiginda, bunlar arasinda bir dualitenin varligi s6z konusudur. Bu ise S;' de Sitter

kiiresindeki her bir v noktasi, H" Hiperbolik uzaymin bir hiperdiizleminin birim
normali olarak distntilir [3]. Boylece S| de Sitter kiiresindeki bir ¢ok yiizliiniin hacmi
icin Schlafli formili, H" deki hiperdiizlemlerin S ile arakesitinin olusturdugu
cokyiizliiniin hacminin duali olur. n=3 i¢in boyle bir formiil Santalo tarafindan
verilmistir[4]. Boyle bir dualite s6z konusu oldugunda S de c¢okyiizlilerden
bahsedilmektedir. Fakat S de alinan noktalarmn bir simplex olup olmadig1 konusunda

her hangi bir yorum yapilmamaktadir.

Bu calismada, Hiperbolik uzayda simplexlerin hacim hesab1 ile ilgili formiiller

arastirilmistir.
Bolim 1T de, R™' Lorentz-Minkowski uzayinda ve Hiperbolik uzayda temel tanimlar,

Boliim III ve Boliim IV de ise Hiperbolik uzayda simplexlerin hacim hesabr ile ilgili

formiiller verilmistir. B6lim V de ise sonug ve Oneriler verilmistir.
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TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Lorentz-Minkowski Uzayi
X,y € R" iki vektor ve n> 1 olsun. X ile y nin Lorentzian i¢ ¢arpimi;
<XKY> = =XY, F XY XY, (2.1)

ile tanimlanan indefinit bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpimla birlikte R" uzayma Lorentz

uzay1 denir ve R/ ile gosterilir[5]. R/ uzayinda bir X vektoriiniin Lorentz normu;
X =< %, x>, |
ile, X ve y vektoriiniin Lorentz uzunlugu;
d (% y)=[x-Y]

ile tanimlanir[5].

2.1.1. Tamm : R Lorentz uzayinda, X|| =0 olacak sekildeki biitiin X lerin kiimesine,

yani;
{(XeR" | X =X +...4+x}
seklindeki C"' kiimesine 1s1k-konisi (light-koni) denir. ||X|| =0 ise x vektoriine 151k

benzeri(light-like veya null) vektor denir [5,6].

2.1.2. Tamm : Xe R} i¢in,

X|| >0 ise X vektorline uzay benzeri(space-like) vektor

denir. C"" hiperkonisinin dig;; R nin uzay benzeri vektdrlerden olusan agik alt

kiimesidir[5-7].



2.1.3. Tamim : xe R igin,

x|| <0 oluyorsa X vektdriine (time-like) vektor denir. C"

hiperkonisinin i¢i; R nin zaman benzeri vektorlerinden olusan agik alt kiimesidir.

Eger, x, > 0 (X, <0) ise X vektoriine pozitif(negatif) zaman benzeri denir[5-7].

2.14. Tamm : X , y €R/ igin, <X,y > = 0 oluyorsa x , y vektorlerine Lorentz

ortogonal dir denir[5].

2.1.5. Teorem : X , y vektorleri, R de sifirdan farkli Lorentz ortogonal iki vektor olsun.

Eger x vektorii zaman benzeri(time-like) ise, Yy vektorii uzay benzeri(space-like)dir.

Ispat: [5] sayfa 60-61 den goriilebilir.

2.1.6. Onerme : R nin bir V alt vektdr uzaynmn;

1. Zaman benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V nin en az bir zaman benzeri

vektore sahip olmasidir,

2. Uzay benzeri olmasi icin gerek ve yeter sart V deki sifirdan farkli her vektoriin

uzay benzeri olmasidir,

3. Isik benzeri olmasi i¢in gerek ve yeter sart V deki sifirdan farkli her vektor i¢in

||x|| =0 olmasidir(5,6].

Ispat: [5] den goriilebilir.

2.1.7. Tamm : X ve Yy, R de pozitif(negatif) zaman benzeri iki vektor olsun.

<%y > =x[ly|cosh(x,y)

olacak sekilde negatif olmayan bir tek 7(X,y) reel sayis1 vardir. X ve y arasindaki

Lorentz zaman benzeri (time-like)ag1, 77(X, y) olarak tanimlanir[5,7].



2.2. Hiperbolik Uzay
X,y € R™" iki vektdr ve n > 1 olsun. X ile Yy nin Lorentzian i¢ carpimu;
<KY > = =XYoo X Y E XY X Y
olmak iizere; H, = {X € R1”+1|< X, X >= —1} kiimesine de n-boyutlu birim pseudo-

hiperbolik uzay denir. HJ uzaymimn iki baglantili bileseni Hj, ve H;_ olmak iizere,

bu bilesenlerin her biri n-boyutlu hiperbolik uzayin bir modeli olarak alinabilir.
H! =H" CR"" olarak alinacaktir.
2.2.1. Tamm : X, y € H" < R™' ve X ile y arasindaki Lorentzian zaman benzeri ag1
11(X, y)olsun. X ve y arasindaki hiperbolik uzunluk;

dy (X, y) =1(X,Y)
seklinde tanimli bir reel sayidir. < X,y >, = —||X||||y||cosh n(x,y) oldugundan;

coshd,(X,y)=—<X,y>,

olur[5,6].

2.2.2. Teorem : d,, hiperbolik uzunluk fonksiyonu H" iizerinde bir metriktir.

Ispat: [5] den goriilebilir.

2.2.3. Tammm : d,, metrigi ile birlikte H" wuzayr hiperbolik n-uzay olarak
adlandirilir[5].

2.2.4. Tamim :H" nin bir dogrusu R™' in iki boyutlu zaman benzeri alt vektdr uzayi

ile H"nin arakesitidir. X,y € H" vektorleri R™" in V(x ,y) ile gdsterilen iki boyutlu bir



zaman benzeri alt uzaymi gererler. Boylece, L(x ,y) = H"n V(x,y), X, Yy den gegen

iceren H" nin bir dogrusudur. Buna gére, H" nin jeodezikleri onun dogrularidir[5].

2.2.5. Tamm : S| nin bir m-dizlemi R in (m+1) boyutlu zaman benzeri, uzay

benzeri ve 151k benzeri alt vektor uzaylart ile S nin arakesitidir[5].

S/ nin bir 1-diizlemi, onun uzay benzeri, 151k benzeri veya zaman benzeri dogrulari,

hiperbolik (n-1)-diizlemi onun hiperdiizlemi olarak adlandirilir.

2.2.6. Tamim : X in bir alt kiimesi C olsun. Her x, yeC ayrik ¢ifti i¢in X ve y yi iceren

dogru pargasi C de kaliyorsa (X=S"i¢in y # -x ), C kiimesine konveks kiime denir[5].

2.27. Tamm : X in bir H hiperdiizlemi, X uzayim iki yari-uzaya bdler. Bu yari-

uzaylarin sinirt hiperdiizlemdir[6].

2.2.8. Tanmm : Eger X,,X,,...,X, noktalar1 n’ den daha kii¢iik boyutlu bir diizlemde

kapsanmiyorsa bu nokta kiimesine genel durumludur denir[6].

2.2.9. Tammm : X de bir konveks polihedron, bostan farkli sonlu sayida H, kapali yari-

uzaylarinin arakesitinden olusur ve;

P=H,

i=1

seklinde ifade edilir[6].

2.2.10. Tanmim : X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun. k=1,...,n+1 i¢in P nin

bir k-ytizii(face), P nin (k+1) yiiziiniin bir kenar1 olarak tanimlanir[5].

2.2.11. Tammm : X de n-boyutlu bir konveks polihedron P olsun. P nin 0-yiiziine, P nin
tepesi(vertex) denir[5].



2.2.12. Tamim : X in her bir A alt kiimesi i¢in, A y1 igeren X in biitlin konveks alt

kiimelerinin arakesitine A nin konvekslik bolgesi denir[5].

2.2.13. Tamim : X de n-boyutlu bir polihedron P olsun. Eger P nin sonlu sayida tepe
noktasi varsa ve P, bu tepelerin konvekslik bolgesi ise (Pe S"igin antipodal noktalari

icermezse) P ye cok tepeli (politop )denir[5].

2.2.14. Tammm : X de (n+1) tepe noktali, n-boyutlu bir politopa bir n-simpleks denir. 2-
boyutlu simplekse tiggen, 3-boyutlu simplekse dortyiizlii(tedrahedron) denir[5].

2.2.15. Tanmm : Q, X’de Vv,,v,,...,Vv,,, tepeli bir n-simpleks ve Q n-simpleksinin Vv,
tepesinin kargisindaki ylizde €; olsun. Q; N Q; tizerindeki agiya dihedral ag1 denir ve

0, ile gosterilir(; = 7)[8,9].

2.2.16. Tamm : Q, H"(S") de v,,v,,...,V,,, tepeli bir n-simpleks olsun. Q 'nin tepeleri
arasindaki  hiperbolik  uzaklik(kiiresel ~ uzaklik) ¢ =arccosh (— <V, V, >L)
(4 = arccos(< Vi,V >)) seklindedir. Q  hiperbolik n-simpleksinin (kiiresel n-

simpleksinin) her hangi iki v;, v; tepesi arasindaki uzakliga Q mnin bir ayrit uzunlugu

denir[8,9].

2.2.17. Tanm : Q, v,v,,..,V,,, tepeli hiperbolik veya kiiresel n-simpleks olsun.

*> Tn+l

G= [— cos b; ] simetrik matrisine Q nin Gram matrisi denir[8,9].

22.18. Tamm : Q, v,v,,.,V,, tepeli hiperbolik(kiiresel) n-simpleks olsun.

M =[< Vi,V >]=[—cosh¢ij](M =[< Vi,V >:|=[cos ij]) simetrik  matrisine = Q

hiperbolik(kiiresel) n-simpleksinin ayrit matrisi denir[8,9].



2.2.18. Teorem : Q, X de v,,V,,...,V,,, tepeli bir n-simpleks(n=1) ve Q;, Q; (n-1)-
boyutlu yizleri olsun. Q; =Q;NQ;, Q nmn 2-es boyutlu yiizii, bu yizdeki dihedral

agilar
0;(0<i< j<n+1)olmak tzere;
1 n+1
KdV (Q) = Eé\m'"‘z (€, )de, (Vol, (€)=1)

i<j

Burada K uzayin egriligi ve V =Vol_ hacim fonksiyonudur[5].

Time-ike altuzay

Lightike altuzay

Hiperbolik jeode zik

Space-ike altuzay
X;

Sekil 2.1. Hiperbolik uzayda jeodezikler
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3. HIPERBOLIK UZAYDA SIMPLEKSLERIN HACIM HESABI

Oklidyen, hiperbolik ya da kiiresel uzayda polihedralar ¢ok 6nemli geometrik objedir ve
konveks polihedranin hacminin hesab1 c¢ok eski fakat olduk¢a zor bir geometrik
problemdir. Hiperbolik manifold teoride ki son gelismelerden dolayi, bu islem
matematik diinyasinda genis bir yer almaya baslamistir. Bilindigi iizere her hiperbolik
monifold, hiperbolik uzayda bir konveks polihedranin sonsuz yiizeylerinden ibarettir.
Hacim hesaplamanin temelini dihedral acilar olusturur 6zellikle hiperbolik izometri alt

gruplar1 bu teori i¢in oldukca kullanighdir.

Bir polihedron simplekslere tekrar tekrar boliinebilir, ilk adimda bir simpleksin hacmini
gdz Oniine alalim. Bu c¢alismada amag ii¢ boyutlu hiperbolik simpleksin hacim
formiiliinii bulmaktir. Kiiresel simpleksin hacim formiilii yalnizca farkli formlarda bir
hiperbolik sabittir ve bu ¢alismada sadece hiperbolik hacimle ilgilenilmistir.

Oklidyen olmayan uzayda dértyiizliiniin hacmi dihedral acilarla kolaylikla ifade
edilemez. 19. yiizyilin ilk ¢ceyreginde Lobachevski, 6zel bir fonksiyon olan Lobachevski
fonksiyonunu dihedral agilar iizerinde kullanarak hiperbolik 3- ortosemanin hacim
formiilii ifade etti. Herhangi bir dortyiizlli, ortogemalarin cebirsel toplami olarak
gosterilebilir, bu formiil herhangi bir dortyiizliiniin hacmi i¢in yeterlidir. Bundan dolay1

yeni dihedral a¢ilar kullanilmistir 6yle ki; dortyiizlii ortosemalara ayrilmastir.

Ideal dértyiizlii icin Milnor’un ifade ettigi hacim formiilii, herhangibir tepenin dihedral
acilariin Lobachevski fonksiyonu altinda ki degerlerinin toplami seklinde ¢ok kolay bir
yolla ifade edilebilmesidir. Genel olarak en az bir tepesi sonsuzda olan diizgiin
dortylizliiniin hacim formiilii. Vinberg’den dolay1 vardir. O, n-piramidin sonsuz tepe de
bir hacim formiilii bulmustur [10]. Bundan dolay1 kompakt polihedranin bilinen kapali
hacim formiillerinin &rnekleri ¢ok yoktur (bak [11] ve [12] ). Ozellikle [11] de
Kellerhals , ortosemalerin hacim formiiliine benzer olarak  1-tepeden kesik yada 2-
tepeden kesik ortosemalerin hacim formiiliinii géstermistir. O ayrica Lambert kiipiiniin

hacim formiiliinii de bulmustur.



Ideal bir polihedronun seklini inceleyecek olursak yiizler simpleksi verir ve dikkat
edecek olursak polihedranin uygun kombinasyonu simpleksin hacmini verir. Elbette ki
ideal polihedronun hacmi, Milnor formiilii kullanilarak hesaplanabilir. Bu taktirde 3-
ortagsema icin Lobachevski formiilii ¢ikarilir ve genel formiilden dortylizliiniin 6zel
tipleri i¢in bilinmeyen basit iki formiil elde edilir. Meyerhoff [13] sadece niimerik
degerlerde biitiin Coxeter dortyiizliilerin hacmini belirlemek i¢in ortosemalara ayirarak
kullanmistir. Cizelge 3.1 de Lobachevski fonksiyonuna dayanan biitiin Coxeter

dortyiizliilerinin hacimlerinin basit bir gosterimini verilmistir.
3.1. Lobachevski Fonksiyonu
H® 3- Boyutlu hiperbolik uzayda polihedranin hacmi, dihedral acilarin Lobachevski

fonksiyonu ile ifade edilir. Bu tanimda Lobachevski fonksiyonu A ile gosterilmistir ve

formiilii;
A(X)= —J: log|2sint/dt, xeR

seklindedir.

A fonksiyonu tek ve peryodu z olan peryodik bir fonksiyondur. nTﬂ de sifirdir ve

T . .. T .. ..
nrz+ i da maksimum degerini, Nz — s minimum degerini alir.

Her bir n dogal sayisi igin, A(X) fonksiyonel esitlik:

A(nx):nni/\(x+k—7[j 3.1

n=2 igin,
/\(2X)=2/\(X)+2/\(X+%j (3.2)
seklindedir.
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3.2. Gram Matris

H’ hiperboloid modelinde H® Lorentz R iin icine gdmiilmiistir. Burada

R" gosterimi R reel vektor uzayidir ve bilineer form gdsterimi:
Her X=(X,,X,%,,%) ve y=(¥,,¥,,Y,.Y;) € R i¢in
Y2 == X¥o +X Y1 + XY, + X3,

seklindedir, Buradan H°’ su sekilde ifade edilebilir

H’={xe R" |<x,x>=-1, X, >0}

Pc H® bir konveks polihedron ve sonlu yiizeyleri F, iel olsun. Konveks

polihedronun her bir yiiziine ait birim normal vektdrler e, € R" ler olup, P nin birim

normal dis vektoriidiir. Boylece
F Ce’={xeR"| (xe)=0}

yazilabilir.

Gram matris G(P)= ((&;,€;));; 1€l simetrik matristir ve rank1 4 diir. Sekil (1.3)

Genel olarak , n-boyutlu non-6klidyen polihedronun gram matrisinin ranki n+1 dir.

n- boyutlu non Euclidean polihedronun gram matrisinin ranki n dir.

(€;,€;) geometrik tanimu:

1 o ..
. eger kesisirse,

cosZ(e;,e;7) , & .8

(€;,€;) = -1 , ele’ paralel ise,

! J

-coshd(e.*,e;"), e*,e." ultra paralel ise (3.3)

i 2vj i Y]
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seklindedir.
Burada Z(e,*,e

i 2¥j

tet)de e, ve ejl arasindaki

L) , eiive ejl arasindaki agiy1, d(e;",e;

uzaklig1 gosterir.

3.3. Hiperbolik Polihedranin Bilinen Bazi Hacim Formiilleri

3.3.1. Ortosemalarin hacmi

Oklidyen , hiperbolik ve kiiresel uzayda, ortosemalar polihedral geometrinin en temel

objeleridir. Bundan dolay1 keyfi bir polihedron, ortosemalarin cebirsel toplami olarak

gosterilebilir.

Sekil 3.1 Ortosema

Genel olarak tepeleri p,,..., p, olan bir n-ortogema simrl bir n-simpleksdir. Oyle ki

span( p,»..., P;) L span(p;,..., P,), 1=1,. .. ,n-1.

3-boyutlu durumda ortosema  p,p,p,p, olarak alindiginda, p,p, ayrtt p,p,p,
diizlemine diktir ve p,p,p, diizlemi de p,p,; ayrtina diktir. Ortosemalar da alti
dihedral ag¢1 vardir ve bunlarin ii¢ tanesi dik acilardir. Digerleri A, B,C olarak

verilmistir. OT (A, B, C) ortosema A, B,C dihedral acilar ve A, B,C dihedral acilarina

karsilik gelen uzunluklar a,b,c olsun.OT (A, B,C)nin gram matrisi asagidaki gibidir:

12



1 —cos A 0 0

—cos A 1 —cosB 0
Grarn(OT(A, B,C))=A= s
0 —cosB 1 —cosC
0 0 —cosC 1

ve determinantt A= sin® Asin’ C —cos’ B dir.

3.3.2. Dihedral ac1: P ile Q, R"" de iki hiper diizlem olmak iizere sirasiyla P ve Q
nun dis birim normalleri e ve e, olmak tzere e, ile e, arasinda ki a¢1 6 ise P ile Q

hiperdiizlemleri arasinda ki ag1 7 — € dir. Bu ise bu iki hiperdiizlem arasinda ki dihedral

ag1 olarak tanimlanir.

Sekil 3.2 iki Yiiz Arasindaki Dihedral Ac1
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H’de ortosemalarin dihedral agilar1 A,B,C (0, 7) olup bu durum; A nmn negatif

degerli olmasi icin gerek ve yeterdir. A,B,C i¢in :

A+B>Z ci+BxZ (3.4)
2 2

sartlar1 mevcuttur.

Diger bir 6nemli 6zellik ise:

tan Atanha:tan(Z—Bjtanhb =tanCtanhC:;A (3.5)
2 cos AcosC

seklinde olmasidir.

Genellikle belirli bir 6 agisi i¢in esitlik:

tan o = ;A, ve 6 <min{A,C,7z/2 - B} dir.
cos AcosC

Not: Ortosemalarin  hacmi  Lobachevski “~ ye dayali bir hacim formiili ile

hesaplanabilir;

H(OT(A,B,C))Zi[A(A+§)—/\(A—5)+/\(C+5)—/\(C—5)

(o) (ens)of0)

(3.6)
yazilabilir ve
0<6 = arctan;A <z
cosAcosC 2
seklindedir.
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3.3.3. ideal dortyiizlii ve ideal polihedranmin hacmi

Biitiin tepeleri sonsuzda olan dortyiizlii T olsun. Bu durumda bu tepeler ideal tepeler ve

bu dortyiizlii ideal dortylizli olarak adlandirilir.

T(AB,C,A,B’,C’) bir dortyiizlii, A,B,C ve A’,B’,C"dihedral agilar olsun. Burada A
ve A" karsilikli ayritlarin dihedral agilaridir. Benzer sekilde B,B've C,C’gibi.

Herhangi bir tepesi sonsuzda olan bir dortyiizliiniin dihedral agilarinin toplami, tepenin
merkezinden yeteri kadar kiiciik bir horokiire ile kestigimiz zaman bir Oklid iicgen elde
edilir ki bundan dolay1 7z ye esit olur. Boylece T(A,B,C,A’,B’,C")ideal dortyiizliisii
icin dort esitlik yazilabilir. Bunlar A= A,B=B",C=C" ve A+B+C =7 dir.

OT(A,B,C)ideal dortylizliistiniin  hacmini alt1 ortosema vasitasiyla hesaplanir.

Herhangi bir tepeden diizleme bir dik indirilir ve buradan karsilikli yiizlere dogrular
cizilir.(Sekil 3.2). Burada alti ortosemanin her iki dihedral agisim1 alinarak:

(Az/2-AA) , (B,z/2-B,B) ya da (C,z/2-C,C), (3.6) denkleminden alti

ortogsemanin hacmini kolaylikla bulunabilir.
Bu yiizden;

H (IT(A, B,C)) =2hOT (A, z/2— A, A)+2hOT (B, z/2-B,B)+2hOT(C,7/2-C,C)

:/\(A)+/\(B)+/\(C) (3.7)

Bu formiil ilk olarak Milnor tarafindan bulunmustur [14].

15



Sekil 3.3 Dortytizliiniin 6 Ortosemaya Boliinmesi

Buradaki en 6nemli sonug¢ ideal polihedranin yada bagka bir deyisle ideal konveks
hiperbolik polihedranin; dihedral agilarinin determinantinin tek olmasidir. Milnor
formiiliine gore gesitli ideal polihedralarin hacim formiilleri hesaplanabilir. Oyle ki ideal
kiip, ideal piramid, ideal diizgiin prizma ideal diizglin zit prizma gibi... Buna ragmen
ideal oktahedron, ideal dodekahedron yada ideal ikosahedron , bu polihedranin hacim
formiiliinden bilinemeyebilir. Ideal oktahedra ve digerlerinin hacim formiilleri igin ilk

iddia yazilabilir.

Bir ideal tepesi olan dortyiizlinin hacmi IT(A,B,C,A,B'C,) ,n=3 i¢in

n—piramidin hacmi hesaplanabilir.(bak. [15] ya da [10]). Dortylizliinlin hacim
formiiliinde ideal tepe istenildigi gibi degistirilebilir ve bir yada bir ¢cok simetrik formiil

tanimlanabilir;

H(IT(AB,C,A,B"C,))

1 (A—B—C+7z) (—A+B—C+7z) (—A—B+C+7zj
=—|A +A +A
2 2 2 2
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A+B+C+7zj (A—B'—C'ﬂzj
AN — A ———
2 2
—A+B'—C'+7zj (—A—B'+C'+7z]
+A +A
2 2
A+B'+C'+7z] (A'—B—C+7z)
A ————— [+A| ——
2 2
—A'+B—C'+7rj (A'—B'+C+7z)
+A A — =
2 2
A'+B+C'+7zj (A'—B'—ij
AN —————— [+A| —————
2 2
—A'+B'—C+7zj (—A'—B'+C+7zj
+A +A
2 2
(A'+B'+C+7r} (A'+A'+B+B'j
A ————— [ +A
2 2
+A(A+A;C+C J+A(B+B;C+C ﬂ (3.8)

yazilir.
3.3.4. Keyfi hiperbolik dortyiizlii i¢cin hacim formiilii

Her bir ayriti sonsuzda olan keyfi kompakt dortyiizliiniin T i¢in hacim formiilii

olusturabilir. Ideal polihedralar H, H,H; ve H, olsun.

6 ayritt sonsuza uzanan, P, ve P, yaklasik olarak tam tepede, T dortyiizliisiiniin
disindadir ve 1,1,2,3,4 ve 5 ideal noktalar. Bundan dolay1 diizlemleri (1,2,3,1')
(1,4,5,1') (1,2,4) (1',3,5) (2,3,5) ve(2,4,5) seklinde almabilir. Bu H,, ideal polihedronu
olarak kabul edilir. H, ideal polihedronu, bir ideal hexahedron ve ideal bir prizmadan
ibarettir. Eger, diizlemler (2,3,5) ve (2,4,5) ve tek bir diizlem (2,3,5,4) birbirine uyarsa;
(2,5) kenar ayritinin dihedral agisi 7 ’den daha kiiciiktiir, bundan dolayr , H,
hexahedronu konveks bir polihedron olur. H,,H; ve H, ideal polihedronlarin

yapilarida benzerdir.
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H,,H,,H, ve H, ideal polihedronlarin her bir cebirsel olarak daha kii¢iik pargalara
boliinebilirler. H, ideal polihedronu ( p,,1,2,4) ve (p,,1',3,5) seklinde iki dortyiizlii
ve bir (p,,p,,2,4,5,3) seklinde pozitif polihedronuna ayrisabilir ve H, ’de ( p,,4,5,6)
ve ( p,,2,3,6") seklinde iki dortyiizlii ile ( p,, p, ,2,4,5,3) seklinde pozitif bir polihedron
ile (P,,P,»P,P;) seklinde negatif bir dortyiizlii olarak ayrisir. Benzer olarak H°’,
(p,,2',3',6) ve (p,;,4'5',6") seklinde iki dortytizli ile, ( p,, p,,2"3",5"4") seklinde
bir pozitif polihedron; H, ideal polihedronu ise; (p, 1,3',5") ve (p,,1',2',4") seklinde
iki pozitif bir dortytizli ile (p,, p,,2'3",5.4") seklinde bir pozitif polihedron ve de

( Py» Py» P, P;) seklinde negatif bir dortytizlii olarak ayrisir (sekil 3.7 ve sekil 3.8).

Sekil 3.5 H, Ideal polihedronu
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Sekil 3.7 H, Ideal polihedronu
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Sekil 3.8 H, ideal polihedronu

Burada su iliskilendirmeyi yapilabilir: H., i=1....n icin H, nin hacmini gdstermek

lizere;

*

H —H,+H, —H;

=[H(p.L2,4)+H(p,1.3,5)+H(p,, p;,2,4,5.3) ]
—[H(p3,45 6)+H(p,,2,3,6')+H(p,, p,»2,4,5,3)— (po,pl,pz,p3)]
+[H(p,2'3.6)+H(p;,4.5.6")+H(p;, p,,2.3,5.4")]
~[H(py1.3.5")+H(p,.1,2.4")+H(p,, p,,2',3.5,4") = H ( Py, Bys Pos )|
=[H(p.L2,4)-H(p,1,2.4") ]+[H(p,.1%3,5)-H(p,,1.3.5")]
+[H(p,,2.3,6)-H(p,,2,3,6")]+[H(p;,4.5.6")~H(p,,4,56)]
+2H (pg, i, P, ;)
=2H(T)

Burada (p,,1,2,4)ve (p,1,2',4") dortyiizlileri p, noktasina gore simetriktir ve

boylece bu ikisi izometrik ve aymi hacimlidir. Benzer sekilde T de herhangi bir

tepeden diger noktalara gore simetriktir. Bir Onceki esitlikten dolay1
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H, combinatorial ideal polihedronu ii¢ ideal dortytizlilye béliinebilir(sekil 3.9). H; nin

hacim formiilii olusturulurken dihedral agilarla gosterilse bile H; konveks degildir.

Sekil 3.9 H. Ideal polihedronunun Ug Ideal Dértyiizliiye Béliinmesi

H, ideal polihedronunun hacmi, Milnor formiiliine gore:

Hi=[AB)+A(B)+A(B) [+ [ Ala) +A (7= B)+ A (@ = 5)]
+[/\(a2)+/\(a3)+/\(72)]
=A(B)A(B)+A(ay)+~(ay =)+ A(a)+ A(ay)+A(7,) (3.9)

seklindedir.

H, ideal polihedronu dort yiizliilere boliindiigii zaman olusan dihedral acgilar orijinal T

dort yiizliisiinlin dihedral acgilarindan yararlanilarak bulunur ve a1 sartlar1 ideal tepeler

etrafindadir. Bundan dolayr (p,,p,.2,4,53) ve (Pp,,p,2,3",4"5")polihedronun

dihedral agilar1 orijinal T dortylizliistiniin dihedral agilarin1 kesin olarak tamamlamaz.
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Bu yiizden bu polihedronun kesin olmayan agilari a,b,c,d ve a',b',c'.d' ile

gosterilir (sekil 3.10 ve sekil 3.11). Ideal tepelere gore acilarin durumlarindan dolay1 su

esitlikleri yazabilir:
a+b=B, c+d =P, b+c+e=C’ a+d+e=C,
a'+b’=B, c’+d'=B’, b+c’+e'=C’ a'+d+e'=C. (3.10)

(3.10) deki esitlikler kolaylikla degistirilebilir:

a+b=B, b+c=(B+B'-C+C")/2, e=(C+C'-B-B'+27)/2,
c+d=B", a+d=(B+B+C-C")/2,
a+b'=B, b+c'=(B+B'-C+C')/2, e'=(C+C'-B-B'+27)/2, c'+d'=B,

a'+d'=(B+B+C-C')/2. (3.11)

Sekil 3.10 ideal polihedron 1
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Sekil 3.11 ideal polihedron 2

Bilinmektedir ki (p,,p,,2,4,5,3) ve (p,,p,,2.3,5,4")her bir polihedronun bir

bilinmeyen degiskeni vardir. Bilinmeyen degiskeni belirlemek i¢in dihedral agilar
hakkinda daha ¢ok bilgi gerekir. Bu da gram matristen faydalamlarak bulunur. ideal

tepe sartlarindan ve (3.9) denkleminden H,ve H, ic¢in hacim formiilii belirlenebilir.

H,ve H, icin dihedral agilar sekil 3.12 ve sekil 3.13 de goriildiigii gibidir.

Sekil 3.12 H, in Dihedral Agilari
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Sekil 3.13 H, nin Dihedral A¢ilar

H::A(A')JFA(L;AWI}M(&IFA(w%j

C-B-A+rx A-B'-C'+x
AT +A(C)+A erb

B—C—A+7z_bJ

H;=A(A)+A( A(d)ﬂ( .

C-B-A+rx A-B'-C'+7x
+A(b)+A — f+c

C'—B'—A+7rj
_— |+

seklinde yazilabilir. Buradan da

_H;=A(A,)+A(A)+A(C'—B—A'+7zj_/\(C'—B'—A+7zj

2 2

C—B'—A'+7rj_A(C—B—A+7zJ
2
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yazilabilir. Sonug olarak:

* *

2H(T)=H, —H}+H; —H;

B—C—A+ﬂ_CJ_A(A—B;C+ﬁ+bJ (3.12)

C ve C'niin agilarn toplami,B ve B' niin agilar1 toplamindan daha biiyiiktiir. Bu

yizden (p,,p,,2,4,5,3) ve(p;,P,,2,3,5,4) polihedrasi konveks polihedra olur.
( Py, P;,2,4,5,3) ve (p;, Pp,,2°,3,5,4")lin numaralanmis yiizleri sekil 3.14 ve sekil 3.15

de gosterilmistir.
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¢ 2
Sekil 3.15 (p;, p,,,2",3".5",4") Polihedrasinin Numaralanmis Yiizleri

Polihedronun sira numaras1 6nemli degildir. Bununla birlikte bir polihedronun sira
numarasi otomatik olarak bir digerinden verilen numaralarla belirlenir ve birim normal

vektor dogrultulart 6nceki polihedron dogrultularina zit yondedir (Bak sekil 3.16).
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Sekil 3.16 Iki ideal polihedron ve bir dortyiizlii

(Py» Py>2,4,5,3) polihedronun dihedral agilari arasinda ki bir bilinmeyen degisken i¢in

gram matris tanimi ({g;,€;)):

1 —cos A cos(a+b) —cosa cos B cosC
—cos A’ 1 —cosC cos(C+e) cosC' cosB'
G - cos(a+b) —cosC 1 —cose cos(b+e) —cosd (3.13)
—cosa  cos(c+e)  —cose 1 —cosh  cos(d+e)
cosB cosC' cos(b+e) —cosb 1 —cos A
cosC cosB' —cosd  cos(d+e) —cosA 1

Burada G matrisinin (1,3),(2,4),(3,5) ve (4,6) elemanlar1 hesaplanirken 2 ve 5 merkezli
iki ideal tepe kiiciik horokiirelerle kesilerek Oklidyen dértgenler kullanilir.

(pss P,2',3",5",4") Gram matrisi olusturulurken ise (3.13) numarali matriste a,b,c ve
d yerlerine sirasiyla a',b',c've d' yerlestirilmesi ile elde edilir. Bu nedenle
( Py, P;,2,4,5,3) ve(p,, Pp,,2',3",5",4") dihedral acilarinin iki bilinmeyen degiskenine

uygun benzer iki kok vardir.
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Gram matrisin ranki dikkat ettigimizde lic satir ve {li¢ siitunda (yada uygun olan
herhangi bir secimde) determinanti alindigi zaman sifir ¢ikar ki bu taktirde
dortyiizliiniin hacim formiilii bulunabilir.

Agcilart smirlandigt zaman yine C veC'agilarmin toplami B ve B'acilarinin
toplamindan daha biiyiiktiir. Bundan dolay1 agilarin durumuna ihtiyag yoktur.
(Py» P;,2,4,5,3) ve(p;, p,,2'3"5",4") konveks olmamalarina ragmen iki polihedronun
Gram matrisinde bu durumda ayn1 gésterime sahiptir ve Gram matrisin rank sart1 her bir
polihedron ic¢in saglanir. Boylece yukaridaki formiil keyfi bir dortyilizli icin

uyarlanabilir.

Teorem 3.1. T(AB,C,A,B'C') dortyiizlisinin hacim formiilinii su sekilde

gosterilir:
2H(T) :A(a)_A(b)M(c)_A(d)_A(w_bj

(A'—B—C'+7z j (B'—C—A'+7Z’ j
A ———————+Db [+A f—c

burada a,b,c,d,a',b',c' ve d' degerleri i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir:

a+b=B, c+d=B" b+c+e=C/, a+d+e=C,
a'+b'+=B, c'+d'=B', b'+c'+d'=C' a'+d'+e'=C,
ve

Gram matrislerin determinant1 alinirsa;
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1 —cos A’ —cosa cos B cosC
—cos A’ 1 cos(c+e) cosC' cosB'
G, =|—cosa cos(c+d) 1 —cosbh' Cos(d +e) =0
cosB cosC' —cosb 1 —cos A
cosC cosB'  cos(d+e) —cosA 1
ve
1 —cos A’ —cosa' cosB cosC
—cos A’ 1 cos(c'+e') cosC' cosB'
G, =|-cosa' cos(c'+d") 1 —cosh' cos(d'+e')[=0
cosB cosC' —cosb' 1 —cos A
cosC cosB' cos(d'+e') —cosA 1

elde edilir. Verilen drnekler 6zel dortyiizlii teoreminin uygulamalaridir. (Sekil 3.16)

Ornek 3.1. T (A, B,C,A B, C) dortyiizliisliniin hacmi nedir?

(3.12) ve (3.13) numarali hacim formiiliinii kullanilirsa:

2H (T (A,B,C,A,B'C))=~(a)—-A(b)+A(c)-~(d)

A(B' C-A+rx ijﬁ\(A B-C+rx bj
(B C- A+ﬁ+cj A(A -C+rx Cj
—A(@)+A(b)-A(c)+A(d)

E C A+ b,j /\((A B-C+rx b')

-C-A+rx ,) A-B'-C+rx ,j
+A +C |,

+

VAN

+
>

—-A —C

burada  a+b=B,c+d=B'veb+c=(B+B')/2=a+d.a ve  a'bilinmeyen

degiskenleri: G matrisinin G, ve G, co-faktorleri esas alnarak hesaplanir. G, =0

esitligi uzun islemlerden sonra;
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M (cos B+2cos B'+2cos AcosC)(cos B cos2a+sin Bsin2a)
=M (1+cos Bcos B'-cos® A—cos’ C),

elde edilir. Burada

M =1+cos* A—cos’ B+2cos AcosBcosC —cos’C +2cos’ Beos’ C

+2cos Asin BsinC +2cosBsin BcosCsinC.

Bu yiizden ;

1+ cosBcosB'—cos* A—cos’ C
cos(2a-B)= =cos W,
cosB+cosB'+2cos AcosC

cos (22— B) = 1+cos BcosB'-cos* A—cos’C ~ cosw
cosB+cosB'+2cos AcosC ’

a=(B+w)/2 ya da (B-w)/2 yazabilirizz.a ve a'agilari benzer degerli ise
T(A,B,C,A B',C) hacim degeri sifir olur. Bu yiizden biz a=(B +w)/2 , a’=(B —w)/2

ya da a=(B-w)/2 , a’=(B+w)/2 olarak aliriz. a=(B + w)/2 olarak secelim. Buradan

da
B+w B-w B+C+-C+w B+C-C'-w
(a)b7c’d): 9 b 9
2 2 2 2
_(B+W B-—w B'+w B'—Wj
2 727 2 7 2
ve

(a\b'c'd") : )

B+w B-w B+C+-C+w B+C-C'-w
2 7 2 2 2

_(B+W B-w B'+w B'—Wj

2 2 2 2
seklindedir. O halde:
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wrimoeane) (52 (5 75

(A+C+7Z'+Wj (A+C+7r—wj
AN —————— |[+A| ————

2 2
(A—C+7z+w) (A—sz—w)
N )TN T S

olur. Burada

1+ cosBcosB'—cos® A—cos? Cj

W = arccos
cosB+cosB'+2cos AcosC

seklindedir.

a nm farkli secgimlerinde benzer formiiller elde edilir. DOortyiizliinlin  hacim
fonksiyonunun ¢6ziimii ve dihedral agilarin uygun secimi , diizenli dortyiizlii ya da ideal

dortytizliide, bu 6rnek se¢imin dogrulugunu gosterir.

Ornek 3.2. Omek l.den OT(A,B,C)hacmi bulunabilir. T(B,2AB,B,2C,B)bir

dortyiizlii olmak tlizere dort tane OT (A, B,C) ortogsemaya boliinebilir. Formiil (3.6)

dan

4H(OT(A,B,C))

=H(T(B,2AB,B,2C,B))

Asenrgolsonr2) (5353

=A(A+6)-A(A-6)+A(C+8)-~(C-9)
—/\(%—B+5 +/\(§—B—§j+2/\(%—5j

1+cosBcosB'—cos’ A—cos’C
cosB+cosB'+2cos AcosC

31



\/cos2 B —sin’? Asin’C | ..
= arctan dir.
cos AcosC

Formiil (3.6)de Schlafli diferansiyel formiilii.

Not:  Ortosemalarin bir diger hacim formiilii ise Lobachevski formiiliinden
yazilabilir(3.6). OT (A,B,C) ortosemast T(7/2,B,C,7/2,7/2,A) dértyiizlisii ile

benzerdir. Bu ylizden teoremden ¢ikarilan formiil:

H(OT(A,B,C))=i[A(A+W)—/\(A—W)+/\(C+W)—/\(C—W)—2/\(W)

7 B+C-A-w 7 B+C-A+w
N ———— | -2A| —————
4 2 4 2

7 B+A-C-w 7 B+A-C+w
2N —————— |- 2A| ——F—mMM ||,
4 2 4

olup, burada

sin AsinC

w= arcsin( ) seklindedir.

COS

Burada Coxeter dortyiizliilerin hacimleri verilmistir. Dihedral agilar1  7z/n,,n; € Z dir.

Biitiin Coxeter dortyiizliilerin hacmi [13] da (Ayrica biitiin n-simplekslerin hacmide
[16] de gosterilmistir.) dort ortogsemaya boliinerek hesaplanmigtir. Formiil (3.14) , 6rnek
3.1. ve formiil (3.8) da biitiin Coxeter dortylizliilerin hacminin diger ¢6ziim yolu

verilmistir[17].
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Cizelge 3.1 Coxeter dortyiizliilerin hacimleri
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BOLUM 1V

4. HIPERBOLIK DORTYUZLU iCiN SCHLAFLI DIFERENSIYEL FORMULU

QeH"(n>2) B,..,P,, tepeli Q, Q’nin e normalli diizlem i¢inde kalan yiizi
olmak tzere Q;=0Q,NQ, (n —2)—y1'jzij, Q; ylzindeki dihedral agis1 6,
1<i< j<n+1 olan bir hiperbolik simpleks olsun. H" deki alinan simpleksler kiimesi

tizerindeki hacim formiiliiniin diferensiyeli;

ﬁi2V0|”2 (Qii)deij Vol, (Qij ) =1 4.1)

i<j

dvol (Q) =

seklindedir. Burada Q;, Q’nin 2-es boyutlu yiiziini, Vol _, (Qij) Q;; ’lerin hacmini,

6; de Q; ’ler iizerindeki dihedral agilar1 gostermektedir[5].

P,

Sekil 4.1. Hiperbolik Dértyiizlii

Schlafli diferensiyel formiiliinii 3-boyutlu hiperbolik uzayda bir hiperbolik dortyiizlii

icin yazilacak olursa;
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4

Vol (2) =3 3. ¥, 6,
I,'j=_
i<j

olur. Burada ¥, Q ’nin ayrit uzunluklaridir[9].

4.1. Hiperbolik Doértyiizliiniin Ayrit Matrisi

Q, P,...,P, tepeli bir hiperbolik dortyiizlii olsun. Bu durumda;

-1 —cosh¥,, —cosh¥,, —coshY¥,,

—cosh¥ -1 —cosh¥,, —coshY¥

M — —COSh\P-- — 12 23 24

[ Udijt.4 | —cosh¥,, —cosh¥,, -1 —cosh¥,,
—cosh¥,, —cosh¥,, -—cosh¥,, -1

matrisi Q dortylizlisiniin ayrit matrisidir.Burada W, =Y, (i# j)dir. M’nin 3x3
tipinde alt matrisleri i—yinci satir ve j—yinci siitunun atilmasindan elde edilir. M’nin

alt matrislerinin ko-faktorleri ise M, seklinde gosterilmektedir(s,t=1,...,4)[9].

n(n+1)

4.1.1. Teorem: (i;tj) ve I,j=1..,n+1 olmak iizere tane

¥, =¥ seklindeki pozitif reel saymmn Q"’nin ayrit uzunlugu olmasi igin gerek ve

yeter sart M = [—cosh ‘Pij] matrisinin asagidaki sartlar1 saglamasidir.
i) detM <0

ii) M ~"’in tiim asli alt matrisleri pozitif tanimlidur.

iii) M, > 0[8].
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4.1.2. Teorem: Q bir hiperbolik dortyiizlii olsun. Bu durumda;

i) —detM >0
i) M, <0, i=1,..,4

sinh Wij MM,
sinf,  +—detM ’

kartlar1 saglanir[9].

iii) ik =14, i< j, k<l

4.1.3. Teorem: Q bir hiperbolik dortyiizlii olsun. Bu durumda;

sinh'¥,sinh¥,, sinh¥ ,sinh¥,, sinh¥ , sinh'¥,, Js 4.2)
sin@, sind,, sin@, sin6,, sing,, sin 6,, —detM '

sartlar1 saglanir. Burada S =M, ,M,,M ;M ,, olarak alimir[9].

4.1.4. Teorem: Q bir hiperbolik dortyiizlii olmak tizere; 2’nin ayrit uzunluklarina

bagli hacim formiilii

4
dvol (Q)=-—= 3" Ad¥, (4.3)
Iii:j]
dir. Burada
. \PijMij,ij lIIis (MisMis,js + MssMis,ij ) i \Pit (MitMit,jt - MttMit,ij)
sinh'Y M sinh ¥, M, sinh ¥
A| _ i Sinh\Pij n \Pjs (M jsMis,js + MssMij,js) n \Pjt (M thit,Jt B MttMij,jt)+
j igjifgtjl /_||\/| | M sinh ¥, M, sinh ¥
(-0 lIIs’[ [Mst (MttMis,js + MssMit,jt)+ Mstht (Mit,js + Mis,jt):|
sinh ¥; M M,
(4.4)
dir[9].
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4.2. Kiiresel Dortyiizliiniin Ayrit Matrisi

Q, P,...,P, tepeli bir kiiresel dortyiizlii olsun. O halde;

1 cosW,, cos¥, cos¥,
cos'V,, 1 cosW,, cos¥,,
M =|cos'¥; | =
List..4 |l cos'W,; cos¥,, 1 cos't,,
cosW,, cos¥, cos¥,, 1

matrisi Q ’nin ayrt matrisidir ve burada ¥; =¥y, (i# j)dir. M’nin 3x3 tipinde alt
matrisleri i—yinci satir ve j—yinci situnun silinmesinden elde edilir. M’nin alt

matrislerinin kofaktrleri ise M, ., seklinde gosterilmektedir (s,t =1,...,4) [9].

n(n+1)

4.2.1. Teorem :(i # j) ve i, j=1,..,n+1 olmak iizere tane W, =¥ e[o,%}

seklindeki pozitif reel saymmin Q" ’nin ayrit uzunlugu olmasi igin gerek ve yeter sart

M :[cos ‘Pij] ayrit matrisinin simetrik pozitif tanimhi ve kdsegen elemanlarmin 1

olmasidir[8].

4.2.2. Teorem: Q bir kiiresel dortyiizlii olsun. Buradan;
i) detM >0
i) M, >0, i=1...4

Y
jify SPFU VMM i 1214 i< k<] 9],
sin g, vdetM
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4.2.3. Teorem: Q bir kiiresel dortyiizlii olsun. Bu durumda;

sinh¥,sinh¥,, sinh¥ sinh¥,, simhY¥  sinh¥, JP

= 4.5
sin @, sin G, sin 6, sin @,, sin @, sin 6, detM (#)

kural1 gegerlidir. Burada P =M ;M ,M ;M , [9].

4.2.4. Teorem: Q bir kiiresel dortyiizlii olsun. Q ’nin ayrit uzunluklarina bagli hacim

formiilii
1 4
dvol (Q) =3 DAY (4.6)
|I51
dir. Burada
lPijMij,ij + \Pis (MisMis,js + MssMis,ij ) n \Pit (MitMit,jt - MttMit,ij )
sin', Msin'¥ M, sin'¥
A _ 24: Sianij 4 \Pjs (M jsMis,js + MssMij,js) n lPjt (M thit,jt - M“Mij,jt) +
j g |M| Mg sin¥, M, sin'¥
() \Pst I:Mst (MttM is, js + MssMit,jt)+ Mstht (M it, js + Mis,jt ):I
sin ;M M,
4.7)
seklindedir.
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BOLUM 1V
SONUC VE ONERILER

Bu calismada hiperbolik dortyiizlii i¢in hacim hesaplamalar1 Lobachevski fonksiyonu ve
Schlafli diferansiyel formiiliine dayanilarak verilmistir. Daha ileri ki asamalarda
Hiperbolik dortytizliilerin hacim formiilleri tepe agilarina bagh olarak da yapilabilir. Bu

konuda ¢alismalarimiz devam etmektedir.
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