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OZET

I',(m) NiIN PSL(2,R) DEKi NORMALLIYENIN ALT YORUNGESEL
GRAFLARI

TIRYAKI, Siikrii
Nigde Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Yrd. Dog¢. Dr. Serkan KADER

Agustos 2011, 49 sayfa

Bu ¢alismada I'j(m) nin PSL(2,R) deki normalliyeni Nor(m)nin yapist incelendi. N

karesiz bir pozitif tamsay1 oldugu durumda Nor(m) nin alt yoriingesel graflarinda

kendisiyle eslesmis kenar sartlar1 belirlendi ve devre sartlari ile ilgili ortaya ¢ikan

kongriians denklemlerinin ¢6ziim kiimelerine dair sonuglar da elde edilmistir.

Anahtar sozciikler: Normalliyen, Grup hareketi, Alt yoriingesel graflar, Kendisiyle eslesmis kenar.
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SUMMARY

SUBORBITAL GRAPHS FOR THE NORMALIZER OF I'j(m) IN PSL(2,R)

TIRYAKI, Siikrii
Nigde University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assistant Professor Dr. Serkan KADER

August 2011, 49 pages

In this thesis, the structure of normalizer of I'j(m) in PSL(2,R) is examined. Self-
paired edge conditions on suborbital graphs for/\/'or(m) are determined when m is a

square-free positive integer. Also some results are obtained on solution sets of

congruence equations connected with circuit conditions.

Keywords: Normallizer, Group action, Suborbital graphs, Self-paired edge.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Kompleks sayilar kiimesi

: Genisletilmis kompleks sayilar kiimesi ( Riemann Kiiresi)

: Euler fonksiyonu
: Modiiler grup

: T nin m | ¢ olan bir alt grubu

: T'y(m) nin PSL(2,R) deki normalliyeni

: Gergel katsayili, lineer, kesir dontistimlerinin grubu
: Genisletilmis reel sayilar kiimesi

: Genigletilmis rasyonel sayilar kiimesi

: C de iist yar1 diizlem

: A grubu B grubunun alt grubudur
: B alt grubunun A4 daki indeksi

: a sayis1 b sayisini boler

: a sayis1 b sayisini bolmez

: a say1s1 b sayisinin bir tam bolenidir

: n say1s1 (a—b) sayisini boler

: a ile b sayisinin en biiylik ortak boleni
: F klimesinin i¢i

: x noktasmin G -ydriingesi

: x noktasmin G deki sabitleyeni
: E kiimesinin hiperbolik alan1

: Parcaly, siirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik uzunlugu
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BOLUM I

GIRIS

19. ylizyilin sonlarma dogru ayrik gruplar teorisine temel teskil edebilecek bazi 6nemli
sonuclar ilk defa Henry Poincare tarafindan goz oniine getirilmis ve eliptik fonksiyonlar
teorisinin  genellestirilmesi i¢in kullanilmistir. Fuchsian gruplar1 adi verilen ve
sistematik caligmasini Henry Poincare’nin gelistirdigi bu ayrik gruplarm invaryant
biraktig1 fonksiyonlar {izerinde bir¢ok bilim adami ¢alismalar yapmustir. Lineer kesirli
doniisiimler grubu ozellikle 19. yiizyilda Oklid olmayan geometriler ve Invaryant
teorinin kesfiyle birlikte biiyiilk 6nem kazanmis, topolojik grup yapisina uygun olmasi
nedeniyle gerek analiz, gerekse cebirsel yOntemlerle derinlemesine incelenmistir.
Eliptik egrilerin aritmetigi, tam kuadratik formlar ve eliptik modiiler fonksiyonlar
teorilerindeki 6nemi nedeniyle I' Modiiler grubunun modiiler grubunun kongriians alt
gruplar1 iizerine ¢alismalar yapilmistir. Son yillarda sayilar teorisinde de I' modiiler
grubunun kongriians alt gruplar1 Pierre de Fermat’mn 1637 yilinda ifade ettigi son

teoreminin ispatinda oldukc¢a dnemli bir yer teskil ettigi gériilmektedir.

I'y(m) nin PSL(2,R) deki normalliyeni tizerine ilk ¢alisma F.C. Klein ve R. Fricke

tarafindan yapilmig, 1951°de B. Schoeneberg ve 1964’te J. Lehner ile M. Newman

tarafindan I'j(m) nin Weierstrass noktalarini bulma probleminin normalliyene bagl

oldugu ifade edilmistir. Daha sonra 1970’te A.O.L. Atkin ile J. Lehner calismalarinda
normalliyenin 6nemi vurgulamis ancak normalliyenin elemanlarimin net bir sekilde

karakterize edilmesi J. H. Conway ve S. P. Norton tarafindan verilmistir.

1973 yilinda Bernd Fischer ve Bob Griess’in, bagimsiz olarak, mertebesi
2%.3%.5%.7°.11-13°-17-19-23-29-31-41-47-59-71

olan yeni bir basit M grubu i¢in deliller iiretmesi ve 1982 de Robert L. Griess’in

varligin ispatlamasinin ardindan bu yeni basit grubun 6zellikle I' () nin PSL(2,RR)

deki normalliyeni ile ilgili olmas1 normalliyeni tekrar 6n plana getirmistir.



J. H. Conway ve S. P. Norton 1979 da bu basit M grubunu Monster olarak
adlandirdiklar1 ¢alismalarinda normalliyenin elemanlarma son seklini vermislerdir.
Daha sonra A.P. Ogg | M| yi bdlen p asallar1 igin PSL(2,R) deki normalliyenin
belirledigi fonksiyon cisminin sifir cinsine sahip oldugunu gosterdi. A. Pizer bu
asallarin, 2- agirlikli modiiler formlarla quaternion cebir teta-serisini iliskilendiren

Hecke konjektiiriinii saglayan yegane asallar oldugunu gosterdi.

1970 yilinda Heinz Helling m karesiz oldugunda normalliyen gruplarmin maksimal
ayrik gruplar oldugunu ve I' modiiler grubu ile orantili olan her ayrik A grubunun bu
gruplardan birine eslenik oldugunu gosterdi. Ayrica A ile belirlenen fonksiyon cisminin
cinsi sifir ise normalliyen 1ile belirli fonksiyon cisminin cinsi de sifirdir ve eslenik
yapan her eleman p, g ver ortak ¢carpaniolamayan tamsayilar olmak tizere

zZ—> pzrq

r

bi¢imindedir.
Normalliyen, PSL(2,R) nin ayrik bir alt grubu ve sonlu tiretilmis oldugundan topolojik
ve geometrik 6zelliklerini veren bir simgeye sahiptir. Bu simge problemi bir bakima bir
ayrik grubun kimligidir. Simgedeki parametreler; grubun cinsi, iiretici eliptik
elemanlarin mertebeleri ve parabolik smif sayisidir. Simge problemi ayrik gruplar
iizerine ¢aligsan bilim adamlarinin daha fazla ¢aba sarf etmelerini gerektirmektedir. 1981
de m nin karesiz olmas1 durumunda simge problemini C. Maclachlan ¢6zmiistiir. Fakat
m nin keyfi olmas1 durumu hala agiktir. Sayet her m sayisi i¢in simge bulunabilirse
bunun M basit grubu ile nasil bir baglantis1 oldugu da ayr1 bir durumdur. Ancak 1992
yilinda M. Akbas ve D. Singerman normalliyenin parabolik sinif sayis1 verdiler ve 3, 4
ve 6 mertebeli eliptik iiretici elemanlar tam olarak belirlediler. Dolayisi ile geriye 2

mertebeli iiretici elemanlarin sayisini ve g cinsini bulmak kalmistur.

Bu calismada I'j(m)nin PSL(2,R) deki normalliyenin alt yoriingesel graflari

arastirilmistir. Bolim I1 de temel kavramlar verilmistir. Bolim III te ise normalliyenin
alt yoriingesel graflarindaki ikili devre sartlar1 incelenmistir ve m nin 6zel bir durumu

icin kenar sartlar1 verilmistir.



BOLUM II
TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Topolojik Gruplar

Tanim 2.1. (G,-) bir grup ve ayn1 zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde

VM:GxG—> G

iym:G—— G

g——>g‘]

dontistimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.

Tanim 2.2. G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu takdirde

NGxX—> X
(g,x) - /\(g,x)=:g/\x

siirekli bir doniisiim ve

() gA(hnx)=ghax , gheG, xeX

(ii) enx=x,eeG, xeX

sartlar saglaniyorsa [G, X, A] iglisine veya [G, X ] ikilisine bir topolojik déniisiim

grubu adi verilir. Bu durumda G ye X iizerinde hareket eder veya G ye X lizerinde bir

hareket grubu denir.

Onerme 2.3. [G, X] bir topolojik déniisiim grubu ve x,yeX olsun. Bu takdirde
xry<<>dgeG: gx=y

seklinde tanimlanan ~ bagintis1 X lizerinde bir denklik bagintisidir.

Tamm 2.4. "=" bagmtisinin denklik smiflarina hareketin yériingeleri denir. Ayrica
xeX noktasini igeren yoriingeye x-in yoriingesi denir ve bu Gx:={gx|geG}

kiimesidir.



Tamm 2.5. G, X iizerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi olsun. gx = y olacak bigimde

bir g € G elemani varsa G ye X tizerinde transitif olarak hareket ediyor denir.

Bu tanimma gore hareket transitif ise Vxe X icin Gx=X elde edilir. Yani bir tek

yoriinge vardir. Yoriinge grubun transitif olarak hareket ettigi kiimedir.

Onerme 2.6. [G, X] bir topolojik doniisiim grubu olsun. p: X —>% doniisiimiinii
x — Gx

g0z Oniine alalim. Bu durumda

"U c f% aciktr ;<> p'(U)c X agiktir "

tanimu ile verilen ag¢ik kiimelerin topolojisi ile /% ye bir yoriinge uzayr diyecegiz. p

dontistimii acikea siireklidir ve projeksiyon olarak adlandirilir.

Tamm 2.7. G bir grup ve H<G olsun. H alt grubuna gore sag ve sol denklik siniflarmin

sayist aynidir. Bu sayiya H alt grubunun G igerisindeki indeksi denir ve |G:H | ile

gosterilir.

Tamim 2.8. G, X lizerinde hareket etsin ve xeX olsun. G, :={g € G| gx = x} kiimesine

x noktasinin sabitleyeni denir.

Tanmm 2.9. G bir grup olsun. C:={ge G|VxeG icin gx=xg} kiimesine G nin

merkezi denir.

Tanim 2.10. G bir grup olsun. G =(a) olacak sekilde bir a € G varsa G ye bir devirli
grup denir.

Tamm 2.11. G bir grup ve H <G olsun. N (H):= {g eG| gHg ' = H} kiimesine H

nin G deki normalliyeni denir. Normalliyen, H y1 normal alt grup olarak iceren en

biiytik kiimedir.

Tanim 2.12. N €Z olmak iizere p°|N olacak sekilde bir p asal sayis1 yoksa N ye

karesiz denir.



Tamm 2.13. Bir 7 doniisiimiiniin periyodu ( veya mertebesi) T" =1 esitligini saglayan

en kiiciik pozitif tamsayidir. Boyle bir m yoksa T ye sonsuz periyotludur denir.

Tanim 2.14. NeZ icin 1<a< N ve (a,N)=1 olan a tamsayilarinin sayis1 ¢(N)ile

gosterilir. Bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir.

m= p/'p;..p: ise bu takdirde

g Oy B A0S

2.2 Oklid Olmayan Kristalize Gruplar

dir.

1) Gile C,:=Cu{wx} genisletilmis kompleks diizlemin

(A) {z—) a2+2 | a,b,c,d e R ve ad—bc:l}
cz+

(B) {z—)af +2 | a,b,c,d eR ve ad—bc:—l}
cz +

bi¢cimindeki  doniisimlerin  grubunu  gdsterelim. ¢ nin  her bir elemani

U= {z eCl|Imz> 0} iist yar1 diizlemin kendi iizerine bir konform veya ters konform

homeomorfizmasidir.

(A) bicimindeki doniisiimlerin grubunu PSL(2,R) ile gosterecegiz. Bu grup G de 2

indeksli bir alt gruptur. ¢/ nun her konform homeomorfizmi PSL(2,R)dedir [13].

G iizerinde bir topolojik yap1 asagidaki bi¢imde olusturulabilir:

T = {(a,b,c,d ):ad —bc = il} cR* alt kiitmesini alalim. Bu alt kiime tizerinde R* deki
adi topolojinin kondurdugu alt uzay topolojisini gz 6niine alalim. Bu 7 alt uzayinda
(a,b,c,d) ile (-a,—b,—c,—d) noktalarim dzdeslestirirsek G, 6zdeslik topolojisi ile bir
topolojik grup yapisina sahip olur. G topolojik grubu PSL(2,R) ve G \PSL(2,R)

olmak tizere iki bilesene sahiptir.



Katsayilar1 reel ve determinanti 1 olan 2x2 tipindeki matrislerin grubunu

b
SL(2,R):{((1 ]:a,b,c,deR, ad—bCZI}
c d
ile gosterelim. SL(2,R) nin kendi merkezi {*I} ile bolimiinden

PSL(2,R) =SL(2,R)/{+I}

grubu elde edilir. Burada
a b -a -b
ve
c d —-c —d
elemanlar1 6zdes olarak ayni kabul edilir ve ayn1 elemanla temsil edilir.

PSL(2,R) grubu U= { zeC:Im(z) > 0} iist-yar1 diizlemi iizerinde

a b az+b
1 Z—>
c d cz+d

ile hareket eder.

U st yar1 diizlemi, Oklid olmayan (hiperbolik) diizlemin bir modeline asagidaki
bigimde doniistiirtilebilir:
Bir yay elemaninin ds hiperbolik uzunlugu

) dx* +dy*

2

y

ds

ile tanimlanir. Boylece parcaly, siirekli, diferansiyellenebilir bir C egrisinin hiperbolik

uzunlugu

(C):= [ ds =j—\’dx2y+dy2

ve Olctilebilir bir £ kiimesinin hiperbolik alani

mm;g

olarak tanimlanir. Yukaridaki metrigin geodezikleri, reel eksene dik yar1 cemberler ve

dxdy
y2

yar1 dogrulardir. Bunlar hiperbolik dogrular olarak adlandirilir.



U Tst yar1 diizlemde iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik, bu iki noktay1 birlestiren
bir tek hiperbolik dogru pargasinin uzunlugudur. Bu metrikle tanimlanan topoloji,
bilinen Oklid topolojisine es degerdir. Yani bir topolojideki acik kiime, diger topolojide
de aciktir. Hiperbolik uzaklik ve alan PSL(2,R) nin doniisiimleri altinda invaryant kalir
[13].

Sekil 1.1 Hiperbolik dogrular

2)  PSL(2,R) nin elemanlarinin klasik siniflandirilmasi sabit nokta kiimelerine gore

b
yapilir. Buna gore (a d] seklindeki keyfi bir eleman iz (trace)’ine gore

c

|a + d| =2 1se parabolik
la+d|>2 ise hiperbolik
la+d| <2 ise eliptik

bigiminde smiflandirilir.

Buna gore bir parabolik eleman ¢/ nun siir1 iizerindeki bir sabit noktayla, bir hiperbolik

eleman U nun smir1 tizerindeki iki sabit noktayla ve bir eliptik eleman U/ daki bir sabit

noktayla hareket eder.

Tamm 2.15. 7, ve T, , PSL(2,R) grubunun herhangi iki elemani olsun. 7, =TT,T"

olacak sekilde bir 7' e PSL(2,R) eleman1 varsa 7; ve T, birbirinin eslenigidir denir.

Onerme 2.16. T, ve T, birbirinin eslenigi iseler ayni tiptendirler.



Tanmm 2.17. A, PSL(2,R)nin bir alt grubu olmak iizere I-birim matrisinin UNA={I}
sartin1 saglayan bir U-komsulugu varsa Aya PSL(2,R) nin bir ayrik alt grubu veya

Fuchsian grup adi vertilir.

Her sonlu iiretilmis Fuchsian grubu da asagidaki gibi bir gosterime sahiptir:

Ureticiler : a,,b,,...,a,,b, (hiperbolik)
X,...x.  (eliptik)
p]a'-'aps (parabOIil()

Bagmtilar : x" =...=x"" = H a'b Hx Hpk =1
Jj=1

[s)

Simge: (g ; my...,m. ;s ).

Burada g-grubun cinsini, m;- lretici eliptik elemanlarin mertebelerini ve s-parabolik
sinif sayisini temsil etmektedir. Simge, tizerinde c¢alisilan grubun invaryantlarini ortaya

koymas1 bakimindan son derece dnemlidir [5].
Tanmim 2.18. A bir Fuchsian grubu olsun. Bu takdirde

() UT(F)=U (i) VT e A\{I} igin FNT(F)=.

TeA

sartlarini saglayan F kapali kiimesine A i¢in bir temel bolge ad1 verilir.

Tanim 2.19. X bir baglantili, Hausdorff topolojik uzay1 olsun. Bir 4 < X ve B ¢ C
acik alt kiimeler olmak tizere ¢ : 4—B homoemorfizmasma X iizerinde bir kompleks

kart ve (A4,) ciftine X in bir koordinat komsulugu denir.

Tanmm 2.20. Eger ¢, o(pz_l 10y (A4, N Ay) > ¢ (4 N A4,) fonksiyonu holomorf ise

(4,9, ve (4,,9,) koordinat komsuluklart uyumludur denir.

Tamm 2.21. Koordinat komsuluklarinin bir (4,,¢; );c; ailesini alalim.

(1) X= u(4)

(2) V(ij)elxl i¢in (4;,¢; ) ile (4;,¢; ) uyumludur,



kosullarinmn saglanmas: halinde (4;,¢; )ic; ailesine bir ¢rtiim adi verilir. Iki 6rtiimiin

birlesimlerinin de bir 6rtiim meydana getirmesi halinde bu ortiimler esdegerdir denir.

Bu ortiimlerin kiimesi iizerinde bir denklik bagmtisi tanimlanir ve denklik smifina da bir

kompleks yapi ad1 verilir.

Tanmm 2.22. (Riemann Yiizeyi). Bir baglantili Hausdorff topolojik uzayma bir

kompleks yapiyla birlikte bir Riemann yiizeyi ad1 verilir.

Her noktasinm bir komsulugu R’ nin bir agik alt kiimesine homeomorf olan bir
baglantilit Hausdorff uzayina bir yiizey ad1 verilir. Eliptik eleman icermeyen keyfi bir A-
Fuchsian grubu da PSL( 2,R) nin bir alt grubu olarak ¢/ {izerinde hareket eder ve

boliim topolojisi ile meydana gelen boliim uzayi bir yiizeydir. Diger taraftan / daki
kompleks yap1 Z/%\-yﬁzeyine transfer edildiginde bir Riemann ylizeyi elde edilir. Eger
A eliptik eleman igeriyorsa sonu¢ yine bir Riemann yiizeyidir, ancak bu durumda
U —>% izdiisimii dallanmistir. Ancak olusan yiizey kompakt degildir, bunu

saglamak i¢in U/ yerine U U {oo} alinir [13].

Teorem 2.23. Her basit baglantili Riemann ylizeyi asagidakilerden birine konform

esdegerdir [13]:

(i) C_-Riemann Kiiresi
(ii) C-Kompleks Diizlem
(iii) ¢/-Ust Yar1 Diizlem.

Bu Riemann yiizeylerinin otomorfizm gruplar1 asagidaki gibidir;

Teorem 2.24. [13].
(i) Aut(C_)=PSL(2,C)

(ii) Aut(C)z{z —>az+b:a,beC,a+ 0}

(iii) Aut(i/)=PSL(2,R) .

Teorem 2.25. % kompakt ise A parabolik eleman icermez [13].



2.3 PSL(2,R) deki Parabolik ve Eliptik Altgruplar

Teorem 2.26. PSL(2,R) nin bir parabolik (eliptik, hiperbolik) elemaninin PSL(2,R)

deki merkezleyeni, ayni sabit nokta kiimeli tiim parabolik ( eliptik, hiperbolik )

elemanlardan meydana gelir [7].
Teorem 2.27. Her Abel, Fuchsian grup devirlidir [13].

Tanim 2.28. A bir Fuchsian grup olsun. A nin birim elemandan ve parabolik (eliptik)
elemanlardan olusan devirli bir maksimal alt grubuna A nin bir parabolik (eliptik) alt

grubu denir.

Tanmm 2.29. Bir A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) alt gruplarmm eslenik

siniflarmin sayisma A Fuchsian grubunun parabolik (eliptik) sinif sayisi denir.

Tanmim 2.30. A bir Fuchsian grup olsun. Bir re Q=Qu {0} noktast keyfi
verildiginde y (r) =r olacak sekilde bir y € A parabolik elemani bulunabiliyorsa, bu

noktaya A Fuchsian grubunun bir parabolik noktas: veya cusp’1 denir. y nin parabolik

noktalarinin kiimesine y nin cusp kiimesi denir.

Benzer sekilde zel{ noktasi keyfi verildiginde o (z)=z olacak sekilde bir o € A

eliptik elemani bulunabiliyorsa bu noktaya , A nin bir eliptik noktas: ad verilir.

2.4 Modiiler Grup

PSL(2,R) nin iizerinde en ¢ok ¢aligilan alt grubu olan Modiiler grup,
I'=PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{iI} = {z —>1z:Te SL(Z,Z)}

ile tamimlanir. Simdi PSL(2,R)nin

0 ) o5 ()
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elemanlarin1 g6z Oniine alalim. X, 2-mertebeli bir eliptik eleman, Y 3-mertebeli bir
eliptik eleman ve Z bir parabolik elemandir. I', X ile Z ve X ile Y =XZ tarafindan
uretilir.

F:{(x,y)e]Rz:xz+y221,|x|£% , y>0}

kiimesi I'-modiiler grubu i¢in bir temel bolgedir.

v

A

-2 -1-12 0 121 2

Sekil 1.2 T nin F temel bolgesi

Simdi de T" nin cusp kiimesi Q::Qu{oo} iizerindeki hareketini inceleyelim. Q nin

elemanlar1 (x,y)=1 olmak iizere * olarak yazilabilir. Burada 0026:_6 drr.
y

— oldugundan bu gosterim tek tiirlii degildir. 7 € I ise

X ax + by —X —ax—by ax+by X
y cx +dy -y —cx—dy cox+dy y

oldugundan I' nin Q tizerindeki hareketi iyi tanimlhidir.

Eger (x, y)=1 ve ad —be =1 ise 22

indirgenmis formdadir.
cx+dy

11



+ by
cx+dy

Aksini varsayalim; indirgenmis formda olmasin. Buna goére n|ax+by ve

nlcx+dy olacak sekilde bir neZ elemani vardwr. Bu durumda £,/e€Z igin

ax + by =kn ...(1)ve cx + dy =/(n ... (2) dir.

(1) esitliginin her iki tarafi d ile (2) de —b ile ¢arpildiginda
(ad —bc)x = (kd —bl)n D
ve benzer sekilde (1) esitligi —c ve (2) esitligi a ile carpildiginda

(ad —bc)y = (al—ck)n (ID)
elde edilir. (I) ve (I) den n

x,y celiskisi elde edilir.

Modiiler grubu iiggen gruplarm bir {iyesi olarak ele almakta miimkiindiir. Bir iiggen

grup (¢, m,n)ile gosterilir, burada ¢, m,n € Zveya o dur, ve
{x,y,z:x/‘ =y" =z :xyz:l}

bagintisina sahiptir. Geometrik bir yorum i¢in, bir X uzayinda %,l,z acili bir 7-
m n

icgeni goéz Oniine almmalidir, burada X kiire, Euclid diizlemi ya da hiperbolik

diizlemdir. Bu durumda 7 nin kenarlarinda X in yansimalar: tarafindan tretilen grup 2-
indeksli bir alt gruba sahiptir ve (f, m, n) ye izomorf konform doniisiimlerden meydana

gelir. X uzayr /,m,n tamsayilar1 tarafindan belirlenir;

l+l+l>1 ise Kiire
m n
I 1 1 . A .
—+—+—=1 ise Euclid Diizlemi
m n
1

—+ l + l <1 ise Hiperbolik Diizlem
{ m n

I" y1 bir tiggen grup olarak ele alirsak, I" = (2,3,0) izomorfizmasi elde edilir.

12



Teorem 2.31. I , @ iizerinde transitif olarak hareket eder.

. C A
Ispat. —eQ ;- #
p 7 Q

2

o Q
o Q
Ul o

ve (a,b)=(c,d)=1olsun. Bu durumda af-bax=1 ve

co -dy =1 olacak sekilde «, 3,0,y € Z tam sayilar1 vardir. Burada &(z) =
cz+y .

z)= eklinde tanimlanirsa )=

) dz+06 ’ d ( )

az+a

\

bz+ f

ve n(oo):g olacak sekilde bir
Q= 775_1 e’ doniisiimii vardir. Dolayisiyla I, Q iizerinde transitif olarak hareket
eder.

S Q

Teorem 2.32. I' nin oo noktasinin sabitleyeni I sonsuz devirli bir gruptur.

Ispat. TeT ve T(w0)=o0 olsun. T(z)= az+b

ise T(0)=c oldugundan c=0 ve
cz+d

ad =1 dir. Buradan T(Z)=§Z+g=azz+m=z+m (m=b veya m=-b) bulunur.

11
Dolayisiyla U(z)=z+1 olmak iizere T = <(0 1]> dur.

Not. Burada 7 doniistimii kolaylik olmasi i¢in 7" ye karsilik gelen matris almacaktir

2.5 Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplar

Tamm 2.33. m pozitif tamsay1 olmak tizere I nin temel kongriians alt grubu

b
F(m)::{(a d]ef|aEdEImodm,bECEOmodm}
c

ile tanimlanir. I' nin ['(m)-temel kongriians alt gruplarmi igeren herhangi bir alt

kiimesine kongriians alt grubu denir. Uzerinde en ¢ok calisilan bazi kongriians alt
gruplari;

I (m):= a b el'|a=d=1modm, c=0 modm
c d
a b 0 a b
Fo(m)::{(c djef |cs0 modm}; F(m)::{(c d]ef|b50modm}

gruplaridir.

13



Ayrica I'(m)<I” nin normal bir alt grubudur, dolayisiyla I'( m ), I' j(m) ve T, (m) nin de

normal alt grubudur. Diger taraftan I', (m) <", (m) dir. Buna gore indeksler m >2 igin

F:F](m)|=m72H(l—#],

p‘m

po(m) =|T: Ty (m)| = mH(l +%j ,

p‘m

pim) _m (1
T._|r.r(m)|_ 21;!(1 p2]
dir.
m=2 durumunda |[[':T((2)|=3, |:T,(2)|=3, | :I(2)|=6 bi¢imindedir. m>2 i¢in
20 m)| _m ( 1] p(m)
L, (m):T,(m)| = =—llll-—|=/—";
[Ty (m): T, (m) AEES] 21;”[ S
I':.T
T, (m) :T(m)| = % =m

dir.I'j(m), I',(m) ve I'(m)’nin cusp kiimesi de Q dir [24].

Teorem 2.34. I /(m) nin Q iizerindeki hareketi transitif degildir.

Ispat. Aksini varsayalim ve 0, € Q secelim. Bu durumda
a b)(0) (1
em d)\1) |0
N
olacak sekilde bir ( ] eI',(m) eleman vardir.
cm d
Bu esitlikten b = 1 ve d = 0 elde edilir. Determinant g6z oniine alindiginda bunun ¢ = -1

a
ve m =1 olmasiyla, diger bir ifadeyle ancak ( ]e I' olmasi durumunda miimkiin

cm

oldugu goriiliir.

14



2.6 Temel Bolgenin Cinsi

Bir kompakt, yonlendirilebilir X- Riemann ylizeyini gz Oniine alalim. X de reellerin
kapali birim araliginin bir homeomorf resmine X iizerinde bir basit yay (simple arc) adi
verilir. Bir yaym bitim noktasi ile bir sonrakinin baslangi¢ noktasmin birlesimiyle

olusan yaylarin sonlu bir dizisine X iizerinde bir egri (curve) denir.

Bir egrinin baslangic noktasi ile bitim noktasi ¢akisiyorsa bu egriye bir kapali egri ad1
verilir. Oklid diizlemindeki bir kapali dairenin X deki bir homeomorf resmine X

iizerinde bir poligon adi verilir.

Simdi 3, X tizerinde sonlu sayidaki noktada kesisen sonlu sayida egrinin meydana
getirdigi bir sistem olsun. Ayrica 3 nin biitlinleyenlerinin baglantili bilesenlerinin
kapanislar1 poligonlar olsun ve kesisimleri de ya tek bir nokta ya tek bir kenar ya da bos

kiime olsun. Egrilerin boyle bir sistemine X in bir poligonal ayrismasi denir.

Bir poligonal ayrismada meydana gelen kose, kenar ve yiiz’lin anlam1 agiktir. Bunlarin

sayisini sirastyla v,e ve f ile gosterecegiz.
Teorem 2.35. X in her poligonal ayrismasinda v—e + f sayis1 invaryant kalir [24].

Tanum 2.36. g:zl—%, kesisimleri bos olan ve X i ayristirmayan kapali

egrilerin maksimal sayisidir. Bu 6nemli topolojik invaryanta X in cinsi (genus) denir.
Teorem 2.37. T',(m) kongriians alt grubunun temel bolgesinin cinsi

g=1+2020 "o % ODx

dir. Burada

0 , 9|m 0 , 4m
£, = —_3 . , &= __1 -
g(n(pn , 91 g@{pﬂ , 41

dir ve o, = Zqo ((t, ”% )) bicimindedir . ¢ -Euler fonksiyonu olmak iizere,
t|m
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0 , p=2 0 , p=3

(_—1]:: I , p=lmod4 |, (_—3]:: I , p=Ilmod3
-1 , p=3mod4 -1 , p=2mod3

dir [24].
m< 25 i¢in elde edilen sonuclar1 verelim;
g=0 m=1,...,10,12, 13, 16, 18, 25 i¢in;

=1 m=11,14,15,17,19, 20, 21, 24 i¢in;
g=2 m=22,23 i¢in.

2.7 Baz1 Kongriians Alt Gruplarinin Normalliyenleri

Teorem 2.38. I'(m)’nin PSL(2,R) deki normalliyeni I" dur.

Ispat. N, T'(m)’nin PSL(2,R) deki normalliyeni olsun.
I'(m)<I' < PSL(2,R)

oldugundan, I'< X. Ancak N, PSL(2,R) de dongiisel-olmayan bir Fuchsian grubunun
normalliyenidir, dolayisiyla o da Fuchsian’dir. Fuchsian gruplarinin sonlu indekse sahip
tiim alt gruplarinin bir smiflandirmasini bulabiliriz, buradan I nin herhangi bir Fuchsian
grubunun sonlu indeksli bir alt grubuna karsilik gelmedigi goriiliir. Diger taraftan I y1
sonsuz-indeksli bir alt grup olarak igeren hi¢cbir G-Fuchsian grubu yoktur, aksi halde G
nin herhangi bir temel bolgesinin alan1 0 olurdu. Sonug olarak I'< N olamaz, I'= N elde
edilir.

I'y(m), m+4

Teorem 2.39. I';(m) nin PSL(2,7Z) deki normalliyeni
I_10 (2)a m= 4

Ispat. T,(m)nin PSL(2,Z) deki normalliyeni N olsun. I';(m)<T,(m) oldugundan

I'y(m) < N. Tersini gosterelim.

(a b] (1 1]
A= eN ve el’,(m)
c d 0 1

alalim. Buradan,
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AllA“ r
0 1 el’,(m)

ve daha agik yazildiginda,

ad —ac—bc *
> el \(m)

cd—c —cd —-bc+ac+ad

boylece,
I—ac *
2 el'}(N)
— l+ac
buna gore,
—c> =0(modm) ve 1—ac=1+ac=1(modm) yada
—c> =0(modm) ve 1—ac=1+ac =-1(modm)

Birinci durumda —c?> =0(modm) ve ac=0(modm) kongriianslarmdan  m|c® ve

mlac. Eger (a,m)=1 oldugunu gosterirsek, m|acoldugundan m|c, dolayisiyla
aradigimiz neticeyi 4 € I’ j(m) ‘yi elde etmis oluruz. Siiphesiz (a,m)#1 ise 3 peP oOyle

ki pla ve plm. m|c® oldugundan p|c? ve p-asal oldugundan p|c olur. Ancak

p la ve p | ¢ olmast ¢eliskidir, ¢iinkii (a, c)=1 dir.

Ikinci durumda 1—ac=—1(modm) ve l+ac=-1(modm) denklemlerinden
2=-2(modm) elde edilir. Béylece m| 4 yani m=1, 2, veya 4 olur. Bu durumlarda
I'y(m)=TI,(m) , dolayisiyla normalliyenlerin swrasiyla I",(1),I",(2) ve I';(4) e karsilik

geldigi goriiliir.
Teorem 2.40. I' (m) nin PSL (2,R) deki normalliyeni

ae %

Nor(m) = s ade’ _bc%2 =e>0
cm
A de

dir. Buradaki biitiin harfler tamsay1, e|| %2 ve h, hz‘m sartin1 saglayan 24’°{in en biiyiik

bolenidir. (r]|s yani "r, s’nin bir tam bdlenidir :<:>(r, A ) =1 dir).
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Oncelikle T,(m) nin PSL(2,Z) deki N Olpg1 (2.7, (m) -normalliyeninin nasil elde

edildigini gosterecegiz.
Lemma 241. m=0°g>1 veg-karesiz olsun. Bu durumda o nm

N gy (2.2, (m) =T (m/A,) esitligini saglayan bir A, bdleni mevcuttur.

a b
Lemma 2. 42. Her A4 :(

d]el“o(m) ve o i¢in ¢|(d-a) kosulunu saglayan bir
cm

€-boleni mevcut olsun. Bu durumda €| A, dir.

Newman yaptig1 ispatlarla A =h oldugunu gosterdi ve ayrica yukaridaki lemmalar:

kullanarak Teorem 2.43 {in ispatin1 da yapmuistir.

Teorem 2.43. m — 2a3ﬂm0 > 1’ (m0,6) =1 ve u=min (3,[%}] , V= min (L[g}] Ve

ayrica  [x], <x olan en biiylik tam say1 olmak tizere N orpg (55 (m) =T, (221; ] dir

[18].
Simdi Teorem 2.40 1n ispatin1 verelim.

Teorem 2.40 1n ispati: M-normalliyenin keyfi bir elemant olsun ve matris gosterimi

olarak da M = (oc g] € PSL(2,R) alalim. Bu takdirde

y
11 1- 2
M M= T e, (m) (1)
0 1 -y° l+ay
11 1 -mf3’
M A e P O @)
m 1 mo 1-mpBo

gl

dir. (1) ve (2) den a=~ut, , B= %; , &=Jgt, , y=+st, dir. Burada

u,t,a,b, 0,k g t,s, 1, hepsi birer tam sayy; (a,b)=(a,k)=(b,(,)=1 ve

u, s, g, a, b karesizdir. (2) de mp® bir tam sayidir. Bu yiizden
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bk | m 3)

elde edilir. oy bir tam say1 oldugundan u=s ve B¢ bir rasyonel say1 oldugundan

‘/ g% bir rasyonel sayidir, bu ise g=ab esitligini verir, ¢iinkii g, a, b karesizdir.

al
¢ -1
M = Vut \/;k

Jut, ~abt,

det M=~luabt 1, - /u%%zzzl (4)

olur. Buradan

Bu yiizden

kJabt t, - /u%aez:k BN kzuatftj+u%z$£§—2kéleztlzzua=k2

bulunur. Bu u%(?@ nin bir tam sayr olmasi gerektigini sdyler ancak

(a,b)=(a,k)=1 oldugundan a=1 olmak zorundadur.

(4) kullanildiginda

Jubtt, —\/zéﬁz =1
b k

elde ederiz. Boylece

b\/;tltZ _\/;i_lgz = \/Z = \/;(btltz _%62] = \/Z
dolayisiyla \/z = _ bir rasyonel sayidir. u ve b karesiz oldugundan u=b

esitligi elde edilir. Buna gore

‘
M= u ke (5)

Nut, ~ut,
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u=b oldugundan (3) den mEO(mod ukz) dir. Oyleyse q karesiz olmak iizere
m=oc’q dur. o’q EO(mod ukz) ve o’,m yi bdlen en biiyiik karesiz oldugundan

k*|o?,buradan k|o dir.

ul,”> , o’q ile bdliinebilir oldugundan o |¢,> dolayisiyla o |/, dir. Buna gore z bir

tam say1 olmak lizere /, =ozdir. Simdi k|o oldugundan

(%quo(mod )

det M =utt, —%zutlt2 —EI%Z =1

2

bulunur. Bu yiizden (u,%j =1, buradan (u, 9 ] =1dir. Boylece u| g dur. Dolayisiyla

?
Y
M=u|" u
/62 t2
dir. Yukaridan /¢, = ngql dir. Bu yiizden q,, s bir tam say1 olmak {izere 9
u u

bi¢iminde olmak zorunda, buradan ¢, =ogs/u esitligi elde edilir. Boylece

El

ku

h

M=u|
soq
u

elde edilir. Simdi #=/¢,0/k olsun. Bu durumda

l‘ -
M:\/; ] uo

so

b
olur. M nin asil bi¢gimini elde etmek amaciyla VA:( ¢

cm d

] el (m) icin
MAM™ €T, (m) bagntisin1  kullanalim. Matris carpimi  gergeklestirildiginde

VAeTl,(m) igin

(a—d)tt=(a—d)st,=0(modo)
elde edilir.
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a b

Simdi VA4 :(
cm d

] el,(m) i¢in ¢ =¢ (N)=EBOB(a—d) tammlayalim. Daha

sonra &, =(&,,0) yazalim. Buradan ¢ =st, =0(modo /¢,) oldugu goriilir. Lemma

241 ve Lemma 242 kullanildiginda & |h (esasmda h=¢,) ve her

a b .. .
A= ( ] el,(m) igin a—d =0(modh) sonucu gikar. Bu yiizden

tt=st,=0(modo / h)
denkligini elde ederiz. ¢ = O(moda/ h) olmasi A|% olmak tizere ¢, =rA oldugunu
gosterir, boylece t=xo/hA dir. Benzer sekilde st,=0(modo/h) ve (1,s)=1

oldugundan s=yoc/hA vet,=vA, A % elde ederiz. Bu yilizden

rA xA
M=u i (6)
I LA
huA

elde edilir, (6) Lehner ve Newman tarafindan [18] de verilen bigimdir.

rA\/Z X

M =~u hifu , detM =1
% vA\/;
ru? X
M= bl detM =un?
mn vuA®
h

detM = rviu’A* —xym/ h* =uA* dir. u| g ve A|% oldugundan uA’|c’q/h’ :% dir.
Diger yandan det M =uA* oldugunu biliyoruz. Bu yiizden uA* || % dir. Dolayistyla M
ae %

c% de

bi¢imindedir. Lemma 2.42 kullanildiginda, tersine olarak bu bigimdeki elemanlarin

, det=e>0, e||%

r, (m) nin PSL(2,R) deki normalliyenine ait olacag1 goriilebilir.
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2.8 Imprimitif Hareket

Tamim 2.44. (i) X#< bir kiime olsun. £ : X—X bire-bir, orten ise £ye X° in bir
permiitasyonu denir. X in tiim permiitasyonlarinin kiimesi S ile gosterilir.
(i) &,& eS8 ise £o&, eS* oldugu agiktir. S grubuna X iizerinde simetrik grup

denir. S* in alt gruplarma da X iizerinde permiitasyon gruplar: denir.

Tamm 2.45. G, X iizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde G, X iizerinde

hareket eder. Gergcekten ge G ise g:G—G bire-bir ve orten bir doniistimdiir. Bu durumda
gr:=g(x) olarak alimirsa (g,g,)x = g,(g,x) ve lx = x oldugu agiktir. Bu harekete G

nin X iizerindeki dogal hareketi denir ve "(G,X) permiitasyon grubu" ifadesi kullanilir.

Tamm 2.46. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu ve "=", X iizerinde bir denklik
bagintis1 olsun. x,yeX i¢cin x = y oldugunda VgeG i¢in g(x) = g(y) ise "~" bagmtisina

bir G-invaryant denklik bagintisi denir.

Tanim 2.47. Bir G-invaryant denklik bagmtisinin  denklik smiflarina denklik
bagintisimin bloklar: denir.
Bu tanima gore;

i) Ozdeslik bagintisi: X =y <> x=y

1) Evrensel baginti: Vx,yeX icin x= y

bagntilarinin G-invaryant denklik bagntilar1 oldugu aciktir. Bu bagintilara asikar

(trivial) bagintilar ad1 verilir.

Tamm 2.48. X iizerinde yukaridaki agikar bagintilarin disinda bir G-invaryant denklik
bagintis1 yoksa (G,X)’e primitif, aksi halde imprimitif denir [7].

Lemma 2.49. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu, H<G ve bir aeX ig¢in
G, <H olsun. Bu takdirde ge G, heH igin

g(a) = gh(a))
bir G-invaryant denklik bagintisidir. Ayrica
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"= "0zdeslik bagintisidir < H = G, "=" evrensel bagintidir & H=G
dir [7].

Lemma 2.50. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. (G,X) hareketi primitiftir <

VxeX i¢in Gy, X in maksimal bir alt grubudur [7].

Teorem 2.51. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G, <H <G 1ise
gla)~h(a) & g'heH

iyl tanimli bir G-invaryant denklik bagintisidir. Denklik smiflarmin sayis1 da |G:H |
indeksidir [7].

2.9 Graf Teori

Tamm 2.52. X # J bir kiime, A ¢ X x X bir bagmt1 olsun. G=(X,A) ikilisine bir graf
(graph) denir. X in elemanlarina grafin késeleri ve A’nin elemanlarina grafin kenarlari
adi verilir.

(a,b)eA ise bu durum a—b ile gosterilir. Eger (a,b)eA veya (b,a)eA ise a ile b bir

kenar ile baglanmistir denir. Bu durumda a ve b ye komsu késeler denir.

Tanim 2.53. G=(X,A) bir graf ve Ac X olsun. G' =(A4,A N Ax A) grafina kose kiimesi

A olan G nin bir alt grafi ad1 verilir.

Tamm 2.54. a=a,,a,,...,a, =b bir G-grafinin koselerinin bir dizisi olsun. Eger
1<i<n i¢in a, , ve a, bir kenar ile baglanmislarsa a’dan b’ye n-uzunlugunda bir yol
vardwr denir. Eger a=b ve a,,q,,...,a,_, koselerinin tiimii farkl1 ise bu yola n-kenarli
bir devre denir. Ayrica a,,a,,, ikilileri i¢in a,— a,,, ise bu devreye yonlenmis bir devre

(circuit) denir. Ug kenarli bir devreye bir sicgen, dortkenarli bir devreye bir dortgen ve

alt1 kenarl bir devreye bir altigen denir.
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N I

Ikigen  Hiper. Uggen Hiper. Dortgen Hiperbolik Altigen

Sekil 1.3 Devreler

Tanim 2.55. G=(X,A) bir graf olsun. X lizerinde bir =-bagmntisini sdyle tanimlayalim:

"a=xb < a=b veya a’dan b’ye bir yol vardir ”.

Acik olarak, = bir denklik bagintisidir.

Tammm 2.56. (i) X in kendisi bu =-bagintis1 altinda denklik smnifi ise G-grafina
baglantilidir denir.
(i) Eger Xj, ~-bagintis1 altinda bir denklik smifi ise (X,,AnX,xX,) baglantili bir

graftir ve bu grafa G-grafinin baglantili bileseni denir.

Iki grafin koseleri arasinda 1-1 ve orten bir doniisiim mevcut ve bu doniisiim komsu

koseleri, komsu koselere gonderiyorsa bu iki grafa izomorf graflar denir [28].

2.10 Alt Yoriingesel Graflar

Tamm 2.57. (G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G nin XxX {izerindeki

hareketini ge G olmak lizere

g:(a,p)—>(gla), g(B)), (a,f)e XxX
ile tanimlayalim. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yériingeleri denir. (a,f) y1
iceren alt yoriingeyi O(a,f) ile gosterelim.
O(a, pP) dan bir G(a,p) alt yoriingesel grafini asagidaki gibi elde edelim:
G(a,p) nin koseleri X in elemanlaridir. Yukarida da verildigi gibi, x, yeX noktalari i¢in

(x, »)eO(a,p) 1se x den y ye yonlenmis bir kenar vardir ve bu durum x—y olarak

gosterilir. Bu kenar1 U-iist yar1 diizleminde bir hiperbolik geodezik olarak ¢izebiliriz.

Agik olarak O(f, ) da alt yoriingedir. O(a, ) = O(B,a) veya O(a,f) # O(B,) dir.
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(i) O(a,p) = O(B,a) 1se G(a,B) = G(B,cx) dir ve bu graf karsilikli yonlendirilmis
kenarlardan olusur. Yani, G(a,p) grafinda x—y ise yine G(a,p) gratinda y—x dir. Bu
durumda G(a,p) grafina kendisiyle eslesmis graf denir.

(i) O(a,p) = O(B,a) 1se G(B,a) , G(a,P) nin oklarmmmn ters ydnlendirilmislerinden
ibarettir. Yani, G(o,f) grafinda x—y ise G(f,a) grafinda y—x dir. Bu durumda ise
G(a,p) ve G(p,a) graflarma birbirleriyle eslesmis graflar denir.

O(a,0)={(x,x): xe X}, XxX in kosegenidir. O(a,c) ya uygun G(a,a) alt
yoriingesel grafina agsikar alt yoriingesel graf denir. Bu graf her bir kosesi a€X olan bir

sigramadan ibarettir.

G, X tizerinde transitif olarak hareket ettiginden bloklar1 transitif olarak permiite eder,

dolayisiyla alt graflarin hepsi izomorftur.

Yukarida 6zetlenen fikirler ilk defa Sims tarafindan ortaya konmus [26], daha sonra
Biggs ve White sonlu gruplar i¢in uygulamalar1 tlizerinde durmuslar [7], ardinda da

Tsuzuku bu diisiinceleri bir kitapta toparlamistir [28].

Onerme 2.58. G', (G.X) transitif permiitasyon grubu i¢in bir alt yoriingesel graf olsun.
Bu takdirde
(>i) G, G'-nin otomorfizmalarmin bir grubu olarak hareket eder.
(ii) G, G'-nin koseleri lizerinde transitif olarak hareket eder.
(iii) Eger G’ kendisiyle eslesmis ise bu takdirde G, G'-nin ardisik
koselerinin sirali ¢iftleri tizerinde transitif olarak hareket eder.
(iv) Eger G’ kendisiyle eslesmis degil ise bu takdirde G, G'-nin kenarlar1

iizerinde transitif olarak hareket eder [14].

vy X .
m >1 ve meN olsun. Biitiin —, | y| <m rasyonel sayilarindan olusan kesin monoton
y

artan diziye m. mertebeden Farey dizisi denir ve bu dizi F, ile gosterilir, 6rnegin
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Acik olarak Fic F,c Fic ... ve UFm =Q ’dur. Farey grafi ile Farey dizileri

m=1

arasindaki bagintiy1 veren agsagidaki onermeyi verelim.

Teorem 2.59.[13] E,i € Q olsun. Bu takdirde asagidakiler esdegerdir;
sy

(i) LN , I de komsu koselerdir.
s y

(i) ry—sx==1

(iii) T ve X birm dogal sayis1 i¢in F),,’nin ardisik terimleridir.
s

L | b2
Ju | Ln
(RS

Ia | 2

Sekil 1.4 Farey grafi

F nin komsu iki kdsesini {ist-yar1 diizlemde bulunan ve bu iki kdseden gecen merkezi
reel eksende ve reel eksene dik yari-cemberlerle baglayalim. Bu durumda F nin

kenarlariyla ilgili asagidaki 6nemli sonucu verebiliriz.
Teorem 2.60. F -nin kenarlar1 U= { zeC:Im(z) > 0} iist-yar1 diizleminde kesigsmezler.

Ispat. ” X ¢ F kenarini alalim. Burada ry—sx =1 dir. Kabul edelim ki 0 ile co-u
sy
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birlestiren Re(z) = 0 dogrusu L yi X ye birlestiren dogruyu iist yar1 diizlemde kessin.
sy

Bu takdirde > <0<~ alabiliriz.
y R)

=
]

X
F 5

Sekil 1.5 U da kesisen dogrular

Buna gore ry—sx=1 olur. x<0 ve r,s,y >0 oldugundan 1=ry—sx>2 celiskisi elde

edilir. Bu ¢eliskiden F -nin kenarlarinin U- da kesismedikleri bulunur.
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BOLUM 111

I, (m) NIN PSL(2,R) DEKi NORMALLIYENININ ALT YORUNGESEL

GRAFLARI

m pozitif bir tamsayr ve T'j(m) nin PSL(2,R) deki normalliyeni Nor(m)

normalliyenin elemanlar1
ae  b/h
cm/h  de
seklinde idi. Burada e|| % , yani ( ’hn; j—l ve h, h* | m olan 24-iin en biiyiik bdleni
e

ve matrisin determinant1 e > 0 dir. Boylece

“i D
Nor( /\/_ d\/,

aafq—bcm/qh2 =1,q]| m/hz;a,b,c,d el
seklindedir [17].

3.1 Nor(m)-nin Q Uzerindeki Hareketi

m bir dogal say1 ve

)
cm d
Al

olsun. I';*(m) , I'y(m)- nin normalliyeninin bir alt grubudur. Ayrica I';" (m)-nin her

Ly (m)=

radq—bem/q=1,q||m,1<q;a,b,c,d €7

eleman T (m) -nin Atkin-Lehner involusyonudur. ¢|| m olmak tzere I', (m) -nin

Atkin-Lehner involusyonu

[af b/\a
em/\g  d\q

}, adq —bem/q =1
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seklindedir. Eger h =1 ise I'; (m), Nor(m)-ye esittir.

K = hﬁz olsun. Bu takdirde

Nor(m):[l/\/z 0]1“([()[\/% 0 ]

o n) ' Lo 1

dir [17].

Teorem 3.1. I'; (m) nin Q=Qu {00} tizerinde transitif olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

m —nin karesiz pozitif bir tamsay1 olmasidir [17].

ispat . T} (m) nin, Q iizerinde transitif olarak hareket ettigini kabul edelim. Ayrica

m — karesiz bir pozitif tamsay1 olmasm. Bu takdirde m = ¢*s olacak sekilde bir ¢>1

sayisi vardir. Ty (m), Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden bir

Sy

vardir yle ki 7' (o) :% dir. Buna gore
s

B

B em/\Jq emlq s
olur. (a,cm/q)=1 oldugundan

ely(m), qllm,adg—bem/q=1

a=zl1ve cm/q==xls
elde edilir. m = (*s, ¢/*s =+lsq den (g,c)=1 olmak iizere ¢ =+(c olur. Buradan
1=(g,¢)=(%lec)= |c|(i€,1) = |c|

bulunur. Boylece

c=xlveg==xlc="1

olur. ¢ || m oldugundan (¢,m/q)=1 dir. Bu takdirde

C=(C,ls)=(L,m/l)=(q.m/q)=1
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bulunur ki bu 7/ >1 olmasi ile ¢elisir. Sonu¢ olarak m —karesiz bir pozitif tamsay1

oldugu goriiliir.

Simdi m — karesiz pozitif bir tamsay1 olsun ve ! e Q, (k,s)=1ve g, =(s,m) olsun. Bu
s

takdirde s = s"q, olacak sekilde bir s* € Z vardr.
m —Xkaresiz oldugundan (s,m/q,)=1 dir. Boylece (s,/m/q,)=1 elde edilir. Buradan

X,y €Z i¢in

m
—ty—sx=1
4

dir. g, =7 ve

5

S\9, VN9,

alimirsa T e 'y (m) ve T() ~ L bulunur ki bu ispat1 tamamlar.
s

Teorem 3.2. K :hﬁ2 olmak tizere Nor(m) nin @ iizerinde transitif olarak hareket

etmesi igin gerek ve yeter sart I'; (K ) nin Q iizerinde transitif olarak hareket etmesidir

[17].

. (R0 (VR0
Ispat . Nor(m)—[ 0 \/Z]FO(K)[ 0 l/ﬁ

] oldugundan ispat agiktir.

Teorem 3.3. m —nin asal ¢arpanlarina ayrilist m =2"3% p°...p% olsun. Bu takdirde

Nor(m) nin @ iizerinde transitif olarak hareket etmesi icin gerek ve yeter sart

o, <7, a,<3, a,<1, i=3,45,...,r olmasidir [17].

. m CA e " e
Ispat. "= " K :h_2 olsun ve Nor(m) nin Q tizerinde transitif olarak hareket ettigini

kabul edelim. Bu takdirde Teorem 3.2. den I'y" (K), Q iizerinde transitiftir. Boylece
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Teorem 3.1. den K — karesiz bir pozitif tamsayidir. Buna gore k,,a, € {0,1} igin
K =2"3"% p% | p% yazabiliriz. h, h* | m olan 24-iin en biiyiik ortak béleni oldugundan

0<¢# <3 ve 0<¢, <1 sartlarim saglayan ¢,,¢, € Z igin h =2"3" olur. Boylece

m=K-h* =20703000 pi | pt = 043% ph | p%

dir. o, =k, +2t, ve a0, =k, +2¢, segilirse
m=2%3%p. . p

elde edilir. Ayrica
o, =k +2t, <1+23=7
o, =k, +2t,<1+2.1=3

bulunur.

a,

"&" @, <7,a,<3 ve i=3,4,..,r i¢cin @, <1 ve m=23"p..p* olsun. a, ve
o, 2 ile boliiniirse

o, =2t +r 0<r<l1

o, =2t, +r, 0<r<l

elde edilir. o, <7,a, <3 oldugundan 0<¢# <3 ve 0<¢, <1 olur. Buna gore

m=2%3%213" p  p% = (2"3’2 )2 2432 pi . p
dir.
Simdi 0<¢ <3 ve 0<t,<1 igin h=293" olsun. Bu takdirde h, h’|m sartim

saglayan 24-iin en biiylik bolenidir.

m % 4* a,
K:?:2 32 pyi..p,
olsun. Buna gore K pozitif karesiz bir tamsayidir. Boylece Teorem 3.1. den I';" (K )

Q iizerinde transitif olarak hareket eder. Teorem 3.2. den Nor(m), Q iizerinde

transitif olarak hareket eder.
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Calismanin  bundan sonraki kisimlarmda m karesiz alinacaktir. Bu durumda

I'; (m) = Nor(m) olur.

Simdi (m,n)=1 ve

N
- {[cm/f 7

olsun. Bu takdirde I'; (), Nor(m) nin bir alt grubudur ve

I, (mn) T (n) < Nor(m)

] e Nor(m):c= O(modn)}

dir.
. : : 11 .
GzNor(m) ve X =Q olsun. Bu durumda oo—un sabitleyeni G :<(0 1]> dir.

Buna gore G, < T’y (n) = Nor(m) olur.

Teorem 2.50 ye gore Nor(m), Q iizerinde imprimitif olarak hareket eder. Boylece =,

Q iizerinde I, (n) ile indirgenmis Nor(m) -invaryant denklik bagmtisidir.

2 cQ olsun. Bu durumda T(oo)—— ve S(oo)—— olacak sekilde 7,8 € Nor(m)
y

sy

vardir. Burada ¢, |m ve g, |m olmak lizere
\/_ X\q, *
ve S=
[Sf ] Ly P2 ]

ws-Li o Moo -

dir. Teorem 2.51 e gore =~ > < T(0) ~ S(w0) < TS € I';(n)den
sy

alalim.

~
~

Y | N

EAPIN ry —sx = 0(mod n)
y
elde edilir [16].
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Teorem 3.4. (m,n) =1 olsun. Bu takdirde I'; (n) nin Nor(m)deki indeksi

T, (n)| :nH(1+%]

p/n

dir [16].

3.2 Nor (m) nin Q Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflarn

(G,X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. Bu takdirde G, X x X {izerinde

geG ve a,f € X olmak lizere

g(a.p)=(g(a).g(h))
ile hareket eder.

Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yoriingeleri denir. (a, ﬂ) y1 ihtiva eden yoriinge
O(a, B) ile gosterilir.

O(a,B)-dan G(a,p) alt yoriingesel grafi soyle elde edilir ; G(a, ) mn késeleri X-
in elemanlar1 ve (7,6)e0(a,p) ise y-dan & -ya bir kenar vardir ve bu y —»§ ile
gosterilir. Kisaca ¥y —> & nin G(a, B ) da bir kenar olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir

T eG vardr dyle ki T(a)=y ve T(B)=46 du.

Bu kisimda ANor(m) nin Q iizerindeki alt yoriingesel graflarmi inceleyecegiz.

Nor(m), Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden asikar olmayan her alt

yoriingesel graf ﬁe@ olmak {izere (oo,zj yi igerir. Ayrica O(w,zj:O(oo,Z]
n n n n

olmasi i¢in gerek ve yeter sart u = v(modn) olmasidir. Bundan dolay1 (u,n) =1 olmak

iizere u < n almabilir.
Burada alt yoriingeyi O, , ve karsilik gelen alt yortingesel grafi G, , ile gosterecegiz.
G,, de bir yonlendirilmis devre, m >3 ve v,,v,,...,v, farkl koseleri i¢in

VoY, D>V, D

seklindedir. m =2 ise v, > v, = v, -e kendisi ile eslesmis kenar denir.
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Teorem 3.5. (m,n)=1 olsun. Bu takdirde L2 nin G,, de bir kenar olmas1 i¢in
s y ’
gerek ve yeter sart g | m olmak {izere

ﬁ|s, qly, rv—sx=Fn vex=TFqur(modn), y=Fqus(modn)

olmasidir [16].

ispat. Kabul edelimki ——>=,G, , de bir kenardir. Bu takdirde ( f,fj c0,, dirve
sy sy ’

bir Nor(m) vardir dyle ki T (o) =L ve T(zj =2 dir. g|m olmak iizere
s n) y

e
T(Z)_(cm/\/g)z+d\/g’ adq—bem/q =1

alalim. Bu takdirde
af(cm/q)=r[s ve (aug+bn)/(cmu+dgn)=x/y
dir. (a,cm/q)=1 oldugundan i e {0,1} vardir oyle ki a=(-1) r,em/q=(~1)'s dir.
Diger yandan, (m,n) =1oldugundan (g,aug +bn) =l olur. Ayrica
d(aug +bn)—b(ucm/q+dn)=u
Ve

aq(ucm/q + dn)—cm/q(aug +bn)=n
oldugundan (aug +bn,cmu+dgn)=1 dir. Béylece j €{0,1} igin

(=1Y x = aug +bn, (-1) y = cmu + dgn
dir. Sonug olarak

a b1 ug) [(-1)r (-1)x

(cm/q dq](o n ] [(—l)is (-1y y] M
matrisini elde edilir.
(1) de determinant alindiginda n = (~1)" (ry —sx) olur. Ayrica

x=(=1)" qur(modn) ve y=(~1)"’ qus(modn)

dir. Yani
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ry—sx=Fn ve x=TFqur(modn), y=Fqus(modn)
dir. Sonu¢ olarak em/q=(-1)'s ve (-1)' y=q(ucm/q+dn) oldugundan
ﬁ|s ve q|y dir.
Simdi kabul edelim ki ¢ | m i¢cin & =F1 olmak {izere

qlv, 2, g(ry—sx)=n, x=gequr(modn) ve y=equs(modn)

olsun. Bu takdirde & ve b tamsayilar i¢in
ex=qur+bn, cy=qus+kn

dir. m|sq oldugundan bazi ¢ tamsayilar1 i¢cin sq =cmdir. .Diger yandan ¢g|y ve

(¢,n) =1 oldugundan , ¢ |k olur. Bu da gosterir ki d € Z i¢in ¢y = qus+qdn dir.

r b\(1 ugq roex
i i ®
s dg)\0 n s &y

elde edilir. (2) de determinant alindiginda

Boylece

(rdg—sb)n=¢(ry—sx)=n
olur. Boylece rdg —sb =1 dir. s = cm/q oldugundan, rdg —bcm/q =1 elde edilir. Eger

z) _ r\/gz+b/\/g
(cm/q)z+d\/g

alinirsa

T()=L ve T(zjzmzz
s n) mcu+dgn y

olur. Buradan (

Y|~

,ij € O0,, oldugunu gorilir. Bu nedenle LN , G,, nin bir
y sy

kenaridir.
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Teorem 3.6. (m,n)>1 olsun. Bu takdirde L5 2 hin G,, de bir kenar olmasi i¢in
sy

gerek ve yeter sart g, =(q,n) veq |m igin

r—sx=t2, Ly mlsq

q, 4,
ve
xX= iiru(modij , V= iisu(modni]
49, 9, 49, 49,
olmasidir [16].

3.3 Kendisiyle Eslesmis Kenarlar
Bu kisimda kendisiyle eslesmis kenarlar i¢in baz1 sonuglar1 verilecektir.

Teorem 3.7.

(i) Eger (m,n)=1 ise, G,, kendisiyle eslesmis bir kenar igerir < u* =—1(modn)
(if) Eger (m,n)>1 ise, G,, kendisiyle eslesmis bir kenar igerir < qu’ = —1(modn)

dir.

Ispat. (z) Transitif hareketten dolayi, herhangi kendi eslesmis kenar 0L 500
y

olarak almabilir. Bu takdirde Teorem 3.5 deki ry—sx=+n sartindan y =+n oldugu

goriiliir. Bu durumda (m,n) =1 olmak tizere ¢g|n ve g|m olur ki bu g=1 olmasi

. ! 1 : CoL
demektir. Burada Teorem 3.5 ten devrenin Py NN y seklinde oldugu goriiliir.. Ikinci
n

kenardan, ¢ =1 i¢in x =+qur(modn) sartindan
u* =-1(modn)

elde edilir.
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(ii ) Kabul edelim ki G, , kendisi ile eslesmis bir kenar i¢ersin. Yani bir 7' e Nor(m)

vardir 6yle ki 7, (oo,ﬂj ciftini (ﬁ,oo) ciftine gotiiriir. Bu nedenle i =0,1 icin
n n

[ aJq b/\/g}(lj_(—l)iu

2

emig ayq J\0)” 1y
den

a:(—l)iu

emfq=(~1) n
ve j=1,0 i¢in

[aﬁ b/ﬂm:ﬂ

emf\g  d\q 0
den

auq +bn = (—l)j

cmu/q —dung =0
elde edilir. Buradan

qu’ =—1(modn)
elde edilir.

Teorem 3.5 ve Teorem 3.6 da art1 ve eksi isareti sirasiyla

rls>x/y ve rls<x/y
e karsilik gelir.

Tersine olarak, kabul edelim ki gu” = —1(modn) olsun. Bu takdirde Teorem 3.6 dan

1 | C C o
6—>z—>— nin G,, de kendisi ile eslesmis bir kenar oldugu gortilir. Cinki ikinci
n

kenardan
ry—sx =F-= igin ¢, =1 ve 1=—qu’ (modn)
q,

oldugu goriiliir ki bu da ispat1 bitirir.
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Sonu¢ 3.8. (m,n)zl olsun ve G,, kendisiyle eslesmis bir kenar igersin. Eger

uv =—1(modn) ise, bu takdirde G,, ve G,, eslesmis alt ydriingesel graflardur.

Ispat. Kabul edelim ki uv=—1(modn) ve £—>£, G,, de bir kenar olsun. Bu
sy ’

takdirde Teorem 3.5 ten, m|s, ry—sx=xn, x=ur(modn),y =+us(modn) olur.
uv=-1(modn) oldugundan r=Fvx(modn) ve s=Fvy(modn) dir. Bu takdirde
LN , G,, debir kenardir.Boylece G, , ve G, eslesmis alt yoriingesel graflardir.

y s ’

Sonuc¢ 3.9. T (n) in 2. mertebeden bir eliptik elemana sahip olmasi i¢in gerek ve yeter

sart (m,n) >1 i¢in G, , kendisiyle eslesmis bir kenar igermesidir.

: aa  bl\g
Ispat. [cm / \/g p \/g

(a+d)+Jqg =0 oldugundan d = —a olur. Determinanttan,

]e I'y(n) 2. mertebeden bir eliptik eleman olsun. Bu takdirde

adg =1(modn)

dir ve buradan
—a*q =1(modn)

olur. (a,n) =1 oldugundan G, , kendisiyle eslesmis bir kenar igerir.

Simdi G,, grafinin kendisiyle eslesmis bir kenar i¢erdigini kabul edelim. Teorem 3.6

1 - o
dan — > 2% y kendisiyle eslesmis bir kenardir. Buradan

u\/g (qu2 + 1)/71\/5
-ngf\a g

'y (n) nin 2. mertebeden bir eliptik elemanidir.
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Sonu¢ 3.10. T, (mn) in 2. mertebeden bir eliptik eliptik elemana sahip olmasi i¢in

gerek ve yeter sart (m,n) =1 i¢in G, , nin kendisiyle eslesmis bir kenar igermesidir.

. . : b
Ispat. (m,n)=1 i¢in ¢g=1 dir. Bu durumda T';(n) nin her elemam (c:m d]

seklinde olur ve ispat benzer sekilde yapilir.

3.4 Nor (223 pz) nin Maksimal Kiime Uzerindeki Hareketi

ae  b/h

,ellm/h* gdz dniine
cm/h de] Im/# g

Burada m=2%3p” almirsa, 4 =2 oldugundan ve (

alinirsa det =e =1,3, p*>,3p” olabilir. Yani; normalliyenin elemanlari

4 %], det=1 ve { 34 %], det=3

2-3pc d 2-3p’c 3d
2 b 3ap? b
@ é L det=p ve | 7 A , det=3p°
2-3p’c dp’ 2-3p’c 3dp’

olabilir. Ayrica m nin se¢iminden Otiirii Teorem 3.3 e gore Nor(m), @ iizerinde

transitif degildir. Bundan dolayr Nor(m) nin transitif olarak hareket ettigi bir

maksimal alt kiime bulunmalidir.

Tanim 3.11. d | m olsun. % nin ', (m) ile hareketiyle olusan yoriinge

{Z] = {% cQ:(my)=d, a= xgmod(d,gj}

kiimesidir.
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Teorem 3.12. Nor(223 pz) nin Q iizerinde transitif olarak hareket ettigi maksimal alt

kiimelerden biri
)Mo MM o M

dir.
3 1 e .« . 2 2 . ... .
Ispat. : yoriingesinin Nor(2 3p ) ile hareketini inceleyelim.

a /D i
2 , ad —3bCp = 1, elemanini g(")Z Oniine alalim. Bu takdirde
2-3p°c d

[2.3:20 l?] m B [2(2 i‘;i d)]

olur. Buna gore

. ) i 1
(1 ) a cift, d tek, b tek ve c tek ise 2a—4;b€
2(2:3p%c+d) (2

. : : : - 1
(2 ) a ¢ift, d cift, b tek ve c tek ise d =2d, i¢in #e )
2 (3p c+d0) 2

. |
(3") atek, dtek, b gift ise b=2b, igin %e
2-3pc+d 1

bulunur.

3a b
A , 3ad —bcp® =1, eleman1 gz dniine alindiginda;

2-3p°c 3d
3a % 1: 6a+b
2.3p% 3d \I) | 2:3(2p%c+d)

rasyonel sayisi elde edilir. Bu durumda

(47) atek, d tek, b ift olsun.

. e
b =2k, ve 3|k, yani k, =3k, ise 2R _ ¢
2pc+d 1

1
b=2k ve 3|k, Ko
3(2p%c+d) (3
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(5*) a tek, d tek, b tek ve c ¢ift icin

1
3|b, yani b=3/, ise %e
2(2p%c+d) (2

1
3bise —o4th o
2:3(2p°c+d) (23

(6") dgift, b tek ve c tek ise d =2d, igin

1
3|6, yanib=3(, ise —tho [
2 (pe+d,) (2

1
3bise —2b |
2*.3(pe+d,) (2°3

bulunur. Boylece

elde edilir.

2

b

a

Simdi P A , adp® —3bc =1, elemanini gdz dniine alalim.
2-3p’c dp’

ap’ % N 2ap’ +b
2:3p% dp’ 1 2p2(2-3c+d)
rasyonel sayisini inceleyelim.

. ) ) ) .. 2 1
(7 ) a ¢ift, d cift, b tek ve c tek ise d =2d,, i¢in 222ap—+b€ .
2°p*(3c+d,) \2°p

R : n 2 1
(8 ) a cift, d tek, b tek ve ¢ ¢ift i¢in 22ap b g
2p (2-3c+d) 2p

. 2 |
(97) dtek, bgitt ise b =2, igin 2“’9—”’06 i
p*(2:3c+d) \p

bulunur.
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3ap® b
P A , 3adp® —bc =1, elemanm1 gdz dniine alarak.
2-3p’c 3dp’

3ap® % N 6ap” +b
2.3p% 3dp* \1) (2:3p°(2c+d)
rasyonel sayisini inceleyelim.

(10°) a tek, d tek, b gift olsun.

: k(1
b =2k, ve 3|k, yani k, =3k, ise —L Ko [ 1
p’(2¢+d) \p

1
b=2k ve3 ]k —oth__of '
3p (2c+d) 3p

(11°) asift, d tek, b tek ve c tek igin

2 1
31, yani b=3b, ise —L *_ [ 1
2p (2c+d) 2p

2 1
3bise — 0P D X
2-3p*(2¢+d) \2:3p

(12°) aift, d sift , b tek ve c tek olsun. d =2d, iin

: 1
316, yani b=3b, ise =L 00 [ 1
2°p (c+d0) 2°p

2 1
3bise 0P *0 [
2°-3p (c+d0) 2°-3p

bulunur. Sonug olarak Nor(223 pz) nin Q iizerinde transitif olarak hareket ettigi

maksimal alt kiimelerden biri

o (LH MMM o
LMo

dir.
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Simdi imprimitif hareketi inceleyelim.

b 3 b
T,[ ¢ A],detTll ve Tz[ ¢ é],deth3

2-3pc d 2-3p’c 3d
elemanlarmi goz Oniine alalm ve N, := <FO (m), T}, T2> tanimlayalim. Bu durumda
‘Nor(223p2 ) : NO‘ =2 dir. Ayrica
G,=Nor(2°3p*) , H=N,, G=Nor(2'3p’)

secilirse
Nor (223p2 )w< N, < Nor (223p2 )

olur. ~ ile N, tarafindan @(223 pz) iizerine indirilen Nor(223 pz)- invaryant denklik

bagintisini gosterelim. Imprimitif hareketin sonucunda

MM oo
o (MHEIEM

bloklar1 elde edilir.

\

Koseleri [] blogunda olan alt yoringesel graf F )2 ile gosterilir.

Teorem 3.13. € [oo] olsun. Bu takdirde = — X nin F )2 de bir kenar olmas1 i¢in

X
y s

Y | N

2

gerek ve yeter sart

() 2-3p7||s ise inZur(modpz), ysi2us(modp2) ve ry—sx=+p’

(i) 2p°||s ise xsi6ur(modp2), y i6us(modp2) ve ry—sx=+3p’
(iii) 3p° ||s ise xsi22ur(modp2), yEi22us(modp2) ve ry—sx=xp°
(iv) p’lls ise xsi22-3ur(modp2) y=1+2"-3us(mod p) ve ry—sx=%3p’

olmasidir.
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Ispat. T xeF , oldugundan T =
s oy v

b/2
e , / e/\for(223p2) eleman: vardir
2-3p°c de

oyle ki T(oo):ﬁ ve T(ijzz dir. e=3 veya e=1 dir.

s p) vy

(i) e=1 ve a tek olsun. Bu durumda

b/2)\(1
T ()= a2 / = a2 :£:>r=a,s=2-3pzc
2-3p°c d J\O) 2-3p°c s

\

2

bp

A A s S 2au +bp’ X
p’ 2:3p’c d N\ p*) 2-3p’cu+dp’ 2[ ] ¥

2-3p°cu+dp’
%/_J

N

seklindedir. Buradan

x= izur(modpz) ve y= i2us(modp2)

e o 20 3)

esitliginde determinant alinirsa 7y —sx = +p” oldugu agiktir.

dir. Ayrica

Tersine 2-3p*||s, x= i2ur(modp2), y= i2us(modp2) ve ry—sx=+p° olsun. Bu
durumda £,/ € Z sayilar1 igin

x=2ur+kp®> ve y=2us+/(p’
dir. ry—sx=p° den

rQus +(p*)—sQur+kp*)=p> = rl—sk=1

olur. Buradan

k/

r

T, = 2 |k, =2k
2s !
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alinirsa det7, =1 ve 2-3p”||s oldugundan 7, e/\/or(223p2) bulunur ve 7T'(c0)=

ve T(Lz] — X dir. Buise - > X ¢ F . oldugunu gosterir.
Py sy
(ii) e=3 ve a tek olsun. Bu durumda

T(OO):( 3a b/2](1] 3a @ T g =2

2-3p’c 3d )\ 0 :2-3pzc:2pzc s

\

2

bp

AE)_( 3a b2)(u ) Saut T eautrbp’  x
p’ 2:3p°c 3d \ p*) 2-3p’cu+3dp’ 6{ ] ¥

2p’cu+dp’
[S——]

S
olur. Buradan

x= i6ur(modp2) ve y= J_r6us(modp2)

3a b/2\(1 w) (r *x
2-3p°c 3d )\0 p’ s Ty

esitliginde determinant alinirsa ry —sx = +3p* oldugu agiktir.

bulunur.

Yeter sart benzer sekilde gosterilir.

(iii) e=1 ve a ¢ift olsun. Bu durumda

b/2)( 1
T(oo):( a /](] a 2a¢,  aq L rmay | s=3p

2:3p°c d )\ 0 :2-3pzc:2-3p20_3pzc s

\

u a b/2\(u
o, = 2 2
p 23pc d )\ p
bp®
aut— - 2au +bp* _ 2aqu+bp’  x

- 2-3pcu+dp’ 2[

C 2%su+2dp®
2-3pzcu+dp2] v
[

N
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seklindedir. Buradan

inZZW”(mOdPZ) ve ysi22us(m0dp2)

e o 20 3)

esitliginde determinant alinirsa 7y —sx = +p* oldugu bulunur.

dir. Ayrica

(iv) e =3 ve a c¢ift olsun. Bu durumda

3 b/2\( 1
T(OO):( ¢ /](] Sa__ 26, _ 4 =£3r=ao,s:pzc

2-3p°c 3d {0 :2-3pzc_2pzc_pzc s

u 3a b/2\(u
T ) | T 2 2
p 2-3p°c 3d )\ p
2
3au+bi
2

\

B 2-3au+bp® 3 2 3ayu+bp’ X

:2-3 2cu+3dp®
p p 2_3[

22 3su+6dp®
2pzcu+dp2] vy
——

S
olur. Buradan

x=42° -3ur(modp2) ve y=+2° -3uS(m0dP2)

3a b2\(1 wu) (r *x
2-3p°c 3d )\0 p’ s Ty

esitliginde determinant alinirsa 7y —sx =+3p*> bulunur.

dir. Ayrica
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BOLUM 1V

SONUC VE ONERILER

Normalliyenin graflar1 hakkinda simdiye kadar yapilan caligmalar1i o6zetleyen bir

literatiir 6zeti verilmistir.

m karesiz oldugunda normalliyenin graflarindaki kendisiyle eslesmis kenarlar(ikigen)

ile ilgili gerek ve yeter sartlar bulunmustur.

Devre sartlari ile ilgili ortaya ¢ikan kongriians denklemlerinin ¢6ziim kiimelerine dair

sonuglar da elde edilmistir.

m=2*3p* almarak Nor(223 pz) nin Q iizerinde transitif olarak hareket ettigi

maksimal alt kiimelerden biri bulunmustur. Ayrica Nor(223 pz) nin bir alt yoriingesel

grafindaki kenar sartlar1 belirlenmistir.

Normalliyenin transitif ve imprimitif hareketiyle altyoriingesel graflarinin elde edilmesi
diger ayrik ve transformasyon gruplar1 i¢in de yapilabilir( literatiirde modiiler grup, bazi

kongriians alt gruplar1 ve baz1 Hecke gruplari i¢in yapildigi goriilmektedir ).

Graflarin temel bolgeler ile iliskisi arastirilabilir. Graflar ile regiiler map iligkisi
modiiler grup ve bazi1 Hecke gruplar i¢in incelenmistir. Benzer iliski normalliyen igin

de arastirilabilir.

Graflardaki ¢izgeler i¢in Hiperbolik Geometri kullanilmistir. Graflarin geometrik ve

trigonometrik 6zellikleri incelenebilir
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