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TESEKKUR

Yiiksek Lisans tez danigmanim olmay1 kabul ederek, bu calismay1 ortaya ¢ikarmami
saglayan, her konuda bana yardimci olan, karsilastigim problemlerle yakindan ilgilenen
danisman hocam Yrd. Dog¢. Dr. fhsan Timu¢in DOLAPCI’ya ayni1 sekilde manevi
destegini hi¢cbir zaman esirgemeyen her konuda yanimda oldugunu hissettiren Gazi
Universitesi Ogretim Uyesi Saymn Yrd. Dog¢. Dr. Giillay KORU YUCEKAYA’ya bu

vesileyle tesekkiir ediyorum.

Bu calismayr hazirlama siiresince, her zaman pozitif motivasyonlariyla yanimda

olduklarini hissettiren ve ¢alisma giicli saglayan aileme tesekkiiriim bile az gelecektir.



LINEER VE LINEER OLMAYAN GOURSAT PROBLEMLERININ
YAKLASIK COZUMU iCiN TAYLOR MATRIS YONTEMI

Ozge OGUCBILEK
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Agustos 2011
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. ihsan Timucin DOLAPCI

OZET

Bu calisgmada Kismi Diferansiyel Denklemlerin ¢oziimii i¢in Taylor Matris yontemi
kullanilmistir. Yontem denklemdeki fonksiyonlarin kesilmis Taylor seri agilimlarini
yazmaya ve bunlarin yerine matris gosterimlerinin denklemde yerlerine yazilmasina
dayanir. Boylece denklem bilinmeyen Taylor katsayilarindan olusan bir lineer cebirsel
sisteme karsilik gelen matris forma doniistiiriilir. Coziim kolaylikla hesaplanabilen
bilesenlerden olusan seri a¢ilimi seklinde bulunmus olur. Yontem verilen kosullar
altinda lineer ve lineer olmayan Goursat kismi diferansiyel denklemlerine uygulanmis

ve sonuglar onerilen yontemin giivenilirligini ve verimini kanitlamistir.

Anahtar Kelimeler: Taylor Polinomlari, Taylor Matris Yontemi, Diferansiyel

Denklemler, Lineer Goursat Problemi, Lineer olmayan Goursat Problemi.



A TAYLOR MATRIiX METHOD FOR APPROXIMATELY SOLUTIONS OF
LINEAR AND NONLINEAR GOURSAT PROBLEMS

Ozge OGUCBILEK
Nevsehir University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, August 2011
Thesis Supervisor: Assist.Prof.Dr. ThsanTimucin DOLAPCI

ABSTRACT

In this study, we use the process of Taylor matrix method for finding the solution of
partial differential equations. The method is based on first taking the truncated Taylor
series of the function in equations and substituting their matrix forms into the given
equations. Thereby the equation reduces to a matrix equation, which corresponds to a
system of linear algebraic equations with unknown Taylor coefficients. The solution is
calculated in the form of a series with easily computable components. To illustrate the
method, it is applied to certain linear and nonlinear differential equations under the
given conditions and the results demonstrate reliability and efficiency of the proposed

method.

Keywords: Taylor Polynomials, Taylor Matrix Method, Differential Equations, Linear

Goursat Problem, Nonlinear Goursat Problem
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1.BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Giris

Ricatti denkleminin[1], lineer diferansiyel denklemlerin [2] ve ikinci mertebeden lineer
KTD lerin ¢6zliimii [3] i¢in de verilen “Taylor Matris Yontemi” degisken katsayili bir
lineer ve lineer olmayan Goursat probleminin verilen kosullara goére yaklasik
¢Ozlimlerini Taylor seri agilimi cinsinden bulmak i¢in gelistirilmistir. YOntemin ilk
asamasinda verilen denklem matris denklemine donistiiriiliir; ardindan da matris
denklemlerinin yardimi ile bilinmeyeni sadece Taylor katsayilar matrisi olan yeni bir
matris denklemi olusturulur. Daha sonra kosullarin matris formu Taylor katsayilarma
bagl olarak elde edilir ve iki sonug birlestirilerek yeni bir denkleme ulasilir. Buradan
Taylor katsayilar1 kolayca bulunarak sonlu Taylor Seri Yaklagimi elde edilir.
Fonksiyonlarin seriye acgilimlar1 Maclaurin, Taylor ve Chebyshev serileri yardimiyla
yapilabilmektedir.Leibnitz-Maclauren-Taylor seri yontemleri [4-5] birinci ve ikinci
mertebeden adi diferansiyel denklemlerin herhangi bir x noktasi civarinda ve verilen
baslangic kosulluna gore Taylor Seri formunda ¢6ziimiini bulmak i¢in
kullanilmistir;ancak karigik kosullar verildiginde uygulamak miimkiin degildir. Ayrica
1989’ da Kanwal ve Liu, Fredholm integrallerinin ¢6ziimii i¢in bir Taylor agilim
yontemi vermistir[6]. 1992’de bu yontemin genellemesi yapilmistir[7]. Bu yontem
1994°de Mehmet Sezer tarafindan Volterra Integral denklemlerine [8],Sezer ve Kéroglu

tarafindan Lineer olmayan Fredholm denklemlere [9] uygulanmistir.

Diger yandan bunlarin yardimiyla Taylor Matris ad1 verilen bir yontem gelistirilmistir.
Bu ydntem Fredholm Integral denklemlere [10] uygulanmustir. Bu ¢alismada ise Taylor
matris yontemi, lineer ve lineer olmayan Goursat denklemleri i¢in gelistirilmistir. Bu

calismadaki matris tanimlar1 diger denklemler i¢in kullanilandan farkhidir ve ilk kez



lineer olmayan bir probleme uygulanmistir. Caligmanin ilk bolimiinde, konunun
anlagilmasini saglayan temel kavramlar ve konuyla ilgili daha 6nce yapilan calismalar
verilmistir. ilerleyen boliimlerde lineer ve lineer olmayan Goursat problemlerinin
cOzlimleri i¢in Taylor Matris Yontemi sunulmustur. Son boliimde ise bunlarla ilgili

ornekler verilmis ve sonuglar tartisilmistur.

1.2 Problemin tanimlanmasi

Bu calismada amag, daha dnce bir¢ok denklem ¢6ziimii i¢in kullanilmis olan Taylor

Matris yonteminin genel olarak,

uxy=f(x,t,u,ux,uy), OSxSa, OStSb

u(x,0) = g(x), w09 =h(), g = h(0) =u@0) P

seklinde tanimlanan lineer ve lineer olmayan kismi tiirevli denklem ve bu denklemin

sinir kosullarindan olusan Goursat problemlerinin

N N
(nm)
u(xry)=zZm(x_co)n-(y_cl)m,aSCO,clSb (12)

N icin sonlu Taylor seri formunda ¢oziimleri i¢in gelistirilmesi, uygulanmasi ve 6nemli
Ozelliklerinin  belirlenmesidir.  YoOntem, denklemin bir matris denklemine
doniistiiriilmesine dayanir. Bu matris denklemi bilinmeyen Taylor katsayilarindan
olusan bir cebirsel sisteme karsilik gelir. Boylece cebirsel sistemin ¢dziimiinden elde
edilen Taylor katsayilar1 kullanilarak, verilen Goursat probleminin sonlu Taylor seri

formunda ¢6ziimii bulunmus olur.

Taylor matris yontemi daha once uygulanmasina ragmen burada kullanilan matris
yapilar1 diger yontemlerden bir miktar farklidir. Ayrica burada ilk defa Taylor matris

yontemi lineer olmayan denklemlere de uygulanmustir.



2. BOLUM

LINEER DIFERANSIYEL DENKLEMLERi._N TAYLOR MATRIS
METODU ILE YAKLASIK COZUMU

2.1 Tek Degiskenli Bir Fonksiyonun Taylor Serisine Ac¢ilim

Bir y(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasi civarindaki Taylor serisine agilim, a,b,c reel

sayilar olmak {izere

e}

) Y
y(x)=zy](c);!x C)];anSb,aSch (2.1)

j=0

(2.1) esitligi seklindedir. Eger fonksiyonu x = 0 noktasi civarinda Maclaurin serisine

acmak istersek

e}

D (0)x
y(x) = Z y}& (2.2)
j=0

seklinde olur. y(x) fonksiyonun Taylor serisine agilimi, sonlu N sayisinda kesilecek

olursa, seri agilimi fonksiyona
N . .
yP () (x - )

y(x) = i (2.3)

j=0

olarak yakinsar. Burada y?’(c)(j = 0,1, ..., N) bilinmeyen Taylor katsayilaridur.



2.2 Temel Matris Gosterimleri

Burada, bazi fonksiyonlarin temel matris gosterimleri verilmistir.

2.2.1 Bir f(x) Fonksiyonunun Matris Gosterimi

Bir f(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasi civarinda kesilmis Taylor serisi formunda

yazilist

N )
Flx) = Z f j!(c) (x — ¢)J (2.4)
j=0

(2.4) esitligi seklindedir. Bu f(x) fonksiyonunun matrisini bulmak igin

X=1[1 (x—co)(x— c)? .. (x— CN)N]lx(N+1) )

»?(e)
4= 7@ ’
()
yi(o) (N+1)x1
_& 0 0 -~ 0] (2.5)
0 4+ 0 0
My=10 0 4 0
_0 0.0 0 NL!_(N+])><(N+])

(2.5) matrislerini tanimlayalim. A matrisi(N + 1) X 1, X(x) matrisi 1 X (N + 1), M,
matrisi (N + 1) X (N + 1) tipindeki matrislerdir. Boylece kesilmis Taylor seri

formunda yazilan f(x) fonksiyonu
f(x) = X(x)M,A (2.6)

matris formunda yazilabilir.



2.2.2 Bir ™ (x) Fonksiyonunun Matris Gosterimi
f (x) fonksiyonunun tiirevlerinin de f(x) fonksiyonuna benzer sekilde matrisleri
yazilabilir.

Bu fonksiyonunun n.mertebeden tiirevinin sonlu Taylor seri agilimi1

N f(j) (©)
G-

FO(x) = (x — )™ (2.7)

(2.7) bigimindedir. Burada fU(c) bilinmeyen Taylor katsayilaridir. Bunlarin meydana
getirdigi siitun matrisine A denirse, tiirev fonksiyonu
f ) = X(x)A™ (2.8)
seklinde yazilir. Buradaki A" matrisi ile (2.5) denkleminde yer alan A matrisi arasinda
AM =M A (2.9)

bagintis1 vardir. (2.9) esitligindeki M,, matrisi

00 - & 0 - 0
00 - 0 L ... 0
M, =|0 0 0 0 7
00 0 0 0
00 0 0 0

I e 0] 2.10)

olarak tanimlanir ve (N + 1) boyutlu bir kare matristir. (2.9) esitligi yardimiyla (2.8)

denklemi diizenlenirse f(x) fonksiyonunun tiirevinin matrisi

F®(x) = X(x)M,A (2.11)

(2.11) elde edlilir [1].



2.2.3 Bir y(x) Matrisinin A matrisi Tiiriinden Ifadesi

Benzer sekilde
6)] .
) = I 2 =), i =12k

formundaki sonlu Taylor a¢ilimi i¢in (2.5) matrisleri kullanilarak
y(x) = X(x)MA , i=1.2,..,k

(2.13) esitligi elde edilir. Bu esitlikteki A matrisi

A=[y@w©)yD(@)y® (@) .. y(N)(C)]t

(2.14) denklemindekidir.

2.2.4 yW(x) Tiirev Matrisinin A Matrisi Tiiriinden ifadesi

y(x)fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevinin matrisi
y®(x) = X(x)M; A

(2.15) bi¢ciminde yazilir.

2.2.5 y™(x) Tiirev Matrisinin A Matrisi Tiiriinden ifadesi

y™ (x) tiirev fonksiyonunun sonlu Taylor seri agilim1
D (c) .
y(n)()_z(] =), i=0Lka<t<bh

biciminde yazilir. (2.16) denkleminin matrisi yazilmak istenirse
y® () = X(x)M,A

(2.17) matris denklemi elde edilir.

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)



2.2.6. Diferansiyel Denklemlerin Matris Denklemine Doniistiiriilmesi

Bir y(x) fonksiyonunun x = ¢ noktasi civarindaki Taylor serisine agilimi
(n) n
() = B0, O g <x<b,asc<h (2.18)

olarak verilmistir. Fonksiyonun Taylor serisine agilimi sonlu N sayis1 da kesilince ise

) —c)n
y(x) = BN T (2.19)

(2.19) esitligindeki gibi yakinsar. Buradaki y™ (c)(n = 0,1, ..., N) bilinmeyen Taylor
katsayilaridir. Oyleyse x in bir fonksiyonunun y(x) ile garpmminin Taylor serisine

acilimi

B(x).y(x) = ZN_o— By (x — )" (2.20)
(2.20) esitligi olacaktur.

Bu Leibnitz kuralina gore

[BGYIL, = Zeo (1) BE™( ()™ () (221)

(2.21) seklinde yazilacaktir. O halde (2.20) esitligi

BOOY () = Boo Do (1) BA™ (0 ™() G — )" (2.22)

olacaktir ve bunun matrisi



[ p
00!
B (0)
© B . .
10! o 1!
B = B(Z)(C) B(l)(c) B(O)(c) 0
210! Ix 1! 02! .
B ©) B(N_.])(C) B(N_.Z)(C) B“’;(c)
| NXO0 (N—-DXI (N -2)x2! O N! |

olmak tizere

[B(x)y(x)] = XBY

olacaktir [1]. Benzer sekilde A(x)y™® (x) in agilimi

A)yD(x) = XN -0 Xm=o % (

olacaktir. (2.25) esitliginin matrisi

n
m

0 A© (c)
o1
A" (¢) A (c)
11x0! O 1!
A= : :
A(N—])(c) A(N—Z)(c)
(N -0 (N —2)0!
AV@e) 4"
NIXO! (N -1

olmak tizere

[AG)y P ()] = XAY

OX(N —1)!

) AT ()T () (x = )"

0
A(OB (c)

A(l) (C)
Ix(N —1)! |

bulunur [1]. Benzer sekilde lineer olmayan kisim i¢in

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)



COOY(x) = Z i l(1’7‘1) CO=m) ()Y (&) (x — )"

n!
n=0m=0
m
2 m s i
Y@ =), vmE = (T)ymDey9e©
i=0
olacagindan (2.28) esitliklerinin matrisi
»? ()
V= y(]).(c) ’
(o)
O
(SO R o o 0 |
00!
) ()
@ V) o o
1x0! 01!

C = C(Z)(C) C(l)(c) C(O)(c) 0
21x0! Ix1! 02! . .
CY@e) ") P V)
| N0 (N =DK1l (N -2)X2! OIN! |

olmak tlizere
[CC)y*()] = [C()Y (x) = XCY]

olarak bulunur [1].

(2.28)

(2.29)



3. BOLUM

LINEER VE LINEER OLMAYAN GOURSAT PROBLEMLERININ
YAKLASIK COZUMU IiCIN TAYLOR MATRIS YONTEMIi

Bu boliimde Goursat problemlerinin N ile kesilmis sonlu Taylor seri ¢6ziimlerini elde
edebilmek i¢in Taylor Matris yontemi sunulacaktir. Amag;Goursat problemlerindeki ve
sinir kosullarindaki fonksiyonlarmm Taylor serisine agilimini matris olarak yazip, bu
problemleri matris denklemine doniistiirmektir. Daha sonra, matris denklemlerindeki
Taylor katsayilarini bulup, Goursat probleminin verilen sinir kosullarina gore yaklasik

¢Oziimiini bulmaktir.

3.1 Goursat Probleminin Matris Denklemine Doniistiiriilmesi

Bu ¢alismada Goursat problemleri
Uyy +u + A(x, y)u, + B(x, y)u, + C(x,y)u™ = K(x,y) (3.1)
genel sekli ve,

ulx,0)=gkx), u(,y)=nh(l), g()=nh)=u(0,0) (3.2)

smir kosullar1 ile ele almacaktir. Bu denklemdeki her bir terimin (x,y) = (¢, ¢1)
noktasi civarindaki sonlu Taylor serisine agilimi yazilacaktir. Ardindan bunlar matris
denklemine doniistiiriilecektir. Burada u(x,y) i¢in x ve y bagimsiz degiskenler, u

bagimli degiskendir.
(3.1) denklemindeki u(x,y) fonksiyonunun (x,y) = (c,, ¢;) noktasi civarindaki Taylor
seri agilimi

2 (nm)
u(xy) = ) Z ) ey e aser, ash  (3)
n=0

n! xm!

dir. Bu u(x, y) fonksiyonun Taylor serisine a¢ilimi sonlu N sayida kesilince



11

(nm)
u(a,y) = IN_ 3N 2ol (0 iy — ¢)n (3.4)

ni'xm!

olarak yakimsayacaktir. Buradaki u™™(c,,c;)(n,m = 0,1, ...,N) bilinmeyen Taylor

katsayilaridir. Bu acilimi matrise dontistiiriirsek
[u(x,y)] = XMUMtY (3.5)

olarak yazilabilir. (3.5) matris denklemindeki X,M,U ve Y matrisleri sirasiyla

X=[1(x-co)lx~— c)? .. (x— CN)N]lx(N+1) (3.6)
l 0 O 0
0!
1
— 0 0
1!
M = , 3.7
0 0 l e 0 (3.7)
2!
0 0 O L
L N!_(N+])><(N+])

M(O’O) u(OJ) u(O,z) . M(O’N)
N N N OO (R
U=|,00 ,en ,en o ew (3.8)
(N,0) (N.D) (N2 (NN
LU u u u J(N+Dx(N+1)
_ 1 _
(y - c])
2
v = (e (3.9)
N
_(y —¢) Jv+nyx

(3.6), (3.7), (3.8) ve (3.9) seklindedir. Ayrica M! matrisi M matrisi ile ayni
olmaktadir. u(x, y)fonksiyonununx e ve y ye gore birinci mertebeden tiirevlerinin

Taylor seri agilimlarini yazarsak

[u®D (x, )] = XM UMY (3.10)
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[u®9 (x, )| = XM UM!

[u®D (x, )] = XMUM!Y

(3.11)

(3.12)

(3.10),(3.11) ve (3.12) seklinde olacaktwr. Burada X ve U matrisleri (3.5) i¢in

tanimlandigi gibi olup M| matrisi

0L 0 o 0
0!

00 L o 0
1l

M={o 0 0 L~ 0
2

00 0 0 !

(N -1)!

00 0 0 0

(3.13) matrisidir.

(3.13)

Benzer sekilde A(x,y)u,(x,y) ve B(x,y)u,(x,y) fonksiyonlarmn matris formunu

yazmak i¢in oncelikle sonlu Taylor seri agilimlar1 yazilmalidir.

A(x,y) = A;(x).A,(y) ve B(x,y) = B;(x).B,(y)olmak lizere X =Coy =0

noktasindaki Taylor seri agilimi

ACx, YIuy(x,y) =

P I WA 3 { 1 (T+ 1) (S) A1 (x).A, ()] TSI lu(xy)
r=04&is=0 &ij=04&j=0 (r+1)!xs! l ] axiayf . axr_i"'lays_j

o) (v — C1)S}

B(x,y)u,(x,y) =

1 T\ (S + 1\ 0t/ [B,(x).B2(y)] @7+5~i=i+1ly(x,y)
o 2l Sl T gy (1) (0 7 1) e, o

rix(s+1D! \i j dxtayJ dxT-igys—i+1

co) (v — C1)S}
bicimindedir. Matris formlar1 yazilimlari ise

[ACx, YIu, (x, )] = X. A1 U. ASY

(x —

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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[B(x,y)u, (x,y)] = X.B,.U.BSY (3.17)

(3.16),(3.17) bigiminde olacaktir. Burada

0)
0o 4 (@) 0 0
00!
1 (0)
0 al( )(co) a, (c) 0
11x0! O 1!
A = (N_i) (N—é) . (0): (3.18)
i (c) 4 () . a (c)
(N-DX0! (N-2)XI! Ox(N —1)!
ac) 4" | a"()
i NxO0! (N -D)x1! Ix(N =1)! |
") o . 0
00!
I 0
a2( )(c]) a2( )(c]) 0 .. 0
11x0! o1
_ 2 I 0
=00 @) a%) (.19)
2!x0! Ix1! 02!
az(N)(cl) az(N_])(cl) az(N_z)(cl) az(O)(Cl)
| N!XO0! (N-D1! (N -2)2! OxN! |
5" (cy) 0 0 0
00!
1 0
bl()(co) b]()(CO) 0 0
11x0! ox1!
_ 2 1 0
B, = b]( )(Co) b]( )(Co) az( )(Co) 0 (3.20)
2!x0! 1!x1! 02! )
bl(N)(co) bl(N_])(co) bl(N_Z)(co) bl(O)(Co)
| NXO0! (N -Dx1! (N -2)x2! OxN! |
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©
0 b2 (c]) 0 . 0
00!
1 0
AR G B () 0
1x0! O 1! . _
B, = D -2 A 0 (3-21)
b, (¢) b () by ()
(N-D0 (N —2)kI! O(N —1)!
b)) 5" e o 5"
I N0l (N -1kl IX(N —1)! |

olarak tanimlanmistir. Benzer sekilde k(x, y) ve u(™ (x, y) fonksiyonlarmm matrisi
[k(x,y)] = X M K MtY (3.22)
[u(x, V] = [U(x,y)] =X M UMY (3.23)

biciminde yazilacaktir. Burada

_k(o’o)(COacl) k(o’])(co,c]) k(O’Z)(Co’cl) k((),]\l)(co’clﬂ
k(],o)(co’c]) k(l,l)(co’c]) k(l,2)(co’c]) k("N)(CO,C])
0°C

K = k(z’O)(Co’cl) k(z’])(c c) k(z’Z)(Co’cl) k(z’N)(co’cl) (3.24)

u7(0,0) w"(01) u"(0,2 u"(0,N) |
u'(1,0)  w"(11)  w'(12) - w"(LN)
u"(2,2) - u"(2,N) (3.25)

<
Il
<
=
—~~
o
<
=
N
—

W0) (V1) @ (N2) e wr (NN

bi¢ciminde tanimlanacaktir. Buradaki K matrisinin elemanlart (3.1) denkleminde
K(x,y) olarak verilen fonksiyon i¢in x e ve y ye gore tiirevlerinin alinip x in yerine c,
n, y nin yerine ise ¢; in yazilmasiyla elde edilecektir. U matrisindeki elemanlar ise
lineer olmayan kisimdaki u™ in x e ve y ye gore tirevlerinin alinmasiyla elde
edilecektir. Bu matris doniistimleri (3.1) denkleminde yerine yazilip gerekli

sadelestirme yapilirsa (3.1) denkleminin matris sekli
M,UM! + MUM?® + A,UA% + B,UBL + MUM! = MKM¢ (3.26)

(3.26) olacaktur.
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3.2 Smir Kosullarinin Matris Denklemine Doniistiiriilmesi

Boliim 3.1 de Goursat problemlerinin genel sekli ve

u(x, 0) = g(x), (3.27)
u(0,y) = h(y), (3.28)
g(0) = h(0) = u(0,0) (3.29)

sinir kosullar1 verilmistir. Bu bolimde ise bu smir kosullarinin matris formu
verilecektir. Buradaki g(x) fonksiyonu x in bir fonksiyonu, h(y)y nin bir
fonksiyonudur. u(x,y) fonksiyonunun matrisi (3.5) denkleminde verilmistir. Bundan

yola ¢ikarak kosullarin matrisleri verilecektir. O halde u(x, 0) kosulunun matrisi

u(x,0) = X.M.U.M".Y{) (3.30)
(3.30) bi¢iminde yazilir. Buradaki y(gg)
Y((OO)) =[1 ¢;¢4? ... ¢1V] 331)

(3.31) biciminde tanimlanacaktir. Benzer sekilde

u(0,y) = X(o.M.U.M".Y (3.32)
(3.32) olur. Buradaki X ()

dir. 3. kosulun matris hali

u(0,0) = X).-M.U. MY (3.34)

bigiminde yazilir. Buradaki X, ve Y sirasiyla (3.33) ve (3.31) de verildigi gibidir.



4. BOLUM

GOURSAT PROBLEMLERININ TAYLOR MATRIiS YONTEMI iLE
YAKLASIK COZUMU

4.1. Lineer Goursat Problemleri i¢cin Coziim Yontemi

Lineer Goursat probleminin genel gosterimi (3.1) denkleminde n=0 alinirsa
Uy, +u+ AQx, yu, +B(x,y)u, +C(x,y) = K(x,y) @.1)

(4.1) bigiminde olacaktir. (4.1) denkleminde uy, , u, ve u,, u(x,y) fonksiyonunun

tiirev fonksiyonlaridir. A(x,y), B(x,y), C(x,y) ise X ve y ye bagh fonksiyonlardir. Bu
denklemin matris formda yazimmi boliim 3 te (3.5), (3.10), (3.11), (3.12) ve (3.22) de

verilen matrislerin (4.1) esitliginde yerlerine yazilmasiyla
M,UM,* + MUM® + A,UA,* + ByUB," = MKM* (4.2)

elde edilir. (4.2) matris denkleminde esitligin sol tarafinda (N + 1) X (N + 1) tipinde

bir matris elde edilir. Bu matris

I Wo 0 WO,] Wo 2 WO,N W
Weo W, W, Win
W= Wz 0 Wz,l Wz 2 Wz,N (4-3)
_WN,O WN,] WN,2 WN,NJ

Seklinde gosterilebilir. Burada W;; ler i¢in i ler satir swrasini i ler situn sirasini
belirtmektedir. W; ; ler u(x,y) fonksiyonunun x e ve y ye gore tiirevlerini igermektedir.
Simdi bu W matrisinin katsayilar matrisi yazilacaktir. Elde edecegimiz yeni matrisi W

olarak tammmlayalim. W katsayilar matrisini yazmak i¢in W;; ler ilk satir ve ilk
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siitundan baslanarak, en son satir ve en son siitun alinmamak sartiyla satir olarak
yazilacaklardir. Son satir ve siitunun almmama sebebi (4.1) denkleminde u(x,y)
fonksiyonunun en ytiksek mertebeli tiireviu,,  oldugundan W matrisi yazilirken x e
gore tiirevden dolay1 son satir, y ye gore tiirevden dolay1 da son siitun iptal edilecektir.
Dolayisiyla elde edilen bu matris N2 X (N +1)? tipinde olacaktir. Bu matrisi
W olarak tanimlayalim. Benzer sekilde (4.2) matris denkleminde esitligin sag tarafinda

da (N + 1) x (N + 1) tipinde bir matris elde edilir. Bu matris

_Go,o GO,] Go,z GO,N W
Gl 0 Gl,] Gl,2 Gl N
G= Gz 0 Gz,l Gz 2 Gz N (4-4)
_GN,O GN,] GN,z X GN,NJ

seklinde gosterilebilir. (4.4) matrisin tiim elemanlar1 son satir ve son siitun alinmamak
sartiyla satir olarak yazilir. Sonug¢ olarak N? x 1 tipinde bir matris elde edilir. Bu

matrisi G olarak tanimlarsak

~

G:[Go,o GO,I GO,N—I GI,O Gl,l GI,N—I GN,O GN,I GN—I,N—l]t
4.5)

bi¢iminde olacaktir. Kosullarm matris gosterimleri ise Boliim 3.2 deki (3.30), (3.32) ve
(3.34) esitliklerinde belirtildigi gibi yazilacaktir. Burada dikkat edilmesi gereken en
onemli nokta u(x,0), u(0,y) ve u(0,0) kosullart i¢gin (x,y) = (0,0) alindiginda
kosullarin ayn1 olacagidir. Dolayisiyla bu yontemde farkli olarak, kosullarin ayni olan
degeri yalnizca bir defa kullanilacaktir. Kosul matrisleri yazilirken u(0,0) kosulu her
zaman diger kosullarm ilk terimini icereceginden kullanilmayacaktir. Aymi sekilde
u(x,0) ve u(0,y) kosullarinin kullanimi sirasinda matris gosterimlerinin ilk terimleri
bir kez almacagindan 1. Kosul N +1 satir, 2. Kosul N tane satirdan olusacaktir.
Verilen kosullardaki esitligin sol tarafindaki elemanlar Boliim 3 te belirtilen kurala gore
yazilip W katsayilar matrisinin en alt satirindan 2N + 1 satir eklenerek yazilacaktir
Benzer sekilde verilen kosullarda esitligin sag tarafinda bulunan f(x) ve g(x)

fonksiyonlarmin N i¢in sonlu Taylor seri agilimlar1 yazilip bunlarin katsayilar matrisi G

matrisinin son satirindan sonra N + 1 satir eklenerek yazilir. O halde sinir kosullarinin
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W ve G matrislerine eklenmesiyle elde edilen yeni artirilmis matrisler sirastyla W "
ve G olarak tanmimlanirsa bu matrisler (N + 1)2 x (N + 1)? tipinde matrisler olacaktir.
Simdi son olarak u(x,y) fonksiyonunun matris gdsteriminde son satir ve son siitun

almmamak sartiyla tiim elemanlari satir olarak yazilirsa
U:[Uo,o Uy - Uy Uy Uy o Uy o Uy Uy o UN—I,N—l]t
(4.6)

olmak iizere (N +1)2x 1 tipinde bir matristir. Elde edilen bu yeni matrisler

sonucunda yeni matris denklemi
WU =G 4.7)

bi¢iminde olacaktir. Boylece bu matris denkleminden elde edilen sistemin ¢oziilmesiyle
u(x,y) fonksiyonunun Taylor seri agilimindaki katsayilar1 elde edilir. Bu katsayilarin

Boliim 1 deki (1.2) esitliginde yerine yazilmasiyla ¢6ziim bulunmus olur.

4.2 Lineer Olmayan Goursat Problemleri i¢in Coziim Yontemi

Lineer olmayan Goursat denkleminin genel gosterimi
uxy tu+ A(an’)ux + B(an’)uy + C(an’)un = K(an’) (48)

bicimindedir. Bu  denklemin  matris formda  yazimi = bolim 3 te

verilmistir. (4.8) denkleminde lineer olan kisma L, lineer olmayan kisma N dersek

LU + NU = MKM (4.9)

biciminde yazilir. Burada
M,UM;* + MUM® + A,UA," + B,UB," = LU (4.10)
Ve

MUM! = NU (4.11)



19

dur. Lineer olmayan kismin matris gosterimi yazildiktan sonra arttirilmis matris hali

lineer olan kisim ile birlikte

Ly, Ly, Loys Noy Noy o Noys Koo Ky, Koy

LI,O Ll,l LI,N; Nl,o N1,1 Nl,N; KI,O Kl,l KI,N

[L;N;MKM[]Z Ly Ly, - Lyy; Nyy Ny o Nyys Ky Ky o Ky
_LN,O LN,I LN,N; NN,() NN,] NN,N; KN,O KN,] KN,N ]
(4.12)

biciminde yazilacaktir. Burada lineer kismin matris gosterimi Boliim 4.1 de verilmistir.
Lineer olmayan kismin matris gosterimi de benzer sekilde gerekli olan matris
gosterimlerinin yerine yazilmastyla kolaylikla bulunacaktir. (4.11) matrisinin arttirilmis
matris bi¢giminde yazimi lineer kismin ¢6ziim yonteminde verildigi gibidir. Lineer
olmayan kismin genellestirilmis matrisi yazilirken lineer kisim i¢in diizenlenen matrise
benzer sekilde diizenlenir. Lineer olmayan kismin da genellestirilmis matrise eklenmesi
ile lineer olmayan Goursat probleminin genellestirilmis matris formu elde edilmis olur.
Goursat problemlerinin genel yazimi ve smir kosullart (3.2) de verildigi gibi
oldugundan lineer olmayan kisim i¢in smir sarti yoktur. Dolayisiyla lineer olmayan
kisim i¢in genellestirilmis matrisin son (2N + 1) satirma sifir yazilir. Elde edilen sistem
¢Oziildiigiinde u(x, y) fonksiyonunun Taylor seri agilimindaki katsayilar elde edilir. Bu

katsayilarm (3.3) de yerine yazilmasiyla ¢oziim bulunmus olur.



5. BOLUM

UYGULAMALAR

Bu boliimde lineer ve lineer olmayan Goursat problemlerinin verilen kosullarda
¢Ozlimleri bulunmustur. Cozlimlerde Taylor matris yontemi kullanilmis, ¢6ziimler tam

coziimlerle veya diger ¢6ziim yontemleriyle karsilastirilmistir.

Ornek 1: {lk olarak, lineer homojen

Uy = U (5.1)
(5.1) denklemi ile

u(x,0) =e*u(0,t) =et,u(0,0) =1 (5.2)

(5.2) smir kosullar1 goz oniine alinacaktir. Bu problemin u(x,t) ¢oziimiine (x,t) =

(0,0) noktas1 civarinda

3
(m) (0,0
u(x,t)=zzu—()x”.tm, a<0, 0<b (5.3)

N = 3 i¢in sonlu Taylor serisi ile yaklagilacaktir. Boliim 3 te tanimlanan (3.7),(3.8),

(3.13) ve (3.24) matrisler N=3 icin

0100
0!
0010
M, = 1! (5.4)
000l
2!
0 0 0 0]
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o|l—o
o O

=
I

(5.5)

o
I

o

o

u=| (5.6)

Lo 0 o0
ol
1
=0 0
M= 1-1 (5.7)
00 — 0
2
0 0 L
i 31
000 0
000 0
K=o 0 0 0 -8)
000 0

(5.7),(5.6),(5.4) ve (5.8) olacaktir. Bolim 4 te verilen (4.2) matris denklemi (5.1)

denklemi i¢in diizenlenirse matris
M,UM,* — MUMt = MKM? (5.9)

Matris denklemi elde edilir. Yukarida (5.4),(5.5),(5.6),(5.7) ve (5.8) olarak tanimlanan

matrisler (5.9) denkleminde yerine yazilip ¢6ziim yapilirsa
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u u u
TUgo Uy U T U e
2 2 6
0 00 O
U, Ups U s
_”1,0"'“2,1 _u1,1+u2,2 _7"'7 _? 0O 0 0 O
= (5.10)
_tho Mai M (i Han Hhs o Mg 0 000
2 2 2 2 4 4 12 0 0 0 O
_Ho M e P I
L 6 6 12 36

(5.10) matris denklemi elde edilir. Simdi (5.10) denkleminde esitligin sol tarafinin

katsayilar matrisi

-1 0 0 0 1 0 0 0O O 0 00 O0 0 0
0 -1 0 0 O 1 0 0 0 0 0 00 0 O
00—%0 00%00000000
0 0 0O -1 0 0 0 0O 1 0 000 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 O 1 000 0 0

1 1
0 0 0 0O —— 0 0 0O 0 =00 00 (5.11)

2 2
00000000—10000100

2 2
000000000—1000010
2 2

0000000000—10000l
L 4 4_9><]6

(5.11) bigiminde olacaktir. (5.9) denkleminde esitligin  sag tarafindaki MKM?
matrisinin ise arttirilmis matris bicimi Boliim 4.1 de anlatildigi gibi aliacaktir.
Dolayisiyla son satir ve son siitun elemanlar1 hari¢c olmak iizere satir matrisi olarak

yazilirsa arttirilmis matrisi elde edilmis olur. Simdi kosullarin matris gosterimini

yazalim. Verilen (5.1) denklemi i¢in kosullar (5.2) de

u(x,0) = e* (5.12)
u(0,t) = et (5.13)
u(0,0) =1 (5.14)

(5.12),(5.13) ve (5.14) esitlikleri ile verildiginden (5.12) ve (5.13) kosullarinda

esitliklerin sag tarafinin N = 3 i¢in sonlu Taylor seri agilimi yapilirsa



23

2 3
eX=1+x+>+> (5.15)

2 3
et =1+t+S+5 (5.16)

(5.15) ve (5.16) seklinde yazilacaktir. Kosullar i¢in esitligin sol tarafi ise (3.30), (3.32)

ve (3.34) de belirtildigi gibi yazilirsa kosullarin matrisi sirasiyla

XMUM’Y(O)(0)=[1 1 1 l}

> % (5.17)
X(O)(O)MUM’Y=[1 1 % ﬂ (5.18)
XOoMUM' YO0 =]l 0 0 0] (5.19)

(5.17),(5.18) ve (5.19) olacaktrr. ilk kosulun tiim elemanlari, 2. Kosulun ise ilk elemani
hari¢ diger 3 elemani elde edilecek olan arttirilmis matrisin son satirmdan sonra 7 satir

eklenerek yazilacaktir. Sonug¢ olarak (5.1) denkleminin (5.2) smir kosullarina gore
arttirilmis matrisi.
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0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

0
0
0
0

1

0 0 0 O

b =)
—laN o ©
o o o
o o o
o o o
o 1_40
=l S o

0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

0
0

— | N

o o o
o o o
o o o

—loo o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o
o o o

0 0 0 0 O

0

116x16
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(5.20)

16x1

I
O 0000 OO0 OO - ——NH[O—~—|N—~]|\©
L

I

X
b=t
I 1
< - N ¢! =) — N [0 =3 - N [3g) =) — ! 2}
= = = = — — — — ~ o~ ~ o~ o o o o
= S =S =S = N = = = = = = S = = = |
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seklinde elde edilir. Bu matris denkleminin ¢6ziilmesi ile
_u0,0 + ul,l = O

_uO,l + ul,z = O

=0

Ug Uys
2 2

——t 22—
2 2
Uzo U3z
—_— —_ O
2 2
U1 Uz
—_ —_— O
2 + 2
Uz Uz
PR —_ O
4 4
Ugo =1 (5.21)
Ug=1
U20 _ =
2
Uz _1
=
Upy =1
Yo2 _ =
2
Ug3 _1
e =

(5.21) denklem sistemi elde edilir. (5.21) denklem sisteminin ¢6ziilmesi ile

u0,0 = 1, uO,l = 1, uO,Z = 1, u0,3 = 1,
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ul'o = 1, ul'l = 1, ul'z = 1, u1'3 = 1,
uZ'O = 1, uZ'l = 1, uZ'z = 1, u2'3 = 1, (522)
U3'0 = 1, U3'1 = 1, U3'2 = 1, U3'3 =1

(5.22) katsayilar1 elde edilir. Coziim olarak u(x, t) nin N = 3 i¢in (x, t) = (0,0) noktas1

civarmdaki ¢ozimii

(n,m)
u(xt)—zzu OO nim  a<o0 0<b (5.23)

n! xm!
n=0m=0

(5.23) olacaktir. Buradaki u™™ ler u nun n ve m e gore tiirevleridir. Coziim olarak,

elde ettigimiz katsayilar1 (5.23) seri agciliminda yerine yazarsak

O P L L AP LA LA SO L S
u(x,t) = —t—+x+xt+—F—+—+—+—
2 6 2 6 2 2 4 12
x3 x3t x3t? X33

et e T2 36

olacaktir. Bu a¢ilime**! fonksiyonunun N = 3 ile kesilmis Taylor seri agilimina

denktir. Dolayisiyla ¢dziim e**t olarak bulunur. Bu sonug, [4] de verilen sonug ile

aynidir.

Ayni 0rnekte N = 4 i¢in ¢6ziim yapilmak istenirse;

oL o0 0 o
0!
1
00500
M, = ] 2
"“lo 0 0 = 0 (5.25)
2!
0 0 0 b
3|
00 0 0 0
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0 0
1
— 0
0!
0 l 0O 0 O
A T (5.26)
0 0 l 0 0
21
0 0 l 0
L 3
_”00 Ugy Ugp Uggs ”o,ﬂ
Ug Uy Uy Uz Uy
U=y uyy Uy, Uys Uy, (5.27)
Usg Uzy Uzy, Uzz Uy
| Uso Uy Uyp Uy u44j
l O 0 0 o
0!
l 0O 0 O
1
1
M=|10 0 5 0 0 (5.28)
0 O l 0
3!
1
O 0 0 0 —
L 4] |
[0 0 0 0 0]
0 0 0 0O
K=/0 0 0 0 O (5.29)
0 0 0 0O
100 0 0 0]

olmak tizere, (5.25), (5.26), (5.27), (5.28) ve (5.29) matrisleri (5.1) denkleminde

yerlerine yazilirsa



Uy T U,

—U, + U,

Uyp

2 2
Y50

6 6

Us

—Uy,

u4,]
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Uyr, Uys Uys Uy
Uy, U, > 5 - 6 6 Ugo
U, Uy, U3 Uy,
Uy +u2,2 - > > - 6 6 Uy
CUpy Uz, Upy o Uzz o Uz Uz, Up
2 2 4 4 12 12 2
Uy Uy, Usp + Ups U3z Ugy Uz
6 6 6 6 36 36 6
Uy, U3 Uy Uy
2 6 24 24

S O O o O

S O O o O

S O O o O

S O O o O

S O O o O

(5.30)

matris denklemi elde edilir. Simdi (5.30) esitliginde sol tarafindaki matris Bolim 4 te

verilen katsayilar matrisi seklinde yazilirsa



30

0
0
0

0 0 00 0 O

0
0

0 00 0 O

0 00 0 O

0
0
0
0

0 00 0 O

0
0
0
0

0 00 0 O

0 00 0 O

-1

0 0 0

0 00 0 O

0000 O O

0

0000 O O

0

0

0 00 0 O

0

0 00 0 O

0

000 O

36—]6><25
(5.31)
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(5.31) bigiminde olacaktir. Esitligin sag tarafindaki MKM?® matrisinin ise arttirilmis
bicimi B6lim 4.1 de anlatildig1 gibi alinacaktir. Dolayisiyla son satir ve son siitun
elemanlar1 hari¢ olmak iizere satir matrisi olarak yazilirsa arttirilmis matrisi elde edilmis

olur. $imdi kosullarin matris gosterimini yazalim. Verilen (5.1) denklemi i¢in kosullar
(5.2) de

u(x,0) = e* (5.32)
u(0,t) = et (5.33)
1(0,0) = 1 (5.34)

(5.32), (5.33) ve (5.34) esitlikler1 ile verildiginden (5.32) ve (5.33) kosullarinda

esitliklerin sag tarafinin N = 3 i¢in sonlu Taylor seri agilimi yapilirsa

2 3 4

ot 539
t2 3t

et=1+t+7+z+z (5.36)

(5.3), (5.36) olacaktir. Kosullar icin esitligin sol tarafi (3.30), (3.32) ve (3.34) de

belirtildigi gibi yazilirsa kosullarin matrisi sirasiyla

XMUM’Y(O)(0)=[1 1 L (5.37)
2 6 24
© , 1 1 1
X7 oMUM'Y =11 1 — — — (5.38)
2 6 24
XOoMUM'Y 0 =[l 0 0 0 0] (5.39)

(5.37), (5.38) ve (5.39) olacaktir. Ik kosulun tiim elemanlar1, 2. kosulun ise ilk elemani
hari¢ diger 4 elemani elde edilecek olan arttirilmis matris denkleminin son satirmdan
sonra 9 satir eklenerek yazilacaktir. Sonug¢ olarak (5.1) denkleminin (5.2) smir

kosullarina gore arttirilmig matrisi
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25¢25

0 0 00 0 O
0 0 00 0 O
0 0 00 0 O

0 0 00 0 O
0 0 00 0 O
0 0 00 0 O
0 0 00 0 O

o o —~
o o o
o —~lvo
—la o o
o o o
o o o
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(5.40)
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(5.40) seklinde elde edilir. (5.40) matris denkleminin ¢6ziilmesi ile
_u0,0 + ul,l = O

_uO,l + ul,z = O

—t 42—
2 2
Up3 Uig
—_ 42—
6 2

2t 70
et g
la tsa_
~224 32 (5.41)
111223+ul3é4 0
o g
sy g
ul3zz+ul4; 0
L;3é3+L;4g_O
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Ugp =1
Uzp _ 1
2

Uz _1
= =
Uso 1
24 24
Uz =1
Yoz _ 1
2

Ug3 _1
=
Upa 1
24 24

Ugpo =1, Upy =1, Upz =1, Upz =1, Upq =1,
U =1, up =1, U, =1, Uz =1, Uy =1,
Uz =1, Uz, =1, Uz, =1, U3 =1, Uy =1, (5.42)
uzo =1, uz; =1, uz, =1, uzz =1, uzg =1,
Ugp =1, Uy =1, Uyp =1, U3 =1, Ugy =1,

katsayilar1 elde edilir. Coziim olaraku(x,t) nin N =4 igin (x,t) = (0,0) noktasi

civarmdaki ¢ozimii

n! xm!

5 & 1™ (0,0)
u(x,t)=zz X"tm . a<0, 0<b (5.43)
n=0
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(5.43) denklemi seklinde olacaktir. Buradaki u™™ ler u nun n ve m e gore tiirevleridir.

(Cozlim olarak, elde ettigimiz katsayilar1 (5.43) denkleminde yerine yazarsak

2 x3 4

o) =1+x+ —+—tye(1+ +xz+x3+x4
WL = X S T e T Xty T T

+ t? 1+x+xz+x3+x4
2 2 4 12 48

+t3 1+x+x2+x3+x4 5.44
6 6 12 36 144 G4

+t* ! + +—x2-+ ul + x
24 24 48 144 576

elde edilir. Bu a¢ilim N = 4 i¢in e*** nin Taylor seri agilimidir. Dolayisiyla ¢dziim

e**t bulunmus olur. Bu sonugta aynidir.

Ornek 2: Simdi lineer homojen

Uy +2u=0 (5.45)
(5.45) denklemi ile

u(x,0) = e*, u(0,t) = e~ %, u(0,0) =1 (5.46)

(5.46) kosullari1 gbz 6niine alalim. Bu problemin u(x,t) ¢oziimiine (x,t) = (0,0)

noktasi civarinda

ymm)
u(xt)—zz ©0) wem a<o0,  0<b (5.47)

n! x m!
n=0m=0

N = 4 i¢in sonlu Taylor serisi ile yaklasalim. B6liim 3 te tanimlanan (3.7),(3.8), (3.13)

ve (3.24) matrislerini N=4 i¢in yazarsak
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(5.51), (5.50), (5.48) ve (5.52) olacaktir. Bolim 4 te verilen (4.2) matris denklemi

(5.45) denklemi i¢in diizenlenirse matris denklemi
M,UM;" 4+ 2MUMt =0 (5.53)

olacaktwr. Yukarida N =4 icin tanimlanan (5.48), (5.49), (5.50), (5.51) ve (5.52)

matrisleri (5.53) denkleminde yerine yazilip ¢6ziim yapilirsa

| u u u Uy, |
u,,+u 2u,, +u U, 423 03 , 714 0,4
0.0 TU o1 T, Uy 5 p 1 ] _
u u u u
iy gy 20y Fuy, o U, 2 Sy 2 00000
R 3 6 12100000
uz,o+% uz,]+u;’2 u;’2+uf “g3+”13; “22; =10 00 0 0| (554
u3,o+u4,1 u3,1+u4,2 u3,2+u4,3 u3,3+u4,4 Usy 00000
3 6 3 6 6 12 18 36 72| 00 0 0 0]
u4,0 uﬁ u4’2 u4’3 u4’4
L 12 12 24 72 288 |

(5.54) matris denklemi elde edilir. (5.54) denkleminde esitligin sol tarafinin katsayilar

matrisi Boliim 4 te verilen arttirilmis katsayilar matrisi seklinde yazilirsa



S o o O

S N

(=i = =)

—_ O

(=i = =)

S O oWk O O©O O

(=)

(=R )

S o o O

(=)

S O NN O

S N o O

S =

- o o O

S O O O N|=Oo O©

S W=
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(=)

S N

39

S N|l—o © o

(=R )

S o o O

S N =

(=R )

S o o O
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S W~

(= = = =)

S N =

(=)

S W~
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(5.55)



40

(5.55) bigiminde olacaktir. (5.53) denkleminde esitligin sag tarafindaki MKM*
matrisinin ise arttirilmig bigimi Boliim 4.1 de anlatildig1 gibi alinacaktir. Dolayisiyla son
satir ve son siitun elemanlar1 hari¢ olmak iizere satir matrisi olarak yazilirsa arttirilmig

matrisi elde edilmis olur. Simdi kosullarin matris gosterimini yazalim. Verilen (5.45)
denklemi i¢in kosullar (5.46) da

u(x,0) = e* (5.56)
u(0,t) = e~ 2t (5.57)
1(0,0) = 1 (5.58)

(5.56), (5.57) ve (5.58) esitlikleri ile verildiginden, (5.12) ve (5.13) kosullarinda

esitligin sag tarafinin N = 4 i¢in sonlu Taylor seri agilimi yazilirsa

4

2 3
eX=1+x+—+>+ (5.59)

X
24

3 4
e =1-2t+2t2 -+ 2 (5.60)

(5.59) ve (5.60) seklinde olacaktir. Kosullar i¢in esitligin sol tarafi ise (3.30), (3.32) ve
(3.34) esitliklerinde belirtildigi gibi yazilirsa kosullarin matrisleri sirasiyla

XMUM'Y Q0 =[1 1 11 (5-61)
2 6 24

XOMUM'Y 0 =[1 0 0 0 0]

X(O)m)MUM’Y:[l ~2 2 4 E}

3 3 (5.62)

(5.63)

(5.61), (5.62) ve (5.63) olacaktir. Ilk kosulun tiim elemanlari, 2. kosulun ise ilk eleman1
hari¢ diger 4 elemani elde edilecek olan arttirilmis matrisin son satirindan sonra 9 satir
eklenerek yazilacaktir. Sonug¢ olarak (5.45) denkleminin (5.46) smir kosullarma goére

arttirilmis matrisi
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seklinde elde edilir. Bu matris denkleminin ¢6ziilmesi ile
ZuO'O + ul'l = O
ZuO'l + ul'z = O

U3

— =90
u0'2+ 2
Upz  Uys
— 4+ == =0
3 6

Zul'o + uZ'l = O
Zul'l + uZ'Z = O

Uy 3

ul'z +T'=O
Uz  Ugg
—2 47—
3 6

u
u2'0+%=0

u
u21+%=0
Uz2 4 Us3z _
> + " =0 (5.65)
U3 U3y
—_— —_— O
6 12
Uz Uz
42 =0
3 6
U3zq Uy
—_— = O
3 6
U3z  Ugs
=L 22—
6 12
Usz  Uas _
18 12
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Uy = 1
Uzo _ 2
2
Ugo 1
==
Uso 1
24 24
Upqp = -2
Ug 2
—2 =2
2
Uz 4
6 3
Ug,4 2
24 3

(5.65) denklem sistemi elde edilir. (5.65) denklem sisteminin ¢6ziilmesi ile

Ugp = 1, Uy = —2, Ug, =4, Up3 = —38, Upq = 16,
Uog =1, Uy = —2, Uy, =4, U3 = —8, Uy 4 = 16,
Uyo = 1, Uy = —2, Uy, = 4, Uy3 = —8, U, =16, (5.66)
Uzp =1, Uz, = —2, Uz, =4, uz; = —38, Uz, = 16,
Uy = 1, Uy = —2, Uyp =4, Uy3 = —38, Uyy = 16

(5.66) katsayilar1 elde edilir. u(x,t) nin N = 4 i¢in (x,t) = (0,0) noktas: civarindaki

¢Ozumu
4 4
(nm)
u 0,0
u(x,t)=zz¥x”.tm, a<0, 0<b (5.67)

(5.67) olacaktir. Buradaki u™™ ler u nun n ve m ye gore tiirevleridir. C6ziim olarak,

elde ettigimiz katsayilar1 (5.67) seri aciliminda yerine yazarsak
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x? x3 x* x3  x*
=1 —t— 4+ — —2—-2x—x%?————
u(x, t) +x+2+6+24+t< X—Xx )

+t2( 2+ 2x + 2+x3+x4
AT

4 4x 2x%* 2x3 «x*
+3 (2 T (5.68)

(5.68) denklemi elde edilir. Bu agilim e*~2t fonksiyonunun N = 4 ile kesilmis sonlu

x—2t

Taylor seri agilimina denktir. Dolayisiyla ¢6ziim e olarak bulunur. Bu sonug [4] de

verilen sonug ile aynidir.

Ayn1 6rnegin N = 6 i¢in ¢oziimii bulunmak istenirse

oL 00 0 0 0
ol
0 Lo 0 0 0
I
000 L 00 0
2!
Mi=loo 000 0 L 0 o0 (5.69)
3|
0000 0+ 0
41
00000 0 ~
51
00 00 0 0 0
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(5.70)

(5.71)

(5.72)
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000 0O0O0OTDP
0000 O0O0OP O
0000 O0O0OP O
K=/0 00 00 00 (5.73)
0000 O0O0OP O
0000 O0O0OP O
100 000 0 0
olmak iizere,bu matrisler (5.53) denklemindee yerlerine yazilirsa
_ u u u u u u u ]
. = T LT
u u u u u u u
2uy g +uyy 2upy iy, ”12+£ % 24 1]; 2245 ﬁ 1;’(6) Uy
Us, Usp  Uyy Uzz  Ups Usy Uy, Uss Urs  Use Uz
Uy T U,, +
2 4 6 12 24 48 120 240 2
Usg Ugy  Usy Ugp Uspy Ugs Uy Usy  Usy Uys Uss | Use Uz
3 6 3 6 6 12 18 36 72 144 360 720 6
Ugo +”5_,1 ”4,1+”5,z ”4,z+”5,3 Upsy Usq  Usy Uss Uys  Use  Usp
12 24 12 24 24 48 72 144 288 576 1440 2880 24
Uso Usy Usy Ugy Usy  Ugs  Usy Ugy Usy  Ugs  Uss Uss  Usp
60 120 60 120 120 240 360 720 1440 2880 7200 14400 120
” o2 Yos Yo Hos Hos Zoo
L 2 6 24 120 720 720
[0 0 0 00 0 0]
0000 O0O0OP O
0000 O0O0OP O
=0 0000 0O
0000 O0O0OP O
0000 O0O0OP O
1000 0 0 0 0]

matris denklemi elde edilir. Simdi (5.30) da esitligin sol tarafindaki matris Bolim 4 te
verilen arttirilmig katsayilar matrisi seklinde mathematica programi yardimiyla 36 X 49

tipinde bir matris olarak hesaplanir. Simdi kosullarin matris goésterimini yazalim.

Verilen (5.45) denklemi i¢in kosullar (5.46) de
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XMUM YO0 =1 1 L L 1L 1L 1
2 6 24 120 720

(5.75)

X(0)<0)MUM’Y=[1 22 222 i}
3 3 15 45 (5.76)
X(O)(O)MUMtY(O)(O):[l 0 00O0O 0] (577)

(5.75), (5.76), (5.77) biciminde olacaktir. Kosul matrislerinin, mathematica programi
yardimiyla hesaplanan arttirilmis matrisin son 13 satirma eklenmesiyle olusan yeni

matris sisteminin ¢oziilmesiyle
Zu0,0 + ul,l = O
ZuO,l + ul,z =0

U3

—2 =0
uO,z + 2

Upz  Uys

— 4+ == =0

3 6

Hoa W15 _

12 24

Ups Uy

—2 42—

60 + 120

Ugo =1 (5.78)

U, +——=0
1,2 )

U3  Upg

—2 42—
3 6

Uysa  Ups



Uys  Uze

24 22—
60 +120
Ug=1
U3zq
=2 =0
u2,0+ 2
U3
_'—O
u21+ 2
Uy, Uz
=24 22—
2 + 4
Uz Usa _
6 12_0
Y24 | Uss _
24+48_O
Uzs Uzg
24 22—
1204_240
uZO__l
2 2
U3z Uga
4+ -2 =0
3 6
U3zq Uy
o422 =0
3 6
Usp  Uas _
6 12_0
Uzz  Ugy —0
18 36
Uz 4 uas__o
72 144
Uss  Mas _
360 720
uz, 1
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Hao  Ust _

12 + 24 0
Ya1  Usz _

12 + 24 0
Haz  Uss _
24 48

Yas | Use _
72 1144
Ugg Uss

—— 4+ 22 =
288 + 576

Uy Use
1440 + 2880 0
Uso 1

24 24

Uso Ug

24 2=
60 + 120

Us1  Ugp

-4 22—
60 + 120

Usz , Ue3 _
120 + 240 0
Us3 Uga

=22 4+ 22 =
360 + 720

Us 4 Ug5 —0
1440 © 2880
Us s n Ug 6 _
7200 14400
u5'0 _ 1

120 120
Upqp = -2
Hoz _,
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Yoz _ _ =
6 3
Upa 2
24 3
u0,5 4
120 15
Uoe 4
720 45
Ugo 1
720 720

(5.78) denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesi ile

u0,0 = 1, uO,l = _2, uO,Z = 4, u0,3 = _8, u0,4 = 16,u0,5 = _32, u0,6 = 64‘,
ul,o = 1, ul,l = _2, ul,z = 4, u1,3 = _8, u1,4 = 16, u1,5 = _32, u1,6 = 64‘,
uZ,O = 1, uZ,l = _2, uZ,Z = 4, u2,3 = _8, u2,4 = 16 ,u2,5 = _32, u2,6 = 64‘,

U3,0 = 1, U3,1 = _2, U3,2 = 4, U3,3 = _8, U3,4, = 16, U3,5 = _32, U3,6 = 64‘, (579)

u4,0 = 1, u4,1 = _2, u4,2 = 4, U4,3 = _8, U4,4, = 16,U4,5 = _32, U4,6 = 64,
u5,0 = 1, u5,1 = —2,u5,2 = 4, u5,3 = —8, u5,4, = 16,u5,5 = —32,u5,6 = 64,
u6,0 = 1, u6,1 = _2, u6,2 = 4, u6,3 = _8, u6,4, = 16,u6,5 = _32, u6,6 = 64,

(5.79) katsayilar1 elde edilir. u(x,t) nin N = 6 igin (x,t) = (0,0) noktas: civarindaki

¢Ozumu
(n,m)
u 0,0
u(xt)—zz ©O0) wem,  4a<0, 0<b (5.80)
n! xm!
n=0m=

(5.80) denklemi olacaktir. Buradaki u™™ ler u nun n ve m ye gore tiirevleridir.

(Cozlim olarak, elde ettigimiz katsayilar1 (5.80) seri agiliminda yerine yazarsak
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(x,t) =1+ +x2+x3+x4+x5+x
ux Xty T e T2 120 " 720

x3 x* x®>  x®
+t|-2-2x—x*—-5——F5——-— —

6

x3 4 x5 X6
(2420 + 2+ =+ =+
+ <+x+x +3+ 5t 36())

g 4 4x 2x%* 2x3 x* x®> «x°®
3 3 3 9 18 90 540

T 2+2x+x2+x3+x4+x5+ x©
3 3 3 9 36 180 1080

15 15 15 45 90 450 2700

+t5< 4  4x 2x% 2x3 x* xS x6>

+ t© 4+4x+2x2+2x3+x4 + x + x° 5.81
45 45 45 135 270 1350 8100 (5:81)

(5.81) denklemi elde edilir. Bu agilim e*~2t fonksiyonunun N = 6 ile kesilmis sonlu

x—2t

Taylor seri agilimina denktir. Dolayisiyla ¢6ziim e olarak bulunur. Bu sonug [4] de

verilen sonug ile aynidir.

Ornek 3: Simdi lineer, homojen olmayan

U — U = —t (5.82)
(5.82) denklemi ile

u(x,0) = e*, u(0,t) =t + et, u(0,0) =1 (5.83)

(5.83) smnir kosullar1 g6z 6niine alinacaktir. u(x, t)fonksiyon ¢oziimiine (x,t) = (0,0)

noktasi civarinda

(n,m)
u(xt)—zzu OO nim  a<o0 0<b (5.84)

n! xm!
n=0m=

N = 3 i¢in sonlu Taylor serisi ile yaklagilacaktir. Boliim 3 te tanimlanan (3.7),(3.8),
(3.13) ve (3.24) matrisleri N=3 i¢in sirasiyla
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M, = I (5.85)

oS O

[

(5.86)

Uooy Uon U2 Yoy

u u u u
(1,0) (L,1) (1,2) (1,3)
(5.87)

Uopy Uan Upp Uaoy

Uzo Usny Uszp Ugsy)

=)
o
o

o
=l= o

(5.88)

o
o
o N~ o

(5.89)

S O o O
S O o O

(3.88), (3.87), (3.85) ve (3.89) matrisleri olacaktir. Bolim 4 te verilen (4.2) matris

denklemi (5.82) denklemi i¢in diizenlenirse matris formu

M,UM;"* — MUM! = MKM! (5.90)
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(5.90) denklemi olacaktir. Yukarida N =3 i¢in tanimlanan matrisler (5.90)

denkleminde yerine yazilip ¢6ziim yapilirsa

u u u
TUgo TU, TU U, T S
2 2 6
0 -1 0 0
U, Up; Uy
U TUy Uy Uy, _7"' > e 0O 0 0 O
= (5.91)
Uy +ui Uy Uz, _u2,2+u3,3 U3 0 0 0 O
2 2 2 2 4 4 12 0 0 0 0
_ Mo M s Uy
L 6 6 12 36

(5.91) matris denklemi elde edilir. (5.91) dekleminde esitligin sol tarafinin katsayilar

matrisi
(-1 0 0 0 1 0 0 0 O 0 00 0 0 O]
0 -1 0 0 o 1 0 0 0 0 0 00 0 0
00—%0 00%00000000
0 0 0 -1 0 0 0 O 1 0 000 0 0
0 0 0O 0 -1 0 0 0 O 1 000 0 O
1 1
0 0 0O 0 0 —— 0 0 O 0O =000 0 (5.92)
2 2
00000000—10000100
2 2
000000000—1000010
2 2
0000000000—10000l
L 4 4_9><]6

(5.92) bi¢iminde olacaktir. (5.90) denkleminde esitligin sag tarafindaki MKM®
matrisinin ise arttirilmig bigimi Boliim 4.1 de anlatildig1 gibi alinacaktir. Dolayisiyla son
satir ve son siitun elemanlar1 hari¢ olmak {izere satir matrisi olarak yazilirsa arttirilmis

matrisi elde edilmis olur. Simdi kosullarin matris gosterimini yazalim. Verilen (5.82)

denklemi i¢in kosullar (5.83)
u(x,0) = e* (5.93)
u(0,t) =t +et (5.94)

u(0,0) = 1 (5.95)
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(5.93), (5.94) ve (5.95) esitlikleri ile verildiginden, (5.93) ve (5.94) kosullarmda

esitliklerin sag tarafinin N = 3 i¢in sonlu Taylor seri agilimi yazilirsa
x?  x3
ex=1+x+7+? (5.96)
t2 3
t+et=1+2t+7+z (5.97)

(5.96) ve (5.97) esitlikleri seklinde olacaktir. Kosullar i¢in esitligin sol tarafi ise (3.30),
(3.32) ve (3.34) esitliklerinde belirtildigi gibi yazilirsa kosullarin matrisleri sirasiyla

XMUM’Y(O)(0)=[1 1 1 l}

2 6 (5.98)
X(0)<0)MUM’Y=[1 2 L l}

2 6 (5.99)
XOoMUM'YO0 =[l 0 0 0] (5.100)

(5.98), (5.99) ve (5.100) olacaktir. Ilk kosulun tiim elemanlar;, 2. kosulun ise ilk
eleman1 hari¢ diger 4 elemani elde edilecek olan arttirilmig matris denkleminin son
satirindan sonra 7 satir eklenerek yazilacaktir. Sonug olarak (5.82) denkleminin (5.83)

sinir kosullarina gore arttirilmis matrisi
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(5.101)

I

L

16x1

o T oo o oo oo~ —~—la~oa—~|a—~|o
|
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seklinde elde edilir. Bu matris denkleminin ¢6ziilmesi ile

_uO'O + ul'l = O

_uO'l + ul'z =-1
Upp Uiz 0
2 2

Uy  Ups
——t 22—
2 2
Uzo Uz
—_— —_ O
2 2
U1 Uz
—_ —_— O
2 + 2
Uz Uz

n n (5.102)
Ugp =1
Ug=1
U20 _ =
2
u3,0_1
ol
Upq = 2
Yo2 _ =
2
u0,3_1
e =

(5.102) denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesi ile
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Ugpo =1, Up1 = 2, Upz =1, Upz =1,
U =1, u; 1 =1, U, =1, U3 =1, (5.103)
Uzo =1, Uy =1, Uz =1, Upsz =1,
Uzp =1, uz; =1, uz, =1, uzz; =1

(5.103) katsayilar1 elde edilir. u(x, y)ninN = 3 i¢in (x,y) = (0,0) noktas: civarindaki

¢Ozumi

(n,m)
u(xt)—zzu OO nim  a<o0 0<b (5.104)

n! xm!
n=0m=

(5.104) esitligi olacaktir. Buradaki u™™ ler u nun n ve m ye gore tiirevleridir. Coziim

olarak, elde ettigimiz katsayilar1 (5.104) seri a¢iliminda yerine yazarsak

(x,y) =1+ +x2+x3+t 2+ +x2+x3 + t? 1+x+x2+x3
WY =TT T T2 2727212

+t3 1 x+x2+x3 5.105
6 6 12 36 (5.105)

(5.105) denklemi elde edilir. Bu a¢ilim t + e**t fonksiyonunun N = 3 ile kesilmis
sonlu Taylor seri agilimma denktir. Dolayisiyla ¢oziim t + e**t olarak bulunur. Bu
sonug [4] de verilen sonug ile aynidir.

Ayni 6rnekte N = 4 i¢in ¢6ziim yapilmak istenirse

oL o0 0 o
0!
1
00500
M, = ] 1
Yo 0 0 = 0 (5.106)
2!
0 0 0 b
3|
0 0 0 0 0
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0 0
1
— 0
ol
0 L 0 00
M =" 1 (5.107)
00 L 0 0
2
0 0 Ly
i 3

U=luyy Uy, Uy, U3 Uy, (5.108)

l0000
0!
l0 0 0
1!
M=10 0 % 0 0 (5.109)
0 0 l0
3!
1
0 0 0 0 —
L 4! |
(0 =1 0 0 O]
0 0 0 0 0
K=/0 0 0 0 0 (5.110)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0]

(5.106), (5.107), (5.108), (5.109) ve (5.110) olmak iizere,bu matrisler (5.90) da yerlerine

yazilirsa
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i Uy, Uz Uys Uy 1
—Uy, tU —Uy, tu - —_— ——+— u
0,0 TUp 0.1 1,2 ) ) 6 6 0,0 ] )
u, u u, u ~1
_u1,0+u2,1 _u1,1+u2,2 - ]’2+ = - ]’3+ = U 0 000
2 2 6 6 O 0 0 0O
SR ST T G e 000
_u3,o+u4,1 CUgy My, Uszp o Uys _u3,3+u4,4 Usy 00 000
6 6 6 6 6 6 36 36 6 | L0 0 00 0]
Ug, Ups Upy Uyyp
_uo’] — R
L 2 6 24 24 |

(5.111)

matris denklemi elde edilir. (5.111) denkleminde esitligin sol tarafinin katsayilar matrisi
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0 0 0 0 O

0 0 0 0 O

0 0 0 0 O

0 0 0 0 O

0 00 0 O

0 0 0 0 O

0 0 -1

0

0 0 0 0 O

0 0 0 0 O

0 00 0 O

(5.112)
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(5.112) bigiminde olacaktir. (5.110) denkleminde sag tarafindaki MKM® matrisinin ise
arttirilmis bicimi Boliim 4.1 de anlatildigr gibi alinacaktir. Dolayisiyla son satir ve son
siitun elemanlar1 hari¢ olmak iizere satir matrisi olarak yazilirsa arttirilmis matrisi elde

edilmis olur. Simdi kosullarin matris gésterimini yazalim. Verilen (5.82) denklemi i¢in

kosullar (5.83) de

u(x,0) =e* (5.113)
u(0,t) =t +et (5.114)
u(0,0) = 1 (5.115)

(5.113), (5.114) ve (5.115) esitlikleri ile verildiginden, kosullar i¢in dnce esitligin sag

tarafinin N = 3 i¢in sonlu Taylor seri a¢ilimi1 yapilirsa

x? x3 x*
€x=1+x+7+z+ﬁ (5.116)
2 t3 t4-
t+et=1+2t+?+z+ﬁ (5.117)

(5.116) ve (5.117) seklinde olacaktir. Kosullar i¢in esitligin sol tarafi (3.30),(3.32) ve
(3.34) esitliklerinde belirtildigi gibi yazilirsa

XMUM’Y(O)(0)=[1 p L L
2 6 24] (5.118)
X<°><0)MUM'Y=[1 , L 11
2 6 24] (5.119)
xOmumty'® =11 0 0 0 0] (5.120)

(0) (0)

(5.118), (5.119), ve (5.120) olacaktir. ilk kosulun tiim elemanlar1, 2. kosulun ise ilk
eleman1 hari¢ diger 4 elemani elde edilecek olan arttirilmis matris denkleminin son
satirindan sonra 9 satir eklenerek yazilacaktir. Sonug olarak (5.82) denkleminin (5.83)

sinir kosullarina gore arttirilmis matrisi
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—25%25




U0,0)
U,
U,
U3
)
U0
Ui
U,
Uz
U,a
U0
Ui
U
Uz
U
LEX0)
Ua
Ui
Uz
Uy
U0
Ui
Ui
Uz

| U

-125x1

§|>—‘O\I>—‘l\)|>—u—‘§|>—‘0\|>—‘l\)|r—u—‘ —_— O O O O O —~ O 0 0o o A O O O o O

25x1
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(5.121)
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seklinde elde edilir. Bu matris denkleminin ¢6ziilmesi ile

_u0,0 + ul,l = O

_uO,l + ul,z =-1
Ug2 Uys 0
2 2
Upz  Ups 0
6 2

s
_% %:0 (5.122)
LTI
111223+ul3é4 0
= .
e
eyt
Uss M



Ugp =1
Ug=1
Uzo 1
=
Ugo 1
ol
Uso 1
24 24
Upq = 2
Upz 1
5=
Uz 1
o
Upa 1
24 24

(5.122) denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziilmesi ile

Ugo =1,
U0 = 1'
Uzo = 1'
Uz =1,
Ugo = 1'

Uy = 2,
U =1,
Uyr =1,
uzq =1,
Uy =1,

67

Ug, =1,
U, =1,
Uz =1,
Uz, =1,
Ugp =1,

Uz =1,
U3 = 1'
Uz3 = 1'
uzz =1,
Uy3 = 1'

Ugs =1,
Uy =1,
Ups =1,
Uzy =1,

Uy =1

(5.123)

(5.123) katsayilari elde edilir. u(x,t) nin N = 4 i¢in (x,t) = (0,0) noktasi civarindaki

¢Ozumu

u(x, t) =Z4:

u™m™(0,0)

n'Xm'

)

a<0, 0<bh

(5.124)
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(5.124) denklemi olacaktir. Buradaki u™™ ler u nun n ve m ye gore tiirevleridir.

Coziim olarak, elde ettigimiz katsayilar1 (5.124) seri agiliminda yerine yazarsak

X2 3 44 X2 3 44
u(x,y) +x+2+6+24+t< +x+2+6+24>

+ t? 1+x+x2+x3+x4 +t3 1+x+x2+x3+x4
2 2 4 12 48 6 6 12 36 144

+t* 1+x+x2+x3+x4 5.125
24 24 48 144 576 (5-125)

(5.125) denklemi elde edilir. Bu ac¢ilim t + e**t fonksiyonunun N = 4 ile kesilmis

x+t

sonlu Taylor seri agilimina denktir. Dolayisiyla ¢6ziim t + e olarak bulunur. Bu

sonug [4] de verilen sonug ile aynidir.
Ornek 4: lineer homojen olmayan

Uy = U + 4xt — x?t? (5.126)
(5.126) denklemi ile

u(x,0) =e*, u(0,t) = ef, u(0,0) =1 (5.127)

(5.127) sinir kosullar1 géz Oniine almacaktir. Bu problemin u(x, t) ¢oziimiine (x,t) =

(0,0) noktas1 civarinda

= 4™ (0,0)
u(x,t)=zz—x”.tm, a<0, 0<bh

N = 4 i¢insonlu Taylor serisi ile yaklasalim. B6liim 3 te tanimlanan (3.7), (3.8), (3.13)
ve (3.24) matrislerini N=4 i¢in

oL o0 0 o
0!
1
00500
M, = ] 12
Yo 0 0 = 0 (5.128)
2!
0 0 0 b
3|
0 0 0 0 0
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0 0
1
— 0
ol
0 L 0 00
M' =" 1 (5.129)
00 L 0 0
2!
0 0 Ly
L 3

U=luyy Uy, Uy, U3 Uy, (5.130)

1 0 0 0 0
0!
1 0 0 0
I
M=|0 0 % 0 0 (5.131)
0 0 1 0
3!
1
0 0 0 0 —
L 4 |
[0 0 0 0]
0 4 0 0
K=l0 0 =4 0 0 (5.132)
0 0 0 0
10 0 0 0]

(5.131), (5.130), (5.128) ve (5.132) matrisleri olacaktir. Bolim 4 te (4.2) matris
denklemi (5.126) denklemi i¢in diizenlenirse

M,UM,* — MUMt = MKM! (5.133)

(5.133) matris denklemi elde edilir. Yukarida N = 4 i¢in tanimlanan (5.128), (5.129),
(5.130), (5.131), (5.132) matrisleri (5.133) denkleminde yerine yazilip ¢6ziim yapilirsa
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i Uy, Uz Uys Uy 1
—Uy, tU —Uy, tu - —_— ——+— u
0,0 TUp 0.1 1,2 ) ) 6 6 0,0 ] )
u u u u
_u1,0+u2,1 _u1,1+u2,2 - ]’2+ = - ]’3+ = U 00 00
2 2 6 6 0 4 0 0
i i T LU
_u3,o+u4,1 CUgy My, Uszp o Uys _u3,3+u4,4 Usy 00 00
6 6 6 6 6 6 36 36 6 | 00O 0 0 0]
Ug, Ups Upy Uyyp
_uo’] — —_—
L 2 6 24 24 |
(5.134)

matris denklemi elde edilir. (5.134) denkleminde esitligin sol tarafinin katsayilar matrisi
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0000 O
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-1

0
0

0000 O

0

0

0 0O0O0 O

000O0O0 O

0

0 0 0 0 O

0

0

0000 O0 O

0

0 0 0 0 O

0

0

0 0 0 0 O

0

0

0

0

0 0 0 0 O

0

0

0 0

0

0 0 0 0 O

0

0

0

0

0 0 0 0 O

0

0

0

0

0 0 0 0 O

0

0

0

0

0 0 0 0 O

0

0

0

0

0 0 0 0 O

0

0

3 641 6x25

(5.135)
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(5.135) bigiminde olacaktir. (5.133) denkleminde esitligin sag tarafindaki MKM®
matrisinin ise arttirilmig bigimi Boliim 4.1 de anlatildig1 gibi alinacaktir. Dolayisiyla son
satir ve son siitun elemanlar1 hari¢ olmak {izere satir matrisi olarak yazilirsa arttirilmis

matrisi elde edilmis olur. Simdi kosullari matris gosterimini yazalim. Verilen (5.126)

denklemi i¢in kosullar (5.127) de

u(x,0) =e* (5.136)
u(0,t) = et (5.137)
1(0,0) = 1 (5.138)

(5.136), (5.137) ve (5.138) esitlikleriyle verildiginden (5.136) ve (5.137) kosullarinda

esitliklerin sag tarafinin N = 4 i¢in sonlu Taylor seri a¢ilim1 yazilirsa

x? x3

ex=1+x+7+z (5.139)
t2 3

et=1+t+?+z (5.140)

(5.139) ve (5.140) seklinde olacaktir. Kosullar icin esitligin sol tarafi ise (3.30), (3.32)

ve (3.34) esitliklerinde belirtildigi gibi yazilirsa kosullarin matrisleri sirastyla

XMUM’Y(O)(0)=[1 1 1 i}
2 6 24 (5.141)

X(O)(O)MUM’Y:[I 1 1 i}
2 6 24 (5.142)

XOoMUM'Y®0 =1 0 0 0 0] (5.143)

(5.141), (5.142) ve (5.143) olarak yazilir. Ik kosulun tiim elemanlar1, 2. Kosulun ise ilk
eleman1 hari¢ diger 4 elemani elde edilecek olan arttirilmig matris denkleminin son
satirindan sonra 7 satwr eklenerek yazilacaktir. Sonug¢ olarak (5.126) denkleminin

(5.127) sinir kosullarina gore arttirilmis matris gosterimi
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U0,0)
U,
U,
U3
)
U0
Ui
U,
L)
U,a
U0
U
U
Uz
U
LEX0)
Ua
Ui
Uz
Uy
U0
Ui
Ui
Uz
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(5.144)
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seklinde elde edilir. Bu matris denkleminin ¢6ziilmesi ile
_u0,0 + ul,l = O

_uO,l + ul,z = O

Ug2 Uys
—_ = = O
2 2
Up3 Uig
6 6

s
_% n % —0 (5.145)
111223+ul3é4 0
g
e
eyt
Uy s



Ugp =1
Ug=1
Uzo 1
=
Ugo 1
ol
Uso 1
24 24
Upq = 2
Upz 1
5=
Uz 1
o
Upa 1
24 24
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Ugo = 1, Uy = 2, Ug, =1, Uz =1, Ugs =1,

U =1, up =1, U, =1, Uz =1, Uy =1,

Uy =1, Uy, =1, Uy, =1, Uyz =1, Upy =1, (5.146)
uzo =1, uz; =1, uz, =1, uzz =1, Uzy =1,

Uy = 1, Uy =1, Uyp =1, Uy3 =1, Uyy =1

(5.146) katsayilar1 elde edilir. u(x,t) nin N = 4 i¢in (x,t) = (0,0) noktasi civarindaki

¢Ozumu

u(x, t) =Z4:

(nm)(o O)
n' X m!

a<0, 0<bh

(5.147)
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(5.147) esitliginde olacaktir. Buradaki u™™ ler u nun n ve m ye gore tiirevleridir.

Coziim olarak, elde ettigimiz katsayilar1 (5.147) seri agiliminda yerine yazarsak

) =1+x+—t—t ye(2+ +x2+x3+x4
WL = X S T e T Xty T

+ t? 1+x+x2+x3+x4 +t3 1+x+x2+x3+x4
2 2 4 12 48 6 6 12 36 144

2 x3 x4-

+t* 1+x+x2+x3+x4 5.148
24 24 48 144 576 (5.148)

(5.148) denklemi elde edilir. Bu agilim x2t? + e**t fonksiyonunu N = 4n ile kesilmis

x+t

sonlu Taylor seri agilimma denktir. Dolayisiyla ¢oziimx?t? + e olarak bulunur. Bu

sonug [4] de verilen sonug ile aynidir.
Ornek 5: Lineer olmayan

Uy = —ud + x3 + 3x%t + 3xt? +1t3 (5.149)
(5.149) denklemi ile

ulx,0) = x, u(0,t) =t, u(0,0) =0 (5.150)

(5.150) smir kosullar1 g6z 6niine alinacaktir. Bu problemin ¢6ziimii bulunurken B6lim
4.2 de verilen bilgiler kullanilacaktir. Lineer kisim ve lineer olmayan kisim ayr1 ayri
incelenecektir. Gereken matrisler bulunup denklemde yerine yazilip olusan matris

denklemi ¢oziilecektir. u(x, t)¢dziimiine (x,t) = (0,0) noktasi civarinda

(n,m)
u(xt)—zzu OO nim  a<o0 0<b (5.151)

n! xm!
n=0m=

N = 3 i¢in sonlu Taylor serisi ile yaklagilacaktir. Boliim 3 te tanimlanan (3.13), (3.8),
(3.7), (3.24) ve (3.25) matrislerini N = 3 i¢in



Cl

o Q|~o
p—

Uo,0)

| ®a

U 2,0y

U0y

3

U (0,0
3

U @0

3
U (2,0

3
| U (.0)

U,
Uay
Uay

Uy

3
u o,
1/!3(1,1)
1/[3(2,1)

3
U @3,

dir. O halde K matrisi

U2
U
U

Uz

3
Uu 0,2)
1/!3(1,2)
1/!3(2,2)

3
Uu 3,2

K(x,y)=x3 + 3x%t + 3xt? +¢3

U3
U
U3y

Ui sy

3

U (3
3

U @3
3

U 23

3
Uu 33

(5.153), (5.154), (5.155), ve (5.156) seklinde olur. (5.149) denkleminde

(5.152)

(5.153)

(5.154)

(5.155)

(5.156)
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(5.157)

(5.157) olur. Simdi buna gore (5.149) denklemi diizenlenirse bu denklemin matris sekli

M,UM;* + MUMt = MKM!?

(5.158)

(5.158) denklemi olacaktir. (5.158) matris denkleminde lineer olan ve lineer olmayan

kisimlarmn matris yazimlar1 ayr1 ayr1 gosterilecektir. Ik olarak denklemin lineer kismi

olan M;U Mlt matrisinin N = 3 i¢in gosterimi

ul] ul 2 u]_’3
’ 2

Uy U, et}
’ 2

Us) Uzp  Usj
2 2 4
| 0 0 0

0

0

0
0

(5.159)

(5.159) matrisi olacaktir. Lineer olmayan kismin matris denklemini agik olarak yazmak

icin U matrisi N = 3 icin

3
U (0,0)

3
Uu 1,0

|
[

3
U (2,0

3
Uu (3,0

3
u (o,
1/!3(1,1)
1/[3(2,1)

3
u @3,

3
U 0,2)
u3(1,2)
u3(2,2)

3
Uu 3,2

u3(0,3)
u3(1 3)
’ (5.160)

3
U (2,3

3
Uu 33)

(5.160) seklinde olacaktir. (5.160) matrisinin elemanlarmi yani u3 iin x e ve y ye gore

tiirevlerini daha acik olarak belirtelim. Bu elemanlar

3 — 1,3
U0 = U

3 —2.,2
U ,1) = 3upoUon

u3(0,2) = (6u0,ou20,1 + 3uzo,ouo,z) (5.161)

3 _ 3 2
U”0,3) = (601 + 18uqoug1Uoz + 3ugoUos)
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3 — 2,2
U (1,0) = 3U%0U1,0
us = 6Ug U1 U1 o + 3U%yoU
(1,1) = OUp,0U0,1U1,0 0,041,1
Uy = (6u? +6 +12 + 3u? )
(1,2) = \OU%,1U10 Up,0Up,2U1,0 Up,0Up,1U1,1 U™p,0U1,2

3 _ 2
U”(1,3) = (18u0,1u0,2u1,0 + 6uUg oUo3UL e T 18U g 1Uy 1 + 18uUg Uy

2
+ 18ugguUg Uz + 3ugoly3)
3 _ 2 2
U®(2,0) = (6u0'0u 1,0 T 3u 0,0”2,0)
U351y = (6ug1u?10 + 12Ug Uy gUy 1 + 6UG UG Uz + 3UP0 Uz 1)
21) = 0,1U%1,0 0,0U1,0U1,1 0,0%0,1U2,0 0,0U2,1

3 _ 2 2
U~ (2,2) = (6u0'2u 1,0 T 24up Uy oUs 1 + 12U U™y + 12U pUq oUs 2

2 2
+ 6U®g Uz 0 + 6Ug U U2 T 3U%g Uz 2)

3 _ 2 2
U~ (2,3) = (6u0'3u 1,0 T 36Ug U gUy 1 + 36U U 1 + 36U Uy U2
+ 36ug Uy Uy + 12UgoUq gUy 3 + 18Ug UG UL
2
+ 6uUg U 3Uz0 + 18U Uy + 18UgoUg LUz  + 18Ug ol UL

2
+ 3uo Uz 3)
3 _ 3 2
U®(3,0) = (60 + 18ug Uy gtz + 3u?gouUsy)

3 _ 2
U (31 = (18u?; guyq + 18ug Uy Uz + 18Ug Uy gUsg + 18UgoUs Uz

2
+ 6ug U Uz + U oU31)

3 _ 2 2
U (32) = (36u1,0u 11 +18u® guy o + 18uguy gy g + 36Ug Uy 1 UL
+ 18ug Uy Uz o + 36U U gUp 1 + 36UG UL Uz
2
+ 18ug Uy oUsz + 6U g 1Us 0 + OUG U U3 0 + 12U oUp U3

2
+ 3u®yusz>)
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U333 = (36u3; 1 + 108uy guy Uy 5 + 18U?; gUy 5 + 18Ug3U; gUz
+ 54uqouUq 1Uz o + 54Ug UL Uz 0 T 18U oUy 3UL
+ 54ug,uq gUs g + 108ug uq Uz 1 + 54U U LU
+ 54uq 1Uq gUs p + 54UgoUs 1 U2 2 + 18U Uy gUs 3
+ 18uq1UgUg 3 + 6UG UG U3 0 + 18U Uz, + 18UgUg Uz,

2
+ 18ugug1uzp + 3U%golUs3)

(5.161) esitliklerinde oldugu gibidir. Bu elemanlar U matrisinde yerlerine yazilirsa
denklemin lineer olmayan kismimin matris formu olan MUM?® matrisi bulunur. Esitligin
sag tarafindaki K(x,#) matrisinin ise arttirilmis matris bicimi Boliim 4.1 de anlatildig:
gibi alinacaktir. Dolayisiyla son satir ve son siitun elemanlar1 hari¢ olmak iizere satir
matrisi olarak yazilirsa arttirilmig matrisi elde edilmis olur. Simdi kosullarin matris

gosterimini yazalim. Verilen (5.149) denklemi i¢in kosullar (5.150) de

u(x,0) =x (5.162)
u(0,t) =t (5.163)
u(0,0) =0 (5.164)

(5.162), (5.163) ve (5.164) esitlikleri olarak verildiginden kosullar icin esitligin sol
tarafi (3.30), (3.32) ve (3.34) esitliklerinde belirtildigi gibi yazilirsa kosullarin matrisleri

XMUM'Y) =[1 0 00] (5.165)
X MUMY =[1 00 0] (5.166)
©) © _

XMUMY) =[0 0 0 0] (5.167)

(5.165), (5.166) ve (5.167) olarak yazilir. Lineer kismin arttirilmis matris denklemi i¢in
ilk kosulun tiim elemanlari, 2. Kosulun ise ilk elemani hari¢ diger 3 elemani son
satirindan sonra 7 satwr eklenerek yazilacaktir. Lineer olmayan kisim i¢in kosul
olmadigimdan bu kismin matris formunun son satirindan sonra 7 tane sifir elemani
yazilacaktir. (5.158) matris denkleminde lineer olan ve lineer olmayan kisimlar i¢in

yukarida belirtilen islemler yapilip matris denkleminde yerine yazilirsa
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u30'0 + ul'l = O
3ug Uy + Ui, =0

1 Ugs
—(6u00u 0,1 + 3u 00U02) + — 2 =0 (5168)

Upo =0
3u?g oty + Upy =0

2 _
6Ug 0Up,1 U0 T 3U U1, T Uz, =0

Uy3

—(6u 01U1,0 T 6UgoUY U o + 12Ug U Uy, + 3U 00”12) + — > =3
ul'o = 1
u
—(6u00u 10+3u 00U20)+ ;1=O
U3 2
—(6u01u 10 T 12upouy oy 1 + 6UG UG Uz + 3U 00u21) + — > =3
1
Z(6u0,2u21,o + 24ug1uq gUy 1 + 12Ug U1 1 + 12U gy Uy 2 + 6UZg1Us
U3z 3
+ 6ug oUgU20 T 3u? 00Uz2) +—— o =0

Uz
<= =0

2
Upy =1
Up,2
—2 =0

2
Up,3
—2 =0

6

U3

’ — O
6

(5.168) denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse
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Uppo =0, Up1 =1, Upz =0, Upz =0, Ups =0,
U =1, u; 1 =0, U, =0, u;3 =0, Uy e =0, (5.169)
Uzo =0, Uz, =0, Uz, =0, U3 =0, Uzy =0,
uzo =0, uz, =0, uz, =0, uzz =0, Uzy =0

(5.169) katsayilar1 elde edilir. u(x, t)nin N = 3 igin (x,t) = (0,0) noktas: civarindaki

¢Ozumi

(n,m)
u(xt)—zzu OO nim  a<o0 0<b (5.170)

n! xm!
n=0m=

(5.170) olacaktir. Buradaki u™™ ler u nun n ve m ye gore tiirevleridir. Coziim
olarak,elde ettigimiz katsayilar1 (5.170) seri agiliminda yerine yazarsak u(x,t) = x +t

elde edilir. Bu sonug [4] de verilen sonug ile aynidir.

Ornek 6: Lineer olmayan

Uy = —U? + e?* + 2t 4 2e*tt (5.171)
(5.171) denklemi ile

u(x,0) =1+ e*, u(0,t) =1+ et u(0,0) =2 (5.172)

(5.172) smir kosullar1 g6z oniine alinacaktir. Lineer kisim ve lineer olmayan kisim ayr1
ayrt incelenecektir. Gereken matrisler bulunup (5.171) denkleminde yerine yazilip

olusan matris denklemi ¢oziilecektir. u(x, t)¢oziimiine (x,t) = (0,0) noktasi civarinda
= () (0,0)
u(x,t)=zz—x”.tm, a<0, 0<b (5.173)

N = 4 i¢in sonlu Taylor serisi ile yaklasilacaktir. Boliim 3 te tanimlanan (3.13),(3.8),
(3.7),(3.24) ve (3.25) matrislerini N=4 i¢in yazarsak



c

(e

S~

(e

2

U 0,0
2

U 1,0
2

U 2,0

2
U (3,0

2
LU (4.0

2

U=,
2

[72N(8))

u2(2,1)
2

U @3

u2(4,1)

84

2

U~ (0,3)
2

U 13)
2

U (23
2

U 33

2
U 43

u2(0,4)w
2

U 1,4

u2(2,4)

2
u @4

u2(4,4) J

(5.174)

(5.175)

(5.176)

(5.177)

(5.178)
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(5.174), (5.176), (5.177) ve (5.178)olur. (5.171) denkleminde
K(x,y)=e?* + e?t + 2e**t

dir. O halde K matrisi

4 4 6 10 18]
4 22 2 2
K=|6 2 2 2 2 (5.179)
10 22 2 2
18 2 2 2 2]

(5.179) seklinde olur. Simdi buna gore (5.171) denklemi diizenlenirse bu denklemin

matris sekli
M,UM;"* + MUMt = MKM! (5.180)

(5.180) denklemi olacaktir. (5.180) matris denkleminde lineer olan ve lineer olmayan

kisimlarin matrisleri ayr1 ayr1 gosterilecektir. Ilk olarak (5.180) matris denkleminin

lineer kism1 olan M, UM, matrisinin N=4 i¢in gosterimi

u u — — 0
11 1,2
2 6
Uys Uy,
Uy Uy, 2,' 6 0
Usy Uz, Uz Uzy 0 (5.181)

6
0O 0 0 0 0

(5.181) matrisi olacaktir. Lineer olmayan kismin matris denklemini agik olarak yazmak

icin U matrisi N = 4 icin
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2 2 2 2 2
Uu 0,0 U @0, u o2 u 0,3 U (0,4

2 2 2 2 2
Uaqo uaqy Uz U@y U

=y
[

uloo ulen ulca ulesn ulos (5.182)

2 2 2 2 2
U co u@n U @2 UG UG

_u2(4,0) u2(4,1) u2(4,2) u2(4,3) u2(4,4)_

(5.182) seklinde olacaktir. (5.182) matrisinin elemanlarmi yani u? iin x e ve y ye gore

tiirevlerini daha acik olarak belirtelim. Bu elemanlar
u? g0 = U
u?(01) = 2UgoUoa
u?(02) = (2uq,1 + 2u0uo )
u? 0,3y = (6t 1oz + 2oty 3)
u2(1,0) = 2Ug,pU1,0
U? 1,1y = 2Ug Uy + 2Ug Uy g
U212y = (2ugpttr0 + 4utg 111 + 2Ugolsz) (5.183)
u?(q3) = (2ug3tty0 + 6UgaUs 1 + 6U Uy, + 2Ug Uy 3)
u? 2.0y = (2u?10 + 2ug otz 0)
u2(2,1) = (4u1,0u1,1 + 2ug Uy + 27«10,07«12,1)
u2(2,2) = (4u21,1 + duy oy + 2Ug Uy + 4Ug U + 2uo,ouz,z)

2 _
U= (2,3) = (12u1,1u1,2 + 4uy gUy 3 + 2Ug3Uz 0 + OUG U, 1 T OUG UL,

+ 2ugoUz3)
2 _
U 31 = (6ug, Uz + 6Us gUz 7 + 2UgqUzg + 2Ugolis )

2 _
U= @32 = (6u1,2u2,0 + 12uq Uy ; + 6Uy Uz, + 2Ug Uz 0 + 4Ug U3,

+ 2ugous;)
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3 _
U (33) = (6u1,3u2,0 + 18u; ,u, 1 + 18Uy Uy, + 6Uy U, 3 + 2Ug3Us 0

+ 6uUg U3z 1 + 6UG U3, + 2Ug U3 3)
U2 (4,0=(6u?5,0 + Buy gls o + 2UgoUsg)
(4,0) 2,0 1,0U3,0 0,0Us0
u2(4,1) = (12u2,ou2,1 + 8uy Uz + BuygUus s + 2Ug Usp + 27«‘0,07«14,1)

U (42 = (12u?, 1 + 12Uy gUy, + BUyoUz o + 16Uy Uz 1 + 8UygUs,

+ 2ug Uy + 4Ug Us g + 2”0,0”4,2)

u2(4,3) = (36u2,1u2,2 + 12uyguy 3 + Bugzuszg + 24U 5uUs + 24Uy U3,

+ 8uy Uz sz + 2UgzUsg + O6UG U4  + OUG ULL) + 2Ug Uy 3

U? 44y = (36u?,, + 48uy Uy s + 12Uy gUp 4 + 8Uy 4Us o + 32Uy 3Us 4
+ 48u, U3, + 32Uy Uz 3 + BuygUz g + 2Ugally o + BUgzlUy,

+ 12ug Uy + 8ug Uz + 2Ug Uy 4)

bigimindedir. Bu elemanlar U matrisinde yerlerine yazilir ve (5.171) denkleminin lineer
olmayan kismmmn matris formu olan MUM? matrisi bulunur. Esitligin sag tarafindaki
K(x,y) matrisinin ise arttirilmis matris bigimi Boliim 4.1 de anlatildig1 gibi alinacaktir.
Dolayisiyla son satir ve son siitun elemanlar1 hari¢c olmak iizere satir matrisi olarak
yazilirsa arttirilmis matrisi elde edilmis olur. Simdi kosullarin matris gosterimini

yazalim. Verilen (5.171) denklemi i¢in kosullar (5.172) de

u(x,0) =1+ e* (5.184)
w(0,6) =1+ et (5.185)
1(0,0) = 2 (5.186)

(5.184), (5.185), ve (5.186) olarak verildiginden bu kosullar i¢in 6nce esitli§in sag

tarafinin N = 3 i¢in sonlu Taylor seri a¢ilimi yazilirsa

x2 x3 4

X
1+e*=2 —+—+— 1
+e +x+2+6+24 (5.187)
t? 3 t*
1+et=2+t+—+—+— (5.188)

2 6 24
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(5.187) ve (5.188) esitlikleri seklinde olacaktir. Kosullar i¢in esitligin sol tarafi ise
(3.30), (3.32) ve (3.34) denklemlerinde belirtildigi gibi yazilirsa kosullarin matrisleri

strasiyla
XMUMIY(O)(O) — |:2 1 l l Li|
2 6 24 (5.189)
X(0)<0)MUM’Y=[2 I L}
2 6 24 (5.190)
X<°>(0)MUM’Y(°)<0>=[2 0 00 O] (5.191)

(5.189), (5.190) ve (5.191) olarak yazilir. Lineer kismin arttirilmis matris denklemi i¢in
ilk kosulun tiim elemanlari, 2. kosulun ise ilk elemani hari¢ diger 4 elemani son
satirindan sonra 9 satir eklenerek yazilacaktir. Lineer olmayan kisim igin kosul
olmadigimmdan bu kismin matris formunun son satirindan sonra 9 tane sifir elemani
yazilacaktir. (5.180) matris denkleminde lineer olan ve lineer olmayan kisimlar i¢in

yukarida belirtilen islemler yapilip yerine yazilirsa
u?(0,0) + Uy = 4

2UgoUg T U1 =4

1 Ugs
E(Zuzo'l + ZuO'OuO'z) + T = 3

Upg S
(6u0 1U02 + ZuO 0u0 3) + 6 —_ § (5192)

Ugpo = 2
2Ug Uy T Uz = 4

ZuO'lul'O + ZuO'Oul'l + uZ'z = 2

U3
—(Zuozulo+4u01u11+2u00u12)+ 2 =1
Upy 1
—(2u03u10+6u02u11+6u01u12+2u00u13)+ 6 3



&9

U =1

1 Ug 1
E(Zuzl'o + ZuO'OuZ'O) + —= 3

2
Uz 2
—(4u10u11 + ZuO 1U20 + ZuOouz 1) +— 2 =1
uzz; 1
—(4u 11 AU Uy o + 2UgpuUs o +4Ug Uy F 2u00u22) +— 4 - E
1
IV (12u1,1u1,2 + 4uy guy 3 + 2Ug3Uy o + OULU, 1 + OUG UL, + 2u0,0u2,3)
Ugg 1
12 6
Y20 _ 2
2
Ug1 D
—(6u1 0u20 + ZuO 0U3 0) + - =
6 3
Uy, 1
—(6u11u20 + 6uU; Uy + 2Up Uz o + 2Ug U3 1) +— G = 3

1
12 (6us, 2120 + 121y 1Up 1 + 6Us gl 2 + 2Ug Uz + 4Ug Uz s + 20Uz )

Uyz 1

12 6

1
E(6u1,3u2,o + 18uypuy 1 + 18uy Uy, + 6Uy U, 3 + 2Ug3Usz 0 + OUG U3

+ 6uUgy U3, + 2Ug U )+u44 —
01U32 0,0U33 36 18

Upq =1

Yo2 _ =
2

Upz 1
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Upa 1
24 24
Uso 1
24 24

(5.192) denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse

Ugo = 2, Upy =1, Upz =1, Upz =1, Upq =1,

U =1, u; =0, U, =0, U3 =0, Uy =0,

Uyo = 1, U1 =0, Uy, =0, U3 =0, Uy, =0, (5.193)
uzo =1, uz; =0, uz, =0, uzz =0, uzy =0,

Ugp =1, Uy =0, Uyp =0, U3 =0, Uy =0

(5.193) katsayilar1 elde edilir. u(x, t)nin N = 4 i¢in (x,t) = (0,0) noktasi civarmdaki

¢Ozumi

(n,m)
u(xt)—zzu OO nim  a<o0 0<b (5.194)

n! xm!
n=0m=

(5.194) denklemi olacaktir. Buradaki u™™ ler u nun n ve m ye gore tiirevleridir.

(Cozlim olarak, elde ettigimiz katsayilar1 (5.194) seri agiliminda yerine yazarsak

t2 t3 t4- x2 x3 x4-
) =2+t+—+—+— as = 1
uCn ) =2+t+ o+ =+ttt (5.195)

(5.195) denklemi elde edilir. Bu agilim e* + e’ fonksiyonunun N = 4 i¢in sonlu
Taylor seri agilimma denktir. Dolayisiyla ¢oziim e* + e® olarak bulunur. Bu sonug [4]

de verilen sonug ile aynidir.



6. BOLUM
SONUC VE ONERILER

Taylor matris yontemi, daha once bir¢ok arastirmaci tarafindan cesitli tiirden
diferansiyel ve integral denklemlere uygulanmistir. Bu yontem 151ginda diferansiyel ve
integral denklemlerin yaklasik ¢dziimlerinin, islem karmasaliklarma yol a¢madan
bilgisayar programlar1 yardimiyla kolaylikla hesaplanabildigi kanitlanmastir.

Bu calismada da Taylor matris yontemi biraz degistirilerek linner ve lineer
olmayan Goursat problemlerine uygulanmistir ve bu problemlerin yaklasik ¢oziimleri
elde edilmistir. Elde edilen sonuclar diger sonuglarla karsilastirilmis ve sonuglarin ayni
oldugu goriilmiistiir.

Bu da Taylor matris yonteminin lineer ve lineer olmayan Gousat problemlerinin
yaklagik ¢ozlimii i¢in dogru ve kullaniglt bir yontem oldugunu gosterir.
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