T.C.
NEVSEHIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

LINEER OPERATORLER VE CEKiRDEK PROBLEMIi

Tezi Hazirlayan
Nurhan SENOL

Tezi Yoneten
Prof. Dr. Thsan SOLAK

Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi

Ocak 2013
NEVSEHIR



T.C.
NEVSEHIR UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

LINEER OPERATORLER VE CEKiRDEK PROBLEMIi

Tezi Hazirlayan
Nurhan SENOL

Tezi Yoneten
Prof. Dr. Thsan SOLAK

Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi

Ocak 2013
NEVSEHIR



Prof. Dr. ihsan SOLAK damsmanhginda Nurhan SENOL tarafindan hazirlanan
“Lineer Operatiorler ve Cekirdek Problemi” adli bu calisma, jlirimiz tarafindan
Nevsehir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim dalinda Yiiksek

Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

JURI:
\
Bagkan: Prof. Dr. ihsan SOLAK ? SEas Y \-»\

Uye: Dog. Dr. Necdet BATIR

Uye: Dog. Dr. Tacettin YILDIRIM :ﬁz /\M

ONAY:

Bu tezin kabulii, Enstitii Yonetim Kurulunun .44.:03.¢213 ... tarih veoia[og ~Okayil

karar1 ile onaylanmstir.

14../03./.20\3..

*xx "é*ex Em"\" ;,’

"‘! AR,

-wau‘
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LINEER OPERATORLER VE CEKIiRDEK PROBLEMI

Nurhan SENOL
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Ocak 2013
Tez Damisman: Prof. Dr. thsan SOLAK

OZET
Tezin ilk boliimiinde genel olarak lineer uzay, lineer operatdr ve cekirdek ile ilgili
literatiir siireci verildi.

Ikinci béliimde lineer, normlu ve Hilbert uzaylarinda tanimli lineer operatérlerle ilgili

temel tanim ve teoremlere yer verildi.
Ucgiincii boliimde ¢ekirdek ile ilgili temel tanim ve teoremler detayli bir sekilde calisildi.

Anahtar Kelimeler: Lineer uzay, lineer operator, fonksiyonel, ¢gekirdek.



LINEAR OPERATORS AND CORE PROBLEM
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ABSTRACT
In the first section of this thesis, the general progress of linear space, linear operator and

core have discussed.

In the second section, the basic definitions and theorems about linear operators of on

linear, normed and Hilbert spaces have given.

In the third section, the basic definitions and theorems about core have introduced and

studied detailed.
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KISALTMA ve SIMGELER
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X ve y vektorlerinin i¢ carpimi

X vektorii y vektoriine diktir



1. BOLUM

TEMEL TANIM VE SONUCLAR

1.1 Giris

Lineer uzay matematigin hemen her dalinda gecen 6nemli bir konudur. Teorik ve pratik
bir¢ok problemde, elemanlar1 fonksiyonlar, say1 dizileri, iki veya {li¢ boyutlu uzaylardaki
vektorler olan kiimelerle karsilasiriz. Ayn1 zamanda bu kiimeler bilinen toplama ve
skalerle carpma islemlerine gore kapalidir. Iste karsilasilan bu gibi problemler lineer
uzay kavraminin ortaya ¢ikmasma neden olmustur. Lineer uzay fikri cebirsel bir
soyutlama ile Kartezyen koordinat sisteminin (Oklid geometrisindeki) bir

genellestirilmesi olarak diistiniilebilir, [3-4].

Oldukga kullanigh olan bu yapiy1 daha da zenginlestirebilmek i¢in, bu uzaylar arasinda
lineer operatorler, tizerinde bir norm veya bir i¢ ¢arpim fonksiyonu tanimlanmistir [9].
Benzer sekilde metrik lineer uzaylar [1], topolojik vektor uzaylar [12], baz tanimlari [2],
cekirdek ve sifirlayicilar [4-5], lineer operatdr yerine sonsuz bir matris almak suretiyle,
dizi uzaylarinda g¢ekirdek problemleri [13-15], son zamanlarda bu konudaki, 6nemli
calismalar1 olusturmaktadir. Biz bu calismada iki uzay arasindaki donilisiimii lineer
operator veya Ozel bir hali olan lineer fonksiyonel alarak ¢ekirdek problemini

arastirmaya calistik.



2. BOLUM

2.1. Temel Tamim ve Teoremler
Bu boliimde 3. Boliimde ihtiyag duyacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri verecegiz.

Once bir kiime tiizerindeki en Onemli yapilardan birisi olan lineer uzay tanimini

verecegiz.

Lineer uzay (diger adiyla vektor uzayl) matematigin hemen her dalinda hatta fizikte

gecen onemli bir matematik yapidir.

F cismi tizerinde bir lineer uzay, bos olmayan bir L kiimesi ile iki islemden ibarettir.

Tanmm 2.1. X bos olmayan bir kiime ve F reel veya kompleks sayilarin bir cismi

olsun.
+: X x X — X (toplama)
ve
o: F x X — X (skalerle garpma)
dontigiimleri her a,be F ve X,y € X ig¢in
L) x+y=y+X
L2) (X+Yy)+z=x+(y+2)

L3) x+6=x olacak sekilde 8 € X vardir.



L4) V x € X igin X+ (—X) = @ olacak sekilde bir (—x) € X vardr.
L5) 1-x=x
L6) a-(x+y)=a-x+a-y
L7) (a+b)-x=a-x+b-x
L8) a-(b-x)=(a-b)-x
sartlar1 saglaniyorsa X kiimesine F cismi lizerinde lineer uzay denir [9].

Bir lineer uzay genellikle (L,+,) ile gosterilir. Burada F nin elemanlar1 skaler, L nin

elamanlarn ise vektorlerdir.

Tamim 2.2 (Alt uzay). L, F cismi iizerinde bir lineer uzay ve M, L nin bir alt kiimesi

olsun. Her aeF ve her x,y € X i¢in
1) x+yeMve
2)a-xeM

sartlar1 saglaniyorsa M Yye Lnin bir alt uzay1 denir [9]. Bu iki sart «, € F olmak

lizere aX+ Yy € M olmasina denktir.

Tanim 2.3 (Metrik uzay). X bos olmayan bir kiime olsun. d: X x X — Rile taniml

d fonksiyonu her x,y € X igin

M1) d(x,y)=0<=x=Yy

M2) d(x,y)=d(y,X) (simetri 6zelligi)

M3) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iicgen esitsizligi)
sartlarin1 saglhiyorsa d ’ye X ’de bir metrik ve (X,d) ikilisine de metrik uzay denir [9].
Tamm 2.4. (X,d) metrik uzay, r >0 olacak sekilde bir reel say1 ve X, € X ise

D(x,,r)={xe X :d(x,X,) <r}



ile tanimli D(X,, r) kiimesine x, merkezli r -yarigapli agik yuvar,
D(x,, r) ={xe X :d(x,x,) <r}
ile tanimli B(XO, r) kiimesine x, merkezli r -yarigaplh kapali yuvar,
S(Xy, 1) ={xeX:d(x,x,)=r}
ile taniml1 S(x,, r) kiimesine x, merkezli r -yarigapli yuvar yiizeyi denir [9].

Tamm 2.5. (X,d) bir metrik uzay ve Ac X olsun. X ’in bir X, noktasini ( A’da veya
degil) alalim. Eger X, 1n her bir komsulugunda X,’dan farkli en az bir y € A noktasi

varsa, X, noktasma A ’nin bir yigilma noktasi denir. A ’nin noktalari ile, A ’nin yi1gilma

noktalarindan olusan kiimeye A ’nin kapanisi denir ve A ile gosterilir. A, A’yi

kapsayan en kiigiik kapali kiimedir [7].

Tamm 2.6. X bir metrik uzay ve Ac X olsun. Her xe X i¢in D(X,r) c A olacak
sekilde bir r >0 sayisi varsa A ya X de bir agik kiime denir. X ’in B alt kiimesinin

X *deki tiimleyeni, yani B' = X —B, X ’de a¢ik ise B ’ye kapali kiime denir [7].

Tamm 2.7. (X)), (X,d) metrik uzayinda bir dizi olsun. Her &£>0 igin n>n,

oldugunda
d(x,, %) <&

olacak sekilde bir n,sayisi varsa(X,) dizisine X ’de yakinsaktir ve X,’a da dizinin limiti

denir. Bu

limx, =Xx,veya X, — X, (N — )

n—o

ile gosterilir [7].



Tanim 2.8. (X,), X metrik uzaymnda bir dizi olsun. Her £>0 i¢in m,n>n,

oldugunda

d(x,.X,)<é&
olacak sekilde en az birn, =n,(&)sayis1 varsa(x,)dizisine X metrik uzaymda bir
Cauchy dizisi denir.

Eger X deki her Cauchy dizisi X in bir noktasina yakinsak ise, (X,d) metrik uzayina

tamdir denir [8].
Tamim 2.9. N bir lineer uzay ve

[[.IEN—>R

fonksiyonunun x € N deki degeri || X|| olmak {izere, asagidaki sartlar saglaniyorsa ||.||

fonksiyonuna N de bir norm, (N,||.|]) ikilisine de normlu uzay denir.
N1) || X|F0<=x=6

N2) llex|i=|e| I x|l (aeF)

N3) [ x+y I x|+l y Il (Uggen esitsizligi)
[11].

Lineer uzaylarda tanimli doniistimlere operatér denir. Asagida verecegimiz tanimda da

goriilecegi gibi, bu operatdrlerden lineer olanlar olduk¢a 6nemlidir.

Tamim 2.10. L ve L' aym skaler F cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. T :L — L'

operatoru
DTx+y)=Tx)+T(y)
2) T(ax)=aT(x), (xeF)

sartlarini sagliyorsa T ye lineer operator denir [9].



Kolayca goriilecegi gibi 1) ve 2) sartlar

T(ax+By)=aT (X)+pT(y), (a,feF)
sartina denktir.
Simdi 6zel lineer operatorler denilen sunlari verelim:

1) LveL" iki lineer uzay 6, L nin @' de L' nlin 6zdes eleman1 olmak tizere

T:L>L'
T(x)=6'

olarak tanimlansin.

T(X+y)=0'=60'+0'=T(X)+T(y)
T(AX)=60"=AT(X)

oldugundanT bir lineer operatdr olup, bu operatore “sifir operatdrii” denir [10].

T:L>L'

2) T(xX)=x

olarak tanimlanirsa
T(ax+py) = ax+ py=al (X)+ FT(y)
oldugundan, T lineer olup bu operatore “6zdes operatorii ”” denir [9].
3) L bir lineer uzay ve a herhangi bir sabit skaler olsun.

T:Lo>L
T, (x)=ax

seklinde tanimlanirsa
T,(AX) = a(AX) = (ed)x = A(ax) = AT (X)

ve



T (X+y)=a(x+y)=ax+ay=T,(X)+T,(y)

oldugundanT lineer operatdrdiir. Bu operatore L de “skaler operator” denir [9].

Tammm 2.11. L ve L' iki lineer uzay olsun. T :L — L'lineer doniisiimii bire-bir ve
tizerine ise, T ye “lineer izomorfi”, L ve L' ne de izomorf lineer uzaylar denir. Bu

durum L= L" ile gosterilir [11].
Ornegin o #0 olmak iizere T, skaler operatorii bir lineer izomorfidir. Ciinkii
T,(X)=T,(y) iseax=ay=x=Yy
ve
T(ey)=y
oldugundan T skaler operatorii bire-bir ve tizerinedir.

Teorem 2.1. L ve L' ayni bir skaler cisim iizerinde iki lineer uzay ve lineer operator

olsun. Bu durumda
NT(O)=6'
2) T(=x)=-T(x)

HT(x=y)=T)-T(y)
4) T(iaixi) = iaiT(Xi)

dir [11].

Teorem 2.2. L ve L' aym bir skaler cisim iizerinde iki lineer uzay ve T:L— L'

lizerine bir lineer operatdr olsun. Bu durumda

1)V, Lnin bir alt uzay1 ise T(V) de L' niin bir alt uzayidir. Ozellikle T(L), L'

niin bir alt uzayidir



2) BoyL=n<wise BoyT(L)<n
dir [11].

Teorem 2.3. L ve L' aym bir skaler cisim iizerinde iki lineer uzay ve T:L— L'

lizerine bir lineer operatdr olsun. Bu takdirde
1) T ters déniisiimii varsa lineerdir.
2) BoyL=n<ooveT " varsa BoyL'= BoyL
dir [9].
Teorem 2.4. L ve L' ayni bir skaler cisim {izerinde iki lineer uzay ve
L(L,L)={T|T:L—L" lineer}
olsun. T,T,, T, € L(L, L") olmak iizere
(T, +T)(x) = (T)(X) + (T,)(X)
ve
(aT)(x) =aT (x)
seklinde tanimlanirsa L(L,L") lineer uzaydir [8].

2.2. Siirekli ve Simirh Lineer Operatorler

Tammm 2.12. N ve N' normlu uzaylar ve T:N — N' lineer operatér olsun. Her

xe N icin
ITON" < K[| x]
olacak sekilde bir K >0 sayis1 varsa T ye sinirlt lineer operatdr denir [10].

Burada ||-||' N ' deki, ||| ise N deki normdur. T nin normunu

[T ||:sup{%:x.eN,x¢9}
X



yazar ve K yerine bu sart1 saglayan K larin en kii¢tigii olan || T || koyarsak
T IT -]

yazabiliriz [10].

Ornegin N normlu bir uzay ve N #{6} olmak iizere

[:N—>N
I(x)=x

seklinde tanimlanan 6zdes operatorii lineer olup,

1= sup{w}=sup{1}=1

et U EXIE ) e
ve boylece

I(x
OO <9y 1) i x 1
11X
oldugundan | smirhdir [11].

Diger taraftan J =[0,1] kapali araliginda tanimli polinomlarin kiimesi N olsun.

I N—>R
I Pll=sup{IP(x)1}

olarak tanimlanirsa (N,||-|[) normlu uzay olur. P', P nin tiirevini gostermek tizere

T:N—>N
T(P)=P"

seklinde tamimlanirsa T nin lineer oldugu aciktir. Fakat T smirli degildir. Ornegin

P,(x) = X" polinomunu alalim.

I P, [l=sup{IP,(x)1}=sup{Ix"I}=1

xed xed

ve
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[T(PI(X) =R, '(x)=n-x""
dir. Boylece n keyfi oldugundan

TR _
X

olacak sekilde bir K >0 sayist yoktur. O halde T smirli degildir [11].

Teorem 2.5. N ve N' normlu uzaylar ve T:N — N' sinirli lineer operatér olsun.

[| T, T nin normu olmak tizere

1T ll=sup{lI T (x) [FI x lI< 1}

=sup{ Il T(X) [l x [l=1}

=sup{ I T(x) [kl X [I<

=inf{K: I T() 1< K- QX113
dir [9].
Tanim 2.13. N ve N' normlu uzaylar, T:N — N' lineer operatdr ve X, € N olsun.
£>0 verildiginde ||X—X,|l<d i¢in [[T(X)=T(X,)I|l'<e olacak sekilde bir >0
sayist varsa T ye X, € N de siireklidir denir [].
T, N nin her noktasinda siirekli ise, N de stireklidir.

T nin lineer olmas1 durumunda sinirlilik ve siireklilik kavramlar1 ¢akisiktir [9].

Teorem 2.6. (N,||-]) ve (N']I-]|") normlu uzaylar ve T:N — N' lineer operatdr

olsun. Bu takdirde asagidakilerden her biri digerine denktir.

1) T siireklidir.
2) T, X, €N de siireklidir.

3) T, &N de siireklidir.
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A LITE) " X ||[< L} reel sayilarin sinirh bir alt kiimesidir.

5) T smurhdir. Yani herxe N igin|| T(X)||'< K-|| X]|| olacak sekilde bir K >0

reel sayis1 vardir [9].

Bu teoreme gore bir lineer operatoér ya N nin tamaminda siirekli veya N nin tamaminda

sureksizdir.

Teorem 2.7. (X,]|-1) ve (Y,|I-]|") normlu uzaylar ve T:X —Y bir lineer doniisiim

olsun.
THT(X)> X
ters doniistimiiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her X € X
all XTI
olacak sekilde bir & >0 sayisinin olmasidir [10].
Teorem 2.8. N ve N' normlu uzaylar
C(N,N")={T T : N — N stirekli lineer operator}
olsun. Bu taktirde
1) C(N,N"), L(N,N") niin lineer alt uzayidir.
2) C(N,NY, T [l=supflI T(X) IFI X ||€ 1} normuna gore lineer uzaydir [10].
Teorem 2.9. T,T, e C(N, N) olmak iizere (T,-T,)(X) =T,(T,(x)) olarak tanimlanirsa
1) T,-T,eC(N,N)
) NT - TAIT AT, el TSI TP
dir [12].

Tamm 2.14. F =R veya C olmak iizere L, F iizerinde bir vektor uzay1 olmak iizere

f:L>F
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operatoriine “fonksiyonel” denir. Eger f lineerise f ye lineer fonksiyonel denir [11].

Dolayisiyla lineer fonksiyonel, deger kiimesi R veya C olan 6zel lineer operatorlerdir.

Lineer uzayin yerine, normlu uzayin alinmast durumunda lineer fonksiyoneller, lineer

operatorler olarak sinirli ise, yani
00| < K-l x ]
olacak sekilde bir K >0 reel sayisi varsa f ye simirli lineer fonksiyonel denir [11].

f fonksiyonelinin normunu, operatorlerde oldugu gibi

| f li=sup{| f (O}

e
seklinde tanimlarsak
HERAREY
olur [11].
2.3. Germe Aksiyomlar1 ve Boyut
V bir lineer uzay ve A={a,,a,,...,a,} olsun.
Gl) AcV

G2) Her veV vektori a;,a,,..., a, vektorlerinin bir lineer birlesimi olarak yazilabilir.

G1)veG2) sartlar saglaniyorsa A kiimesi V uzayim gerer (dogurur) denir veV =(A)

veya V = span{A} ile gosterilir [6].

Tamm 2.15. V, F skaler cismi iizerinde bir vektor uzayl, A={x,X,,...,X,}V nin bir

alt kimesi olsun. Bu durumda

X +oX, +..+ o X, =0



13

esitligi ancak ve ancak o, =a, =...=a, =0 olmas1 halinde saglaniyorsa A kiimesi

lineer bagimsizdir denir [6] .

Tamm 2.16. V bir lineer uzay ve B={b,,b,,...,b,} de V uzaymni geren lineer bagimsiz

bir kiime olsun. Bu durumda B kiimesine, V uzaymnin bir bazi1 (veya tabani) ve B

kiimesindeki vektorlerin m sayisina da V uzaymm boyutu denir ve BoyV =m ile

gosterilir [6].
Simdi su teoremi verelim

Teorem 2.10. T:L— L' lineer operatdr ve B={ee,,...,e.}, Lnin bir baz1 olsun. Bu

takdirde y, =T (e,) biliniyorsa T bir tek olarak belirlidir [6].

Teorem 2.11. N normlu bir uzay, x, € N ve X, # & olsun. Bu takdirde f,(x,) = X, Il

ve || f, I=1 olacak sekilde bir f, smirli lineer fonksiyoneli vardir [6].

Teorem 2.12. N normlu bir uzay, M, N nin kapal1 bir alt uzayr ve x, ¢ M olsun. Bu
takdirde f,(M)=0 ve f,(x,)#0 olacak sekilde bir f, smirli lineer fonksiyoneli
vardir [9].

N ve N ' birer normlu uzay olmak iizere
NxN'={(x,y)IxeN,yeN'}
kiimesini alalim. N x N "uzayindaki cebirsel iglemleri, & bir skaler olmak iizere
(%, Y1) + 0%, ¥2) = (X + X%, Y1 +Y,)
ve
a(x,y) = (ax,ay)
seklinde tanimlayalim.

I-ENxN'—>R
OGN+ Y



14

seklinde tanimlanirsa, N x N ' bir normlu uzaydir.

Simdi su tanimi verelim

Tamm 2.17. T : N — N bir lineer operator olsun. T nin
G(T)={(x,y):xeN,y=T(x)}

grafigi, N x N' normlu uzayinda kapali ise, T ye kapali lineer operator denir [10].

Teorem 2.13. N ve N' normlu uzaylar, T: N — N" bir lineer operatdr ve (X,), N de
bir dizi olsun.T nin kapali olmast igin gerek ve yeter sart X, — X veT(X,) — Yyolmasi

halinde x e N ve T(x) =y olmasidir [10].
Tanmm 2.18. X, F cismi lizerinde bir vektdr uzay1 olsun.
(,Y: XxX->F
fonksiyonu
1) (X+Y,2) =(X2) +(¥,2)
2) {ax,y)y = (X, y)
3) (%, y)=(¥.%)
4) (X, X)>0, (X,x)=0=x=60
sartlarini sagliyorsa, bu fonksiyona i¢ ¢carpim fonksiyonu denir [10].

Teorem 2.14. X bir i¢ ¢arpim uzay1 X,Y,Z€ X vea, S € F olsun. Bu takdirde
1) {ax+ By, z) =X, )+ KY,2)
2) (x,ay)=a(x,y)

3) (X,ay + Bz) = X, Y) + (X, Z)

4)(0,y)=(x,0)=0
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dir [9].

Tamim 2.19. (X,{, )) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve X,y e X olsun. (X, X) =0 ise x — vektorii

y — vektoriine diktir denir ve bu X Ly ile gosterilir.

Eger x Ly ise (y,X)=(X,y)=0 oldugundan ayn1 zamanda y | xdir.

Eger xL1x ise (X,x)=0 olacagindan x=6 olmak zorundadir. Ayrica
(0,X) =Yy —Y,X) =(Y,X)—(Y,X) =0 oldugundan & —vektorii X in her vektoriine
diktir.

X bir i¢ ¢arpim uzayi, A ve B, X in iki alt kiimesi ve xe X olsun. x, Anmn her
elemanina dik ise, yani her a€ A i¢in x L a ise, x—vektori A ya diktir denir ve

X L A ile gosterilir.

Eger Anin her eleman1 B ye dik ise , yani her A ve B kiimeleri birbirine diktir denir

ve AL B ile gosterilir [9].

Tamm 2.20. X bir i¢ ¢arpim uzayr ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Aya dik olan
biitin X —vektorlerinin  kiimesini A~ ile gosterelim. Yani A" ={xe X :x L A}

kiimesine A nin dikeyi denir.

Acik olarak A L A'dir. A'kiimesinin dikeyi A" ile gosterilir. Yani (A")" = A" dir
[9].

Teorem 2.15. x—vektori Y, Y,,.., Y, vektorlerine dik ise, bu vektorlerin lineer

birlesimine, yani Y =X +a,X, +...+a, X, vektoriine de diktir [9].
Teorem 2.16. X bir i¢ garpim uzay1 X,y € X ve X Ly olsun. Bu taktirde
I x+y = X1+ y P

dir. Daha genel olarak {x,, x,,...,X,} kiimesi dik ise

n n

2 2

1> % P=D 1%l
i=1 i=1
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dir [8] .

Teorem 2.17. Bir i¢ carpim uzayinda asagidaki esitsizlikler gegerlidir.
1) |Kx, Y| <Xl 11 y I (Schwarz esitsizligi)
2) 1%+ y Il X I+ 11y 1l (Usgen esitsizligi) [8].

Teorem 2.18. Bir i¢ carpim uzayinda
1) x, &> xvey, > yise (X,, ¥, =X, y)

2) (x,) ve (y,) i¢ carpim uzayinda iki Cauchy dizisi ise, (X, Y,) de yakinsak bir
Cauchy dizisidir [8].

Tanmm 2.21. X bir i¢ carpim uzay1 Ve ||-||, i¢ carpim normu olsun.

d(x,y) =||x—y||=«/<X—y,X—y>

olarak tamimlanirsa (X,d) bir metrik uzay olur. i¢ ¢arpim normu ile tanimlanan bu d

metrigine gore X i¢ ¢arpim uzayi tam ise X e Hilbert uzay1 denir [7].

Teorem 2.19. X bir i¢ ¢arpim uzayt A ve B, X in herhangi iki alt kiimesi olsun. Bu
takdirde

1) Ac A™
2) AcBiseB' c A"
3) (A7) =A"
dir [9].
Tamim 2.22. L bir lineer uzay X ve Y , Lnin iki alt uzay1 olsun. Bu takdirde
L=X+Y={x+y:xeX,yeY}

de L nin bir alt uzayidir. Bu L, alt uzayma X ve Y nin toplami denir [9].
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Tanimdan goriildigii gibi zel, ise, z=x+y=X+Y, seklinde olabilir. Eger
z=X+Yy olacak sekilde bir tek xe X ve yeY varsa veya denk bir ifade ile

X NY ={6} ise L, e X ve Y nin direkt toplami denir ve
L=X&Y
ile gosterilir [9].

Teorem 2.20. X bir i¢ ¢arpim uzayi, Y ve Z, X in alt uzaylart ve Y L Z olsun. Bu
takdirde Y + Z nin direkt toplami1

Y+Z=Y®Z
dir [9].

Teorem 2.21. X bir i¢ ¢arpim uzayi, Y ve Z, X in tam alt uzaylari ve Y L Z olsun.
Bu takdirde Y ©Z, X in tam alt uzayidir [9].

Teorem 2.22. X bir Hilbert uzayi, Y ve Z, Hnin kapali alt uzaylar1 olsun. Eger
Y LZise Y®Z, H nin kapal bir alt uzayidir [9].

Tamm 2.23. H bir Hilbert uzay1 ve Y , H nin kapali lineer alt uzay1 olsun.
Y ={xeH:x LY}
kiimesineY nin dik kompleman1 denir [8].
Teorem 2.23. H bir Hilbert uzay1 ve Y , H nin kapali alt uzay1 olsun. Bu takdirde
DH=Y®Y"
2)Y =Y+
dir [8].

Tamm 2.24. H bir Hilbert uzay1 ve Y , H nin kapali bir alt uzay1 olsun. xe Hisey eY

ve zeY "' olmak iizere X =Yy +z bir tek sekilde ifade edilebilir. Bu y —vektdriine X in

Y iizerindeki dik izdiisiimii denir [8].
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Teorem 2.24. H bir Hilbert uzay1 ve Y , H nin kapali bir alt uzay1 olsun.

P:H->Y
dikizdlisiim operatdrii ise
1) P lineerdir. Yani P(x, +X,) = P(x) + P(x,) ve P(ax)=aP(x)
2) (P(X)), %;) = (X, P(X,))
3) Her yeY igin P(y)=yveY ={xeH :P(x)=x}
4) P(P(x)) = P(x)
5) (P(x), x) =II PO P<I| x |
dir [10].
2.4. 1ki Degiskenli s-lineer Doniisiimler

Tamim 2.25. u,v,w ayn bir F(=R veya C) cismi iizerinde {i¢ vektor uzay1 olsun. Bu

takdirde @ :U xV —W dontsimi
D O +%,,y) = D(x,, y) + (X, Y)
2) D(ax,y)=a D(X,Y)
3) DX, Y1+ Y,) = DX, y,) + D(X, ¥,)
4) O(x,ay) = a-D(X,Y)
sartlarini sagliyorsa @ Yye s- lineer doniistim denir [10}.

Eger W=F ise ® ye s- lineer fonksiyonel diyecegiz. Eger @ i¢in 1), 2) ve 3)
sartlarinin yaninda 4) sarti, ®(X,ay)=ca-D(X,Yy) seklinde gergeklesiyorsa, yani @

hem birinci hem de ikinci degiskene gore lineer ise, @ ye 2-lineer veya bilineer denir.

Tanimdaki 1) ve 2) sartinin
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D(ax + X, Y)=a O(X,Y)+ S D(X,,Y)
ye ve 3) ile 4) sartinin da
D(x,ay, +BY,) =a O(X, Y,)+ B B(X,Y,)
ye denk oldugu aciktir.
@, s- lineer veya 2-lineer ise
D(X,0) = D(X,0+ ) =D(X,0) + D(X,0) = D(X,60) =6

ve benzer sekilde ®(4,x) =@ dir [10].



3. BOLUM
3.1. Cekirdek Teoremleri

Tammm 3.1. T:L— L' lineer operatdr olsun. T altinda L' niin 6zdes elemanina
doniisen elemanlarin kiimesine T nin gekirdegi denir ve CekT ile gosterilir. Bu ise

CekT ={xeL:T(X)=03=T7'6")
seklindedir [9].
Ormnegin L, [a,b] arahginda tanimli p polinomlarmin reel lineer uzay: olsun. p', p
nin tiirevini gostermek iizere

T:L—>L, T(p)=p
seklinde tanimlanirsa
T(ap+pa)=ap+pq’
ve
T(ap)=ap’

oldugundan T lineerdir ve CekT sabit polinomlar kiimesidir.

Diger taraftan

T:L>L'

T(x)=6'
olarak tanimlanirsa T nin ¢ekirdegi L dir.
Ayrica

l:L>L

I(x)=x

dersek Cekl ={6} duir.
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Simdi su teoremi verelim:
Teorem 3.1. L ve L' ayni cisim lizerinde iki lineer uzay ve T :L — L' lineer operatdr

olsun. Bu durumda

1) W, L' niin bir alt uzay1 ise T"*(W), L nin bir alt uzayidr.
Ozellikle CekT =T *(#"), L nin bir alt uzayidir.

2) T(x) =T(X,) < X —X, €CekT
dir [9].
Ispat. 1) o bir skaler ve x,X, €T (W) olsun. Bu durumda T(x,),T(x,)eW ve
aT (X)€W dir. T lineer oldugundan

TX)+T(X,)=T(X +X,)eW
ve
al (x)=T(ax)eW

dir. Boylece X, +X,, ax, €T (W) dir.
2) T(x)=T(X,)=TX)-T(X,)=T(x,—X,)=0"<= X —X, €CekT
dir.

Teorem 3.2. Lvel' ayni cisim iizerinde iki lineer uzay ve T:L— L' iizerine bir

lineer operator olsun. Bu takdirde T nin T ters doniisiimiinlin olmas1 icin gerek ve

yeter sart CekT ={6} olmasidir [9].

Ispat. Bilindigi gibi T : L — L' bire-bir ve iizerine bir doniisiim

T L'>L

T(X)=y<x=T"(y)
seklinde tanimlanan T doniisiimiine, T nin ters doniisimii denir. Ayrica T in
mevcut olmasi igin gerek ve yeter sart T nin bire-bir ve tizerine olmasidir.
Ispat icin kabul edelim ki T™*:L'— L ters doniisiimii bulunsun. Bu durumda T bire-
birdir.
O halde T(x)=T(€)=86" den x =@ elde edilir. Yani CekT =6 dur.
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Tersine CekT =6 oldugunu kabul edip T in mevcut oldugunu gdsterelim.

Hipotezden dolayr T iizerinedir. T nin bire-bir oldugunu gostermek i¢in varsayalim ki

T(x)=T(y) olsun. Buradan
TX)-T(Y)=0'"=>T(X-y)=0"=>x-y=0=>Xx=Y
bulunur. O halde T bire-bir ve dolayistyla T~ mevcuttur.

Teorem 3.3. N veN' normlu uzaylar ve T:N —N"' smrh (stirekli) bir lineer

operator olsun. Bu durumda CekT, N nin kapali bir alt uzayidir [9].

Ispat. Teorem 3.1. geregince CekT, N nin bir alt uzayidir. CekT nin kapali oldugunu
gostermek igin CekT = m oldugunu gosterecegiz.
Kapanis tammindan dolayr CekT — CekT dir. Simdi x e CekT olsun. Bu durumda
X, — X olacak sekilde CekT de (x,) dizisi vardir. T siirekli oldugundan
T(x,) = T(x) yani

T(X)=limT(x,)=1lim@"'=06"
diir. O halde x € CekT ve dolayisiyla Cm < CekT dir. Sonug olarak CekT = Cm

olarak bulunur.

CekT kapanisa esit oldugundan kapalidir.

Teorem 3.4. H bir Hilbert uzayt ve Y, H nin kapali bir alt uzay1 olsun. P:H —»Y
dik izdiistim operatortii ise

GCekP =Y+
dir [9].

Ispat. Eger zeY ™" ise, zninY ye gore tek olan dik bilesenlere ayrisimi
z2=0+12,2€Y, Y™

ve dolayistyla P(z) =@ dir. O halde Y < CekP dir. Aym sekilde CekP — Y oldugu

gosterilebileceginden Y~ = CekP dir.

Simdi su teoremi verelim.

Teorem 3.5. U ile V sonlu boyutlu iki vektor uzayr ve T :U —V bir lineer operator

olsun. Bu durumda
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BoyU = BoyD(T) + BoyCekT
dir. (Burada D(T) <V olup, T nin deger kiimesidir) [10].

Ispat. CekT uzaymin bir bazi B ={s,5s,,...,S.} olsun. B, bazimin u uzaymn bir
B={s.S,,..SU;,U,,...,U.} bazmna genisletildigini kabul edelim. Bu durumda
B, ={Tu,,Tu,,...,Tu } kiimesinin D(T) deger uzayinin bir bazi oldugunu géstermeliyiz.
ve D(T) olsun. Bu durumda Tu=vV esitligini saglayan en az bir ueU noktasi

mevcuttur. Boylece, u vektorii B bazindaki vektorlerin bir lineer birlesimi ile ifade

edilebileceginden
k n
u=> as;+) Ay,
=L =1
yazabiliriz. je{l,2,..,k} igin s; €CekT oldugunu gozéniinde tutarak T lineer

operatoriinii uygularsak

k n n
v=Tu= T[Za +Zﬁju1]=2astj+ZﬁjTuj:ZﬂjTuj
j=1 j=1 j=1

=1
bulunur. Bu ise B, kiimesinin D(T) deger uzaymi gerdigini gosterir.

Simdi de B, kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim.

Za jTu i = 0
=1
vektorel denkleminin sifir olmayan bazi «; skalerleri i¢in saglandigini kabul edelim.

Bu durumda
T au;)=0
=L
olur ki, bu
Zaju ; € CekT
=L
oldugunu gosterir. Halbuki B, kiimesi CekT uzaymin bir bazi oldugundan
n k
Z“J‘UJ = Zﬁisj
j=1 j=1

vektorel esitligini gergekleyen S, f,,..., B, skalerleri mevcuttur. Su halde
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Zn:aju i~ Zk: B;s; =0 vektorel esitligini saglanir. B, kimesi U uzaymin bir bazi
i1 i1
oldugundan
g=0,=.=a, =B =0=..=5=0
bulunur. O halde B, kiimesi, D(T) deger uzaymi geren lineer bagimsiz bir kiime
oldugundan BoyD(T) =n olur. Béylece
BoyD(T) =n=n+k —k = BoyU — BoyCekT
oldugu kolayca goriiliir ki, bu da
BoyU = BoyD(T) + BoyCekT

demektir.

3.2. Sifirlayicilar

Bir V vektér uzayinda tanimlanan biitiin lineer fonksiyonellerin kiimesinin de bir

vektor uzay1 yapisina getirilmesi oldukca yararlidir.

Bu yolla elde edilen vektor uzayma V uzaymnin “cebirsel dual uzayr” denir ve V' ile

gosterilir. Vektdr uzaymin cebirsel islemleri, bu uzayda soyle tamimlanir: f, vef,
fonksiyonellerinin f, + f, toplamive X €V deki degeri

f (X) = ( fl + fz)(x) = fl(x) + fz(x)

olan bir fonksiyoneldir.

Bir f fonksiyonelinin bir « skaleriile - f ¢arpimi X €V olmak iizere

9(x) =(af)(x)=a- f(x)
olan bir g fonksiyonelidir [5].

Tamim 3.2. U bir V vektor uzaymin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda U daki biitiin

noktalart sifira doniistiiren V uzayi iizerindeki bir lineer fonksiyonel, U kiimesinin bir
“sifirlayicis’” olarak adlandinlir. V™ uzayimndaki bdyle biitiin fonksiyonellerin kiimesi

U kiimesinin sifirlayicisi olarak bilinir ve U°® ile gosterilir [5].

Simdi su teoremi verelim.
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Teorem 3.6. V uzaymin bir U alt kiimesinin U® sifirlayicis;, V™ uzayinin kapali bir

alt uzayidir [5].

Ispat. #eU® oldugu agiktir. Simdi f,, f, eU® fonksiyonellerini ve bir ¢« skalerini
alalim. Bu durumda herhangi bir u €U igin

(af,+ 1)) =(af))+ f,(u) =af (u)+ f,(u)=0
olacagindan «f, + f, €U® bulunur. Buda U® <V oldugunu gésterir.
Simdi de U® alt uzaymm kapali oldugunu gosterelim. f cU® alindiginda U°®
sifirlayicisinda f, — f olan bir (f ) dizisi bulunur. Herhangi bir ueU noktasinda

f.(u)=0 ve f(u)=0 olacagindan f eU*® ve dolayisiyla U°® kapaldir.

Teorem 3.7. Bir kiime ile bu kiimenin gerdigi uzayin sifirlayicilart aynidir [5].

Ispat. U bir V uzaymin bir alt kiimesi olsun. Bu durumda herhangi bir ue{ U ) icin
U=aoU, +a,U, +...+ U, ...(1)

esitligini saglayan uj,U,,...,U, noktalar1 U kiimesinde mevcuttur. Boylece (1) esitligine

f eU® fonksiyoneli uygulandigi zaman

fu)=cf(u)+af,U,)+..+af(u)
=a,-0+a,-0+...+,-0=0

elde edilir. Su halde f €{ U )* olur. Boylece U* =( U )® bulunur.

Teorem 3.8. U ve W, herhangi boyutlu bir V uzayinin iki alt uzayi ise, o zaman

U +W toplam uzaymin sifirlayicist U® ve W*® uzaylarinin kesisim uzayidir [5].

Ispat. Herhangi f e(U +W)® alalm. Bu durumda f, U veW alt uzaylarim
sifirladigindan f eU® ve f eW®. Suhalde f eU* ~W?* olur. Bu ise
(U +W)° U AWS...(2)

kapsamasinin gegerli olmasi demektir.

Tersine f eU°*nW*® aldigimizda f, hem U ve hem de W alt uzaylarim sifirlar. Bir

veU+W vektori ueU ve weW olmak iizere v=U-+W gosterimine sahiptir.
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Boylece f(v)=f(u+w)= f(u)+ f(w)=0 bulundugundan f fonksiyoneli U+W
toplam uzayini sifirlar. Demek ki f € (U +W)® ve dolayisiyla
U'nW*c(U+W)*...(3)

bulunur.

3.3. Bir Lineer Operatoriin Transpozu

Bir C cismi iizerindeki bir U vektor uzayindan, bir V vektor uzayma bir T lineer

doniisiimiinii ele alahm. T operatorii ile, V™ dual uzaymdan U~ dual uzayma bir T'

lineer operatdriinti asagidaki gibi gdsterelim.

U

a=f(v)
=(foT)(u)

\Y
v=Tu

T'(f)="foT

T', V uzay: tizerindeki her f lineer fonksiyonelini, U uzay: tizerindeki T'(f) lineer

fonksiyoneline karsilik getirecek sekilde V~ dual uzaymdan C dual uzayma bir
doniisiimdiir. Her bir u €U noktasindaki [T '(f)](u) degeri f €V~ fonksiyoneli igin
[T'(£)]1(u) = f(Tu)
olarak tanimlanmaktadir. Boylece tanimlanan
TV —»U"
f>T'(f)="1f-T

doniistimii, T lineer operatdriiniin transpozu olarak adlandirilir [5].

Herhangi f,, f, V" fonksiyonelleri ve herhangi a e C skalerleri igin
T'(af,+1,)=(af,+1,)oT
=q(feT)+ f,oT
=al'(f)+T'(f,)
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oldugundan transpoz doniisiimii lineerdir.

SveT; bir U vektor uzayindan bir V vektér uzayma lineer operatorler ve a da
herhangi bir skaler olmak iizere

I'=1, (T), (aT)'=al "' ve (S+T)'=S+T"'
oldugu benzer sekilde gosterilir. Burada |, U uzay iizerindeki ve |' de U™ dual uzay:

tizerindeki 6zdeslik operatoriinii gostermektedir.
Simdi su teoremi verelim.

Teorem 3.9. T bir lineer operatér ve T' de bu operatdriin transpozu olsun. Bu

durumda CekT ' uzayi, G(T) goriintiiler kiimesinin sifirlayicisidir [5].

Ispat. U ve V, bir C cismi iizerindeki iki vektor uzay1 olmak tizere
T:U->V

lineer operatoriinii ve
TV »>U"
transpozunu goz Ontine alalim. f €S(T") olsun. Bu durumda T'(f)=f-T =0 ve
G(T) aldigimizda baz1 v eV noktalar i¢cin v =Tu olur. Bu nedenle
f(v)=f(Tu)=(fT)(u)=0(u)=0
bulunur. Boylece, her veG(T) i¢in f(v)=0 bulundugundan f e{G(T)}* oldugu,

yani S(T") c{G(T)} kapsamasinin gegerli oldugu anlagilir.

Simdi g e{G(T)} alalim. Yani g[G(T)]={0} olsun. Bu durumda her ueU vektorii
i¢cin

[T'(9)](u) = (gT)(u) = g(Tu) =0=0(u)
bulunur. Her ueU igin [T '(g)](u) =0(u) elde edildiginden T'(g) =0 olur. Su halde

g €S(T") ve dolayisiyla {G(T)} < S(T ") kapsamasi gegerlidir.

Bu iki kapsama birlestirilirse S(T ") ={G(T)} bulunur.



4. BOLUM
SONUC ve ONERILER

Bu calismada lineer uzaylarda tanimli operatorler ile ilgili bir takim sonuglar verilmistir.
Benzeri sonuglarin metrik uzaylarda tanimli dontisiimler i¢in de verilebilecegi

konusunun tartisiimaya deger bir ¢alisma olabilecegi diistiniilebilir.
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