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ROUGH ANALIZIN TEMEL KAVRAMLARI

Dine OZBEK
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Haziran 2013
Tez Damisman: Doc. Dr. Mehmet SENGONUL

OZET

Bu tez ¢alismasinin birinci boliimiinde kaba analizin gelisiminden bahsedilmistir. Ikinci
boliimiinde, klasik anlamda normlu uzaylarda yakinsaklik, siireklilik ve sabit nokta te-
oremleri hakkinda 6zet bilgiler verilmistir. Uciincii boliimiinde kaba yakinsaklik ve kaba
stireklilik hakkinda temel tanim ve teoremler verilmistir. Dordiincii boliimiinde kaba sa-
bit nokta teoremleri ve kaba konvekslik hakkinda bilgiler sunulmustur. Besinci ve son

boliimde sonug ve Onerilere yer verilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Yakinsaklik, kaba yakinsaklik, kaba siireklilik, kaba sabit nokta te-

oremi, y-konvekslik, p-konvekslik, 8- konvekslik .
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SOME BASIC IDEAS OF ROUGH ANALYSIS
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ABSTRACT

In the first section of this thesis, progres of rough analysis have discussed. In the second
section, convergence, continuity and fixed-point theorems of in normed spaces in the clas-
sical sense have about summarized briefly. In the third section, the basic definitions and
theorems about rough convergence and rough continuity have given. In the fourth and
last section, the information about rough fixed-point theorems and rough convexity have

present. In the fifth and last section, conclusions and recommendations have given.

Keywords: Convergence, rough convergence, rough continuity, roughly fixed-point the-

orems, y-convexity, p-convexity, d-convexity.
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x noktasinin A kiimesine uzakligi



BOLUM 1
GIRIS

Kaba(rough) analizin ortaya c¢ikisi, gercek diinyada matematiksel kavramlar var midir?
Sorusunu temel almaktadir. Ornegin gercek hayatta matematiksel bir nokta yoktur. Ciinkii
matematiksel nokta boyutsuzdur, ne elle tutulabilir ne de gozlemlenebilir. Kalemi kagida
dokundurdugumuzda elde ettigimiz "nokta" boyutludur, matematiksel nokta gibi boyut-
suz degildir. Gercek hayatta matematiksel anlamda bir dogru da yoktur. Kagidin iistiine
cizdigimiz "diiz" ¢izgi hem sonludur, hem diiz degildir, hem de birden fazla boyutu var-
dir. Gergek hayatta "sonsuz" da yoktur. Yasadigimiz evren sonludur. Evrendeki molekiil,
atom, elektron, foton sayilar1 sonludur. Kimse sonsuza kadar sayamaz, kimse sonsuzu
gosteremez, kimse sonsuza gidemez, kimse sonsuzda oldugunu diisiinemez. Diiglerimiz
bile sonluda yer alir. Bu kavramlar1 gercek hayatta kagit lizerinde veya bilgisayar iize-
rinde gorebiliyoruz. Gercek hayat ile bir baglanti kurmamiz gerekirse bunu kaba olarak

yapabiliriz. Boylece kaba analize ihtiyacimiz ortaya ¢ikmustir.

Kaba analize ilk olarak Phu’nun "Rough Convergence in Normed Linear Spaces" isimli
makalesinde "kaba(rough) yakinsaklik" olarak karsimiza ¢ikar. Daha sonra yine Phu’nun
"kaba siireklilik" ve "kaba konvekslik" kavramlarimi tanimlamasi izler. Burgin de " Ne-
oclasical Analysis" isimli kitabinda kaba yakinsak, kaba siireklilik gibi kavramlar1 reel

sayilar iizerinde tanimlar.

Bu calismanin amaci, Phu’nun "Some Basic Ideals of Rough Analysis" isimli makale-
sinde ve Burgin’in "Neoclasical Analysis" isimli kitabinda bahsettigi rough analiz icinde
yer alan rough yakinsaklik, rough siireklilik, rough sabit nokta, rough konvekslik kavram-

larini ele almak ve bunu adi anlamdaki yakinsaklik kavrami ile karsilastirmaktir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, tezde lizerinde duracagimiz konunun anlagilmasina yardimci olacak temel

tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 2.1. X bos olmayan bir kiimle ve K reel veya kompleks sayilarin bir cismi olsun.
+:XxX—X

ve

o KxX —X

fonksiyonlart asagidaki ozellikleri sagliyorsa X kiimlesine K cismi tizerinde lineer uzay

denir. Her a,b € K ve x,y,z € X icin;

Ll)x+y=y+x

L2) (x+y)+z=x+(y+2)

L3) x+ 0 = x olacak sekilde © € X vardr.

[4) Vx € X i¢cin x+ (—x) = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardur.
L5) lex—=x

L6)ae(x+y)=aex+aey

L7) (a+b)ex=aex+aey

L8)ae(bex)=(aeb)ex [3].

Tammm 2.2. X bostan farkli bir kiime olsun. d : X x X — R ile tamimli d fonksiyonu,

asagidaki sartlart sagliyorsa bir metrik, (X ,d) ikilisine de bir metrik uzay denir.



MIl)d(x,y)=0&x=y

M2) d(x,y) =d(y,x)

M3) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) [3].

Tanmim 2.3. (X,d) bir metrik uzay olsun. r pozitif bir reel sayi ve xo € X ise,
B(xo;r) ={x€X :d(x,xo) <r} kiimesine xo merkezli r yaricapli acik yuvar,

B(xo;r) ={x€X :d(x,x0) <r} kiimesine xo merkezli r yaricapl kapali yuvar,
S(xo;r)={xeX :d(x,x0)=r} kiimesine xo merkezli r yaricapli yuvar yiizeyi denir

[3].
Tanmim 2.4. X bir metrik uzay A C X ve xy € A olsun.

1) B(xo;r) C A olacak sekilde r > 0 sayist varsa xo noktasina A kiimesinin bir i¢ noktast

denir.

2) xo noktast (B(xo;r)\xo) NA # 0 sagliyor ise xo noktasina A kiimesinin bir yigilma

noktasi denir.

3) A kiimesini noktalariyla, A’nin yigilma noktalarindan olusan ciimleye ise A’nin kapa-

nist denir.

4)Vx € X icin B(xp;r) C A olacak sekilde r > 0 sayist varsa A’ya X ’in agik kiimesi denir.

5) X uzayinda tiimleyeni acik olan kiimeye X de kapali ciimle denir [3].

Tanim 2.5. (x,), (X,d) metrik uzayinda bir dizi olsun. (x,) dizisine X uzayinda yakin-
saktir denir eger,

lim d(x,,x0) =0

n—soo
olacak sekilde bir xo € X varsa. xo’a dizinin limiti yada yakinsadig1 nokta denir, kisaca
limx, =xyp veya x, —xo(n—> ) seklinde gosterilir.
n—soo

Tanim 2.5°i

Xp—=xg(n—o00)&Ve>0 icin Ing N n>ng iken d(xy,x0) <€



seklinde de verebiliriz [3].

Tamim 2.6. (x,), (X,d) metrik uzaywnda bir dizi olsun. (x,) dizisine Cauchy dizisi denir

v

eger,

Ve>0 icin mmn>ny iken d(xpy,x,) <€

olacak gekilde bir ny = ny(€) sayist var ise. X uzaymnda ki her Cauchy dizisi yakinsak ve

yakinsadigr nokta da X ’in elemanu ise (X ,d) metrik uzaymna tam metrik uzay denir [3].

Tamm 2.7. (X,d) ve (Y,d') iki metrik uzay, f: X — Y bir doniisiim ve xy € X olsun. f

doniistimii xy noktasinda siireklidir denir eger, her € > 0 sayisi icin
d(x,x0) <8 iken d'(f(x),f(x0)) < ¢€ise 2.1
veya (2.1)’e denk bir ifadeyle
f(B(x0:8)) € B(f(x0),€)

olacak seklinde bir & > 0 sayist var ise. f doniigiimii X uzayimn her noktasinda siirekli

ise f, X iizerinde siireklidir denir [5].

Tamim 2.8. X bir metrik uzay olsun. Eger X 'deki her dizi yakinsak bir alt diziye sahip ise
X uzayr kompaktir denir. X’in bir M alt kiimesi, X ’in bir alt uzay: olarak ele alindiginda
kompakt oluyorsa (yani M deki her bir dizi M de yakinsak bir alt diziye sahipse) M’ye

kompakt denir [5].
Lemma 2.1. Bir metrik uzayin kompakt alt kiimesi kapalr ve sitmirlidir [5].

Tanim 2.9. X kiimesi K cismi iizerinde lineer uzay olsun. || . ||: X — R fonksiyonu asagi-

daki sartlart sagliyorsa || . || fonksiyonuna X iizerinde norm denir.
NI)||x||=06<x=6

N2) [ oux [[= Jef || x || (o0 € K)

N3) lx+y 1<l x I+ 11y

(X, || - ||) ikilisine de X lineer uzay oldugundan lineer normlu uzay denir [3].



Tanmm 2.10. (x,) normlu bir X uzaymnda bir dizi olsun. (x,)’ye simirli dizi denir eger,
VneN icin ||x, [|[<K

olacak sekilde bir K > 0 sayist varsa [3)].

Normlu uzayda yuvar tanimlar1 asagidaki gibi verilir.
Tamim 2.11. (X, || . ||) normlu uzay, r > 0 ve xo € X ise,

B(xo;r) ={xeX:||x—xo||<r} kiimesine X normlu uzayinda agik yuvar,

B(xp;r)={xeX:||x—xo||[<r} kiimesine X normlu uzayinda kapali yuvar,
Sxosr)={x€X:||x—xo||=r} kiimesine X normlu uzayinda yuvar yiizeyi denir
3].
Tanim 2.12. (X, || . ||) normlu uzay ve A C X olsun.

d(A) =sup{||x—y|l: x,y €A} <eo
ise A kiimesine X normlu uzaymnda sinirli kiime denir [3].

Tanmm 2.13. (x,), (X,|| . ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. (x,) dizisi yakinsaktir denir

eger X uzayinda,
lim || x, —xo ||=0
n—yoo

olacak sekilde bir xy € X var ise. Bu yakinsaklik x, — xo (n — o) olarak gosterilir ve

xo'a (x,) dizisinin limiti adi verilir.

Tanim 2.13’i
Ve>0 icin IngeN n>no=|x,—x0||<€<x,— x0 (n—o0)

seklinde de verebiliriz [3].



Tamim 2.14. (x,), (X,|| . ||) normlu uzayinda bir dizi olsun. (x,) dizisine X uzayinda bir

Caucyh dizisi denir eger,
Ve>0 icin mn>ng iken || x,—x,|<e€

olacak sekilde bir ny € N sayist varsa [3].

Teorem 2.1. (X, || . ||) normlu uzaywun sonlu boyutlu her Y alt uzay: tamdir. Ayrica sonlu

boyutlu her normlu uzay tamdir [3].

Tanmm 2.15. (X, || . ||) ve (X', || . ||") normlu iki uzay , f: X — X' bir déniisiim ve xo € X

olsun. f doniigiimiine xo noktasinda siireklidir denir eger,
Ve>0 icin ||x—xo||<8 iken | f(x)—f(x0)]'<e

olacak sekilde & > 0 sayist varsa. [ doniisiimii X in her noktasinda siirekli ise f doniisii-

miine X uzayinda siireklidir denir [5].

Teorem 2.2. (X, || . ||) normlu bir uzay olsun. X uzayindaki norm fonksiyonu siireklidir

[3].

Ispat. Ispaticin ||| x| — ||y ||| <|| x—y || esitsizliginin saglandigini gostermemiz yeter-
lidir. Ciinkii esitsizlik saglandiginda || x —y || < 8 = € alirsak siireklilik icin gerekli sartlar

saglannus olur. Kolayca goriilecegi gibi
[xll=llx=y+yl<lx=yl[+lyl=lxl=lyl<lx=yI
esitsizligi saglamir. Fakat ayni zamanda,
=l =My D =lyl=xl<ly=xl=lx=yl
oldugundan sonuc¢ olarak
Hx =Myl <lx=yl<e

elde edilir. O

Teorem 2.3. X sonlu boyutlu normlu bir uzay ve M C X olsun. X ’in kompakt olmasi igin

gerek ve yeter sart M ’nin kapali ve sinirlt olmasidir [5).



Teorem 2.4. Normlu (X,|| . ||) uzaymnda, kapali M = {x :|| x ||< 1} birim yuvari kompakt

ise X sonlu boyutludur [5].

Reel analizde, reel degerli ve reel degiskenli fonksiyonlarla calisilir. Fonksiyonel ana-
lizde lineer uzaylar 6zellikle normlu uzaylar s6z konusu oldugunda incelenen doniisiim

operator olarak adlandirilir. Yani lineer uzaylar arasindaki doniisiimlere operator denir.

Tanm 2.16. L ve L' ayni bir K cismi iizerinde iki lineer uzay olsun. T : L — L' operatorii
Tx+y)=Tx)+T(y) ve T(ox)=0oT(x) (aecK)
sartlarini saglryorsa T ’ye lineer operator denir [3)].

Tanmm 2.17. X ve Y normlu uzaylar ve T : X — Y lineer operator olsun. Her x € X icin
IT0) ly< K| x[x

Y,

olacak sekilde bir K > 0 reel sayist varsa T 'ye sunirlt lineer operatér denir. Burada || .

Y uzayindaki norm, || . ||x, X uzayindaki normdur [3).

Teorem 2.5. Eger normlu bir X uzay: sonlu boyutlu ise X iizerindeki her lineer operator

strlidir [5].

Operatorler aslinda birer doniisiim olduklarindan, siireklilik tanimini bunlarada uygulaya-
biliriz. Asagida lineer operatorler icin siireklilik ve sinirliligin esdeger kavramlar oldugu-

nunu gosteren Teorem verilecektir.

Teorem 2.6. X ve Y normlu uzaylar ve T : X — Y lineer operator olsun
a) T 'nin siirekli olmas icin gerek ve yeter kosul T 'nin sinirli olmasidir.
b) T bir tek noktada siirekli ise her noktada siireklidir [5].

Ispat.

a) T = 0 i¢in ifadenin saglandigi agciktir. T # 0 olsun. Bu durumda || T ||# 0’dwr. T 'nin

stirlt oldugunu varsayalim ve herhangi bir xy € X noktasim ele alalim. Herhangi bir



€ > 0 saywst verilmis olsun. Buna gire T lineer oldugundan, & = ﬁ olmak iizere,

| x—x0 || < 8 olacak sekildeki her x € X igin,
| Tox=Txo [|[=1 T (e —x0) [<I T [l x=xo I<[[T ]| 6=¢

esitsizligini yazabiliriz. xo € X’ keyfi olmast nedeniyle bu sonu¢ T 'nin siirekli oldugunu

gosterir.

Simdi de T 'nin keyfi bir xy € X siirekli oldugunu kabul edelim. Herhangi bir € > 0 veril-

diginde || x — xo || < 8 kosulunu gercekleyen her x € X icin
| Tx—Txp ||< e (2.2)

olacak gekilde bir & > 0 sayisi vardir. Simdi X 'de herhangi bir y # 0 alalim ve

X=Xx0+—=y
IRl
yvazalim. Bu durumda,
o
X—=X0=17_77¥
(Rl

elde edilir. O halde || x — xo ||= 8 olup, dolayistyla 2.2’yi kullanabiliriz. T nin lineer

olmast nedeniyle,

)
I Tx=Txo [[=] T (x—x0) =] T E ”y) 1= ”

)
| Ty |
vl

yazabiliriz ve 2.2 ifadesi,

)
1 Tyll<e

Iyl

Ty |< £ || v || bulunur. Bu ise ¢ = § olmak iizere

sonucunu gerektirir. Buradan da,

| Ty < ¢ || y || seklinde yazilabilir ve T 'nin sunurli oldugunu gosterir.

b) T ’nin bir noktadaki siirekliligi a) min ispatimin ikinci kismi geregince T 'nin stnirliligini

gerektirir ve a)’dan goriiliir ki T stireklidir. O
Tamim 2.18. X normlu uzay olsun. X iizerinde

d(x,y) =[x =yl

olarak tanimlanan d metrigine norm metrigi denir [3].



Tanmm 2.19. X normlu bir lineer uzay olsun. X uzayr norm metrigine gore tam ise X'e

Banach uzayt denir [3].

Tanmim 2.20. T doniisiimii X kiimesinden X kiimesine kendi icine olan bir doniisiim olsun.
X'in,
Tx=x

sartint saglayan x elemanina T doniigiimiiniin sabit noktast denir [5].

Banach sabit nokta teoremi, belirli doniisiimlerin sabit noktalar1 i¢in varlik ve teklik te-
oremi olup, ayrica sabit noktaya en iyi yaklasimi elde etmek i¢in insa esasina dayanan
bir islem yontemi verir. Bu isleme bir iterasyon adi verilir. Tanim geregi, bu yontemde,

verilen bir kiime i¢inde keyfi bir xp noktasi secip,
Xpt1=Tx, n=0,1,2,...

seklinde bir baginti yardimiyla, indirgemeli olarak bir (xg,x;,x2,...) gibi bir dizi elde
ederiz. Yani xo’1 keyfi se¢ip, ardisik olarak (x; = Txg, xp = Txj, ...) elemanlarini

belirleriz.

Tammm 2.21. X = (X,d) bir metrik uzay olsun. Bir T : X — X doniisiimiinii ele alalim.
Eger, her x.y € X icin,

d(Tx,Ty) < ad(x,y)

olacak sekilde pozitif bir o. < 1 reel sayist varsa T doniigiimiine, X iizerinde bir daralma

denir [5].

Teorem 2.7. X # 0 olmak iizere, bir X = (X, d) metrik uzaywm goz dniine alalim. X uzay
tam ve T : X — X doniisiimii, X tizerinde bir daralma olsun. Bu durumda T mutlaka bir

sabit noktaya sahiptir [5].

Tamim 2.22. X lineer uzay olsun. A C X ve keyfi x,y € A icin,
B={zeX:z=ox+(1—-a)y, 0<a<l1}CA

ise A kiimesine konveks denir [5].
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Tanum 2.23. C kiimesi X lineer uzaymin alt kiimesi olsun. C’nin X uzaywnda kapanisi

kompakt ise C kiimesine goreceli(relatively) kompakt kiime denir [6].



BOLUM 3

KABA YAKINSAKLIK VE KABA SUREKLILIK
Kaba yakinsaklik ve kaba siireklilik ile ilgili bazi temel tanim ve teoremleri verelim.

3.1. Kaba Yakinsakhk

Tanmm 3.1. (X, ||.||) normlu lineer uzayinda (x;) bir dizi ve r > 0 olsun. (x;) dizisine xq’

a r-yakinsak denir. Eger,
Ve>0 JigeN:i>ig=|xi—xo||<e+r ise 3.1)

[7].

Eger (x;) dizisi bir xo noktasina kaba yakinsak ise x; — xo (i — o) veya r — limx; = xo
seklinde gosterilir. r, (x;) dizisi i¢in yakinsaklik derecesidir. » = 0 i¢in klasik anlamda
yakinsaklig1 elde ederiz. r > 0 i¢in (x;) dizisi (3.1) sagliyorsa r — limit noktasi birden

fazladir. Bu noktalarinin olusturdugu kiime,
LIM ™xj ={x0 € X : x; L>x0} 3.2)

seklinde verilir.

Ornek 3.1. x; = (—2,—1,0,1,—2,-1,0,1,...,—2,—1,0,1,...) dizisinin klasik anlamda

yakinsak olmadigini biliyoruz. Fakat (x;) dizisi r- yakinsaktir. r — limit kiimesi,

0 , ise

LIM'x; =

r<
[l—rr—=2] , r>3 ise

[NSIISVIE ST [P8)

seklinde verilir.

Adi yakinsak dizilerin asagidaki 6zelliklere sahip oldugu aciktir.

1) Yakinsak bir dizinin limiti tektir.
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2) Yakinsak bir dizinin her alt dizisi ayn1 limit noktasina yakinsar.

3) Yakinsak her dizi sinirlidir.

Yukaridaki 6zelliklerin r-yakinsaklik bakimindan kargiliklar1 agagidaki teorem ile verilir.
Teorem 3.1.

a) r — limit kiimesinin capt 2r den biiyiik degildir.

b) (x;) dizisi ssmrlidir< r > 0 vardir oyleki LIM x; # 0.

c) (x;) dizisinin alt dizisi (x;,) ise LIM"x; C LIM"x;; dir(9].

Kaba yakinsakligin adi yakinsaklikla karsilastirilmasi hakkinda bazi teoremler asagida
verilmisgtir.

Teorem 3.2. r; > 0 ve ry > 0 olsun. X uzayinda bir (x;) dizisi xo’a r| + ry-yakinsaktir <

X uzaywinda bir (y;) dizisi vardwr oyleki,

yir—1>xo ve |xi—yil|l<r,i=1,2,.. (3.3)

[9].
Teorem 3.3. r > 0 ve (x;), X uzayinda bir dizi olsun.
a) (x;) dizisi X uzayinda bir dizi ve xo’a yakinsak ise
LIM'x; =B,(xo) ={z€X:||z—x0 |} <.
b) (x;) dizisi X uzayimin bir kompakt kiimesini iceriyorsa ve LIM"x; = B,(xo) ise (x;) dizisi
Xo a yakinsaktr.

¢) X sonlu boyutlu kesin konveks uzay olsun. Eger || y| —ya ||= 2r saglayan yy,y, € LIM"x;

var ise (x;) dizisi %(yl +y2) 've yakinsar [9].
Teorem 3.4. (x;) dizisinin yigilma noktalarimn kiimesi C olsun.

a) Eger C # 0 ise LIM"x; C B,(c).
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b) (x;) dizisi X in kompakt bir kiimesini iceriyorsa
LIM"x; = ﬂ B,(c)={x0 €R":CCB,(x)}
ceC
[9].
Teorem 3.5. r > 0 ve o > 0 olsun.

(a) LIM"x; + B5(0) C LIM"%x;.

(b) Bs(y) CLIM"x; ise ye& LIM ™ °x;[9].

LIM"x;’nin r’ye bagimhiligi ile ilgili baz1 6zellikler ve teoremler asagida verilmistir.
(X,1]-]|) normlu lineer uzayinda keyfi (x;) dizisi ele alalim

0<r <rpy igin LIM"x; C LIM™x;
monotonlugunu yazabiliriz.

Teorem 3.6.
a) r>0veo > 0igin LIM"x; C LIM"x; + B5(0) C LIM"*Cx; dur.

b) Eger X uzay: diizgiin konveks ve y noktast LIM" x; ’nin bir i¢ noktast ise y € LIM " i

olacak sekilde ¥’ € [0, r) vardur.

¢) Eger (x;) dizisi X uzayinin kompakt bir kiimesi tarafindan kapsaniyorsa ise Bs(y) C

LIM"x; iken y € LIM"~Sx; dir [9].

3.2. Kaba Cauchy Derecesi

Tanim 3.2. X normlu bir uzay ve (x;) de X ’de bir dizi olsun. (x;) dizisine p-Cauchy dizisi

denir, eger

Ve>0 Fig:i,j>ig=|xi—xj||<e+p ise.

p = 0 icin X normlu uzaywinda bilinen anlamda Cauchy dizisi tamimini elde ederiz [9].
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Teorem 3.7. (x;) dizisi r-yakinsak olsun, yani LIM"x; # 0 olsun. Her p > 2r icin (x;) bir
p-Cauchy dizisidir. Boylece bir Cauchy derecesinin sinirt genel olarak azalan degildir

[9].

Ispat. Keyfi bir xo € LIM'x; alalim. Tamim 3.1’den her € > 0 icin iz € N vardir dyleki

I, > ig oldugunda || x; —xo ||[< r+€/2 ve | x; —xo || < r+€/2 dir. Buradan
| xi —xj |<|| xi—x0 [| + || xj —x0 [|< 2r+€

esitsizligini elde ederiz. Boylece (x;) dizisi p = 2r ile bir p-Cauchy dizisidir ve 2r siniri ge-
nel olarak azalan degildir. Gercekten || z ||=r (z € R) ve x; = (—1)'z olsun. (x;) dizisi 0 €

LIM"x;’ye r-yakinsaktir ve p = 2r minimum Cauchy derecesidir [9)]. U

Normlu bir X uzayimdaki p-Cauchy dizinin yakinsaklik derecesi azalan(genel olarak) de-

gildir. Bu genelleme bizi 6nemli bir sabit olan "Jung Sabitine" gotiiriir.

Tamm 3.3. X uzaywun sinirly bir alt kiimesi S olsun.

J(X)= sup{zszg) (S CX,0<d(S) < oo}

reel sayisina Jung Sabiti denir, burada
d(S) = sup [[x—y|
x,yeS
seklinde tanimli olup S kiimesinin capi ve
S) = inf —
rx(S) Inf sup =yl
seklinde tanimli olup S kiimesini ¢evreleyen en kiiciik yuvarin yart ¢capidir.

Agikga 1 < J(X) <2 dir. Bu sabit X = ¢4 icin J(£2) = (:22)"/? dir. X = £, icin J(¢,) =

max{2!/7 211/} olur.

Teorem 3.8. (x;) dizisi X uzayinda bir p-Cauchy dizisi ve J(X), X uzaywmun Jung Sabiti
olsun. (x;) dizisi her r > 27 1J(X)p icin r-yakinsak iken eger boyX < o ise (x;) dizisi her

r>2-1J(X)p igin r-yakinsaktir [9].
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3.3. Kaba Siireklilik

X ve Y normlu lineer uzaylar ve sirast ile || . ||x ve || . ||y’de X ve Y iizerinde norm,
f X — Y lineer operator olsun. f’in siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirli olma-

sidir(Teorem 2.6).

Simdi kaba siirekliligi tanimlayalim ve ilgili 6rnek ve teoremleri verelim.

Tammm 3.4. X ve Y normlu lineer iki uzay olsun. f : X — Y lineer operatorii xo € X 'te

rx — ry-siireklidir denir, eger her € > 0 icin
| x—x0[x<8+rx iken | f(x)—f(x0) |[[y<e+ry

esitsizliklerini saglayan &+ rx > 0, €+ ry > 0 sayilart var ise. [ doniigiimii X uzayinin
her noktasinda rx — ry-siirekli ise f doniisiimii X uzayinda siireklidir denir. rx — ry-siirekli

seklinde gosterilir. rxy = ry = 0 ise norm siirekliligini elde ederiz [9].

Ornek 3.2. f:R — R tamimli bir fonksiyon olsun ve f(x) = x seklinde tamimlansin. f(x)

fonksiyonu xo = 1 noktasinda 0.1 — 0.1-siireklidir.

GergektenVe >0 icin || x—1 ||x=|x—1| <8+40.1 iken || x—1 ||y= |x—1| <€+0.1 olacak

sekilde €’a bagl bir § sayist bulmaliyiz. € = d segersek, || x—1 ||y=|x—1] <3+0.1 =

€+ 0.1 bulunur. Buradan f(x) fonksiyonu xo = 1 noktasinda 0.1 — 0.1-siireklidir [4].

Ornek 3.3. g: R — R tamumli bir fonksiyon olsun ve g(x) = x> seklinde tamimlansin. g(x)

fonksiyonu xo = 1 noktasinda siirekli degildir.

Gergekten her € > 0 icin || x—1 |[x=|x— 1| < 8+0.1 iken € = % ve 0 < 8 < 1 olarak
alinirsa. x = g’ icin|[x—1|x= |g — 1| < 8+0.1 egitsizligi saglanir. Buradan || %3 —1y=
18 1] elde edilir. & =L icin |& —1] = |& — 1| bulunur. & = 0.98 > £+ 0.1 = 0.6
oldugundan €’a bagh bir d sayist bulamayiz. Demek ki g(x) fonksiyonu xo = 1 noktasinda

0.1 —0.1-siirekli degildir.

Fakat g(x) fonksiyonunun xo = 1 noktasinda 0.03 — 0.1-siirekli oldugu yukaridakine ben-

zer sekilde gosterilebilir [4)].
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Teorem 3.9. X ve Y normlu lineer uzay olsunlar. ty > ry ve gx > px icin f : X =Y

doniisiimii xy noktasinda qx — ry-siirekli ise f doniigiimii px — ty-siireklidir [4].
Sonuc 3.1. f doniisiimii xo noktasinda qx — ry-siirekli ve q > l(r < p) ise [ doniisiimii

Ix — ry-siireklidir(qx — py-siireklidir) [4].

Asagidaki teorem kaba siirekli fonksiyonlarin toplami ve skaler ile ¢arpimi hakkinda bilgi

verir.

Teorem 3.10. X ve Y iki normlu lineer uzay olsun.

f: X — Y doniigiimii xo noktasinda qx — ry-siirekli

g : X — Y doniisiimii xy noktasinda px — hy-siirekli

olsun. Bu durumda

a) f + g doniisiimii xo noktasinda u = min{qx, px } icin u — ry + hy-siireklidir.
b) f — g doniisiimii xo noktasinda u = min{qx, px } icin u — ry + hy-siireklidir.
¢) kf doniisiimii xo noktasinda qx — kry-siireklidir [4].

Teorem 3.11. X ve Y iki normlu lineer uzay olsun. Eger boyX < oover>0iken f: X =Y

her lineer operator ry — 0-siireklidir, yani
dist(x,B;(0)) — 0 iken dist(f(x),f(B(0))) — 0dir

[9].



BOLUM 4

KABA SABIT NOKTA TEOREMLERI VE KABA KONVEKSLIK

4.1. Kaba Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 4.1. (X,d) tam metrik uzay, M kiimesi de bu metrik uzay iizerinde kapali ve

bostan farkli bir kiime olsun. T : M — M déniigiimii sabit bir k € (0,1) igin,
d(Tx,Ty) <kd(x,y), Vx,yeM

saglar ise k-daralma olur. T doniisiimiiniin M kiimesi iizerinde sabit bir noktasi vardir,
X0 € M ilk noktasini keyfi olarak sectigimiz icin, (x;) dizisine yapilan iterasyon uygulama-

lart
x,-+1:Txi, i:0,1,2,... (41)

Xo sabit noktasina yakinsar 9.

Teorem 4.2. M kiimesi R" tizerinde bostan farkli konveks ve kompakt bir kiime, n > 1 ve

T : M — M doniigiimii siirekli olsun. T sabit bir noktaya sahiptir [9].

Yukarida verdigimiz Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’nin ¢ok sayida genellemesi vardir. Ornek
olarak Teorem 4.2’nin normlu lineer uzaylarda Schauder’in genellemesi, lokal konveks
topolojik vektor uzaylarinda Tychonov’un genellemesi verilebilir. Bu teoremlerin ortak
sarti T doniisiimiiniin siirekli olmasidir. 7 doniigiimii siirekli olmasa ne olurdu? Genel
olarak 7 doniisiimiiniin

d(xo,Txo) <7y
seklinde taniml1 y-sabit noktalarinin olmasi beklenemez. Minimum(olabilecek en kiiciik)

Yy > 0 sayis1 7' doniisiimiiniin sahip oldugu sabit noktalar1 verir.

Aragtirmalarimiza 6nemli bir ara¢ olacak normlu lineer X uzayimin 6z(self)-Jung sabiti

tanimini verelim.
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Tanmim 4.1. X normlu uzay olmak iizere,

Js(X) :sup{zr%?)(s):SQX,O<d(S) <<><>},

ifadesine 0z-Jung sabiti denir. Burada d(S), S kiimesinin ¢apidir ve

d(S) = sup [[x—y|
x,yES

seklinde verilir. reonys(S) ise S kiimesini cevreleyen yuvarin éz-yaricapidir ve

rconvS(S) :xeicgif;vSsuE H X—=y H7
ye

seklinde verilir [9].

X normlu lineer uzay1 i¢in 1 < j (X) < 2 dir. X i¢ ¢carpim uzay1 veya boyX < 2 oldugunda

her sinirl1 S kiimesi i¢in r¢onus(S) = rx (S) dir. n-boyutlu Euclid uzay1 ¢4 olmak iizere,

n 1/2
o8 = (n+l> ve js(fr) =2 4.2)

dir.

Eger boyX = n ise

4.3)
dir.
Oz-Jung sabiti igin farkl bir durum X = (R?, || . ||) igin js(X) = 1 dir.

Tanm 4.2. X sonlu boyutlu normlu uzay olsun. M C X, k€ (0,1)ver>0i¢cinT :M — M

doniigtimii,
Vx,yeM icin ||Tx—Ty|<k|x—yl +r 4.4)

esitsizligini saglar ise r-kaba k-daralma denir [9)].
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Teorem 4.3. r >0vek € (0,1) icin T : M — M, r-kaba k-daralma bir doniigiim ve xo € M

icin
’
Cl:HX()—TX() H —m >0
olsun.
a) Egery>r/(1 —k) ve
. r _
i > logy((y—7—)a h (4.5)

iken bir (x;) dizisi (4.1) den belirlenir ise (x;), T doniisiimiiniin bir y-sabit noktasidir.

b) Eger (x;) dizisinin bir yigilma noktast xo € M ise xo noktast y=r/(1 —k) ile T dénii-

siimiintin bir y-sabit noktasudur.

c) Her Y> O icin T doniisiimiiniin biitiin Y-sabit noktalarini kiimesi olan Iy sinirlidir, eger

v>r/(1 —k) iken Iy kiimesi T altinda sabit ise yani Tly C I ise [16].
ispat.
a) (4.4) ve (4.1) sirast ile uygulanarak,

| Txioy —Txi || < k|| Txi—p — Txi—y || +r

< k2 | Txi—3 — Txi—p || +(1+k)r

<K | xo—Txo| +(1+k+...+kHr

, 1k
=k'|| xo—Txo || —|—1_kl’,
esitsizligi elde edilir. Buradan
| x— T | <K (|| x0—Txo || ———) + —— = kla+ — (4.6)
- 1-k" 1—k 1—k

sonucuna ulagsilir.

Buradan a > 0, 175 ve 0 < k < 1 oldugundan, (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri bize

|| xi—Tx; ||< Y—L al)a+ : =Y
- 1—k% 1—k%
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sonucunu verir. Yani (x;) dizisi, T 'nin Yy-sabit noktasidur.
b) Keyfii > 1 icin
%0 = Txo [| <[ xo = xi || + [| Txi-1 = Txo ||
<l xo—xi || +k | xie1 =20 [| +r
<l w0 x|+l xi1 = Tt ||+ ]| Ty =30 [+
<[l 20 —xi || (1+k) +k | xiy = Txiy || +7

esitsizligini yazabiliriz. (4.6) bize

limsup || xi_1 — Ty [|< —
up || Xi—1 — 4 Xi—1 ||S
|—>o00 ! ! l_k

oldugunu gosterir. xo noktast (x;) dizisinin yigilma noktast oldugundan ele aldigimiz (x;)
dizisinin bir alt dizisi xo noktasina yakinsar ve

r r
— Ty [|< k—— =
H‘xo XOH— 1—k+r l—k

elde edilir. Yani xo noktast T altinda Y= 1= ile Y-sabit tir.
c) Hery> 0 ve her x,y € Iy igin,
[x=y < x=Tx ||+ Tx=Ty |+ [|y=Ty [<2y+k [ x—y[ +r

yazabiliriz. Buradan || x —y || < zlekr elde edilir. Yani Iy sumrldur.

Eger x € Iy ise

| Tx —T%x ||<|| x = Tx || +r < ky+r
esitsizligini yazabiliriz. Buradan 0 < k <1 ve Yy > 17 iken
I Tx=T2x [[<ky+(1—kyy="

esitsizligini elde ederiz. Yani Tx € Iy dir. Boylece Y= 1= i¢in Tly C Iy sonucuna ulasiriz.[]

Sonug 4.1. Eger M kompakt metrik uzay veya sonlu boyutlu bir metrik uzaymn kapalr alt
kiimesi ise her T : M — M r-kaba k-daralma doniisiimii Y = 1= olacak sekilde en az bir

Y-sabit noktasina sahiptir [16].
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Ispat. M kompakt ise her (x;) dizisi (4.1)’den en az bir yigilma noktasina sahiptir. Boylece

Teorem 4.3(b)’den bu yigilma noktast T doniisiimii altinda -sabit’tir. Kabul edelim ki

M sonlu boyutlu bir metrik uzaymn kapali alt kiimesi olsun. Keyfi xo € M alalim. yy =||

xo — T'xo || igin, xo noktasinin Yo-sabit oldugu agiktir. Boylece eger Yo < 1, ise xo noktast

Y=r/(1—k) ile T doniisiimii altinda Y-sabit’tir. Eger Yo > 1= ise Teorem 4.3(c)’yi saglar

her (x;), (i € N) y-sabit’'tir. Buradan (x;), ele aldiginiz sonlu boyutlu uzaywmn Iy, simirlt alt

kiimesini icerir. Boylece (x;) dizisinin sahip oldugu en az bir yigilma noktast M’ye aittir.

Ciinkii M kapalidir. Teorem 4.3(c)’den sonuca ulasilir.

Ornek 4.1. >0, k<€ (0,1) ve

—r r
Mi=|—00, — | M= ———, M=M UM
! ( ’2(1—k>)’ 2 (2(1—1«)’) ve 1M

olsun. Tx doniisiimiinii

5—kx , x€Mise
Tx = )

5—kx , x€M;ise

seklinde tamimlayalim. T doniisiimii r-kaba k-daralma doniisiimdiir. Gergekten,
eger {x,y} C My veya {x,y} C My ise
|Tx—Ty| = | = kx —ky| = klx— |
elde edilir. Yani T doniigiimii r-kaba k-daralma doniisiimdiir.
Egerxe Mivey & My veyax € My vey € M ise
roo—r
Tx=Ty| < |5 = 5[+ lke—ky| = r+klx—y|
elde edilir. Yani T doniigiimii r-kaba k-daralma doniisiimdiir.

(4.7) ve (4.8)'de eger x € M ise

T > r k —r r
X — — =
2 2(1—k)  2(1—k)

elde edilir. Yani Tx € M, dir.

Eger x € M; ise

.
Tx< — — —
< N0 T e

O

4.7)

(4.8)
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elde edilir. Yani Tx € My dir. Buradan T doniisiimii T : M C R — M dir. Bundan bagka

her x € M i¢in

lx— Tx| > inf M M d 7 r
X—1X m —Su = — =
2T T T 20—k 1k

yazilabilir. Bunun anlamy Y < 1= ile T, r-kaba k-daralma doniisiimii hi¢ bir noktada

Y-sabit degildir [16].

Sonug 4.2. Teorem 4.3’de gosterilen (4.1) iterasyonu, Y > 1= i¢in r-kaba k-daralma
doniisiimlerinin y-sabit noktalarini tahmin edebilmek veya belirlemek icin kullanilabilir.
Fakat genel olarak 'y < 1= ile y-sabit noktalar belli olsa bile onlart bulacak daha iyi bir

uygulama yoktur. Bunun ile ilgili bir ornek verelim [16].

Ornek 4.2. (4.8) ile tamumli T doniisiimiinii genisleterek

. 5—kx x € M, ise
Tx—= o 4.9)
—5—kx |, xe€Mjise

My = (—o0,0] ve My = (0,0) seklinde T déniisiimiinii tanimlayalim. T : R — R, r-kaba k-

.. .o .. .o r r [%2 .o 2 . —r r . e .
daralma doniisiimdiir. [5, t=5] araligimn tiim degerleri [2(17,() , 2(17,()] intervali iizerinde

|x — Tx| farki olarak kabul edilir. Bunun anlami her y > 5 igin T doniisiimiiniin y-sabit

noktalarimn kiimesi Iy bostan farklidur.

M ve M, iceren alt kiimelerin M'| = (2(1_—_’), 0) ve M, = <0, 2(1—’_k)> seklinde noktalar

ele alalim. Buradan

xeEM | =TxeM, ve xeM,=TxecM

oldugunu kolayca gériiliir. Boylece M'y C My, M'y C My yazilabilir ve (4.9)’u saglayan

7 s—0+k)x x €M ise
X—x= ,
—r—(1+k)x , x€M5ise

ve
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~ . —r(1+ 54+ k(1 +k)x , x €My ise
T2x—Tx= SRR ) . ,
r(l+4+k(1+k)x , x€Mise

seklinde yazilabilir.

Buradan eger x € M'y iken x > 2(f—j,<) ve 1 —k* >0 ise

~ - . 1+k
|T2x —Tx|—|Tx—x|=(1 —kz)x—}—%
—r r(1+k)

-2 0

> (1—k2)x+

esitsizligi yazilabilir. Benzer sekilde x € M’y iken x < 2(1—1k) ise

~ - - 1
|T2x —Tx|— |Tx—x| = r+k) (1—Kk*)x
r(l+k) ) r
—(1—k =
> Uy =0

elde edilir. Her durumda M' = M'\U € M/, bilesimi yazilabilir. Buradan
1T(Tx) —Tx| > |Tx— x|
elde edilir.

Sonug olarak herhangi bir xo € M’ noktasindan baslayan xi| = Tx; tarafindan tanim-
lanan (x;) dizisi M'’nin i¢inde kalir. Fakat her iterasyondan sonra |Tx; — x;| fark: biiyiir.
Boylece egery < 5 ve |Tx; —xi| > yise y> 5 icin Iy bostan farkli olmasina ragmen (x;)
dizisinin Y-sabit noktalarimin kiimesi Iy yaklasik olarak belirlenemeyebilir. Fakat yapilan

hamleler bizi bu kiimeden daha da uzaklagtirir [16)].

Teorem 4.4. X n-boyutlu normlu uzay M de onun kapali ve konveks alt kiimesi ve T :

M — M doniisiimii r-kaba k-daralma olsun. O zaman
1.
Ve>0 dxogeM:||xo—Txo < E]S(X)r—ks

esitsizligi saglanir. Eger boyX = 1 veya X, 2-boyutlu kesin konveks normlu uzay yada X

Euclid uzayt ise, o zaman
.. I,
Jxo € Migin :|| xo—Txo || < E]S(X)r

esitsizligi saglanir [9)].
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boyX = n igin Teorem 4.4 ve (4.3)’den

n
Ve>0 xpeM:||xo—Txo| <

r+edir.
n+1

Eger X n-boyutlu Euclid uzay1 #; ise (4.2) den

1
n 2
dxgeM: -T <
e - Tals (5o )

esitsizligi yazilabilir.

Tanmm 4.3. r > 0 X normlu lineer uzay ve M C X olsun. T : M — M doniisiimii civar
r-siirekli olarak adlandirlir, eger her x € M ve € > 0 icin & > 0 vardir dyleki y,z € M igin

| T, —T;||[<r+eiken||y—x|[<dvel| z—x|<dise.

Eger & x’e bagl degil ise T doniisiimii diizgiin r-siirekli olarak adlandirilir. r-kaba k-
daralma doniisiim diizgiin r-siireklidir. T : M — M doniisiimiiniin diizgiin r-siirekli olmast

M kiimesinin kapali olmasini gerektirmez [9)].

Teorem 4.5. X bir Banach uzayt M de onun bostan farkli ve konveks alt kiimesi ve T :

M — M olsun. r > 0 icin asagidaki ifadelerin hepsinin dogru oldugunu kabul edelim.
i) M kompakt ve T civarinda(around) r-siirekli,
ii) M goreceli(relatively) kompakt ve T diizgiin r-siirekli,
iii) M kapali, T (M) goreceli kompakt ve T civarinda r-siirekli,
iv) T(M) gireceli kompakt ve T civarinda r-siirekli.
O zaman
a) Her p > 0 icin xo € M vardwr dyleki
%0~ T 1< 5 (X)r+p.
b) Eger boyX < oo ve her uygun alt kiimesi X' C X igin j(X') < js(X), xo € M vardir

oyleki,

1.
I 30~ Ta0 | 53
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c) Eger boyX = « ve X'in her sonlu boyutlu X' alt kiimesi icin jo(X') < js(X), xo € M
vardir oyleki,
L.
|| xo — Txo || < EJJ(X)r,

d) 3 xo € M vardir dyleki || xo — Txo ||< r

esitsizlikleri gecerlidir [9].

4.2. Kaba Konvekslik

Konveks kiime ve konveks fonksiyon tanimlarini hatirlayacak olursak, lineer bir uzayda

D kiimesinin konveks olmasi i¢in
Vxo,x1 € D V?LE(O,l)ZX;b:(l—K)Xo—l—Ml eD 4.10)
saglamasi gerekir.

f : D — R(D konveks bir kiime) fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger her xo,x; €

Dve ) e (0,1) icin

fa) < (T=A)f(x0) +Af(x1) (4.11)

ile Jensen esitsizligi ad1 verilen (4.11) esitsizligini saglar ise. Kaba konvekslik icin ¢esitli
kavramlar vardir. Bunlardan bazilar1 Yunan harfleri ile ifade edilen p, d ve y-kaba konveks,

tanimlarda kullanilan bu harfler bir parametre degil isimlendirmedir.

Konveks fonksiyon cesitleri ve onlarla ilgili baz1 6rnekleri verelim.

Tanim 4.4. (p-konveks) f : D C X — R(D konveks bir kiime) fonksiyonu rp kabalik(roughness)
derecesi ile p-konveks olarak adlandirilir, eer f fonksiyonu her x; € [xo,x1] ve || xo —

x1 ||> rp saglayan her xo,x1 € D igin (4.11) saglarsa [15].

Tamim 4.5. (8-konveks) f : D C X — R(D konveks bir kiime) fonksiyonu rg kabalik dere-
cesi ile &-konveks olarak adlandiriliv; eger f fonksiyonu || x) —xo ||> rs/2 ve || x), —x1 ||>
rs/2 ile her x), € [xo,x1] ve || xo —x1 ||> rg saglayan her xo,x1 € D icin (4.11) saglarsa

[15].
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Tamm 4.6. (y-konveks) f : D C X — R fonksiyonu || xo — x1 ||> ry sarti ve ry kabalik

derecesi ile y-konveks olarak adlandirilir eger,

F) + f(x) < fxo) + f(xr) (4.12)

esitsizligini saglarsa. Burada x)),x\ € [xo,x1], || xo — x{, ||= ry ve || x1 — x| ||= ry dir. [15].

Tamim 4.7. (ortanokta(midpoint) d-konveks) f : D C X — R fonksiyonu rg kabalik dere-

cesi ile ortanokta d-konveks olarak adlandirilir. Eger f fonksiyonu || x), — xo ||> rg iken

x), = 28 jcin (4.11) esitsizligini saglarsa [15].

Tanmm 4.8. (ortanokta y-konveks) f : D C X — R fonksiyonu ry kabalik derecesi ile or-

tanokta y-konveks olarak adlandirilir. Eger || xo — x1 ||> ry iken x;, = 25 icin (4.11)

esitsizligini saglarsa [15].

Tammm 4.9. (r-periyot) f : D C R — R fonksiyonu r periyodu ile reel dogru iizerinde

r-periyodik fonksiyondur. Yani x,x+r € D oldugunda f(x) = f(x+r) dir [15].

Ornek 4.3. f:[0,00) — R fonksiyonu

seklinde tanimlansin. f fonksiyonu rp > 2 kabalik derecesi i¢in [0,00) C R araliginda

p-konveks’tir. Fakat f fonksiyonu konveks degildir [15].

Ornek 4.4. f:[-3,3] = R fonksiyonu
x+3 , xe[-3,—1] ise
flx) = 0 , xe(—=1,1) ise
—x+3 , x€[l,3] ise
seklinde tammlansin. f fonksiyonu keyfi ro > 4 kabalik derecesi i¢in [—3,3| araliginda

d-konveks’tir. Fakat f fonksiyonu rp < 6 icin p- konveks degildir [15].

Ornek 4.5. f:[0,3] — R fonksiyonu

x , xe{l,2} ise

0 , xe[0,3]—{1,2} ise,

flx) =



27

seklinde tammlansin. f fonksiyonu rg = 2 kabalik derecesi icin [0, 3] araliginda ortanokta

O-konveks’tir. Fakat f fonksiyonu
f(0.6x0+04x25)=f(1)=1>0=0.6f(0)+0.4f(2.5)

oldugundan rg =2 kabalik derecesi icin 8- konveks degildir [15].

Ornek 4.6. t’nin tam kismu [|t|] seklinde yani [|t|]] = max{z € Z:z <t} olsun. f :R — R

fonksiyonu f(x) = [|x|] seklinde tamimlansn. f fonksiyonu ry = 1 kabalik derecesi igin

R’de y-konveks tir [15].

Ornek 4.7. f: R — R fonksiyonu

x x rasyonel ise,
f(x)=19 —x , xirrasyonel ve negatif ise,
0o , diger durumlar,

seklinde tanimlansin. f fonksiyonu ry > 0 kabalik derecesi i¢in R’de ortanokta y-konveks'tir

[15].

Teorem 4.6. Asagida verdigimiz sema kaba konveks fonksiyonlarin farkl ¢esitleri ara-

sindaki iligkiyi aciklar.
Vrp>0 rp<rs
konveks —— p — konveks —— & — konveks — ortanokta & — konveks

lrp <ry lrgzZry

Y— konveks —  ortanokta'y— konveks
[13].
Teorem 4.7.
a) f: D C X — R fonksiyonu konveks ise ry kabalik derecesi ile y-konvekstir.
b) ry periyodu ile f : R — R fonksiyonu periyodik ise ry kabalik derecesi ile y-konvekstir.

c) f1 ve f» fonksiyonlari ry kabalik derecesi ile Y-konveks ve A >0vedp > 0iken A f1+

A2 f> toplamu da y-konvekstir [13].
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Ispat.

a) xo —x1 > ry ve f fonksiyonunun konveks oldugunu kabul edelim. A = )ﬁ olsun.

A€ (0,1) iken

X1+ry= (1 — 7\.))61 + Axo,
X2 —rFy= 7\.)61 + (1 —K)XQ,
esitlikleri yazilabilir. Boylece Jensen esitsizliginden,

fartry) =1 =A)f(x1)+Af(x),

fl—=ry) =Af(x1)+(1=A)f(x2),
esitsizlikleri yazilabilir. Buradan
ftr)+fa—ry) < fl)+ (),
yazulir. Bununda anlami f fonksiyonu y-konveks tir.

b) f fonksiyonunu ry > 0 periyodu ile periyodik fonksiyon oldugunu kabul edelim. xy,x; €

D C Rigin xp —x1 > ry olsun. D kiimesi x| + ry ve x; + ry noktalarini igerir ve

fxr+ry) + flxa—ry) = f(x1) + f(x2),

esitligi yazilabilir. Buradan f fonksiyonu y-konveks'’tir.

c) Ispati Ornek 4.8 ile gormek kolaydur. 0

Ornek 4.8. f (x) = x? + ksinx fonksiyonu r = 27 kabalik derecesi ile y-konvekstir. Ciinkii
x? konveks ksinx, r = 21 periyodu ile periyodiktir. f : X — R fonksiyonu her x,y € X icin

fx+y) = f(x)+ f(y) oldugundan f, r > 0 kabalik derecesi ile y-konvekstir [9].

Ornek 4.9. r keyfi pozitif bir rasyonel sayt,

0 , x rasyonelise
O(x) = (4.13)

1 , x irrasyonel ise

r periyodu ile periyodiktir, boylece r kabalik derecesi ile y-konvekstir [9].
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Teorem 4.8. f : [a,b] C R — R bir fonksiyon olsun. Her pozitif r sabiti icin r kabalik

derecesi ile y-konveks iki fonksiyon f1 ve fo vardir dyleki f = f1 — f2 dir [9].

g : R — R siirekli bir fonksiyon, f : R — R parc¢al1 sabit bir fonksiyon olsun. x’nin tam

kismi [|x|] olmak iizere

veeR icin f(x) = f({lxl]) = g([Ix]]) (4.14)

saglansin. Genel olarak g fonksiyonu konveks olmasina ragmen f fonksiyonu konveks
degildir. Buna karsilik bu yaklasim ile konvekslik korunabilir. Bunun ile ilgili bir teorem

verelim.

Teorem 4.9. (4.14) saglansin. ry = 1 kabalik derecesi ile f fonksiyonu y-konvekstir <

ry =1 kabalik derecesi ile g fonksiyonu y-konvekstir [9].



BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu calismada kaba yakinsak dizi ve kaba siireklilik tanim1 yapilmistir ve ilgili érnekler
coziilmiigtiir. Daha sonra kaba sabit nokta teoremleri ve kaba konvekslikten bahsedilmis-

tir.
Sonug olarak kaba analiz, klasik analiz kavramlarinin {izerine inga edilmistir. Klasik ana-

lizi kapsar ve daha genis bir alanda ¢alismamiza yardimci olur.

Kaba analizde tamimlanan yakinsaklik, siireklilik, konvekslik gibi kavramlar ile fuzzy di-
zilerin uzaylari iizerindeki benzer kavramlar karsilastirilarak yeni teoremler verilebilecegi

tezimize konulacak temel Onerilerdir.
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