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PANTOGRAPH DENKLEMLERININ HOMOTOPI ANALiZ METODU
ILE COZUMU

Adem CiL
Nevsehir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Ocak 2013
Tez Damisman: Yrd.Do¢.Dr. Aytekin ERYILMAZ

OZET

Bu ¢alismanin amaci homotopi analiz metodunu kullanarak gecikmeli diferansiyel
denklemlerin 6nemli bir bSlimii olan pantograph denklemlerinin ¢Ozlimlerini elde

etmek ve gergek ¢oziimleri ile karsilagtirmasini yapmaktir.

Doért boliimden olusan bu c¢alismanin birinci béliimiinde Gecikmeli diferansiyel
denklemlerin kullamm alanlari hakkinda bilgi verilerek Pantograph denklemlerinin
oneminden bahsedildi. ikinci béliimiinde gecikmeli diferansiyel denklemler ve buna
bagl olarak Pantograph denklemlerin elde edilisi anlatild:. Pantograph denklemlerinin
cesitlerinden bahsedildi.

Ugiincii bslimde Homotopi Analiz Metodu tanitilarak Pantograph denklemleri ile

Multi- Pantograph Denklemlerinin deformasyon denklemlerinin elde edilisi anlatildi.

Dérdiincii bolimde homotopi analiz metodu kullanilarak Pantograph denklemlerinin #
yakinsaklik kontrol parametresine bagli seri ¢éziimleri elde edildi. Céziim serilerine
uygun 7 yakinsaklik kontrol parametresi belirlendi. Homotopi analiz metoduy ile diger

yontemlerin mukayeseleri yapilarak hata grafikleri cizildi.

Anahtar Kelimeler: Homotopi Analiz Metotu; Pantograph Denklemler; Gecikmeli
Diferansiyel Denklemler.



THE SOLUTION OF PANTOGRAPH EQUATIONS WITH THE HOMOTOPY
ANALYSIS METHOD

Adem CIL
Nevsehir University, Institute of Science
Master’s Thesis, January 2013
Thesis Advisor: Assistant Professor Aytekin ERYILMAZ

ABSTRACT
The aim of this study is, using the homotopy analysis method, to get the solution of
pantograph equations which are important parts of delay differential equations and to

compare them with their real solutions.

In the first part of this study which consists of four sections, the usage of delay
differential equations and the importance of Pantograph equations are explained. In the
second part, delay differential equations and accordingly, how we get pantograph

equations are mentioned. Types of pantograph equations are added afterwards.

In the third part, by introducing the homotopy analysis method, how we get
deformation equations of multi-pantograph equations with pantograph equations has

been explained.

In the fourth part, using the homotopy analysis method, the serial solutions of
pantograph equations depending on the %convergence control parameter have been
obtained. 7 convergence control parameter appropriate to the solution series has been
determined. Finally, homotopy analysis method and the other methods have been

compared and their error graphs have been drawn.

Key Words : Homotopy Analysis Method; Pantograph Equations; Delay Differential

Equations
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1.BOLUM

GIRIS

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin (GDD) miihendislik ve fen bilimlerinde genis
uygulama alanlari vardir. Gecikmeli diferansiyel denklemler, bircok olayin basarili bir
sekildle =~ modellenmesini  saglamaktadir. Bu  denklemlerin  matematiksel
modellemelerindeki; bir zamana bagli iglemlerin degisim oraninin s6z konusu olmasi
sadece giiniimiizde degil, gegmiste de dikkat gekmistir. Giiniimiizde biyoloji, ekonomi,
kontrol ve elektrodinamik gibi farkli alanlarda yapilan galigmalar géstermistir ki,
gecikmeli diferansiyel denklemler (GDD) ¢ok sayida farkli bilinmezin agiklanmasinda

6nemli bir yere sahiptir.

.Diferansiyel denklemler uzun zaman gesitli hiicre popiilasyonlarini modellemek igin
kullanilmistir.  Birgok modelleme siirecinin  baslangic noktas1 adi diferansiyel
denklemler (ADD) olmustur. Geribildirim, hiicre boliinmesi, zaman gecikmeleri vb.
¢ikmazlari modellemek i¢in gecikmeli diferansiyel denklemler fen bilimlerinde dogal
bir ara¢ haline gelmigtir. Cogu biyolojik sistemlerin dogasinda zaman gecikmeleri
olmas: nedeniyle gecikmeli diferansiyel denklemler ile modellendirilirler. Son yillarda
ozellikle HIV  virlisiniin ¢ogalmasimn modellenmesi ¢aligmalarinda  gecikmeli
diferansiyel denklemler ¢ok biiyiik bir 6nem tasimaktadir. Gecikmeli diferansiyel
denklemler enfeksiyon hastaliklarinin yayilmasi, popiilasyon dinamiginin modellenmesi

gibi bir ¢ok karmagik olgu i¢in gercek¢i modeller sunmaktadir.

Pantografik denklemler gecikmeli diferansiyel denklemlerin 6nemli ¢esitlerinden biridir

ve analitik ve sayisal ¢6ziimlerde 6nemli bir yardime: olarak gériiliir.

Bir tiir cetvel olan pantograf; elektrik akimi trenler ve tramvaylar icin elektrik
direklerinden toplayan bir aractir. Pantograph terimi; kopyalama, yazma, cizme icin

kullamlan pantografi araglarina (cetvel gibi) benzerliginden dolay: tiiretilmistir.



Pantografik denklemlerden ilk olarak 1971°de Ockendon ve Taylor'un [1] “The
dynamics of a current collectin system for an electric locomotive” calismasinda
bahsedilmigtir. Bu calisma elektrik lokomotifinin bas kisminin elektrik toplama
sistemini dizayn etmistir. Son yillarda pantograph denklemlerini konu edinen ¢ok fazla

calisma olmustur [14-20].

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin 6nemli bir béliimiinii olusturan pantograph
denklemlerinin farkli mertebelerden lineer ve lineer olmayan bircok cesiti
bulunmaktadir. Bu tezde farkl: tiirden pantograph denklemlerin homotopi analiz metodu
ile ¢oziimii aragtinlmaktadir. Bu yontem Liao tarafindan gelistirilmistir [2-7]. Metodun
Pantograph denklemlere uygulanmasinda matematik yazilimlarmdan Wolfram
Mathematica 7.0 kullamlmigtir. Birinci bélimde gecikmeli diferansiyel denklemler ve
Pantograph denklemlerin kullanim alanlarindan bahsedildi. Calismanin Ikinci bolimde
Pantograph denklemlerinden, f{giincii bolimde homotopi analiz metodu temel
tanimlariyla tamitildi, dérdiinci boliimde bu metot Pantograph denklemlerine uygulands,
en uygun A yakinsaklik kontrol parametresine bagh seri c¢oziimleri elde edilerek
¢Oziimlerin analizi yapildi. Bu bélimde hata grafikleri ile mutlak hata tablolar1 birlik de

sunulmugtur. Son boliim ise bu ¢alismadan elde edilen sonuglarin degerlendirilmesine

ayrildi.



2. BOLUM

PANTOGRAPH DENKLEMLER

2.1. Pantograph Denklemler

Miihendislik, Fizik, Biyoloji ve Ekonomi gibi uygulamali bilim dallarinda eldeki
problemi ayrintili agiklayan matematiksel modellerin kurulabilmesi olduk¢a énemlidir.
Bir matematiksel modelin ortaya konulmasinda bir veya daha ¢ok degiskene baglh
fonksiyonlar ve bunlarin degisik mertebelerde tiirevlerini ihtiva eden denklem veya
denklem sistemleri bulunur. Elde edilen fonksiyon, bir bagimsiz degisken iceriyorsa bu
fonksiyonun tiirevlerini de igeren sisteme adi tiirevli diferansiyel denklem sistemi adi
verilir. Eger fonksiyon birden gok bagimsiz deisken iceriyorsa denkleme kismi tiirevli
diferansiyel denklem ad1 verilir ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlerden olusan bir
sisteme de kismi tiirevli diferansiyel denklem sistemi denir. Bir denklemin mertebesi
adi tiirevli bir diferansiyel denklem i¢in, igerdigi en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesi,
kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin ise, denklemde goriilen en yiiksek mertebeden
kismi tiirevin mertebesi olarak tanimlanir. Gergek hayatta bircok problemde gecikmeler
istisnai durumlar s6z konusudur ve bu tiir problemleri modellemek oldukca zordur.
Gecikmeli diferansiyel denklemler matematiksel modellemesi zor olan problemlerin
¢bziimli i¢in problemlerin &zelliklerini barindiran matematiksel modellemeler

yapmamiza olanak saglar.

Tezimizin bu béliimiinde gecikmeli diferansiyel denklemler ile bir tiirii olan pantograph
denklemleri hakkinda bilgi verilecektir.

P, (x) ve f(x) ler analitik fonksiyonlar, a;,f;,4; * lar reel veya kompleks sabitler olmak

lizere,



J m-1

U (x) = " Py (2 (@,x+ )+ £ (x) 2.1
J=1 k=0

u®(0)=4 , k=0,1,2,.,m-1 (2.2)

bi¢iminde ifade edilen denkleme lineer fonksiyonel argiimanlar iceren genellestirilmis

pantograph denklem denir.

2.2. Gecikmeli Diferansiyel Denklemler (GDD)

Gergek hayatta bir¢ok olay Cauchy problemi olarak bilinen

{J"(t) =g(t,y(®), t=1,
(2.3)

y(to) =

adi tirevli diferansiyel denklemler ile modellendirilebilir. Burada y(r)bazi fiziksel
biiyiikliikleri ifade etse de konum degiskeni olarak adlandirilir.

Burada (2.3) denkleminin ger¢ek hayattaki olaylar1 daha tutarhi bir bicimde ifade
edebilmesi igin denklemin sag tarafinda y konum degiskeninin geemis degerleri

iizerindeki ' tiirev degerlerine bagh diizenlemeler yapilmalidir. Boylece (2.3)

denkleminin en genel hali

y (@) =f(ty) t2¢ (2.4)

Geriletilmis fonksiyonel diferansiyel denklemi tarafindan verilebilir. Burada 6 [—r,O]
olmak tzere y, =y(t+0), [—r, O] den R ye siirekli fonksiyonlarin uzayi
C=C’([-r,0],R") da tanimh bir fonksiyon ve f:0 c RxC * den R ye verilen bir

fonksiyondur.

¥'(1); ¥'(#)" tiirevini gostermek tizere (2.3) baslangi¢ deger problemi

y(=1ty), tzg
Yo =Yty +0)=9(6)

(2.5)

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada ¢(¢) e C baglangic degeri ifade etmektedir. (2.5) ile

ifade edilen denklem Voltera diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Burada iki durum



s0z konusudur; [ ; kesintisiz 7 —+o0 i¢in sirsiz olabilen gegmis degerler kiimesi
tzerinde hesaplanabilen y konum degiskenine bagli ise dagitilmis gecikmeli
diferansiyel denklem ve y konum degiskeninin sadece sonlu sayidaki gecmis

degerlerine bagl ise ayrik gecikmeli diferansiyel denklem adi verilir. (2.5) denklemi
daha basit ve anlasilabilir bir sekilde

{y’(t) = [ty =7)5 ¥ -1,)) , t28
(2.6)

y(O)=0@), 1<y,

bi¢iminde ifade edilir. Burada 7, ’ler negatif olmayan gecikmeler olup, 7,’ler sabit ise
sabit gecikmeli, #’ye bagli r, = r,(¢)bi¢iminde fonksiyonlar ise zamana bagh veya
degisken gecikmeli denklemlerdir. 7, =7,(z,y(¢)) bi¢iminde ise konuma bagh
gecikmeler olarak adlandirilirlar.

L, M ve N; dxd kompleks matrisler olmak iizere ¢ ye gore 7(t) = (1—g)t degisken
gecikmeli bir diferansiyel denklem,

Y'(t)=Ly(t)+ My(qt)+ Ny'(q1) , t= 0}
2.7)

YO =y, ,

biciminde ifade edilir.

(2.7) ile ifade edilen degisken katsayili bir diferansiyel denklemde N =0 icin denkleme
Pantograph denklem, N #0 i¢in genellestirilmis Pantograph denklem adi verilmektedir.
Ozel olarak =0 i¢in gecikmenin kalmayacag1 ve ¢ —> o0 i¢in de gecikmenin sinirsiz
olacag agiktir.

(2.7) denkleminde, f =e* ve u(x)= y(e*) degisken doniigiimleri yapilirsa

u'(x) =e*Lu(x)+e*Mu(x—1)+ Nu'(x —1) (2.8)

gecikmeli diferansiyel denklemi elde edilir. Burada ¢ =-log(g)olup sabit bir
gecikmeyi ifade etmektedir. Bu durumda (2.7) denkleminin [O,h] aralifinda
integrallenmesi ile u(x)= y(e*) ¢Oziim olmak lizere, (2.8) denkleminin [—oo, log(k)]

aralifinda integrallenmesi ayn1 olacaktir. Béylece (2.7) probleminin ¢dziimii



{u'(x) =e*Lu(x)+eMu(x—1)+ Nu'(x—7) , x=log(h)
(2.9)

u(x) = y(e*) , x <log(h)
haline déntismiis olur.

Oransal gecikmeli daha genel denklemler igin boyle bir doniisiim, sabit gecikmeli sonug
denklem, degisken katsayilara sahiptir. Bu tam ¢bziim veya niimerik ¢dziimler igin
kararlilik analizlerini ¢ok daha karmasik bir hale sokabileceginden ¢ok kullanish

olmayabilir.

2.3. Multi-Pantograph Denklemler

Ap,veu,eC, 0<g,<q,, <..<g, <1 olmak iizere multi pantograph denklemi icin

bir baslangi¢ deger problemi

/(€)= 2u(6) + ) pu(g) (2.10)

u(0) =u,

seklinde yazilabilmektedir. (2.10) baglangic deger problemi bir ¢ok yazar tarafindan
sayisal ve analitik olarak ¢aligilmigtir. Liu ve Li, Runge —Kutta metodu kullanmigtir [8].
Koto [9] calismasinda genellestirilmis pantograph denklemlere RK matrix metodunu
uygulamigtir. RK matrisi diizenli oldugu zaman gecikmeli diferansiyel denklemlerin
kararlilik Ozellilikleri farkli denklemlerden elde edilmis ve sabit gecikmeli diferansiyel
denklemler benzer bir teknikle incelenmistir. Bu metotla genel pantografik

denklemlerden daha ¢ok sabit 6zellige sahip denklemler elde edilmistir.

Liu [10] ¢ahsmasinda pantografik sayisal bazi deney ve sorular1 incelemistir.

Pantografik esitligin sayisal sonucu olarak a,b ve g gergek sabitler ve g € [O,l] iken

y'(@)=ay(®)+by(gt) =0 , y(0)=1 (2.11)

Bu denklemde Ja!+b£0 ve t —co giderken y(r) > 0 a gider ve 0 <1—¢g <1dir. Bu

denklem ¢dziimiinde yapilan kisaltmalar bizi kolaylikla yanlis sonuca gétiirebilir. Bu
sonucun ger¢cek sonugmus gibi goriilebilme tehlikesi basit ayristrma analizleri ile

gosterilmistir.



Tamasan[11] ¢alismasinda  y'(¢) = f (¢, y(),y(At)) , A e (0,1) lineer olmayan

pantografik denkleminin tiirevlenebilirligini gostermistir. Burada Picard operator

teknigi ve fiber contraction teoreminden faydalanilmistir.
Baker ve Bukewwar [12] verilen bir Wiener projesi , 0<g<1 ve IE[O,T ] icin
pantografik denklemlerin asagidaki gibi versiyonlarini diisiinmiislerdir:

dX (1) = aX () + bX (qt)dt + 0, + 0, X (£) + 0, X (qt)dW (£) , X (0) = X, (2.12)

Bizi sonuca gotliren glicli- yaklasimlar gelistirerek cesitli sayida ornekle ispat

etmiglerdir.

Li ve Liu [13] pantografik gecikmeli diferansiyel denklemlerin gergek sonuglarinin
yapstyla ilgili ¢aligmalar yapmislardir. Ayrica gergek sonuglarin varhifim ve tek
oldugunu ispatlamiglardir. Coziimlerin kararlilig1 i¢in Dirichlet serisi kullanmislardir.
Bilgisayar yazilimlar1 yardimi ile Pantografik diferansiyel denklemleri sonsuz sayida alt
tirevlenebilir denklemlere doniistirmek igin gémme teknigi ile birgok metodu

kullanmiglardir.

Guglielmi ve Zennaro [14], y'(t) = a(t)y(t) +b(¢)y(gt) , ¥(0) = 5 denkleminin ¢dziimii

i¢in one-leg ® -metodunu kullanmislardir. Bu galisma problemin arka planini gosterir

1 . - .
ve sonugta @e(z,l} olmasi one-leg ® -metodunun istikrarlilign i¢in gerekli ve
yeterlidir.

Marshall, Van-Brunt ve Wake [15] Pantografik denklemin ikinci sira versiyonu olan

agagidaki denklemle ilgilenirler.

Y'(z)—ay'(z) - by(z)+ Ay(az) =0 (2.13)

Burada z e C, a>1,a >0 ve b > 0sabitler ve A # 0 parametre iken (2.13) denkleminin

sonuglart i¢in dogal bir simrn varligi problemi iizerine calistilar.

LiuveLi [16] (2.14) denkleminin sayisal sonuglar ile ilgilenmigler
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W' () =Au()+ ) pu(gt) , 0<q, < g, <..<q <1 (2.14)
i=1

u(0) =u,

multi pantografik denklemin sonucunun varligi ve tekligini ispat etmislerdir. Dirichlet
serilerinin ¢6zlim serileri olusturulmus ve analitik ¢dziimiin sabitligi icin gerekli
durumlar saglanmistir. & metodunun gesitli basamaklarda sabit oldugu gosterilmis ve

metodun 6zelliklerini gdstermek i¢cin 6rnekler verilmistir.

Liu, Yang [17] pantografik denklemler igin, analitik ¢6ziimlerin sabitligini sayisal
metotlar Razumikhin teknigini kullanarak aragtwmiglardir. Ozellikle sabit ve degisen
katsayilar1 olan lineer pantografik denklemler ele almmistir. Bu denklemlerin analitik
¢oziimleri igin sabit durumlar ve degismez adimli € metodunun sayisal ¢éziimleri elde

edilmistir.

Zhao, Xu, Wang ve Liu [18] Farkli orantih gecikmeler igeren ndtr pantograph
denklemler igin, RK metodunun tutarhligs ile ilgilenmisler ve bircok metodun

tutarlilifini ispat etmisler bir ¢cok sayisal 6rnekler vermislerdir.
Fan , Liu ve Cao [19] Stokastik pantograph denklemlerin varlig: ve tekligi ile ilgili
etkin durumlan ele almislardir. Ayrica lineer olarak artan durumlari incelemisler é_

derece ile semi-implict euler metodunun yakinsak oldugu durumu lineer artan sartlar

altinda ele alinmustir.



3.BOLUM

HOMOTOPI ANALIZ METODU

3.1 Homotopi Analiz Metotu

Gergek hayattaki bir problemin matematik modellemesi olarak kargimiza ¢ikan herhangi
bir lineer veya lineer olmayan gecikmeli diferansiyel denklemin analitik ¢ozilimiini elde
etmek genelde zordur. Ciinkii bu tiir denklemlerde istisnalar, gecikmeler olabilecegi gibi
degiskenlerde c¢ok fazla olabilir. Yari analitik yaklasimlar ile elde edilen ¢Oziim
serilerinin analitik ¢éziime gére yakinsaklik bolgesi genelde fiziksel parametrelerden
bagimsiz ifade edilemez. Bu yari analitik yaklasimlar ¢ogu zaman iyi sonuclar vermez.
Perturbasyon metotlar1 ise daha ¢ok lineer veya kuvvetliligi zayif lineer olmayan
problemler i¢in gegerlidir. Bu noktada ¢ziim serilerinin analitik ¢oziime yakinsamasini
kontrol altina almak ¢ok énemlidir. Homotopi kavrami ile Taylor serisini birlestiren
¢oziim serilerinin yakinsakhik bélgesini ve hizim1 kontrol altina almamizi saglayan
Homotopi Analiz Metodu (HAM) 1992°de Shijun Liao tarafindan ortaya konmustur [2-
7.

Homotopi Analiz Metodu, Adomian Ayrnisim Metodu, Lyapunov Kiigiik Parametre
Metodu, &-Agilm Metodu gibi 6nceden verilen pertiirbatif metotlarim birlestirerek

genel bir ¢6zlim yontemi sunar.

Homotopi Analiz Metodu lineer ve lineer olmayan denklemlerin ¢ziim serilerini elde
etmek i¢in kullanilan yar1 analitik bir yaklasimdir. Bu metotla cebirsel denklemler, adi
diferansiyel denklemler, gecikmeli diferansiyel denklemler vb. denklemlerin ¢oziim
serilerine fiziksel parametrelerden bagimsiz olarak ulasilabilir ve yakinsaklik bolgesi ve

hiz1 kontrol altina alinabilir.
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Homotopi Analiz Metodu, Homotopi Perturbasyon Metodunda oldugu gibi topolojinin
temel kavramlarindan homotopiyi kullanarak ele alinan problemin baslangi¢ sart1 veya
sinir sartlarindan tam ¢6ziime gétiiren siirekli ve sirali bir doniisiim elde etmemizi
saglar. Bu tiir bir stirekli doniisiimii olusturmak i¢in yardimer lineer operatér ile ¢6ziim
serisinin yakinsakligini kontrol altina almak igin yardimer parametre kullanir. Bu metot
baslangi¢ yaklagimi ve yardimei lineer operatérlerin segiminde serbestlik saglar.
Homotopi Analiz Metodu yardimiyla zor bir lineer olmayan problem ¢ok daha basit alt

problemlere déniistliriilerek her bir alt problemin ¢6ziimiiyle ¢6ziim serisi olusturulur.

Bilindigi gibi bu yontemler, 90’11 yillarda ortaya ¢ikan yontemler olup temelde seri
¢Oziimlere dayanirlar. Coziimlerin seri seklinde olmas: ve bazi durumlarda ¢oziimlerin
kapali formlarmin elde edilebilmesi, bu yontemleri farkh dallarda ¢alisan bilim adamlan
arasinda popiiler kilmis ve ¢éztimlerin farkli yorumlarmin yapilabilmesini saglamistir.
HAM lineer ve lineer olmayan Fredholm integral denklemlerin de uygulanabilmekte ve
basarili bir sonuglar vermektedir. Bu galismada ¢6ziilen problemlerin bir kisminin
literatiirde analitik metotlarla ¢oziimleri olmasina ragmen, bu ¢dziimlerin analizinin
yapilmasi miimkiin degildir. Burada kullamilan yaklasimlarla, elde edilen literatiirde
meveut ve yeni ¢Oziimlerin analizinin yapilmasi saglanmigtir. Birgok arastirmaci
gecikmeli diferansiyel denklemler ve pantograph denklemlerinin ¢oziimlerine ulasmak

icin gesitli teknikler kullanmaslardir [20-25].

Ornegin asagidaki lineer olmayan cebirsel denklemi g0z Oniine alalim;

Nif(#)]=0,teR KA

burada N lineer olmayan bir operatdr olmak iizere (3.1) denklemi bazi baslangig
degerleri ve stmr kogullarina bagli bir lineer olmayan denklemdir.

fo»f'in bir baslangic yaklasimi ve g e[0,1]7homotopi parametresi olmak iizere

asagidaki homotopiyi kuralim.

Hlp(t:9); /(1) H(0), 2, q] = 1= q) L[P(1;9) - [, ()] - ghH () N[ (;9)]] (3.2)
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Burada % # 0 yakinsaklik kontrol parametresi, H (¢) yardime: fonksiyon, ge [0,1] olan
¢bziim i¢in bir baslangic yaklagim parametresi, [, () baglangic veya simr sartlari, L

lineer operatér ve N lineer olmayan bir operatdrdiir.

Simdi bu homotopinin bir tarafini sifir yapalim,

(A=9)LI¢(t:9) - fo(D] = ghH () N[ (t; 9)]] (3.3)

Denklem (3.3) sifirinci dereceden deformasyon denklemi olarak bilinir. Burada qg=0

alinarak

Llg(#,0) = f, ()] =0 (3.4)

olur ve ¢(¢;q) baglangi¢ sarti veya sinir sarti olan Jo () vye esit olur.

#(,0) = f,() (3.5)

g =1 alinarak (3.1) denklemi

Nlg@#D]=0 (3.6)

olur. Bu bize ¢(z,1) in (3.1) denkleminin baslangi¢ veya sir sartlarimi saglayan f (1)

ye esit oldugunu gosterir.

oD = () (3.7)

(3.5) ve (3.7) gosterir ki ¢,0 ile 1 arasinda degistike ¢(#;g) nin f,(¢) den

problemin ¢6ziimii olan f(¢) ye ulastigini gstermektedir.

f(¢) nin m. mertebeden Taylor serisine acilimi

I (@) =%%ﬁfg) (3.8)
m!  dq

g=0
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(3.8)’den

7" = 5O+ £ " (3.9)

m=1

b(t:q) = p(1;0) + — T 2G40
ml aqm

g=0

elde edilir. Burada f, (f) "in seri olarak hesaplanmasi ¢ok &nemlidir. £, (&) yi ser

m

olarak hesaplamak i¢in (3.3) denkleminde g ye gore

(l_q)L(@_{%q_)]_L(mq)_m)) = hH () N[(t: )]

+ qri (1) Y9G D)] [gg )] (3.10)

yazilabilir [4]. (3.10) denkleminde ¢ =0 alinirsa ve (3.5) nin sonucu olarak (3.8)

denklemini verir.

LLA ()] = RH (£)N[ £, (2)] (3.11)

Burada m =2 igin asagidaki denklemi dnerilir [4].

(1- q)L[w] = mL[mj . th(r)MM
agm 69”’ aqnz 1

O"N[¢(t;9)]

+ghH (1) 50"

(3.12)

Bu denklemin ispat1 tiimevarnim ydntemi ile kolaylikla gosterilebilir.

(3.12) denkleminde g =0 alir ve her iki tarafi m!> e béliiniirse,
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[ 1 8"(59)
mlog” I "'N$(;9)]
1-9)L = hH (¢ 3.13
(1-¢g) 1 ) ()On—lﬂ |, (3.13)
| (m=D)! g™ |
Buradan m > 2 i¢in
1 8"'N[4(9)]|
— - hH .
L[ £, ()~ £, ()] = hH (2) 0l et | (3.14)
yazilabilir.
3 0, m<l1 -
% = I, m>1 (.15

olarak tamimlanirsa (3.11) ve (3.14)° {in sonucu olarak m. mertebeden deformasyon

denklemi,

1 a"'N4(t;9)]
(m-1)!  ag™ (.16)

L £, = 2 S ®] = RH ()

g=0
olur. Bu denklem m 21 i¢in gegerlidir.

(3.16) denkleminde denklemin sag tarafi f(z) ‘ye bagh oldugu agiktir. # in artan

kuvvetlerine gére f (¢) ¢Ozimleri elde edilir ki bu . mertebeden deformasyon

denkleminin ¢ézlimiine estir ve

1 "'NIg()) 317
(m—1)! o™ '

Jo®) = gufus O+ L {hH ()

»

olarak yazilabilir. Burada L', L lineer operatoriiniin ters operatoridiir.

I (@) =ffk(t) (3.18)
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olur. (1.13) denkleminin ¢éziimii ,

fO=9ED =3 £,0)=1im £, (3.19)

olur.
3.2 Pantograph Denkleminin Deformasyon Denklemi

!
W) = () + Y pu(gr) , 0<q, < g, <..<g <1
i=l]
u(0) =u, (3.20)

Bu denklemde, u(x) bagimsiz degisken x in bilinmeyen fonksiyonudur. wslx) s wilx)

- ¢oziimiiniin baglangic tahmini oldufunu kabul edilsin. % #0 yakinsama kontrol

parametresi, yardimcr gérevdeki H(x)# 0ve yardimer lineer operatdr L homotopi
analiz metodunu yakinsama bolgesini ¢6ziim i¢in kontrol etmede ve ayarlamada dnemli

bir rol oynar. Liao, g G[O,l] gomme parametresini sifirmei1 mertebeden deformasyon

denklemini

(1-q)L[¢(x;q) —uy(x)] = ghH (x)N [¢(x;9)] (3.21)

olusturmak i¢in kurmustur [20]. Burada

B (P @+ )+ £ () (3.22)

1 k=0

N[p(x,q)] = ¢ (x) -

J m-1
Jj=
olmak iizere,

(321yde ¢=0 oldugunda sifirmci mertebeden deformasyon denklemi (3.20),

$(x;0) =u,(x) olur ve g =1oldugunda ise sifirmci mertebeden deformasyon denklemi
(3.20), L[¢(x;1)] =0 olur. ¢, 0’dan 1’e arttifinda @(x;q) nun ¢oziimii ilk tahmin olan

u,(x)’e gore farkhilik gosterir ve u(x) olur. Bu durumda, [¢(x;1)] (3.20) lineer
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denklemin kesin ¢dziimildiir. #(x;q)’yu ¢ 'ya gdre Taylor serisine gore agilirsa,
yardimer lineer operator, ilk tahmin fonksiyonu, # yardimeci parametresi sonradan

belirlenecektir. @(x;q) nun kuvvet serisi ¢ =1'e yakinsadiginda, asagidaki ¢dziim serisi

u(x) =y (1) + Y, (3) (3.23)

m=1

elde edilir. Burada u, (x) terimleri, yiiksek mertebeden deformasyon denklemi ile tespit

edilir. Simdi

L= {uo (Yot o)t (x)} (3.24)

vektorii tamimlansin ve (3.20) denklemini gémme parametresine gére m kere tiirevi

almirsa ve g=0 alinarak m! boliiniirse m. mertebeden deformasyon denklemi

L{u, (x)—x,u

m moom—=

(@] =hH )R, (1, %) (3.25)

olarak elde edilir. Burada

0, m<l, (3.26)
A = 1, m>1 '

ve

1 "N [p(x9)]|
(m-1)!  og™!

R, (u, ,x)= (3.27)

g=0

dir [4]. 1lk ¢bziim ifadesi ve katsay: ergodiklik kuralina uymak ig¢in, ilgili ve yardimei
gorevler benzersiz sekilde H (x) =1 olarak belirlenir.

Verilen herhangi bir dogrusal olmayan N operatorii ve L operatorii ile kolayca ifade
edilebilir. Bu sayede (3.16) yiiksek mertebeden lineer deformasyon denklemi ile

u,(x),u,(x),... elde edilir. m. mertebeden u(x) yaklasim
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U=, (x) (3.28)

m=0
dir.

Deformasyon denkleminin seri ¢oziimlerinden elde edilen u (x) lerin toplami olan
U (x) ¢bztim serisinin (3.28) denkleminin analitik ¢6ziimiine yakinsamasini saglar ancak
burada uygun bir 7 yakinsaklik kontrol parametresi belirlemek gerekir. Burada #
parametresi U'(0), U'(0) veya U'(1), U'(1) tiirev grafikleri cizilerek grafiklerin yatay
cksene paralel oldugu aralikta segilir. Bulunan uygun # yakinsaklik kontrol
parametresine bagli olarak elde edilen ¢6ziim serisinin problemin gercek ¢&ziimiine

yakinsakli1 kontrol altina alinmaya ¢alisilir.



4. BOLUM

UYGULAMALAR

Bu béliimde, Pantograph denklemlerinin lineer ve lineer olmayan 7 érneginin HAM ile

¢Oziimlerini inceleyecegiz.
Ornek 4.1.

W(x)= % eiu(%) +%u(x)

0gxsl u(0)=1
Pantograph denklemini alalim [25]. Bu problemin tam ¢dziimii,

u(x)=e"

dir. Oncelikle deformasyon denklemini yazalim,
L [um - /’Kmumfl ] = hH [‘x’ f] ’&1 (um—l )

denklemi gereklidir. Buradan

N[¢(x;q)]=¢'(x)—%e5¢(§)—§¢(x>

R (”m-1) =u'(x) —%egu(g) —%u(x) =0

elde edilir.

10, m<1 H[ I]—l
ez 1, m>1 "~ =

(4.1)

(4.2)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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ve turev operatorii
du, (x) = D[u, (x),x] 4.7)

olarak tanimlanirsa

(%) = 2,41 (¥) + | (duml ® —%eium_l o) —%u (r)}m (4.8)
0

bulunur. u,(x)=1 segerek (4.8) denklemiyle Mathematica 7.0 yardimi ile ardisik

olarak u.(x), i=1, 2, 3,... asafidaki gibi elde edilir;

u, (x, 1) =1

u](x,h)=h—e5h—%

z B2 E: 3x : 2,2
uz(X,h)=h—ezh+5——§ezh2 +—2-e“i?'12 —E—h2x+lezh2x+h al
3 2 4
& : % 2% 3 - i i
u3(x,h)=hﬂezh+i—3ezh2 +ﬂe4h2+53h —Qezh3+ie4h3—£egh3
g 3 84 12 3 2
x 3 x 3x 2.2 3.2
—@—2h2x+le2h2x—}m+§ezh3x»—ie4h3x+h = +3h z
12 8 12 o 8
ﬁ—l_eg 3x2_h3x3
32 48

¢oziimleri bulunur.

Burada uygun bir 7 yakinsama parametresi segmek i¢in U, (x,%) = Zun (x,h) toplami

n=0

elde edilir ki, bu olas1 analitik ¢dziimdiir. Burada u,,(x,#) *a kadar Mathematica 7.0 ile

elde edilirse, ¢oziim serisi
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u(x)=U,(x,h) (4.9)

seklinde (4.2) gercek ¢dziimiine yakinsar. Ancak burada uygun 5 parametresi

belirlemek gerekir. %’ uygun araligim bulmak i¢in, Ul,(1,4) ve U's(LLh) grafiklerini

cizersek;

Uf3 (1,h)
/

2 L 'I - -

@ u 'l \\\ ) 7
- O - fl — i3 (l,h) & =)
S’ ‘ i 4
‘»;-;2 "\II V ]
—2r --  Ufsdm ]
-4 |

=20 -1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5
h

Sekil 4. 1. (4.1) probleminin / efrisinin grafigi
Sekil 4.1° deki U/,(1, ) ile U}i(1,#) grafiklerinin x eksenine paralel oldugu aralik gz

Online alinirsa #°1n [—1.6,—0.2] araliginda olmasi gerektigini gosterir [4].

Tablo 4.1. (4.1) probleminin uygun 7 belirleme tablosu

X U(x,h) h

0 0 h—1
0.2 1.16373x10-° h— —0.808842
0.4 6.22578x10-1 h— —0.99804
0.6 £91933%1012 h— —1.08448
0.8 5.93969x10-15 h— —0.990102
1 2.96049 x10-10 h— 0.563967

segilebilecek en iyi # yakinsaklik kontrol parametresinin Tablo 4.1. tablosunda

goriildigi gibi yaklastk 7 =-0,990 oldugu goriiliir. 7 =—0,990 i¢in

Ups(x) = i’u,,,(X) (4.10)

m=0



¢Oziim serisi (4.10) hesaplanarak yaklasik ¢6ziim hata fonksiyonu

‘ Um(x) —&" |

olmak tizere.

20

Tablo 4.2. (4.1) probleminin hata tablosu

i % u(x)=e h(i3£)(§,)990 ]UIB (x)— ;[
0 0 1.000000000 1.000000000 0

1 0.2 1.221402758 1.221402758 7.569 %107
2 0.4 1.491824698 1.491824698 3.643x107"%
3 0.6 1.822118800 1.822118800 2.259%x107'
4 0.8 2.225540928 2.225540928 5241x107"
5 1 2.718281828 2.718281828 6.731x107"

hata tablosu elde edilir. Hata fonksiyonu (fark fonksiyonu) grafigi asagidaki gibidir.

1.><1040L

S.x10-11L

hata
=

—5.x10-1 L

~1.%10-10
-3

-2

-1

by

Sekil 4.2. (4.1) probleminin hata fonksiyon grafigi.

Grafik [0,1] araligina yogunlastirilir ve buldugumuz hata tablosu géz 6niine alinarak 0,

ekseni [-1.107"",1.107""] aralig1 olarak alinirsa asagidaki fark grafigi elde edilir.
g
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1.}(10‘“ T ¥ T T T T T T T T T T T T T T i
5.x10712
’ | 1 | I "
s o INTTTSARANRV AN Ll utlill
_s.x10-12 | 1
e TR [ A e T L S S S
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
Sekil 4.3. (4.1) probleminin [0,1] arali1 hata fonksiyon grafigi.
6 — r : ——— e,
i ~ =
4; = ﬁ=—0.9 o
I — #=-0.38
s h=—0.7
2 - h=—0.5 ]
= — )
=0 — _
L ’/ /
il / r}
[s !
=10 ! ]
[ I
I I
L !
- . i
r ]
s | L I L L | | L L | 1 L ) L . |
=30 =20 =10 0
X

Sekil 4.4. N =13 i¢in (4.1) probleminin U,,(x) yakmnsamasinin z=-1 , #=-0,9,
h=-0,8,h=-0,7 veh =-0,5 igin grafigi ile u(x) =e* egrisinin grafigi
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Tablo 4.3. (4.1) problemi igin Taylor Metodu, Adomian Metodu ve Homotopi Analiz
Metodunun degisik iterasyonlarda fark fonksiyonlarinin mukayese tablosu

. Homotopi Analiz Metodu
Taylor Metod Adomian Metod
X N=§ N =13
: N=8 N=15 N=13

h=—1.03406 h=-0.990
0.2 1.440x10"%  222x107'® 0.00 1.39222x107% 7.569%107
0.4 7.524x10™°  222x107%¢ 2.22x107'¢ 1.1493x1072 3.643x107"%
0.6 2953x10°  222x107%° PR | R 2.31837x107"2 2.259x107'¢
0.8  4.018x107  1.332x107" 1.33%107 4.56035x107"2 5.241x107"
1 3.059x10°  5.018x107" 488x107" 1.36412x107'° 6.731x107"

Problem (4.1) i¢in Tablo (4.3)te gériildiigii gibi Homotopi Analiz Metodu N =8
iterasyon sonucunda Taylor Metodundan daha iyi sonuglar vermistir. N =8 iterasyon
ile (4.1) probleminin tam ¢6ziimii olan (4.2)’ye Homotopi Analiz Metodu ile Taylor
Metodundan daha yakin bir ¢6ziim serisi elde edildigi s6ylenilebilir. Taylor Metodunda
N =15 iterasyonda elde edilen (4.2) tam ¢Oziimiine yakmsamadan daha iyi bir
yakinsamayr Homotopi Analiz Metodu N =13 iterasyon ile verebilmektedir. (4.1)
problemine N=13 iterasyon uygulandifinda Homotopi Analiz Metodu ile Adomian
Metodunun noktasal farkliliklar gostermekle birlikte yaklastk sonuglar verdigi

gozlemlenmektedir.

Omek 4.2.
0 = P
4 2

0<x<1, u(0)=0, &'(0)=0 (4.12)

ikinci mertebeden pantograph denklemini ele alalim [25,26]. Bu problemin tam ¢oziimii

u(x)=x* (4.13)

dir. Oncelikle deformasyon denklemini yazalim. (4.3) yardimiyla, baslangi¢ yaklasim1

u,(x) =0 segerek,
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N[¢(x0)]= #(x) -%;as(x) 4G+ -2 (4.14)
R, (um_l) = u"(x)—%u(x)—u(%)+x2 -2=0 (4.15)
dir.
4% 7= =1 4.16
=1y mer 0 o= .10)

ve turev operatori

du,(x)=D[u, (x),x] , ddu,(x)=D[ D[u,(x),x],x] (4.17)

olarak tamimlanirsa,

X

u, (x) = Xmum—l ()C) £3 h[.'. j

0

ddu,__(¥) —%u,,i_l (F) “(g)

~(1=,)(~* +2)

rdt] (4.18)

elde edilir.(4.18) denklemini kullanarak u(x,%) =0 baslangi¢ sart: ile Mathematica 7.0

ile u, (x,h) i =1,2,... asagidaki gibi elde edilir.

uy(x,7)=0
hx4

u, (x, 1) = —hx” +——

1(x ) 12

et Bx'13A%5°

12 6 5760

axt onixt B 13R%%°

+ + -
12 3 4 2880

u, (x,h) =—hx’ = %" +

u, (x, 1) = —hx” =21 %" —Bx% +

By s 917 x®
1920 2949120

¢Ozlimleri bulunur,
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n

Burada uygun bir / yakinsama parametresi secmek igin U, (x,h)= Zuﬁ(x, h) toplami
n=0

elde edilir ki, bu olasi analitik ¢dziimdiir. Burada u,s(x,h) "a kadar Mathematica 7.0 ile

elde edilirse, ¢oziim serimizin

u(x) = U, (x, ) (4.19)

seklinde (4.13) gergek ¢oziimiine yakimsadigi goriiliir. Elde ettigimiz ¢oziim serisinin
problem (4.12)’nin gergek ¢6zliimiine yakinsamasini kontrol altina almamizi saglayan

7’ uygun aralifint bulmak i¢in U (1,7%1) ve U}s(1,%) grafiklerini ¢izersek.

20 T T T T T
k :
L ]
— - [} ]
= 10 P
]
:bﬁ I 3 ]
ol S i, % S
s 4 ¥ ]
= ]
< 4 — Usn ]
= -l ; .
L f: - U]S (1,%) 1
L ]
_20 PSR S AR .‘I\ TR TR T [T P Y DO VR W R I R T G ‘1
-30 -25 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5
h

Sekil 4.5. (4.12) probleminin 7 egrisinin grafigi
Sekil 4.5°deki U/ (1,n) ile U/i(1,h) grafiklerinin x eksenine paralel oldugu aralik g6z
ontine alinirsa #’1n [-1.8, —0.2] aralifinda olmasi gerektigi goriilir. Uygun A degeri

i¢in & degerleri incelenirse,

Tablo 4.4. (4.12) probleminin uygun # belirleme tablosu

x U(x,h) Z
0 0 h—1

0.2 9.64159%10-15 h——0.984627
0.4 3.98293x10-'5 h — —0.985412
0.6 9.31755%x10-14 Fi — —0.987459
0.8 2.58404x10-1 h——0.999282

| 4.25386x10% h——0.713131
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segilebilecek en iyi # yakinsaklik kontrol parametresinin Tablo 4.4.’den yararlanilarak

yaklagtk 7 = —1 oldugu gériiliir. # = —1 icin

n

Ups(x) =D u,(x) (4.20)

m=0

¢Ozum serisi (4.20) hesaplanarak yaklagik ¢oziim hata fonksiyonu

| U, (%)= x| (4.21)

olmak uzere.

Tablo 4.5. (4.12) probleminin hata tablosu

i X u(xy=x* hb;{)]c) l U (x)=x°
0 0 0.000000000 0.000000000 0

1 0.2 0.0400000000 0.0400000000 6.48x107°
9 0.4 0.1600000000 0.1600000000 2.78x107°
3 0.6 0.3600000000 0.3600000000 1.20x107*
4 0.8 0.6400000000 0.6400000000 1.19x10™
5 ] 1.000000000 1.000000000 1.51x107

hata tablosu elde edilir.

[O, 1] aralifinda hata fonksiyonu (fark fonksiyonu grafigi) asagidaki gibidir.

2.x10712

15x10°12

Lxio712 b

hata

5.x10713

Sekil 4.6. (4.12) probleminin [0,1] aralifinda hata fonksiyon grafigi.
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1.5 T T T .
L s
¢
- ’f T
L fi=-1 ’1/
1.0+ ’ b
L P ﬁ:ﬁ-o,’] l,
o
3 h=—15 'I’
-] : L’
0.5¢ = ux) #* 4
L @
| A " B
"’
0.0F======="" ]
| | | 1 | 1 L -|

Sekil 4.7. N =15 igin (4.12) probleminin U, (x) yakmsamasinin # = -1 , = -0,7
h=-1,5 icin grafigi ile u(x) = x" egrisinin grafigi '

Ornek 4.3.
u"(x) = —u(x)—u(x—0.3)+ e, 0<x<l1
u(0)=1, 4'0)=-1, #"(0)=1 (4.22)

Ugiincii mertebeden lineer pantograph denklemini ele alalim, bu problemin tam ¢dziimii

u(x)=e" (4.23)

dir. Oncelikle deformasyon denklemini yazalim,

L [um B Zmum—l ] = hH [x? I] ‘Rm (um—l ) (424)

Baslangic yaklagimi uy(x,h)=ax> +bx+c u(0)=1, «'(0)=-1, u"(0)=1

2
oldugundan u,(x,%) = x? -x+1 secerek,

N¢( )] =¢"(x) +4(x) + #(x—0.3) -7 (4.25)
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R, (u, ) =u"(x)+u(x)+u(x-0.3)—e** =0 (4.26)
dir.
homsl o et (4.27)
= » XL = 5
i [

ve tlirev operatorii

du, (x)=Dlu, (x),x] ,
ddu,,(x) = D D[u,,(x),x],x] ,
dddu,,(x) = D[ D[ D[u,,(x),x],x],x] (4.28)

olarak tamimlanirsa,

s(a(r(dddu, \(t)+u,_()+u, (1—0.3)
2, (X) = 1 () + L[ [ I U(_(l _L; )(e_ﬁfi)) p o Jdr}fq] (4.29)
0N 0N\NO m

elde edilir.

2

(4.29) denklemini kullanarak u,(x,%) =%—x+l baslangi¢ sart1 ile Mathematica 7.0
ile u, (x,h) i=1,2,... agagidaki gibi elde edilir.
2
uy (x, i) =?—x+1
u, (x, ) =~1.3498588075760036/ +1.349858807576004hx

~0.6749294037880013/x" +0.3908333333333333/c

—0.09583333333333333Ax" +0.01 6666666666666666hx
+1.34985880757600322Cosh[x]—1.3498588075760032A4Sink x]
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u,(x,h)=-1.3498588075760036/4 +1.82211 8800390514

cozlimleri bulunur,

+1.349858807576004/x —1.8221188003905082 x

—0.6749294037880013Ax +0.9110594001952548/" x

+0.3908333333333333hx —0.13863135896095494° x°

—0.09583333333333333/x +0.0383843857260337h"x"
+0.016666666666666666/x —0.012630980126266724 %
+0.00759722222222222k x" —0.001031 7460317460314/ "%

+0.00009920634920634919h x +1.3498588075760032hCosh{x]

~1.8221188003905094 Cosh{x]-1.3498588075760032hSinAx]

+1.822118800390509%" Sink[x]

Burada uygun bir

hyakinsama parametresi

secmek i¢in

U,(x,h) =Y u,(x,h) toplami elde edilir ki, bu olasi analitik ¢oziimdiir. Burada

n=0

u,(x,h) a kadar elde edilirse, yaklasik ¢oziim serisi

u(x)~U,(x,h)

(4.30)

seklinde problem (4.22)’nin (4.23) gergek ¢oziimiine yakinsadig griiliir.

7’1 uygun araligini bulmak i¢in Ug(1,/) ve U(1,%) grafiklerini ¢izilirse,

Ug" (1,h)

U¢ (1,5)

§p— : . ——]
; |
6;“ ]
1‘ )
[ s Ug (1,h) 5
4t " ‘]
F L
Ug (1,h) g
'
Pl |
’l
_2- PR [ L T Lo & i 5k A L
-2.0 ~ 1,3 -1.0 ={0.5 0.0
h

Sekil 4.8. (4.22) probleminin 7 egrisinin grafigi
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Sekil 4.8°deki U (1,h) ile U[(1,h) grafiklerinin paralel oldugu aralik géz Oniine
alimirsa 7’m  [-1.7,-0.2] araliginda olmast gerektigi goriiliir. Uygun # degeri icin #

degerleri incelenirse,

Tablo 4.6. (4.22) probleminin uygun # belirleme tablosu

X, Ui{x, k) h

0 8.88178x10-1¢ h—1
0.2 5.22148x10-° h — —0.87641
0.4 111681103 h — —0.899403
0.6 2 9325107 h — —1.03049
0.8 2. 7781105 h——0.911107
1 4.98869x10-° h — —0.929555

secilebilecek en iyi 7 yakinsaklik kontrol parametresi igin Tablo 4.6’dan yararlanilir ve

yaklagik #=-1.000004242 alinarak

Ulx)= ium (x) (4.31)

m=()

(4.31) ¢oziim serisi hesaplanirsa. Yaklasik ¢6ziim hata fonksiyonu;

|Ug(x)—e™| (4.32)

olmak tlizere.

Tablo 4.7. (4.22) probleminin hata tablosu

1 % u(x)=e” hUl:O(—xl) 000004242 U ) —e”

0 0 1.000000000 1.000000000 1.7053x107"

1 0.2 0.8187307531 0.818731 2.45914x107"
3 0.4 0.6703200460 0.67032 3. 98972107
3 0.6 0.5488116361 0.548812 2.58904x107"
4 0.8 0.4493289641 0.449329 1.62981x107"
5 1 0.3678794412 0.367879 8.92619x107"*

hata tablosu elde edilir.
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[0,1] aralifinda hata fonksiyonu (fark fonksiyonu grafigi) agsagidaki gibidir.

1.><1042‘.:.-f.‘...‘.—h“.‘._.‘j

8. x 1013

6.x10-13

hata

4..‘<10']3"

2.x10-13 F

I L N L 1 i L L I 1 1 L 1 Il L I 1

0.0 02 04 0.6 08

Sekil 4. 9. (4.22) probleminin [0,1] araliginda hata fonksiyon grafigi.

Ornek 4.4.

Asgagidaki lineer olmayan pantograph denklemini ele alalim [25].
u'(x) =1 —2u2(§)

D=x<]l,; w0 =0 (4.33)

bu problemin tam ¢dziimii

u(x) = Sin(x) (4.34)

dir. Oncelikle deformasyon denklemini yazalim

L [um - Zmum—l ] = hH [x5t] Rm (umfl) (435)
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Baglangic yaklasimi oldugundan u,(x,%) =0 segerek,

Npx)]=9'()-1+24"C) (4.36)
R, (u,,) :u’(x)u1+2u2(§) =0 (4.37)
() = 2,11 (0)+ 1 (du O-0-2,)+ 2. (.., (%)))}fr] (438)

elde edilir.

(4.38) denklemini kullanarak u,(x,%)=0 baglangi¢ sarti ile Mathematica 7.0 yardimi

ile u, (x,%) i=1,2,... asagidaki gibi elde edilir;

Uy (x, ) =0
1"'!1 (x: h) = —hx
U, (x,h) = —hx—h’x
h3x3

u3(x,h) = _M—zhzx—h3x+

3.3 v, D
u, (x,h) = —hx =38 x—3R°x - *x + 'x hzx

h5x5

us(x, ) = —hx — 4R’ x — 61 x — AR x — WP x + 1°X° + 205 + 1’ - 120

¢oziimleri bulunur.

Burada uygun bir # yakisama parametresi se¢mek i¢in U, (x, /) = Zun (x,h) toplam
n=0

elde edilir ki, bu olas1 analitik ¢éztimdiir. Burada u,,(x,#) a kadar elde edilirse, elde
ettiimiz ¢dziim serisinin

u(x) = U, (x,}) (4.39)
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seklinde problem (4.33)tin (4.34) gercek coziimiine yakinsadign goriliir. Coziim
serisinin gergek ¢oziime yakinsakligim kontrol altina almamizi saglayan #’m uygun

arahgmi bulmak i¢in U (1,71) ve U/ (1) grafiklerini ¢izersek.

10 [~

(1,%)
(@]
—

rr
15

e S S WSS e

-5}

Uls (L) U
(]
J
<
1}
\
/:{

-10} ’ _:
~20  -15  -10  -05 00
h

Sekil 4.10. (4.33) probleminin % egrisinin grafigi
Sekil 4.10°daki U/;(1,n) ile U/ (1,h) grafiklerinin paralel oldugu aralik géz Gniine

alinirsa 7°1n [—1 A4, —0.4] aralifinda olmas: gerektigi goriliir. Uygun A degeri,

Tablo 4.8. (4.33) probleminin uygun 7% belirleme tablosu

x Uxh) A
0 0 o1
0.2 2.41474x10-15 K — —0.999679
0.4 3.49216x10-1! K — —0.349158
0.6 2.1454x10-10 h— —0.249371
0.8 8.45636 %106 A — 0.584858
1 3.32401x10 3 h— —0.992747

Tablo 4.8°de gorilldiigh gibi secilebilecek en iyi # yakinsakhk kontrol parametresinin

yaklagik 7 =-0.99984 oldugu goriiliir. # = -0.99984 icin

Uis(x)= ium (x)

nr=0

¢Ozim serisi (4.40) hesaplanir ve yaklagik ¢oziim hata fonksiyonu
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|Uy5 (x) = Sin(x) | (4.41)

olmak lizere.

Tablo 4.9. (4.33) probleminin hata tablosu

i X, u(x) = Sin(x) g__(i% 99984 ‘Uls(x) —Sin(x)[
0 0 0 0 0

1 0.2 0.1986693308 0.1986693308 5.61x107%

7 0.4 0.3894183423 0.3894183423 1.48x107

3 0.6 0.5646424734 0.5646424734 3.86x107"

4 0.8 0.7173560909 0.7173560909 1.30x107"®

5 1 0.8414709848 0.8414709848 9.70x107'

[O,l] aralifinda hata fonksiyonu (fark fonksiyonu grafigi) agsagidaki gibidir.

1.2 XIO_” L T T T T T T T T T 1 T T T T T T T T T T T

l.><10_]1

8. x10-12 F

6.x10-12

hata

4.x10712 1

2.x10-12

0 Btovsss weusl RN AY il Mdﬁ A i :muhmamh " Iltjl.ﬁb‘.i-‘ Ll b i ‘
Il | L ! i ¥ 1 L 4 | 1 L L ] L L 1 | i 1 L 1 L “
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

X

Sekil 4.11. (4.33) probleminin [0,1] araliginda hata fonksiyon grafisi.
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Tablo 4.10. (4.33) probleminin Adomian Metodu (ADM), Homotopi Pertiirbasyon
Metodu (HPM) ve Homotopi Analiz Metodu (HAM) ile elde edilen
sonuclari ile tam ¢dzlimiin mukayese tablosu.

HAM
X ADM HPM N=15 Tam Céziim
h=-0.99984
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.2 0.19866933079506122  0.19866933079506122  0.19866933079506122  0.19866933079506122
0.4 0.38941834230865050  0.38941834230865050  0.38941834230865049  0.38941834230865049
0.6  0.56464224733950355  0.56464224733950355 0.56464247339503536  0.56464247339503536
0.8 0.7173560908995227  0.71735609089952280  0.71735609089952276  0.71735609089952276
1.0 0.84147109848078966  0.84147109848078965  (.84147098480789554  0.84147098480789651

Tablo 4.10. incelendiginde N =15 iteresyon sonucunda Homotopi Analiz Metodu

(HAM)
Homotopi Perturbasyon Metodu (HPM) ile elde edilen sonuglara gore (4.33)

ile elde edilen sonuglarin Adomian Decompozition Metodu (ADM) ve

probleminin tam ¢dziimii olan (4.34)’e daha ¢ok yakinsadig gériilmekte.

Ornek 4.5.
Asagidaki elektrodinamik kaynakli katsayili pantograph denklemini ele alalim [26].

m=3

AlB=1. )\Q(t)=—2COS(%), )\3(1‘)_2&'}1(%)

1 1 |
U=F B g GG
1
f(t) = Cos(2t) — Sin(2t) — 1 Sin(z) g COS(E) (4.42)
2 3" 2 3
probleminin baslangig¢ sarti

1

u0)= = (4.43)

olmak iizere bu probleminin tam ¢dziimi,
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u(t) = %(Sin(%) + Cos(21)) (4.44)

dir . Oncelikle deformasyon denklemini yazalim,

L [um - /’{mumul ] = hH [x’ r] Rm (um—l ) (445)

Sifirinct dereceden deformasyon denkleminden (4.45) yararlanarak ve baglangi¢ sart:

(4.43)’den dolay1 u,(x,h) :,;_ secerek,

V= &' () — b L2 NPT 2
N[#e0)]=¢'()-#C)+2Cos g - 28im( o)

—{1—.) [C’os(2t) - Sin(2t) - %Sm(%)i) + % Cos(%)) (4.46)

R, (u,,)=u'(x) —u(g-) + 2003%);;(%) - 2an(§)u(§)

—(1-y, )( Cos(2)— Sin(2t) — % sm(%) + % Cos(%)} =0 (4.47)

olur .
t t [ Y 4 {
X dum—l (I) - umq (—) + ‘?’COS (_)um—l (_) - ZSU’I (_)um—l (*)
_ 3 3 6 3 6
um (x) - Zmum—] (x) + h[J‘ 1 2E 1 2t f]
% —(1- x, (Cos(2t) - Sin(2t) —= Sin(=—) +— Cos(=))
2 372 3
(4.48)
elde edilir.

(4.48) denklemini kullanarak u,(x,h) =0 baslangi¢ sarti ile Mathematica 7.0 yardimi
ile u, (x,h) i=1,2,... ler asagidaki gibi elde edilir.
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1
uﬂ(x,h)zg
fix X2 X B x2 3 2x
(, ) = ———06AhSin[—] +3ASin[=]1+=ASin[—] —=ASin[—
u, (x, 1) 2 M[6] m[3] 5 Iﬂ[3] 3 ln[3]

— hCos[x]Sin[x] + hSin[x]

2 2 z 2
) === 2 He i +27H Cos{ 31~ Cosf =]
#1085 Pyl L A Cos Y= i
5 18 3 2 5 3 3

L w2 Costax]— 2782 Sinp - mSinE T + 27 » sinf 2
2 9 6 8 9

¥ 2 x, 1.2 x, 3 X2
+30Sin[=]— 67" Sin[~] - — K- xSin[=] + = hSin[ >
zn[3] M[S] 5 xm[3] : m[3]
¥
#1082 g T 27 2 g 2%y 3 hSin[=X]
7 18" 8 9° 4 3
—%#Sm[%’c]—hcos[x]sm[x]msm[xf—%hzsm[zx]

¢coziimleri bulunur.

Burada uygun bir 7 yakinsama parametresi se¢mek igin U, (x,h) = Zun (x,h) toplamui

n=0

elde edilir ki, bu olas1 analitik ¢dziimdiir. Burada u,(x, %) a kadar elde edilirse, ¢coziim
serimizin

u(x)=U,(x,h) (4.49)

seklinde problemimizin (4.42) gercek ¢dziimiine (4.44) yakinsadig goriiliir.

G6zUm serimizin analitik ¢dziime yakinsamasimi kontrol altina almamizi saslavan 7 ’in
¢ y glay

uygun araligim bulmak i¢in, U;(1,/) ve U{(1,/) grafiklerini gizersek.
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2_ T T T T T 4['
I l f/',’
1- — Ui (L ' -
g / 5
= of |==  U§dn ﬁ,/ .
S k | /” ]
=1 g e S T G S W .
§ _22 ”’//’ ]
_3}
_4!- ......... L L L L L L L i | L L o]
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5
A

Sekil 4.12. (4.42) probleminin # egrisinin grafigi

Sekil 4.12°deki U,'(1,n) ile U/(1,h) grafiklerinin paralel oldugu aralik gdz Oniine

alinirsa #’1n [-1.5,—0.5] araliginda olmasi gerektigi goriiliir. Uygun # degeri

Tablo 4.11. (4.42) probleminin uygun # belirleme tablosu

X U(x,h) 7
0.05 0.0000178097 A — —0.793528
0.2 4.10892 x10-6 h— —0.879311
0.4 6.27258 %107 A — —0.925769
0.6 2.3037x10-¢ h — —0.969326
0.8 9.99272 %10 h— —0.285454
1 2.7951x10- h— —0.914367

Tablo 4.11°den yararlamlarak (4.50) de 7 incelemesi yapilirsa ¢6zim serimizin problem
(4.42)’nin (4.44) gergek ¢ozlimiine yakinsamamizi kontrol altina alan # yakinsaklik

kontrol parametresinin en uygun yaklasik # = —1 oldugu gériiliir. # = —1 i¢in

5
Us(x)=>"u, (x) (4.50)
m=0
¢Ozim serimiz hesaplanir ve problem (4.42) i¢in hata (fark) fonksiyonu
{US(x)—%(Sin(Zx)+Cos(2x))| (4.51)

dir. (4.42) probleminin hata tablosu asagidaki gibidir.
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Tablo 4.12. (4.42) probleminin hata tablosu

i &) u(x) = % (Siﬁ(2x) + Cos(Zx)) g;(i)i | Us(x) —%(Sin(Zx) - Cos(2x))J
0 0.05 0.5474187910 0.5474187910 2.652x107%
1 0.2 0.6552396682 0.6552396682 4,358 16"
2 0.4 0.7070314001 0.7070314001 5.600x107"7
3 0.6 0.6471984202 0.6471984202 9.607x107"
4 0.8 0.4851870404 0.4851870404 7.227x107"
5 1 0.2465752951 0.2465752951 3.461x107"

[0,1] aralifinda hata fonksiyonu (fark fonksiyonu grafigi) asagidaki gibidir.

3.x10710 |
25% 1010 F
2.x 10710 |

a8 i
E 15%x10710 |

1.x 10710 |

5.x10711 |

Sekil 4. 13. (4.42) probleminin [0,1] araliginda hata fonksiyon grafigi.
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T

0.2

0.0

0.4

0.6

1.0

Sekil 4. 14. Problem (4.42) nin [0,1] araliginda gergek ¢ozimii u(x) ile baz1 / degerleri

i¢in ¢Oziim serilerinin kiyaslama grafikleri.

Tablo 4.13. (4.42) problemi igin Adomian Metodu(ADM) ve Homotopi Analiz Metodu

(HAM) fark fonksiyonlarinin mukayese tablosu

Adomian Homotopi Analiz Metotu
i % Metot 7 =-1.00032 h =-1.00049 h=-1
N=3 N=3 N=3 N=5
0 0.05 6.483 702463 8x10™ 1.51845x107%  5.01432x1072 2652x1072
1 020 7467804152 8x107"  7.0192x10™""  1.30631x107°  4.358x107"°
2 040 2.443 229 618 6x107° 3.931x10™" 1.22935x10™°  5.600x107"
3 060 1.884 778 5554x107°  7.10917x10”°  929506x10™""  9.607x107'¢
4 080 8.068 803936 1x107°  4.56737x10°  2.15485x10™°  7.227x107"°
5 1.00 2.5021032001x107 1.70298x 107 1.09261x107  3.461x107"

Tablo 4.13’da goriildigii gibi (4.42) problemi i¢in N =3 iterasyon uygulandiginda

Homotopi Analiz Metodu (HAM) Adomian Decompozition Metoduna (ADM) gore

genelde

(4.42)

probleminin tam ¢6ziimii olan (4.44)’¢ daha yakin sonuglar

vermektedir. N =5 iterasyon uygulandiginda ise (4.44) ¢oziimiine daha ¢ok yaklasdig1

gorilmektedir,



40

Ornek 4.6.

Asagidaki elektrodinamik kaynakh ve degisken katsayili pantograph denklemini ele
alalim [26].

m=4

N() =369 | A () = 2@ | A\ () =1 | ) (1) = -3¢~

1 1 1 1
ql:g’ Q2:§: 93:53974:2
1
t)=———e (1972 —12r—144 4.52
J(@) Tl ) (4.52)
Baslangig sarti
u(0)=0, (4.53)
olmak iizere bu problemin tam ¢dziimi,
u(t) = (12 +)e—, (4.54)

dir . Oncelikle deformasyon denklemini yazalim.

Lu, = gt | = H [x,t]R, (1) (4.55)

Sifirinct mertebeden deformasyon denkleminden (4.55) yararlanarak ve baglangic

yaklagimi (4.53) oldugundan « (x,%) =0 segerek,

(1 ‘)t

Nw@wﬂ=wﬁ—%“WM) 2””mg ¢w)3(”w§)

1 -t 2
—(———e¢e (197t —-12¢t-144 4.56
Sl ) (4.56)

ve
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R, (u, )=u'(x)- 3¢, (E) - 2e_(2‘3)fu(£) - e-(lmru(f) + 3e_(3/4ﬁu(ﬁ)
6 2 .
1 —t 2
—(———e (197 —12t-144)=0 4.57
( ¥ ( ) (4.57)

olur .

oldu z)—3ef(5"6“u B L o e
m-1 m-1 6

t —(1/2 = t
a5 —e W, (%) L &)
1, (%) = Zphy () + 1|

]
0 —(1— gm)(fﬁe“(mé’ —12:-144))

(4.58)

elde edilir. (4.58) denklemini kullanarak u,(x,%) = 0 baslangic sart1 ile Mathematica 7.0
vardimiile . (x,7) i=1,2,... ler asafidaki gibi elde edilir.

uy(x,7)=0
ul(xj):119h_119e h_ﬂe-xm_ge-xmz
12 72 72 144

1192 119 % 126857h° 104197¢ " H° 119 _sus »
uf!('xah): - + -

+
72 72 51840 10368 20
_Qe—ﬂmﬂth +@eﬁ21.'3h2 +£e—ﬂ2h2 *1—9—16_xhx
18 24 36 7
_63157e"n'x 197 .. > 38809¢H’x’

10368 144° 20736
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119h _119¢7h 126857h° 104197¢”4’ 119 _sus):

)= —e  h
B 7 72 25920 5184 10
119 34,2 119 w32 119 _un 2 240062384694
———e h4+—e Th+—e Th4+——"
9 12 18 9443174400
7’041107363_'\'}’13 459 aswe.3 4522 asy24.3 567 1733
s R PR e SRR N A
1492992 25 115
+ﬁ92@4n I6h3 3 4403 e-nxllzha +3ﬂe—3x.f9h3 *ﬂe_h;sﬁ
45 330 5
*_41245736L%h3155417e4mﬁh34_212537e4£3h3+_212537eﬂqh3
14400 12960 17280 25920
191 -, 63157¢ 'h'x 19488209¢ *A’x 197 _. . 38809 Ay
e B s Wik Vg 7 sl
72 5184 1492992 144 10368
7645373 h'x’
2085984

¢Ozlimleri bulunur.

Burada uygun bir 7 yakinsama parametresi segmek i¢in U, (x,h) = Zun (x,%) toplami

n=0

elde edilir ki, bu olasi analitik ¢6ziimdiir. Burada «, o(x, 1) a kadar elde edilirse, ¢dziim
serimizin

u(x) = U, (x, 1) (4.59)
(4.52) problemimizin ger¢ek ¢oziimiine (4.54) yakinsadigi goriiliir. Coziim serimizin

problemimizin gergek ¢6ziimiine yakinsamasini kontrol altna almamiz saglayan #’in

uygun araligini bulmak i¢in Uj;(1,%) ve U (1,%) grafiklerini ¢izersek.
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R | [ Ufg (1,A) '.7
= 10+ y
o -- Ujp / |
i ’
) I B/ ]
e | e m’/ -
= )
?D_ —10: A
_zo-iw-nl-.‘ PRI N S W | (T | S ]
-30 =25 -1.5 -10 -0.5 0.0 0.5

i
Sekil 4.15. (4.52) probleminin 7 egrisinin grafigi

Sekil 4.15°deki U/ (1,#) ile U/ (1,#) grafiklerinin paralel oldugu aralik gbz 6niine

alinirsa #’1in [—1.6,—0.2] aralifinda olmasi gerektigi goriiliir.

Tablo 4.14. (4.52) probleminin uygun # belirleme tablosu

X, ti{x i) h

0 0 h—1

0.2 4.05058 %10 1% h — —0.854247
0.4 1:67921%10-% h— —0.883868
0.6 33732 =10r" h — —1.05537
0.8 109383 x10-" h — 0.556316
1 6.12846 %108 h — 0.392825

Tablo 4.14°den yararlamilarak (4.60) c¢bziim serimiz # yakinsaklik  kontrol
parametresine bagli olarak incelenirse en iyi % yakinsaklik kontrol parametresinin

yaklasik 7 = —1 oldugu goriiliir. Burada # = —1 igin

Uyp(x)= ]ZO:u (x) (4.60)

m=0

yaklagtk ¢oztim serisi hesaplanir. Problem(4.52) nin hata (fark) fonksiyonu

| U (%) — (3" + 2)e™ | (4.61)



olmak tzere.
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Tablo 4.15. (4.52) probleminin hata tablosu

i %, u(x) =(x* +x)e™" gi(fl) | U (x) = (x" +x)e™" |
0 0 0 0 0

1 0.2 0.1964953807  0.1964953807 9.082x107%

2 0.4 0.3753792258  0.3753792258 1.574x107%

3 0.6 0.5268591707  0.5268591707 1.153%107®

4 0.8 0.6470337083  0.6470337083 2.312x107

5 1 0.7357588823  0.7357588823 2.280x107%

hata tablosu elde edilir.

[O,I] aralifinda hata fonksiyonu (fark fonksiyonu grafigi) asagidaki gibidir.

Lx10~
8.x1078 - :

6. x10~8

hata

|
4.x10-8 [

2.x1078 |

nt
0L

0.0

Sekil 4. 16. (4.52) probleminin [0,1] araliginda hata fonksiyon grafigi.
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1.5_ LONE R B S I I A I S e
1.0; ]
0.5 et ]
B : _e==T = ] i
5 oop.--- __
: —  p=—15 L
-05¢ #=—0.85 ]
_10f [” ?
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

X

Sekil 4.17. Problem (4.52) nin [0,1] araliinda gergek ¢ézimil u(x) ile baz & degerleri

i¢in ¢Ozim serilerinin kiyaslama grafikleri.

Tablo 4.16. (4.52) problemi i¢in Adomian Metodu (ADM) ve Homotopi Analiz
Metodu (HAM) fark fonksiyonlariin mukayese tablosu

Adomian Homotopi Analiz Metotu
i x Metot h=-1.01210411 7 =-1.006201009 #=-1.00023
N=3 N=3 N=3 N=4
0 0.05 1.098155 767 7x107" 1.71311x1077 4.04307x107° 4.61853x107"
1 020 1.013 491702 5x107® 4.41544%x107° 2.32536x107° 7.23829x107°
2 040 2.829 716 160 3x107 3.24347%107° 4.07013x107" 2.41314x107
3 0.60 1.876191527 5x107° 5.43048x107° 6.15244x107° 1.68915x107°
4 0.80 6.908 095 208 8x10~° 1.40495%107"° 2.64513x10™ 6.38519x10°°
5 1.00 1.843 365 433 7x10~° 2.14033x107* 6.95987x107* 1.7305%x10™

Tablo 4.16’da gorildiigii gibi (4.52) problemi icin N =3 iterasyon uygulandiginda
Homotopi Analiz Metodu # yakinsaklik kontrol parametresinin farkli degerleri igin
Adomian Metodundan daha iyi sonuglar verdigi durumlar var. Homotopi Analiz
Metodu Adomian metoduna gére (4.52) probleminin tam c¢dziimii olan (4.54)e
noktasal olarak daha iyi sonuglar verdigi durumlar olsa da (4.52) problemi i¢in N =3

iterasyon uygulandifinda Adomian metodunun daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.
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N =4 iterasyon uygulandiginda ise Homotopi Analiz Metodu ile bulunan yakinsama

¢Oziim serimiz (4.54) tam ¢oziimiine daha iyi bir yakinsama gostermektedir.

Ornek 4.7.

Asagidaki elektrodinamik kaynakli degisken katsayili pantograph denklemini ele alalim
[26].

m=4
1
MO=5E M0=—4+2), AO=2, MO=3+ 1 +2)
IS RPN
q,—s > q2_4:93_7 > q4_6
1 193 3749 30
D=—t——pP-"—"— 2 4] 4.62
f() 12 360 588 7 IS

Baslangig sart1
#0)=2, (4.63)

olmak tizere bu problemin tam ¢6ziimii

u(@)=—-@+1(t-2), (4.64)

dir . Oncelikle deformasyon denklemini yazalim.

L [um = Zmum-—] ] = hH[x7 t] Rm (um—l) (465)

(4.64)°deki deformasyon denkleminden yararlanarak ve baslangic yaklasimi (4.63)

oldugundan u,(x,%) =0 segerek,

N[¢(x9]=¢'x) —5r¢(§) + (4x+8)¢(§) - 2¢(§) -G +§+ 6)¢(§)

3 2
193x _3749x u_30x+1) (4.66)
360 588 7

x
(12

ve
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R, (u,,)=v'(x)- 5tu(§) +(4x+ S)M(E) - 2u(§) ~(3x° +g + 6)u(36‘—)

3 2
_(x__193x _3749x _30x+1) (4.67)
12 360 588 7

olur .

du, ()-S5t (é) (448, (&) ~2u_, (%)

X 4 3
st ¢ 193¢
u, (x)=xu, () +H|| -Gt +=+6)u_ (=) -1~ x, N—- dt) (4.68)
: ! 2 "6 12 360
3749 30t
- ~Z4
588 7

elde edilir. (4.68) denklemini kullanarak u,(x,%) =0 baslangi¢ sart1 ile Mathematica 7.0

yardimiyla u,(x,h) i=1,2,... asagidaki gibi elde edilir.
uy(x, ) =2

97’ L 20n 193hx° o
14 1764 1440 60

u (x,h) =—hx+

. 9hx* 2h*x* 221hx*  74R*x® 193k
u,(x,h) =—-hx-h"x+ + + + +
14 7 1764 343 1440
233234887h°x"  hx’  1955434573h%%°
871274880 60 74680704000
_ 13881906559A%x°  810917h*x’ . It
94097687040000 16329600000 1244160
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uﬂxﬁ)z_mﬁzh%_h%+9kﬁ+4h%2_h53+22mf
14 7 14 1764
+148h2x34_1117k3x34_193hx44_233234887h2x4
343 4116 1440 435637440
+_2440804321h3x4__hx5__1955434573h2x5
6098924160 60 37340352000
12965700044076234%x° 1388190655942 x°
© 45185709316608000 47048843520000
1382650235238657114°x°  810917h°x’
©390404528495493120000 8164800000
w176687234159261314457761h3.x7+ nx®
1205178779465587261440000000 622080
N 1235812089887249272177h°x°
602338415393046528000000000
27256450219657129994°x°
33881535865858867200000000000
417420949074 x"° g™
731398864896000000000 7662273822720

¢Oziimleri bulunur.

Burada uygun bir Zyakinsama parametresi segmek ig¢in U, (x, k) = Zu"(x,h) toplami

n=0

elde edilir ki, bu olasi analitik ¢6ziimdiir. Burada u,;(x,%) ’a kadar Mathematica 7.0

yardimi ile elde edilirse, ¢dziim serimizin problem (4.62)’nin (4.64) gercek ¢oziimiine

(4.69) gibi yakinsadig1 goriiliir

u(x)= U, (x,k) (4.69)

Cozim serimizin gergek ¢ziime yakinsamasini kontrol altina almamizi saglayan #’in

uygun araligin1 bulmak i¢in UJ (1,%) ve U/;(1,h) grafiklerini ¢izersek.
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(1)

"
15

U

[J{S (1 9h)

-2.0 -1.5 -1.0 =0.58 0.0 0.5
fi
Sekil 4.18. (4.62) probleminin % egrisinin grafigi
Sekil 4.18’deki U/ (1,#) ile U/, (1,k) grafiklerinin x eksenine paralel oldugu aralik goz
Oniine alinirsa %’1n [—-1.6,—0.1] aralifinda olmasi gerektigi goriilir. Uygun # degeri

i¢cin 7 degerleri incelenirse,

Tablo 4.17. (4.62) probleminin uygun # belirleme tablosu

X U(x,h) A
0 0 h—1
0.2 3.18634 x10-1 h— —0.981617
0.4 2.7478x10-13 h — —0.980165
0.6 1.54099 x10-13 h— —0.9791
0.8 3.48166x10-13 h— —0.978137
1 1.86162x10-"2 h — —0.977067

Tablo 4.17°den yararlanilarak (4.70) tizerinde Mathematica 7.0 programi yardimiyla #
yakinsaklik kontrol parametresi incelenirse en uygun parametrenin % = —1 oldugu

goriilir. 2 = —1 igin ¢dziim serisi (4.70) hesaplanir

Us(x)= iu,,,(x) (4.70)

m=0
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ve (4.62) probleminin hata (fark) fonksiyonu

[U s (x)+(x+1)(x=2)]

olmal Uzere.

Tablo 4.18. (4.62) probleminin hata tablosu

i x u(x) ==(x 4+ D(x=2) f;f s (f]) U (x) + (x + 1)(x=2)|
0 0 2.000000000 2.000000000 0

1 0.2 2.160000000 2.160000000 6.26x107%

) 0.4 2.240000000 2.240000000 456x107%

3 0.6 2.240000000 2.240000000 3.31x1077

4 0.8 2.160000000 2.160000000 3.63x1077°

5 1 2.000000000 2.000000000 1.41x107"

[0,1] araliginda hata fonksiyonu (fark fonksiyonu grafigi) asagidaki gibidir.

1.x 10711

8.x10-12

6.x10712

ta

2
= 4.x10712

2.x 10712

Sekil 4.

0.0 0.2

X

19. (4.62) probleminin [0,1] araliginda hata fonksiyon grafigi.

(4.71)
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Sekil 4. 20. Problem (4.62)’ nin [0,1] araliginda gercek ¢oziimii u(x) ile bazi #

degerleri i¢in ¢dzlim serilerinin kiyaslama grafikleri.

Tablo 4.19. (4.62) problemi igin Adomian Metodu (ADM) ve Homotopi Analiz
Metodu (HAM) fark fonksiyonlarinin mukayese tablosu

Adomian Homotopi Analiz Metotu
i X Metot h=—-0.952489745 h=-1 h=-1
N=3 N=3 N=10 N=15
0 0.05 4.164 566 263 6.107" 1.28%107R 0 0
1 020  4.445 736 424 8.107 3.25x107 431x10™"  6.26x10™®
2 040 1.4950362419.1077 8.62x107° 9.68x107*  4.56x10™®
3 060 1.185822 6450.10°° 2.88x107 9.14x107*  3.31x107"7
4 080 5.190 412 576 2.10° 1.00x107 2.35x10™"  3.63x107"
5 1.00 1.636 783379 7.107 2.18x107° 2.97x107®  1.41x107

Tablo 4.19. incelenirse (4.62) problemi i¢in Adomian Metodu ve Homotopi Analiz

Metodu igin N =3 iterasyon uygulanirsa Adomian Metodunun (4.64) tam ¢Ozlimiine

daha yakin sonuglar verdigi goriilmektedir. N =10 ve N=15 gibi yiiksek iterasyon

sonucunda ise Homotopi Analiz Metodunun (4.62) probleminin tam ¢6ziimii olan

(4.64)’e ¢ok yakinsadig1 gbzlemlenmektedir.



5.BOLUM

TARTISMA VE SONUCLAR

Bu calismada gecikmeli diferansiyel denklemlerin énemli bir bolimiinii olusturan
pantograph denklemlerinin Homotopi Analiz Metotu ile ¢oziim serileri elde edilerek
analitik ¢6ziime yakinsamamizi saglayan en uygun # yakinsaklik kontrol parametresi

belirlenmeye ¢aligilmis ve buna bagh yakinsamalar elde edildi.

Homotopi Analiz Metodu ile buldugumuz ¢éziim serileri ile gergek ¢ziimlerin hata
tablolar1 ve grafikleri verilerek ydntemimizin ne kadar uygun, kullanilabilir ve gecerli
oldugu gosterildi. Homotopi Analiz Metodu ile buldugumuz sonuglar yardimiyla
problemlerin ger¢ek coziimleri igin fark degerleri bulundu. Aym problemin farkl
yontemlerle bulunan fark degerleri ile buldugumuz fark degerleri mukayese edildi.
Adomian Metodu, Taylor Metodu ve Homotopi Pertiirtbasyon Metodu ile bulunan
yakmsama degerleri ile Homotopi Analiz Metodu ile buldugumuz yakinsama degerleri
tablolara dokiilerek verildi. Bu metot baslangic yaklasimi ve yardimcr lineer
operatdrlerin - se¢iminde serbestlik saglamaktadir. Deformasyon denklemlerinin
yazilmasi ve buna bagh ¢oziim serilerinin elde edilmesi pratik ve uygulanabilirdir.
Yontemin diger bir avantaji ¢oziim serilerinin  yakinsaklik bolgesini  fiziksel

parametrelerden bagimsiz ifade edebilmemizdir.

Homotopi Analiz Metodu ile elde ettigimiz sonuglar ile gercek ¢dziimiin fark
degerlerini diger yontemlerle mukayese etmek igin en uygun # yakinsaklik kontrol
parametresini belirlemek iterasyon sayisi arttikga giiglesmekte. Ciinkii iterasyon sayisi
artttkca 72 yakinsaklik kontrol parametresindeki ¢ok kiigiik degismeler fark
fonksiyonunda biiyiik degisiklikler yapabilmektedir.
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Sonu¢ olarak Homotopi Analiz Metoduyla ¢oziilen pantograph denklemlerin

¢oziimlerinin gercek ¢oziimlere oldukea yaklasildign gozlemlendi.



10.

L1

12.

54

KAYNAKLAR

Ockendon, J.R., Taylor, A.B. 1971 The dynamics of a current collection system for
an electric locomotive Proc. R. Soc. Lond. A 322: 447-68.

Liao, S.J., "A Kind of Approximate Solution Technique Which Does Not Depend
Upon Small Parameters (II): An Application in Fluid Mechanics."
InternationalJournal of Non-Linear Mechanics, 32(5):815-822, 1997.

Liao, S.J., "A Simple Approach of Enlarging Convergence Regions of Perturbation
Approximations." Nonlinear Dynamics, 19: 93-110, 1999,

Liao, S.J., Beyond Perturbation: Introduction to Homotopy Analysis Method,
Chapman & Hall/CRC Press, Boca Raton, 2003.

Liao, S.J., "Homotopy Analysis Method: A New Analytical Technique for
Nonlinear Problems." Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, 2(2): 95-100, 1997.

Liao, S.J., "On the Homotopy Analysis Method for Nonlinear Problems." Applied
Mathematics and Computation, 147(2):499-513, 2004.

Liao, S.J., The Proposed Homotopy Analysis Technique for the Solution of
Nonlinear Problems. PhD thesis, Shanghai Jiao Tong University, 1992.

Li, D.S., Liu, M.Z. 2000 Exact solution properties of atmulti-pantograph delay
differential equation J. Harbin Inst. Technol. 32: 1-3.

Koto, T., 1999 Stability of Runge-Kutta methods for the generalized pantograph
equation Numer. Math. 84: 23347

Liu, Y., 1997 Numerical investigation of the pantographequation Appl. Numer.
Math. 24: 309-17

Tamasan, A., 1998 Differentiability with respect to lag for nonlinear pantograph
equations Pure Math. Appl. 9: 215-20

Baker, C.T.H., Bukwwar, E. 2000 Continuous @ -methods for the stochastic
pantograph equation Electron. Trans. Num. Anal. 11: 131-51



13,

14.

| 578

16.

1s

18.

19,

20.

21,

22.

23,

24.

23

26.

55

Li, D.S., Liu, M.Z., 2000 Exact solution properties of amulti-pantograph delay
differential equation J. Harbin Inst. Technol. 32: 1-3

Guglielmi, N., Zennaro, M. 2003 Stability of one-leg ® -methods for the variable
coefficient pantograph equation on the quasi-geometric mesh IMA J. Numer. Anal
23:421-38

Marshall, J.C., van-Brunt, B., Wake, G.C. 2004 A natural boundary for solutions to
the second order pantograph equation J. Math. Anal. Appl. 299: 314-21

Liu, M.Z., Li, D.S., 2004 Properties of analytic solution and numerical solution of
multi-pantograph equation Appl. Math. Comput. 155: 853—71

Liu, M.Z., Yang, Z.W., Hu, G.D. 2005 Asymptotical stabilityof numerical methods
with constant stepsize for pantograph equations BIT Numer. Math. 45: 743-59
Zhao, J.J, Xu, Y., Wang, H.X,, Liu, M.Z. 2006 Stability of aclass of Runge-Kutta
methods for a family of pantograph equations of neutral type Appl. Math. Comput.
181: 1170-81

Fan, Z., Liu, M.Z., Cao, W. 2007 Existence and uniqueness of the solutions and
convergence of semi-implicit Euler methods for stochastic pantograph equations J.
Math. Anal. Appl. 325: 1142-59

Bellen, A., Guglielmi, N., Torelli, L. Asymptotic stability properties of O-methods
Jor the pantograph equation, Appl. Numer. Math., 24 (1997), pp. 279-293.

Bellen, A., Zennaro. M., Numerical Methods for Delay Differential Equations,
Oxford University Press, Oxford, UK, 2003.

Iserles, A., On the generalized pantograph functional-differential equations,
European J. Appl. Math., 4 (1993), pp. 1-38.

Iserles, A., Exact and discretized stability of the pantograph equation, Appl.
Numer. Math., 24 (1997), pp. 295-308.

Shakeri, F., Dehghan, M., Solution of the delay differential equations via homotopy
perturbation method. Mathematical and Computer Modelling 2008; 48:486.

Evans, D.J., Raslan, K.R., The Adomian decomposition method for solving delay
differential equation, Int. J. Comput. Math. 82 (1) (2005) 49—54.

Dehghan, M., Shakeri, F., The use of the decomposition procedure of Adomian for
solving a delay differential equation arising in electrodynamics. Physica Scripta

2008; 78:065004.



2

28.

29,

30,

31.

32,

33.

34.

33.

36.

37.

38.

56

Shadia, M., Numerical Solution of Delay Differential and Neutral Differential
Equations Using Spline Methods, PhD thesis, Assuit University, 1992.

El-Safty, A., Salim, M.S., El-Khatib, M.A. Convergence of the spline function for
delay dynamic system, Int. J. Comput. Math. 80 (4) (2003) 509-518.

Buhmann, M.D., Iserles, A., Stability of the discretized pantograph differential
equation, Math. Comput. 60 (1993)

Jackiewicz, Z., Asymptotic stability analysis of 0-methods for functional differential
equations, Numer. Math., 43 (1984), pp. 389-396.

Burrage, K., Butcher, J.C., Stability criteria for implicit Runge—Kutta methods,
SIAM J. Numer. Anal., 16 (1979), pp. 46-57.

Keskin, Y., Kurnaz, A., Kiris M.E., Approximate solutions of generalized
pantograph equations by the dierential transform method Int. J. Nonlinear Sci. and
Numerical Simulation, 8 (2) 2007, 159-164.

Wang, Z., Zou, L., Zhang, H., Applying homotopy analysis method for solving
diferential diference equation. Phys. Lett., A 369, 77.84 (2007)

Abbasbandy, S., The application of the homotopy analysis method to nonlinear
equations arising in heat transfer. Phys. Lett., A. 360, 109.113 (2006)

Abbasbandy, S., Homotopy analysis method for heat radiation equations. Int.
Commun. Heat. Mass. Transf. 34, 380.387 (2007)

Abbasbandy, S., Soliton solutions for the Sth-order KdV equation with the
homotopy analysis method. Nonlinear Dyn. 51, 83.87 (2008)

Awawdeh, F., Adawi, A., and Al-Shara, S. Analytic Solution of Multipantograph
Eqution, J. Appl. Math. and Decision Sciences, doi:10.1155/2008/605064, 2008
Bataineh, A.S., Noorani, M.S.M., Hashim, I, Solutions of time-dependent
Emden.Fowler type equations by homotopy analysis method, Phys. Lett., A 371,
72.82 (2007).



57

OZGECMIS

Adem CIL 1977 yilinda Kahramanmaras'm Afsin ilgesinde dogdu. ilk ve orta
ogretimini Afsin’de tamamladi. 2000 yilinda Karadeniz Teknik Universitesi Fatih
Egitim Fakiiltesi Matematik Ogretmenligi Boliimii’nden mezun oldu. Ayn1 yil Mersin
Findikpmart Ilkdgretim Okuluna Matematik Ogretmeni olarak atandi. 2003 yilinda
askerligini yapti. 2003-2008 yillar1 arasinda Nevsehir’de sirastyla Goyniik Ilkogretim
Okulu, Ozkonak Haci Halil Tiirkkan Anadolu Ogretmen Lisesi ve Urgiip Anadolu
Lisesi okullarinda gérev yapti. 2011 yilinda Nevsehir Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisansa basladi. 2008 yilindan beri
Nevsehir Anadolu Lisesinde galigmakta olup evli ve iki ¢ocuk babasidir.

Tel no: 05052657350

e-posta: ademoguz46(@gmail.com



