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OZET

Bir grafin enerjisi komsuluk matrisinin mutlak degerlerinin toplamidir. Bu kavram ilk
olarak 1978 yilinda Ivan Gutman tarafindan ortaya koyulmustur. Bu yildan itibaren
kapsamli galigsmalar yapilmistir. Bu tez ¢alismasinda graf enerjisi ile ilgili 6nemli bazi
sonuglar incelenmistir. Caligmanin ikinci boéliimiinde, graf teorisi ve lineer cebir {izerine
temel kavramlar tamitilmistir. Ayn1 zamanda bu iki teori arasinda énemli bagmtilarda

verilmistir.

Uciincii boliimde, graf enerjisi i¢in alt ve {ist smirlar incelenmistir. Bu smirlar
literatiirde enerji ile ilgili bircok agik problemin ¢oziilmesi i¢in olduk¢a kullanighidir.
Son yillarda maksimal ve minimal enerjili graflar {izerine birgok ¢alisma yapilmistir. Bu
calismalarda temel problemlerden biri, “hangi graflar maksimal veya minimal enerjiye
sahiptir?” sorusudur. Bu noktada tezin dordiincii ve son boliimiinde bazi bilinen graflar
icin minimal veya maksimal enerjili olup olmadiklarinin karakterizasyonu yapilmistir.

Ustelik yukarida belirtilen soruyla ilgili bazi1 agik problemler de verilmistir.
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ABSTRACT

The energy of a graph is the sum of the absolute values of the eigenvalues of its
adjacency matrix. This concept is first brought to mathematics by Ivan Gutman in 1978.
In this thesis, it is aimed to do an extensively study on energy of directed and undirected
graphs. In the 2nd section of this study, basic concepts on graph theory and linear
algebra are introduced. Simultaneously, some important relations between them are

introduced.

In the 3rd section, some known upper and lower bounds on graph energy for directed
and undirected graphs are given. These bounds are useful for getting the solution of
some open problems about the energy in the literature. Recently, researchers interest in
graphs with maximal and minimal energy. That is; they search affirmative answer on
the question “Which graphs have maximal or minimal energy?”. In this point, it is
focused this question. In the last section of the study, the class of known graphs with
maximal or minimal energy are characterized. Moreover, some open problems on the

question are mentioned in the section.
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G = (V,E)

SiIMGE VE KISALTMALAR LISTESI

V noktali E kenarl yonsiiz graf
Yonlii graf

Komsu noktalar

Bir v noktasinin derecesi
Maksimum derece

Minimum derece

Tam graf

n + m noktali iki parcali tam graf
Yol graf

Dongii graf

p noktal1 yi1ldiz graf

p + q noktali ¢ift y1ldiz graf

Biitlin n noktal1 agaclarin ailesi

Miikemmel eslemeli agaglarin ailesidir.

Nokta dereceleri d + 1 veya kii¢iik olan miikkemmel eslemeli alt

agagc ailesi

n noktali ve €, dongii igeren biitiin tek dongiilii graflarin ailesi

C, donglistiniin bir noktasina n — ¢ kenar eklenerek elde edilen

graf

Paley graf

K, n_,yildiz grafinin her bir noktasina bir kenar eklenerek elde
'2

edilen graftir
Tarak graf
n X n tipinde matris

A matrisinin spektral yarigap1

iX



R, (%) Rayleigh orani

A(G) Komsuluk matrisi

A G grafinin i. 6z degeri

& Yonlii D grafinin i. 6z degeri
ngy(G) G’ nin sifirlik degeri

E(GQ) G’ nin enerjisi

G=H Izomorfik graflar



1.BOLUM
GIRIS

Graf enerji kavrami ilk defa 1978 yilinda Avusturya’ da diizenlenen bir konferansta
matematik literatiirline Gutman tarafindan getirilmistir [1]. Bu tarihten itibaren ¢esitli
kitap ve makalelerde konu olarak yer almistir [2,3,4,5]. Fakat kimyasal kokleri 1940° 1
yillara dayanir. Yiizyilin sonuna dogru bu konu matematik diinyasinin ilgisini ¢ekmistir.
Boylece graf enerjisinin diinya ¢apinda matematiksel arastirmasi etkin bir bigimde
baglamigtir. Enerjinin  matematiksel c¢aligmalar1 tizerine Son zamanlarda yapilan

calismalar ki 6zellikle 2000’ 1i yillarda yapilanlar dikkate degerdir.

Graf enerjisi kuantum teorisine dayanan kimyasal ¢aligmalarin matematikte tasarlanmis
olmasi yoniiyle teorik kimyacilarin biiyiik bir kisminin da ilgisini ¢gekmistir. Clinkii graf
enerjisi matematik alanindaki arastirmalardan kimya odakli olan ender konulardan
biridir.

Graf enerjisi Ozellikle Spektral Graf Teorisi alaninin bir konusudur. Spektral Graf
Teorisi lineer cebir uygulamalar1 yoniinden zengin bir disiplin olup komsuluk matrisi,
Laplasyan matrisi gibi graflarin temsil ettigi matrislerin 6z degerleri, 6z vektorleri ve

karakteristik polinomlar1 v.b. konularla ilgilenir.

Enerji konusu genel olarak iki temel probleme odaklanir. Birinci problem, graflarin bazi
0zel siniflari i¢inde enerji igin ekstrem degerler veya en iyi siirlar bulmaktir. Diger
problem ise verilen graf smiflarindan hangi graflarin maksimum ve minimum enerjili
olmasi problemidir. Genelde bu problemlere olumlu cevaplar bulmak zordur.
Literatiirde bu iki probleme dayali bir¢ok arastirma yapilmis olup hala bazi 6nemli agik

problemler ¢éziilememistir.

Yukarida belirtilen problemler 1s1§inda bu tezin amaci da temel problemlerle ilgili
yapilan c¢alismalar1 genis bir bigimde incelemektir. Tezin ikinci boliimiinde bazi temel
tamim ve Kavramlar verilmistir. Ayrica bu boliimde literatiirde temel teskil eden bazi
onemli teorem ve sonuglarda yer almaktadir. Graf enerjisi tanimi verilerek lineer cebir

konulari ile yakin iligkilerini igeren 6nemli sonuglar da sunulmustur.



Uciincii boliimde, graflarin enerjisi igin nokta sayisi, kenar sayisi, v.b. bircok graf
parametresine bagli bazi alt ve iist sinirlar verilmistir. Bu boliim yonli graflar ve yonsiiz

graflar olmak iizere iki kisma ayrilmistir.

Dordiincii ve son boliimde, maksimal enerjili ve minimal enerjili graflar karakterize
edilmistir. Ayrica bu boliimde temel problemlerden hareketle bazi1 6zel graf siniflart
(minimal veya maksimal enerjili) incelenmistir. Ayrica halen agik olan bircok

problemlerden de bahsedilmistir.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
2.1. Graf Teorisi

Tanmmm 2.1.1. Bir G = (V,E) grafi bostan farkli sonlu bir V kiimesi ve E =
{{u, vhu,v € V} kiimesinden olusur. V' kiimesinin elemanlarina grafin noktalari, E

kiimesinin elemanlarina da grafin kenarlar: denir.

Tanmim 2.1.2. G = (V,E) bir graf ve u,v € V olsun. Eger, e = {u, v} olacak bi¢gimde
bir e € E kenar1 varsa u ve v noktalar1 komsu noktalardir denir ve u~v ile gosterilir.
Eger e = {v} ise v noktasi kendisine komsudur denir. v € V olmak iizere v’ nin

komguluk kiimesi
Ne(w) ={u eViu~v} (2.1)
seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.1.3. G = (V, E) bir graf ve v € V olsun. Bir v noktasinin derecesi, v noktasina
komsu olan noktalarin sayisidir. deg(v) ya da d(v) ile gosterilir. G = (V, E) grafinin
noktalart vy, vy, ..., U, olsun. Buna gore bu grafin maksimum ve minimum dereceleri

sirasiyla

A(G) = max{deg(v;):1 <i <n}
ve

§(G) = min{deg(v;):1 <i <n}

olarak tanimlanir. v; € V olmak iizere v; ye komsu olan noktalarin derecelerinin

ortalamasi m; ile gosterilir. Ayrica m;, V’ nin ortalama 2-derecesi olarak da bilinir.

Tamim 2.1.4. Derecesi sifir olan noktaya ayrik nokta (isolated vertex) ve derecesi bir
olan noktaya pendant nokta denir.



Sekil 2.1. z noktast ayrik noktadur.

Tanmm 2.1.5. Bir grafin derecelerinin artmayan bi¢imde siralanmasiyla olusturulan

diziye derece dizisi denir.

Teorem 2.1.6. Bir grafin derecelerinin toplam1 kenarlarinin iki katina esittir. Yani, d;, i

noktasinin derecesi ve e , grafin kenar sayisi olmak iizere

di=2€

n
i=1
esitligi saglanir [6].

Tamm 2.1.7. G = (V,E) bir graf ve u,v € V olsun. Eger e = {V} olacak bi¢imde bir
e € E varsa e’ ye bir ilmek (loop) denir. Eger E kiimesinde g = {u, v} = f olacak bigimde

farkli iki g ve f kenari varsa bu kenarlara katli kenar (multiple edge) denir.

Sekil 2.2. ilmek ve katli kenar 6rnegi

Tamm 2.1.8. Yonsiiz bir G grafi, herhangi bir ilmek (loop) ve katli kenar igermiyorsa bu

grafa basit graf denir.



Tamm 2.1.9. G bostan farkli bir graf olmak iizere G’ nin herhangi iki noktasi bir yol
(path) olusturuyorsa G’ ye baglantili (connected) graf denir. Baglantili olmayan grafa

baglantisiz graf denir.

Sekil 2.3.Baglantili ve baglantisiz graf 6rnekleri

Tamm 2.1.10. G = (V, E) bir graf ve vy, v4,...,v, EV , €y, €4, ", e, € E olmak iizere
vy Ve v, noktalar1 arasinda Vg, €1, V1, €2, Vg, ., €n, Uy €V seklinde yazilan
n —uzunluklu noktalarin ve kenarlart olusturdugu sonlu diziye bir yiiriime denir. Bir
yiiriiyiisteki kenar sayisina o yiirlimenin uzunlugu denir. Hicbir kenarin tekrarlanmadigi

yuriimeye gezi (trail) ve hi¢bir noktanin tekrarlanmadig: yiirtimeye yol (path) denir.

Tamm 2.1.11. G grafinda alinan herhangi iki nokta ¢ifti arasindaki en biiyiik uzakliga

G’nin ¢ap1 (diameter) denir ve diam(G) bi¢ciminde gosterilir.
Bir u noktasinin dismerkezligi

e(u) = max,epd(u, v)

ve G’ nin yarig¢apt

r(G) = minyeye(u)

ile gosterilir. Ustelik bir grafin merkezi 7(G)’ ye esit olan graf dis merkezliklerinin

kiimesi olarak tanimlanir.

Tanim 2.1.10 ve Tanmim 2.1.11° deki kavramlar asagidaki graf Orneklerinde

gosterilmistir. (Bknz Sekil 2.4.)



0l

Sekil 2.4. Sirasiyla G, ve G, graflar

Sekil 2.4.” de verilen graflar igin merkez noktalar: [l sembolii ile verilmistir. Dikkatli

bakilirsa r(G,) = r(G,) = 2 ve diam(G,) = 4, diam(G,) = 3 oldugu goriiliir.

Tamm 2.1.12. Bir G grafinda her noktanin derecesi ayni ise G grafina regiiler graf
denir. Bir graf iki pargali ve ayni par¢adaki her bir nokta ayni dereceye sahipse yari
regiiler (semi-regular) iki parcali graf olarak adlandirilir. Her bir farkli nokta giftinin
sadece bir tek kenar olusturdugu grafa tam graf denir ve nokta sayis1 n olmak iizere K,

ile gosterilir.

Sekil 2.5. K, ve K5 tam graflari

Tamim 2.1.13. n noktali bir grafta, bir noktasinin derecesi n — 1, diger noktalarinin
derecesi 1 olan grafa yildiz (star) graf denir. K, ,_, ya da S, ile gosterilir. S, ve S, iKi
yildiz graf olmak iizere merkez noktalarinin bir kenar ile birlestirilmesi ile olusan p + q

noktali grafa ¢ift yildiz (double star) grafi denir ve S, ; ile gosterilir.

Ustelik bir y1ldiz grafa yol graf eklenerek elde edilen grafa kuyrukiu yildiz (comet) denir

ve P, . ile gosterilir.
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Sekil 2.6. S5, S¢ 5, Py 3 graflari.

Tamm 2.1.14. G = (V,E) grafi verilsin. Eger V noktalar kiimesi U ve W ayrik iki
kiimeye parcalanabiliyorsa, G grafina iki parcali graf (bipartite) denir Daha da
genellersek, bir grafin V noktalar kiimesi r tane kiimeye pargalanabiliyorsa, grafa

r —par¢all graf (¢ok parcali graf) denir.
Iki parcali tam graflar, n sayis1 bir parcasinin noktalar1 ve m sayisi da diger pargasinin

noktalar sayis1 olmak tizere K, ,,, bi¢iminde gosterilir.



Sekil 2.7. K3 4 grafi

Lemma 2.1.15. G, n noktali ve m kenarli baglantili iki pargali bir graf ve derece dizisi

dy,dsy, ..., d, olmak iizere
di +d5+ -+ d% <mn

esitsizligi saglanir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G’ nin iki pargali tam

bir graf olmasidir [7].

Ispat. G nin herhangi bir uv kenar i¢in, d,, + d,, < n olacak bigimde
n

Yz =, +dy)

i=1 uv

<mn
esitsizligi elde edilir.

Tanmm 2.1.16. V={1,23,...,n} ve E={{1,2},{2,3},...,{n—1,n},{n, 1}} olacak
bigimdeki C, (V, E) grafina dongii (cycle) graf denir. Bir dongii grafin kenar sayisi nokta

sayisina esittir.
Tamim 2.1.17. G grafi n noktali m kenarli graf olmak iizere

i. m=n-—1iseG biragac (tree)
ii.  m = nise tek dongiilii (unicyclic)
iii.  m =n+ 1ise ¢ift dongiilii (bicyclic)
8



iv.  Baglantisiz olacak bigimde en az iki agacin olusturdugu grafa orman (forest)

denir.

1 ® 4 1®

2@ 6 3 4
2 @
7 7
8
4
3@ 8 10 9 6 5

Sekil 2.8. Sirasiyla agac; tek dongiilii ve ¢ift dongiilii graf 6rnekleri

wm

Tammm 2.1.18. n noktali k —regiiler bos yada tam olmayan bir G grafi (n,k,s,7r)
parametreleriyle birlikte asagidaki kosullar1 saglarsa giiclii regiiler (strongly regular)

graf olarak isimlendirilir.

) Birbirine komsu olan biitiin nokta ikililerini s > 0 adet ayn1 sayida ortak
komsuya sahiptir.

i) Birbirine komsu olmayan biitiin nokta ikilileri de r > 0 adet ayn1 sayida
ortak komsuya sahiptir.

iii)  Eger r > 0 ise G tam graflarin ayrik birlesimidir.  # 0 ve G tam olmayan

graf ise G nin 6z degerleri k ve asagidaki quadratik denklemin kokleri olur.
X2+ (@ -s)x+(r—-k)=0 (2.2)

Bu koklere u ve v diyelim. k 6z degerlerinin kat1 1 olur. u ve v 6z degerlerinin katlari

sirastyla m,, ve m,, ise asagidaki denklemlerin ¢oziimiiyle elde edilir.
m,+m,=n-1, k+mu+m,v=0

n-1 n-5 n-1
4

) )

Tanmm 2.1.19. (n,
2 4

) parametreli giiglii regliler grafa konferans

(conference) graf denir. Ozel olarak, n asal kuvvetli ise konferans grafa Paley grafi

denir.



Tanmm 2.1.20. Bir grafin tiim kenarlari, bu kenarlar1 olusturan noktalardan biri ¢ikis
noktas1 digeri varis noktasi olacak bigimde yonlendirilmis ise bu grafa yonlii graf

(digraph) denir. Yonlii bir grafin kenarlar1 yay (arc) olarak isimlendirilir.

G bir yonlii graf olmak iizere her u, v nokta ¢ifti i¢in u noktasindan v noktasina ve v

noktasindan u noktasina bir yol varsa grafa giiclii baglantili graf denir.

Tanmm 2.1.21. Bir graf hem kenar hem de yay iceriyorsa bu grafa karisik (mixed) graf

denir.

Sekil 2.9. Karigik (mixed) graf 6rnegi
2.2. Matris Teorisi

Tanmm 2.2.1. A € M,, olmak iizere AX = AX denklemini saglayan bir A skaleri varsa
sifir olmayan X vektoriine A kare matrisinin 6z vektorii denir. A skalerine de oz deger

denir. Ayrica bir A matrisinin karakteristik polinomu
K,(1) = det(A — Al

dir. Bu denklemin kokleri matrisin 6z degerlerini verir.
Tanim 2.2.2. A € M,, olmak {izere

p(4) = max{|A|: 4, A" mun szdegeri}

kiimesine A matrisinin spektral yarig¢ap: denir.

Tamm 2.2.3. Bir A = (al- j) matrisinin eslenik transpozu

AT = (ay)
10



olarak tanimlanir.

Tamm 2.2.4. Bir A matrisinin Hermit transpozu A’ nin karmasik eslenik transpozudur

ve

—T

Af =4
biciminde gosterilir.

Tanim 2.2.5. A = (ai j) matrisi elemanlar1 karmasik sayilardan olusan bir kare matris

olmak iizere

Af =4

kosulu saglaniyorsa A matrisine Hermit matris denir.
Teorem 2.2.6. Hermit bir matrisin biitiin 6z degerleri reeldir.

Ispat. A bir A matrisinin herhangi bir 6z degeri ve x ilgili 6z vektdrii olsun. O zaman

Oklid i¢ carpimu altinda
Mx, x) = (Ax, x)

= (Ax, x)

= (x,A%x)

= (x, Ax)

= (x, Ax)

= (x,Ax)

= AUx, x)

olur. x 6z vektdr oldugundan sifirdan degildir ve (x, x) # 0 dir. Bylece 1 = 2 bulunur

ki bu da A 6z degerinin reel oldugunu verir.
11



Tamm 2.2.7. A ve B matrisleri nxn kare matrisler olmak iizere
B =P AP
olacak bi¢imde tekil olmayan bir P matrisi varsa A ve B matrislerine benzerdir denir.
Teorem 2.2.8. Benzer matrisler ayn1 6z degerlere sahiptir [8].
Teorem 2.2.9. Bir matrisin 6z degerleri ile transpozunun 6z degerleri aynidir.
Ispat. 2, A’ nm bir 6z degeri olsun. Bu taktirde
0 =det(A—Al)
yazilabilir. Determinant 6zelliklerinden
0 =det(A— Al
= det((AT)T — AIT)
= det[AT — AIlT
= det(AT — AI)
elde edilir. Boylece 4, AT’ nin de bir 6z degeri olur.

Teorem 2.2.10. (Schur Birimsel Ucgensellestirme) A nxn tipinde bir matris ve
A = Ay = = A, 0z degerleri olmak lizere T = U*AU {ist liggensel olacak bigimde bir

U € M, birimsel matrisi vardir ve T nin her bir t;; kosegen elemani, 4;” lere esittir [9].
Tamim 2.2.11. A keyfi matris olmak tizere A*A = AA* ise A’ ya normal matris denir.

Teorem 2.2.12. A ve B normal matrisler alallm. AB = BA ise U birimsel matris olacak

sekilde U*AU ve U*BU kosegen matrisler vardir [9].

Teorem 2.2.13. A = (a;j) € M,, matrisinin 6z degerleri A4, ..., 4, olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir.
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i. A normal matris

ii. A birimsel kosegenlestirilebilirdir
2
. Z?j:llaijl = XizqlAil?

iv. A matrisinin n 6z vektorlerinin bir ortonormal kiimesi vardir [9].

Spektral graf teoride problemlerin ¢éziimiinde siklikla kullanilan lineer cebir teoremleri

asagida verilmistir.

A matrisi nxn tipinde bir simetrik matris ve 6z degerleri 4; = A, = -+ = A,, bigiminde

siralansin. Bu taktirde

1. (Arada olma) k =1, ...,m i¢in A’ nin B,,,,, alt matrisinin 6z degerleri p; = --- >
U, olmak tizere
A 2 Wi 2 Anomak

esitsizligi saglanir [10].

2. (Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi) Aritmetik ortalama karesel ortalamadan

daha az ise

(2.3)

n

M+ + 42, <\//1§+/1§+---/1,21
n

esitsizligi saglanir [11].

3. (Rayleigh prensibi) Belirli bir x vektorii igin Rayleigh orani biitiin 0 # x € R" igin

xAx*

Ra(x) = -

olmak lzere
In SR (X) < X4 (2.4)

dir [12].
13



4. (Ky Fan Esitsizligi) A,B ve C nxn kare matrisler ve A+ B = C olmak iizere
n n n
DLW+ D B = ) (O 25)
i=1 i=1 i=1

dir. Esitligin saglanmasi igin yeter ve gerek kosul P ortogonal bir matris olmak tizere,

PA ve PB her ikiside pozitif yar1 tanimli (semidefinite) matris olmasidir [13].
2.3. Graflar ve Matrisler

Tamim 2.3.1. (Komsuluk Matrisi) G = (V, E) bir graf olmak tizere

1, i~j
A(G)=(ai,j)={0, d.d.

bi¢giminde tanimli A(G) matrisine grafin komsuluk matrisi denir.

Tammm 2.3.2. ¢ = (V,E) grafinin derece matrisi, kosegen elemanlari noktalarin

derecelerinden olusan kdsegen bir matristir ve D(G) bigiminde gosterilir.

Tanmm 2.3.3. Bir G = (V,E) grafinin komsuluk matrisinin 6z degerlerine grafin 6z
degerleri denir. En biiyiik 6z degeri G’ nin spektral yarigapi olarak tanimlanir ve p(G)

veya A, (G) bigiminde gosterilir.

Tanimm 2.34.G = (V,E)ve G' = (V',E") graflari verilsin. Eger V' € V ve E' C E ise
G', G grafinin bir alt grafidir.

Lemma 2.3.5. G baglantili bir graf ve G’ grafi G’ nin bir alt grafi olsun. Bu durumda
A (G") = 4,(6)
dir [10].

Lemma 2.3.6. T derece dizisi d,,d,,..,d, ve ortalama 2 — derece dizisi

my, m,, ..., my, olan n noktali bir agag olsun. Bu taktirde

M(T) = max{\/d;+ m; —1:1<i<n} (2.6)
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esitsizligi saglanir. Ayrica, esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul T agacinin

Ta;q; grafi olmasidir [10].

Yukaridaki teoremde Tdi,d]. grafi, d; =2 olmak lizere Kl,d]-—l grafinin d;-kopyasinin

merkezine yeni bir v; noktasi eklenerek elde edilen graftir (Sekil 2.9).

Sekil 2.10. T, 5 agact

Tamm 2.3.7. G’ nin spektrumundaki sifirin katina G’ nin sifirlik (nullity) degeri denir

ve ny (@) ile gosterilir.
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Bazi 6zel graflarin spektrumlari asagidaki tabloda verilmistir.

Graf Spektrumu

K

" <n -1,-1, ...,—1>

n-1

K

m (\/mn, 0,..,0 —\/mn)

m+n-—2

Cn ZCOS(%j) G=01,..,n—-1)
P, 2cos(nn—JL) G=1,..,n)
S

" ( n—1,0,..,0,— n—1>

n-2

Onerme 2.3.8. n noktali m kenarli bir G grafi ve A4, 1,, ..., A, 6z degerleri 1, > 1, >

-+ > A, olarak siralansin. Bu durumda

i. A4, 4y, ., Ay, reel sayilar ve Yi=; A; = 0 dur.
ii. Ay =2, = =1, vem = 0ise bdylece Xj-, 47 = 2m, Xix; ;A = —m dir.
iii.  Her bir A 6z degeri orijine gore simetriktir ancak ve ancak G iki pargali bir

graftir. Yani 1 6z deger ise - A da ayni katli 6z degerdir [10].

Teorem 2.3.9. n noktali m kenarli bir G grafi ve 44 = 1, = -+ > 4, 0z degerleri

verilsin. Bu durumda,

i. Ay =2m/n dir. Ustelik esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G grafi

2m/n —regiiler olmasidir.
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ii. G baglantili bir grafise 1; > A, dir [10].

Teorem 2.3.10. Eger G’ nin spektrumu tam olarak bir pozitif 6z deger igerirse G ¢ok

pargali tam grafa bazi izole noktalarin eklenmesiyle olusan graftir [10].

Tammm 2.3.11. G ve H iki graf olsun.G ve H graflarinin noktalar kiimesi V(G),V (H)
olmak tizere “G’ de keyfi u ve v noktalar1 i¢in u~v olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H

grafinda f(u)~f(v)” olacak bigimde
f:V(G) > V(H)

bire bir ve orten f fonksiyonu varsa G ve H graflari izomorfiktir denir ve G = H ile

gosterilir.
Teorem 2.3.12. Bir G grafinin tiim izomorfik degismezleri asagida siralanmuistir.

i.  Grafin noktalarinin sayisi
ii.  Grafin kenarlar1 sayisi
iii.  Derecesi k olan noktalarin sayisi
iv.  Derece dizisi
v.  Baglantili bilesen sayisi
vi.  Uzunlugu k olan noktalarin sayisi

vii.  Uzunlugu k olan basit dongii sayisi [14]

Ornek 2.3.13. Asagidaki sekilde verilen G ve H graflari izomorf graflardr.

Sekil 2.11. Bir izomorfik graf 6rnegi
17



Sonu¢ 2.3.14. iki grafin izomorfik olmasi icin gerek ve yeter kosul komsuluk

matrislerinin izomorfik olmasidir.

Teorem 2.3.15. T € T, ve spektral yarigap A; olmak iizere
A1(Sn) 2 4(T) 2 4,(P)

esitsizlikleri saglanir [15].

Tamim 2.3.16. G = (V, E) bir graf olsun.G’ nin enerjisi £(G) olarak gosterilir ve G’ nin

0z degerlerinin mutlak toplamidir.

Yani; G’ nin 6z degerleri A4, ... , A, olmak {izere enerji

n
6 =) ||
j=1
olarak hesaplanabilir. Ornegin, bir tam grafin spektrumu <n -1,-1, ... ,—1) olmak
n-—1 tane

tizere enerjisi

EKY)=In—-1]+|-1].(n—-1)
=2n—2

olarak hesaplanabilir.

Tamm 2.3.17. D yonlii bir graf olsun. D’ nin 6z degerleri {, = a; + byl olmak iizere

enerjisi

£) = ) a
j=1

olarak tanimlanir. Yani D’ nin enerjisi 6z degerlerinin reel kisimlarinin toplamidir.
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Sekil 2.12.

Ornek 2.3.18. Sekil 2.12° deki C, yonlii grafim inceleyelim. Bu grafin karakteristik
polinomu x* — 1 ve bdylece 6z degerleri 1, —1, i, —i karmasik sayilaridir. Bu durumda
E(C4) = 2 olarak hesaplanir.

Tanmm 2.3.19. D yonlii bir graf olsun. Eger komsuluk matrisi normal matris ise D

grafina normal yonlii graf denir.

Teorem 2.3.20. n kenarli biitiin yonlii graflar ile tek dongiili €, arasinda t =

2,3 ya da 4 ise minimal enerji ve t = n oldugunda maksimal enerji elde edilir [6].

Teorem 2.3.21. n kenarli bir D yonlii grafi verilsin. A = (ai j) komsuluk matrisi olmak

tizere karakteristik polinomu
CDD(X) = det(xl — A) =x" + bn—lxn_1 + -+ b,

olsun. Bu durumda

= Z(—l)“” (=1 ..,1) 2.7)

LEL;
esitligi saglanir [10].
Asagidaki teorem enerjinin integral gosterimi olarak bilinir.

Teorem 2.3.22. D n kenarh ve {;, ...,{, 6z degerleri olmak iizere bir yonli graf olsun.
Bu takdirde,

1 I ix®;(iz)
ew)—;_f <n i ) Zm (9] 28)
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esitligi saglanir [6].

Tamim 2.3.23. n noktali bir G grafi igin eger £(G) > 2n — 2 ise bu grafa Hiper-Enerjik
graf denir. (Bknz Sekil 2.13).

Sekil 2.13.

Teorem 2.3.24. Konferans graflar hiper-enerjiktir [16].

Teorem 2.3.25. q = 3(mod4) bir asal kuvvet olsun. g dereceli bir yonlii 7, Paley

grafinin enerjisi yonsiiziiniin enerjisinin yarisina esittir [17].
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3. BOLUM
YONLU VE YONSUZ GRAF ENERJISI IiCIN SINIRLAR
Bu boliim, yonlii ve yonsiiz graflar icin sinirlar olarak iki kisimda ele alinacaktir.
3.1. Yonsiiz Graflar

m Kkenar ve n noktali bir G grafi i¢in, ilk smir 70’ 1i yillarin baginda alt ve st smir

McClelland tarafindan verilmistir [18].

Teorem 3.1.1. (McClelland) G, n noktali m kenarli bir graf ve A komsuluk matrisi

olsun. Bu durumda

\/Zm +n(n— 1)|det(A)|% < E(G) <V2mn (3.1)

esitsizlikleri saglanir.

_1)

Ispat. G’ nin 6zdegerleri A, = 1, = -+ = A, olsun. i < j olacak bigimde n(nT —tane

farkli |/1i||/'lj| terimlerinin aritmetik ortalamas1 ¢ olsun. Yani,

3 2 %i<ilil|2)]
- n(n-1)

ve |4;] |Aj| terimlerinin geometrik ortalamasi 7 olmak tizere

2
nn-1)

=] [dlal

i<j

2 _

n nn—-1)
([ Jwre=)
i=1
2
n n
= (ﬂw)
i=1



2
= |detA|n

elde edilir. Onerme 2.3.8° den

£4(6) = (il%l)
Zu 242 12|

i<j
=2m+nn—-1u

esitlikleri elde edilir. Negatif olmayan sayilarin aritmetik ortalamasi geometrik

ortalamasindan daha biiyiik oldugundan (3.1)’ de ki alt sinir kolaylikla goriiliir. Diger

taraftan,
n n
Dl =[x >0
i=1j=1
oldugundan
n n n n n
PRI ZZ(IAiI)2+ZZ(Iﬂj|)Z
i=1j=1 j=1i=1 i=1 j=1
n n
2 Y)Y
i=1 j=1

= 2mn + 2mn — 2E%(G)
elde edilir. Boylece 4mn — 2£2(G) = 0 olur ki bu da (3.1)’ deki iist stnirdur,
Teorem 3.1.2. m kenarli bir G grafi i¢in
2Vm < £(G) < 2m (3.2)

dir. Soldaki esitliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G’ nin ab = m olacak

sekilde bir K, ;, keyfi izole noktalar1 igeren iki parcali tam graf olmasidir. Sagdaki
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esitliginin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G nin bazi izole noktalar1 i¢eren K, nin

m adet kopyas1 olmasidir [3].

Ispat. Eger G izole noktalara sahip ise her bir izole nokta bir tane dzdegerin sifira esit
olmasin1 saglayacaktir. Boylece G’ ye izole noktalarin eklenmesi m ya da £(G)’ yi

degistirmeyecektir. G grafinin enerji tamimindan asagidaki esitlik elde edilir.
n

£(6)? = mez + 22|,1i/1j| (3.3)
i=1 i<j

Diger taraftan, Onerme 2.3.8 den

n
ZVHZ =2m
i=1

ve

Zl/’lile =-m

i<j

esitlikleri (3.3)’ deki esitlikte yerine koyulursa

£(G)? = 2m + 22|/1i||,1j|

i<j
> 2m+2[Y A
i<j

=4m
elde edilir.
Teorem 3.1.3. Eger G’ nin sifirlik (nullity) degeri sifir ise
£(6) < 2m(n—ny) (3.4)
esitsizligi saglanir [19].

Teorem 3.1.4. G’ nin 6z degerleri 44 > 1, = -+ > 4, olsun. Bu durumda
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EG) <Ay + J(n —1)(2m —212) (3.5)

esitsizligi elde edilir [20].

Ispat. Enerji tanim1 kullanilarak,

EG) = zn:MH
i=1

n-—1
=1 + Z |4;| (Cauchy — Schwarz)

=2

<A+Vvn-—-1

n-1
ZIAiIZ (Onerme 2.3.8 (ii))
i=2

elde edilir.

Teorem 3.1.5 (Koolen-Moulton) G bir graf olsun. Eger 2m > n ise

2 2m\ 2
£6) < 7"1 + \/(n ~1) lZm - (Tm) l (3.6)

Ustelik (3.6)” deki esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G’ nin K,’ nin n/2 tane

kopyasini igermesi ya da G = K,, olmasidir [20].

Ispat. G’ nin 6z degerleri A; = A, = -+ = 4, olsun. Bir

F(x) =x++(n—1)(2m — x2)

fonksiyonu verildiginde bu fonksiyon x € (w/ 2m/n, Zm) degiskenine bagl azalan bir

fonksiyon olur. (3.5) esitsizliginden

E(G) < Ay + J (n—1)(@2m — 12) (3.7)
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ve Teorem 2.3.9’ dan
A =2m/n (3.8)

oldugundan

EG)< A + \/(n —1)(2m —2%)

<2m/n+ \/(n -1) <2m — (27m>2>

elde edilir.

(n/2)K,’ nin 6z degerleri +1 (her ikiside n/2 katli) ve K,,” nin 6z degerlerin — 1 (1
katli) ve —1 (n — 1 katli) oldugundan (3.6)” deki esitligi gormek kolaydir.

Tersine (3.6)” deki esitlik saglaniyorsa 1; = 2m/n olmalidir. Bu ise G’ nin derecesi
2m/n - regiiler graf oldugunu gosterir. Simdi esitlik ayn1 zaman da Cauchy-Schwarz

esitsizligini de sagladigindan 2 < i < n i¢in

Al = (@2m—(2m/n)2)/(n— 1)

elde edilir. G = (n/2)K,, durumunda G’ nin mutlak degerleri esit olan iki 6z degeri

vardir yada G = K, durumunda G’ nin mutlak degerleri farkli iki 6z degeri vardir.

Lemma 3.1.6. G bir graf ve derece dizisi dy, d5, ... ,d, olsun. Bu durumda

(3.9)

saglanir. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter kosul G’ nin regiiler veya semi regiiler

graf olmasidir [21].

Teorem 3.1.7. G, n noktali ve m kenarli ve derece dizisi (dy, d5, ..., d,) olan bir graf

olmak lizere
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E(G) < %Zd? + |[(n=1D|2m - (3.10)

|
|

esitsizligi saglanir. Bunun yani sira (3.10)” deki esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter

kosul asagidakilerden birinin saglanmasidir.

(i) G = (n/2)K, (n =2m);
(i) G =K, m=nn-1)/2);
(i) G , asikar olmayan iki 6z  degerinin mutlak  degerleri

J(@m — (2m/n)2)/(n — 1) olan tam olmayan baglantili giiclii regiiler

graftir;
(iv) G =nk, (m = 0) [22].

Tamm 3.1.8. Bir p sabiti i¢in G grafinda her bir noktanin ortalama 2 —derecesi p’ ye
esit (yani, m; = p) ise G grafina regiilerimsi (pseudoregular) ya da p — regiilerimsi graf
denir. Iki pargali bir G (X, Y) grafi, X* deki her bir nokta i¢in m; = p, ve Y’ deki her bir

nokta i¢in m; = p,, ise grafa (px, py) —yar1 regiilerimsi (pseudosemiregular) graf denir.

Acik olarak herhangi bir r —regiiler graf ayni zamanda bir r — regiilerimsi graftir.
Herhangi bir (a, b) —yar1 regiiler iki pargali grafi bir (b, a) —yar1 regiilerimsi iki parcali
graftir. Tersine bir regiilerimsi graf, regiiler graf olmayabilir, Gergekten Sekil 3.1’ de

goriildiigii gibi graf regiilerimsi olup regiiler degildir.

Sekil 3.1.
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Teorem 3.1.9. G bos olmayan n noktali m kenarli bir graf, derece dizisi dy,d,, ...,d,

ve her 1 <i < nigint; = d;m; olsun. Bu durumda

E(G) < zn:tf/zn:di2+ (n_1)<2m_zn:ti2/zn:di2> (3.11)
i=1 i=1 i=1 i=1

Esitligin saglanmast icin gerek ve yeter kosul asagidaki durumlardan birinin

saglanmasidir.

. G=(n/2)K,
. G=K,

iii. p>./2m/n olmak iizere G iki parcali olmayan baglantili p —regtilerimsi

n-1 n-—1

graftir ve ti¢ farkl 6z degeri (p, sz_pz ) —sz_p2> dir [23].

Teorem 3.1.10. G, n noktali bir graf olsun. Bu durumda

£(6) < g (Vn+1) (3.12)

n+vn n+2vn n+2\/ﬁ)

Esitligin saglanmas1 igin gerek ve yeter kosul G ’ nin (n, T e

parametrelere sahip giiglii regiiler bir graf olmasidir [20].

Ispat. G, n noktali ve m kenarli bir graf olsun. Kabul edelim ki 2m > n olsun. Teorem

3.1.4’ in ispatinda verilen

F(x) = x+\/(n— 1(2m — x2)

fonksiyonu dikkate alinirsa (3.6) esitsizliginin sag tarafindaki ifade m = (n? + nvn)/4
icin maksimum olur. Boylece (3.6)’ de m yerine bu degerin yazilmasiyla (3.12)

esitsizligi elde edilir. Yani,

2 2m\ >
£6) < Tm + \/(n ~1 lZm _ (Tm) l (3.13)

=g(x/ﬁ+1)
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bulunur. Diger taraftan Teorem 3.1.4 ve (2.3) esitliginden (3.12)’ deki esitligin

< .. . + +2 +2 .
saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosulun G’ nin (n,n Zﬁ,n 4\/5,71 4\/5) parametrelerine

sahip giiclii regiiler bir graf olmas1 gerektigi goriliir.

Kabul edelim ki 2m < n olsun. Bu durumda ise (3.13) esitsizliginden

£(6) sz—m+\/(n—1) l2m—(2—m) l
n n

<2m
<n
elde edilir.

Teorem 3.1.11. G iki pargali n > 2 noktali bir graf olsun. Bu durumda
n
€6)<— (Vn++2 3.14
@) = 7= ( ) (3.14)

esitsizligi saglanir [24].

Teorem 3.1.12. G iki parcali n > 2 noktali ; m kenarli ve derece dizisi d,, d,, ... ,d,

olan bir graf olmak {izere

1w 2%
£(6) < 2 ;Zdi2+ (-2 2m-=% a2 (3.15)

l
esitsizligi saglanir [22].

Teorem 3.1.13. G izole noktas1 olmayan n noktali bir graf olsun. Bu durumda
E(G)=2vn—-1 (3.16)

dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G = S, [3].
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jspat.

G baglantili bir graf oldugundan en az n — 1 kenara sahiptir. G, £ —bilesenli baglantili
olmayan graf ve G, G, ..., G, alt graflar1 sirasiyla nq, ..., n, noktali alinsin. Teorem

3.1.12’ den her bir baglantili bilesen igin

£G) =2 n -1 (i=1,0)

dir.. Boylece

£
E6) = ) (6D
i=1

=2 i(ni—1)+zz\/ni—1\/nk—1

i<k

>2Jn—1+00t-1) (;=2)

=2Jyn—1+ (£ —-1)2
>2vn—-1
elde edilir.

Teorem 3.1.14. T n noktali m kenarl bir graf, derece dizisi dq, d, ..., d,, ve ortalama 2-

derece dizisi m;, m,, ..., m,, olan bir orman olsun. Bu durumda
s=max{d; +m; —1:1<i<n}
olmak tizere
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E(T) < 2v/s ++/(n—2)(2m — 25) (3.17)

dir. Ustelik esitligin saglanmas igin gerek ve yeter kosul asagidakilerden en az birisinin

saglanmasidir.

i) T = (n/2)K,
i) T=K n,Unm-1-m)K; [25].

Teorem 3.1.15. Yeterince biiyiik n sayist i¢in

1
£(G) = En3/2 — nt1/10 (3.18)

olacak bi¢imde n noktali bir G grafi vardir [25].
Sonug¢ 3.1.16. En az bir kenarl1 keyfi basit graflar i¢in

€G)=2 (3.19)
dir [25].

Sonug 3.1.17. {e} basit bir G grafinin kesme kenar1 (cut edge) olmak tizere

E(G—e) <EG) (3.20)
esitsizligi saglanir. Ustelik bir T agacinin keyfi kenart igin

E(T—e) <&M (3.21)
dir [25].

Sonu¢ 3.1.18. G n noktali m kenarli bir graf ve maksimum derecesi A olsun. Bu

durumda
€(G) < 2m —2(A—VA) (3.22)

elde edilir. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter sart G’ nin Sy, yildiz grafi ile

m —Aven —2m+ A — 1 tane izole noktalarin birlesimi olmasidir [13].
Sonug¢ 3.1.19. Baglantili bir G grafinin ¢ap1 d ile gosterilmek {izere
€(G) <2(m —d) + €(Pg41) (3.23)
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esitsizligi saglanir. G % Py, q ise

€(G) <2(m—d) + €(Py41) (3.24)
dir [25].
3.2. Yonli Graflar

Lemma 3.2.1. D, a yayli n dereceli bir yonlii graf ve ¢, D’ nin 2 —uzunluklu kapal

yiriyislerinin sayisi olsun. {3, ..., {, 6z degerleri olmak {izere

> Re@OR+ Y Im@I <a (325)
k=1 k=1

ve

D RGP (mGF =c (326)
dir [26].

Teorem 3.2.2. a yayli n dereceli bir D yo6nlii grafi tanimlansin. Bu durumda

EMD) < /%n(a +c,) (3.27)

dir. Ustelik esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul D’ nin 2 —uzunluklu % adet

yonlii dongii kopyasina sahip bir yonlii graf olmasidir.(Sekil 3.2) [27].

Sekil 3.2.
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Teorem 3.2.3. a yayli bir D yonlii grafi tanimlansi. Bu durumda
EMD)<a (3.28)

esitsizligi elde edilir. Esitlik i¢in gerek ve yeter kosul D’ nin 2 —uzunluklu yonlii

dongiilerin a/2 adet kopyasini igermesi ve bazi izole noktalara sahip olmasidir [28].

Teorem 3.2.4. D, n noktal ve {4, ..., {,, 6zdegerleriyle bir yonlii graf olsun. Eger A, D

nin komsuluk matrisi ve c,, D’ nin 2 — uzunluklu kapal yiiriiyiislerinin sayisi ise

ED) = {2c, (3.29)
dir. Bu simir i¢in esitligin saglandigi durum dongiisiiz yonlii veya yonlii graflar igin

0, - \/C;Z , \/% degerlerinin sirastyla n — 2, 1, 1 katli birer 6z deger olmasidir [28].

Teorem 3.2.5. a yayli n noktali bir D yonli grafi tanimlansin. Bu durumda c,, D’ nin

2 —uzunluklu kapali yiiriiyiislerinin sayisi olmak tizere

£(D) < %2 + j(n ~D[a - (%2) ] (3.30)

esitsizligi saglanir [28].

Teorem 3.2.6. D yonlii grafi a yayli n noktali giiglii baglantili bir yonlii graf ve c¢,, D’

nin 2 —uzunluklu kapal1 yiiriiytiglerinin sayisi olsun. {, D’ nin spektral yarigapt olmak

. + .
uzere { > az_;z >1ise

2
e <2 ;ncz + j(n i J; ©_ (a ;ncz) ] (3.31)

dir [29].

Teorem 3.2.7. D grafi giiglii baglantili yonli graf olmak izere
EMD) =2 (3.32)

dir. Ustelik esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul r = 2,3, 4 icin D = C, [29].
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Lemma 3.2.8. D, n noktali a yaylh bir yonlii graf olsun. 2 — uzunluklu kapali
yiriiyiislerin sayis1 ¢, ve 6z degerleri {j,...,{, olmak iizere asagidaki kosullar
esdegerdir [29].

i. D normal bir yonlii graftir;
7lﬁcL=1|(k|2 =a

iil.  Xr_i[Re(G)]? = L2

v, Tpoalim(G)? = =2

fspat.
(ieii)a= Z§j=1 a;; = Z§j=1|aij|2 oldugundan Teorem 2.2.13’ den sonug goriiliir.

(iii & iv) (3.26)’ den kolayca elde edilir.

(iii = ii) Y34 [Re(§i)]? = “=% olsun. Bu durumda Lemma 3.2.1” den
n a—c
> ImGIP =
k=1

elde edilir. Boylece

D= RGP+ ImG

=a
oldugu gortiliir.

(ii = iii) Kabul edelim ki ¥7_,[Re({;)]? # % olsun. Bu durumda

> [Re(@ <222

k=1 2

elde edilir. Diger taraftan (3.25) ve (3.26)’ den

a_C2
2

> im@r <
k=1

ve
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Z;JW = Zzzl[Re«k)]z + Z:J’m(@]z

<a

esitsizlikleri elde edilir. Bu ise bir (i)’ nin saglanmasina bir ¢eligki olusturur. Boylece

Y2 [Re(§)]? = =2 dir.

2

Lemma 3.2.9. D, n noktali a yayli bir normal yonlii graf olsun. p D’ nin spektral
yarigapi ise p = %dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul D’ nin% —regiiler

graf olmasidir [30].

Teorem 3.2.10. D, n noktali a yayli bir gicli baglantili normal yonli graf

olsun. 2 —uzunluklu kapal1 yiiriiyiislerinin sayisi ¢, olmak {izere

£(D) < % + \/(n ~1) [a J; 2 _ (%)2] (3.33)

Ustelik, esitligin saglanmast icin gerek ve yeter kosul spektral yaricapindan farkli biitiin

a+cy (a)2
2 n

0z degerlerin reel kisimlarinin mutlak degerleri olacak bigimde % —regiiler

yonlii graf olmasidir [30].
Ispat. D’ nin 6z degerleri p = {4, ...,{, olsun. (|Re({R)|, -+, |Re(Z)]) ve (1,...,1)

vektorleri verilsin. Diger taraftan

E(D) = ) IRe(@)]

=p+ ) IRe@) (3.34)
<p+ [n=1)) [ReGP? (3.35)
i=2
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=p+\/(n—1) (a+c2 pZ) (3.36)

elde edilir.

[0, ’%l araliginda iyi tammh bir g(x) = x + \/(n - 1) (azcz - x2) fonksiyonu

alindiginda bu fonksiyon [0, /%l araliginda kesin artan ve [ /%, /%l

araliginda kesin azalan bir fonksiyondur. Diger taraftan

n

Z [Re(z)]?

i=1

a+c,
2

oldugundan p € IO, /aJ;CZI elde edilir. c; <a ve D giigli baglantili yonlii graf

oldugundan

,(a;':z) < \f% ve a = n elde edilir. Boylece Lemma 3.2.9” den
+ +
Zn n n 2

bulunur. g(x) fonksiyonunun azalan 6zelligi kullanilarak, (3.36)° den

EMD) < g(p)

<4()
=_+j(n_1)[a+cz o

elde edilir.
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(3.33)’ deki esitlik saglansin. Bu durumda g(p) = g (%) ve p = % icin g fonksiyonu
kesin artan oldugundan Lemma 3.2.8’ den D, %—regﬁler yonlii bir graftir. Diger

taraftan (3.35)” deki esitlikten her bir i > 2 i¢in

atc (a)?
IRe(Z))| =jT—(”)

n—1

yazilir.

Tersine, D grafi % —regiiler yonlii graf ise spektral yaricapi % dir. Boylece
a
D) = g ()

oldugu acikca goriiliir.

Teorem 3.2.11. D, n noktali a yayli bir gicli baglantili normal yonli graf

olsun. 2 —uzunluklu kapal1 yiiriiyiislerinin sayisi ¢, olmak iizere
EMD) = ./a+c,

dir. £(D) = +/a + ¢, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D’ nin 6z degerlerinin + /%

olmasidir ve burada 6z degerler sadece sifirdan farkli reel kisimli 6z degerlerdir [30].
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4. BOLUM

MINIMAL VE MAKSIMAL ENERJILI GRAFLAR VE BAZI ACIK
PROBLEMLER

Bu béliimde minimal veya maksimal enerjili graflarin karakterizasyonlar1 yapilacaktir.

Ayrica extremal graflarin tanimlar1 sonuglardan 6nce ifade edilecektir.

Lemma 4.1. T , n noktali bir aga¢ ve e = uv bir kenar olsun. T’ nin k-esleme sayis1
m(T, k) olmak tizere k = 1,2, ..., E] i¢in

m(T,k) =m(T —uv,k) + m(T—u—v,k—1) (4.1)
dir [29].

Lemma 4.2. T , n noktal1 bir asiklik (acyclic) graph ve T', T’ nin {iretilen bir alt grafi

olmak tizere

&) = &(T) (4.2)
dir [29].

Teorem 4.3. T;,, n noktali biitiin agaclarin kiimesi olmak iizere keyfi T € T}, i¢in

E(Sy) < E(T) < E(RY) (4.3)
esitsizligi saglanir [31].

Ispat. S,, yildiz grafinin karakteristik polinomu

d(Sn,x) = Zn: bix!
i=0

"—(n—1)x"?

=x
bi¢imindedir. Biitiin T € 7,, aga¢lari i¢in (T # S,) b, = n — 1 olup b, > 0. Boylece

€S < €(T)



esitsizligi elde edilir.

n’ nin kiigiik degerleri i¢in E(T) < E(P,) oldugunu gormek kolaydir. Yani; n = 2,3, 4
icin esitsizlik gorilebilir. Kabul edelim ki T € 7,, olmak ilizere n = 2,3,... ,m — 1 i¢in
E(T) < €(B,) olsun. Biitiin T € 7,, i¢in E(T,) > E(T) olacak bi¢imde T, agaci olsun.
Boylece Ty = P, oldugunu gostermek yeterlidir. v noktast w noktasina komsu olacak

bigimde T’ 1n bir pendant noktas1 olsun. Diger taraftan T € 7, olmak iizere
O(T,x) = x™ — byx™ 2 + byx™* — oo + (=1)Kbyx™2k (4.4)
karakteristik polinomu goz oniine alindiginda Lemma 4.1 ve e = uv igin

bZJ(T) =b2](T_v)+b21_2(T_v_W) (4‘5)
elde edilir. v bir pendant nokta oldugundan, (4.5)’ den

by j(To) = byj(Ty —v) + byj_2(To —v —w)

elde edilir. b,;(To —v) Ve byj_,(Ty —v —w) maksimal ise b,;(T,) maksimaldir.
Boylece Lemma 4.2 den Ty — v = P,,,_, oldugu goriiliir. Bu ise T, = P, olmasi ile

mumkindiir.

Sonug¢ 4.4. Yukaridaki teoremden de biitiin agaglar icerisinde S, yildiz grafi minimum

enerjili ve B, yol grafi maksimum enerjiye sahiptir.

Teorem 4.5. T € T, (T % Sp, Sn—2.2,Sn—3.3 Snn—3) olmak iizere

€(Sp) < €(Sn-22) < €(Sp_33) < E(Ppn-3) < E(T)

esitsizlikleri saglanir [29].

Ispat: Sn—22, Sn—33 V& P, ,_3 graflarmin karakteristik polinomlar sirasiyla
(,b(Sn_z,z,x) =x"—(n—1Dx"2+(n-3)x"*

d(Sn_zzx) =x" — (n— Dx™2 + (2n — 8)x™*

¢(Pn_3'3,x) =x"—(n—1x"2+(2n—7)x"*

dir. Bu karakteristik polinomun kdklerinden ve Teorem 4.3 den istenilen elde edilir.
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Sonu¢ 4.6. Yukaridaki teoremde gorildigi gibi S, yildiz graf disinda 2. minimal
enerjili graf S;,_, , cift star graf olup 3. ve 4. minimal enerjili graflar sirastyla S,,_33 ve

Py, n—3 graflandir.

Teorem4.7.i =1,2,---,n i¢in

E(PLUP,_1) <EWP;UP,_) <EP,UP,_;) <ER)
esitsizlikleri saglanir. [29]

n+vn n+2vn n+2vn
2 7 4 7 4

Teorem 4.8. Asagidaki parametrelere sahip (n, )-gii(;lﬁ regiiler

graflar vardir.

(1) p=1licinn=4?
(i) pqg=1licinn=4Pqg*
(i)  p =1 ve 4q — 1 asal kuvveti ya da 2q — 1 asalin kuvveti ya da q bir tam

kare ya da g < 167 olacak bicimde n = 4P*1q? sayis1 vardir [32].

Sonug 4.9. Teorem 4.8” de belirtilen graflar maksimal enerjiye sahip graflardir. Ayrica
Haemers [33] n = 4,16,36 igin yukarida belirtilen extremal graflarin tek oldugunu

fakat n = 64,100, 144 i¢in tek olmadigin1 bulmustur.

Kimyasal olarak daha ilging problemlerden biri maksimal veya minimal enerjili
dongiisiiz konjuge edilmis hidrokarbonlarin (hydrocarbons) belirlenmesi problemidir.

Graf teoride bu tiir graflar miilkemmel eslemeli agaglar olarak bilinir.

Fn » K n_, yildiz grafinin her bir noktasina bir kenar eklenerek elde edilen graftir.
'2

Ayrica M, grafi (tarak) P, /, yol grafimin her bir noktasina bir kenar eklenerek elde

edilir. Ustelik bu graflar miikemmel eslemeli kimyasal graflardir. (Sekil 4.1)
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Sekil 4.1. F,, ve M, graflar1

Teorem 4.10. Herhangi bir T € ®@,, agaci i¢in E(T) = E(F,) dir. Esitligin saglanmasi
icin ancak ve ancak T = F, olmalidir. Yani, miikkemmel eslemeli n noktali agaglar

arasinda F,, agact minimal enerjiye sahiptir [33].

Theorem 4.11. Herhangi bir T € Q,, agact i¢in, E(T) = E(M,,) dir. Esitligin
saglanmasi igin gerek ve yeter sart T = M, dir. Diger bir deyisle; miikemmel eslemeli
ve her i € V i¢in d; < 3 olacak bi¢imde biitiin agaclar arasinda M, tarak (comb) grafi

minimal enerjiye sahiptir [33].

Konjektiir 412 n > 6 noktali ve n—1<m < 2(n—2) kenarh biitiin baglantil
graflar arasinda minimal enerjili graflar;

i) m < n+ [(n—7)/2] ise S, yildiz graf,

i) Diger durumda, bir tarafi iki noktali ve bu iki nokta diger tarafindaki biitiin

noktalara bagli olacak bi¢imde iki pargali graftir (Bknz Sekil 4.2) [34].

Sekil 4.2.
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n noktali ve C, dongii i¢eren biitiin tek dongilii graflarin ailesi G(n,¥) ile gosterilsin.

A’ € G(n,£) olmak iizere A}, grafi da C, dongiisiiniin bir noktasna n — ¢ kenar

Nat)

Sekil 4.3. Tek dongiilii graf 6rnekleri

eklenerek elde edilsin.

Lemma4.13. G € G(n,£) ve G % AY olmak iizere
€(G) > E(AL)

esitsizligi saglanir [35].

Teorem 4.14. n > | > 5 olmak iizere

€(AL) > €(AD

dir [26].

Teorem 4.15. n = 6 noktali biitiin tek dongiilii (unicyclic) graflar i¢cinde minimal

enerjili graf A3 grafidir [35].

Ispat. Lemma 4.13 ve Teorem 4.14° den n =6 igin E(Ag) > E(A3) oldugunu
gostermek yeterlidir. A3 grafinin karakteristik polinomu
P(AZ) = x"*(x* —nx? = 2x + (n— 3)) (4.6)
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olarak hesaplanir. Diger taraftan G;, G, iki graf olmak {izere

+ oo

1
EG) -~ e =1 | |

n (p(Gll lX) dx
(p(G21 lx)

formiiliinde (Coulson-Jacobs formiilii) A3 ve A graflarmin karakteristik polinomlari

yerine yazilarak

+ 00
1 [1+4nx?+2(n—4)x*]?

4 1
E(An) — E(An) = ™ f e [1+nx? + (n— 3)x*]? + (2x3)2 dx

elde edilir. Simdi

fx)=[14+nx?+2(n—4)x*]? —[1 +nx? + (n — 3)x*]? — 4x°

fonksiyonu diisiiniilerek diizenlenirse

fxX)=2n—-5)x*+2[n(n—5)—2]x°+ (n—5)x8+2(n—-5)(n —3)x® > 0
Esitlikten de goriildiigii gibi n > 6 icin E(AL ) > E(A3) dir.

Yukaridaki teoremde goriildiigii gibi Konjektiir 4.12 n = m igin n > 6 noktali biitiin tek

dongiilii (unicyclic) graflar i¢in dogrulanmaigtir.

P! grafi; P,_, yol grafinmn bir pendant noktasma C, dongii grafinin bir noktasina

eklenmesiyle elde edilen graftir (Bknz. Sekil 4.4).

Pn—[‘

Sekil 4.4. B! graf 6regi
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Konjektiir 4.16. n noktali biitiin tek dongiilii (unicyclic) graflar arasinda n < 7 ve
n =9,10, 11,13,15 olmak {iizere C,, dongii graflar maksimal enerjili graflardir.
n =8,12,14 ve n > 16 i¢in maksimal enerjili tek dongiilii graf P grafidir [34].

[36] numarali kaynakta yukarida verilen tahminden daha zayif bir sonug elde edilmistir.

Teorem 4.17. n > 16 noktali biitiin tek dongiilii graflar arasinda B¢ maksimal enerjiye

sahip graftir [36].
Konjektiir 4.18. n = 14 ve n > 16 i¢in maksimal enerjili molekiiler ¢ift dongiilii

(bicyclic) graf P2 grafidir [37].

Tahmin 4.17 de belirtilen P2 grafi; n — 10 noktali bir yol ile C4 déngii grafinin iki
kopyastyla birlestirilmesi ile elde edilen graftir. (Sekil 4.5)

Sekil 4.5. P2° grafi

B, ,ab=>10 ve a=b =2 (Mod4) olmak iizere C, ve C, dongiilerine bir kenar
eklenmesiyle elde edilmeyecek sekilde iki parcali ¢ift dongiilii biitiin baglant1 graflarin
ailesini gostersin (Sekil 4.6.).

Sekil 4.6.
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Teorem 4.19. n > 16 i¢in G € B,, olmak iizere
£(G) < €(R)
dir. Ustelik esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul G = P>° [38].
Teorem 4.20. G keyfi iki pargali ¢ift dongiilii graflar i¢in
£(G) <€)
saglanir [39].

Not 4.21. Yukarida verilen teoremler iki pargali ¢ift dongiili graflar icin Konjektiir
4.17’ yi ispatlar. Iki parcali olmayan graflar icin hala agik bir problemdir.

Bu boliimde belirtilen agik problemlere ek olarak asagida belirtilen problem literatiirde

biiytik agik problem olarak bilinir.

Problem 4.22. k = 1,2, ... olmak iizere n # (2k)? igin n mertebeli biitiin maksimum

enerjili graflar karakterize ediniz.
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5. BOLUM

SONUC VE ONERILER

Bu tezde giris ve ozette de belirtildigi gibi graf enerjisi ile ilgili genis ve kapsamli bir
inceleme yapilmistir. Ozellikle dérdiincii boliimde konu ile ilgili dikkate deger bir¢ok

acik problemlere de deginilmektedir.

Genel olarak graf enerji konusu Uzakdogu tilkelerinde ¢alisilan bir konu olup iilkemizde
pek bilinmeyen bir konudur. Bu sebeple bu tez iilkemizde de Tiirk¢e kaynak olarak
kullanilmasi agisindan da onem arz etmektedir. Bu tezde agik olan problemlerin
cozlimlenebilmesi i¢in bazi anahtar rol oynayan teoremler ve sonuglar verilmistir.
Genelde konu ile ilgili pek ¢ok agik problemlerin ispatlanabilmesi zor olmasina karsgin

olanaksiz degildir.
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