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OZET
Esitsizlikler matematigin en 6nemli konular1 arasinda yer almaktadir. Matematiksel
esitsizliklerin amaci degerini tam olarak bilmedigimiz baz1 matematiksel ifadelerin ya
da fonksiyonlar1 daha iyi bildigimiz bazi fonksiyonlarla alttan ve iistten sinirlamak veya
dogrudan dogruya bu ifadeleri ya da fonksiyonlar1 sayisal olarak sinirlar belirlemektir.
Bu da bize bu fonksiyonlarin istedigimiz noktalardaki yaklasik degerlerini bulmamizi

saglar.

Matematiksel esitsizlerin kullanildigr bir baska alan ise Fonksiyonel Analizdir.
Fonksiyonel Analizde bazi lineer uzaylar iizerine norm insa ederken bazi klasik
esitsizlikler kullanilir. Bu tezimizde klasik esitsizlikler arasinda kabul edilen Ostrowski-
Griss tipi esitsizlikleri ele aldik. Bu esitsizliklerle ilgili yapilan bazi ¢alismalardan

onemli gorduklerimizi secerek bir araya getirdik.

Tezimizi su sekilde hazirladik. Birinci boliimde Ostrowski-Griiss tipi esitsizlikleri ve
bunlarin gelistirilmisleri ve genellemelerini ele aldik. Ikinci boliimde ise bu esitsizlikler
hakkinda yapilan bir ¢ok calismay1 sistematik olarak bir araya getirdik. Ugiincii

boliimde ise bu esitsizliklerin baz1 uygulamalarini ele aldik.

Anahtar kelimeler: Ostrowski esitsizlikleri, Griiss esitsizlikleri, niimerik integrasyon.
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ABSTRACT

Mathematical inequalities take an important place among mathematical concepts. The
purpose for studying mathematical inequalities is to bound some quantity we don’t
know much by an other quanty we know well or to bound them numerically. This
enables us to find the values of these quantities approximately. Mathematical
inequalities have important applications in functional analysis. For example when

building norms on some lineer spaces, we use some classical inequalities.

In this thesis we studied Ostrowski-Griss type inequalities. There is a rich literature on

this issue but we studied only one of them that we think that they are important.

We arranged our thesis as follows: Firstly we present a background of the issue. In the
second section we gave some Ostrowski-Griss type inequalities in an order from old to
new ones. In the last section we equipped Ostrowski-Griss type inequalities given in
section with some applications. Applications involue some mean inequalities and

numerical integrations.
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1.BOLUM
GIRIS

1938 yilinda Ostrowski [1] su esitsizligi ispatlamistir. | € R bir aralik, I° I nin igi,
a,bel° (a<b)ve f:I >R [°da tirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Yine
vVt € [a, b] icin If () <M  olsun. O zaman Vx € [a,b] icin

2
1 (x_a+b)
at (b—i)z

< (b —a)M (1.1)

1 b
Fo) - 5— | Fwde

drr.

Griss [2] 1935 te iki fonksiyonun c¢arpiminin integrali ile bu fonksiyonlarin
integrallerinin ¢arpiminin farkinin mutlak degerinin alt ve st sinirlarin1 veren su
esitsizligi vermistir. f veg [a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ve

Vx € [a,b] icinm < f(x) < Mven < g(x) < N olsun. O zaman

1 b 1 b 1 b
‘mfa f)g(x)dx — (mfa f(x)dx) (mfa g(x)dx)

(M —m)(N —n) (1.2)

<

R

dir.

Bu esitsizlikler yayimlandiktan sonra (1.1) tipindeki esitsizliklere Ostrowski tipi
esitsizlikler; (1.2) tipindeki esitsizliklere de Griiss tipi esitsizlikler denilmistir. Her iki
esitsizligin karigimindan olusan ve Ostrowski-Griiss tipi esitsizlikler denilen ilk
esitsizlik 1997 yilinda Dragomir ve Wang [3] tarafindan su sekilde verilmistir: f ‘e

Li[a,b] ve Vx € [a,b] ve y < f (x) < T olsun. O zaman

f(b; - ];(a) <x _a+ b)|

1 b
Jro0 -5 [ rwar- i

<

N

(b-a)(T—y) (1.3)

dir.



Daha sonra 2000 yilinda Matic ve arkadaslari [4] Drogomir ve Wang’un esitsizligini su

sekilde gelistirmistir.

1 (? f(b) — f(a) a+b
|f(x)‘mfa fOdt === <x_ 2 )|
< ﬁg(b —a)(T —7). (1.4)

2001 yilinda Cheng [5] Matic ve arkadaslarinin (1.4) verilen esitsizliklerindeki ﬁ?

sabitini % e diisiirerek su esitsizligi ispatlamigtir.

f(b;:i(a) (x _a+b)|

1 b
f0) —5— | F@de- i

<-b—a)(T'-vy) (1.5)

@ |+

Ustelik Cheng buradaki % sabitini en 1iyi ihtimal oldugunu yani daha

gelistirilemeyecegini gostermistir. 2004 yilinda Ujevic [6] daha genel sartlar altinda
genellestirilmis su keskin esitsizligi ispatlamistir:

f €Ly(ab) ve

2

: b 1 (.
o) = [ ¢ @rar- ([ 1 oa)

olsun. O zaman

b b
- 070 - @) - @i (x-52) - [ rwae

(b—a)®
=55

a(f). (1.6)

Daha sonralart (1.1)-(1.6) da verilen esitsizliklere benzer veya gelistirilmisleri olan bir
cok esitsizlik yaymlanmistir. Griiss ve Ostrowski tipi esitsizliklerin bir ¢ok uygulama
alanlar1 vardir. Ornegin niimerik integrasyon [3,11] da ve matematiksel ortalamalar
teorisinde [3] uygulamalar1 mevcuttur. Yani bu esitsizliklerin zaman 6lgeklerinde (time

2



scale) [7 — 10] ve operatorler teorisinde [10 — 12] degisik versiyonlar1 elde edilmistir.
Bu tezin amaci bu esitsizlikleri ve daha sonra yapilan benzer esitsizliklerin dnemli
oldugunu disiindiigiimiiz esitsizlikleri bir ar aya getirerek sistematik bir sekilde
okuyucunun hizmetine sunmaktir. Bu konuda olduk¢a fazla galisma yapildigindan
makaleleri secerken dncelikle bu konularla ilgili klasiklesmis olanlarina agirlik verdik.

Dikkat ettigimiz diger bir nokta da yalin ve uygulama sansinin olmalaridir.

Tezimiz ti¢ bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde Ostrowski, Griiss ve Ostrowski-
Griss tipi integral esitsizlikleri ile ilgili kisa bilgiler yer almaktadir. Ikinci béliimde ise
Ostrowski-Griiss tipi esitsizlikler ispatlar1 ile verildi. Uglincii ve son bélimde ise bu
esitsizliklerin nlimerik integrasyon ve ortalamalarla ilgili bazi uygulamalarina yer

verdik.



2.BOLUM
GENEL BILGILER
2.1.0strowski-Griiss Tipi Integral Esitsizlikleri

Tezimize tezin konusunun kaynagini teskil eden Ostrowski ve Griiss esitsizlikleri ile

baslamak istiyoruz.

Teorem 2.1. I € R bir aralik, I° I nin i¢i ve a < b olmak lzere a,b € I° olsun. Yine
f:I >R [I°lzerinde tirevlenebilen ve Vx € [a,b] icin |f (x)| <M (M >0)
seklinde bir fonksiyon olsun. O zaman Vx € [a,b] icin
a+b
(x 2 )

1
it ey O @1

2

<

1 b
f00 -5 | flode

dir [1] de Teorem 2.1.

Teorem 2.2. [2] f,g:[a,b] > R [a,b] Uzerinde integrallenebilen iki fonksiyon ve

Vx € [a,b]icin m< f(x) <M ve n < g(x) < N olsun. O zaman

1 b 1 b 1 b
‘mfa f)g(x)dx — (mfa f(x)dx) (mfa g(x)dx)

(M —m)(N —n) (2.2)

<

R

dir.

Ostrowski-Gruss tipi esitsizlikler Ostrowski ve Griiss esitsizliklerinin karigimindan
meydana gelmistir. Bu sekildeki ilk esitsizlik Dragomir ve Wang tarafindan asagidaki

sekilde verilmistir.

Teorem 2.3. I c R bir aralik ve f:I - R [° Uzerinde tlrevlenebilen bir fonksiyon
olsun. Eger a,b €I° ve f  [a,b] arahiginda integrallenebilsin Vx € [a, b] igin

¥ < f (x) <T olsun.



f(b;:i(a) (x _a+b)|

1 b
Fo) - 5= | f@de- i

<:b-aT-y) (2.3)
dir.

Ispat. Kismi integrasyon uygulayarak

_(t—a, t€]ax)
p(x’t)'_{t—b, t € (x,b]

olmak Uzere Vx € [a, b] icin

1 (P 1 (? ,
Fo) - f F(t)dt = >— f (e OF (D)t 2.4)

oldugunu goriiriiz. Her x € [a,b] vet € [a, b] icin
x—b< plx,t)<x—a

oldugunu kolayca gosterebiliriz. Teorem 2.2 yip ve f ne uygularsak

1 b , 1 b 1 b )
‘mfa p(x,t)f (t)dt—mfa p(x,t)dtmfaf(t)dt

<-x—a—-x+b)T—vy)

R

=1 0-a(T-7) (2:5)

elde ederiz. Basit bir hesaplama ile

b X b
b_iafa p(x,t)dtzﬁlfa (t—a)dt+fx(t—b)dtl

_ b (2.6)



ve

fb) - f(a)
b—a

1 (b,
b— af fydt = (2.7)

oldugunu goriiriiz. Boylece (2.4), (2.6), (2.7) de buldugumuz degerleri (2.5) de yerine

yazarsak gostermek istedigimiz (2.3) esitsizligini elde ederiz.

Sonug 2.4. Teorem 2.3 de varsayimlarin tiimii saglansin. Ayrica eger Vx € [a, b] igin
If (x)] < M ise Vx € [a, b] icin

1 (? f(b) — f(a) a+b
|f(x)‘mfaf“)dt‘ e )|

2

<

N =

(b—a)M (2.8)

dir. Ustelik (2.3) esitsizliginde sirayla x = % ve x = b alirsak su sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 2.5. Teorem2.3  deki varsayimlar altinda

b 1 b 1
‘f(“; ) 5= | @i =3¢ -0 -y (29)
ve
fl@+fm) 1 (° 1
- —b_aja F©)dt| <7 - )T -7) 2.10)
dir.

Eger f [a, b] Uzerinde tirevlenebilir ve konveks ise Hermite-Hadamard esitsizligine
gore

b
FED 5= | rewaes

f(a) erf(b) @2.11)

dir. Hermite-Hadamard esitsizligini (2.9) ve (2.10) a uygularsak su sonucu elde ederiz.

1 (? a+b 1 , ,
osgjzi;f@ﬁﬁ—fﬁjrﬂssz—aXfUﬂ—f(@) (2.12)

ve



f@+fm 1 (* 1 / /
0< - j FOdt <= - a)(f B) - F @). (2.13)
2 b—al, 4
Teorem 2.6. f:[a,b] > R [a,b] Uzerinde surekli ve (a,b) lzerinde iki kez
tiirevlenebilsin. Ayrica Vx € (a,b) icin ¢ < f (x) < ¢ olsun. O zaman Vx € [a, b]

icin

reo- (=230 @[OS (e ) PO L@ o
<l@-p[to-a+[ -2 (214)

dir [11] de Teorem 2.1.

Ispat. Once asagidaki esitsizligi ispatlayalim.

b b\ b "
f FO)dt = (b— a)f(x) — (b — a) (x - %)f G0 + f K&, of (Odt  (2.15)

Burada K:[a,b] X [a,b] - R

2
(t—a) t € [a,x],

K(x,t) := _2
t € (x,b],

seklinde tanimlanmistir. K nin tanimindan

b X _ 2
f K(x, Of " (£)dt = f C Za)

a

b(t —b)?
2

' (Odt + f ' (O)dt

X

oldugu hemen goriiliir. Kismi integrasyonla

b
f K, Of (t)dt



1 ,
=[x - a)? — (b —x)?1f (x) = (x —a)f (x)

x b
+ f f®)dt + (xb)f(x) + f f(t)dt (2.16)
=(b-a) (x -2 f @) - b - f () + [ f(dr.
Bu da (2.15) in ispatini bitirir.Dikkat edilirse K ¢ekirdegi her t € [a, b] i¢in

(b—zx)2 = [a,ﬂ),

0<K(xt)< {(x_a)z
2

(2.17)

esitsizligini saglar. Griiss integral esitsizliginde f(x) yerine K(x,.) ve g(x) yerine

() alirsak

b b b
ﬁ j K(x,t)f”(t)dt—ﬁ j K(x,t)dt.ﬁ j £ (©)dt

e

< (-9 {u AT

2

(2.18)

elde ederiz. Simdi,

b x _ 2 b _ 2
j K(x,t)dt=f < za) dt+f (b zt) dt=%[(x—a)3+(b—x)3].

Basit bir hesaplama ile
x—al+b-x2=0b-a)[(x—a)*+B-x)>—-(x—-a)(b—1x)]
=b-a)[b-a)-3x—-a)b-x)]

= (b —-a)[(b—a)? +3[x* — (a+ b)x + ab]]

= (- o) |0 - @) + 3 -7 - (54|

= (b~ a)[(b ay +3(x “;b)z]



oldugunu goruriz. Sonu¢  olarak

ij(x,t)dtz b - a) [(b_“)z +%(x—a+b)zl

) > (2.19)
dir. (2.18) den
1 b . hb—a)? 1 N21F (b) — f
b_afa Ko Of (t)dt_[< U ML L JAORIAC
(b—x)* a-+b
1 x€let?),
=;©@ -9 2 (2.20)
4 ¢ 2 {(xza) xE[#,b],

elde ederiz. (2.20) de (2.16) y1 kullanirsak

b — 2 bz 'b—’
T e e

(b — x)? a+b
1 X € |a, ,
. M 2 ")

T4 — a)? +b
(x—a) ce [a b]
2
olur. Basit bir gbzlem ile
(b — x)? a+b
(b—x)? (x—a)? J 2 vela3)
max , =
2 2 (x — a)? E[a+bb]
s — X
2 2

elde ederiz. Diger  taraftan

(b—x)* (x—a)?
max{ > , 5 }

— )2 — 2 .
~ 3| -0 - -

_1[(b - a)? a + b\
_E[ 4 +(x_ 2 ) th-a)

X —

a+b|'
2



3o -0+ -2

olup (2.14) iin ispat1 biter.

Sonug 2.7. f Teorem 2.6 daki gibi olsun. O zaman asagidaki perturbe (perturbed)

edilmis orta nokta esitsizligi saglanir.

by 1 : : 1 h
F(557) 4500 © - f @) -5 [ o

<5 @-9)b-a? (2.21)
[11] de Sonug 2.2.
Teorem2.6da x = asz alirsak su esitsizligi elde ederiz.

Sonug 2.8. f Teorem 2.6 daki gibi olsun. O zaman asagidaki perturbe edilmis yamuk

esitsizligi saglanir.

Fl@+f() 1 1
SO0 -0 B~ F @)~ | r@a

<z (¢ - @) (b - a)? (222)
[11] de Sonug 2.3.

Ispat. (2.14) esitsizliginde x = a ve x = b alirsak sira ile

b—a , L By F 1 h 4
F@ + 757 @+ g b= B~ F @)~y | F@rae

<< (p— )b —a)?

ve

10



b—a , 1 : : 1P
FO) +7 5 )+ 50— )~ f @) 5= | ot

<< (p— )b —a)?

elde edilir. Yukaridaki esitsizlikleri taraf tarafa toplayip tiggen esitsizligini uyguladiktan

sonra her iki tarafi 2 ye bolersek

f@+fb) (b-a
2 4

) (£ 5) = F (@) 4~ - (F (b) — f (@) = —— [ Fode
6 b—al,

1
<Z(@-@)b-a)

olur.

Teorem 2.9. I c R bir aralik, a,b€I'(a<b) ve f:I->R I° Uzerinde
tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Yine Vx € [a,b] icin y; < f (x) < T olsun.

Burada y;,I; € R dir. O zaman Vx € [a, b] igin

1 (? f(b) — f(a) a+b
|f(x)_mfaf(t)dt_ b—a <x_ 2 )|

<

Q|-

(b —a)(T1 —v1) (2.23)

dir. Buradaki % sabiti en iyi degerdir [5] de Teorem 1.5.
Ispat. Gi(x,t) =

(2.24)

olmak Uizere

1 (b a+b\f(b)—f(a) 1 b ,
f(x)—mfa f(t)dt—(x— - ) L —b_afaGl(x,t)f ()dt. (2.25)

oldugunu kolayca gorebiliriz. Simetriden dolay1 a < x < %(a + b) alabiliriz.

Bu durumda

11



t'=x+(b—a) (2.26)

olmak Uzere
Gi(x,t) =0, t€[ax)U(tb)
Gi(x,t) <0, te(xt].
Hipotezden dolay1

x b t*
G, (x, )f (Hdt = (f +f*)Gl(x,t)f'(t)dt+f G (x, t)f (t)dt (2.27)

X b t*
< Fl(f +f ) Gy (x, t)dt +y1f G (x, t)dt
a t* x

ve basit bir hesap ile

x b 1 t* 1
(f +f ) 610 B)dt = 5 (b — )2, f 60t =~ (b-a)?  (228)
a t* X
oldugunu goraraz. Bdylece
b
1 1
[ Gi6uor @de <50 - - (229)

ve benzer sekilde

b , 1
- f 61 (6 OF (dt < 5 (b= )Ty — 1) (2:30)

elde edilir. (2.29) ve (2.30) beraber géz oniine alindiginda (2.23) ispatlanmis olur. Simdi

% sabitinin en iyi deger oldugunu gosterelim.
t* (2.26) daki gibi olmak tzere

I(a—b) ast<x
f) =<Ti(x—a)+y(t—x) x<t<t*
Hx—a)+yt"—x)+ 0 —t) t"<t<b

12



tanimlayalim. Bu durumda (2.23) esitsizligi saglanir. Bu da esitsizlikteki 1/ g sabitinin

en iyi ihtimal oldugunu yani 1/8 den daha kii¢iik bir saymin kullanilmayacagini

gosterir.

Teorem 2.10. Teorem 2.9 daki hipotezler saglanmis olsun. O zaman Vx € [a, b] i¢in

( 3(b1—a)(|(x_a) (x—%) (b—x)|

wap\2\ /2
G(a,b,x):l+(%(b—a)2+(x—%b)) ) a<x<i@a+b), (2.31)
| wap 2\ /2
l (Lo -+ (x -1 l@a+b)<x<li@+2n).
olmak Uzere

a+by 1 1 a+h\A\f M +f (@ 1 (°
p- (=50 r 0+ (550 -0 45 (- 52) )G o

< (T2 —v2)G(a,b,x) (2.32)
dir [5] de Teorem 1.6.

Ispata gegmeden 6nce (2.32) de verilen esitsizlikten

1
b—a /2

1 a + b\*
F(a,b,x)=12\/§<Z(b—a)2+15<x— 5 ))

olmak Uzere

G(a,b,x) <2 F(a,b,,%) (2.33)
sonucu elde edilir ki bu [4] de Teorem 1.4 verilen esitsizlikten daha iyi bir sonugtur.
Kismi integrasyon uygulayarak

Le-a)? - <i(b a1 (x -’

Y- by - <i(b a4 1 (x -

Gz(x, t) =

13



olmak Uizere

1 P a+by 1 1 a+mn\A\f o -f(a)
), f@df‘f("“(x‘T)f(’”‘(ﬁ(b‘a)”z("‘ ) )=

1 (b,
=mf f ()G, (x, t)dt (2.35)

esitliginin dogru oldugunu kolayca gorebiliriz.

a+b (2a+b)
3

a < x <— oldugunu kabul edelim. Ik énce a < x < durumunu goz oniine

alalim. (2.34) den dolay1
G,(x,t) =0, te€[a,x)VU(t™b)
G,(x,t) <0, tE€E][x,t™). (2.36)

oldugunu biliyoruz. Burada

1

£ = p— (% (b-a)? + (x- %)2)2 (2.37)

dir. Hipotezden dolayt her x €[a,b] icin y, <f (x) <T, oldugundan

t**

b X b
f G,(x, )f (B)dt < yz(f +f ) G, (x, t)dt +r2f G, (x, t)dt (2.38)

E*

b X b
—j Gz(x,t)f”(t)dtsrz(j +] )—Gz(x,t)dt+yzf _G,(udt  (2.39)

dir. Basit bir hesaplama ile

b 1 b
fa 66, )t =5 (x - @) (x - %) b - x) (2.40)
ve
b 232
f Gz(x,t)dtz—%(%(b—a)2+<x—a;b)> (2.41)

oldugunu gorebiliriz.
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b
j G,(x,t)dt =0 (2.42)

oldugundan
t** x b
f G,(x, t)dt = —(f +f ) Go(x, t)dt (2.43)
x a [
dir. (2.38), (2.43) ve (2.35) bagintilar1 g6z 6niine alindiginda her a < x < 2a3+b icin
(2.32) yi ispatlamis olduk.
Z(a+b)<x<3(a+b) ise
1
2\ /2
L™ =a+ (% b-a)?+(x—22) ) (2.44)
ve t,"" =t (t™ 2.37 deki gibi) olmak lizere
Gy(x,t) <0, tE€lat;"™) VU]t b],
Gy(x,t) =0, te€ty™ "] (2.45)
dir. (2.38)-(2.43) bagintilarindaki mantig1 kullanarak
k% 3
! Gy(x,t) = ! 1(b )2+< a+b)2 - 2.46
. 2 (X, - 312 a X 2 ( . )
3
b 1(1 , a+ b\ "
j Gy(x, O)dt = —= (= (b — a)? + <x - ) (2.47)

elde ederiz. Bunlardan da (2.32) nin ispat1 elde edilmis olur. Boylece Teorem 2.10 nin

ispatin1 bitirmis olduk.

Teorem 2.11. I € R bir aralik ve ~ f:1 - R ye I° Uzerinde tlrevlenebilen bir

fonksiyon olsun. Yinea,b € I°  (a < b) veVx € [a,b] iciny; < f (x) <Tj olsun.

15



(x—=b)f(b) — (x —a)f(a)
2(b—a)

1 1 (P
‘Ef(x) ~ya -

1

<son @@+ (x-b*T -y (2.48)

dir [5] de Toerem 3.1.

fspat.
1
(t—a)—z(x—a), a<t<zx,
GS(xr t) = 1
(t=b)—5(x—b), x<t<bh
olmak Uzere

(x —=b)f(b) — (x —a)f(a)
2(b—a)

- [ e -
2 b—al,

1 (P ,
- f G1(x, Of (D)t (2.49)

oldugu kolaylikla goriilebilir. Teorem 2.11 deki aynt mantifi uygulayarak ispatini

yapmis oluruz.

Eger (2.48) de x =a veya x = b alirsak

1 b 1 1
|ﬂj f(t)dt—z(f(a)-Ff(b)) <gb-a)T—7)

yamuk esitsizligini elde ederiz.

Teorem 2.12. ] € Rbir aralik ve f:I - R [° Uzerinde iki kez tlrevlenebilen bir
fonksiyon olsun. Yine a,b €I° (a <b) olsun. Eger Vx € [a,b] igin

V2 <f (x)<T, ise

a+by (x=b2f ) - (x—a)?*f (@ 1 (P
2 )f(x)+ 6(b—a) _b—aj;f(t)dt

‘f(x) —g(x—
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< 7= (= @° + 0 =0T~ 72)

dir [5] de Teorem 3.2.

fspat.
1 1
E(t—a)z—g(x—a)z, a<t<zx,
G4(X,t)= 1
E(t—b)z—g(x—b)z, x<t<b

olmak Uzere kolayca

: (x —b)*f () — (x —a)*f (@) 1 (P
2 )f(x)+ 6(b—a) _b—aj;f(t)dt

2 b
f(x)—g(x—a+

1 * ’

oldugunu gériiriiz. Onceki teoremdeki mantik yiiriitiilerek ispat yapulir.

Teorem 2.13. I € Rbir aralik ve f:I - R [° Uzerinde iki kez tlrevlenebilen bir
fonksiyon olsun. Yine a,b €I’ (a<b) olsun. y,I' e R sabitleri varsa
y<f () <TI, Vte[ab] ve f" €Ly[a,b] ise

, a’f (a) = b%f' (b) (x* a®?+ ab+b? 1 b
fO) —xf (x) - 20— a) —<7— 3 >—b_aj;f(t)dt
<& G-y (250)
, a’*f'(a) = b*f' (b) [x® a?+ab+b?\f (b)—-f (a) 1 P
fx) —xf (x) — 20— a) —(7— 3 ) > —b_afaf(t)dt
bh— 2
< %(F —5) (2.51)
Burada s = % dir [12] de Teorem 2.1.

Ispat. K(x,t) asagidaki gibi tanimlansin.
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t
E(t —2a), tE€]ax],

%(t —2b), te€(xb].

K(x,t) =

Kismi integrasyon kullanarak,

1 (P ,
mf K(x, O f (6)dt

1
b—a

X b
Ua %(t—Za)f” (t)dt+fx %(t—Zb)f” (t)dtl

. f @=bf'(b) 1
=xf (x)—f(x) + 20— + = afa f(t)dt (2.52)

elde ederiz. Basit bir hesaplama  ile
1 j‘bK( t)dt—xz a’ + ab + b? 553
b—a), "N TR 3 (2.53)
ve
b n r r
[ 1 @de=f®-f @ 258

oldugunu goriiriiz. (2.52), (2.53) ve (2.54) bagimntilarini kullanarak

2 3

a’f (@) =b*f (b)) <x2 a* +ab + bz)f’(b) -f (@ N

' 1 b
Xf () = f0) + = e ROk

1 b " 1 b ., b
:—b—af K(X,t)f (t)dt—mf f (t)dtf K(x,t)dt

olur.

1 b B 1 b B b
Rn(x)=mj K(x,O)f (t)dt—(b_—a)zf f (t)dtj K(x, £)dt

diyelim.
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b b
j [K(x,t) —ﬁj K(x,s)dsl dt =0

oldugundan basit bir hesaplama ile Vc € R igin

1 (> . 1 (P
R,(x) = mf (f (®©)—o0) IK(x, t) —mf K(x, s)dsl dt (2.55)

olur. Burada ¢ = y alirsak

1 b , b
Rn(x)=mf F' () =) [K(x,t)—ﬁf K(x,s)dsldt

ve
1 x% a®+ ab + b? b,
RAGO1 < 5 ity K0 = (5 = 5| | 1f @ = vlde, @56)
b—a 2 3 a
x* a®+ab + b? (b — a)?

ve
b n ! I
j ' (©) —ylde = F () = ' (@ — y(b— a)

=(s-nhb-a

olur. Boylece (2.56) esitsizligini

¢=0) (s — ) (2.57)

IR, (0] < &=

seklinde yazabiliriz. Bu da (2.50) nin ispatin1 verir.

Ikinci olarak (2.55)te ¢ =T alirsak benzer bir mantikla
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max

IR, (x)| < b g telab]

2 2 2 b
K(x,t)—(%—%) j If' () —=Tldt (2.58)

ve
b " ! 7
f ' () = Tldt = (b — @) — £ (B) + f (a)

=T -s)(b—a) (2.59)

dir. (2.58) ve (2.59) dan (2.51) elde edilir.

Teorem 2.14. | € R biraralik ve f:1 — R [° de strekli iki kere tirevlenebilen bir

fonksiyon olsun. f* € L,[a,b] ve a,b ve a,b €I°, (a <b)du.

a’*f'(a) = b*f'(b) [(x* a?+ab+b¥\f (b)—f (a) 1 (b
s =

@) =xf 6 = 2(b—a) 2 3 b—a
(b — a)? . (a+b
< T( -1 (5 )) (2:60)
dir. Burada
) -f (@
S T e————
b—a
dir.

Ispat. R, (x) (2.55) te verildigi gibi olsun. Eger ¢ = f~ (#) alirsak

[

max

1 x% a®+ ab + b?
IR, (x)] < 5 g telab] —>

K(x,t) — <7 S £ o—-f (a ; b)| dt.

Basit bir hesaplama ile sonucu elde ederiz.

Teorem 2.15. f:[a,b] = (—,0) [a,b] lzerinde tirevi f mutlak strekli bir
fonksiyon olsun. Ayrica hemen hemen Vx € [a,b] icin ¥y < f (x) <T seklinde

y,T € (—o0, ) reel sayilarinin oldugunu kabul edelim o zaman,
20



1 (b 1 1
C::—f (x +x*)dx == (b +a) + 5 (b* + ab + a?),
b—al, 2 3

ve

—-1—-+v1+4C —-1++v1+4C
) x2:
2 2

X1 =

olmak Uzere,

bf' (b) +af (a) N f(@)(1 +2a) — f(b)(1 + 2b)
6 2(b—a)

|[f(b)+f(a) [fo+a+g]+

+mja f(x)dx

(T—y /1 2 -3 3 b
2(b—a)<6+3c)“1+4c' 7 “bsaso-g
<! _Zga—ya) 2(x2+x—C)dx _73—§SaSb,
-3

\ 2(b— )f (x? + x — CQ)dx, aST—Zb,

dir [13] de Teorem 2.1.

Ispat. Kolayca
bf (b 1 (P
F®+f @b+ 1] LIS @ L g,
f(a)(1+2a) f(b)(1+ 2b)
2(b—a)

b b b
= %{ﬁfa (x + x3)f " (x)dx — ﬁfa (x + xz)dxfa ' (x)dx}

b b
- 2(b1— a)_]; {(x +x%) — ﬁ] (x + xz)dx}f" (x)dx. (2.61)

oldugunu goriiriiz.
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A={x € [a, b]: x + x? >—f (x+x2)dx}

1 b
A€ ={xe [a, b]: x + x? <—f (x+x2)dx}
b—al,

seklinde tanimlansin. O zaman

b 1 b
2 2 "
L{(x+x)—mfa (x+x)dx}f (x)dx

b b
SFf {(x+x2)—Lf (x+x2)dx}dx+yf {(x+x2)—Lf (x+x2)dx}
A c

ve

b 1 b
2 2 "
L{(x+x)—mfa (x+x)dx}f (x)dx

b b
ZVL{(X-}-xZ)—_biaJ (X+x2)dx}dx+l"fc{(x+x2)_ﬁf (x+x2)dx}dx

oldugu goriiliir.

b
L{(x+x2)—ﬁfa (x+x2)dx}dx
— 2 1 ’ 2d
= '[AC{(X+X)—H.]; (x + x%) X}

oldugundan

b b
R

r—y 1 (P
< L{(x+x2)—mj; (x+x2)dx}dx
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_ b
- _Z_ZLC {(x+x2) _leaj; (x+x2)dx}dx (2.62)

elde edilir.
1 P , 1 1, 5
C:=—f (x+x*)dx==(b—a)+=(b“+ab+a*)
b—al, 2 3

dersek (2.62) nin  1s1ginda

(x*+x—C)dx (2.63)
AC

integralini g6zonune almak kafidir.

x €[a,b] i¢cin 14+4C <0 olamayacag1 kolayca goriilebilir. Bu nedenle sadece

1+ 4C = 0 durumunu gozoniine alacagiz. x2 + x — C = 0 denkleminin kokleri

—-1—-+v1+4C —-1++v1+4C
) x2:
2 2

x1 =
dir.
3 3 b
1. Durum: - 2b<ac< —2173 olsun.

1 ..
Bu durumda b > —3 olur. Once

a< X1 < X < b (264)
oldugunu gosterelim.
3 2h < g < 3 b
2 =a="77y
oldugundan
1 3 3
bz—z, (b+2a)(b—a)£—§(b—a), (a+2b)(a—b)§§(b—a),
olur ki bu da
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V1+4C < —2a—-1, V1+4C <2b+1

sonucunu verir. Boylece (2.64) i gostermis olduk. Buna goére

*2 1 2
f(x2+x—C)dx=j (x2+x—C)dx=—(g+§C>\/1+4C
A€ X1

olur.

3 b
2. Durum:—z——SaSb.

N

1. durumda oldugu gibi yaparak

oldugunu goriiriiz. O halde

X2
(x? +x—C)dx=f (x? + x — C)dx
AC a

1
= ——[x,(4C + 1) + 2a® + 3a? — 2aC + C]
6
elde edilir.
3. Durum: a < —% — 2b.

1. durumdaki gibi islem yaparak

olur. Boylece

b
j (x2+x—C)dx=f (x? +x — Q)dx
AC

X1

%[x1(4C +1) + 2b3 + 3b% — 6bC — C].
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(2.61), (2.62) ve yukarida yaptigimiz hesaplamalardan istenilen sonug elde edilir.

Teorem 2.16. f:[a,b] = (—o,0) [a,b] Uzerinde f  mutlak stirekli olsun.
Ayrica hemen hemen Vx € [a,b] igin ¥y < f (x) <T seklinde y,T € (—o0, ) reel

sayilarinin oldugunu kabul edelim. O zaman

[f ) - f (@]t —a)(b—1) N b+ a)(f () +f (a)) N (t+a)f(a) — (b+1)f(b)
2(b—a) 2 b—a

f@®+

<—LG(t,a,b) (2.65)

dir. Burada t+a > 0igin

G(t,a,b) = (t+a) (t2-¢*)—(at+O)(t—-C)+ ® ;r 2 (b% = C,*) — (bt + O)(b — C3);
t+a<0, t+b<0 igin
G(t,a,b) = (¢ ; %) (Cs* —a?)—(at +C)(C;—a) + ® ;r 2 (C2 —t2) = (bt + C)(Cy — 4);
t+a<0, t+b>0 icin
(t+a) (b +1t)

G(t,a,b) = (32 —a?)—(at+C)(C;—a) + (b% - C,%) — (bt = C)(b — C,);

2 2

t+a=0, t#bigin

_(b+t)

G(t,a,b) >

(b% = ;%) — (bt — O)(b — C3);
t+b=0, t#a igin

G(t,a,b) =22 (6,2 — a?) — (at + C)(C; — a);
t+a=0, t=bveyat+b=0, t=aigin

G(t,a,b) =0,

dir. Burada
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1
C:=§[t2—(b+a)t+(b2+ab+a2)]

at + C bt+C
6= v a)ne = (2l o) as
t+a t+b

at+ C
C3=aV(
t+a

bt + C
)

At), C=tv< A
) 4 t+b

seklinde tanimlanmustir [13] de Teorem 2.2.
jspat.

(t—x)(x—a), a<x<t

(x—t)(b—x), t<x<bh (2.66)

K(tx) = {

olsun. O zaman

b
b i aja (K(t,x) + x*)dx = %[tz — (b +a)t+ (b*+ab+a?)] (2.67)
ve

1 (b ,
mf (K(t,x) + x2)f (x)dx

f (B)b* — f (a)a? L+ a)f(a) = (b +0)f(b)
—a

2.68
b b—a ( )

=fO+

oldugu kolayca goriilebilir. Bu nedenle (2.67) ve (2.68) den

[f ) = f @It —a)(b—t) 4 (b+a)(f ) +f (@) N (t+a)f(a) —(b+1)f(b)

f@®+ 20— s —
1 b 1 b
- 2y _ 2 "
== afa l(K(t,x) tx9) == aL (K(t,x) +x )dxl f (x)dx (2.69)
elde ederiz.

1 b
B = {x € [a, b], (K(t,x) + x?) > —f (K(t,x) + xz)dx};
b—al,
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1 b
B¢ = {x € [a, b], (K(t,x) +x?) < mj (K(t,x) + xz)dx}
a
diyelim. Teorem 2.15 teki gibi islem yaparak sadece

b—a

b 5 1 b 5 ,
ja l(K(t,x)+x )—mj;(l{(t,x)+x )dxlf (x)dx

I —
_Ir-v

b
((K(t, x) + x?%) — ﬁj (K(t,x) + xz)dx)] dx (2.70)

oldugunu gdstermek kafidir. ispat1 bes ayr1 durum igin ayr1 ayr1 yapacagiz.

1.Durum:t+a>0.Budurumda b+t >0, a<x <tise

) at + C
Kt,x)+x*=>2C=x>
t+a
ve t<x<bise
5 bt +C
Kit,x)+x*=>2C=x=> :
t+b
Bundan dolay1
at + C bt+C
Clz( Va)/\t, sz( Vt)/\b
t+a t+b
olmak uzere

)

(2= ¢%) = (at+O)(t—Cp) +

1 b
((K(t, X) +x2) - — f (K(t.x) + xz)dx)] dx

(b+1)
2

_(t+a)
2

(b% = C;%) — (bt + C)(b — Cp).
2.Durum:t+a <0, t+b <0 olsun. Eger a < x < tise

at + C

Ktx)+x*>Ceox<
t+a
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ve t<x<bise

bt+C

Kit,x)+x*?>C=x<
(t,x) +x *=TTD

)

elde ederiz. Bundan dolay1

olmak Uzere

)

(C3° —a?) — (at + C)(C3 —a) +

1 b
((K(t, X) +x2) - f (K(t.x) + xz)dx)] dx

(t + a) (b

(C 2—t2) = (bt +C)(Cy—t)

elde edilir.
3.Durum:t+a <0, t+b >0 olsun. Egera < x < tise

at + C
t+a

Ktx)+x*>Cex<

ve t<x<b ise

bt +C
t+b

Kit,x))+x*?>C e x <

olur. Bundan dolay1

|

(Cs* —a?) = (at + €)(C3 — a) +

1 b
<(K(t, x) + x?) — mf (K(t,x) + xz)dx>] dx

(t+a)

(b ‘2|' t) (bz _ sz) —(bt+C)(b—-Cy)

sonucu elde edilir.
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4. Durum: t + a = 0 olsun. Buradana < 0 ve t = —a > 0 dir. Bu yiizden bunu
1
at + C =§[t2 —(b—-—a)t+ (B*+ab+a?®)] =0, Vte]ab]

oldugu kolayca goriiliir. Eger a < x < tise
{x:K(t,x) + x> >C} =0, t #b,
{x:K(t,x) +x>=C}=[a,t], t=bh

veegert < x < bise

bt+C
K(t,x)+x226=>xs;_—+b t+b

elde edilir. Bundan dolay1

|

1 b
<(K(t, x) + x?) — mf (K(t,x) + xz)dx>] dx

> (b2 = C,*) = (bt +C)(b—Cy), t+#b

{(b+t)
0, t=>b.

5. Durum: t+ b = 0.Budurumda b >0 vet = —b < 0 olur. Ayrica

[t? —(a—Db)t+ (b®+ab +a?)] =0, Vt€][ab]

N| =

bt+C =

oldugunu kolayca gorebiliriz. Eger a < x <t ise

at + C
t+a

Kt,x)+x?>Ceox < t +a,

ve t<x<bise
{x:K(t,x) +x*>>C} =0, t #a,

x:K(t,x)+x>=C}=[at], t=a.
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Bu nedenle

|

{(t +a)

1 b
<(K(t, x) + x?) — mf (K(t,x) + xz)dx>] dx

(C3* —a?) = (at+C)(C3—a), t+a
0, t=20

dir.

Teorem 2.17. f:[a,b] - R [a, b] Uzerinde surekli ve (a, b) lizerinde tlrevlenebilir

bir fonksiyon ve f* € L;(a, b) olsun. O zaman Vx € [a, b] icin

1 b ,
00 gy | FOW@E = (2= 0@ b)) @

1

<2(¢—0) (3m(a,b) +3|[, sgn(t — Vyw(t)dt|) 2.72)

4

esitsizligi saglanir [14] de Teorem 5.

Burada w:(a,b) — [0,0) agirlik fonksiyonu (a,b) Uzerinde integrallenebilen ve

negatif olmayan ve ff w(t) dt < oo seklinde bir fonksiyon,

m(a,b) = [Cw(®dt,  M(ab) = [ tw(®)dt veo(ab)= M(ZZ; dir.

Ispat: Asagidaki agirlikls integral esitsizligi her x € [a, b] igin [16] da ispatland.

1

b 1 b
flx) = i, b)f P(x,)f (Hdt + mia b)f f®w(t)dt. (2.72)

Burada P(.,.) Peano ¢ekirdegi (Peano kernel) P(.,.):[a,b] X [a,b] » R

{ftw(u)du, t € [a,x],
P(x,t) =19 t € [a, b]. (2.73)
fb w(u)du, te€(x,b].

30



seklinde verilmistir. Basit bir gdzlem ile P(.,.): [a, b] X [a, b] —» R? déniisiimiiniin

fxb w)du, xE€ [a, ﬂ)

0<P(xt)< f; W), [a+b b]

(2.74)

esitsizligini sagladigini goriiriiz.

f(x) = P(x t) ve g(x)=f (x) fonksiyonlarmi gbzoniine alalm. Agirlikli Griiss
esitsizligini [:’(‘xt)) ve f (x) e uygularsak

1 b 1 b ,
f P(x,t)dtmf w(x)f (t)dt

1 b :
|mf P Of ®dt =225y ),

fw(u)du xE[ a+b)

fw(u)du xe[a+b ] (279)

esitsizligini elde ederiz.

Simdi (2.73) ten, f:P(x, t)dt = m(a, b)(x—a(a, b)) oldugunu gormek kolaydir.
Boylece (2.75) esitligi

b
|m(c11, b J, P(x,0)f (t)dt — (x — a(a, b)) (x)
; du, a, &t

f; w(uw)du, [a+b ]
bigimini alir. (2.72) yi (2.76) da kullanirsak

1 b ,
00 gy | FOW@E = (2= 0@ b)) @
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fxbw(u)du, xE[ a+b),

1
=3¢~ [Fwdu, x¢ [‘”b ] e
olur.
( a+ by )
I (W)du, € |a, |
max(j W(u)duj W(u)du> =4 j w)du, x [a +i ¥
U w(u)du, x€ [ > ,b“
= %m(a, b) + % |fab sgn(t — x)w(t)dt| (2.78)

oldugundan (2.78) 1 (2.77) de kullanirsak (2.71) i elde ederiz.

Sonug 2.18. Teorem 2.17 nin varsayimlari altinda x = % secersek

\()f(—) C

1] (? a+b
f sgn (t - T) w(t)dt

(¢ 9)( m(a, b)+2

). (2.79)

perturbe olmus orta nokta esitsizligini elde ederiz.

(2.71) esitliginde w(t) agirlik fonksiyonunu degisik sekillerde segerek bir gok esitsizlik
elde edilebilir.

Eger (2.71) de w(t) = 1 alirsak o(a, b) = asz olur. Bu durumda

flx

(bia)j;bf(t)dt— (x—aT-l_b)f’(x)

b
%(4; 9)<l(b—a)+%ja sgn(t—x)dt>-

Eger 2.71)de w(t) =In1/t ve a =0, b =1 alirsak basit bir hesapla
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fol tln (%) dt 1

[ (%) dt

0(0,1) =

)

elde edilir. Boylece asagidaki esitsizlikleri buluruz.

- [ rom(F)ac-(x-1)r o

(¢—9)<l+1 J:sgn(t—x)ln(%>dt )

Eger w(t) = 1/Vt,a =0, b = 1 alirsak

1.1
t—=dt
f“l__
11 3
—dt
fo\/z

0(0,1) =

buluruz. (2.71) esitsizliginde bu degeri yerine yazarsak

F -3 [ O e~ (x-2)F @] <1 9)<1+1 [ sonte )1dt>
x) — = —dt—(x—=)f ()| <=-(¢p — = sgn(t—x)—
2), T 3 7 2|J, *9 Vi
elde ederiz.
Eger (2.71) esitsizliginde w(t) =\/11_7, a=-1, b=1alip
1 1
t——=dt
-1 —
o(-1,1) = — ”1 2
—dt
L=
oldugu g6z Oniine alinirsa
1 1 1 , 1 T 1|t 1
‘f(x)—mf_lf(t)mdt—xf () SZ(¢_9)<E+§ f_lsgn(t—aomdt)

esitsizligi elde edilir.
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Tanim 2.19. u: [a, b] > R fonksiyonu verilsin. Eger her a < x; < x, < b icin
20y — x1) S u(x) —ulxg) < L(xz —xq)
seklinde £ ve L (£ < L) reel sayilar1 varsa u fonksiyonu (¢, L)- Lipschitziandir denir.

Teorem 2.20. h,u:[a,b] > R [a, b] Uzerinde (¢, L)-Lipschitzian olsun. hde [a, b]

tizerinde Riemann anlaminda integrallenebilsin. O zaman

<L—£fb 4
S 5 i X

b _ b
f h(x)du(x) —w'[

1 b
h(x)dx h(x) —mf h(x)dt

dir [17] de Teorem 1.

Teorem 2.21. u:[a,b] = R [a, b] Uzerinde (¢,L)-Lipschitzian olsun. Her x € [a, b]

icin

b
f w()dt — (b — a) |(1 = O)ulx) + BM] +(1-6) (x _é er b) [u(b) — w(a)]
<=21(0,%) (2.80)
dir. Burada
[a+b 12 a+(1-20)b
lf_T—(1—9)a—9x_ , a<x<T,
N _1)? 2 N2 a+(1-20)b (1-26)a+b
10.0=14[;+(0-3) ] (G- @+ (b —x)?), b oy G20
i a+b]? (1-20)a+b
_0x+(1—9)b—7_, 2(1—_9)Sbe.
(2.81)
0<6 s% igin ve
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[a+b 2 a+(26-1)b
_T—Ha—(l—é’)x]' a<x<——=,
[1 1\2 20-1)b 20-1)a+b
1(9,x)=l_Z+(9—5)][(x—a)2+(b—x)2], N T~
i a+b]? (20-1)a+b
L(l—@)x-l—@b—T], By — <x<b.
(2.82)
% < 6 < 1i¢in [15] de Teorem 2.1.
Ispat. Kismi integral alarak
t—[a+9b%a, t €[a,x],
K(x,t) = (2.83)

t — [b—eb%a], t e (x,b.]
olmak Uzere

u(a) + u(b) B

b
3 f u(t)dt (2.84)

b
f K (x, )du(t) = (1 — 8)(b — )u(x) + (b — a)

oldugu kolayca goriilebilir. Ustelik

bK( Hdt = (1 9)( a+b) 2.85
b—al, X B Ty (2.85)
dir.
Teorem 2.20 de verilen esitsizligi kullanirsak
b u(a) +u(b) (°
f K (x,t)du(t) —MI K(x,t)dt
a b—a a

<L—£fb "
<=

elde edilir. Bu durumda belli bir x € [a,b]icin  (2.83), (2.84) ve (2.85)

1 b
K(x,t) —mf K(x,s)ds

esitsizliklerinden
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u(a) ;— u(b)] N

b
f w(®dt — (b —a) |(1 — O)ulx) + 6 ) <x _ asz) [u(b) — u(a)]

< LT_{)I(O,x) (2.86)

elde ederiz. Burada

1(9,x)=fax t—[a+9b%a]—(1—9)<x—#>|dt
+fxbt_[b_eb—Ta]_<1_e)(x_asz)|dt

b—a b b—a
e~ Ja- o ron -2 aes o [ou+ - o+ 25|
X

:fa"

dir. Son iki integral asagidaki gibi hesaplanabilir. Kisaca

b—a
pu(6) =t — [(1—9)x+9b—T], t € [ax],

Py (£) =t — [9a+ (1—9)x+b%a], t € [x,b]
ve
t; = (1—9)x+9b—b%a, ty =9a+(1—9)x+b%a
diyelim. p;(t) ve p,(t) sirasiyla [a, x] ve [x, b] tizerinde artandir. Ayrica

b—a b—a
—, p() =—5——0(b—x)

pi(@)=(1-6)b-x) -

b—a
2

b —
P2() = 6(x = @) ===, pa(b) = ——— (1= 6)(x— ).

dir.0<6 < % icin, suanki  p;(x) > 0ve p,(x) <0 oldugu hemen goriiliir.

Yine
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a+(1-26)b

x € [a, 2(1-6)

| igin pi(@ =0,

(a+(1—29)b

201-8) ,b] icin p;(a) <0,

(1-28)a+b

xe[a, 201-8) ,b] icin p,(b) <0

ve

(1-20)a+b\ . .
X € [a,w) icin p,(b) >0

oldugu hemen goriiliir. Dikkat edilirse

a+(1—29)b<(1—20)a+b
20—0) — 2(1-0)

dir. Ug durumu goz oniine alacagiz.

a+(1-26)b

x € [a, 2(1-8)

], t € [a,x] icin py(£) =0, p,(b) >0 ve t, € (x,b) py(ty) =0

seklinde ise

x to b
1(6,x) =] (t—tl)dt+j (t, —t)dt+] (t —ty)dt

_ (1-20)(x—a)(x—a)
2

(x—a)%+(b—x)>?

+6(060—-1)(x—a)*+ "

(2.87)

= E(b—x)+(%—9)(x—a)]2

—(1-0)a- Hx]z

[a+b
2

dir.

(a+(1—29)b (1-20)a+b

o Sa), @ <0, p(b) >0 ve t€(@x), € (xb)

p1(t;) = 0, p,(t,) = 0 seklinde verildiyse
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t1

x to b
1(6,x) =f (ty —t)dt+f (t—tl)dt+f (t, —t)dt+f (t —ty)dt

_ E (- 0)2] [(c— )2 + (b — 0)?]. (2.88)

(1-28)a+b
x € [ 2(1-6)

,b], p1(@) <0, t€[xb] icin p,(t) <0 ve t; € (ax) pi(ty) =0
seklinde ise

b

1(6,x) = ftl(t1 —t)dt + fx(t —ty)dt +f (t, —t)dt

_ _ _ 2 2
=(1 20)(x2 a)(x a)+9(9_1)(b_x)2+(x a) Z(b x)

= E(x—a)+(%—0)(b—x)]2

=|ox+ (1 -6)p -2 ’ (289)

dir.

% <6 <1ise p;(a) <0vep,(b) > 0 oldugu hemen goriiliir. Ayrica

a+(26-1)b

x € a,—, ] ise pi(x) <0,

x € -W’b] ise p;(x) >0,

X € _W,b] ise py(x) =0

ve son olarak

(26-1)a+b

X € [a,
20

) ise p,(x) <0

oldugunu goérmek hicte zor degildir.
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Acikga

(20-1)a+b _ (26—Da+b
a+ " < ” dir.

Yine ii¢ durumu goz Oniine alacagiz.

a+(26-1)b

0 ],te[a,x] icin p1(x) <0, p,(x)<0 ve t;€(xDb)

xe[a,

p,(t;) = 0 seklinde ise

x to b
1(6,x) = f (t; — t)dt +f (t, —t)dt + f (t — tydt)

a

_6-1Dx-a)b—x) (x —a)? + (b — x)?

+6060—-1)(x—a)*+

2 4
- E(b )+ (0 —%) (x - a)]2
— [~ 60— (1 - 002 (2:90)

dir.

X E (a+(29—1)b (26—1)a+b

20 7 20 )’ pi(x)>0 ve t;€(ax) ve t;€(xb) sayla

p1(t) =0 ve p,(t;) = 0 seklinde ise

t2

tq x b
1(6,x) =f (t; —t)dt+f (t—tl)dt+f (t, —t)dt+f (t —ty)dt

1 1\2
_ lZJr(e—E) l[(x—a)2+(b—x)2].

x € [F5022b], pi(0) >0, telxb] igin p() 20 vet; € (%) pi(6) =0

seklinde ise
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b

1(6,x) = ftl(t1 —t)dt + fx(t —ty)dt + f (t —ty)dt

B 20 —1)(x—a)(b—x)
B 2

(x —a)® + (b — x)?
4

+6(60—-1)(b—x)*+

- E(x—a)+(9—%)(b—x)]2

= |- 0)x+6b - %]2 (2.91)

dir. Sonug¢ olarak (2.80) nin ispati (2.85)-(2.91) bagintilarindan elde edilir. (2.80)

esitsizliginde 0 icin 6zel degerler secerek birgok esitsizlik tiiretebiliriz.

(2.80) de 6 = 0 alirsak Vx € [a, b] i¢in

a+b
2

_ _ 2
_G f)éb a) 292)

b
f w(®)dt — (b — a)ux) + <x - ) [u(b) — u(a)]

Ostrowski-Griiss tipi esitsizligini elde ederiz. Ozel olarak burada x = asz alirsak

a+b <(L—{’)(b—a)2
2 )|— 8

fbu(t)dt — - a)u(

orta nokta esitsizligini elde ederiz.

Yine 8 = 1 alirsak

_ _ _ 2
22 fua +uepy)| < L2020

jbu(t)dt —

bir keskin yamuk esitsizligini elde ederiz.

(2.80) de 6 =§ alirsak Vx € [a, b] icin

b
f u(t)dt — % [(b—a)ulx) + (x —a)u(a) + (b — x)u(b)]

40



<ZG—a)? + (b —0)7] (2.93)
esitsizligi elde edilir.

(2.80) de x =¥ alirsak 6 € [0,1] igin

b
f w(®)dt — (b — ) [(1 - 9)u(

a+ b\ u(a)+u(b)
)+

L—0)(bh—-a)? [1 1\2
S [Z + (0 N E) ] (2.94)

elde edilir.

(2.93)te x = # alirsak veya (2.94) te 6 = % alirsak (2.80) esitsizliginde alinan her

iki deger icinde denktir.

L= -a)?
16

b—a

[u(a) + 2u (a * (2.95)

Lbu(t)dt - >

b) + u(b)” <

bir keskin ortalamali orta nokta yamuk esitsizligi olur.

(2.80) de @ =§ alirsak Vx € [a, b] icin

b b—a 2 a+b
f w(t)dt — [u(@) + 4u() + u(B)] +5 (x -2 ) [u(b) — u(a)]
<=1(5.x) (2.96)
dir. Burada
(- +30 -0 a<x<®
1(3.2) = {%[(x —a?+(b-0?, ER<x<HZ (2.97)
L%[B(x—a)+(b—a)]2, 3“4”’99

dir.
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(2.96) ve (2.97) de x =¥ secilirse Simpson tipi

+b
2

b—a 5(L —£)(b—a)®

72

b
j u(t)dt — (2.98)

[u(a) + 4u (a ) + u(b)]| <

elde edilir.
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3.BOLUM
OSTROWSKI-GRUSS TIPI ESITSIZLIKLERIN BAZI UYGULAMALARI
3.1. Matematiksel Ortalamalar Tle Tlgili Uygulamalar
a ve b pozitif iki reel say1 olsun. O zaman

1) ave b nin aritmetik ortalamasi:

a+b

A=A(a,b):=( > ), a,b=>0
2) ave b nin geometrik ortalamasi:

G =G(a,b) :=Vab, a,b>0
3) ave b nin harmonik ortalamasi:

2
H = H(a,b) =T ab>0
ath
4) ave b nin logaritmik ortalamasi:
b—a
L:L(a,b):z{lnb_lna’ a#b ab>0
a, a=>»
5) a ve b nin identirik (identric) ortalamas:
1 /bt /0-)
[ =1(a,b) = g(g) ) a#b, ab>0
a, a=b.
6) a ve b nin p-logaritmik ortalamasi:
L
bp+1 _ ap+1 p

Ly =Ly@b) =< |G+ Db-a)| a#b  peR\{-10}; ab>0,

a, a=b.
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seklinde tanimlanir.
Bu ortalamalar arasinda
HSGLSL<LI<A

bagintisinin oldugu biliniyor. Yine Ly =1 ve L_; = L olmak lizere p € Riginp — L,
fonksiyonunun monoton arttig1 biliniyor. 2. bdlimde ispatladigimiz Ostrowski-Griss
tipi esitsizliklerde f fonksiyonu, a ve b igin bazi 6zel degerler segerek ortalamalarla

ilgili asagidaki esitsizlikleri elde edebiliriz.

1. (2.3) esitsizliginde f(x) = xP(p > 1) alirsak Vx € [a,b] € (0,0) vep > 1
[ = L, — L2 G = A)] < 7 (b — a2 (p — DI (3.1)
X pb —pL,_q(x =3 a)“(p p—2 .
elde edilir. Burada sirayla x = A ve x = [ alirsak
p p 1 2 p—2
|[a» —IF] < Z(b —a)*(p- DI,
ve
P12 —plP = )| < (b - a)2(p — DI
— L —pl LU= D[ <70 - 2?0 - DL
elde ederiz.

2. (2.3) esitsizliginde f(x) = % alirsak Vx € [a, b] i¢in

1 1 x-A4 <A(b—a)2 (32)
x L G2 |~ 2G4 '

esitsizligi elde edilir. Burada x yerine sirasiyla 4 ve L alirsak,

0 <4 L<A2L(b—a)2
- - 2G4

ve
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D<Al < A(b — a)?
- - 2G4
elde ederiz.

3. (2.3) esitsizliginde f(x) = —Inx alirsak Vx € [a, b] i¢cin

b (x_A/b—a) (b—a)/
In I( /a) <In (2) * (3.3)

X a

esitsizligini elde ederiz. Burada sirayla x = A ve x =1 alirsak su esitsizlikler elde

edilir.

(b—a)/4

A b
<o)
I a

ve

1
OSA—ISZ(b—a)Z.
Benzer sekilde yukaridaki (3.1), (3.2) ve (3.3) esitsizlerinde sirayla x =L, x =G Ve
x = H alirsak ortalamalarla ilgili bir¢ok yeni esitsizlik elde edebiliriz.

3.2. Niimerik Integrasyona Uygulamalari

Teorem 3.1. Herhangi a,b € R (a < b) ve f:[a,b] - R iki kez tlrevlenebilen bir
fonksiyon olsun. Eger f € Lo, [a,b] ise [a,b] ninlia =xy < x; < x3 <+ < xyq <
X, = b scklinde partisyonu (partition) ve &; € [x;,x;41](i =0,1,...,n — 1) olmak

Uzere ara nokta vektord icin

n—1
1 2
<= ZO h, (3.4)

b
j FGIdx = Ag(f 1, ©)

dir. Burada h; = x4 +x;, ¥ = xe[;”;{]f'(x), = xe[f;f]f'(x) ve
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A(f 10, = Zf(si)h Zl(f ) (Fr) ()
i=0

dir.

Ispat. (2.3) esitsizliginde x = &; € [x;, x;41] alirsak Vi = 0,1,...,n — 1 igin

T i X I —y)h’
|hif(s:-> - f F@de = [FGrn) ~ £G) (& -= +2x S E ( 4”
veya
' —1)h2 Xi+1 . .
SEEPR - [ e = i - peel (6 - 25
2
< (T'=y)h;

- 4

elde edilir. Bu esitsizliklerin her bir tarafim i =1 den i =n — 1 e kadar toplarsak

istenilen sonug elde edilir. (3.4) esitsizliginde ¢; = (a+h) alirsak
n-1 n
X Xitq
Au(f) =) F (S5 ) h
i=0

olmak Uzere

1 n—1
< Z(F - V)Z; %,
i=

b
j FG)dx — Ay (o 11)

esitsizligi elde edilir.

(3.4) esitsizliginde &; = x;,¢ alirsak

1

[f () + f ()]

n

Ar(f, 1) =

N| =

~
Il
o
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olmak Uizere

n—1
1 2
< 7 T-v) z h;
i=0

b
f FG)dx — Ar(f, 1)

elde edilir.

Teorem 3.2. Herhangi a,b € R (a <b) ve f:[a,b] > R [a,b] lzerinde strekli

ve (a,b) Uzerinde iki kez turevlenebilen ve ikinci tirevi Vx € (a, b) igin

p<f ()< ¢

seklinde bir fonksiyon olsun. Yine [;:a=xy<x; <x;<--<x,1<x,=D>b,
[a, b] araliginin bir partisyonu olsun. Ayrica her i = (0,1, ...,n — 1) i¢in &; € [x;, x;41]

ve & = (&, ..., &,-1) olsun. O zaman

AL f 1, 8) = Tt hef () — 205 (8 = 252 £ Gk + 2050 |5

12¢7—xi+xi+122f xi+1—f 2.

Ayrica R(f, f', I, €) kalant her & ara nokta secimi icin

n—1

]zs%(cp—go)Zhﬁ

i=0

n—1
, 1 1 Xi + Xiy1
R(F 10 6)] < 5 (@ - «p); R

ile siirhidir.

Ispat. Teorem 2.6 da araligin [x;,x;41] (i = 0,1,2,...,n — 1) oldugunu kabul edelim.

oldugundan ¢&; nin her turlt segimi igin

T h' o1 tx
= x*ﬁf(am-+bz+2(f HE)

]Umm Fa)- [ o

i

hﬂ@—&
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1 1 X+ x4 1
<@ - oh|sho+ |- 25| <26 - on

dir. Bu esitsizligin her iki tarafin1 i = 0 dan i = n — 1 kadar toplar ve genellestirilmis

ticgen esitsizligini kullanirsak (3.4) elde edilir.

3.3. Ornekler

1

T a=1 b=2ve xo=a=1,

Ornek 3.3. Teorem 3.1 den yararlanarak f(x) =

6 7 8 9 xit+x;
xlzg,xzzg, X3:§, x4=§,x5=b=2 ve g‘i:lTl“ahrsak

11 13 15 17 19 - ..
§o=15 §1=15%2=15§ =156« = 75 elde edilir. Bylece

4
1
Ac(f, 1, 8) = ZTM(% + Xi41)
i=0 L

bt ou,o1 o131t 15 1 17, 1 19
T1+In& 5 1+In& 5  1+In& 5  1+In& 5  1+1né, 5

=11.9724

__ inf 1 _
V= Tren2) x(1+1nx)2

1
| T A — —-0,17441
x€[L2] (1 + Inx)?

elde edilir. Bu degerleri (3.4) te yazarsak

< 9.6181235

2 dx
] —11.9724
; 1+Inx

2

2.3542765 < f < 21.5905235

;1 1+Inx

elde edilir.
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Ornek 3.4. | 13 x*e*dx in yaklasik degerini ayn1 metodla bulunuz.

f(x) = x*e*, a=2 b=3

e 9 W 112
a==41=1Xy x1—4 x2—4 X3—4 X4—4— =
fizxﬂ-zﬁahrsak
17 . 19 21 23

3 3
Al 1 ®) = Y @k = Y (& =250 (£l - £0)
i=0 i=0
degerleri yazarsak

= 289.7699125

buluruz.
Y= xe[;.r,l?{](z + Inx)x*e* = 79.59

= xe[szif](Z +Inx)x*e* = 1680.02

3
f x*e*dx — 289.7699125| < 40510.88
2

3

—40221.11538 < f x*e*dx < 40800.65338
2

elde edilir.
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4, BOLUM
SONUC ve ONERILER

Ostrowski-Griiss tipi esitsizlikler Ostrowski ve Griiss esitsizliklerinin karigimindan
meydana gelmistir. Bu sekildeki ilk esitsizlik Dragomir ve Wang tarafindan yapilmistir.
Daha sonra 2000 yilinda Matic ve arkadaslar1 , 2001 yilinda Cheng, 2004 yilinda ise

Ujevic daha genel sartlar altinda genellestirilmis esitsizlikleri ispatlamislardir.

Griiss ve Ostrowski tipi esitsizliklerin bircok uygulama alanlar1 vardir. Ornegin niimerik
integrasyon da ve matematiksel ortalamalar teorisinde uygulamalart mevcuttur. Yani bu
esitsizliklerin zaman Olceklerinde (time scale) ve operatorler teorisinde degisik

versiyonlar1 elde edilmistir.
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