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OZET

BILESENLERI REEL ARALIKLAR OLAN MATRISLERIN
KARAKTERISTIKLERIi

2 (13

Bu ¢alismada; literatiirde yer alan “reel ve kompleks interval say1”, “reel ve
kompleks interval vektdr” ve “reel ve kompleks interval matris” kavramlarinin
genislemeleri sirasiyla “kuaterniyon interval say1”, “kuaterniyon interval vektor” ve
“kuaterniyon interval matris” kavramlar1 tanimlanmaktadir. Kuaterniyon intervallerin
matris temsilleri sunulmakta ve sunulan temsili matrislerin determinantlari, normlari,
0zdegerleri, izleri ve tersleri hesaplanmaktadir. Ayrica kuaterniyon intervallerin
toplamlari, ¢arpimlari, dogrusal bilesimleri ve diger bazi cebirsel hesaplamalar1 temsili

matris ile hesaplanmaktadir. R([A]), [4] intervalinin temsili matrisi olmak {izere,

b
[x]=[4][x]+[b] kuaterniyon interval sisteminden [x]:R([A])[x]+( [E) 'e]]j reel
sistemi tanimlanmakta ve bu sistem dikkate alinarak, kuaterniyon interval sistemin
¢Oziimiinlin varlig1r kontrol edilmekte ve sistemin ¢oziim vektoriine ulasilmaktadir.

Dahas1  [x]*" =[4][x]* +[b], k=0,1,...  kuaterniyon interval iteratif sistemin
yakinsakligin1 saglayan [A]’nin yakinsakligi ile R([A]) ‘nin yakinsaklig1 arasinda

baglar kuran kriterler verilmekte ve bdylece [x]=[A4][x]+[b] kuaterniyon interval
sisteminin ¢Ozimii i¢in bir metod olarak kullanilabilecek
[x]" =[A4][x]" +[b], k=0,1,... iteratif denklemin yakinsakliginin incelenmesi R([A])

reel matrisi kullanilarak yapilmaktadir.

2010, 75 sayfa

Anahtar Kelimeler: Reel Interval; Kompleks Interval; Kuaterniyon Interval; Matrisler;
Lineer Denklem Sistemleri.
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ABSTRACT

THE CHARACTERISTICS OF MATRICES WITH REAL INTERVAL
COMPONENTS

29  ¢¢

In this study; the “quaternion interval number”, “quaternion interval vector” and
“quaternion interval matrix” concepts, which these, respectively, are extensions of the
“real and complex interval numbers”, “real and complex interval vectors” and “real and
complex interval matrices” concepts existing in literature, have been defined. The
matrix representations of the quaternion intervals have been introduced and given the
determinants, norms, eigenvalues, traces and inverses of the presented representation
matrices. Also, the sums, products and linear combinations and the other some algebraic

calculations of the quaternion intervals have been computed via the matrix

-1b,]

representations. The real system [x]= R([A])[x]+( : j has been defined from the

quaternion interval system [x]=[4][x]+[b] and considering this system, the existence

of the solution of the quaternion interval system has been controlled and reached to the
solution vector of the system. Moreover, the criterions establishing the connections
between the convergent of [ 4] which provides the convergent of the quaternion interval

iterative system [x]"' =[A4][x]* +[b], £ =0,1,... and the convergent of R([A]) have
been given, and thus, investigating of the convergent of the iterative equation
[x]*" =[A4][x]" +[P], k =0,1,..., which this equation is used as a method for the solution
of the quaternion interval system [x]=[4][x]+[/], has been done using the real matrix

R([4]).

2010, 75 pages

Key Words: Real interval; Complex interval; Quaternion interval; Matrices; Linear
Equation Systems.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

matrisinin determinanti

matrisinin normu
matrisinin izi

matrisinin tersi

matrisinin spektral yarigap1
matrisinin 6zdegeri

matrisinin mutlak degeri

ORI O O N N N N N

matrisinin temsili matrisi

Kompleks sayilar kiimesi
n -boyutlu kompleks vektorler kiimesi
mxn tipinde kompleks matrisler kiimesi

Kompleks interval sayilar kiimesi

n -boyutlu kompleks interval vektorler kiimesi
mxn tipinde kompleks interval matrisler kiimesi
Kuaterniyon interval sayilar kiimesi

n -boyutlu kuaterniyon interval vektorler kiimesi
mxn tipinde kuaterniyon interval matrisler kiimesi
Kompleks kuaterniyon sayilar kiimesi

n -boyutlu kompleks kuaterniyon vektorler kiimesi

mxn tipinde kompleks kuaterniyon matrisler kiimesi
Reel sayilar kiimesi
Reel interval sayilar kiimesi

n -boyutlu reel interval vektorler kiimesi
mxn tipinde reel interval matrisler kiimesi
Reel kuaterniyon sayilar kiimesi

n -boyutlu reel kuaterniyon vektorler kiimesi

mxn tipinde reel kuaterniyon matrisler kiimesi



SEKILLER DiZiNi

Sekil 3.1.1. Ax ile {Z}:Z e A,;ex} .................................................

Sekil 3.1.2. i, j,k kuaterniyon baz vektorlerinin geometrik gosterimi



1. GIRIS

1.1. “interval” Kavrami

Sayisal hatalar, matematiksel islemler ve degerlerin yaklasik kullanimlarindan
ortaya ¢ikan farklar olarak tanimlanabilir. Bu hatalarin bir kismi1 kullanicilarin kendisinden,
bir kismu1 bilgisayarda kullanilan yazilimlardan ve bir kism1 da bilgisayarlarin dogal olarak
say1lart belirli bir uzunlukta depolayabilme, yuvarlatma ve kesmelerinden kaynaklanir.

Bu durum dikkate alindiginda, bilimsel problemlerin ¢oziimleri ¢ogu durumda tam
¢coziime yakin ¢ozlimler olarak elde edilmektedir veya bir bagka ifade ile tam ¢6ziimlerin
yerine hatali ¢oziimler elde edilmektedir.

Genel olarak, bir problemin matematiksel modellemesi olan y = f(x), bagimsiz-
bagiml degisken sistemindeki, x degiskenindeki olasi hatalar (& : x i¢in soldan hata miktari
ve &: x i¢in sagdan hata miktar1) dikkate alinarak, x degiskenini probleme dahil etmenin en
bariz yolu, degiskeni [x—0,x+ &] seklinde ifade etmek olacaktir. Bu diisiince ilk olarak,
Moore tarafindan “interval” kavram olarak literatiire girmistir (Moore, 1959; 1960; 1966;
Moore ve Yang, 1959; Moore ve ark., 1960). Boylece, sayisal verilerle ¢coziilmesi gereken
bir matematiksel problemde, verilerde ve islem siirecinde olusabilecek tiim hatalara bir iist
ve alt sinir saglama diisiincesi birgok bilimsel g¢aligmada yerini alarak, matematik,
miihendislik, bilgisayar bilimi gibi bir¢ok alanda sayisiz uygulamalar1 olan bir fikir haline
geldi.

Intervaller ve interval aritmetigini bilimin ¢ogu alaninda kullanildigim1 goérmek
miimkiindiir:

e Miihendislik bilimlerinde,
e kalite kontrol alani,
e bilgisayar mikro devrelerindeki eksikliklerin giderilmesi,
e imalat hatalarindaki esneklik payimin belirlenmesi,

e robotlarin bilgisayarlar araciligi ile dizayn edilmesi ,



e ucgak motorlarinin kontrolii,
o elektrik gii¢ tesislerinin kontrolii,
e trafigin kontrol edilmesi,
e Sosyal bilimlerde,
e insanlarin 6grenme siirecleri grafiklerinin olusturulmast,
e proje yonetimi,
e hizmet sistemlerinin olusturulmasi,
e Fizik biliminde,
e lazer 1sinlarinin kontrolii,
e parcaciklarin hiz ayarlarinin belirlenmesi,
e radyoastronomide goriintii isleme,
e akigkanlar mekanigi,
e Kimya biliminde,
e spektral analiz,
e Bilgisayar biliminde,
o iletisim aglar1 ve ozellikle de bilgisayar aglari,
e yapay zeka,
e Ekonomi biliminde,

e planlama ve banka islemleri,
(Jaulin ve ark., 2001; Moore ve ark., 2009; Snyder, 1992; Balaji ve Seader, 1995;
Fefferman ve Seco, 1996).

1.2. “Kuaterniyon” Kavram

Kuaterniyonlar, kompleks sayilar cisminin degisimli olmayan bir geniglemesidir ve
1843 yilinda irlandali matematik¢i William Rowan Hamilton (1844; 1866; 1899) tarafindan
kompleks sayilari ii¢ boyutlu uzaya tasimak amaciyla tanimlanmistir

Kuaterniyonlar bir skaler ile bir imajiner bilesenlere sahip bir vektérden olusan



Ozglin bir yapr olarak diisiiniilebilir (Silva ve Martins, 2002). Dolayisiyla skaler ve
vektorlere iliskin 6zelliklerin nerede ise tamami kuaterniyonlar i¢in de saglanir. Bu nedenle
kuaterniyonlar fiziksel niceliklerin temsilinde énemli derecede rol oynamaktadirlar. Ozgiin
yapilar1 ve islevselligi nedeniyle donme ve Oteleme hareketinin temsilinde oldukca
kullamlishdirlar. Ozellikle dénme hareketi ile iliskili olan acisal yerdegistirme, acisal hiz,
acisal ivme ve momentum niceliklerinin tiiretilmesi konusunda Chou (1992) tarafindan
yapilan ¢aligma dikkat ¢ekicidir.

Kuaterniyonlar teorisi zaman igerisinde kendisini yenileyerek ¢esitlenmistir. Diger
bir deyisle yeni kuaterniyon tiirleri tanimlanmistir. Hamilton tarafindan 1843 yilinda
tanimlanan kuaterniyonlarin baz elemanlar1 imajiner, bilesenleri ise reel sayilar oldugu i¢in
bu ilk tiir, “reel kuaterniyonlar” seklinde adlandirilmis; ardindan bilesenleri kompleks say1
olan kuaterniyonlara “kompleks kuaterniyonlar” veya “bikuaterniyonlar”, bilesenleri dual

sayilar olan kuaterniyon ¢esidine de “dual kuaterniyonlar” ad1 verilmistir.

1.3. Kapsam ve Onem

Bu calismada; literatiirde yer alan “reel ve kompleks interval say1”, “reel ve
kompleks interval vektor” ve “reel ve kompleks interval matris” kavramlarinin
genislemeleri olan “kuaterniyon interval say1”, “kuaterniyon interval vektor” ve
“kuaterniyon interval matris” kavramlari tanimlanmaktadir. Kuaterniyon intervallerin
matris temsilleri sunulmakta ve sunulan temsili matrislerin determinantlari, normlari,
Ozdegerleri, izleri ve tersleri hesaplanmaktadir. Ayrica kuaterniyon intervallerin toplamu,

carpimi, dogrusal bilesimleri ve diger bazi cebirsel hesaplamalar1 temsili matris ile

hesaplanmaktadir. R([A]) , [4] intervalinin temsili matrisi olmak iizere, [x]=[A4][x]+[b]

-1b,]

im

kuaterniyon interval sisteminden [x]= R([A])[x]q{ ] reel sistemi tanimlanmakta ve

bu sistem dikkate alinarak, kuaterniyon interval sistemin ¢oziimiiniin varligr kontrol

edilmekte ve sistemin ¢OzUim vektoriine ulagilmaktadir. Dahasi



[x]""' =[A4][x]" +[p],k=0,1,... kuaterniyon interval iteratif sistemin yakinsakligim
saglayan [A]’ nin yakinsaklig ile R([A]) ‘nin yakinsaklig1 arasinda baglar kuran kriterler
verilmekte ve boylece [x]=[A][x]+[b] kuaterniyon interval sisteminin ¢Oziimii ig¢in bir
metod olarak kullanilabilecek  [x]*"' =[A][x]" +[b],k=0,1,... iteratif denklemin
yakinsakligiin incelenmesi R([A]) reel matrisi izerinden yapilmaktadir.

Matematiksel modellemelerin ¢ogu Ax =5 formunda denklem sistemleridir. Bu
tezde; [A][x]=[b] kuaterniyon interval sistemin reel interval sisteme indirgenmesi ve
indirgenen reel interval sistem iizerinden kuaterniyon interval sistemin ¢oziimiiniin
varliginin kontrolii ve de ¢6zlimiin elde edilmesi ¢alismasi biiylik 6nem teskil etmektedir.

Calismay1 6nemli kilan bir diger neden ise; [x]=[4][x]+[b] kuaterniyon interval
sisteminin ¢oziimiine

[x]" =[A4][x]" +[b],k=0,1,...
iteratif sistemden ulagsmanin tercih edilebilecegi diisiincesinin géz Oniine alinmasi ve de
iteratif sistemin yakinsakligini belirleyen [A4] kuaterniyon interval matrisinin yakinsakligi

i¢in kriterler sunulmasidir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Sayisal hesaplamalarda intervallerin kullanilmasindaki temel amag; bilimsel
problemin ¢éziimiiniin elde edilmesi sirasinda ortaya ¢ikan ve gittik¢e artan tiim hatalar i¢in
bir iist sinir ve bir alt sinir saglamak ve sonrasinda problemi sonu¢ araligima gore
degerlendirmektir. Problemin ¢oziimiinii iceren en uygun araligi bulma problemi birgok
caligmaya konu olmustur (Hansen E., 1997; Hansen ve Walster, 2004).

1959 da interval aritmetik kavraminin, hassas hesaplamaya gerek duyulan bilimsel
caligmalar iizerine yapacagi etkilerine deginilmis ve interval aritmetigin bilgisayar ile
hesaplamalar iizerine nasil uygulanabilecegi hakkinda bir rapor sunulmustur (Moore,
1959). Ayrica 1959°da, rasyonel fonksiyonlarin ve onlarin integrallerinin goriintiisiiniin
interval hesaplamalarla sinirlanabilecegi bilgisine varilmistir. Moore ve ark. (1960) ilk defa
“interval degerli fonksiyonlar”, “interval kasilmalar”, “interval sayilar i¢cin metrik topoloji”,
“interval integraller” kavramlarindan bahsederek, interval aritmetigin calisma alani teorik
ve uygulamali interval aritmetik olarak degerlendirilmeye baslanmistir (Moore ve ark.,
1960). Fiziksel problemlerin matematiksel modellemesi olarak bilinen diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinde gerek duyulan rasyonel fonksiyonlar ve onlarin integrallerinin
goriintiileri intervallerle ifade edilebilmektedir (Moore ve ark., 1960). interval analizi,

fonksiyonlarin Taylor acilimlarindaki kalan terimi smirlama problemlerinde de
uygulanmistir (Reiter, 1965). Hansen (1997) ¢aligmasinda, f(x) fonksiyonunun aralik
genislemesi olan F(X) ‘in ug¢ noktalarinin keskiligini incelenmis ve f(x)’in monotonlugu
ile F(X)’in u¢ noktalarmin keskiligi arasindaki iliskiye deginmistir. Interval sayilar
tizerinde, hesaplamalarda daha keskin sonuglar veren yeni aritmetik islemler tanimlanmus,
bu islemlerden yararlanilarak interval matrislerin bazi aritmetik o6zellikleri verilmis ve
interval lineer denklem sistemlerinin ¢ézlimleri incelenmistir (Ganesan, 2007; Neumaier,
1990).

1960’1 takip eden siirecte, kompleks intervalller, interval matrisler, interval

vektorler, interval denklem sistemleri vb. terimler de literatiire girmistir.



Rohn (1993) bir interval matrisin tersinin, interval matristen elde edilen tiim reel
matrislerin terslerini igeren en dar interval matris olarak tanimlamig, bu matris i¢in
hesaplamalar iizerine teorik ve pratik sonuglar elde etmistir.

n bilinmeyen ve n denklemli reel interval denklem sistemlerinin ¢oztimleri
sinirlandirmak i¢in teori ve metotlar gelistirilmistir(Rohn, 1989).

[x]=[A4][x]+[b] formundaki interval lineer denklem sistemlerinin g¢oziimlerinin
varlig1 i¢in gerekli ve yeterli kriterler verilmistir. Ayrica [A] kompleks intervalinin
kuvvetlerinin yakinsakligr ve [A] ’nin temsili matrisinin indirgenemezligi incelenmistir

(Arndt ve Mayer, 2004; 2005; Arndt, 2007).

Kuaterniyonlar yerdegistirme, hiz, kuvvet vb. gibi klasik mekanige iliskin giinliik
hayatimizda ¢ok sik kullandigimiz fiziksel niceliklerin temsilinde kullamlmstir (Ozdas ve
Ozdas, 1989; Ozdas, 1995). Robotik sistemlerin temsiline iliskin calismalarda
kuaterniyonlar adeta yeniden kesfedilmistir (Funda ve Richard, 1990; Tanisl, 1995).

Kuaterniyonlarin kendisine rahatlikla yer buldugu uygulama alanlarindan birisi de
kuantum mekaniginin incelenmesidir. Kompleks bilesenleri igermeleri nedeniyle kuantum
mekaniginde c¢ok kullanilan dalga fonksiyonlar1 ve operatorlerini temsil etmede
kullanilmaktadir (Gough, 1984; Finkelstein ve ark., 1959). Schrédinger ve Dirac
denklemlerinin ifade edilmesinde kuaterniyonlarin kullanim1 dikkat ¢ekicidir (Adler, 1994).

Hacisalihoglu (1983) reel ve dual kuaterniyonlar1 ve sagladiklar1 6zellikleri ayrintili
bir sekilde incelemistir. Birim dual kuaterniyonlar yardimiyla donme ve kayma
operatorlerini ifade etmistir. Ayrica vida operatoriiniin donme ve kayma operatorlerinin 2
bileskesi olarak yazilabilecegini gostermistir. Vida hareketlerinin bilesimini ve Euler
agilarinin denklemlerini vermistir.

Ward (1997) 3- ve 4-boyutlu Oklid uzaylarinda donme matrislerini, reel
kuaterniyonlar1 kullanarak vermistir. Ayrica, kuaterniyonlarin matris formlarmi ifade
etmistir.

Kula (2003) split kuaterniyonlari incelemis ve Hamilton operatorlerini ve
ozelliklerini vermistir. Ayrica Minkowski-3 uzayinda vida hareketini tanimlamustir.

Grob ve ark. (2001) ¢aligmalarinda bir kuaterniyonun 4-boyutlu vektor temsilini ve

matris vektor ¢arpimini kullanarak temel matris adin1 verdigi temsili matrisini elde etmisler



ve bu temel matrisin 6zdeger ve 6zvektorlerini incelemislerdir. Ayrica bir kuaterniyonun
kuvveti ve kuaterniyon denklemleri i¢cinde incelemelerde bulunmuslardir.

Zhang (1997)’1n ¢alismasi, kuaterniyonlar ve kuatreniyon matrislerinin detayli bir
sekilde incelendigi Onemli bir calismadir. Bu calismada matris cebrini kullanarak,
kuaterniyonlar i¢in bilinen sonuclarin farkli ispatlarini vermis ve kompleks matrislerin

kuaterniyon matrisler ile olan benzerligine deginmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

29 ¢

Bu boliimde; “reel ve kompleks interval say1”, “reel ve kompleks interval vektor ”
ve “reel ve kompleks interval matris” kavramlari ile “reel kuaterniyon” kavrami tanimlanip
kuaterniyon ve interval kavramlarinin birlestirilmesiyle “kuaterniyon interval sayi”,
“kuaterniyon interval vektor” ve “kuaterniyon interval matris” olarak isimlendirilen yeni

kavramlar verilmekte ve ¢alismanin 6zgiin sonuglart sunulmaktadir.

3.1. MATERYAL

3.1.1. Sayisal Hatalar

Sayisal analizin amaci, sayisal problemleri basit aritmetik islemler kullanarak
¢ozmek, verilen verilerden sayisal sonuglar elde etme metodlart gelistirmek ve
degerlendirmektir.

Dogaldir ki, problem girdilerinin ¢ogu zaman kesin veriler olmamasi (verilerin
deneysel girdiler olmasi) ve hesaplayicilarin kapasitelerinin sinirli olmasindan kaynaklanan
gittikce artan hatalar, problemin sonuca goére degerlendirilmesi esnasinda yaniltan
yorumlara yol agar.

Bu sebepten, sayisal analiz ¢ogu zaman, analitik olarak ¢oziimleri ¢ok zor veya
imkansiz olan matematik problemlerini belirli hata araliklarinda ¢dziimleme ve ¢oziimii
mevcut kriterlere gore degerlendirme siirecini takip etmektedir.

Problem ¢6ziim siirecinin saglikli bir sekilde takip edilmesi ve sonucun dogru bir
sekilde yorumlanmasi agisindan hata tiirlerinin ve de degerlendirilme Olgiitlerinin iyi
kavranmasi gerekmektedir.

Genel olarak hatalar ii¢ sinifta incelenebilir:

v" Veri hatalar



¢ Girdi bilgilerinden kaynaklanan hatalar
e Bilgisayarda kullanilan yazilimlardan kaynaklanan hatalar
v Yuvarlama hatalari

v Kesme hatalar

3.1.1.1. Veri Hatalan

Olgiimlerden elde edilen verilerden ve ondalikli sayilarn basamak sayilarindaki
sinirlamadan kaynaklanan hatalardir.

Bir deneyde Olciilen veya gozlemlenen deger belli bir hassasiyete sahiptir. Yani
gozlemlenen deger noktadan sonra dort basamak ise besinci basamak icin birsey
sOylenemez. Bu sekilde gozlemlenen veya olgiilen degerlerin binlerce aritmetik islemin
bulundugu bir algoritmada kullanilacag: diisiiniiliirse her bir islemden sonra sonucun daha
az dogru oldugu kanisina varabiliriz.

Ya da ondalik haneleri sonsuza uzanan, w=3.141592653589793... ve
V2=1.1414128... gibi sayilar, bilgisayar hesaplamalarinda hesaplayicimn kapasitesi sonlu
hale getirilerek ifade edilir. Yani, hesaplamalarda hi¢bir zaman sayilarin tam degerleri

kullanilmayacaktir. Bu tiir hatalar, birer veri hatasidir.

3.1.1.2. Kesme Hatalar

Problemlerin matematiksel modellemeleri esnasinda karsilagilan fonksiyonlarin
Taylor seri agilimlar1 ile birer polinom olarak ifade edilmeleri ve problemin ¢6ziim
siirecinde fonksiyonlarin seri temsillerinin kullanilmasi uygulamali matematikte sik
basvurulan bir yoldur.

Taylor acilimina gore bir f fonksiyonu ve onun ilk n+1 aralifindaki tiirevleri x,,,

ve x, aralifinda stirekli ise, x,,, deki fonksiyonun degeri, 4 = x,,, —x, olarak alindiginda,



f(x”l):f(x")-i_f,(xi)h"'%hz+,,,.|_fnn(!xi)h" iR

formili ile bulunur.

Taylor serisinde n inci terime kadar alinan toplamda R, kesme hatasin1 verir. Yani,

fn+l (g) .

R= ) o cecy
"y s<x

dir. Bu durumda R, ’nin degeri tam olarak bulunamasa da adim uzunlugunun 4" ile dogru

orantili oldugu goriilmektedir. Bu ise kesme hatasini azaltmanin adim uzunlugunu
kii¢iiltmekle miimkiin olacagini gosterir.

Temsili serinin sonsuz terimli olmasi sebebi ile de bir noktadan kesilmesi gerektigi
aciktir. Sonsuz terimli bir serinin bir yerden kesilerek kalan terimlerin hesaplanmasi ile
olusan hatalardir.

Ornek 3.1.1. ¢* icin Maclaurin serisi

2 3

. X x
e =l+x+—+—+...
21 3l

seklinde verilir. Bu seri sonsuz tane terime sahiptir. Bu seriyi kullanarak e*’i hesaplamak

i¢in sadece terimlerinin sonlu sayisin1 kullananbiliriz. Ornegin ilk ii¢ terimi kullanarak

2

, X
e =l+x+—
2!

seklinde bir yaklagim elde ederiz. Boyle bir yaklasim i¢in kesme hatast,

2
KesmeHatasi = e* — (1 +x+ %j

3 4
X X

31 4!

olur.



11

3.1.1.3. Yuvarlama Hatalan

Bilgisayarlar fiziksel yapilarindan dolay: sayilarin sadce bir kismini belleklerinde
saklayabilirler. Tam ve kesirli sayilar belleklerde kelime yapisinda tutulurlar. Tam sayilar
bir kelimeye yerlesirken kesirli sayilar en az iki kelimeye yerlesirler. Kelime yapisi 1 byte
(16 bit) olan bilgisayarlarda en kiiciik say1 -32767, en biiyiik say1 ise +32768 dir. Bu
sayillardan daha kiiciik yada daha biiyiik olanlar kesirli say1 olarak mb° formatinda
bulunurlar. Burada m mantis, b taban ve e Usttiir. Mantis 0 <m <1 araligindadir. Mantis
kisminda rasyonalize halinde saklanan sayilar ozellikle iterasyonla yapilan islemlerde
yuvarlatma hatalarina sebep olurlar. Bu hatalar1 azaltmak i¢in programlamalarda mantis
kisminin hassasiyetini iki kat artiran ¢ift duyarlikli degiskenler kullanilir.

Ayrica kesirli sayilarin islemlerinde atma ve yuvarlatma kullanilir. Duyarlilig1 fazla
olan glinlimiiz bilgisyarlarinda atma yontemi tercih edilmektedir; zira yuvarlatma igin
harcanan zaman ¢ok fazla olmaktadir.

Ornek 3.1.2. 6.7894856 gibi bir saymim 7 hanesi kullanilacaksa yuvarlatmada 6.789486
olurken atmada 6.789485 olur.

3.1.2. Reel ve Kompleks intervaller

Bu boliimde; “reel ve kompleks interval” kavramlarinin tanimlar1 verilecek, bu
kavramlar i¢in tanimlanan aritmetik islemlere deginilecek ayrica reel ve kompleks

intervallerin vektor ve matris temsilleri sunulacaktir.

3.1.2.1. Reel intervaller ve Reel interval Aritmetik

Tamm 3.1.1. X <X olacak sekilde, X ve X reel sayilart arasindaki sayilardan olusan

kiimeye reel interval denir ve
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X:[g,ﬂ:{xeﬂ%:ggg}}

ile ifade edilir.

Reel intervallerden olusan kiimeye, reel intervaller kiimesi denir ve
I(R)={[X.X]: X, X cR X <X]|
seklinde ifade edilir.

X =X olmasi halinde, [1 ,}} intervalinin bir reel say1 olacagi aciktir. Bu

sekildeki intervale, dejenere interval denir.

Ornek 3.1.3. —1 ve 2 reel sayilar arasindaki reel sayilar, [—l, 2] intervali ile ifade edilir.

Ornek 3.1.4. 3 reel say1s1 interval olarak 3 =[3,3] ile gosterilir.
Not 3.1.1. Calisma boyunca, X,Y ve Z sembolleri ile sirasiyla X = [l, }] , Y = [Z,?]
ve Z = [Z ,E] reel araliklar1 gosterilecektir.

Tamm 3.1.2. X,Y €(R) intervalleri igin X =Y ve X =Y esitlikleri saglantyorsa, bu
sekildeki araliklara egit intervaller denir.

Tanmm 3.1.3. X, Y € I(R) intervallerinin arakesiti,

XmY:{z czeX vezeY

——

- [max {X,Y},min {Y’?}]

seklinde tanimlanir.
Ornek 3.1.5. X = [O, 2] ve Y = [—1,1] intervalleri verilsin. Bu iki intervalin arakesiti,
XnY= [max {O,—l} ,min{2,l}]
=[0.1]
olarak bulunur.
Ornek 3.1.6. X = [2,4] ve ¥ = [—1,1] intervallerinin arakesiti ise,

XNnY=¢g
dir.
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Tanmm 3.1.4. X,Y € I(R) intervallerinin birlesimi,

XUY:{Z zelX VeyazeY}
:[min{l,Z},max{},?}}

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.1.7. X =[0,2] ve Y =[—1,1] intervalleri verilsin. Bu iki intervalin birlesimi,

XuY = [min{O,—l},max{Ll}]
=[-12].
Tamm 3.1.5. X,Y e I(R) intervallerinin hull'u; X ve Y intervallerini igeren en kiigiik
interval olarak tanimlanir. Yani
XY = [min {X.Y}, max {},I_/}}

dir.

Not 3.1.2. iki intervalin birlesimi her zaman bir interval olarak ifade edilemez. Ancak iki

intervalin hull’u genelde bir interval olarak yazilir. Bununla birlikte, herhangi X,Y €/ (R)
intervalleri igin;

XUYccXUY
ifadesi mevcuttur.

Ornek 3.1.8. X z[—l,O] ve Y :[1, 2] intervalleri verilsin. Bu iki intervalin arakesiti bos
kiime oldugundan birlesimleri bir interval olarak ifade edilemez. Ancak, XUY = [—1,2] dir.
Tanim 3.1.6. Bir X €/ (]R) intervalinin infimumu intervalin sol u¢ notasidir ve

inf(X)=X
olarak tanimlanir.

Tanim 3.1.7.Bir X e/ (]R) intervalinin supremumu intervalin sag u¢ noktasidir ve

sup(X) = X

olarak tanimlanir.
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Tanim 3.1.8. Bir X e/ (]R) intervalinin genigligi u¢ noktalar1 arasindaki fark olarak
tanmimlanir. Yani,
wid(X)=X-X
dir.
Eger X ’in genisligi sifir ise (X = X), aralik dejenere yada ince interval olarak,
X< X ise, kalin interval olarak adlandirilir.

Ornek 3.1.9. X = [—1,4] el (R) intervalinin genisligi
wid(X) :4—(—1) =5

olur ki verilen interval kalin interval olarak adlandirilir.

Tanimm 3.1.9. Bir X € I(]R) intervalinin orta noktasu,

}+£

mid(X) =

olarak tanimlanir.

Ornek 3.1.10. X =[-1,4] € /(R) intervalinin orta noktas

4+D 3

mid(X) =
l ( ) B
dir.

Tanim 3.1.10. Bir X e/ (R) intervalinin yari¢apt; orta noktasindan ug¢ noktalarina olan

mesafe olarak tanimlanir. Yani,

rad(X)=2"% ;X

dir.
Ornek 3.1.11. X = [—1,4] € I(]R) intervalinin yarigapi,

rad(X):%zg

dir.
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Tanim 3.1.9 ve Tanim 3.1.10°u kullanarak asagidaki tanimlamay1 yazabiliriz.
X = mid(X)Jr[—rad(X),rad(X)J

Tanmm 3.1.11. Bir X €/ (R) intervalinin mutlak degeri yada biiyiikliigii,

|X| = max(‘} , )_(|)
olarak tanimlanir.

Tanim 3.1.12. X,Y € I(R) intervallerinin toplama,

X+Y:{xeR: ££x£}}+{yeR: Xﬁyﬁ?}
:{x+y : xeX,er}
:[X+Z,}+I_/]

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.1.12. X :[0,2] ve Y :[—1,1] intervalleri verilsin. Bu iki intervalin toplamu,

X+Y=[0-1,2+1]
=[-13]
olarak bulunur.

Tanim 3.1.13. X,Y e I(]R) intervallerinin farki,

X-Y

{xeR:XSxS?}—{yeR:ZSyS)_’}

{x—y:xeX,er}

[X-Y,X-Y]
seklinde tanimlanir.

Ornek 3.1.13. X =[—1,0] ve Y =[1, 2] intervalleri verilsin. Bu iki intervalin farki,
X-Y= [—3,—1]

olarak bulunur.
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Tanim 3.1.14. S = {K.X,}.X,X.}_’,}.}_’} olmak tizere, X,Y e I(R) intervallerinin
carpimi,
XY =[min S, max S|

seklinde ifade edilir.

Ornek 3.1.14. X =[-1,0] ve Y =[1,2] intervalleri verilsin. Bu iki intervalin ¢arpimu,
S ={-1.1,-1.2,0.1,0.2} = {-1,-2,0}
olmak iizere
XY =[-2,0]
dir.

Goriilmektedir ki iki intervalin ¢arpiminin ug¢ noktalarini; ¢arpim kiimesi olan S 'nin

minumum ve maksimum degerleri olusturmaktadir. Asagidaki tablo, X ve Y

intervallerinin ¢arpim araligmi (X.Y :[min S,max § ]) belirlemede S ’nin minumum ve

maksimum degerlerini vermektedir.

Durumlar min S max S
0<Xve0<Y XY XY
X<O<iveOSX K.)_’ XY
X<0ve0<Y XY XY
0<XveY<0<Y XY XY
X<0veY<0<Y XY XY 3-1)
0<X ve Y <0 XY XY
X<0<XveY<0 XY XY
X<0veY <0 XY XY
£<0<}Ve Z<O<? min{iy,}.Z} max{X.Y,T}
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Tanim 3.1.15. 0<n e Z igin, bir X € I(]R) intervalinin n-inci kuvveti,

[1,1] n=0
[}n,ln} X <0 ve n gift
[Ka}]n = n N
[g , X J, X >0 veyan tek
[o,max{g",}"}}, X <0<X ven>0cift

seklinde tanimlanir.

Not 3.1.3. Ozel bir durum olarak bir X e I (R) intervalinin karesi ile X.X ayni degildir.
Ornek 3.1.15. [-1,1] =[0,1] iken [-1,1].[-1,1]=[~1,1] dir.

Tamm 3.1.16. @ € R reel sayisi ile X € /(R) intervalinin ¢arpimu,

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.1.17. X,Y € I(R) (0 ¢ Y) iki intervalinin boliimii yani, X /Y,
Y ={l/y:yev}=[UY,1/Y ]

ifadesi kullanilarak
X/Y=X .(1 1Y )

carpimi ile elde edilir.

Ornek 3.1.16. X =[1,2] ve Y =[—5,—3] intervalleri verilsin. Bu iki intervalin bolimii,
X 1Y =[1,2](1/[-5,-3]) =[-2/3,-1/5]

dir.

Eger Y <0< Y ise bolme islemi,
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X/Y:[X X]/[)_’,YJ

= [g,i]/[z,o-]u[g,ﬂ/[on?]
seklinde yapilir.

Ornek 3.1.17. X :[1,2] ve Y z[—l,l] intervalleri verilsin. Bu iki intervalin bolimd,

XY =[1,2])/[-11]
=[1.2)/[-1,0" Ju[1.2]/[0%.1]
= (—oo,—l]u[l,oo)
dir.
Not3.14. X, Y el (R) iki intervali i¢in Y .(X 1Y ) = X olarak ifade edilemez.

Ornek 3.1.18. X :[1,2] ve Y z[—S,—3] intervalleri alinsin. O taktirde,
Y.(X/Y)=[3/510/3]#[1,2]
oldugu agiktir.
Tanmm 3.1.18. X, Y e/ (R) gibi herhangi iki intervalin toplama ve ¢arpma iglemine gore
degisme ozelligi,
X+Y=Y+X, XY=YX,
seklindedir.
Tanmm 3.1.19. X,Y,Zel (]R) gibi herhangi ¢ intervalinin toplama ve ¢arpma islemine
gore birlesme ozelligi ise
X+(Y+Z)=(X+Y)+Z, X(¥Z)=(XY)Z,

seklindedir.

Tamm 3.1.20. [nterval aritmetiginde toplama ve ¢arpma islemine gore birim eleman 0 ve

1 dejenere intervalleridir. Yani herhangi bir X €/ (R) intervali i¢in,
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0+X=X+0=X
lLX=X1=X
0X=X.0=0

dir.

Tamm 3.1.21. Interval aritmetiginde herhangi bir X € I(R) intervalinin toplama islemine

gore tersi —X intervali degildir. Acikca ifade edilirse

X+(-X)= [g,}]{—},—g} - [K—Y,Y—X}

dir. Ancak burada X =X oldugu zaman [O, O] esitligi ¢ikar.
Not 3.1.5. Herhangi bir X €/ (]R) intervalinin ¢arpma islemine gore tersi, 1/ X degildir.

Gergekten, X >0 veya X <0 durumlari igin,

L [[x/xxix), x>0
X—-=
X [Y/g,g/ﬂ, X <0

yazilir ki, X % =1 olmast X intervalinin dejenere bir interval olmasi ile miimkiin olacagi

sonucuna ulasilir.

Not 3.1.6. Intervaller igin tammlanan ¢arpim isleminin toplama islemi {izerine dagilma

ozelligi her zaman gegerli degildir ve bu durum, X,Y,Z € I(R) intervalleri i¢in
X(Y+Z)C XY +XZ

bagintis1 ile verilir. X (Y +Z) ve XY+ XZ intervallerinin esitligi asagida verilen

durumlarda saglandig1 gériilmektedir.

e Her x € R reel sayisi ve herhangi Y,Z €1 (R) reel intervalleri i¢in
x(Y+Z) =xY+xZ,

e Herhangi bir X,Y,Z el (]R) intervalleri i¢in
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X(Y+Z)=XY+XZ, YZ>0

dir.
Ornek 3.1.19. X =[1,2], Y =[L1] ve Z =[-1,-1] intervalleri alinsin. O takdirde,

X(Y+2z)=[12]([1.1]+[-1-1])
=[0,0]
XY +XZ =[1,2][1.1]+[1,2][-1, 1]
=[]

3.1.2.2. Reel Interval Matrisler ve Aritmetigi

Tamm 3.1.22. x, ,x, e R, 1<i<n, skalerleri i¢in

vt =[5 )] =[] fw ][]

formundaki vektorlere, nx1 tipinde reel interval vektérler denir.
Ayrica x = ([ﬁ ,)_ci])?r reel interval vektori, x = (ﬁ )f ve ¥ =(x,)! reel vektorleri igin
xz{)'éeR” :géiéf,g,fel&”}
ile tanimlanir ve x = [)_c, ;] seklinde gosterilir.
Reel interval vektorler kiimesi ise 1 (]R” ) sembolii ile temsil edilir.
Ornek 3.1.20. x = (—l,l)T ve X =(0, 2)T olmak iizere, x = ([—1,0] 1L 2])T reel interval

vektorii x={f¥e R™: x<¥<¥} ile ifade edilir ki, x’in bir elemam %=(-1/2,3/2)" ex

dir.



21
Tamm 3.1.23. @,El.j eR, 1<i<m, 1<j<n, skalerleri i¢cin 4=([q,]), = ([@,E{/])U
formundaki matrislere, mxn tipinde reel interval matrisler denir.
Ayrica A= ([a;,a;]), reel interval matrisi, 4=(a;), ve A= (a;); reel matrisleri
i¢in

A={AeR™": A<A<A,4,AcR™}

ile tanimlanir ve 4 = [4,2] seklinde gosterilir.

Reel interval matrisler kiimesi ise [ (R’"X” ) sembolii ile temsil edilir.

.. -2 -1 - (21 . [-2,2] [-L1]
Ornek 3.1.21. 4= ve A= olmak tizere, A= reel
-1 -1 11 [-1,1] [-1,1]

interval matrisi A= {Zl eR™:4<4 SZ} ile ifade edilir ki, 4’nin bir elemani

~ (=1 1/2
A= e A dir.
0 1/3

Tanim 3.1.24. Bir 4=([q;,3,]); € I(R”’X”) interval matrisinin infimum matrisi,

ij >

inf(4) = (infla,,a,1), = 4

dir.
[2,4] [-1,1]

Ornek 3.1.22. 4=
([_29 1] [09 2]

J reel interval matrisinin infimum matrisi,

I
=421,

dir.
Tamm 3.1.25. Bir A:([ﬁ,ﬁij])[j e](]R'"X") interval matrisinin supremum matrisi (veya
supremumu),

sup(4) = (supla;,a; 1), = 4

dir.
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[2,4] [-1,1]

Ornek 3.1.23. 4=
([—2, 1] [0,2]

j reel interval matrisinin supremum matrisi,
(A)=4 v
su =A=
P 12
dir.

Tamm 3.1.26. A=([q;,a,]); €/ (R’”X”) reel interval matrisinin bilesenlerinin orta

noktalariin olusturdugu reel matrise, A matrisinin orta matrisi denir ve

a[.j+al.j

A=mid(4)=([ D,

ile verilir.

[3.7,43] [-15-05]  [0,0]
Ornek 3.1.24. 4= [—1.5,—0.5] [3.7,4.3] [—1.5,—0.5] reel interval matrisinin
[0,0]  [-15-05] [3.7.43]

bilesenlerinin orta noktalarinin olusturdugu reel matris,

4 -1 0
A=mid(4)=|-1 4 -1
0 -1 4

dir.

Tamm 3.1.27.  4=([qg;,qa,]), €/ (R’"X”) reel interval matrisinin  bilesenlerinin

yarigaplariin olusturdugu reel matrise, A matrisinin yarigapi denir ve

Cl!-/- —da

rad(A) = ([ 2i

D;

ile tanimlanur.
Eger Ae [(R’”X") interval matrisi igin rad (A4)=0 ise matris ince, rad (A4)>0 ise

matris kalin olarak adlandirilir.
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[2,4] [-1,1]

Ornek 3.1.25. 4=
([—2, 1] [0,2]

j reel interval matrisinin yarigap matrisi

1 1
rad(A) = (3 /o J

dir.
Tamm 3.1.28. Bir 4=([a,,q,]), €l (]R'"X”) interval matrisin mutlak degeri yada
biiyiikliigii,

[4]= (max{a, ||, ),

seklinde tanimlanir.

[2,4] [-1,1]

Ornek 3.1.26. 4=
([_29 1] [09 2]

J reel interval matrisinin mutlak degeri

-3 3

Simdi ise interval matrisler kiimesindeki aritmetik islemleri verelim.

dir.

Tanim 3.1.29. A,Bel (]R’”X") interval matrisleri i¢in toplam veya fark matrisi,

AiB:{ZiE:AeA,l}eB}

ile tanimlanan A+ Be/ (R’”X” ) interval matrisidir.

Tanim 3.1.30. 4 € I(R”’X”) ve Be [(R”X" ) interval matrislerinin ¢arpim matrisi,
AB= {;1?3 ‘Ae A,ZE € B}

ile tanimlanan 4A.B e[ (R’”X”) interval matrisidir.
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Tanim 3.1.31. 4 I(R”X” ) interval matrisinin bir o € I(R) skaleri ile ¢arpimi
0!A={(;225[EO!,;1€A}
ile tanimlanan a4 €/ (R”X") interval matrisidir.

Tanim 3.1.32. 4Ae I(R”X”) interval matrisinin tersi,
A ={Zil ‘Ae A}
ile tanimlanan A" e 1 (R”X") interval matrisidir.

2
[-1,0

A={Z1 eA:/]:(_zﬁ _;j;a,ﬂe[o,l]}

seklinde yazilabilir. Buradan hareketle,

Al S)eneton)
:([1/2,2/3] [0,1/3]]

[0,1/3]  [1/2,2/3]

. -1,0
Ornek 3.1.27. 4 :£ ] [ 2’ ]J interval matrisi verilsin. O halde,

bulunur.

Onerme 3.1.1. 4,4".B,B'.C el (]R'”X”) interval matrisleri i¢in;

i A+B=[4+§,Z+§], A—Bz[ﬁ—E,Z—B],

ii. AiB:{ZiE:AeA,EeB},
iii. A+B=B+A4,(A+B)+C=A4+(B+C),

iv.. AcAB cB=>A+B cA+B

ozellikleri mevcuttur.
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Onerme 3.1.2. 4,4’ I(R"’X" ), B,B' I(R”X”) ve a,a'e I(R) olsun. O taktirde;

i (4B )ik - ilAiiB./k ’
=
ii. A'cA B cB= AB c 4B,
iii. A4(B+B')c AB+ AB'(Eger rad(A)=0 yada B,B' >0 ise esitlik mevcuttur.),
iv. (A+A4)Bc AB+ AB'(Eger rad(B)=0 yada 4,4’ >0 ise esitlik mevcuttur.),
v. (ad) =a4d,,
vi dca,AcAd=a'Acad,
vii. a(BtB')caBtaB' (Eger rad(a)=0 ise esitlik mevcuttur.)
viii. (a + a') Bc aB+a'B (Eger rad (B) =0 ise esitlik mevcuttur.),
ix. xel(R™) vektdriiigin, A(ax) # a(Ax) ,
Xx.  Cel(R”™) matrisiigin, 4(BC)=(4B)C esitligi her zaman saglanmaz. Yani,

interval matrislerde, intervallerdeki carpma islemine gore birlesme kurali her zaman gecerli
degildir.

Asagidaki 6rnek, Onerme 3.1.2°nin ix ve x dzellikleri igin verilebilir.

Ornek 3.1.28. A:[é D B:(_l1 (l)j cz([_é’l] [_?’1]], x:£[[_1’1’2(3]J olsun. O

taktirde,

e Yoy P2

o= G Ol

bulunur.
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Goriildiigii gibi birlesme kurali gegerli olmayabilir. Ayni1 zamanda,

- AEHE)

oifi 2]

bulunur, dyleki a skaler intervalleri igin A(ax) # a( Ax)dir.

e, 3. ={ 10, 7],

Sekil 3.1.1°den Ae A,;c € xicin Ax’in eleman degildir.

X —

Sekil 3.1.1. Ax ile {Z; Acdxe x}

Buradan Ax # {2} Ae A xe x} yazilir.

Onerme 3.1.3. 4 I(R’”X” ), Be I(R"Xp ), Ce I(RW ) olsun. O taktirde;

VxeR igin A;c={1~4x:A eA}

Va eRigin aA:{aA:AeA}
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olmak iizere,

i. rad(A)=0 yada B,C>0 ise (4B)C < A(BC),

ii. rad(C)=0 yada 4,B20 ise A(BC)c(4B)C,

iii. rad(A4)=0 ve rad(C)=0 yada 4,B,C>0 ise A(BC)=(A4B)C,
iv. VaeR igin, 4(aB)=a(4B),

esitlikleri saglanir.
Onerme 3.14. Ae I(]R’"X" ) , Be I(R”X” ) , X€E I(R") ve varsayalim ki 4>0 olsun. O

zaman,

dir. Ozelliklede 4 >0 icin;

i. B=20ise AB=|A4B,4B],
ii. 0eBisc AB=|4B,4B],
ii. B<0ise AB=[4B,4B],
iv. rad(A4)=0isc AB=[ AB,AB],

dir.

Onerme 3.1.5. 4 e I(R’”X” ) , Be I(R"X”) ve varsayalim ki 4 =0 olsun. O taktirde,
AB = [Zinf{ﬁ, 0}, Asup {E,O} ]

dir.
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3.1.2.3. Kompleks Intervaller ve Kompleks Interval Aritmetik

Bu boliimde Alefeld ve Herzberger (1983) tarafindan tanimlanan kompleks interval
kavrami verilecek ve reel interval aritmetik i¢in elde edilen sonuclar ve Ozelliklerin

cogunun kompleks interval artimetik i¢inde saglandig1 gosterilecektir.

Tanmm 3.1.33. [x],[ y] el (R) intervalleri ve i =+/—1 kompleks sayisi i¢in,

[z] =[x]+i[y] ={z =x+iy:xe [x],y € [y]}
formundaki sayilara kompleks interval sayilar1 veya kompleks intervaller denir.
[z] = [x] +i[y] kompleks intervalinde, [x] ‘e [z] ‘nin reel kismi ve [y] ‘e [z] ‘nin
imajiner kismi denir ve Re[z] :[x] , Im[z] = [ y] gosterimleri kullanilir.

Tiim kompleks intervallerin kiimesi ise,
1(C) ={z = [x]+i[y]{x].[y] e 1 (R):i =T}

ile tanimlanir.

Bir [z] kompleks intervalinin ince yada nokta intervali olabilmesi i¢in hem reel

kismmin hemde imajiner kismimnin ince olmasi gerekir. Aksi takirde kalin olarak

adlandurilir.

Tamm3.1.34. [z],[z,]€I(C) kompleks intervalleri i¢in Re(z)=Re(z,) ve
Im(z)=Im(z,) esitlikleri saglamyorsa, [z,] ve [z,] kompleks intervallerine esittir
denilir.

Tanmim 3.1.35. [z] € I(C) kompleks intervalinin mutlak degeri,

H:Z]‘ = ‘[Zre] + H:Zim ]‘

dir.
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Ornek 3.1.29. [z] = [O, 1] +1i [—2, 2] kompleks intervallerinin mutlak degeri,

[=]]=[[0.1]

=3

+[-2.2]

dir.

Tanmim 3.1.36. [Zl],[z2] e I1(C) kompleks intervallerinin arakesiti,

[zl]m[zz]=([xl]m[xz])ﬂ([yl]m[yz])

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.1.30. [zl] = [—1,1]+i[2,3],[22] = [0,1]+i[—2, 2] kompleks intervallerinin arakesiti,
[z,]n]z]= [max{—l, 0} ,min{l,l}] + i[max{—2, 2} ,min{2,3}]
=[0,1]+i[2,2]

dur.
Tamm 3.1.37. [Zl],[Zz] e I1(C) kompleks intervallerinin birlesimi,

[ZI]U[Zz]:([xl]u[xz])“‘i([yl]u[yz])

seklinde tanimlanir.
Ornek 3.1.31. [zl] = [—1,1] +i[2,3],[zz] = [0,1] +i[—2,2] kompleks  intervallerinin
birlesimi,
[zl] U [22 ] = [min {—1, O} ,max {1, l}] + i[min {—2, 2} ,max {2, 3}]
=[-1,1]+i[-2,3]

dir.

Simdi ise kompleks intervaller kiimesindeki aritmetik islemleri tanimlayalim.

Tamm 3.1.38. [zl],[zz] e I(C) kompleks intervallerinin toplam,

[a]+[z]=([x]+ [x])+i([n]+[.])

seklinde tanimlanir.
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Ornek 3.1.32. [Z1] = [—1,1]4—1’[2,3],[22] = [0,1]+i[—2, 2] kompleks intervallerinin toplami,
[2]+[z,]=[-L1]+[0.1]+i([2,3]+[-2.2])
=[-12]+i[0,5]

dur.
Tanmim 3.1.39. [Zl],[z2] e 1(C) kompleks intervallerinin farku,

[Zl]_[zz]:([xl]_[xz])”([yl]_b’z])

seklinde tanimlanir.
Ornek 3.1.33. [zl] = [—1,1]+i[2,3], [zz] = [O,l] +i[—2,2] kompleks intervallerinin farki,
[2]+[z,]=[-L1]-[0.1]+i([2.3]-[-2.2])
=[-2,1]+i[0,5]
dir.

Tanmm 3.1.40. [Zl], [zz] € I((C) kompleks intervallerinin ¢carpimi,

[2][z]= ([xl].[xz]—[yl].[yz])+i([xl].[y2]—[yl].[xz])

seklinde ifade edilir.
Ornek 3.1.34. [Zl] = [—1,1]+i[2,3], [zz] = [O,l] +i[—2,2] kompleks intervallerinin ¢arpimi,
[2][z.]=([-L1].[0.1]-[2.3].[-2.2]) +i([-1.1].[-2.2] -[2.3].[0.1])
=[-7,7]+i[-5.2]
dir.
Tanim 3.1.41. O ¢ [xz] eI(R) veya 0 ¢ [yz] € I(R) reel intervalleri i¢in [zl] = [x1]+ i[yl] ,

[zz] = [xz] + i[yz] € I(C) kompleks intervallerinin boliimii,

[x2]2 +[y2]2 [XZ]Z +[y2]2

[zl]/[zzr[[xl]‘[%]+[yl]‘[y2]]+i[[”]‘[xﬂ-[xl].[yz]J

seklinde ifade edilir.
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Tanim 3.1.41°de [z1 ] / [zz] kompleks intervalinin reel ve imajiner kisimlarinin
paydalarimin elemanter kare fonksiyon kullamlarak 0 ¢ x, ]2 +[ v, ]2 seklinde tanimlanmasz,
0¢ [xz] el(]R) veya O¢ [yz] e](]R) sartin1  saglayan [22] :[x2]+i[y2] € I((C)

intervalinin her zaman bolen konumunda olabilecegini garantilemektedir.

Tanimin bu sekilde verilmesinin gerekliligi asagidaki 6rnekle vurgulanmaktadir.
Ornek 3.1.35. [22] = [—2,2]+i[2,3] olsun. O taktirde,
0¢[x,] +[1] =[0,4]+[4,9]=[4,13]

elde edilir.

Eger burada [—2,2] ve [2,3] intervallerinin kare fonksiyonlar1 yerine ¢arpimlari

alinsaydi
(o]l ]+ [ ]=[-4.4]+[4.9] = [0.13]

sifir1 i¢eren bir aralik bulunurdu ki bolme islemi hatali olurdu.
Kompleks intervaller kiimesi ¢arpma ve toplama iglemlerine gore degisme ve
birlesme oOzelliklerine sahiptir. Aynt zamanda reel intervaller kiimesine benzer olarak

toplama ve ¢arpma islemlerine gore tersleri yoktur ve dagilma kurali genellikle saglanmaz.

3.1.2.4. Kompleks Interval Matrisler ve Aritmetigi

Tamim 3.1.42. x=([x,]) ,y =([y,])] € I(R") reel interval vektorleri i¢in,
Z=X+1iy

formundaki vektorlere, nx1 tipinde kompleks interval vektorler denir.

Kompleks interval vektorler kiimesi ise [ ((C" ) sembolii ile temsil edilir.
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Ornek 3.1.36. x=([-12],0) ve y=(0[L3])" reel interval vektSrleri icin,

z= ([—1, 2],[1,3]i )T vektdrii z = x+iy formunda yazilabildiginden, z vektdrii bir kompleks
interval vektordiir.

Tamm 3.143. o, , a;, b, ve Ey eR,1<i<m, 1< j<n,skalerleri i¢in

A=(la;1+1b,1); = ([ay,a, 1), + i([b;.b,)),

formundaki matrislere, mxn tipinde kompleks interval matrisler denir.

Kompleks interval matrisler kiimesi ise [ ((C’”x" ) sembolii ile temsil edilir.

. _170 _1,1 _231 071 . . PR
Ornek 3.1.37. 4, = [ I Ly ve 4, = [ ] [ ] reel interval matrisleri i¢in
[0,1] [-2,2] [-11] [0.,1]

[-1,0]+i[-2,1] [-L1]+i[0,1]
A=
[0,1]+i-1,1] [-2,2]+i[0,1]

matrisi 4 = 4, +iA, formunda yazilabildiginden 4 matrisi bir kompleks interval

matristir.

Tamm 3.1.44. a,, a,, b, ve

&
m
S

1<i<m, 1<j<n, skalerleri igin

A=(a;1+1b,]; = (a;,a;]), +i([by,l;l.j])y € I(C'”X”) kompleks  interval — matrisinin
infimum matrisi,

inf(4) = (infla;, a, 1), +i(inflb; . b, 1),

dir.

[-1,0]+i[-2,1] [-1,1]+i[0,1]

Ornek 3.1.38. 4=
([0,1]”[—1,1] [-2,2]+i[0,1]

] kompleks interval matrisinin

infimum matrisi
inf(A) —1-2i -1
in =
—i -2
dir.
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Tanmim 3.145. a, a, b, ve b eR, 1<i<m, 1<;<n, skalerleri icin

A=a,]1+ib;]), = ([ﬁ’ a;1); +i([@,l§lj])ij € I(C'”X”) kompleks  interval — matrisinin

supremum matrisi,
sup(4) = (supla,,a,]); +i(sup[b;, b, 1),

dir.

[-1,0]+i[-2,1] [-1,1]+i[0,1]

Ornek 3.1.39. 4=
[[0,1]+i[—1,1] [-2,2]+i[0,1]

j kompleks interval matrisinin

supremum matrisi,

1+i 2+1i

[ i 1+i]
sup(4) =

dir.
Tamm 3.1.46. A=([a,]+i[b,]), €1 ((C’"X") kompleks interval matrisinin bilesenlerinin

orta noktalarinin olusturdugu kompleks matrise, A matrisinin orta matrisi denir ve

447,

: ), +idl

éz+bu

A=mid(4)=( D

ile verilir.

[-1,0]+i[-2,1] [-1,1]+i[0,1]

Ornek 3.1.40. 4=
[[0,1]+i[—1,1] [—2,2]+i[0,1]

j kompleks interval matrisinin

bilesenlerinin orta noktalarinin olusturdugu kompleks matris,

IR
A=mid(4)=| % 2 f
- i—
2 2

dir.
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Tamm 3.1.47. A=([a,]+i[b,]), €1 ((C"”") kompleks interval matrisinin bilesenlerinin

yarigaplarinin olusturdugu kompleks matrise, 4 matrisinin yarigapi denir ve

b,—b,

i Tl =]);

ile tanimlanir.
Eger Ael ((C’"X”) interval matrisi i¢in rad (A) =0 ise matris ince, rad (A) >0 ise
matris kalin olarak adlandirilir.

[-1,0]+i[-2,1] [-1,1]+i[0,1]

Ornek 3.141. A=
[[0,1]+i[—1,1] [-2,2]+i[0,1]

j kompleks interval matrisinin yarigap

matrisi

dir.
Tamm 3.1.48. Bir 4=([a,]+i[b,]), €1 ((C’"X”) kompleks interval matrisinin mutlak degeri

vada biiyiikliigii,

2

4=

b,

y

’J

seklinde tanimlanir.

[-1,0]+i[-2,1] [-1,1]+i[0,1]

Ornek 3.1.42. A=
[[0,1]+i[—1,1] [-2,2]+i[0,1]

j kompleks interval matrisinin mutlak

degeri

dir.

Simdi ise kompleks interval matrisler kiimesindeki aritmetik islemleri verelim.
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Tanim 3.1.49. A,Bel ((C’"X") kompleks interval matrisleri i¢in toplam veya fark matrisi,
A+B={4+B:4<c 4,8 B|

ile tanimlanan A+ Be [l (C’"X”) interval matrisidir.

Tanim 3.1.50. 4 I(C’”X") ve Be I((C”Xp ) interval matrislerinin ¢arpim matrisi,
AB={4B:Ac 4,B< B}

ile tanimlanan 4A.B e[ ((C’”Xp ) interval matrisidir.

Tanim 3.1.51. A€ I(C”X” ) interval matrisinin bir o € I(R) skaleri ile ¢arpimi

aAz{aA:aea,;leA}

ile tanimlanan a4 e[ ((C"X”) interval matrisidir.

3.1.3. Reel ve Kompleks Kuaterniyonlar

Bu bolimde reel ve kompleks kuaterniyon kavramlari tanimlanacak ve bunlarin

vektor ve matris temsilleri sunulacaktir.

3.1.3.1. Reel Kuaterniyonlar ve Aritmetigi

Tamm 3.1. 52. a,a,,a,,a, R ve
= =k==1,ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki= j=—ik (3.2)

ozelligine sahip i, j,k skalerleri i¢in a=a,+aji+a,j+ak formundaki sayilara reel

katsayili kuaterniyonlar veya reel kuaterniyonlar denir.
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Reel kuaterniyonlar kiimesi
H[R]|={a=a,+aji+a,j+ak : a R, i=0,1,2,3}

ile tanimlanir.

(3.2) bagintisi, geometrik olarak

-i
Sekil 3.1.2. i, j, k kuaterniyon baz vektorlerinin geometrik gosterimi

seklinde verilebilir.

Takibin kolaylig1 agisindan a,b € H[R] kuaterniyonlari
a=a,+ai+a,j+ak ve b=by+bi+b,j+bk

seklinde kabul edilecektir.
Tanim 3.1.53. a,b € H[R] kuaterniyonlar1 igin

a,=b,, a,=b, a,=b,, a, =b,

ise a,b kuaterniyonlarina esit kuaterniyonlar denir.

Tanim 3.1.54. a,b € H[R] kuaterniyonlarinin toplami ve farku,
atb=(a,+b)+(a, £b)i+(a,£b,)j+(a, b))k

ile tanimlanir.
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Tamim 3.1.55. a,b € H[R] kuaterniyonlarinin ¢arpimi,

ab =(ab, —ab, —ab, —a;b,)+(ab, +ab, —ab, +a,b,)i

+(ayb, + ash, +agb, —ab, ) j+(a;b, — a,b, +ab, +agb, ) k
veya u=aji+a,j+ak, v=>bi+b,j+bk olmak ilizere

ab=ab,—uv+a,v+b,u+uxv

¢ 9 (13 2

seklinde tanimlanir (Burada “.” ve “x” ii¢ boyutlu vektdr uzayinda sirasiyla skaler ve
vektorel carpimlar1 gostermektedir.).

Reel kuaterniyonlarin ¢arpimi islemi asagida verilen 6zelliklere sahiptir.

e iki reel kuaterniyonun ¢arpimu bir reel kuaterniyondur.

e Reel kuaterniyon ¢arpimi bilesimlidir.

e Reel kuaterniyon ¢arpimi toplama {izerine sagdan ve soldan dagilimlidir.

e a,be H[R] i¢cin a.b # b.a(Reel Kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir) dir.

Tanim 3.1.56. a € H[R] ve a € R olmak iizere, @a kuaterniyonu
aa=aa,+aaji+aa,j+oaak € HIR]

dir.
Tamm 3.1.57. a € H[R] kuaterniyonunun eslenigi,

a=a,—ai—a,j—ak

dir.
Onerme 3.1.6. a,b € H[R] kuaterniyonlari igin
i. a+a= 2a,,
ii. ab=bha,

i, (Zb) —ba

esitlikleri gegerlidir.
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Tamm 3.1.58. a € H[R] kuaterniyonunun normu,

la]| = \/ag +al +a; +a;
dir.
1,4, j,k skalerleri normlar1 1 olan kuaterniyonlar olduklarindan, bu kuaterniyonlara

birim kuaterniyonlar denir.

Onerme 3.1.7. a,b € H[R] kuaterniyonlari igin
Jab]" =l o1

dir.
Tanmim 3.1.59. 0 # a € H[R] kuaterniyonunun ¢arpimsal tersi,

1
a =

a
2
o]

ile tanimlanir.

Tanmim 3.1.60. a = a, +a,i + a, j + a,k € H[R] kuaterniyonunun vektor temsili veya vektorel

gosterimi

seklindedir ve a =r, ile gosterilir.

Sonug 3.1.1. a € H[R] kuaterniyonunun esleniginin (E =q,—-ai—a,j— a3k) vektor temsili

ise

dirve a = r- seklinde gosterilir.
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Onerme 3.1.8. a,b € H[R] kuaterniyonlarimin toplam veya farki, kuaterniyonlarin vektor
temsilleri (a =r,,b=r,) ile

atb=r,tr,
seklinde tanimlanir.

Tamm 3.1.61. a =a, +aji+a,j+ak € H[R] kuaterniyonunun matris temsili, R

a

a,+ai a,+ai
R, =
—a,+ai a,+ai
ay a a, 4
|4 a4 43 4
—a, 4 a4y —q

ile verilir ve R, =a ile gosterilir (Zhang, 1997).

3.1.3.2. Kompleks Kuaterniyonlar ve Aritmetigi

Tamm 3.1.62. a=a, +aji+a,j+ak, a' =a,+aji+a,j+ak € H[R] reel kuaterniyonlari
i¢in
A=a+ia',i=~-1 (3.3)

formundaki kuaterniyona kompleks kuaterniyon denir.
(3.3)’de verilen A kompleks kuaterniyonu
A=ay+ai+a,j+ak+i(ay+aji+a,j+ask)
=(a, +ia('))+(a] +ia]')i+(a2 +ia')j+(a3 +ia3')k

=A,+Ai+A4,j+ Ak

seklinde yazilir ki Tanim 3.1.62°nin bir bagka versiyonu Tanim 3.1.63’diir.
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Tamm 3.1.63. A4,,A4,A4,,4,€C skalerleri icin, A=A4,+Ai+A,j+ Ak seklindeki

sayilara kompleks kuaterniyonlar denir (Boche, 1965).

Komplek kuaterniyonlar kiimesi ise H[C] ile gosterilir.
Burada i* = -1 olup, 4,,4,,4,,4, € C dir. Diger bir deyisle nasil bilesenleri reel sayilar

olan kuaterniyonlar reel kuaterniyon olarak adlandiriliyorsa, bilesenleri kompleks sayilar
olan kuaterniyonlarda kompleks kuaterniyonlar olarak adlandirilir.
Reel ve kompleks kuaterniyonlarin cebirsel yapilart benzerlik gostermektedir.

Tamim 3.1.64. A4, B € H|C] kompleks kuaterniyonlarinin ¢arpima,
A=A+ Ai+ A, j+Ak=A4,+a ve B=B,+Bi+B,j+Bk=B,+b
kompleks kuaterniyonlart igin,

AB =(4,+a)(B,+b)= 4B, + Ab+Ba—ab+axb

¢ 9 (13 2

ile tanimlanir. (Burada “.” ve “x” {i¢ boyutlu vektor uzayinda sirasiyla skaler ve vektorel
carpimlar1 gostermektedir.)

Tamim 3.1.65. 4 € H[C] kompleks kuaterniyonunun eslenigi,

A=A —Ai—A,j— Ak

seklinde tanimlanir.

Onerme 3.1.9. 4, B € H[C] kompleks kuaterniyonlar1 igin,

(4B)=BA
esitligi saglanir.
Tamm 3.1.66. 4;,5=0,1,2,3; 4 €C,s=0,1,2,3, kompleks sayilarinin eslenikleri olmak
tizere A=A, + Aji+ A,j+ Ak € H[C] kompleks kuaterniyonunun kompleks eslenigi,
A =A; + ATi+ A5 j+ Ak

ile tanimlanir.

Bu islem sonucu elde edilen niceligin yine bir kompleks kuaterniyon olacag agiktir.
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Ornek 3.1.43. A= (1 + i) + (2 —i)i+ (Zi)j + (1 - i)k € H[C] kompleks kuaterniyonunun

eslenigi ve kompleks eslenigi sirastyla
A=(1+i)-(2-i)i-(2i)j-(1-i)k
A =(1=0)+(2+i)i+(-2i) j+(1+i)k

seklinde elde edilir. Goriildiigii gibi eslenik ve kompleks eslenik birbirinden farkli
kavramlardir.

Tanim 3.1.67. 4 € H|C] kompleks kuaterniyonunun normu,
|4|=44= 43 + 4 + £ + 4

ile tanimlanir.

Onerme 3.1.10. 4, B € H[C] kompleks kuaterniyonlari icin,

|4B| = AB(AB)= ABBA=BBAA=|B||]
esitligi mevcuttur.
Tanim 3.1.68. 0= A € H|C] kompleks kuaterniyonunun ¢arpimsal tersi,
A

A=
4]

dir.
Kompleks kuaterniyonlarin vektor ve matris temsillerinin olusturulmasi, reel

kuaterniyonlar i¢in takip edilen islem basamaklarina benzer olarak yapilmaktadir.
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3.1.4. Matrislerin Indirgenemezligi ve Yakinsakhg

Tanim 3.1.69. X ={1,2,...,n} digumler kiimesi ve £ ={(i, j): a; # 0} y6nlii kenarlar
kiimesi i¢in, G(4) = (X, E) grafina 4 € M, matrisinin yonlii grafi denir.

Tamm 3.1.70. A<M, matrisinin yonli G(4)=(X,E) grafndaki, X ={L2,...,n}
diigimler kiimesinin her 7, j diiglimii bir yolla bir birine bagh ise, bu takdirde A4 matrisine

indirgenemez matris denir. Indirgenemez olmayan matrise, indirgenebilir matris denir.

N 1
Ornek 3.1.44. A= (
i

i
1] matrisinin yonli grafi i¢in diiglim kiimesi X ={l,2} ve kenar

kiimesi E ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} olup, her bir 7, j diiglimiiniin bir yolla bir birine bagh

oldugu goriilmektedir. Boylece, 4 matrisi indirgenemezdir.

1+ 0 0 —-1+2i

.. 2 i 0
Ornek 3.1.45. 4= . i matrisi verilsin. 7, j diiglimlerinin bir yolla
-1 0 O 1
. . . tl = 17 al . . .
birbirlerine bagl olup olmadig 7, = {t" 0 ’ 0 ile tammlanan (z,), matrisinden
i =% 4= o
belirlenmek istenirse,
1 2 3 4
I (1 0 0 1
2 101 1 0
3 /01 10
4 (1 0 01

matrise gore yonli kenarlar takip ederek 1 diigiimiinden 2 diigimiine hi¢ bir sekilde

ulagilamadig1 goriilmektedir. O halde 4 matrisi indirgenebilir bir matristir.

N 1
Ornek 3.1.46. A= [
i

i
J kompleks matrisi igin 7, j =1,2 i¢in a; #0 dir ki, 4

indirgenemez bir matristir.
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Tanmim 3.1.71. nxn tipindeki interval olmayan 4 matrisi i¢in,

i. limA" =0 ise, 4’ ya yakinsak,

k—

ii. limA* =4 ise, 4 ya yan-yakinsak

k—o
denir.
Asagidaki teorem, interval olmayan matrislerin yakinsakligini ve yari-yakinsakligini

belirleme de temel teoremdir.
Teorem 3.1.1. A € R™" matrisi verilsin.

i.  A4’nin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart p(A) <1 olmalidir.
ii. A4 ’ninyari-yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart p(A) <1 olmali yada

p(4)=1; 2=1,

/1| =1 Ozelligine sahip A4 'nin tek 6zdegeri ve A =1’in elemanter

bolenleri lineer olmalidir.
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3.2. YONTEM

3.2.1. Kuaterniyon Intervaller ve Kuaterniyon interval Denklem Sistemleri

Bu boliim, kuaterniyon ve interval kavramlarinin birlestirilip “kuaterniyon interval
say1”, “kuaterniyon interval vektor” ve “kuaterniyon interval matris” olarak isimlendirilen
yeni kavramlarin verildigi calismanin 6zgilin sonug¢lariin sunulacag: ilk béliimdiir.

Bu boliimde ayrica, kuaterniyon intervallerin matris ve vektor temsilleri sunulmus
ve sunulan temsili matrisin bazi cebirsel 6zellikleri verilmistir. Kuaterniyon interval matris
ve vektorleri iceren genel [x]=[A][x]+[b] sisteminin ¢6zimil i¢in yontemler ve kriterler

sunulmustur.

3.2.1.1. Kuaterniyon Intervaller

Tamm 3.2.1. i, j,k birim kuaterniyonlar1 ve [A] =[4,]+[4, )i +[4,]j +[4,; ]k formundaki

intervaller igin,

i. [4,].[4,1.[4,] ve [4,] den en az birinin reel interval say1 olmasi durumunda, [4] ya
kuaterniyon interval sayisi denir ve kuaterniyon interval sayilar kiimesi H[/(R)] seklinde
gosterilir.

ii. [4,1,[4,].[4,] ve [4,] nx]1 vektorlerden en az biri reel interval vektor ise, [4] ya
kuaterniyon interval vektor denir ve kuaterniyon interval vektorler kiimesi H[/(R")]
seklinde gosterilir.

iii. [4,],[4,1,[4,] ve [4,] mxn matrislerden en az biri reel interval matris ise, ise, [4] ya
kuaterniyon interval matris denir ve kuaterniyon interval matrisler kiimesi H[/(R™")]

seklinde gosterilir.
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) 1
Ornek 3.2.1. A= :
J [0,1]k

[1 Oj (0 1]_ (0 oj. (0 oj
A= + i+ Jj+ k
0 0 00 1 0 0 [0,1]

seklinde ifade edilebildiginden ve en az bir bileseni reel interval say1 oldugundan, 4 bir

j matrisi

kuaterniyon interval matristir.

A4,,4,,4,, A, reel intervallerinin dejenere interval olmas1 durumunda, kuaterniyon
intervaller de dejenere kuaterniyon interval olarak isimlendirileceklerdir.

Hem kolaylik hem de matematiksel ifadelerin daha kolay ve anlagilir olmasi
acisindan aksi belirtilmedikce, [A]=[A4,]+[4,)i+[4,]j+[4]k kuaterniyon intervali
A=A, +Ai+ A,j+ Ak ile, [B]=[B,]+[B]i+[B,]j+[B,]k kuaterniyon intervali ise
B =B, + Bji+B,j+ B,k ile temsiledilecektir.

Tamm 3.2.2. 4 € H[I(R)] kuaterniyon intervalinin vektor temsili,

4, a,
— Al — — al . ._
r, = ={r, = ca €A, AieI(R),l—O,l,2,3}
4, a,
4, a,

seklinde tanimlanir ve 4 =r, ile gosterilir.

Sonug 3.2.1. 4€ H[I(R)] kuaterniyon intervalinin esleniginin vektor temsili ise

4, a,
-4 —-a
r,=| '|=ir=| 'l|iqed, 4€I(R),i=0,123}
-4, Cla
-4, a,

seklinde verilir ve 4= r, ile gosterilir.
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Onerme 3.2.1. 4, B € H[I(R)] kuaterniyon intervallerinin toplam veya farki,

kuaterniyonlarin vektor temsilleri ile

seklinde tanimlanir.
Tamm 3.23. A={a=a,+ai+(a,+a,)j : a,€ 4,4 €I(R),i=0,1,2,3} kuaterniyon

intervalinin matris temsili, R ,,

a,tal a,+a,l
R,=R,=| = > " liged, 4eI(R),i=0,123]
—a,ta;i a,+tal

ile tanimlanir.
Buradan, kompleks sayilar i¢in sunulan matris temsilinin de dikkate alinmasi ile

R, interval matrisi daha agik bir sekilde

a a a, 4
-a, a, -—a, a

R,={R =| '+ ' g ed, 4€1(R),i=0,12,3}
—a, 43 4, —4

_A3 _Az Al Ao

yazilir ve bu temsili durum R , = 4 ile gosterilir.
Onerme 3.2.2. 4, B € H[/(R)] kuaterniyon intervalleri igin 4=R ,,B=R, olsun. O
taktirde asagidaki 6zellikler mevcuttur.

i. a,p R skalerleri igin,

ad+rBB=aR, £ R, =R, ,»

dir.
ii. A4B=RR,=R,, dir.
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1 0 0 O
0 -1 0 . .
iii. C= 0 0 olsun. 4 € H[/(R)] kuaterniyon intervalinin
0 0 0 -1

seklinde ifade edilir.

iv. L, =CR,C matrisi i¢in,
a) L,r,=A4B,

b LR, =R;L,

(R7,)’
d L, =L,
e) R;=R],

g AA=RlIr,=L,r
h) BA=C(Rlr,)=(CR))r, =L/ (Cr,)=L x; = 4B

dir.
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Tamim 3.2.4. R, temsili matrisinin determinanti,

a, a a, a,
-a, a, —a, a
1 0 3 2| . .
detR, =1 f(ay,a,,a,,a,) = :a,e 4, A €I(R),i=0,1,2,3]
—a, 4 a4y —4
a4, —a, aq 4

:{f(ao,al,az,%):(ag +al +ai +a32)2 a, € 4., A e](R),i:O,l,2,3}

seklinde tanimlanir.

Not 3.2.1. detR,, kiimesi icerisinde yer al — (& +at +di+a?)
2.1. P gerisinde yer alan f(ay,a,,a,,a,)=(a, +a; +a; +a;

fonksiyonu i¢in f; (a,,4,,4,,a;) = 4aq, (aj +a +a; + af) olur ki, a,’lerin bulunduklar

araliklara gore det R , kiimesi bir aralik veya araliklarin birlesimi olarak yazilabilmektedir.

Bu durumda R, matrisinin determinantinin hesaplanmasi problemi artik dort

degiskenli bir fonksiyonun yerel minumum ve yerel maksimum degerlerinin hesaplanmasi

problemine indirgenir. a, ’lerin bulunduklar araliklara gore det R , kiimesi bir aralik olarak

ayr1 ayr1 81 farkli durum ile ifade edilebilecektir.

Simdi 3 farkli durumda detR, kiimesinin nasil bir aralik olarak ifade edildigi

gosterilecektir:

e A4,20,420,4,>0,4, 20 igin,

2 2 2 2\ (2 =2 =2 —2)\?
detR, =| (4 + 47 + 47+ 47) ,(AO A A A ) :

2
>

2 2 2 2 -2 —2 —2 2\
A+ AT+ A+ 4, Ay +4 +4, +47) |,

o,
@
@
~
N
Il
—
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o A4,20,420,4,20,4,< OveA>01(;1n

) —2 —2 — 2 \?

detR, =| (4,7 + 47+ 4,7 +0°) mu<A0+AI+@ +@]
—2 —2 —2\?
( A, +A4 +4, +A4, )}

ile verilir.
Diger durumlarda benzer olarak yazilabilir.

Tamm 3.2.5. R, temsili matrisinin Euclidean normu,

||RA||Z{f(ao,al,az,a3)=4\/a§+a12+a22+a32 a, €4, 4 EI(R)J:O,LZ,?’}

seklinde tanimlanir.

Not 3.2.2. |R,|| kiimesi igerisinde yer alan f(ao,al,az,a3)=4\/a§+a12+a§+a32

fonksiyonu igin fa (ao,al,az,a3) 4a, olur ki, g, ’lerin bulunduklar

\/ao -|-Cll +Cl2 +a3

araliklara gore ||R p || kiimesi bir aralik veya araliklarin birlesimi olarak yazilabilmektedir.

Bu durumda R, matrisinin Euclidean normunun hesaplanmasi problemi artik dort
degiskenli bir fonksiyonun yerel minumum ve yerel maksimum degerlerinin hesaplanmasi
problemine indirgenir. g, ’lerin bulunduklar: araliklara gore ||R ) || kiimesi bir aralik olarak
ayri ayr1 81 farkli durum ile ifade edilebilecektir.

Simdi 3 farkli durumda ||R A|| kiimesinin nasil bir aralik olarak ifade edildigi

gosterilecektir:

o 4,20,4>0,4,>0,4,>0 igin,

IR | A A A A T
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o 4,20,4>0,4,20,4,<0 icin,

IR =7 a7 AR A 7

|
v

0,4 >0,4,>0,4, <0 ve 4, >0 igin,

[R.]=

1

2 2 2 2 2 2 2 2
\/é +4°+4,+0 ,\/AO +A +4, +47 |V

NIRRT AR

_\/2 > 7 —2 — — 2\/—2 —2 —2 —2
=\ A A+ A, 0 max{y[4, +A4 +4, +47 A +4 +A4, +45 )

ile verilir.
Diger durumlarda benzer olarak yazilabilir.

Tamm 3.2.6. R , temsili matrisinin tersi,

R ={L2R§ caed,i= 0,1,2,3}
Jal

dir.

Tamm 3.2.7. R, temsili matrisinin izi,

4 A A A4

_Al _A3 Az

iZ(RA)ZiZ 4, j: 4 -4,

_A3 _Az A1 A0
=[4444]

dir.
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Teorem 3.2.1. a, =a,i+a,j+a,k olsun. 4 H[I(R)] kuaterniyon intervali i¢cin R ,

temsili matrisinin ,u(s), s=1,2,3,4, ozdegerleri;

a,|#0 igin,
o, ={A=a,+ila] : " =-La, € 4,k=0,12,3]
ve
Y :{/1=a0—i a|:i=-lLa, eAk,k:O,1,2,3}
a,| =0 igin,
Woss={A=a, : a,€ 4} :[é,z}
dir.

Ispat. Interval cebiri kullanilarak A< H[/(R)] kuaterniyon intervali i¢in R , temsili
matrisinin y(s), s=1,2,3,4 dzdegerleri,
u, =14, €C: Ru, =Lu, 02ueC* k=0,1,2,3,4}
seklinde olacaktir. O halde problem R, matrisinin 6zdegerlerinin tespiti problemine
indirgenmistir. a, = a,i +a, j +a,k olmak lizere
R, =q/,+R,
seklinde yazilir. Buradan soylenebilir ki; R, 'nin 6zdegerleri, R, "in 6zdegerlerine a,’m
eklenmesiyle bulunur. R, matrisinin 6zdegerleri ise 6, k =1,2,3,4 olsun. O taktirde her
bir k i¢in
(a014 +R,, )xk =ayl,x, +R, x,
= (ao +0, )xk

elde edilir ki, R, ’nin 6zdegerlerinin, A4, =a,+6,, k =1,2,3,4 oldugu goriiliir.

Bilindigi iizere R, matrisinin bir ozdegeri 6 ise R’ matrisinin 6zdegeri 6°’dir.



52

2 . . - .
a,| bulunur. Boylece R, 'mn 0Ozdegerleri sadece

R
=i

'] , oldugundan &’ =-

a*

olabilir. Fakat R, reel matrisinin kompleks 6zdegerleri eslenik

a,|| yada 8=—i|a

E3

icin iki 6zdegere sahiptir. O

icin iki 6zdegere ve —i

ciftlerden olusur dyleki R ; i|a, a,

taktirde R, matrisinin 6zdegerleri

a* a*

An,=a,+i ve A, =a,—i
dir. Dolayistyla, R, temsili matrisinin 6zdegerleri,

Lit=—l,a, € 4,k =0,1,2,3]

iy, ={ﬁ,=ao+i a,

Ve

ti'=-l,a,€4,k=0,1,2,3]

Hs 4 :{l:ao_i a

5

seklinde tanimlanan ¢ift kath araliklaridir. Boylece ispat tamamlanir.

Not 3.2.3. Kiime olarak verilen g, , ve u,, 0zdegerleri, bir aralik olarak ayr1 ayr1 27 farkli
durum ile ifade edilebilmektedir. Burada sadece, p,, 6zdegerinin 3 farkli durumda nasil

bir aralik olarak ifade edildigi gosterilecektir.

o A el(R),4,>0,4,>0,4,>0 igin,

=[BT T AT

o A4,€l(R),4,>0,4,>0,4,<0 igin,

ﬂl,Z =|:é7A_0j|+l|:\/é2 +é2 +Z323\/le +A—22 +é2j|9
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o A,el(R),4,>0,4,>0,4,<0 ve 4, >0 igin,

P e I AN R

_[ _] . 2 2 2 —2 —2 2 —2 —2 —2
=| Ay, Ay |+i| A4+ A, +0",max{{4 +A4, +4, A +4, +4; }|

Sonu¢ 3.2.2. Bir matrisin determinanti onun Ozdegerlerinin ¢arpimi oldugundan R,

matrisinin determinanti,

detR, = T4 = (aq + i) (a —i |

a* a*
i=1
4
=|a|
dir. Buradan

detR, ={detRa —la : a €4, 4 c1(R)i =o,1,2,3}

:{detRa (@ +ai+ai+a?) ia,ed, 4 €I(R)i=0,1,23)

olarak bulunur.

3.2.1.2. Kuaterniyon Interval Denklem Sistemleri

Matematikte bir cok problem bir lineer denklemler kiimesine veya Ax =b sistemine
indirgenmekte ve bu sistemin c¢Ozlimiine ulasmak icin yontemler ve algoritmalar
gelistirilmektedir.

Literatirde, Ax=5b sistemi 4 ve b’nin durumlarma gore asagidaki gibi
gruplandirilmaktadir:

Reel Sistem: 4 matrisi ve b vektoriiniin tiim bilesenleri reel say1 ise, Ax =b sistemine

reel sistem,
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Kompleks Sistem: A4 matrisi veya b vektoriiniin en az bir bileseni kompleks sayi ise,
Ax = b sistemine kompleks sistem,

Kuaterniyon Sistem: A4 matrisi veya b vektoriiniin en az bir bileseni kuaterniyon say1 ise,
Ax =b sistemine kuaterniyon sistem,

Reel Interval Sistem: 4 matrisi ve b vektoriiniin tiim bilesenleri reel interval ise, 4x =5
sistemine reel interval sistem,

Kompleks Interval Sistem: A matrisi veya b vektoriiniin en az bir bileseni interval
katsayil1 kompleks say1 ise, Ax =b sistemine kompleks interval sistem,

Kuaterniyon Interval Sistem: 4 matrisi veya b vektoriiniin en az bir bileseni interval
katsayili kuaterniyon say1 ise, 4x =b sistemine kuaterniyon interval sistem.

Mayer ve Warnke (2003)
[x]=[A][x]+[b] (3.4)

reel interval siteminin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligini aragtirmiglardir.
Mayer ve Warnke (2003)’nin ¢aligmasindaki sonuglart kullanilarak, (3.4) sisteminin

¢Oziimiine bir ulagsma yontemi olan
[x]* =[A4][x] +[b].k=0,1,... (3.5)

iteratif sisteminin yakinsaklig1 {izerine kriterler verilmektedir (Alefeld and Mayer, 2005;
Mayer, 2004).

Mayer doktora tezinde, (3.5) iterasyon denkleminin her bir ([x]k ) dizisinin ayni limite

yakinsamasi i¢in kriterler sunmaktadir (Mayer, 1968).
Arndt ve Mayer (2005) ise (3.5) iterasyon denkleminden (3.4) sisteminin ¢dziimiine
ulagmustir.

Arndt (2007),
[y1=[4][y]+[?] (3.6)

kompleks interval sistemi ile

) [b,.]
(3] = RO+ 3.7)
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sistemi arasinda bir bag kurarak, (3.6) sisteminin ¢oziimiiniin varliginin kontroliinii ve de
varsa ¢0ziim vektoriine ulagsmayi, (3.7) sistemi lizerinden gergeklestirmistir.

Yani Arndt (2007), (3.6) formunda ifade edilebilen kompleks sistemlerinin
¢Oziimlerinin varligint ve ¢6ziim vektoriinii bulma problemini, bu sistemden elde edilen
(3.7) reel sisteminin ¢oziimiiniin varlginin tespiti ve bu sistemin ¢6ziim vektoriinii bulma
problemine indirgemistir.

Boylece Arndt (2007), (3.6) formundaki kompleks sistemlerin ¢oziimlerine, reel
sistemler i¢in gelistirilen ¢6ziim yoOntemleri ve de algoritmalar ile ulasilmasina olanak
saglamis olmaktadir.

Bu ¢alismanin ilk asamasinda ise biz, [4] e H[/(R™")] matrisi ve [x], [b] € H[/(R")]

vektorleri icin;
[x]=[4][x]+[P] (3.8)

kuaterniyon interval sistemi ile

b
[x]= R([A])[x]+( [2_ “’]]] (3.9)

reel interval sisteminin dikkate alinmasi ile,

e (3.8) sisteminin ¢oziimiiniin varliginin, (3.9) sisteminin ¢dziimiiniin varligin
garantiledigi,

e (3.8) sisteminin ¢dziimiiniin, (3.9) sisteminin ¢6ziimii ile ifade edilebildigi,
sonuglarna ulastik.

Boylece, (3.8) formunda ifade edilebilen kuaterniyon sistemlerinin ¢dziimlerinin
varligit ve ¢6zme problemi, bu sistemden elde edilen (3.9) reel sisteminin ¢dziimiiniin
varliginin tespiti ve bu sistemi ¢6zme problemine indirgenerek; (3.8) formundaki
kuaterniyon sistemlerinin ¢oziimlerine, reel sistemler i¢in gelistirilen ¢6ziim yontemleri ve
de algoritmalar ile ulasilmasina olanak saglanmis olunmaktadir.

Asagidaki teorem, (3.8) sisteminin ¢Oziimiiniin varligi ile (3.9) sisteminin

¢ozlimiiniin varlig1 arasindaki bagi kurmaktadir.
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Teorem 3.2.2. (3.8) sisteminin bir ¢6ziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.9)
sisteminin bir ¢dziime sahip olmasidir.

Ispat.

=) [x], (3.8) sisteminin bir ¢6ziimii olsun. Yani; (3.8) denklemi [x]  igin saglansin.

O halde,

[x] = [A][x] +[2]

yazilir. Bu denkleme denk gelen temsili denklem ise

R([x]') = R([4][x] +[b])
* (3.10)
=R([4])R([x]')+R([b])
olacaktir. [u]; R([x]*) ‘i ve [b] da R([]) nin 1. siitun vektdrii ise (3.10)’dan,
[u]=R([A])[w]+[b]'; [b1=[b,]+[bJi +[b,]j +[b,)k

_[bo]
[u]=R([A])[u]+ [[Z:]] (3.11)

(5]

sistemine ulasilir ki; (3.11) sisteminin ¢&ziimiiniin varligini (3.8) sisteminin ¢oziimiiniin

varliginin garantiledigi sonucuna varilir.

<) Simdi ise [u]’,

_[”o ] _[uo ] _[bo ]
(] [] (5]

=R([4 3.12
w) |~ R 17| o, G2
[u5] [u;] [b;]

(3.12) sisteminin bir ¢Oziimii olsun, bu ¢6ziim ayni zamanda. (3.11) sisteminin de
¢Ooziimiidiir. Bu taktirde, (3.12)’nin ¢Oziimiiniin oldugunu kanitlamaliyiz. (3.12)

sisteminden,
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R([u]')=R([4])R([u] )+ R([2])

temsili sistemi elde edilir ve bu sistem R([y]), bir 6zel [y] kuaterniyonunun temsili

matrisi ve R([b]), [b] kuaterniyonunun temsili matrisi olmak tizere
R([¥]) =R([4])R([¥])+R([5])

R([¥])=R([4][¥]+[b])
seklinde yazilir ve buradan da
[y1=[4]ly]+[b]
kuaterniyon sistemine ulasilir. Yani; (3.11)’den bir [y] ¢6ziimii var ise bu ¢ézliim bizi (3.8)
’iin ¢oziimiine ulastirir. Aym sekilde (3.8)’de bir [x] ¢dziimii var ise bu ¢dziimii kullanarak

(3.11)’in [u] ¢Oziimiiniin varligina ulasiriz.

Bu teorem, (3.8) kuaterniyon interval sisteminin ¢dziimiiniin varligr problemini,

(3.9) reel interval sisteminin ¢oziimiiniin varlig1 problemine indirgemektedir.

Ornek 3.2.2. [y] = G%D e H[I(R?)] olmak iizere,

(1 1
[y]= ; 1[y]+1

dejenere kuaterniyon interval sisteminin ¢ozlimiiniin olmasi

=} 1) ()
VAR [5,,]

dejenere interval sisteminin ¢ézlimiiniin olmasi ile esdegerdir.

V)
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Gergekten;

1 0 0 1 00 O O -1

0o 1. 0 010 O O -1

0O -1 1. 000 O O 0

. 0 0 I 1 00 -1 0 .10

[x] = [x] +

0O 0 0 01 0 0 -1 0

-1 0 0 001 0 O 0

0 0 0 001 1 O 0

0 0 -1 000 0 1 0

sistemi incelendiginde,

ol 3] el 1]

oldugu goriliir ki, dejenere interval sisteminin ¢Oziimii oldugundan verilen dejenere
kuaterniyon interval sistemininde ¢6ztiimii vardir.

Asagidaki teorem, (3.8) sisteminin ¢oziimii ile (3.9) sisteminin ¢éziimii arasindaki
bag1 kurmaktadir.

Teorem 3.2.3. (3.9) sisteminin bir ¢dziimii

[%0]

ay o ] e 1(R") (3.13)
[x,]
[x3]*
ise bu takdirde,
[y]* = _[xo]* +[x1]* H'[xz]* j+[x3]* ke HII(R)] (3.14)

vektorl de (3.8) sisteminin ¢oziimiidiir. Ay sekilde; (3.14) formundaki [y] degeri (3.8)’in

bir ¢6ziimii ise (3.13) formundaki [x] degeri de (3.9)’un bir ¢ézlimiidiir.
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Ornek 3.2.3. [y] = G%D e H[I(R?)] olmak iizere,

1 i 1
[y]=[. j[y]Jr[j (3.15)
j 1 1

dejenere kuaterniyon interval sisteminin ¢ozimiinii arastiralim.

V)

(3.15) sisteminden,

~
=
e
I
1
VR
~. —
—_— e~
N——
1
||
=

| S—
+
VR
=
SRS o
_
| S—
N—

1 0 0 1 00 O O -1
0o 1 0 010 O O -1
0 -1 1. 000 O O 0
0 0 1 1 00 -1 0 0
= [x]+
0 0 0 01 0 0 -1 0
-1 0 0 001 0 O 0
0 0 001 1 O 0 (3.16)
0 -1 000 0 1 0
reel sisteme ulagilir.
. (0 . [0 . (1 . (0
[xo] = 0 5 [xl] = | 5 [xz] = 0 5 [x3] = 0
[x, ]
olmak tizere, (3.16) sisteminin ¢oziimii [x]" = [[xl ]] dir. Gergekten, kuaterniyon aritmetigi
X
[x, ]

kullanilarak ulagilan (3.15) sisteminin ¢6ziimii [y] = (]j dir ki; [y]
i

T =% +[xT i+ j+[x ]k

seklinde ifade edilebilmektedir.



60

Ornek 3.2.4. [a,b] (0<a),[c,d] (d <0) igin,

N AR
[¥]= edlj & [¥] ;i

sisteminin interval ve kuaterniyon aritmetigi kullanilarak elde edilen ¢6ziimii

11 1 1. 1 I,
N L e L i
] =
]
b'a
dir. Bu sistemden yazilan
_[bo]
[x]=R ([4])[x] + [[Z]]
(5]

sisteminin ¢dziimii ise; [x, " =[[x,,],[x,,] 1", k£=0,1,2,3, i¢in

[x, T —[1/d,1/c]
ESk —1/b,1/a]
[x,, ] || [=1/be,~1/ ad]

* [x]2]* O

[x] = .

[x,, ] || [=1/bc,~1/ ad]
[x,,] 0
[x;, 0
[x, T 0

yazilirki, gergekten [y]" =—{x,]" +[x ] +[x,] j+[x,]'k oldugu goriiliir.

[A] e H[I(R™)] matrisi, [x], [b]€ H[/(R")] vektorleri igin,

[y1=[4][y]+[b]

kuaterniyon sisteminin ¢éziimiine
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[x]=R([4])[x]+ (‘[l[fre]]j

sisteminden degil

[y =[A41[y]" +[b], k=0,1,... (3.17)

seklinde iterasyon denkleminin ([ y]k) dizisi ile ulasmak bir diger yontemdir.

Bunun i¢in dncelikle iterasyonun yakinsakliginin kontroliiniin yapilmasi1 gerekmektedir.
Aksi halde, (3.8) kuaterniyon sisteminin ¢oziimiine ulagsmada, 1raksayan (3.17) iterasyon

denklemi ile ¢6ziimii elde etme yontemini tercih etmek hatali olur.

Calismanin bu asamasinda, (3.17) iterasyon denkleminin yakinsakligi ile R([A4]) mn

yakinsaklig1 arasinda baglar kurulmaktadir.

Bu noktada,
[z]"" =[4][=z]* +[b], k=0.1,... (3.18)

interval iterasyonunun yakinsakliginin incelendigi Alefeld ve Mayer (2005)’in ¢alismasinda

yer alan agagidaki teoremler dikkate alinmaktadir.

Teorem 3.2.4. Indirgenemez nxn interval [A] matrisi igin rad([A]) #0 ve
[z]=[A4][z]+[b], k=0,1,... sistemi uyumlu olsun. Bu takdirde, herhangi bir [z]° i¢in
(3.18) iterasyonunun her bir ([z]k ) dizisinin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart

i.  [4] interval matrisi yari-yakinsak,

ii. |[A]| matrisi yari-yakinsak olmalidir.
Teorem 3.2.5. Indirgenemez [A]e (R"X”) matrisi i¢in rad ([A]) #(0 sart1 saglansin. Bu

taktirde;

i.  [4] nin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart p(|[A]|) <1 olmalidur.
ii.  [A] nim yari-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

a) |[A]| matrisi yari-yakinsak,
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b) Eger p(|[4])=1 ve [4],

;1‘ =|[A]| sartn saglayan bir A matrisi igeriyorsa, bu

taktirde D bir isaret matrisi (|D| = [) olmak {izere
A#-D|[A]|D

dir.

Bu teoremler dikkate alinarak, (3.8) kuaterniyon sisteminin ¢oziimiine gotiiren
k+1 k
] =[4][¥] +[b]. k=0.1...

interval iteratif denklemin yakinsakliginin, [A] ve |[A]| matrislerinin yakinsakliklarina

bagli oldugu goriilmektedir.

Calisma ise; [A] kuaterniyon interval matrisinin yakinsakligim1 (veya yari-

yakinsakligini), R([4]) interval matrisi ve |[A]

R([A])| negatif olmayan reel matrislerinin

b

yakinsakliklarina (veya yari-yakinsakliklarina) baglamayir amaglamaktadir. Bunun icin

oncelikle, [ 4] ve R([4]) matrislerinin indirgenemezlikleri i¢in kriterler verecegiz.
Yardimci Teorem 3.2.1. [ 4] kuaterniyon interval matrisinin indirgenemezligi R([A]) ‘nin

indirgenemezligini gerektirmez.

. 1 i
Ornek 3.2.5. [4] = [ ) ;j dejenere kuaterniyon matrisini ve bu matrisin

1 0 01 00 O O
0 11000 0 O
0 -1 1000 0 O
R([4]) - -1 0 01 00 O O
0 0 001 0 0 -1
0 0 0001 -1 0
0 0 0001 1 O
0 0 001 0 0 1

temsili matrisini géz oniine alalim.
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11
[4] = olup, 7,7 =1,2 igin a, #0 olur ki, [A]| 'nin ve dolayisiyla [A4] nin
1 1 q

indirgenemez oldugu soylenir. Fakat,

R([A])‘ matrisi igin 1 ve 2 diigiimlerini baglayan

bir yol olmadigindan, R([A])‘ ve dolayisiyla R([A]) indirgenebilirdir.

Asagidaki teorem, [A] kuaterniyon interval matrisinin indirgenemezligi ile
R([4]) 'min indirgenemezligi arasinda bir bag kurmaktadir.
Teorem 3.2.6. [ A] € H[/(R"")] kuaterniyon interval matrisi indirgenemez ve |R([ast])| >0

olacak sekilde [A4] da bir [a,] eleman: varsa, bu takdirde R([A]) indirgenemezdir.

[0,1] I+i+j+k

Ornek 3.2.6. [4]=
[0,1/2]+[-1/2,0]i 1

j kuaterniyon interval matrisi i¢in

1 4
|[A]|:(1 J olup i,j=1,2 i¢in a;#0 olur ki, |[A]| ‘nin ve dolayisiyla [A] ’nin

indirgenemez oldugu agiktir.

Ayni zamanda, [4]’nin [a,,]=1+i+ j+k elemani i¢in

|R([a12])| = >0

—_—
—
—
—

yazilir ki, teoreme gore R([A]) ‘nin indirgenemez olmasi beklenir. Gergekten,

1 1 0 1 0 1 0 1
/21 1 0 0 0 0 0

o 1 1 1 0 1 0 1

/2 01/2 1 0 0 0 0
[R(4p)-1 o1 0 1 1 1 0 1
0 0 0 0 1/2 1 1/2 0

o 1 0 1 0 1 1 1

0 0 0 0 1/2 0 1/2 1
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matrisine gore X ={1,2,3,4,5,6,7,8} digim kiimesindeki her bir diiglim bir birine bir
yolla baghdir. Bdylece, indirgenemezlik tanimina gore ‘R([A])‘ ve R([A]) matrisleri
indirgenemezdir.

Asagidaki teorem; R([A]) ve ‘R([A])‘ reel matrislerinin yakinsakligi ile [A4] ve
|[A]| kuaterniyon interval matrislerinin yakinsakliklar1 ve dolayisiyla (3.8) sisteminin

¢ozlim vektoriinii elde etmek i¢in kurulan iteratif denklemin yakinsaklig1 arasinda bir bag
kurmaktadir.

Teorem 3.2.7. [A]e H[/(R"™)] kuaterniyon interval matrisi indirgenemez ve

rad ([A])# 0 sartii saglasm. [A],

R([ast])‘ >0 sartin1 saglayan bir [a,] elemana sahip

olsun. Bu taktirde; [A4] nin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart p(‘R([A])D<1
olmalidir.
Ispat. [4] matrisi indirgenemez oldugundan bir iist liggen veya alt {iggen matris olarak

ifade edilemez. Dahasi graf teoriden matrisin indirgenebilirligi ile baglantililik arasindaki

bagintidan [a,]# 0 dir. Boylece [A4] 'nin genel formu;

[an] [as;]
[A1=| : .
la,,] - la,]
dir. [ A] matrisinden,
R([a,]) - R([a,])
R([A]) — : ‘. :

R([a,]) - R([a,])

R([A4]) temsili matrisini yazabiliriz. Burada [4] indirgenemez oldugundan &yle bir P

permiitasyon matrisi vardir ki, R([A]) = PR([A])PT seklinde yazilir. Bu matrisin mutlak

deger matrisi,
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R([a,]) - |R([a,])
RE)=
R([a,,])|

R(la,,))

seklinde yazilir. ‘R([A])‘ matrisi iginde EI‘R([ast )

>0 seklinde bir eleman oldugundan
ImeN oyleki [R([4])" >0 dir. R([4])=PR([4])P" esitliginde || mutlak deger
fonksiyonunu kullanirsak,
R([4])| = P|R([4])| P"
esitligini ve mutlak deger fonksiyonu ile P permiitasyon matrisinin 6zelliginden
0<|R([4])" =P|R(4])" P’
=P (P[R(LA)[" P | P

m

=[R([41)

esitsizligine ulasiriz. O halde |R([A])| indirgenemez ve boylece R([A4])da

indirgenemezdir.

. _1/4,0]i [1/8,1/4]+[1/4,0)i +[1/5,1/4]j+[0,1/4
Ornek 3.2.7. [A]:[[ /4,0]i [1/8,1/4]+[~1/4,0]i+[1/5,1/4] j+[0,1/ ]kJ

[—1/4,0]j [—1/4,0]k

kuaterniyon interval matrisini gézoniine alalim. Bu matris igin,

e [A],indirgenemez,

o |R([a,])|>0,

e rad ([A]) #0

oldugundan [ 4] matrisi teoremin sartlarin1 saglamaktadir. O halde, [ 4] ‘nin yakinsaklig1

icin p(‘R([A])D <1 durumu incelenmelidir.
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9

[ 4] nin temsili matrisinin mutlak deger matrisi ‘R([A])

0 1/4 1/4 1/4 0 0 0 0
0 0 0 0 1/4 0 0 1/4
1/4 1/4 0 1/4 0 1/4 0 1/4

‘R([A])‘: 0 0 0 0 0 1/4 1/4 0
0 1/4 0 1/4 0 1/4 1/4 1/4

1/4 0 0 1/4 0 0 0 0
0 1/4 0 1/4 1/4 1/4 0 1/4
/

0 1/4 1/4 0 0 0 0 0

olup, p(‘R([A])‘) =0.75 dir. Boylece, [ 4] kuaterniyon interval matrisi ve de

[z]*" =[4][z]" +[b], k=0,1,...

iteratif denklem yakinsaktir.

Asagidaki verilen teoremler, [A] ve |[A]

nin yari-yakinsakliklar1 ile R([A]) ve

‘nin yari-yakinsakliklar1 arasinda bagi kuran kriterleri vermektedirler.

IR([4])

Teorem 3.2.8. [A]e H[/(R"")] kuaterniyon interval matrisi indirgenemez ve

rad([A]) # 0 sartin1 saglasin. Ayrca [4], R([ast])

>0 sartin1 saglayan bir [a,] elemana

‘nin

sahip olsun. Bu taktirde; [ A] 'nin yari-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart ‘R([A])

yari-yakinsak olmasidir.

Teorem 3.2.9. [A]e H[/(R™)] kuaterniyon interval matrisi indirgenemez ve
rad ([A]) # 0 sartmi saglasin.
i.  [A]’nm yari-yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart R([A4]) mn yari-yakinsak
olmasidir.
ii. |[A]| ‘nin yari-yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart ‘R([A])‘ ‘nin yari-yakinsak

olmasidir.
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Asagidaki ornek, son teoremdeki rad ([A]) #0 sartinin kaldirilmasi durumunda

iddialarin gegersizligini gdstermektedir.

J -

Ornek 3.2.8. [A]=%( _
J -

j kuaterniyon matrisi ele alinsin. Agikca goriilmektedir ki;

[4] indirgenemez ve rad ([A]);tO dir. Bu sartlar altinda Teorem 3.2.9’un 1) ve ii)

durumlar1 dikkate alindiginda [A4], R([A]), [A]| matrislerinin yari-yakinsak ancak ‘R([A])‘

matrisinin 1raksak oldugu sonucuna ulagsilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu tezde; “kuaterniyon interval say1”, “kuaterniyon interval vektdr” ve “kuaterniyon
interval matris” kavramlar1 tanimlanarak literatiirde yer alan “reel ve kompleks interval
say1”, “reel ve kompleks interval vektor” ve “reel ve kompleks interval matris” kavramlari
genisletildi.

Kuaterniyon interval sayi, vektor ve matrislerin matris temsilleri sunularak,
kuaterniyonlardan reele gegis saglandi. Temsili matrislerin determinantlari, normlari, izleri,
0zdegerleri ve diger bazi karakteristikleri hesaplandi.

Kuaterniyonlar i¢in bazi cebirsel hesaplamalar reel temsili matrisler {izerinden

gergeklestirildi.  [x]=[A][x]+[p] kuaterniyon interval sistemine denk olan

[x]=R([4])[x] {—[gb,e]

im

J reel interval sistemi tanimlanarak; kuaterniyon interval sistemi

reel interval sistemi ile incelendi.
[x]=[A][x]+[b]
kuaterniyon interval sisteminin ¢dziimii i¢in bir metod olarak kullanilan

[ =[A][x]* +[b],k=0,1,...

iteratif sistemin yakinsaklig1 i¢in; R([A]), R([A])‘ reel matrislerini iceren kriterler

sunuldu.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez; “kuaterniyon interval say1”, “kuaterniyon interval vektdr” ve ‘“kuaterniyon
interval matris” kavramlarinin verildigi, kuaterniyon interval matris ve vektorleri igeren
[x]=[4][x]+[b] kuaterniyon interval sisteminin ¢Ozliimiiniin varlig icin kriterlerin

sunuldugu ve sistemin ¢oziimiiniin formiile edildigi 6zgiin bir ¢alisma olmustur.
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