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OZET

BLOKLARA AYRILMIS MATRISLERIN KHATRI-RAO VE TRACY-SINGH
CARPIMLARI iCIN ALGORITMALAR

Khatri-Rao ¢arpimi ve Tracy-Singh carpimi sirastyla genellestirilmis Hadamard
carpimi ve Kronecker ¢arpimi olarak bilinmektedir. Bu calismada, bloklara ayrilmis
matrislerin Khatri-Rao ve Tracy-Singh ¢arpimlarini bilgisayar ortaminda hesaplayan
MATLAB algoritmas1 tanimlanmakta, algoritmanin akis ¢izelgesi verilerek algoritma
adimsal olarak anlatilmaktadir. Son olarak, algoritma drneklerle test edilmektedir.

2010, 48 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Blok matris ¢arpimlari; Hadamard ¢arpimi; Kronecker garpimi;
Khatri-Rao ¢arpimi; Tracy-Singh ¢arpimi; MATLAB; algoritma.



ABSTRACT

ALGORITHMS FOR KHATRI-RAO AND TRACY-SINGH PRODUCTS
OF PARTITIONED MATRICES

The Khatri-Rao and Tracy-Singh products are known as generalized Hadamard
and generalized Kronecker products, respectively. In this study, the MATLAB
algorithms which computes the Khatri-Rao and Tracy-Singh products of the partitioned
matrices on computer has been defined, has been giving the flowchart of the algorithms
the algorithms has been explained stepwisely. Finally, the algorithm has been tested
with examples.

2010, 48 pages

Key Words: Block matrix products; Hadamard product; Kronecker product; Khatri-
Rao product; Tracy-Singh product; MATLAB; algorithm.



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

M, . (R) mxn tipinde Reel Matrisler Kiimesi

M, .(C) mxn tipinde Kompleks Matrisler Kiimesi
M, (R) nxn tipinde Reel Matrisler Kiimesi

M, (C) nxn tipinde Kompleks Matrisler Kimesi
A-B Hadamard Matris Carpimi1

A®B Kronecker Matris Carpimi

AxB Khatri-Rao Matris Carpimi1

AGB Tracy-Singh Matris Carpimi1



SEKILLER DiZiNi
Sekil 3.1 kokler.m programinin SONUG EKIANL.......ccverveivireriiisieieiesie e, 29
Sekil 3.2 KRTSP.m programinin akis GIZZEST ......cueevvvrruierieeiiiieiiesieesiee e siee e siee e 30
Sekil 3.3 Ana menti @OTTNTMT ....eeveeviiiiiicii s 31
Sekil 3.4 Matris tiirll SEGIMI €KTANT ......eeivviiiieiiiiiie ettt 31
Sekil 3.5 Elemanlar1 formiile bagli matris tiirli se¢imi eKrani ...........ccooceevveivneieenenn 32
Sekil 3.6 Toeplitz matris tlirli SECIMI €KIANT ......eevveieiiiieiiieie e 32
Sekil 3.7 Hankel matris tlirti S€¢ImMi €KIani..........ccocivveeeiiiiiiee e 33
Sekil 3.8 Matris tiirii seciminden sonra satir ve siitun sayilarinin girilmesi ................... 33
Sekil 3.9 Maniiel olarak matris elemanlarinin girilmesi.........ccccoveriveiieiiiciicnie e 34
Sekil 3.10 Sonug¢ matrisin gOrintlilenmesi.........cccveereiiiiierieiii e 35
Sekil 3.11 Sonug¢ matrisin gOrintileNMESI.........eivveeieiiiieiierie e 36

Sekil 3.12 Sonug¢ matrisin gOrintilenmMesi.........cocueeieriiierieiie e 37



1. GIRIS
Cogu bilimsel problemin matematiksel modellemeleri binyelerinde matrisleri
barindirmalarinin:

Ax =b formundaki denklem sistemleri

AX + XB =C Lyapanov matris denklem sistemleri

yani sira ¢ogu zaman da problemin ¢oziimiine, problemin matrissel formda ifade

edilmesi yolu ile

Yuksek mertebeden diferensiyel denklemlerin birinci mertebeden matris

sistemine indirgenmesi (Z =Az+ f)
Benzer olarak, ylksek mertebeden fark denklemlerin birinci mertebeden matris

sistemine indirgenmesi (z,,, = Az, + f,)

n+l —

ulasilmak istenmektedir.

Problemin ¢oziimine matrissel yoldan gidilmek istenmesi veya matrislerin

tasidig1 Ozelliklere gore problemin yorumlanmasi diiglincesi matris c¢arpimlarini

tanimlama zorunlulugu gerektirmektedir:

A ve b matrislerinin adi ¢arpimi sayesinde, A tersinir matris olmak {izere AXx=Db
sisteminin x ¢6ziimil, x = A™'b seklinde ifade edilmektedir.
Reel simetrik iki nxn A=[a;]; ve B=[b]; pozitif tammli matrislerin

Hadamard ¢arpim matrisinin bilesenlerinin toplaminin pozitif oldugunun
bilinmesi [Zaijbij >OJ, baz1 baslangi¢c degerli eliptik kismi diferansiyel
i

denklemleri igin teklik teoremi elde etmede kullanilan 6nemli bir sonugtur

(Moutard, 1894).

Birinci mertebeden homojen diferensiyel denklemlerinin(izAz) (veya fark

denklemlerin (z,, = Az,)) asikar ¢cozumunun asimptotik kararliligini belirleyen

n+l

A n-kare katsay1 matrisinin kararliligini arastirmada kullanilan



AX + XA=C

Lyapunov matris denklemi, Kronecker ¢arpim yardimiyla
[(1 ® A)+ (AT ® I)]vecX =vecC

seklinde HZ =B formuna indirgenmektedir. Boylece matrislerdeki adi ¢arpim
ve Kronecker carpim ozellikleri kullanilarak Lyapunov matris denkleminin X
¢cozlmlne ve bu c¢ozime gore de A matrisinin kararli olup olmadigina

ulasilmaktadir.

1.1. Amag ve Kapsam

Onceki boliimde bazi uygulama alanlarina degindigimiz matris ¢arpimlari, artik
¢ogu matematiksel problemin ¢oziimiine ulasmada kullanilan 6nemli araglar olarak
gorulmektedirler. Bu sebepten, bu garpimlar iizerine kurulan her bir teori bir uygulama
alan1 bulmaktadir. Cogu zaman ise, kurulan teorilerin sayisal olarak desteklenmesine
veya kontroliine gerek duyulmaktadir. Carpima giren matrislerin boyutlarina dogru
orantili olarak boyutlar1 hizla biiyliyen Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh
carpimlarin1 hesaplamada hiz, kolaylik ve de dogruluk saglayacak bilgisayar destekli
matematiksel programlar igin gelistirilen algoritmalar, bu ¢arpimlar {izerine ¢aliganlar
i¢in 6nem kazanmaktadir.

Bu caligmamizda, genellestirilmis Hadamard ¢arpimi olarak bilinen Khatri-Rao
ve genellestirilmis Kronecker c¢arpimi olarak bilinen Tracy-Singh ¢arpimi igin,
MATLAB programint kullanarak algoritmalar gelistirdik. Sayisal orneklerle de,

algoritmalarin dogrulugunu test ettik.



2. ONCEKIi CALISMALAR

Son birka¢ yildir matris cebrinde, ¢ok degiskenli istatistiksel analiz, dogrusal
programlama, sinyal isleme ve diger bir¢ok konular {izerinde 6nemli bir rol olan
boliimlenmis matris ¢arpimlarina ve bazi genellestirilmis permiitasyon matrislerine bir
ilgi artis1 da olmustur (Tracy ve Jinadasa, 1989; Mii¢ ve ark., 1999; Van Loan, 2000;
Al Zhour ve Kiligman, 2005; Al Zhour ve ark., 2005; Kilicman ve Al Zhour, 2007).

Boliimlenmis matrisler i¢in tanimlanan Khatri-Rao c¢arpmm  (A*B)
genellestirilmis bir Hadamard carpimi (Ao B) olarak (Khatri ve Rao, 1968), Tracy-
Singh ¢arpim (A®B), genellestirilmis bir Kronecker ¢arpimi (A® B) olarak (Tracy ve
Singh, 1972) goruldr.

Hadamard, Kronecker, Khatri-Rao ve Tracy-Singh matris c¢arpimlarinin
tanimlandig1 ve ¢ogu temel Ozeliklerinin sunuldugu temel kaynaklar olarak, (Graham,
1981), (Rao ve ark., 1998), (Steeb, 1997), (Visick, 2000), (Liu, 2002), (Lev-Ari, 2005),
(Al Zhour ve Kiligman, 2006a) ve (Al Zhour ve Kilicman, 2006b) c¢alismalar

verilebilir.

Hadamard  ¢arpimlari,  periyodik  fonksiyonlarin ~ konvoliisyonlarinin
trigonometrik momentlerinin yorumlanmalarinda, integral denklem ¢ekirdeklerinin
carpimlarinin elde edilmelerinde, kismi diferensiyel denklemlerin zayif minimum

prensibinin olusturulmasinda dnemli bir arag olarak kullanilmaktadir.

Tauber (1978) Hadamard carpimi ile bir hava kirliligi probleminin kismi
diferensiyel denklemini ¢ozmiistiir ve Ando (1978) kosegen matrislerin Hadamard

carpimlari ile ilgili ¢esitli yaklagimlar sunmustur.

Hadamard carpimi, degismeli, birlesmeli ve toplama islemi iizerine dagilma
ozelligine sahiptir. Lev-Ari (2005), kare matrisin kosegen elemanlarinin olusturdugu bir
stitun vektorii olan késegen ¢ikarim operatorii Vec d(.) yi tamimlamis ve Kronecker,
Khatri-Rao ve Hadamard garpimlari arasinda yeni iliskiler kurmustur. Bu sayede matris
en kicuk kareler probleminin ¢6ziminde c¢ok verimli hesaplama yontemleri

gelistirilmistir.



Kronecker ¢arpimlarina ilginin artmasindaki temel nedenlerden biri, Kronecker
carpimlarinin, vektor operatorleri ile birlikte kontrol teorisi, sistem teorisi, istatistik,
fizik, haberlesme sistemleri, optimizasyon, ekonomi, kuramsal ve uygulamali
matematigin diger bir ¢cok alaninda sorunlar1 genis bir yelpazede ¢ozmede dnemli roli
oldugunun dogrulanmasidir. Kronecker c¢arpim ayrica, sinyal isleme, dogrusal
programlama, matris denklemleri, matris diferansiyel denklemleri, kesirli ifadeleri
iceren hesaplamalar gibi alanlarda da aktif rol oynamaktadir (Tauber, 1978; Al Zhour ve
Kiligman, 2005; Al Zhour ve ark., 2005; Ding ve Chen, 2005; Kiligman ve Al Zhour,
2005a; Kiligman ve Al Zhour, 2005b; Kiligman ve Al Zhour, 2007). Bir diger temel
neden ise, Kronecker ¢arpimlarinin anlasilmasi kolay, kullanimi basit ve zengin cebriyle

hizli ve pratik algoritmalar1 desteklemesidir.

Kronecker ¢arpimlart oldukg¢a dikkat ¢ekici ozelliklere sahiptir. A ve B aym

boyutta matrisler olmak uzere, A ve B’nin Hadamard carpim matrisinin (Ao B), A ve
B’nin Kronecker ¢arpimimin (A® B) bir alt matrisi olmasi 6zelligi (Kronecker ¢arpimin

Hadamard carpimi barindirmast), Kronecker ¢carpimin en dikkat ¢ekici 6zelligi olarak

degerlendirilmektedir (Horn ve Johnson, 1990; Zhang, 1999).

Koning ve ark. (1991) blok Kronecker ¢arpimi Aé:) B olarak adlandirilan Tracy-
Singh ¢arpimini tanimladilar. Tracy ve Jinadasa (1989), Tracy-Singh ve Kronecker
carpimlari arasinda iliskiler kurmak i¢in bazi genellestirilmis permiitasyon matrislerini
kullandilar. Liu (1999) sifirlardan ve birlerden olusan Z; ve Z; boliimlenmis matrislerini
tanimladi ve bu tanimlamalar1 Tracy-Singh ve Kronecker ¢arpimlar: arasinda temel bazi

baglantilar kurmak i¢in kullandu.

Al-Zhour ve Kiligman (2006), ¢esitli pozitif matrislerin Khatri-Rao ¢arpimlarin
iceren genellestirilmis esitsizlikler ve bazi genellemeler verdi, Liu (2002) pozitif taniml
matrislerin Khatri-Rao ¢arpimlarini igeren gesitli esitsizlikler sundu ve bu esitsizliklerin
istatistiksel uygulamalarina degindi. Xu ve ark. (2006) biiyiime egrisi modeli ile {iretilen
bilinmeyen blok kdsegen regresyon katsayr matrisini tahmin etmek igin Tracy-Singh
carpimini kullandi. Tracy ve Jinadasa (1989) belirtilen istatistik uygulamalar ile rastgele
matrislerin Tracy-Singh c¢arpimlarinin kovaryanslarini ve beklentilerini tiiretmistir ve
Koning ve ark. (1991) k-faktoriyel kovaryans yapilarin tahmininde blok Kronecker ve

Tracy-Singh ¢arpimlarini kullanmiglardir.



Bu calismada ise, bloklara ayrilmis matrislerin Khatri-Rao ve Tracy-Singh
carpimlarin1  bilgisayar ortaminda hesaplayan MATLAB algoritmalar1 verilmistir.
Calismanin Ug¢uncl béltiminiin ilk kisminda, matrisler iizerine genel tanim ve 6zellikler,
baz1 6zel matris tanimlamalari, bazi 6zel matris ¢arpim tanimlamalari ile birlikte bu
carpimlarn genel Ozellikleri verilmistir. Uciincii boliminiin ikinci kisminda ise
MATLAB programi hakkinda temel bilgiler sunulmustur. Bloklara ayrilmis matrislerin
Khatri-Rao ve Tracy-Singh carpimlarini bilgisayar ortaminda hesaplayan MATLAB
algoritmalarinin verildigi kisim temel bolimudur. Bu kisimda algoritmalarin dogrulugu
orneklerle test edilmistir. Calismanin dordiincii ve besinci bolimiinde ise, ¢alismada
ulasilan sonuglar ve calismanin daha da gelistirilebilmesi i¢in sundugumuz 6neriler yer

almaktadir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde tezin ilerleyen bolumleri icin gerekli 6n bilgiler verilecektir.
3.1. Materyal
3.1.1. Matrisler ve Matris islemleri
3.1.1.1. Matrisler

Tamm 3.1 a; e R(C), 1<i<m, 1< j<n skalerlerinin m satir ve n stitunlu

ay, A, &,

a a e a
A — .21 .22 .2n

am1 am2 o amn

seklindeki dikdortgensel bir yapi iizerine dizilmesi ile olusan forma mxn tipinde bir

reel (veya kompleks) matris denir ve A=[a;]; kapali formu ile gosterilir.

a;’ye (i,j)-inci bilesen (i-inci satir, j-inci. siitundaki bilesen) veya (i,j)-inci

eleman denir. A nin i-inci satirt

[a, a, - a,], 1<i<m
ve A nin j-inci sutunu
&
a:Zj’ I<js<n
a

seklindedir.

Eger m=n ise, A’ya n-inci mertebeden bir kare matris denir.



mxn tipinde reel (veya kompleks) matrisler kiimesi M (R) (veya M (C))
semboli ile ifade edilir. n-kare reel (veya kompleks) matrislerin kiimesi M (R) (veya
M, (C)) sembolii ile temsil edilir.

Tamm 3.2 A=[g;]; €M (R,C) karesel matrisinin a,,a,,...,a, elemanlarindan

7 n

olusan kosegene, A’nin esas kosegeni denir.

1 2 3
Ornek 3.1 A=|2 -1 4| ve B:[l 3 —7] matrisleri sirasiyla 3x3 ve 1x3
0 -3 2

2i

—1+i 0o 3
tipindeki reel matrislere, C = 3 ve Dz[ 1 21 matrisleri ise 4x1 ve 2x2
-1 -2i

0

tipindeki kompleks matrislere birer érnektirler.

Tamm 3.3 A:[aijlj, B:[bijlj eM, ,(R,C)matrisleri i¢in a; =b;,1<i<m,

]

1< j<n,ise bu takdirde A ve B matrislerine esit matrisler denir ve A= B ile gosterilir.

1 2 -1 1 2 w
Ornek 3.2 A=|2 -3 4| ve B=|2 x 4 |matrisleri w=1, x=-3, y=0 ve z=5
0 4 5 y -4 2

durumunda esit matrislerdir.

Tamm 3.4 A, mxntipinde bir matris olsun. Eger m=1 ise, yani A, 1xn tipinde bir
matris ise A matrisine satir matrisi; n=1 ise, yani A, mx1 tipinde bir matris ise A
matrisine siitun matrisi denir.

0
Ornek 3.3 A=[1 2 3 —5] matrisi satir matrisine, B=|-1| matrisi de situn
5

matrisine birer drnektir.

Tamm 3.5 Bir matriste satir sayisi ile siitun sayisi esit ise bu matrise kare matris denir.

nxn tipindeki bir kare matrise, n-inci mertebeden kare matris denir. Ayrica, n-inci



mertebeden bir kare matriste, i=1,2,...,n i¢in a, Ogelerine matrisin késegen ogeleri

denir.
1 -1 1

Ornek 3.4 A={0 1 2| matrisi 3-iincli mertebeden bir kare matristir. Kare matrisin
2 1 3

kosegen ogeleri ise 1, 1 ve 3’tdr.

Tamm 3.6 Bir matrisin tiim o6geleri sifir ise, bu matrise sifir matris denir ve mxn

tipindeki bir sifir matris O, , seklinde gosterilir.

0 00O
) 000 0 00O o - :
Ornek 35 O,,= , O = matrisleri sifir matrisine birer
000 0 00O
0 00O

ornektir.

Tamm 3.7 A, n-inci mertebeden bir kare matris olsun. Her i= j icin a; =0 ise A

matrisine kdsegen matris denir.

-2 0 0 0
1 0 O
. 0 0 0O . .
Ormek 36 A=|0 2 0|, B= 03 0 matrisleri sirasiyla 3-Uncu ve 4-
0 0 -1
0 0 4

tincii mertebeden kosegen matrislerdir.

Tamm 3.8 Bir kdsegen matriste, kdsegen tlizerindeki 6gelerin hepsi esit ise bu matrise

skaler matris denir.

Ornek 3.7 A

I
O O N
O X O

0
0 | matrisinin skaler matris olmas: i¢in a, =a,, =a,, olmasi
y

gerektiginden X=2 ve y =2 olmaldir.



Tamm 3.9 Bir kare matrisin kdsegeni {izerindeki tiim 6geleri 1 ve geriye kalan bitin

ogeleri O ise, bu matrise birim matris denir. n-inci mertebeden bir birim matris 1 ile

gosterilir ve

1i=]jise
Gy =9, . .
' 10,0 jise

olmak tzere I, = [@j ]nxnbigiminde ifade edilir.

) 10
Ornek 3.8 I, :{O J ve |, = matrisleri, sirastyla 2-inci ve 5-inci

O O O O k-
O O O — O
o O O O
O r O O O
R O O O O

mertebeden birim matrislerdir.

Tamm 3.10 A:[aii]n ) kare matris verilsin. Eger her i,j icin a; =a; ise A matrisine

simetrik matris denir.

1 10
Ornek 3.9 A=|-1 2 4| matrisinin simetrik olabilmesi icin i, j=1,2,3 ve i# j
0 4 3

icin a; =a; olmahdir. a,=a, =-1 a,=2a, =0, a,,=a;, =4 oldugundan A matrisi

bir simetrik matristir.

Tamm 3.11 A= [aij} kare matris verilsin. Eger her i,j i¢in a; =-a; ise A matrisine
nxn
ters simetrik matris denir.
Bir ters simetrik matriste, i=j olmasi durumunda a; =-a; kosulunun ancak

a; =0 iken saglandigina dikkat edersek, ters simetrik matrisin kdsegen 6gelerinin sifir

olmas1 gerektigini sdyleyebiliriz.
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0O -1 2 3
. 1 0 -4 5 T . ) )
Ornek 3.10 A= > 4 0 1 matrisi 4-Uncl mertebeden ters simetrik bir
-3 -5 1 0

matristir.

Tamm 3.12 Az[aij]n ) kare matrisinde her i < j icin a; =0 ise A matrisine

altucgensel matris, her i >jicin a; =0 ise A matrisine Ustlicgensel matris denir.

0 0 0 0 O]

1 2 000 1 1 2
Ornek 3.11 A=| 2 0 3 0 0| matrisi alticgensel matrise, B=|0 -2 1

-4 1 1 4 0 0 0 3

1 -1 2 2 5]

matrisi Ustticgensel matrise birer 6rnektir.

Tammm 3.13 Bir A matrisini satirlar ile siitunlarinin yer degistirmesiyle elde edilen

matrise, A matrisinin transpozesi denir ve A' ile gdsterilir.

1 2

. 1 35

Ornek 3.12 A=| -3 4| matrisinin transpozesi At:[2 A 6} matrisidir.
5 6

Tamm 3.14 A herhangi bir matris olsun. A matrisinin bir kisim satir ve siitunlarinin

silinmesiyle elde edilen matrise A matrisinin bir alt matrisi denir.

A= [aij ]ij € M, (R,C) matrisini yatay ve dikey ¢izgelerle gesitli alt matrislere

ayirabiliriz. Ornegin,

A, &, 83 8y 8
A=lay, a, a, a, ax (3.1)

aSl a32 a33 a34 a35

matrisi,
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B _ _ d, d, _ Ay Ay Ay
A=l Bl Ao=[as a sl A [ael asj'A" [aes 2, aej

alt matrislerine ayrilir ve bloklara ayrilmis sekilde

A A
A{Aﬂ AJ

ile yazilir.

3.1.1.2. Baz1 Ozel Matrisler

Tamm 3.15 x #Yy;,1<i,j<n, sartim saglayan x,y, €C, 1<i, j<n, sayilar igin,

elemanlar

1

_Xi_yj

L 1<i, j<n, (3.2)

C;

ile tammh C =[c; ], matrisine Cauchy matrisi denir.
Tamm 3.16 n>1 tamsayist ve h, 0<s<2n-2, X, 0<k<n-1, kompleks sayilari

icin

n-1
H,. (X, x) = z h.XX;

i,j=0

kuadratik formuna Hankel formu denir. Bu forma uyan ve

H n-1— [hi+j ].n]l=0
i ho hl hz hn—l ]
h, h, h
= h2 h3 h4 Y h

hn—l h hn+l I(]2n—2_

ile tanimlanan matrise de Hankel matrisi denir.
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Tanmm 3.17 n>1 tamsayist ve t, —n+1<s<n-1,

sayilar1 i¢in

n-1
T, (% X)= Z b %iX;

i,j=0

kuadratik formuna Toeplitz formu denir. Bu forma uyan ve

X, 0<k<n-1, kompleks

Tn—l = [ti—j ].n]l:o
ty t, t, toa
Y, t, t, L2
t, Y t, —n+3
_tn—l to T, ty 2

ile tanimlanan matrise de Toeplitz matrisi denir.

Tanim 3.18 h=0 ve %eZ olmak Gzere, (3.2) ile tanimli Cauchy matrisinde

X. =g +ih, y; = jh, 1<i, j<n, alinarak olusturulan

o]
g+G-Dh .,

matrise Cauchy-Toeplitz matrisi denir.

Tamm 3.19 h=0 ve %gZ olmak (zere, (3.2) ile tanimli Cauchy matrisinde

X =g+ih, y; =—jh, 1<i, j<n, alinarak olusturulan

i
g+@+ih]

matrise Cauchy-Hankel matrisi denir.
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3.1.1.3. Matris Islemleri

3.1.1.3.1. Adi Matris Toplami ve Carpimi

Ul

Tanm 3.20 A= [aij ] , B= [b ]j e M, (R, C) matrisleri i¢in, bilesenleri

i

¢ =a;+b;, i=12,...,m; j=12...,n

ile tanimhi C =[Cij]e M, .(R,C) matrisine A ve B matrislerinin toplam1 denir ve

A+B=C ileifade edilir.

O halde A ve B matrislerinin toplanabilirligi, boyutlarinin esit olmasina baglidir.

. 1 -2 3 0 21 L .
Ornek 3.13 A= ve B= matrislerinin toplam matrisi
2 -1 4 13 4

[1+0 -2+2 3+1
A+B=

2+1 -1+3 4+(-4)

seklinde elde edilir.

Tamm 3.21 A; ve B;

i 1<i<m, 1< j<n, matrisleri sirastyla A=[A;]; ve B=[B,];

matrislerinin alt matrisleri olsunlar. A ve B matrislerinin ayni indisli bloklar1 toplanabilir
ise (boyutlar esit ise) alt matrislere gore bilesenleri

Cy=A +B;, 1<i<m, 1< j<n

ile tammli C =[C;]; matrisine A ve B matrisinin toplami denir.

-1 2 5 12 7 9
.. 3 4 1 4 8 0 ) .
Ornek 3.14 A= ve B= matrisleri
2 1 5 6 4 5
-1 3 0 10 2 1
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w
w kRN

o gl O

seklinde bloklara ayrilabilir. Bu alt matrislere gére A ve B’nin toplamu

L] & e &
o] s o
i

HEH

A+B=

11 9 14
7 12 1
|8 5 10
9 5 1

ile elde edilir.

Tamm 3.22 A= [aij lj eM_ (R,C), B= [bij lj e M, ,(R,C) matrisleri igin, bilesenleri

in™~nj /

C; =D by =ab; +a,b, +...+a,b,,i=12...,m, j=12..p
k=1

ile tanimli C :[Cu} eM, (R,C) matrisine A ve B matrislerinin adi carpimi denir ve
AB =C ile ifade edilir.

A= [aij ]ij eM .(R,C), B= [bij ]ij eM, (R, C) matrislerinin ¢arpim matrisi

daha agik bir gosterimle,

in™nj ’

C; =Y. ayby =aphy +a,b, +...+a.b,,i=12,...m, j=12..p
k=1

olmak Uzere
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a; &, &,
8y 8p Gy, b11 b12 blj blp
AB - : : : b.21 b?2 b?j bz.p
a, a, a, || @ : :
: by by - by - by

_aml am2 amn

_011 Ci Cip

_ Cu Cyp Cap _C
C;
1O Cm2 o Cyp

seklinde tanimlanabilir.

Tanim 3.22’den goérilmektedir ki, A ve B matrislerinin ¢arpilabilir olmasi i¢in
A’nin siitun sayisi ile B’nin satir sayisinin esit olmasi gerekmektedir.

Ornek 2.15A=F 2 _1} ve B= _42 —53 matrislerinin adi ¢carpimi
3 1 4 ) 1
g | WE)+2)(A)+(-9(2) 1)(E)+(2)(-3)+(-D()
L (3)(=2)+(1)(4)+(4)(2)  (3)(5)+(1)(-3)+(4)(1)
(4 -2
|6 16}
seklinde elde edilir.

A= [aij ]ij eM . (R,C)ve B= [bij i € M, (R,C) matrislerinin garpim matrisi
elde edilmek istendiginde, asagidaki durumlar ile karsilagilir:

1. n=s ise BA tanimh degildir.

2. AB ve BA matrislerinin tanimli olmalari i¢in N =S ve m =t olmaldir. Eger,
n=s ve m=t ise, BA nxn tipinde ve . AB mxm tipinde matristirler.
m = n durumunda ise AB ve BA farkli mertebeden matrisler olacaktir.

3. AB ve BA ayn1 mertebeden olsalar bile, birbirlerine esit olmayabilirler.



16

. 11 01
Ornek 3.16 A= L O} ve B= L O} esit boyutlu matrislerin ¢arpim matrisleri

11 10
AB = ve BA=
olup, AB = BA dur.

Ornek 3.16, AB ve BA matrislerinin tanimli olmalart durumunda, AB = BA

durumunun her zaman saglanmayacagini géstermektedir.

Tamm 3.23 r, xr; boyutlu A; ve r; xr boyutlu B, alt matrislerine gére A=[A;]; ve

B =[B, ]; matrisleri sirasiyla

(A [A2] - [Ad]] [[B4] [Bu] - [B.]]
[AZl] [Azz] ':AZq:' [8.21] [B?Z] [B.zs]

ve B=

A (A - [a]] E] B - 8]

seklinde bloklara ayrilsinlar. Bu takdirde, alt matrislerine gore bilesenleri

CARIENICN

olan C=[C, ], matrisine, A ve B’nin bloklara aynlarak elde edilen garpim matrisi
denir.
2 59 1 -1 4
10 -10
. 167 0 2 1 o
Ornek 3.17A={2 1 0 4|veB= matrislerinin ¢arpimi,
101 -1 1 2
0 3 -10
2 2 0 2 0
bu matrislerin
2|5 9|1 -1 4
1 0/-10
6 7|0 2 1
A=|2 1|0 4|veB=
0 1|-1 1 2
0 3|]-10
2 2 0
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seklinde bloklara ayrilarak blok carpimlart ile

B HE P e B B

[0 3]m+[_1 O]H [0 3][2 3}[_1 o][g ﬂ
2o 2 1o 4z 1o
o 3g 3 1 s 1

seklinde yazilir. Skaler matrislerin adi carpimlari ile A ve B’nin ¢arpimu,

AB =

1 5 8 2 -2 2
AB=(13 24 25 10 4 9
2 18 20 1 5 1

olarak bulunur.

3.1.1.3.2. Hadamard Matris Carpimi

Tanm 3.24 A= [aij ] , B= [bij ]ij € M, (R, C) matrislerinin Hadamard garpimu,

ij

AeB=[ab lj eM,,(R,C)

seklinde tanimlanir (Graham, 1981; Zhang, 1999; Liu, 1999; Visick, 2000; Liu, 2002).

R veya C kiimelerinin adi ¢arpim islemine gore degismeli olduklarindan, A ve

B matrislerinin Hadamard carpimi
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AoB=[ab; |,

:[ba

ij ) ii

ozelligine sahiptir.

. 1 2 5 -4
Ornek 3.18 A= [4 3}, B= [ } matrislerinin Hadamard ¢arpimi

4 -5
5 -8
AOB:
Le —15}

=BoA

dir.

Az[aijlj, B :I:bijlj e M, ,(R,C)matrisleri verilsin ve m =Zr:mi , h=>n,

i=1 j=1

olmak Uzere A; ve B; matrisleri sirasiyla A ve B matrislerinin m;xn, tipindeki alt

matrisleri olsun. Bu takdirde, A ve B matrislerinin Hadamard ¢arpimi bir baska sekilde
AoB = [Au ° Bij:Lj eM, . (R,C)

seklinde tanimlamir. Burada, A; oB;, m;xn; tipinde ij-inci alt matristir.

1 2 3
Ornek 3.19 A=|4 5 6|veB=

1 4 7
2 5 8| matrisleri verilsin ve A ve B matrisleri
7 8 9 3 6 9

sirastyla

1 213 1
B. | B

A{i&; i&j: 4 5|6/ ve B{B“ ”}: 2

17 809 2 3

seklinde alt matrislere boliimlensin. Buradan A ve B matrislerinin Hadamard ¢arpimi
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dir.

3.1.1.3.3. Kronecker Matris Carpimi

Tamm 3.25 A:[aij} eM_ .(R,C) ve B=[bij i € M, ,(R,C) matrislerinin

ij

Kronecker carpimi,

A®B=[a;B|
'a,B a,B a,B - a,B]
a,B a,B a,B - a,B
= a31B aSZB a3SB aSnB eI\/Imp,nq(IR7(c)
_amlB a,B a.,B - amnB_

seklinde tanimlanir (Graham, 1981; Rao, 1998; Zhang, 1999; Liu, 1999; Visick, 2000;
Wei ve Zhang, 2000; Liu, 2002).

Burada, a;Be M (R,C) matrisi, A® B matrisinin ij-inci alt matrisidir.
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y 1 2 3 2 1 L
Ornek 3.20 A= [3 J ve B = {2 3} matrislerinin Kronecker ¢arpimu,
B 2B 3B
A®B =
3B 2B B}
(2 1 4 2 6 3
|2 3 46 69
16 342 21
6 9 4 6 2 3

seklinde elde edilir.

3.1.1.3.4. Khatri-Rao Matris Carpimi

Tamm 3.26 AeM_,(R,C) matrisi mxn, (m=>) m,n=>n,) tipinde A alt
i=1 =1

t h
matrislerine ve Be M, (R,C) matrisi de p,xq, (p=>Yp,.0d=> q)tipinde B, alt
k=1 1=1
matrislerine boliimlenmis olsun. Bu takdirde, A ve B matrislerinin Khatri-Rao ¢arpimi,
A*B=[A ®B;| €M, (R,C), M=% mp, N=3nq
i=1 j=1
seklinde tanimlanir (Khatri ve Rao, 1968; Tracy, 1990; Horn ve Mathias, 1992; Liu,
1999; Cao ve ark., 2002; Zhang ve ark., 2002; Zhour ve Kiligman, 2006a; Zhour ve

Kiligman, 2006b).

Burada, A; ® B; matrisi m p;xn,q;tipinde A B ’nin ij-inci alt matrisidir.

1
Ornek 3.21 A=|4
.

o 01N
© o w
(o8]

I
w N P
o o1~

7
8 | matrisleri verilsin ve
9
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1
TAAT
A‘{Au AJ‘;‘

seklinde boliimlensin. Bu boliimlemeye gore, A ve B matrislerinin Khatri-Rao ¢arpimi

AxB =

1B, 2B,
=|4B, 5B,
7B, 8B,

(1 2 12
4 5 24
14 16 45
21 48 54

seklindedir.

3.1.1.3.5. Tracy-Singh Matris Carpimi

_All®Bll A&2®Ble|
_A2l ® BZl A22 ® BZZ

3B,
6B,
9B,,

21
42
72
81

Tamm 3.27 AeM_,(R,C) matrisi mxn, (m=>) m,n=>Yn,) tipinde A alt
i=1 =1

t h
matrislerine ve Be M, (R,C) matrisi de p,xq, (p=>Yp,.0d=> q)tipinde B, alt
k=1 1=1

matrislerine boliimlenmis olsun. Bu takdirde, A ve B matrislerinin Tracy-Singh ¢arpimi

AOB=[AOB] = [[A®B], | €My (RO)

ij

tanimlanir (Tracy ve Singh, 1972; Tracy ve Jinadasa, 1989; Tracy, 1990; Liu, 1999;
Wei ve Zhang, 2000; Cao ve ark., 2002; Liu, 2002; Zhang ve ark., 2002; Zhour ve

Kiligman, 2006a; Zhour ve Kiligman, 2006b).
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Burada, A;®B,, mp,xn;q, tipinde kl-inci alt matris ve A;®B, mpxn;q

tipinde ij-inci alt matristir.

1 2 3 1 4 7
Ornek 3.22 A=|4 5 6|,B=|2 5 8| matrisleri verilsin ve
7 8 9 3 6 9

23 1

B, | B
A:Aﬂ A12=456,B= n | P15
A | Ay 89 B | By 3

seklinde boliimlensin. Bu béliimlemeye goére, A ve B matrislerinin Tracy-Singh garpimi

~

AGB =

| A,0B | A,0B
| A,0B | A,0B

| A&.l ® Bll A&.l ® BlZ Al2 ® Bll A&.Z @ BlZ
All ® BZl All ® BZZ Al2 ® BZl Al2 ® BZZ
AZl ® Bll A21 ® Bl2 A22 ® Bll A22 ® BlZ
_AZl ® BZl AZl ® BZZ A22 ® BZl AZZ ® BZZ

12 21|
24 42

2|14 7 8 14

5116 28 20 35

415 8 10 16 15 24
6|16 9 12 18 18 27
10|20 32 25 40|12 |30 48
12 15|24 36 30 45|18 |36 54
7 8|28 49 32 56| 9 |36 63
14 16 |35 56 40 64|18 |45 72
21 24 |42 63 48 72|27 |54 81

O W N~ P
O OO W

seklinde elde edilir.
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Liu (1999)’nun c¢alismasinda Kronecker ¢arpim ile Tracy-Singh carpimi ve
Hadamard ¢arpim ile Khatri-Rao ¢arpimi arasindaki

e Bolimlenmemis A ve B matrisleri igin,

AOB =[ 3,08 = [a,08,], | =|[aBd], l,— ~[a,8],=A®B,

ij
e mxn tipinde boliimlenmemis A ve B matrisleri igin,

AxB=[a; ®b; ] =[ab, ] =A-B

bagintilar1 verilerek, Khatri-Rao ¢arpiminin genellestirilmis bir Hadamard ¢arpimi ve
Tracy-Singh carpiminin ise genellestirilmis bir Kronecker ¢arpimi olarak goriilebilecegi

belirtilmistir.
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3.2. YoOntem

3.2.1. MATLAB Programi

MATLAB (MATrix LABoratory), ilk defa Linpack ve Eispack projeleri ile
baslanan matematik ve Ozellikle de matris esasli matematik ortaminda kullanilmak
lizere gelistirilmis etkilesimli bir paket programlama dilidir. {lk siiriimleri Fortran diliyle
yazilmis olmakla beraber son siirimleri C dilinde hazirlanmistir. MATLAB, temel
olarak niimerik hesaplama, grafiksel veri gosterimi ve programlamayi iceren teknik ve
bilimsel hesaplamalar icin yazilmis yiiksek performansa sahip bir yazilimdir. ilk
baglarda bilim adamlarina problemlerin ¢6ziimiine matris temelli teknikleri kullanarak
yardimec1 olmaktaydi. Bugiin ise gelistirilen yerlesik kiitiiphanesi ve uygulama ve
programlama Ozellikleri ile gerek {iniversite ortamlarinda (basta matematik ve
muhendislik olmak U(zere tim bilim dallarinda) gerekse sanayi g¢evresinde yiiksek
verimli arastirma, gelistirme ve analiz araci olarak yaygin bir kullanim alan1 bulmustur.

MATLAB programinin belli bagh uygulama alanlari: Matematik ve hesaplama
islemleri, algoritma gelistirme, veri toplama, modelleme, similasyon (benzetim) ve
prototipleme, veri analizi ve gorsel efektlerle destekli gosterim, bilimsel ve mihendislik
alaninda grafik islemleri, grafiksel kullanici arayiiz yapisin1 da igine alan uygulama
gelistirme seklinde Ozetlenebilir. MATLAB; kontrol, goriintii isleme, istatistik,
optimizasyon, bulanik mantik, sinir aglari, sayisal isaret isleme, guc¢ sistemleri, filtre
dizayni, genetik algoritma, grafik, veri tabani, web sunucusu, finans bir ¢ok alanda
giivenli bir sekilde kullanilacak ara¢ kutulart igerirr. MATLAB’in siirekli olarak
gelistirilen sitirtimleri kullaniciya yeni kullanim alanlar1 sunmaktadir. MATLAB’in bir
diger dstiinliigi de, bilinen algoritmalarin bir¢ogunu birkac komut ile ¢Ozerek
kullaniciya sunmasidir. MATLAB ile bir dosya derlenerek exe haline getirilmeden
yorumlayarak calistirilabilir. Bu da hatalar1 ayiklama siirecini kisaltir.

MATLAB’da biitiin degiskenler matris olarak ele alinirlar. Boyutu 1x1 olan bir
matrise skaler ad1 verilir. Tek satirli veya tek slitunlu matrislere vektor adi da verilir. Bir
skalere de tek elemanli vektor olarak bakilabilir.

MATLAB, komut temelli bir programdir. Komut penceresinde “»” isareti

MATLAB’in komut satirmi gosterir. MATLAB diger programlama dillerinde oldugu
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gibi bir giris olarak g¢esitli matematiksel ve metinsel ifadeler saglar. Bu ifadeler dort
temel baglikta incelenir: sayilar, degiskenler, islegler, fonksiyonlar.

Diger programlama dillerinden farkli olarak MATLAB ile matrisler iizerindeki
islemlerinizi hizla ve kolaylikla gerceklestirebilirsiniz.  MATLAB ile matris
olusturmanin farkli yontemleri vardir:

e Eleman listesi olarak girme ([x...;X...;...])

e Veri dosyalarindan yiikleme

e Hazir fonksiyonlar yardimiyla olusturma

e M-dosyalar1 seklinde olusturdugunuz fonksiyonlariniz araciligr ile
olusturma

Komut satirinda eleman listesi olarak girerek asagidaki bigimde A matrisini
kolaylikla olusturabilirsiniz:

»A=[163213;510118;96712; 41514 1]

MATLAB girdiginiz matrisi

A=

163 213

51011 8

96 712

41514 1
seklinde ekrana yansitacaktir.

»A=1;

» A(2) = 2;

» A(2,2)=3;

Yukarida verilen kodlar ile ne yapildigini inceleyelim; ilk satirda “A” adlh
1x1°lik bir matris yaratir ve bu matrisin tek elemanina 1 degerini atar. ikinci satirda bu

matrisi 1x2°lik olacak sekilde genisletir ve ikinci elemanina 2 degerini atar. Bu noktada

A:[l 2] olmustur. Ugiincii satirda A matrisini 2x2 olacak sekilde genisletir. Ikinci

satirin ikinci elemanina 3 degerini atar ve bos kalan yerleri sifir ile doldurur. Artik A

o3 3

matrisimiz
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haline gelmistir.

Matris elemanlarini bulmak icin ilgili satir ve siitunlarin numaralar1 parantez

icinde virgiille ayrilmis olarak verilmelidir.
A=[163213;510118;96712;415141]
A(3,1), A matrisinin G¢tnci satir, birinci stitunundaki eleman: 9°u verecektir.
MATLAB’de taniml1 baz1 6zel matrislerden bahsedelim:
» B=zeros(2,2)

B =
0 O
0 0

2x2 boyutunda elemanlar1 O olan B matrisini olusturur.

» C=ones(2,3)
C=

2x3 boyutunda elemanlar1 1 olan C matrisini olusturur.
MATLAB’de, bir matrisin boyutunu bulmak i¢in size fonksiyonu kullanilir.

»D=[2 3456
7 8 91011];
» s=size(D)
5=
2 5

Bir vektoriin uzunlugunu ya da matristeki en biylk boyut degerini bulmak igin

ise length komutu kullanilir.

» E=[ 17 11 0 30 40 50];
» k=length(E)
k =
6
»EE=[12345;45678;678910]
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EE =

1 2 3 4 5
4 5 6 7 8
6 7 8 9 10
» length(EE)

ans =

5

MATLAB’de ¢esitli akis kontrol yapilart mevcuttur: if-else-end, switch, for,
while, continue ve break yapilar1 gibi. MATLAB diger programlar gibi aritmetiksel,
mantiksal ve iliskisel islecleri kullanmaktadir.

Mliskisel islecler: < (kiiclik), <= (Kiiciik ya da esit), > (biyiik), >= (blyik ya da
esit), == (esit), ~= (esit degil); mantiksal islecler: & (ve isleci), | (ya da isleci), ~ (degil
isleci=) olarak verilir.

if-else-end yapis1 genel olarak,

if ifade
deyim-1
else
deyim-2
end

seklindedir. Burada ‘ifade’ dogru ise deyim-1 satir1 dogru degilse deyim-2 satirt isler.

Bir grup islemi 6ngoriilen sayida tekrarlayan for dongii yapisi

fori=1m
forj=1:n
H(i.j) = 1/(i+));
end
end

seklinde 6rneklenebilir. Burada H matrisinin 1. satir, j. siitun elemanlar1 dongii igerisinde

1/(i+j) formiilii ile olusturulur.
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“while” dongii yapisi ise bir grup islemi mantiksal bir kosula bagli olarak

tekrarlar:
while ifade
deyimler
end

MATLAB Programindaki text dosyalarina M-file denir. Bu script dosyalarinin
uzantist ‘m’dir. Bir script dosyasi yaratmak igin File meniisiinden “New” sekmesi
secilir. Simdi basit bir problemi ¢6zen bir M-file ile MATLAB ile programlamaya bir

ornek verelim.

% kokler.m

[o)

% 1kinci dereceden bir denklemin koklerinin hesaplanmasi

a=input ('denklemin a katsayisini giriniz: ');

b=input ('denklemin b katsayisini giriniz: %);

c=input ('denklemin ¢ katsayisini giriniz: ");
x=-b/(2*a);

y=sgrt(b"2-4*a*c)/(2*a);

X1=X+Yy;

X2=X-Y;

disp('birinci kok degeri: '");

disp(x1);

disp('ikinci k&ék degeri: ') ;

disp(x2);
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Calisma alani penceresinde degisken adlar1 ve igerdigi degerler gorular.

-\ MATLAE 7.10.0 (R2010=a) — J_Ié’l_ﬁ
Ele  Eait Miew Debug  Paraliel  Desktop  Window  Help
JED | & Tamm o ™ | & off F] | @ | Current Foldep | CoUsers\Pariar Documents\MATLAS - [o]

Shemcuts [£] How to Add (2] What's Mew
= <

= O » x || Workspace S =
W] g Bl S WL | |GEP Sclectdatato .. -

MName -~ Value
1
a
8
2

now

-2.0000 « 2.0000i
=2.0000 - 2.00000
0.0000 « 2.0000:

EIETETE

< B A%

. Start|

Sekil 3.1 kokler.m programinin sonug ekrani

3.2.2. Bloklara Ayrilmis Matrislerin Khatri-Rao ve Tracy-Singh Carpimlari icin

Algoritmalar

Bu bolimde, Khatri-Rao ve Tracy-Singh matris c¢arpimlarinin bilgisayar
ortaminda hesaplanmasina iliskin algoritma girdi ve ¢ikti degiskenleri verilerek Sekil

3.2 deki akis ¢izgesi ile tanimlanmustir.
Algoritma : Bloklara ayrilmig matrislerin Khatri-Rao ve Tracy-Singh
Carpimlar i¢in Algoritmalar

Girdi Degiskenleri : Carpim Matrisleri A ve B; Blok matris satir ve siitun degerleri;
Matris elemanlarinin hesaplanmasi yontem tercihleri,
Manuel secimde matris elemanlarinin girisi

Cikt1 Degiskenleri : Sonu¢ Matrisi
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Girdi
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While
ch~=3
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“1.matns igin
matris tird’
k

/

ks

c=matristipibelirke| k)

k4

[A11,.A12,A21 A22]=
matriskur(c)

k4

2. matrns igin
matris tird’
k

/

k.

c=malristipibalire(k]

k.

[B11.B12,821.822]=
matriskur(c)

Tracy-Singh Carpirm

Khatri-Raao Carginm

Cikti
'Sonug Maftris’

/

-
Var:

/

Sekil 3.2 KRTSP.m programinin akis ¢izgesi

DUR
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Bloklara ayrilmis matrislerin Khatri-Rao ve Tracy-Singh Carpimlar1 Algoritmasi

adimsal olarak su sekilde verilebilir:

Adim 1.

Programin genel mantig1 gergevesinde, once Khatri-Rao ya da Tracy-Singh
carpim tiirii Sekil 3.3’de verilen kullanict sorgu ekrani ile belirlenir; ayn1 zamanda
programin sonlandirilmasi da sorgulanir. Program sonlandirilmadig: stirece Adim 2, 3,

4, 5 ve Adim 6 islemleri bir dongii icerisinde yinelenir.

BV [ 2 =

Matris Carpirn Trind Seciniz:

Khatri-Rao Carpimi

Tracy-Singh Carpimi

Gikig

Sekil 3.3 Ana mend gortndmi

Adim 2.
Carpim igleminde kullanilacak A ve B matrislerin olusturulmasi iglemine gegilir.

Once A matrisinin degetlerinin belirlenmesi i¢in kullanicidan ydntem istenir (Sekil 3.4).

B mEny fol = )

1 Matris igin matriz trind seginiz:

‘ latris Elemanlaninin [x x x;x x x;...] Biciminde Girilmesi

‘ Elemanlarn Bir Formile Gére Belirlenen Matrizler ‘

Sekil 3.4 Matris tiirii se¢cimi ekrani

Eger 'Elemanlar1 Bir Formiile Goére Belirlenen Matrisler' secilirse bir sorgu

ekrani ile daha karsilasilir (Sekil 3.5).
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B veny ol = s

Elemanlarn Bir Formile Gore Belirlenen Matrisler
Toepliz Matrisi

Hankel Matrigi

Sekil 3.5 Elemanlar1 formiile bagli matris tiirii segimi ekrani

Bu ekrandaki matris tiirleri arasindan se¢im yapilarak, olusturulacak matris igin
matris turu belirlenir. Toeplitz Matrisi segildiginde Sekil 3.6’daki liste kutusu ekrani

goruntulenir. Secenekler arasindan tercih yapilir.

B Toeplitz Matris Secimi o @ /[

Elermanlar Bir Formule Gare Belirlenen Toepltz Matrizleri

12410 -

2 (H)

[ 0K ] [ Cancel ]

Sekil 3.6 Toeplitz matris tiirii se¢imi ekrani

Hankel Matrisi segildiginde ise Sekil 3.7’deki liste kutusu ekrani goriintiilenir.

Secenekler arasindan tercih yapilir.
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"B Hankel Matris Secimi = = ||

Elermanlarn Bir Formile Gare Belirlenen Hankel Matrizleri

2 +(i+)) =

2M(i+)

[ oK | | Cancel |

Sekil 3.7 Hankel matris tiirii se¢imi ekrani

Adim 3.

Matris elemanlarin1 olusturmak i¢in yontem belirlendikten sonra matriskur.m
fonksiyonu c¢agrilarak once olusturulacak matrisin satir ve siitun degerleri kullanici
sorgusu ile belirlenir. Sonra bloklara ayirma islemi igin yine kullanici sorgusu ile 1-inci

blok matris satir ve siitun sayis1 belirlenir (Sekil 3.).

(1) New to MATLAB? Watch this Video, see Demes, or read Getting Started.

Segriginiz 1/(1/2+4+(i-3j)) Matrisi igin

Matris =atir =savisinl giriniz: 4
Matris situn sayisinil giriniz: 4
1. Blok matris igin satir saylsinl giriniz: 2
1. Blok matris igin situn saylsinil giriniz: 2

Sekil 3.8 Matris tiirli seciminden sonra satir ve siitun sayilarinin girilmesi

Bu asamada, ¢arpimlar1 yapilacak A ve B matrislerinin elemanlar1 olusturulur.
Yapilan yontem se¢imi eger '‘Matris Elemanlarinin [X X x;X X X;...] Bi¢iminde Girilmesi’

ise, asagidaki gibi maniiel olarak matris girisi gergeklestirilir (Sekil 3.9).
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Sectiginiz Elemanlari Maniel Giris Segenegi icin

Matriz satir sayisini giriniz: 5
Matriz situn =ayisini giriniz: 3
1. Blok matris igin satir sayisini giriniz: 3

1. Blok matris igin siitun sayisini giriniz: 2

Matris elemanlarinl [¥ X XX X ¥;...] biciminde giriniz: [1 -1 3;02 1;10 2;3 5 -1;4 2 1]

s |

Sekil 3.9 Maniiel olarak matris elemanlarinin girilmesi

'Elemanlar1 Bir Formiile Gore Belirlenen Matrisler' yontemi secilmis ise
matristipi.m fonksiyonunun doéndiirdiigii bu se¢im koduna gore cauchyhankel.m,
cauchytoeplitzzm fonksiyonlar1 gibi kosula uygun bir fonksiyon c¢agrilarak matris
elemanlar1 fonksiyon yardimi ile olusturulur. matriskur.m fonksiyonunda son olarak

bloklara ayirma islemi de gergeklestirilir.

Adim 5.
Carpima girecek ikinci matris olan B matrisinin olusturulmasi i¢in de Adim 2, 3
ve 4’deki islemler tekrarlanir. Béylece B matrisi de kullanicidan alinan segimlere gore

olusturulur ve bloklara ayrilir.

Adim 6.

Bu asamada, Adim 1°de belirlenen ¢arpim tiiriine goére bloklara ayrilmis matris
carpimi  se¢ime bagli olarak Khatri-Rao ya da Tracy-Singh ¢arpimi olarak
gerceklestirilir. Carpim sonunda elde edilen blok matrisler birlestirilerek sonug matris
elde edilir ve ekranda gosterilir (Sekil 3.10).

Program akis1 tekrar Adim 1 e donecektir. ‘Cikis’ secenegi se¢ilmedikge dongii
devam ederek kullanici sorgusu ile belirlenen tercihlere gore garpim iglemleri istenilen

matrisler lizerinde uygulanir.
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Segtiginiz 1/(1/2+(i-j)) Matrisi igin

Matris satir sayisinl giriniz: 4
Matris sidtun =sayisinl giriniz: 4
1. Blok matris igin satir sayisinil giriniz:
1. Blok matris igin situn sayisini giriniz:

SR )

Segtiginiz 1/(1/2+(i+j)) Matrisi igin

Matris =satir =sayisini giriniz: 5
Matris siitun sayisinil giriniz: 5
1. Blok matris igin satir sayisini giriniz: 3
1. Blok matris igin siitun sayizini giriniz: 3

Khatri-Rao Carpaimi
Sonug Matrisi:

0.8000 0.5714 0.4444 -0.8000 -0.5714 -0.4444 -0.1212 -0.1026 -0.0727 -0.0615
0.5714 0.4444 0.3636 -0.5714 -0.4444 -0.3636 -0.1026 -0.0889 -0.0815 -0.0533
0.4444 0.3636 0.3077 -0.4444 -0.3636 -0.3077 -0.088 -0.0784 -0.0533 -0.0471
0.2887 0.1905 0.1481 0.8000 0.5714 0.4444 -0.3636 -0.3077 -0.1212 -0.1026
0.1905 0.1481 0.1212 0.5714 0.4444 0.3636 -0.3077 -0.2667 -0.1026 -0.088
0.1481 0.1212 0.1026 0.4444 0.3836 0.3077 -0.2667 -0.2353 -0.0889 -0.0784
0.0727 0.0615 0.0533 0.1212 0.1026 0.088 0.2353 0.2105 -0.2353 -0.2105
0.0615 0.0533 0.0471 0.1026 0.0889 0.0784 0.2105 0.1805 -0.2105 -0.1905
0.0518 0.0440 0.0381 0.0727 0.0615 0.0533 0.0784 0.0702 0.2353 0.2105
0.0440 0.0381 0.0336 0.0815 0.0533 0.0471 0.0702 0.0835 0.2105 0.1805
Sekil 3.10 Sonug matrisin géruntilenmesi
299777

(")rnek 3237 = [Tll]zxz [T12]2><2 ve H = [Hll]axs [H12]3><2
[T;l]ZXZ [TEZ]ZXZ Ax4 [F*21]2x3 [++22]2x3 5x5

seklinde bloklara ayrilmis Cauchy-Toeplitz ve Cauchy-Hankel matrislerinin Khatri-Rao
Carpim matrisi, MATLAB Programi ile hesaplanmistir. Programin sonug¢ ekran

goriintimii Sekil 3.11 de verilmistir.



Sectiginiz 1/(1/2+(i-j)) Matrisi igin

Matris satir sayisini giriniz: 4
Matris siitun sayisini giriniz: 4

1. Blok matris igin satir sayisini giriniz:
1. Blok matris igin situn sayisini giriniz:

Sectiginiz 1/(1/2+(i+j)) Matrisi igin

Matris satir sayisini giriniz: 5
Matriz siitun sayisini giriniz: 5

1. Blok matris igin satir sayisini giriniz:
1. Blok matris icin siitun sayisini giriniz:

Khatri-Rao Carpimi
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[ )

3
3
-0.5714 -0
-0.4444 -0
-0.3636 -0

5714
4444
.3636

.088
0615
0533

0 0
0 0
0 0
0.1026 0.
0 0
0 0
0 0

4444
3638
3077
4444
3638
3077

088

0784
0533
.0471

1212
1026
.088

3636
L3077
2667

2353
2105
.0784
.0702

L1028
.088

0784
L3077
2067
.2353
2105
1805
.0702
0835

L0727
0613
0533
1212
1026
.088

2353
2105
2353
2105

Sekil 3.11 Khatri-Rao Carpimu ile elde edilen sonu¢ matrisi

Sonug Matrisi:
0.8000 0.5714 0.4444 -0.8000
0.5714 0.4444 0.3636 -0.5714
0.4444 0.3636 0.3077 -0.4444
0.2667 0.1905 0.1481 0.8000
0.1905 0.1481 0.1212 0.5714
0.1481 0.1212 0.1026 0.4444
0.0727 0.0615 0.0533 0.1212
0.0615 0.0533 0.0471 0.1026
0.0519 0.0440 0.0381 0.0727
0.0440 0.0381 0.0336 0.0615
1 -1 3
0 2 1
Ornek3.24 A=||1 O | |2],
5 -1
L 2 2x2 1 2x1

ve B =

15x3

4

10

2
3

2x2

9

2x2

o &

\I

2x2

2x2

14x4

0615
0533
0471
.1026
.088

L0784
2105
1305
2105
1305

blok matrislerin Tracy-Singh Carpim matrisi MATLAB Programi ile hesaplanmistir.

Programin sonug ekran goriiniimii Sekil 3.12 de verilmistir.
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Segtifiniz Elemanlari Maniiel Giris Segenedi igin

Matri=s =satir sayisinil giriniz: 5

Matris situn sayisinl giriniz: 3

1. Blok matris igin satar savisini giriniz: 3

1. Blok matris igin siitun sawyisini giriniz: 2

Matris elemanlarini [X X X;/X X X/...] bigiminde girimiz: [1 -1 3;0 2 1;1 0 2;3 & -1:;4 2 1]

Segtifginiz Elemanlari Maniiel Girig Segenedi igin

Matris satir saylisinl giriniz: 4
Matris siitun savisinl giriniz: 4
1. Blok matris igin satir sayisinil giriniz: 2
1. Blok matris igin situn sayi=inil giriniz: 2

Matriz elemanlarini [x X X/X X X’...] bigiminde giriniz: [1 2 3 4r4 3 2 1:5 6 7 8:10 9 8 7]

Tracy-5ingh Carpimi
Sonug Matrisi:

1 2 -1 -2 3 4 -3 -4 3 ] ] 1z
4 3 -4 -3 2 1 -2 -1 iz ] ] 3
a o] 2 4 o] a 3 8 1 2 3 4
a o] 8 & o] a 4 2 4 3 2 1
1 2 o] o] 3 4 a a 2 4 ] 8
4 3 o] o] 2 1 a a i ] 4 2
5 8 -5 -8 7 8 -7 -8 15 18 21 24
10 £} =10 -9 g8 7 -8 -7 30 27 24 21
a o] 10 12 o] a 14 16 5 & 7 8
a o] 20 18 o] a 18 14 10 =] g8 T
=] & o] o] 7 8 a a 10 1z 14 16
10 =] o] o] 8 7 a a 20 18 1la 14
3 & 5 10 9 12 15 20 -1 -2 -3 -4
iz £} 20 15 8 3 10 5 -4 -3 -2 -1
4 g8 2 4 iz 1e 3 g8 1 2 3 4
1le 1z 8 & 8 4 4 2 4 3 2 1
15 18 25 30 21 24 35 40 -5 —-& -7 -8
30 27 50 45 24 21 40 35 =10 -9 -8 -7
20 24 10 1z 28 32 14 1a =] ] i 8
-, 40 36 20 18 32 28 16 14 10 ] 8 7
Sekil 3.12 Tracy-Singh Carpimu ile elde edilen sonu¢ matrisi
MATLAB ortaminda olusturulan programin kaynak kodlarinin tamami asagida
verilmigtir:
% KRTSP.m
$ Bloklara Ayrilmis Matrislerin Khatri-Rao ve Tracy-Singh

# Carpimlarini Gerceklestirir.
% Eylul 2010
clear all;
clc;
% Carpim turtntn Khatri-Rao ya da Tracy-Singh oldudu belirlenir
% Cikis secilene kadar déngi devam eder
secim = menu('Matris Carpimi Tirinid Secginiz: ', '"Khatri-Rao
Carpimi', ...
"Tracy-Singh Carpimi', 'Cikis');
while secim ~= 3

XX
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% A Matrisi icin matris turu belirlenir
k = menu("1l.Matris icin matris turdnd seciniz:",...
'Matris Elemanlarinin [X X X;X X X;...] Biciminde
Girilmesi-,...
'Elemanlari Bir Formile GOre Belirlenen Matrisler');
[a,c] = matristipi(k);
% Belirlenen matris tipine gére 1. matris olusturulur ve
% bloklara ayrilar
[A1l, Al12, A21, A22] = matriskur(a,c);
% B Matrisi icin matris turu belirlenir
k = menu(*2_Matris icin matris turdnid seciniz:",...
'Matris Elemanlarinin [x x x;xX X X;...] Biciminde
Girilmesi®, ...
'Flemanlari Bir Formile GOre Belirlenen Matrisler'):;
[a,c] = matristipi(k);
% Belirlenen matris tipine gdre 2. matris olusturulur ve
% bloklara ayrilar
[B11, B12, B21, B22] = matriskur(a,c);
% Khatri-Rao Carpimi

if secim ==
Cl1 = kron(Al1,B11);
C1l2 = kron(Al2,B12);
C21 = kron(A21,B21);
C22 = kron(A22,B22);

o)

% Blok matrisler birlestirilir

C1 = horzcat(C11,C12);

C2 = horzcat(C21,C22);

% Sonu¢ matris elde edilir

C = vertcat(C1,C2);

disp(®" ").,disp("Khatri-Rao Carpimi ');

else

% Tracy-Singh Carpimi
Cl1 = kron(All1,B11);
C1l2 = kron(All1,B12);
C13 = kron(Al12,B11);
Cl4 = kron(Al2,B12);
C21 = kron(Al1l1,B21);
C22 = kron(Al11,B22);
C23 = kron(Al12,B21);
C24 = kron(Al2,B22);
C31 = kron(A21,B11);
C32 = kron(A21,B12);
C33 = kron(A22,B11);
C34 = kron(A22,B12);
C41 = kron(A21,B21);
C42 = kron(A21,B22);
C43 = kron(A22,B21);
C44 = kron(A22,B22);

o

% Blok matrisler birlestirilir

C1 = cat(2,C11,C12,C13,C14);
C2 = cat(2,C21,C22,C23,C24);
C3 = cat(2,C31,C32,C33,C34);
C4 = cat(2,C41,C42,C43,C44);
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% Sonuc¢ matris elde edilir
C = cat(1,C1,C2,C3,C4);
disp(®" "),disp("Tracy-Singh Carpimi ');
end
% Sonug¢ matris goruntulenir
disp("Sonu¢ Matrisi: "),disp(C);
secim = menu('Matris Carpimi Tirint Seciniz: ', '"Khatri-Rao
Carpimi', ...
"Tracy-Singh Carpimi', 'Cikis');
end

% matristipi.m

% elemanlari bir formiile gdre belirlenen matris tidrini sorgular
ve

% secilen turin kodunu dondurdr

% k = secim

function [a,c] = matristipi(k)

% Matris turi belirlenir
disp(" ");
a = 0;
if k ==
a = menu('Elemanlari Bir Formile GOre Belirlenen
Matrisler”®, ...
"Toeplitz Matrisi”,"Hankel Matrisi®);
iTa==1 % Toeplitz Matrisi Secimi
c = listdlg("PromptString-, ...
'Elemanlari Bir Formiile GOre Belirlenen Toeplitz
Matrisleri®, ...
"SelectionMode®, "single”, "ListString-,...
{"1/7/72+(Ci-3))","27(i-3) "}, - - -
"Name~®, "Toeplitz Matris Secimi®,"ListSize",[300 130]);
if c ==
disp (' Sectiginiz 1/(1/2+(i-j)) Toeplitz Matrisi
icin™);
else
disp (' Sectiginiz 27~ (i-j)) Toeplitz Matrisi icgin®);
end
else % Hankel Matrisi Secimi
c = listdlg("PromptString-, ...
'Elemanlari Bir Formiile GOore Belirlenen Hankel
Matrisleri®, ...
"SelectionMode”®, "single®, "ListString~", ...
{"1/7/72+Ci+3)) ", "27(i+3) "}, - - -
"Name~®, "Hankel Matris Secimi®,"ListSize",[300 130]);
if c ==
disp(' Sectiginiz 1/(1/2+(i+7)) Hankel Matrisi

else
disp(' Sectiginiz 27 (i+3j)) Hankel Matrisi ic¢in');
end
end
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else % k == kosulu
c = 3; % elemanlarin maniel olarak girilmesi secenegi
disp(' Sectidiniz Elemanlari Maniiel Giris Secenedi ic¢in');
end

matriskur.m

kullanici sorgusu ile belirlenen matris tiriine gore
matris elemanlarini olusturur

ve bloklara ayirar

a,c = matris tidrd secimi

[A1ll1,A12,A21,A22] olusturulan matris bloklara ayrilir

N XR 0 o0 o0 R

function [Al11l,A12,A21,A22]=matriskur(a,c)

matris satir ve siitun sayisi belirlenir

= input("\nMatris satir sayisini giriniz: ');

= input ('Matris situn sayisini giriniz: ');

bloklara ayirma islemi icin 1. blok matris

satir ve situn sayisi belirlenir

mll = input('l. Blok matris ig¢in satir sayisini giriniz: ');
nll = input('l. Blok matris ig¢in situn sayisini giriniz: '");

o0 o0 Z = oo

o

if c == % maniel giris secenegi

% elemanlari mantel olarak girilmesi kosulunda matris
olusturulur

A = input('Matris elemanlarini [X X X;X X X;...] bi¢ciminde
giriniz: °);
else

% elemanlari bir formile bagli olarak

% belirlenecek matris olusturulur
bu matris secime bagli olarak caucy-toeplitz/cauchy-
hankel/. ..

% gibi matrisler olabilir

o\°

if a == % Toeplitz secenegdi
ifc==1
A = cauchytoeplitz(M,N);
else
A=zeros(M,N);
for i=1:M
for j=1:N
ACT,J)=2"(1-]);
end
end
end
elseif a == 2 % Hankel Secenegdi
ifc==1
A = cauchyhankel(M,N);
else
A=zeros(M,N);
for i=1:M
for j=1:N

AT, J)=2"(1+]);
end
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end
end
end
end
% elemanlari girilen matris bloklara ayrilir

All = A(1:ml11,1:nl11);

Al2 = A(1:ml11,n11+1:N);
A21 = A(m11+1:M,1:n11);
A22 = A(m11+1:M,nl11+1:N);

% cauchytoeplitz.m
% Cauchy-Toeplitz formunda mxn boyutunda matris olusturur
function a=cauchytoeplitz(m,n)

h =1;
g = 1/2;
a = zeros(m,n);

for 1 = 1:m
for j = 1:n
a(i,j) = 1/(g+(i-J)*h);
end
end

% cauchyhankel _m
% Cauchy-Hankel formunda mxn boyutunda matris olusturur
function a=cauchyhankel(m,n)

h =1;
g =1/2;
a = zeros(m,n);

for 1 = 1:m
for j = 1:n

a(i,j) = 1/(g+(i+j)*h);
end

end
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Calismanin 3. béliminde matrisler iizerine genel tanim ve 6zellikler, bazi 6zel
matris tamimlamalari, c¢alisma konusuna bagli olarak bazi 6zel matris carpim
tanimlamalar1 ile birlikte bu c¢arpimlarin genel 6zellikleri verilmistir. Daha sonra
calismamizda kullandigimiz MATLAB programi hakkinda temel bilgiler sunulmustur.

Son olarak ise bloklara ayrilmig matrislerin Khatri-Rao ve Tracy-Singh
carpimlarin1 bilgisayar ortaminda hesaplayan MATLAB algoritmasi tanimlanmais,
algoritmanin akis gizelgesi verilerek algoritma adimsal olarak anlatilmigtir. Algoritma,

orneklerle test edilmistir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

En temel anlamda,

A:|:A11 A12:|’ B:|:Bll BlZ:|
A Ay By By

seklinde bloklara ayrilan M xN ve KxL tipinde A ve B matrislerinin Khatri-Rao ve
Tracy-Singh carpimlari igin MATLAB algoritmalar1 gelistirildi.

Rastgele girilen iki matrisin Khatri-Rao ve Tracy-Singh ¢arpimlarinin hazirlanan
MATLAB programi ile hesaplama sonuglar1 verildi.

Gelistirilen bu algoritma, ¢oklu bloklu matrislerin Khatri-Rao ve Tracy-Singh
carpimlarin1 da tretebilir. Bunun igin, A’nin ve B’nin bloklara ayrilmasi igin takip

edilen adimlarin A, B alt blok matrislerine uygulanmasi sonucu; A ve B,

Au A12 Ain B11 BlZ B1n

_ AZl Azz AZn _ Bz1 Bzz an
A= B=

Am Anz Am Bml Bmz an

seklinde bloklara ayrilmis olacak ve sonrasinda algoritmanin artan blok matrisler igin
diizenlenmesi yeterli olacaktir.

Khatri-Rao ¢arpiminin Hadamard ¢arpiminin bir genellestirilmesi, Tracy-Singh
carpiminin Kronecker carpiminin bir genellestirilmesi oldugu hatirlanirsa, olusturulan

programin diger iki carpimi da kapsamasini programin avantajlar1 olarak gérmekteyiz.
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