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OZET
BAZI OZEL TANIMLI MATRISLERIN DEGERLER CiSMi

Tez, materyal ve yontem olmak tizere iki kisimdan olugmaktadir. Tezin materyal
kisminda, matrisler i¢in “6zdeger” ve “6zvektor” kavramlari, bu kavramlar iizerine
hesaplamalar, bazi kuadratik form kavramlari, kuadratik formlarm matrissel
gosterimleri, geometrileri, pozitifligi, kosegenlestirilmeleri, karesel matrisler igin
“degerler cismi” ve “sayisal goriintii (sayisal bolge)” kavramlar1 incelenmistir. Tezin

yontem kisminda, a,b € R,c € C ve ayrica a,b,c € C i¢in

fa ¢ 0 0 - O]
-t b ¢ 0 -+ 0
o ¢ a . - 0
: b e
0 v - - T c

0 - - 0 T |

seklindeki li¢ bant matrislerin ve a,b € R,k € C ve ayrica a,b,k € C i¢in

a k k 0 - 0]
k b k k .
k -k a k -. 0
0 -k b

0 - 0 -k -k -

seklindeki bes bant matrislerin degerler cisimleri ve sayisal goriintiileri (veya sayisal

bolgeleri) elde edilmistir.

2011, 92 Sayfa

Anahtar Kelimeler: U¢ Bant Matrisler; Bes Bant Matrisler; Matrislerin Degerler

Cismi; Matrislerin Sayisal Goriintiisii.



ABSTRACT

FIELD OF VALUES OF SOME SPECIAL DEFINED MATRICES

Thesis has consisted of two parts which are named as material and method. In the
part of material, it has been examined the "eigenvalue™ and “eigenvectors" concepts for
matrices, the calculations on these concepts, some quadratic form concepts, the general
matix forms, the geometry, the positivity, the diagonalization of quadratic forms, the
“field of values” and “numerical range (numerical domain)” concepts for matrices. In

the part of method, for a,beR,ceC and also a,b,c e C the “field of values” and

“numerical range (numerical domain)” of the tridiagonal matrices such that

fa ¢ 0 0 - 0
-t b ¢ 0O -+ 0
O ¢t a . - 0

oy .
.. ¢C
_0 e oo 0 € |

and for a,b e R,k e C and also a,b,k € C, the “field of values” and “numerical range

(numerical domain)” of the pentadiagonal matrices such that

a k k 0 - 0]
k b k k .

k -k a k . 0

0 -k b

0 - 0 -k -k -

have been obtained.

2011, 92 pages

Key Words: Tridiagonal Matrices; Pentadiagonal Matrices; Field of Values of

Matrices; Numerical Range of Matrices.
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1. GIRIS
Ozdegerleri A, 4,,...,4, olan Ae M_(C) matrisinin,

P (A) =max

I<j<n

A
ile tanimlanan spektral yaricapi,

r(A) = r‘rlglx|(Ax X)|

ile tanimlanan sayisal yarigap1 ve

[ Al = max|Ax

[x}=1
ile tanmimlanan spektral normu ¢ogu durumda, matrisin temsil ettigi problemleri

yorumlamalarda temel argiimanlardir. Bu ii¢ argiiman arasindaki
P(A) <r(A) <|A|<2r(A)

bagintidan hareketle, matrisin spektral yaricapi, sayisal yarigapi ve normunu kapsayan

karmagik  sayilar  kiimesinin = kapali  smirlh  bir alt  kiimesi  olan
W (A) = {Z*AZ z|=1ze (C”} kiimesinin  belirlenmesi ~ ¢ogu  problemin
yorumlanmasinda yeterli olabilmektedir. W (A) kiimesi, cebirsel olarak “A matrisinin

degerler cismi” ve geometrik olarak ise “A matrisinin sayisal gériintiisii veya sayisal
bélgesi” olarak bilinmektedir.

Calismanm olusumu sirasindaki kaynak arastirmalarimiz sonucu ulastigimiz
bilgilere dayanarak, matrisin degerler cisminin (veya sayisal goriintiisiiniin) uygulama

alanlarina deginelim.

Sayisal bdlgenin tayini; operatdr teori, fonksiyonel analiz, C”-cebiri, Banach
cebiri, matris normlari, esitsizlikler, sayisal analiz, pertiirbe teori, operatoriin
yakmsaklik ozelliklerinin belirlenmesi, fonksiyonel denklemlerin c¢dziimlenmesi,
operator trigonometri, model teori, indirgeme teorisi, matris polinomlarinin ayrigima,
matris polinomlari, sistem teori, kuantum fizigi gibi uygulamali bilimin bir ¢ok
brangiyla ilgili uygulamalara sahiptir.

Sayisal bolge ve sayisal yarigap kavramlari ve bu kavramlarm

genellestirilmeleri iizerine olduk¢a fazla ¢alisma vardir (Horn, 1991; Gustafson,
1997).



Halen de g¢esitli arasgtrma gruplar1 tarafindan yiiriitiilen bir ¢ok arastirma
projeleri mevcuttur. “http://www.ams.org/mathscinet/search.ntml” matematik bilim
sitesi lizerinde sayisal bolge (veya degerler cismi) ve sayisal yarigap konulari
etrafinda 500’1 askin bilimsel ¢alisma ve proje yer almaktadir. Ayrica bir ¢ok doktora
tezinin tamami veya bir kism1 bu konulara adanmistir. Bazi monografiler, dergilerin
bazi 6zel sayilari, ¢ogu matematik ders kitaplarinin bazi bolimleri bu konulara
ayrilmistir (Bonsall and Duncan, 1971; Bonsall and Duncan, 1973; Bonsall and
Duncan, 1980; Gustafson and Rao, 1997; Halmos, 1982; Horn and Johnson, 1991;
Istratescu, 1982; Sun and Stewart, 1990). Konu {iizerine arastirma c¢aligmalar1 siirekli
olarak saygmn matematik dergilerinde goriilmekte ve konu iizerine konferanslar
diizenlenmekte ve konusmalar yapilmaktadir.

Bazi bilim alanlarmin hangi kisimlarinda bu konuya gereksinim duyulduguna

deginelim:

e Kuantum hesaplama ve kuantum kontrol

Kuantum hesaplama ve kuantum kontrol bilim alani ile ilgili olarak en heyecan
verici gelismelerden biri; X X =1, ve X AX =zl, olacak sekilde nxk tipinde X

matrisinin varhigini saglayan z kompleks sayilarindan olusan kiime olarak tanimlanan
rank-k sayisal bolge calismasidir. Bu galismaya, kuantum hata dogrulama kodlari
iizerine yapilan ¢alismalar destek vermektedir. Ayrica bir matrisin C-sayisal bolgesi;
NMR ile ilgili olan kuantum kontrol problemleri iizerine ¢alismak i¢in faydali bir
aractir.
e Operator teori ve fonksiyonel analiz

Hilbert ve Banach uzaylarinda tanimlanan lineer operatorler iizerine calisirken,
sayisal bolge ve sayisal yarigap tayinleri ¢ok onem arz etmektedir. Sayisal bolge ve
sayisal yarigap kavramlari; m-konveks cebirleri, topolojik-*-cebirleri, H-lokal
konveks uzaylari, Krein uzaylari, Wachs uzaylari, gergel kuaterniyonlar iizerindeki i¢
carpim uzaylar1 gibi daha genel uzaylarda tanimlanan dogrusal ve dogrusal olmayan
operatorler ilizerine calisma yapmak i¢in vazge¢ilmez kavramlardir. Ayrica, yari
hiponormal operator, harmonik sembollii Toeplitz operatdrii, li¢ bant operatdrii, blok
kaydirma operatorii, Kuaterniyon operatorii gibi 6zel operatorlerin sayisal bolgelerinin
tayini lizerine ¢alismalarda oldukga fazla ve halen devam etmektedir. Bir¢ok durumda

0zel operatorleri, yar1 adjoint, normal ve iiniter olarak smiflandirmak i¢in ve ayrica


http://www.ams.org/mathscinet/search.html

Banach-*-cebirlerini karakterize etmek igin kullanilan bir aractir sayisal bdlge tayini
konusu.
e Dogrusal cebir

A herhangi n-kare kompleks matris ve K(A) da belirli bir matris fonksiyonu ile
ilgili olan A’nin indirgenmis operatorii olmak tizere; A’ nin ayrilabilir sayisal bolgesi,
ayrilabilir birim vektorler iizerinde hareket eden X vektori icin (K(A)X,X)

formundaki kompleks sayilarin kiimesidir. Klasik sayisal bdlgeye benzer olarak
ayrilabilir sayisal bolge, indirgenmis K(A) operatorii tizerine ¢alisma yapmada faydali
bir aragtir. Ayrica ayrilabilir sayisal yarigapla ilgili olan sonuclar bize her zaman
ilging ve degerli matris esitsizlikleri sunmaktadir.
e Spektrum bélgesi ve uygulamalan

Matrisin klasik sayisal bolgesi, her zaman kendisinin spektrumunu igermektedir.
Bunun bir sonucu olarak, matrisin 6zdegerlerinin bulundugu bdlgeyi tayin etme ile
yakindan ilgili olan “matrislerin kararlilig’” ve “matrislerin tekil olmamas1” gibi
konular i¢in biiyiik 6nem tasimaktadir. Daha genel uzaylarda klasik sayisal bolge
kavrami genellestirilerek dogrusal ve dogrusal olmayan operatorler tizerine spektra
calismalar1 literatiirde mevcuttur ve halen de devam etmektedir. Matrisin
spektrumuna ek olarak sayisal bolge, pozitif tanimli matrislerin genellestirilmis
0zdegerlerinin pertiirbe edilmesi alaninda da 6nemli bir aragtir.
e Kuantum fizigi

A ve C sabit matrisler ve U, tiniter matris olmak tizere kuantum fizigindeki birgok

problem CU AU formunda ifade edilmektedir. tr(CU AU) seklindeki kompleks

sayilarin kiimesi, A’ nin C-sayisal bdlgesi olarak bilinmektedir ve son yillarda bir ¢cok
fizik¢i bu bdlgenin tayini ile ilgili calismalar yapmislardir. Kuantum dinamigi
alaninda konu ile ilgili ¢alisma, hermityen olmayan durumlar arasindaki {initer
doniisiimlerin etkililigi iizerinedir ve bu etkililigin belirlenmesi, belirli A ve C
nilpotent matrisleri icin A’ nin C-sayisal bolgesinin tayin edilmesi ile miimkiindiir.
Ayrica bir matrisin sayisal bolgesinin tayini, kuantum fizigindeki p-etkilesimli g-

parga sistemlerinin ¢aligma alani ile yakindan ilgilidir.



e Sayisal analiz

Sayisal bolge tayini, ¢esitli algoritmalarin yakinsaklik oranini belirlemede 6nemli

bir rol oynamaktadir. Bu konu hakkinda miikemmel bir kaynak olarak (Gustafson and

Rao, 1997) gésterilebilir.

1.1. Amag ve Kapsam

Literatiirde (Chien and Huang, 2001) a,be R igin

fa 1
-1 b
0 -1
0
0

0
1
a

0
0

b

0

-1

0

seklindeki tic bant matrisin degerler cismi (sayisal bdlgesi) i¢cin ulasilan sonuglarin

genisletilmesi diistincesi ile, a,b € R,c € C ve ayrica a,b,c € C igin

seklindeki li¢ bant matrislerin ve a,b € R,k € C ve ayrica a,b,k € C i¢in

[ a
—k
—k

0

0

k
b
-k
-k

0

=~

QD

o x X~ O

-k

-k

0

(1.1)

(1.2)

seklindeki bes bant matrislerin degerler cisimlerini ve degerler cisimlerinin kompleks

diizleme yansimalar1 olan sayisal goriintiilerini (veya sayisal bolgelerini) elde etme

calismani amacidir.



Matrisler ig¢in “6zdeger” ve “Ozvektor” kavramlarmmin tanimlanmalar1 ve
hesaplanmalar1, genel olarak “kuadratik form” kavraminin tanimlanmasi, kuadratik
formlarin matrissel olarak ifade edilmeleri, kuadratik formlarin geometrik olarak
incelenmeleri, bir kuadratik formun pozitifliginin tanimlanmasi, kuadratik formun
pozitifliginin belirlenmesi ve kosegenlestirilmesi i¢in yontemlerin verilmesi, karesel
matrislerin  “degerler cismi” ve “sayisal goOrlintli (sayisal bdlge)” kavramlarinin
tanimlanip genel olarak bu kavramlarin temel 6zelliklerinin incelenmesi, (1.1) ve (1.2) ile
verilen 0zel taniml1 matrislerin degerler cisimleri (veya sayisal bolgeleri) i¢in elde edilen

bulgulari sunulmasi ¢alismanin kapsamini olusturmaktadir.



2. ONCEKI CALISMALAR

A, nxn tipinde kompleks bir matris olmak iizere A nin sayisal bdlgesi

W (A) = {Z*AZ z|=1ze (C”} seklinde tammlanmaktadir. Klasik sayisal bolge

iizerinde bilinen sonuglar1 genellestirilen tridiagonal matrisin C-sayisal bolgesinin
eliptik bir disk olabilmesi igin gerekli kosullar verilmektedir (Chien and Nakazato,
2001). Li ve ark. (2002), negatif olmayan bir matrisin sayisal bdlgesi igcin Perron-
Frobenius sonuglarinin hemen hemen biitiin gelisimini sunmuslardir.

Negatif olmayan matrislerin sayisal bolgeleri diizenli asagi biikey poligon
olarak elde edilmekte ve bazi problemler ortaya atilmaktadir.

Stirekli kesir matrisin sayisal bolgesi eliptik bir disk olarak elde edilmistir
(Chien and Huang, 2001). Matrisin klasik sayisal bolgesinin birer genellestirilmesi
olarak degerlendirilen cebirsel sayisal bolge ve M-sayisal bolge gibi kavramlar
tiiretilmistir. Bu genellestirilmis sayisal bolge kavramlariyla birlikte yeni tanimlar
iretilmistir.

Kismi diferansiyel denklemler ve sinir deger problemlerinin sayisal ¢oziimleri
icin kararli metotlar {iretmede, sayisal analizdeki kararlilik incelemesi ile sayisal
bolgelerin iligkisi dikkate alinmaktadir. Ayrica kararli tahmin ediciler hakkinda
varsayimlar sunulmaktadir (Spijker, 1993).

Matris polinomlarmin spektrumlarinin smirlanmasi ile, kuadratik sayisal
bolgeler arasindaki iliskilere deginilmektedir (Guo ve ark., 2009).

Eiermann, elemanlar1 kapali formda

8;,,=a i=123,..,n-1
a =<a, =b, 1=1,23,..,n-1

ij i+1,i

a; =0, i-j| >1

ile tanimlanan ve agik bir sekilde

0 a 0 0
b 0 a 0 0
0O b 0 a 0
A=|. ) . |,a,beC
: 0
0 - a
0 0 b .




ile verilen A = [aij ] e M, (C) kompleks ii¢ bant matrisin degerler cisminin

W(A)={zeC:z= cos(nLJrl)(ae“‘g +be'?),0<0<x}

ile tanimlanan bir eliptik disk oldugunu gésterdi (Eiermann, 1993).
Eiermann’in buldugu sonuglarin bir neticesi olarak Chien ve Huang(Chien and
Huang, 2001).

0 1 0 0 0
10 1 0 0
0 -1 0 - 0
A= 0
0 S
_0 0 -1 "_nxn

matrisinin sayisal bolgesini elde etmistir. A, matrisinin belirttigi kiime

W(AZ)Z{ZECZ z:2isin9cos(ij,03¢9<7r}

n+1

seklindedir.

Chien ve Huang’ in ayn1 ¢aligmasinda A, matrisinin sayisal bolgesi

kanitlanmustir.

fa 1 0 O |

-1 b 1 0

0O -1 a . - 0

A= . ) . . a,beR
P b e
P |
i ceee 0021 T

Merkezi (a+b)/2 olan bir eliptik disktir. Yatay cksen uzunlugu |a—b|, dikey

eksen uzunlugu 4cos(Z;) dir,



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde tezin 6zgiin sonuglarini iceren yontem boliimii icin gerekli 6n bilgiler

verilecektir.
3.1. MATERYAL

Bu boliimde, matrisler i¢in “6zdeger” ve “6zvektor” kavramlar: tanimlanacak ve
hesaplanmalarina deginilecek, kuadratik form tanimi1 verilip kuadratik formlarin matrissel
olarak ifade edilmeleri {izerinde durulacak, kuadratik formlar geometrik olarak
incelenecek, bir kuadratik formun pozitifligi tanimlanip kuadratik formun pozitifliginin
belirlenmesi ve kdsegenlestirilmesi i¢in yontemler verilecek ve son olarak matrisler i¢cin
“degerler cismi” ve “sayisal goriintii (sayisal bolge)” kavramlar1 tanimlanip genel olarak

degerler cisminin temel 6zellikleri verilecektir.

3.1.1. Matrislerin Ozdegerleri ve Ozvektorleri

Son yillarda matris yontemleri {izerinde yapilan c¢alismalarin fizik, mekanik,
yoneylem ve ekonomi gibi uygulamali bilimlerde verimli bir ortam saglamasi, matrislerin
O0zdeger ve Ozvektorleri konusunun Onemini artwrmustir. Uygulamada kullanilan
matrislerin simetrik matris olarak se¢ilmesi ile simetrik matrislerin 6zelliklerinden dolay1
uygulamalar daha da kullanigh hale gelmistir.

Ozdeger ve dzvektor ifadelerinin ingilizce karsiliklar1 eigenvalue ve eigenvector
dir. Eigen terimini ilk olarak David Hilbert (1862-1943) kullanmistir. Hilbert
eigenfunction ve eigenwert ifadelerini ilk olarak integral denklemlerle ilgili bildirilerinde
kullanmistir. Hilbert’in ¢ikis noktast homojen olmayan integral denklemlerin, bir A
parametresiyle matrissel karsiiginin (1 —AA)x=y olmas1 idi. Hilbert bu esitligin
sifirdan farkli homojen ¢6ziimii i¢in A degerlerine eigenwerte adin1 vermistir ve A
degerleri A matrisinin karakteristik koklerine karsilik gelmektedir. Eigenvector kavrami
ise ilk olarak Courant ve Hilbert tarafindan sonlu boyut ifadesi agiklanirken
kullanilmaistir.

John  Von Neuman (1903-1957) bir eserinde f =0 sart1i altinda
Rf = Af ifadesindeki A y1eigenwerte, f yi ise eigenfunction olarak adlandirmistir. Bu

yaygm bir kullanim haline gelmistir. 1946 da H.&B. Jeffreys in “ Methods of



Mathematical Physics ” adli eserinde 6zdeger kavrami karakteristik deger ve gizli kdk
kavramlariyla es anlamli olarak ifade edilmistir.

AX ile X vektorii arasinda genellikle geometrik bir iligki yoktur (Sekil 1). Bazi
durumlarda, sifir olmayan 6yle X vektorleri bulunabilir ki, X ile AX ¢arpimi birbirlerinin

bir kati olurlar (Sekil 2). Bu durumda X vektoriine A matrisinin 6zvektorii denir.

AX: AX
X X
Sekil 1. AX ile X vektorlerinin Sekil 2. AX ile X vektorlerinin
dogrusal olmamasi dogrusal olmas1

Asagida geometrik olarak tanimlanan matrisin 6zvektorii kavrami, cebirsel olarak
tanimlanmaktadir.
Tammm 3.1 A, nxn tipinde bir matris ve X sifir olmayan vektor olmak tizere; AX ¢arpimi
X vektoriiniin bir kati, yani,
AX = AX (3.1)

ise, 1 ya A’ nin 6zdegeri ve x e A’ nin A ya karsilik gelen d6zvektorii denir.

N 1 3
Ornek 3.1 X = {2} vektori A= {8 } matrisinin 6zvektorudir. Burada X vektorine

karsilik gelen 6zdeger 3 olup,
3 0|1 3
AX = =| |=3X
8 1|2 6

Matrisin 6zdegerleri ve 6zvektorleri igin temel geometrik yorum, Sekil 3, Sekil 4

yazilir.

ve Sekil 5 de verilmektedir.
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AX = AX

Sekil 3. A>1ligin X ile Sekil 4. 0<A1<1 icin X Sekil 5. 1 <0 igin X ile
AX = AX vektoriiniin  jle AX = AX vektdriinin AX = AX vektoriiniin

geometrik gosterimi geometrik gosterimi geometrik gosterimi

3.1.1.1. Ozdeger ve Ozvektoriin Hesaplanmasi

Bu kisimda, agik olarak

a; &, - - - &,
A Qp - 8y,
A=
_anl o © B

seklinde yazilan A=[a;], nxn tipindeki matrisin 6zdegerlerini hesaplama yontemine

deginilecektir. (3.1) denklemi I, birim matris olmak iizere,
AX=AX = AX -AX =0
ya da

AXI,—AX =0 (3.2)
formunda ifade edilir. (3.2) denklemi ayrica (A—A4l,)X =0 seklinde de yazilabilir.

(A1, —A) ifadesi i¢in verilecek tamimlar (A— A1, ) ifadesi i¢in de dogru olacaktr.

(A1, —A) ifadesi matrissel olarak agik bir sekilde,
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A-a,  -a, -8, |
—a, A- Ay - —&,
(Mn — A) =
| 8y ) Co s A an

seklinde gosterilebilir.
Tamm 3.2 (A1, —A) matrisinin determinantma, A matrisinin karakteristik polinomu

denir.

(3.2) denkleminin X =0 ¢dziimii i¢in,
p(A)=det(il,-A)=0

olmali yorumu, homojen dogrusal denklem sistemlerinin ¢oziimleri bilgisinden hemen
getirilir.
Tamm 3.3 p(A4)=0 denklemine, A matrisinin karakteristik denklemi denir.
Tamm 3.4 p(ﬁ) =0 denkleminin koklerine A matrisinin 6zdegerleri denir. A matrisinin
A, k=1,2,3,...k, 6zdegerleri i¢in (A1, —A)x=0 sisteminin ¢dziim vektdrlerine 7, ,
k=123,...,k, 6zdegerlerine karsilik gelen A’ nin 6zvektorleri denir.

Not. p(ﬂ) polinomunun n-inci dereceden kompleks katsayili polinom olacagi agiktir.

Kompleks katsayili p(4) polinomunun C de n tane kompleks kokiiniin (¢akisik olabilir)

varlig1 ise cebirin esas teoreminden bilinmektedir. A matrisinin Karakteristik polinomunda
A"
(A-ay)(A-ay)..(A-a,)
carpimindan elde edilir ve boylece A" ifadesinin katsayisi 1 olur. Buradan,
det(Al, - A)=p(A)=2"+a A" +a,A" " +..+a,,A+4,
denklemine ulagilir. A =0 alirsak,

det(Al, — A)=det(-A)=a,

n
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olur. Sonug olarak, a, = (—1)n det A olur.

Teorem 3.1 n. mertebeden bir kare matrisin karakteristik polinomu n. dereceden bir

polinomdur ve en yiiksek dereceli terimin katsayist 1, polinomdaki sabit terim

a, = (—l)n |A| ve A" in katsayist —iZ(A) dir. Eger A matrisinin 6zdegerleri A, 4,,..., 4,

ise iz(A) = Zn:/l, ve det(A)=A4,...4, seklindedir.

i=1
Ispat. (Mn —A) matrisinin determinantii ilk satir elemanlarina gore acarsak A,
(i=12,..,n), det(Al,—A) determinantin (1,i). elemanmnn isaretli mindrii olmak

lzere
M (2)= (A=) A+ YA 3

olur. i=12,..,n i¢in A, determinantinda (i—aii) seklindeki elemanlardan n-2 tane

vardir. O halde bu agilimdan elde edilecek polinom (n—2). dereceden bir polinom
olacaktir. Dolayisiyla (3.3) denkleminden,
i. Ay(2)=(A-ay)A, +{(n—2).dereceden veya daha kiigiik dereceden 1 ya bagh
polinom}
elde edilir. Yukaridaki benzer islemler A, determinantina uygulanir ve bu isleme ardisik
olarak devam edilirse,
i. Aj(A)=(A-a,)(A—ay)..(2—a,)+{(n—2).dereceden veya daha Kkiigiik
dereceden Aya bagl polinom}
elde ederiz. A, (A) polinomundaki birinci terim agilirsa,
iii. A (1)=A4"- l”‘lzn:a“ +{(n—2).dereceden veya daha kiigiik dereceden Aya
bagli polinom} -
olur.

O halde karakteristik polinom n. dereceden ve en yiiksek dereceli terimin katsayisi

1ve A" teriminin katsayis1 —iz(A) olur. Diger yandan
Al —A=2"+a A" +a,A"? +..+a 1 +4a,

ifadesinde A4 =0 alinirsa karakteristik denklemdeki sabit terimin
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a, =det(-A)=(-1)"|A

oldugu kolayca goriilir. Ayrica 4 ler (i=12,...,n), karakteristik denkleminin kokii

olduklarimdan
Ay (2) = Get(1 = A) = (2= 4) (A= Ay )..( 2= )
olacaktir. Burada A =0 yazilirsa,
(-1)" det(A) = (-1)" 44,..4,
olur Ki, istenendir.

3.1.2. Kuadratik Formlar

En temel anlamda bir kuadratik form, kuadratik iki degiskenli a,b,c katsayilari

tamsay1 olan ax® +2bxy +cy® bicimindeki bir ifadedir. Kuadratik formlar iki (binary
form), ii¢ (ternary form) veya herhangi sayidaki degiskene sahip olabilir.

X, X, 4., X, seklinde n degiskenli kuadratik form, skalerlerden olusan A, nxn matrisi

icin kapali formda

XTAX=[x X, . . . X]A]’ (3.4)

veya acik olarak

T Aw 2 2 2
X"AX = a, X +a,X> +...+a, X’ +Za1.jxixj

i#]

seklinde tanimlanir. Burada zaij XX; toplami, &;xX; formundaki tim terimlerin

i#]
toplamint belirtir. X, ve X; farkli degiskenler olmak iizere, a;xx; terimleri kuadratik

formun ¢apraz ¢arpim terimleri olarak adlandirilir.
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Ornek 3.2 x,, X, ve X, degiskenli x”+7x —3x; +4xX, —2X X, +6X,X, kuadratik form

1 2 -1x
X2 HTX, —3% +AX X, —2X X, +6%,%, =[% X, X][ 2 7 3| X
1 3 -3|x

seklinde yazilir.

Ornekte de goriildiigii iizere, kuadratik formun karesel terimlerinin katsayilari,
simetrik matrisin ana kosegeninin ve c¢apraz carpim terimlerinin katsayilar1 kdsegen
disindaki yerlerin elemanlaridir.

Not. Kuadratik formun x" Ax seklindeki matrissel gdsteriminde aksi belirtilmedikce A’
nin simetrik oldugu anlasilacaktir.

X" Ax kuadratik formun Euclidean i¢ ¢arpimu ile ifadesi,
X" Ax=x" (AX)=(AxX,X) = <x, ATx> = (X, AX)

seklinde olacaktir.

3.1.2.1. Iki degiskenli Kuadratik Formlar

Bu boliimde iki degiskenin ¢arpimi ya da degiskenlerin karelerini ifade eden
terimlerin fonksiyonlarindan bahsedecegiz. Bu tiirden fonksiyonlar, geometri, mekanik
sistemlerin salmimi, istatistik ve elektrik miihendisligi gibi ¢esitli uygulama alanlarinda
ortaya ¢ikmaktadirlar.

X ve 'y den olusan iki degiskenli bir kuadratik form genel olarak
ax® + 2bxy + cy? (3.5)

seklinde olabilir.

X ve y den olusan iki degiskenli bir kuadratik form i¢in kullanilan iki ayri
notasyon vardir. Biricisi ax® +bxy +cy?, ikincisi ax® +2bxy +cy® dir. Ikinci durumda
ortadaki katsayi ¢ifttir. ax® + 2bxy +cy” notasyonundaki form x* +xy + y® bicimindeki

formlar1 da kapsar. Ciinkii a¢ik olarak bu formla sozgelisi

2X% 4+ 2xy + 2y = 2(X* + Xy + y?)
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formunun biitiin 6zellikleri aynidir. Bu notasyonlarin birinin digerine tistlinligli yoktur.
Bazi sonuclar ilk notasyonu kullandigimizda, bazi sonuglar ise diger notasyonu
kullandigimizda daha basit olarak ortaya ¢ikmaktadirlar. Birinci durumdaki notasyon

Dedekind’in  formlarin  smiflar1  arasinda  karsilastirmalarda daha uygun ve
ac? +bf+c=0 m kokleri ile hesaplanan bazi cebirsel say1 kiimeleri i¢in daha
avantajlidir. D =b? —4ac diskriminant1 birinci durum i¢in sdéz konusudur. Burada
(a,b,c) notasyonu ikinci durum ig¢in kullanilir. 2 ¢arpanin kullanildig1 notasyon

Legendre, Gauss, Dirichlet tarafindan; 2 c¢arpanin olmadigi notasyon ise Lagrange,
Kronecker ve Dedekind tarafindan kullanilmistir.
Ornek 3.3 x ve y den olusan (3.5) genel kuadratik formunun bazi 6zel durumlarma

ornekler;
i. a=2,b=3,c=-7 igin, 2x* +6xy—7Yy?

ii. a=4,b=0,c=-5 icin, 4x* —5y°
1 .
iii. a=0,b=§,c=0 icin, Xy

seklinde verilebilir.
Matrislerin ¢carpimi hatirlanirsa, genel ax® + 2bxy +cy?® kuadratik formu

ax® + 2bxy +cy’ =[x y]{z1 ﬂ{ﬂ (3.6)

ab
seklinde matrissel formda verilebilir. (3.6) denklemindeki {b } matrisi simetriktir.

Matrisin kosegen elemanlarinin kuadratik formdaki karesel terimlerin katsayilari
ve ters kosegenin elemanlarinin ise kuadratik formda Xy teriminin katsayisinin yarist
olduklar1 goriilmektedir.

Asagida bazi kuadratik formlarm matrissel formlar1 gosterilmektedir.
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Ornek 3.4

i 2" +6xy—T7y? =[x y]E _ﬂm

i, 4x —5y% =[x y]—g _05}{X]

o

i, xy =[x y][

N[
O N

Not. ax® + 2bxy +cy?® kuadratik formlarin (3.6) denkleminde oldugu gibi verilmesi ya da

a b
{ } matrisinin kullanilmasi zorunlu degildir.

b ¢

Ornek 3.5
[2 5] x]
i, 2x*+6xy—7y> =[x ,
y—7y° =| y]_1 ly)
(2 4] x]
ii.  2x2+6xy—7y? =[x .
y-7y° =| y]_2 lly)

Simetrik matrislerin bilgisayarlardaki islemlerde kolaylik saglamasi 6zelliginden,
bu tiir matrislerin kullanilmas1 hesaplamalarda avantaj saglamaktadir. Bu sebepten,
simetrik matrisler yardimiyla kuadratik formlarm matrissel formlarma ulasilmak

istenmektedir.

3.1.2.2. Kuadratik Formlarin Geometrisi

R de
ax® +bxy +cy’ +dx+ey+ f =0 (3.7)
biciminde iki bilinmeyenli ikinci dereceden bir denklemi saglayan (X, y) noktalarinin

uzayda olusturdugu geometrik sekle ikinci dereceden bir egri ya da bir konik egrisi denir.
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Bu bolimde, ikinci dereceden konik egrileri ile ilgilenilecektir. Eger a, b ve ¢
katsayilarinin hepsi birden sifirsa denklemimiz dx+ey+ f =0 seklinde birinci dereceden
denkleme doniiseceginden @, b ve c katsayilarindan en az birinin sifir olmadigi
varsayilacaktir. Diizlemdeki konik egrilerinin, uzayda bir koni yiizeyi ile bir diizlemin
arakesitleri oldugu gosterilebilir. Bu yilizden konik egrilerine koni kesitleri ad1 da verilir.
Bir koni yiizeyi ile bir diizlemin arakesitleri ¢ember, elips, hiperbol, parabol, nokta,

kesigen iki dogru, ¢akisik iki dogru olabilir.

R i

';::-___:? ‘ ..-:-_ oA 7
- \.\\ ;" - -~ F,
u¥ i X
i [
ll.-"l.I \ J
.f; l\'-
& >
Sekil 6. Cemberin koni kesiti olarak elde Sekil 7. Elipsin koni kesiti olarak elde
edilmesi edilmesi
“f A
Vo i p
: W *\j
’ II Wh
| IIII.AlH. ) '
0
s
Sekil 8. Hiperboliin koni kesiti olarak Sekil 9. Paraboliin koni kesiti olarak elde

elde edilmesi edilmesi
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Sekil 10. Noktanin koni kesiti olarak elde  Sekil 11. Kesisen iki dogrunun koni kesiti
edilmesi olarak elde edilmesi

Sekil 12. Cakisik iki dogrunun koni kesiti olarak elde edilmesi

Sekil 6, Sekil 7 ve Sekil 8 de gember, elips ve hiperbol egrilerinin koni kesiti
olarak nasil elde edildigi gosterilmistir. Sekil 9, Sekil 10, Sekil 11 ve Sekil 12 de parabol,
nokta, kesisen iki dogru ve cakisik iki dogrunun koni kesiti olarak nasil elde edildigi
gosterilmistir.

Bir koni yiizeyi ile bir diizlemin arakesitlerinden olusan nokta kiimelerinden her
biri diizlemde bir konik egrisi olarak isimlendirilir. Bu egrilerden nokta, kesisen iki

dogru, ¢akisik iki dogru yoz konik egrileri olarak, ¢ember, elips, hiperbol, parabol ise yoz
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olmayan konik egrileri olarak adlandirilir. Katsayilarn degerlerine gore egrinin sekli

degismektedir. (3.7) denkleminin bazi 6zel durumlarini inceleyelim.

Birinci Tip Denklemler: ilk olarak

x* +by* =0
denklemlerine bakalim.

i.  Eger b>0 ise sadece x=y =0 buluruz, buradan da anlasilacagi gibi konigin
sadece (0,0) noktasi vardur:

c-{00).

ii. Eger b=0 ise x=0 dogrusu elde edilir. Sonug olarak,

C={(0,y):yeR|
noktalariin diizlemde olusturdugu geometrik sekil elde edilir.

iii. Eger b<O0 ise, d =—b >0 tanimini1 yaparak
0=x*+by? = x* —dy? :<x+ y\/d_)(x—y\/a)

denklemini elde ederiz. Bu durumda konik, X+ y\/H=O ve x—y\/a:O
dogrularinin bilesimidir ve bu cebirsel olarak C :{(iyﬁ , y): y ER} seklinde

ifade edilir.

Ikinci Tip Denklemler: Simdi x*> = f denklemiyle tanimlanan koniklere bakalim.

I. f <0 ise, x*=1f denkleminin R de ¢oziimii yok: C=& ve dolayisiyla
diizlemde konik egrisi olusmaz.

ii. f =0 ise, x> = f denklemi R de C = {(O, y): y ER} seklinde ¢6ziime sahiptir.
(C6ziim noktalarmm olusturdugu geometrik sekil X =0 dogrusudur.
iii. f>0 ise, x*=f denklemi R de C= {(iﬁ y)iye R} seklinde coziime

sahiptir. Denklemi saglayan noktalarin olusturdugu konik egrisi X=\/? ve

X =—/f dogrularmm birlesimidir.
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Tammm 3.5 Dérdiincii tip olan y=ax® denkleminin verdigi konige ve bu konigin
dondiiriilerine ve 6telemelerine parabol ad1 verilir.
(3.7) denkleminin bir diger 6zel durumu ise, ax* +by? =1 olma durumudur. Bu

denklemi incelemeden once elips ve hiperbol tanimlarini verelim.

Tamm 3.6 a >0 ve b>0 i¢in,
x?/a? +y? [b® =1

denklemiyle verilen egrilere ve bunlarin dondiirii ve 6telemelerine elips denir.

Tanim 3.7 a>0 ve b >0 igin,
x?/a> —y? /b? =1
denklemiyle verilen egrilere ve bunlarin dondiirii, simetri ve 6telemelerine hiperbol denir.
Uciincii Tip Denklemler: a ve b katsayilarinmn en az biri pozitif degilse
ax® +by® =1

denkleminin tanimladig1 egri bos kiimedir. Bundan bdyle iki katsayidan birinin pozitif
oldugunu varsayalim. Bu varsayima gore, eger a <0 ise b >0 olmak zorundadir ve bu

durumda x =y dogrusuna gore diizlemin simetrigini alirsak X ekseni y ve y ekseni de x

ekseni olur ve a ile b’nin rolleri degisir. Dolayisiyla @’nin pozitif oldugunu varsayabiliriz.
Eger b=0 ise, egri iki dogrudan olusur. Bundan bdyle b’nin 0 olmadigmi varsayalim.
Analizimizi b >0 ya da b <0 kosullarina gore ikiye ayiracagiz. Birinci tiir egriye elips,

ikinci tiire hiperbol denir.

ax® +by? =1 denkleminde a yerine iz ve b yerine bizyazarak,
a
x’/a> +y?[b® =1
. . i 1 . 1
elipsin denklemine, benzer olarak a yerine —; ve b yerine —b—zyazarak
a

x*/a’ —y®[b? =1

seklinde de hiperboliin denklemine ulasilir.
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Bu bolimde, elips denkleminin analizi tizerinde durulacaktir. Genel olarak
x?/a? +y? /o> =1 denklemiyle verilen elipsin a ve b’nin durumlarina gére hangi
geometrik sekillere biirlinecegine deginelim.

e Eger a=b ise, denklem x* +y* = a® bigimine biiriiniir ve bu denklemin verdigi
elips (0,0) merkezli ve a yarigapli ¢cemberdir. Dolayisiyla a ve b birbirlerine
yakin sayilarsa elipsin ¢gembere benzeyecegi tahmininde bulunabiliriz.

e Elipsin

E={(x,y): /2’ +y*/b* =T}
noktalar kiimesi i¢in, (X,y) € E ise, (-x,y) € E, (x,—y)e E, (—x,—y) € E dir.
Dolayisiyla E elipsi, x ve y eksenlerine gore simetriktir.

e X’ en biiyiik degerini y* =0, yani y =0 oldugunda alir. O halde x* <a’ ya da
—a<x<a olacaktir. Benzer esitsizlikler y degiskeni i¢in de gegerlidir:
—b <y <b. Demek ki elips [—a, a] x[—b,b] dikdortgeninin i¢ine sikigmustir.

e Eger x ve y pozitifse ikisinden biri arttiginda digeri bu artisa ters orantili olarak
x?/a® +y? /b? =1 esitligini saglayabilmek icin azalacaktir. Benzer yorumlar, X ve
y simetri eksenlerinden dolay1 diger durumlar i¢in de yapilabilir.

e  “Elipsin i¢ ve dis noktalarr” kavramlari su sekilde tanimlanabilir. Eger diizlemin

A(X, y) noktast x°/a’ +y?/b? <1 esitsizligini saghyorsa, bu noktanm elipsin
icinde oldugu ve A(X, y) noktas1 i¢in X2/ a’+y’ / b? >1 ise noktanmn elipsin

“disinda” oldugu soylenir.
elipsin dist
<\ h

elipsin ici

Sekil 13. Elipsin i¢i ve diginin gosterimi
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Elips x ve y eksenlerine gore simetriktir.

\ 4 )
R Xx>0vey>0ise, x biiylidiikce y
. kiigiiliir.
—ai ia
._i__________»,__- b ,,_.L e an Elips bu gri dortgenin i¢indedir.

Sekil 14. Elipsin digbiikey oldugunun gosterimi

Simdiye kadarki bulgularimiza goére elips yukaridaki gibi olabilecegi gibi
asagidaki sekillerdeki gibi de olabilir.

SR R oY
_in--’/ \.“a x —iﬂ'_/ \""--’ILI _E_
Sekil 15. Elipsin digbiikey olmadigmin Sekil 16. Elipsin disbiikey olmadigmin
gosterimi gosterimi

Elipsin i¢inde alinan bir noktayla elipsin disinda alinan bir noktay: birlestiren
dogru parcasi elipsi tek bir noktada keser.
Eger iki nokta elipsin i¢indeyse, bu noktalar1 birlestiren dogru pargasi da elipsin

icindedir. Sonug olarak ,

x,2/a® +y,2/b? <1 ve x*/a’+y.?/b* <1

esitsizlikleri saglaniyorsa, o zaman her 4 € [O,l] say1s1 i¢in,
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(A% +(1-2)x% ) [a® +(Ay, +(1-2)y,)’ /b? <1
esitsizligi saglanir.
Boylece, elipsin yukaridaki Sekil 14 deki gibi disbiikey oldugu ¢ikar. Sekil
15 ve Sekil 16 yukarida kanitladigimiz 6zelligi saglamazlar.

O halde elipsin agagidaki iki sekilden biri gibi olabilecegi kararma varilir.

A y F 3 y
b b
—b
—b
Sekil 17. Elipsin digbiikeyliginin Sekil 18. Elipsin sivri noktalarla
gosterimi gosterimi

x?/a® +y? /b* =1 elipsi yukardaki disbiikey sekillerden biri gibi olabilir.
Sagdakinde sivri noktalar vardir. Elipste boyle sivri noktalar olabilir mi?
Elipsin seklinin Sekil 17 ve Sekil 18 den hangisi olacagi karar1 igin incelemelere
devam edelim. Elipsin herhangi bir noktasindan gegen herhangi bir dogrunun
elipsi kag¢ noktada kestigini bulalim. Yukaridaki Sekil 18 deki gibi, sivri noktalar
olmamasi i¢in biri (teget olani) disinda, bunlarin her birinin elipsi iki degisik
noktada kesmesi gerekir.

Elipsin iistiinde alinan noktanin koordinatlar1 (u,V) olsun. u ile v arasinda
u?/a? +v?/b* =1

iliskisi vardir. Bu noktadan gegen bir dogrunun denklemi ya X =u’dur ya da,
y=m(x—u)+v

dir. Once x=u dogrusuyla x?/a® +y? /b? =1 elipsini kesistirelim. Kesisim

noktalarindan biri (u,v) ise, (u, —V) de digeridir. Dolayisiyla v # 0 ise kesisim en

az iki noktadir. Eger v=0 ise, u=+a dir.
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Sekil 19. x?/a” + y* /b* =1 elipsiyle dikey dogrularm kesigimi

u’nun bu degeri x?/a® + y*/b? =1 denkleminde yerine yazilirsa y =0 elde edilir,
Anliyoruz ki v=0 durumunda kesigsim noktasi bir tane ve o nokta da (u,0)
koordinath noktadir. x?/a® +y*/b? =1 denklemiyle verilen elipsle bu elipsi bir
(u,v) noktasinda kesen

y=m(x—u)+v
dogrusunu kesistirelim. Kesisim noktalarindan biri (u,v) olup, olasi ikinci bir

kesisim noktasina (X, y) diyelim.

y=mx—u)+v

Y,
/ (1, )
» X

(x, ¥} -

Sekil 20. x*/a” + y*/b® =1 elipsiyle dikey olmayan dogrularmn kesisimi
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X #Uu durumu ile birlikte,
1=x*/a’ +y? /b?
= x*/a’ +(m(x—u)+v)2/b2
= x2/a? +m?(x—u)’ /0% +v2/b? + 2mv(x —u)/b?
=x*/a? +m? (x—u)z/b2 +1-u?/a® +2mv(x—u)/b?
=1+(x* -u’)/a® +m’ (x—u)® /0% + 2mv(x—u)/b’
denklemine ulagilir. Gerekli aritmetik islemler yapilarak,
=(x+u)/a?+m?*(x—u)/b? +2mv/b* =0
elde edilir ve buradan da
(1/a* +m?/b®)x =—u/a® + m’u/b* — 2mv/b’
esitligine ulasilir.
(/a* +m?/b®)u =—u/a® + mu/b? — 2mv/b
ise, X#U kosulundan dolayi, iki degisik kesim noktasi bulunur. Eger
(/a* +m?/b® )u=—-u/a® + m’u/b* — 2mv/b’
ise, buradan
m = —ub?®/va’
ise tek bir kesisim noktasi vardir; bu da (u,v) noktasindan elipse teget gecen

dogrunun egimidir. Anliyoruz ki elipsin herhangi bir noktasmdan elipsi sadece bir
noktada kesen tek bir dogru vardir (ve bu dogru da o noktadan gecen tegettir.).
Boylece elipsin asagidaki gibi bir egri oldugunu kanitlamis olduk.

y

e
Z

Sekil 21. Elipsin genel gosterimi
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2 2 2

2
Ornek 3.6 XIJF%:l denklemi %+i’—2:1 in formudur (k=2 ve | =3). Boylece

grafigi x ekseninde (—2,0) ve (2,0) da kesisen ve y ekseninde de (0,-3) ve (0,3) de
kesisen standart pozisyonda bir elipstir. x* —8y® =—16 denklemi yeniden diizenlenerek
y?/2-x?/16 =1 seklinde yazilabilir. Bu denklem y?/k?—x?/1> =1 formundadur.

k=+2 ve I=4 tir. Grafigi boylece y ekseninde (O,—«/E) ve (O,\E) de kesisen

standart pozisyonda bir hiperboldiir. 5x°> +2y =0 denklemi yeniden x* = —é y olarak

yazilabilir. Bu denklem k =—§ kullanilarak x* =ky formunda yazlabilir. k <O

oldugundan grafigi standart pozisyonda asagi dogru azalan bir paraboldiir.
3.1.2.3. Matrisler ile Kuadratik Formlarin Incelenmesi
3.1.2.3.1. Kuadratik Fonksiyonlarin Kritik Degerlerinin Hesaplanmasi

n degiskenli kuadratik formlara ayn1 zamanda n degiskenli bir fonksiyon olarak

bakilabilmektedir. Asagidaki teorem, X,X,,...,X, seklinde n degiskenli kuadratik

n

fonksiyonun ||X||=(x? +X; +..+ x})"* =1 kisitlamas: altmda maksimum ve minimum

degerlerini bulmada, x" Ax matrissel formundan hareket edilebilecegini gostermektedir.

Teorem 3.2 A 6zdegerleri A4, > 4, >...> A, seklinde azalan sirada olan nxn tipinde
simetrik bir matris olsun. R" deki Euclidean i¢ ¢arpimu ile ilgili olan (||u||2 =(u,u)) |||

norm fonksiyonu i¢in ||X|| =1 kisitlamasini saglayan x e R" vektorlerini dikkate alalim.

Bu takdirde,
a) A >XAX>A,

b) x, Anmin A, e karsilk gelen 6zvektorii ise X' Ax= A dir ve X, A nmn /, e karsilik

gelen 6zvektorii ise X' Ax =4, dir.
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Asagidaki 6rnek, yukaridaki teoremin iki degiskenli bir fonksiyonun maksimum ve

minimum degerlerini bulmada, x' Ax matrissel gdsteriminde A matrisinin dzdeger ve

ozvektorlerinin nasil rol aldigmi gdsteren bir drnektir.

Ornek 3.7 f(x,%)=X+x>+4xx, iki degiskenli fonksiyonunun X’ +x’ =1
kisitlamasi altinda maksimum ve minimum degerlerini bulunuz.

Coziim. f(x,X%)=%+x; +4xX, fonksiyonunu x, ve x, degiskenlerine bagh
x? + X2 =1 kisitlamast altinda bir kuadratik form olarak degerlendirirsek,

X+ X +4x%, = X  AX =[x, XZ]B ﬂ{;(j

yazilimma ulasiriz. f in maksimum ve minimum degerlerini bulurken,

f (%, %) =X AX =[x XZ]B ﬂ{&}

X,

esitligini dikkate alarak Teorem 3.1 de verilen A, > X" Ax> A, esitsizligini kullanabiliriz.

Bir baska ifade ile,
AX A=A =4 > F(x, %)=,

yazilimdan f in minimum degeri A nin en kiigiik 6zdegeri ve f in maksimum degeri A
nin en biiylik 6zdegeri olacaktir. Bu adimda ise A nin en kiigiik ve en biiyiik 6zdegerlerini

bulalim. A nin karakteristik denklemi

A-1 -2

det(lI—A):de{ }2/12—24—32(/1—3)(/“1):0

dir. Boylece A nin 6zdegerleri A =3 ve A=-1 dir. Bu 6zdegerler sirastyla kuadratik

formun bir Gst ve alt sinirlaridir. Yani, 3> f(x,x,)>-1 dir.
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3.1.2.3.2. Pozitif Tammh Kuadratik Formlar
Bu kisimda pozitif ve yar1 pozitif tanimhi kuadratik formlar tanimlanacaktir.
Kuadratik formlarin pozitif ya da yar1 pozitif olmalarmi belirleyen bazi kriterler (gerek ve

yeter kosullar) verilecektir.

Tanm 3.8 Tim 0%=xeR(veyaC) vektorleri igin x" Ax>0 ise, x' Ax kuadratik
formuna pozitif taniml kuadratik form ve x"Ax>0 ise, x' Ax kuadratik formuna yari-

pozitif tamimh kuadratik form denir. x' Ax kuadratik formu pozitif (veya yari-pozitif)
tanimli ve A simetrik (veya hermityen) ise, bu takdirde A matrisine pozitif (veya yari-
pozitif) tanimli matris denir.

Verilen matrislerin  pozitif ve yart pozitifliginin  belirlenmesi  asagida

orneklendirilmistir.

.. 2
Ornek 3.8 A= (2 4) matrisinin pozitif tanimli oldugunu gosterelim.

X

Verilen matris ve x :(
X2

J e C? vektdrii icin

Ax:[z ZJK&JZ[ZXHZXZJ
2 4)\x 2%, +4x,
olup, x" Ax=(Ax,x) degeri
(A%, X) = (2% +2%, ) (%) +(2% +4%,)(X,)
=2(x1)2+4x1x2+4(x2)2

seklinde hesaplanir ki, gerekli cebirsel islemlerle

2 1 2

(Ax,x)=0.5(x1)2+[1.5(x1)2+4x1x2+§(x2)2}+0.5(x2) +200)

> 05 (%) + (%)’ |

>0

pozitifligine ulagilir. Boylece verilen matris, pozitif tanimli bir matris olarak

isimlendirilir.
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. 2
Ornek 3.9 A= (2 4) matrisinin yar1 pozitif tanimli oldugunu gosterelim.

X

Verilen matris ve x :(
X2

J e C? vektorii icin,

(AX, X) = (X, +2X%, ) X, + (2% + 4%, ) X,
esitligi ve buradan da
(AX, ) :(xl)2 +AXX, +4(x2)2 =(%, +2x2)2 >0

yar1 pozitifligine ulagilir. Boylece verilen matris, yar1 pozitif tanimli olarak isimlendirilir.
Asagidaki teorem, simetrik (veya hermityen) matrisin pozitif tanimliligimin

matrisin kendisinden bagka bir argiimana ihtiyag duymadan da belirlenebilecegini ifade

etmektedir.

Teorem 3.3 A simetrik (veya hermityen) matrisi pozitif tanimlidir< A nm tim

ozdegerleri pozitiftir.

Ispat. = A pozitif tanimli bir matris ve 1, A nin herhangi bir 6zdegeri olsun. X, A nin 1

ya karsilik gelen 6zvektorii ise, X =0 ve Ax = Ax dir. Boylece,

O<X AX=X"AX=AX'X= /1||x||2
dir ki, x in |[x|| Euclidean normu i¢in ||x||2 >0 gercegi ile birlikte A >0 olmas: gerektigi
sonucuna ulasilir.

< A nm tiim 6zdegerleri pozitif olsun. Tiim X = 0 icin X" Ax>0 oldugunu
gostermeliyiz.
Teorem 3.2 yi uygulayabilmek i¢in X = 0 vektoriinden ||y|| =1 6zelligini saglayan

y= ﬁ vektoriinii elde etmeliyiz.
X

Teorem 3.2 den dolayr A, A nin en kiigiik 6zdegeri olmak iizere y'Ay>A >0 dur.

T
X X 1
yTAy=(—j A{—J= X" Ax>0
AN A Y

Boylece
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olur ki, x" Ax>0 sonucuna ulasilir ve A simetrik (veya hermityen) matrisi pozitif

tanimlidir.
4 2 2

Ornek 3.10 A=|2 4 2| simetrik matrisinin dzdegerleri 4, =2 ve A,=8 dir. A
2 2 4

simetrik matrisi pozitif oldugundan Teorem 3.3 geregi, A matrisi pozitif tanimlidir. O
halde, simetrik (veya hermityen) matrislerin pozitif tammlilik tanimimndan tiim 0 x € R®

vektorleri i¢in
X' AX = 4X2 +4X5 +4X5 +AX X, + 4% X, + 4%, %, >0

yazilir.
“Simetrik (veya hermityen) matrislerin pozitif tanimliligini incelemede bir baska
Kriter ise, matrisin alt determinantlar1 tizerine kurulmustur. bu kriteri verebilmek igin

gerekli kavramlar1 verelim.

a, a4, - - - &,
ay Ay o Gy,

Tanmm 3.9 A= karesel bir matrisinin esas alt matrisleri, A
_anl an2 ' . . ann_

nin ilk r siitunu ve ilk r satirmdan olusmus alt matrislerdir. r =1,2,...,n olmak iizere bu

alt matrisler

_ A a,
A [aﬂ],Az |:a'21 azz:|'
la,  ay a, |
a a a
a, a, a, 21 22 2n
A3: Ay 8y Ay ..o A=
8 8y dy
_anl ap, - - ann_
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seklindedir.

Asagidaki teorem, simetrik (veya hermityen) matrislerin pozitif tanimliligmi
matrisin alt determinantlarina gore incelemede bir kriter sunmaktadir.
Teorem 3.4 A simetrik matrisi pozitif tanimhidir < A nin her esas alt matrisinin

determinanti pozitiftir.

2 -1 -3
Ornek 3.11 A=|-1 2 4 | matrisinin esas alt matrislerinin determinantlari
-3 4 9
hesaplanirsa,
5 2 -1 -3
|2|=2, =3,|-1 2 4|=1
-1 2
-3 4 9

bulunur ve Teorem 3.4 geregi A matrisinin pozitif taniml1 oldugu sonucuna ulasilir. EK
olarak, A nin tim ozdegerlerinin pozitif ve de tim 0=xeR® vektorleri icin

x" Ax >0 oldugu sdylenebilir.

Asagidaki not, A simetrik (veya hermityen) matrisi i¢in X' Ax kuadratik formu
iizerine verilebilecek tanimlar1 6zetlemektedir.
Not: A nxn simetrik (veya hermityen) matrisi ve tim 0= X € C" vektorleri igin

e X Ax>0 ise, x' Ax kuadratik formu (veya A matrisi) pozitif yar1 tanimlidur.
e X Ax<O0 ise, x' Ax kuadratik formu (veya A matrisi) negatif tanimlidur.

e X' AXx<O ise, x" Ax kuadratik formu (veya A matrisi) negatif yari tanimhdur.

A nxn simetrik (veya hermityen) matrisinin pozitif yar1 tamimliligi, negatif
tanimlilig1 ve negatif yar1 tamimlilig1 i¢in Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 e benzer kriterler
retilebilir.

Asagidaki iki teorem, A nxn simetrik (veya hermityen) matrisinin pozitif yari
tanimlilig1 i¢in farkli kriterler sunmaktadirlar.

Teorem 3.5 A nxn simetrik (veya hermityen) matrisi pozitif yar1 tanimhdir ancak ve
ancak tiim 6zdegerleri negatif olmayan degerlere sahiptir.
Teorem 3.6 A nxn simetrik (veya hermityen) matrisi pozitif yar1 tanimhidir ancak ve

ancak tiim esas alt matrislerinin determinant degerleri negatif degildir.
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3.1.2.3.3. Kuadratik Formlarin Késegenlestirilmesi

A simetrik (veya hermityen) matris olmak tizere

" [
Ay Ay Gy (| X

XTAX=[% X, - - - X] - L (3.8)
_anl a, - - A, | _Xn_

kuadratik formunu gozoniine alalim. Bu bolimde x' Ax kuadratik formdaki capraz
carpim terimlerinin yok edilmesine deginilecektir. A simetrik (veya hermityen) matris
oldugundan, A matrisi her zaman kosegenlestirilebilir ya da baska ifade ile A y1

kosegenlestiren P ortogonal matrisi vardir. Buradan, A nin A, 4,,..., A4, 6zdegerleri,

_/71 o - - - 0

04 - - - 0

D =Kos(A, Ay A,) = ' '
0 0 7 |

kosegen matrisi ve A y1 kosegenlestiren P ortogonal matrisi i¢in

‘,11 o - - - 0]

o 4L - - - 0
PTAP=D=

0 0 A |

seklinde ifade edilir.
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Y1
Y,

y: !y]_!yza'-'ayn EC;

Y

vektorii ile X = Py doniisiimii dikkate almir ve bu doniisiim x' Ax kuadratik formunda

uygulanirsa
X Ax=(Py)" APy=y'PTAPy=y'Dy

esitligine ulasilir. y' Dy kapali formundan,

_ﬂ'l 0 : O__y1_

0 /12 : 0 Y,
y'DYy=[y, ¥, - - - V.]

_O 0 in__yn

=AY+ Y5 ot A Yr

capraz carpim terim igermeyen Kuadratik forma ulasilir. Boylece, ¢apraz terim igeren
X" Ax kuadratik formu, capraz terim icermeyen sadece karelerin toplami olarak ifade

edilebilen y' Dy formuna indirgenmis olur.
Ornek 3.12 x> —x; —4xX, +4x,x, kuadratik formuna denk olan, ¢apraz terim

icermeyen ve de sadece karelerin toplami olarak ifade edilebilen kuadratik formu
belirleyelim.

Coziim Kuadratik form matrissel formda
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1 -2 0] x

XD = X5 —AXX, +4%,% =X X, X][-2 0 2| X,

0 2 -1ix
1 -2 0

seklinde olacaktir. A=|-2 0 2 | matrisinin karakteristik denklemi
0 2 -1

2 -92=2(2+3)(2-3)=0

seklindedir ki, matrisin 6zdegerleri 4, =0, 4, =-3, A4, =3 olarak bulunur. Ozdegerlere

karsilik gelen 6zvektorlerin bulunmasi ile, matrisin 6zgiftleri

2 1 _2
3 3 3
(A=05], (£=-3|-5], (£=3| 5
2 2 1
3 3 3
2 A =2
3 3 3
seklinde elde edilir. Boylece A matrisini ortogonallestiren P matrisi P=|1 2 2
R
x| 133 F|%
olacakti. Xx=Py (daha acik olarak |x, |=|1 2 2|y, |) donisimi ile verilen
%1 13 3 3]l

kuadratik forma denk, ¢apraz terim i¢cermeyen ve sadece karelerin toplami olarak ifade

edilebilen kuadratik form

0 0 0y,
[V, Y. ¥5]|0 -3 0|y, |=-3y;+3y;
0 0 3|y,

seklindedir.
Diizlemdeki konik egrileriyle kuadratik formlar arasinda yakin bir iligki vardir.
Kuadratik formu belirten A simetrik matrisinin 6zelliklerinden yararlanarak denklemi

verilen konik egrisinin ¢izimi kolaylastirilabilir.



35

b
X = {X} A:{a } K =[d e] igin (3.7) denklemi matris formunda

X' AX+Kx+f =0
seklinde ifade edilebilir. xy koordinatlarindaki denklemi
X" AX+Kx+ f =0 (3.9)

seklinde olan C konigini dikkate alalim. Bu boliimde xy koordinatlarinda gapraz terim
iceren (3.9) denklemi ile verilen C koniginin, X'y’ koordinatlarinda g¢apraz terim
icermeyen bir formda ifade edilmesine asagidaki teorem ile deginilecektir.

Teorem 3.7 ax’+2bxy+cy’ +dx+ey+f =0 denklemi C koniginin  xy
koordinatlarindaki denklemi ve X' Ax =ax’ + 2bxy +cy’® birlestirilmis kuadratik formu

icin, A nin 4 ve A, Ozdegerleri olmak iizere C koniginin x'y" koordinatlarindaki

denklemi A,x"> + 4,y"* +d’x’+e'y’+ f =0 dir (Anton and Rornes, 1994).

Xy koordinatlarinda g¢apraz terim igeren (3.9) denklemi ile verilen C koniginin,
X'y" koordinatlarinda ¢apraz terim i¢cermeyen bir formda ifade edilebilecegini belirleyen
teoremin ispati niteligi tasiyan adimlar1 asagida verelim.

Adim 1.1 x"Ax kuadratik formundaki A matrisini kosegenlestiren ortogonal bir

P, P
P :{ 1 12} matrisi bulunur.

I:)21 22

Adim 1.2 Ortogonal P matrisi aracilig1 ile x = Px' doniigimii
X X'
y y

Adim 1.3 x'y’ sistemindeki C nin denklemini elde etmek iizere denklem (3.10) denklemi

gerceklestirilir.

(3.9) denkleminde yerine yazilir ve boylece
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(Px')T A(Px")+K(Px')+f =0
veya

(x') (PTAP)X'+(KP)X'+ f =0 (3.11)

0
esitligine ulasilir. PT AP = Fol ﬂj esitligi ile (3.11),

E7 e MEU Fo MR

AX?+2,y? +dX +ey' +f =0 (d' =dp, +ep,, ve e =dp,+ep,,)

ya da

esitligine dontistir.

Ornek 3.13 xy koordinatlarinda gapraz terim igeren
5x* —4xy +8y* —36=0

denklemli C konigini X'y’ koordinatlarinda ¢apraz terim icermeyen bir formda ifade

edelim.

5 -2 . X .. e :
Coziim Az{ ) 8} matrisi ve x=( ] vektori i¢in, C koniginin matrissel formu

X" Ax—36=0 (3.12)

denkleminin matris formu olup, A nin karakteristik denklemi

A-5
det (A1 —A)=det{ 5

28}:(1—9)(1—4)20

dir. Boylece A nin dzgiftleri

2/\5

Y5

o)

(&=4,V1={ }) ve (/12:9’\/2:{

dir.
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2/\5 -5
TNING

kosegenlestiren matris olacaktir. Bdylece ortogonal koordinat doniigiimii,

O halde, P :{

X = Px’

dontigiimidiir. (3.13) denklemini, (3.12) denkleminde yerine yazarsak

(Px')" A(Px')-36=0
ya da

(x') (PTAP)x'-36=0

4 0
dir. PTAP = {O 9} oldugundan bu denklem
;440X
[X" Y] ,|—-36=0
0 9|y

4x"? +9y"? -36=0

ya da

olacaktir. Buradan,

L ST
9 4

biiylik eksen uzunlugu 6 br, kiiglik eksen uzunlugu 4 br olan X'y’ koordinatlarinda

} ortogonal matrisi A y1 P" AP =D seklinde

(3.13)

merkezil elipsin denklemine ulasilir. Bu denklemin ifade ettigi elips ise, Sekil 22 de

resmedilmistir.
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._‘!

T

12 12
Sekil 22. % + y4 —1 denkleminin belirttigi elips
) . , 20 80 L
Ornek 3.14 Denklemi 5x° —4xy +8y“ + —=x——=Yy+4 =0 olan C konigini
$5 B

tanimlaymiz.

5 =2 - . . .
Coziim: Az{ } ve K = {E ﬁ} olmak tizere verilen denklemin matrissel

2 8 N
formu,
X' AX+Kx+4=0 (3.14)
2/\5 -1/~/5
dir. x" Ax i ortogonal olarak kdsegenlestiren matris P :{ /\/_ 1/\/_} dir. x=Px’
TN ING
dontistimii (3.14) denkleminde yerine yazilirsa,
(Px')" A(PX')+K(Px')+4=0
ya da
(x') (PTAP)X' +(KP)x'+4=0 (3.15)
formuna ulasilir. Boylece,
2 _1
4 0
PTAP = ve kp=| 22 _80 5B =[-8 -36]
0 9 N ]
NN

hesaplamalari ile birlikte (3.15) denklemi
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4x"? +9y"* —8x'—36y' +4=0 (3.16)

olarak yazilabilir. Konigin standart gosterimini (merkezil halini) elde edelim.
(3.16) denkleminden,

4(x’2 —~ 2x') +9(y'2 —4y’) =4
formu ve Karelerin tamamlanmasi ile de
4(x? —2x"+1)+9(y” — 4y +4)=—4+4+36
formu ya da
4(x'-1)" +9(y'-2)" =36 (3.17)

formuna ulasilir. Koordinat eksenlerinin,

doniisiim denklemlerinden yola ¢ikarak (3.17) denklemi,

4x"* +9y"* =36
ya da
"2 n2
X + y__ 1
9 4

seklinde olacaktir ki, konigin standart gosterimi elde edilir. Bu elipsin diizlemde

resmedilmesi ise Sekil 23 diir.

=1 denkleminin belirttigi elips
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3.1.3. Matrislerin Degerler Cismi ve Sayisal Goriintiisii

Bu boliimde 6zdegerleri A, 4,,..., 4, olan Ae M _(C) matrisinin,

p(A) =max

I<j<n

A
ile tanimlanan spektral yaricapi,

r(A) = r‘rl&)q(Ax X)|

ile tanimlanan sayisal yarigap1 ve

| Al = max|Ax

xj=1
ile tanimlanan spektral normunu kapsayan, karmasik sayilar kiimesinin kapali smirlt bir
alt kiimesi olan ve cebirsel olarak “A matrisinin degerler cismi” ve geometrik olarak ise

“A matrisinin sayisal goriintiisii veya sayisal bolgesi” olarak bilinen W (A) kiimesi ve bu

kiimenin cebirsel ve geometrik dzelliklerinden bahsedilecektir.
Tamim 3.10 nxn kompleks matrisler kiimesinden kompleks sayilar kiimesinin bir alt

kiimesine tanimlanan,
F(+):M, >D(DcC), A5 F(A)=x"Ax, (xeC")
fonksiyonunu g6zoniine alalim. Bu takdirde,
W (A)={F(A):AeM}
={X"Ax:AeM_ ,xeC" ,xx=1}

={X'Ax:AeM,  ,xeC" |x|=1

ile tanimlanan kiimeye, cebirsel anlamda A e M, matrisinin degerler cismi, kiimedeki

kompleks sayilara kompleks diizlemde noktalarin karsilik getirilmesi ile olusan geometrik
sekle, A’nin sayisal goriintiisii denir. Bir baska ifade ile, cebirsel olarak matrisin degerler

cismi, geometrik olarak sayisal goriintii anlamindadir.
Ornek 3.15 |, n-kare birim matrisinin degerler cismini bulalim. I, birim matrisinin W (1)

degerler cismi,

W (1)={F(1):1,nxn birim matris}
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:{X* . . . . . . X:Xecn’x*le}

—{%.%.--%] || |1%eCRX+XX+ XX =1

={{%. %, - X, ] X e C XX, + KX, o+ KX, =T —={1}

seklinde bir kiimedir. O halde, I, birim matrisinin sayisal goriintiisiiniin de, kompleks
diizlemde 1 kompleks sayisina karsilik gelen bir nokta olacagi yorumu yapilir.

Ornek 3.16 |, n-kare birim matris ve « € C olmak iizere 1 matrisinin degerler cismini

ve de sayisal goriintiisiinii bulalim. oI matrisi igin W (a1 kiimesi,
W (al)={F (al):1,nxn birim matris, € C}
={X"(al)x:xeC",x'x=L aeC}

={a(XIX): xeC", x'x=1,aeC}
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W (al)={a x| T Ix|ixeC",x'x=1LaeC}

0 0000 1]
={a:aeC}=C

seklinde elde edilir ki, I matrisinin degerler cisminin kompleks sayilar kiimesi ve de

sayisal goriintiisiiniin de kompleks diizlem oldugu bilgilerine ulasilir.

.. 0
Ornek 3.17 A= {O O} matrisinin degerler cismini ve sayisal goriintiisiinii bulalim.

Verilen matris igin W (A) kiimesi,

10
W(A):{z:F(A):A={0 OJ}
1 0

10
={z =[2172](0 Oj{ﬂ:mmzxz =1 x,X, € C}
2

={z =X X XX +X,X, =1, X,X, € C}

={z :|xl|2 :|x1|2 +|x2|2 =1, X, X, € C}

seklinde elde edilir. |X1|2 +|X2|2 =1, x,X, € C, sart1 altinda W (A) kiimesinin z = |X1|2

elemanlarini karakterize edelim.

X, €Cigin z= |X1|2 oldugundan
0<z =%/ (3.18)

yazilir. Degisken X, X, € C sayilar1 i¢in |X1|2 +|X2|2 =1 esitliginden,
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<1 (3.19)

yazilir. (3.18) ve (3.19) denklemlerinden 0<z <1 elde edilir. O halde A matrisinin

degerler cismi W (A)=[0,1] olarak elde edilir. Elde edilen A matrisinin degerler cisim

kiimesi W (A) nin kompleks diizlemdeki yansimasi A matrisinin sayisal gorintiisii

olacaktir ki, bu yansima diizlemi olusturan reel eksenin 0 ve 1 arasinda kalan pargasidir.
Verilen matrisin degerler cismini ve de sayisal goriintiisiinii elde etmenin daha iyi

anlasilmasi agisindan asagidaki 6rnegi dikkate alalim.

N 2
Ornek 3.18 A= {O 0} matrisinin degerler cismini ve de sayisal goriintiisiinii bulalim.

Verilen matris i¢in W (A) kiimesi,

W(A):{Z:F(A):A:(g (2))}

0 2
:{z:x*(o ij:XECZ,x*le}

0 2
2

={z=2XX, : X% +X,X, =1, %, X%, € C}

seklinde elde edilir. [x,|" +|x,|" =1 %, %, € C 6zelligini de dahil ederek W (A) kiimesinin

z = 2% X, formundaki elemanlarin1 belirleyelim. Buradan,

2=2%% = |2|=[2%%| = (7] = 2|%[x,| = 2] = 2|x[[x,[ e R
yazilir, ([%|=[%,|)" = x|* +[%.|* = 2[x||x,| 5zdesligi ile,

0= ([x]~P])* =1-2Jx x|

esitsizligine ulasilir. Bu esitsizlikte, Z| = 2|X1||X2| oldugu dikkate alinirsa, W (A)

kiimesinin
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0<1-|z]=|z|<1

esitsizligini saglayan z kompleks sayilarindan olustugu sonucuna variir. O halde,
verilen matrisin degerler cismi W (A)={zeC:|z|<1} olacaktir. Simdi W (A) daki
kompleks sayilarin kompleks diizlemdeki nokta temsillerinin olusturdugu geometrik sekli
(A matrisinin sayisal goriintiisiinii) belirleyelim. W (A) nin tiim elemanlarini temsil eden
degisken eleman z =u+iv olsun. Bu degisken elemanin tagimas1 gereken

|z|<1yada |u+iv|<1

ozellik ile,

|u+iv|£1:> u?+v? <l=u?+v3<1

esitsizligine ulasilir ki, geometrik olarak bu esitsizlik uv dik koordinatlariyla belirlenen
kompleks diizlemdeki birim ¢ember ve i¢ini belirler. Bir bagka ifade ile, A matrisinin
sayisal goriintiisii kompleks diizlemde bir ¢ember ve onun i¢ noktalarindan olusan
geometrik sekildir.

Asagidaki teorem, A e C™ matrisinin 6zdegerlerinin W (A) kiimesinde oldugunu
ya da matrisin spektrumunun W (A) kiimesinin alt kiimesi oldugunu ifade eden bir
teoremdir.

Teorem 3.8 4 nin, Ae C™ matrisinin bir 6zdegeri olmasi i¢in <> 4 =X"Ax, X’x =1
olacak sekilde bir X vektoriiniin olmasidir.

Ispat. 1, AeC™ matrisinin bir 6zdegeridir < Au=Au, 30=#ucC"

< Ax = X, =+ eC5x'x=1

Jul
< X Ax=A(X'X)
<X Ax=A dr.

Boylece, AeC™ matrisinin o (A) spektrumu ve W (A) kiimesi igin
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o(A)={1: Ax=Ax,0=xeC"}
={1=x"Ax:Au=Au,0=u e(C”,x=”llj—”}
W (A)
bagmtist gegerlidir.

3.1.3.1. Baz Kompleks Matrislerin MAPLE Programu ile Sayisal Goriintiileri

MAPLE programlama dili analitik ve sayisal islem 6zelligi olan ayn1 zamanda iistiin
grafik tasarim ile dikkat ¢eken bir yazilim dili ve sistemidir. MAPLE programlama
dilinde diger programlama dillerinde oldugu gibi fonksiyon islemleri goren alt
programlar (procedure) vyazilabilir veya sahip oldugu ¢ok fazla sayidaki hazir
fonksiyonlardan yararlanilabilir.

Su anki MAPLE program igerisinde kompleks matrislerin sayisal goriintiilerinin
ekran goriintlilerini sunan algoritmik yazilimi (procedure) igeren bir paket mevcuttur.
Girilen kompleks matrislerin sayisal goriintiilerinin MAPLE ekran goriintiilerini sunan
MAPLE algoritmik yazilimi (procedure), tezin “EKLER?” biliimiinde verilmektedir.

Asagida bazi kompleks matrislerin, MAPLE bilgisayar programi yardimi ile sayisal

goriintiilerinin (sayisal bolgelerinin) ekran goriintiileri sunulmaktadir.

0 100
.. 0 010 . e e
Ornek 3.19 A = 6 00 1 matrisinin sayisal goriintiisi,
1/2 0 0 O
(
™\

Sekil 24. A matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklindedir.
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0
2 | matrisinin sayisal goriintiisii,
3

o NN DN

1
Ornek 3.20 A, =|0
0

Sekil 25. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktis1

seklindedir.
0 1 0

Ornek 3.21 A,=|0 0 1| matrisinin sayisal goriintiist,
2 4 3

Sekil 26. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklindedir.
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Ornek 3.22 A, = matrisinin sayisal goriintiisti,

O O O O O
o B O O O O
o O r O O O
O O O O O B
R O O O O O
O O O o o o

Sekil 27. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklindedir.

Ornek 3.23 A = matrisinin sayisal goriintiisii,

o O r O O
O B O O -
R O O —» O
o O r»r O O
o B O O O

Sekil 28. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklindedir.
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Ornek 3.24 A = matrisinin sayisal goriintiisti,

O O O ~» O
O r O O O
O O O O -
R O O O O
o O O O

Sekil 29. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklindedir.
4 0 0 -1
.. -1 4 0 O . e e
Ornek 3.25 A, = 0 1 4 matrisinin sayisal goriintiisi,
0 0 -1 4

Sekil 30. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklindedir.
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. —i
Ornek 3.26 A = { 1 },iz =—1, matrisinin sayisal goriintiisi,
i

=
=
/

Sekil 31. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklindedir.

3.1.3.2. Degerler Cisminin Temel Ozellikleri

Bu kisimda W (-) degerler cisminin bazi temel 6zelliklerine deginilecektir.
Tamm 3.11 S,T = C alt kiimelerininin toplami, S+T ={s+t:seS,teT} dir.
Onerme 3.1 AeM_(C) ve aeC igin,

W(A+al)=W(A)+«a
dir.
Ispat. A+l matrisinin W (A+ al ) degerler cismi tanimi kullanilarak,
W(A+al)={x"(A+al)x:X'x=1}
={X"Ax+a:x'x=1}
={X"AX+ax'x:x'x=1}
={X"AX: XX =G +{ax’x: x’x =1}

={X'Ax:xXx=0+a
=W (A)+a

seklinde dnermenin ispat1 tamamlanir.



50

Asagidaki onerme, kompleks AeM (C) matrisinin degerler cismi ile onun

skaler katinin degerler cismi arasindaki bagintiyr sunmaktadir.

Onerme 3.2 Ac M _(C) ve a €C igin,

W (aA) = oW (A)
dir.

Ispat. @A matrisinin W (aA) degerler cismi tanimu ile,

W (aA)={x"(aA)x:x'x =1}
={ax"AX:xX’x =1}
=o{X'AX:xX'x=1}
=aW (A)

esitligine ulagilir.

Tamm 3.12 AeM, (C) igin, H(A)=%(A+A*) matrisine A matrisinin Hermityen

kismi ve S (A) = %(A— A*) kismina ise A matrisinin ters Hermityen kismi denir.

Tezimizin onceki bir boliimiinde de deginildigi iizere, hermityen (veya simetrik)
matrislerle islem yapmak daha net ve hizli sonuglar vermektedir. Bu bilgi, Ae M, (C)

matrisinin degerler cisminin gercel elemanlarimdan olusan alt kiimesinin ( ReW (A)), A

matrisinin Hermityen kisminm (H (A) = %(A+ A")) degerler cismine esit oldugunu ifade

eden asagidaki 6nermeyi uygulama agisindan oldukca énemli kilmaktadir.

Onerme 3.3 Ae M, (C) igin, W (H (A))=ReW (A) dir.
Ispat. AeM, (C) icin, W(H (A))=ReW (A) esitligine, W(H(A)) ve ReW(A)

kiimelerinin elemanlarinin esitligini elde ederek ulagalim.
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X"H (A)x=x*%(A+ A*)x

= %(X*AX+ x*A*x)

= 1(x*Ax+ x*Ax)
2
1 .
== 2Re(x"'AX)
2
= Re(x"Ax)
Elemanlariyla kompleks diizlemdeki noktalarin eslesmesi sonucu sag yar1 kompleks
dizlemi olusturan (orjin dahil degil) kime RHP={zeC:Rez>0}scklinde

tanimlanabilir. Ae M (C) kompleks matrisinin degerler cisminin RHP nin alt kiimesi

olmasi ile A nin Hermityen kisminin pozitif tanimli olmas1 arasinda bag kuran 6nerme
asagida verilmistir.

Onerme 3.4 Ae M, (C) ve RHP ={z e C:Rez >0} olmak iizere,
W (A) = RHP < A+ A" pozitif tanimlidr.

Ispat. = AeM, (C) kompleks matrisi igin, W (A) = RHP durumu kabul edilip, A+ A"

matrisinin pozitif tanimli olmas1 kanitlanacaktir.

Bunun i¢in, Ae M, (C) matrisinin W (A) degerler cisminin tiim elemanlarini
temsil eden z=x"Ax degisken elemam: dikkate alalim. W(A)c RHP olmas: ile,

zeF (A) = zeRHP vyazilacag1 agiktir. RHP kiimesinin 6zelligi geregi Rez >0
olacaktir. O halde,

Rez>0=>Re(x'Ax)>0 yada 2Re(x Ax)>0

yazilir. 2 Re(X*AX) >0 ve

2Re(x*Ax) = (x*Ax)+(x*Ax) = (x*Ax)+(x*Ax)*
= (x*Ax)+(x*A*x) =X (A+ A*)x

esitligi ile birlikte A+ A" matrisi ve tim x € C" vektorleri
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x*(A+A*)x>O

pozitifligine ulagilir ki, A+ A" matrisi pozitif taniml olarak isimlendirilir.

< AeM, (C) kompleks matrisi i¢in, A+A" matrisinin pozitif tanimli olmasi
durumunda, W (A) = RHP oldugu kanitlanacaktir. A+ A" matrisinin pozitif tanimlilig:
ile tim xeC" vektorleri igin X (A+ A*)X >0 pozitifliligine ulagilir. Boylece cebirsel
islemlerle,

0<x (A+ A*)x =X"AX+ X A'x= x*Ax+(x*Ax)*

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik ve de kompleks sayilarin

x*Ax+(x*Ax)* = x*Ax+(x*Ax) = 2Re(x*Ax) =2Rez

ozelligi geregi Re z >0 sonucuna ulasilir.

Elemanlariyla kompleks diizlemdeki noktalarin eslesmesi sonucu sag yari

kompleks diizlemi olusturan (orjin dahil) kiime RHP, E{Z eC:Rez 20} seklinde

tanimlanabilir. Ae M_(C) kompleks matrisinin degerler cisminin RHP, m alt kiimesi

olmasi ile A'nin Hermityen kisminin pozitif yari tanimli olmasi arasinda bag kuran

Onerme asagida verilmistir.

Onerme 3.5 Ae M (C) ve RHP, ={zeC:Rez >0} olmak iizere,

W (A) = RHP, < A+ A" pozitif yari tanimhdur.

Ispat. Bu 6nermenin ispat1 Onerme 3.4 iin ispatina benzer olarak yapilacaktir.

= AeM, (C) kompleks matrisi igin, W (A) c RHP, durumu kabul edilip, A+A
matrisinin pozitif yar1 tanimli olmasi kanitlanacaktir. Bunun i¢in, A€ M_(C) matrisinin
W (A) degerler cisminin tiim elemanlarini temsil eden z=Xx"Ax degisken elemani
dikkate alalim. W (A) c RHP olmastile, zeW (A) = z € RHP, yazilacag agiktir. RHP

kiimesinin 6zelligi geregi Rez>0 olacaktir. O halde, z=x"Ax ve Rez >0 olsun.

A+ A" matrisinin yar1 pozitif tanimlihgini ispatlayalim. Rez >0 6zelliginden,
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Rez>0= Re(x*Ax) >0= 2Re(x*Ax) >0

esitsizligi yazilir. Bu esitsizlik ve 2 Re(X*AX) icin

2Re(x"Ax) = (x*Ax)+(x*Ax)
:(X*AX)+(X*AX)*
= (x"Ax) +(x"A'x)

:x*(A+A*)x

esitligi dikkate alindiginda X*(A+ A*)XZO Olur ve boylece A+ A" 1 yar pozitif

taniml1 bir matris oldugu sonucuna varilir.

«<Simdi A+ A" matrisi yar1 pozitif tanimli bir matris, X*(A+ A*)XZO, olsun. Bu

takdirde,

X" (A+ A*)x =X"AX+ X A"X

= x*Ax+(x*Ax)*

=x*Ax+(x*Ax)

=2Re(X"Ax)=2Rez20
esitsizligine ulasilir ki, W (A) icin W (A) < RHP, kapsanma bagntis1 yazilir.

N i
Ornek 3.27 A= (l
i

1
] matrisinin W (A) degerler cisminin W ( A) = RHP, seklinde

X

i1
kapsandigimi gosterelim. A= ( j ve X = (
1 X,

J e C? icin,
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olur ki,

Onerme 3.5 geregi W (A) = RHP, bagintis1 gegerlidir.

Onerme 3.6 Ac M, (C) olmak iizere o(A)=W (A) dir.

Ispat. Ae M, (C) matrisinin 6zdegerler kiimesi o ( A) nin, degerler cisim kiimesi W (A)

nin alt kiimesi oldugunu géstermek i¢in o (A) daki her elemanm ayni zamanda W (A)

da olacagmi kamitlamak gerekir. O halde o (A) daki temsili A€o (A) eleman igin

A€W (A) olacagim kanitlayahm. Aeo(A) ise A, A nmn bir dzdegeridir ve bu

6zdegere karsilik gelen sifirdan farkli bir x € C" 6zvektdrii meveuttur. (4, x) ozgiftinin
AX = AX

bagntisi ile belirlenecegi bilinmektedir. Buradan,

AX=Ax= A~ =1 %
I

l

yazilir ve W= ﬁ e C" atamasi ile
X

Aw = Aw
esitligi elde edilir. Boylece A € C skaleri
A=W Aw
formunda olacaktir ki, bu formda olan tiim kompleks sayilarin W (A) da olacag bilgisi

ilede 1eW (A) yazilir. Sonug olarak, U(A) W (A) bagintisina ulagilir ve dnermenin

ispat1 tamamlanir.
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Onerme 3.6 ile ispatlanan o (A) =W (A) ozelligine, literatiirde spektral sinirlama

0zelligi denilmektedir.
Ornek 3.28 Spektral smirlama &zelligini kullanarak, pozitif tamimli matrislerin

0zdegerlerinin pozitif reel sayilar oldugunu gosterelim.
A pozitif tanimli matris olsun. O halde, her x e C" vektorii igin x"Ax > 0 dir. Bu

esitsizlik A nin 6zvektorleri igin de saglanacaktir. (/1, u) ¢ifti A nin tiim 6zgiftlerini temsil

etsin. A pozitif tanimli oldugundan (her x € C" i¢in 0 < X" Ax),

0<u"Au=u"Au=Auu = A|u[’
yazilir. U, A nin 06zvektorii oldugundan u=0 ve ||u|| #0 dir. Boylece, A nm
0zdegerlerinin

0<ﬂb||u||2 —0<A

pozitiflik 6zelligine ulasilir.

Onerme 3.7 A, B e M, (C) olmak iizere, W (A+B) =W (A)+W (B) dir.

Ispat.
W (A+B)={x"(A+B)x:xeC",x'x =1} ={X"Ax+x'Bx: xe C",x'x =1}
dir ve buradan
W (A+B) c{XAx:xe C",X’x=1+{y'By: yeC";y'y =1} =W (A) +W (B)
bagintisi elde edilir.
Onerme 3.8 AU eM, (C) igin, W (U"AU ) =W (A) dir.
ispat. W(U"AU ) =W (A) esitliginin ispaty, iki kiimenin eitligi prensibi olarak bilinen
W(U"AU)cW (A) ve W (U*AU ) oW (A)

bagntilarinin gergeklendiklerinin kanitlanmalari iizerine olacaktir.

Simdi W (U*AU) kiimesinde temsili bir w elemani alalim ve bu elemanm ayni1

zamanda W (A) da oldugunu kanitlayalim.
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weW U AU) =>w=X (U AU)X, (xeC") = w=(xU")AUX),(xeC")
yazilir ve y=UXx,(xeC") atamasi ile w vektérii w=y Ay formunda olur. Buradan
W(U*AU) kiimesine ait olan her w vektdriiniin ayn1 zamanda W (A) ya ait oldugu
sonucuna varilir ve W (U "AU ) —W (A) bagmntisina ulasilir,
W (A) kiimesinde temsili bir v eleman1 alahm ve bu elemanin ayni zamanda

W (U"AU) da oldugunu kanitlayalim.

veW(A) =v=y Ay, (heryeC" vey'y=1)
dir. HeryeC" ve y'y=1 icin y=Ux, (xeC") atamasi yapildigimda v=y Ay
esitliginden v=x (U AU)x esitligi elde edilir ki, W (A) kiimesine ait olan her y e C"
vektoriiniin ayn1 zamanda W (U *AU ) kiimesine ait oldugu sonucuna ya da matematiksel

olarak W (U *AU ) SW (A) bagntisina ulagilir,

Tanmm 3.13 AA" = A" A 6zelligini saglayan A karesel matrise normal matris denir.

Asagidaki onermeyi vermeden Once teoremde ve tezin ilerleyen kisimlarmda

kullanilan CO(.) gosterimini tanimlayalim. S c C alt kiimesinin sonlu sayidaki
elemanlarinin tiim konveks kombinasyonlarindan olusan kiime CO(S) ile gosterilir.
Onerme 3.9 Ae M, (C) normal bir matris ise, W (A) =Co(o(A)) dir.

Ispat. A normal bir matris olsun. Bu takdirde, A nin A, A4,,---, A, 6zdegerleri ve esas
kosegeni A nin 8zdegerlerinden olusan kdsegen D =diag (4,4, -+ 4,) matrisi ve de U

tiniteri matrisi i¢in, A matrisinin A=U"DU formunda ifade edilebilecegi bilinmektedir.
Bir matrisin degerler cismi ile matrise iiniter benzer olan matrisin degerler cisminin

esitligini garantileyen Onerme 3.8 ile
W (A)=W (U'DU)=W (D)

yazilir. O halde W (A) = CO(U(A)) esitligi, W (D) kiimesinin A nin $zdegerlerinin tiim

konveks kombinasyonlarindan olugsan bir kiime oldugunun kanitlanmasi ile

gosterilecektir.
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D kosegen matrisinin degerler cismi

W (D)={x"Dx:xeC",xx=1}

={> %x4 :xeC" X'x=1}
i=1
n 2
= |x| 4:xeC",x'x=1}
i=1
seklinde olup, D nin kdsegen elemanlarmin tiim konveks kombinasyonlarinin kiimesidir.

Bdylece dnermenin ispat1 tamamlanir.

Tanim 3.14 A, A,,..., A, € M, (C) karesel matrisleri igin,

A 0 0 0
0 A O 0
@ ,A=[0 0 :
o0
(00 0 - A

ile tammlanan @], A blok matrisine A, A,,..., A, € M, (C) matrislerinin direkt toplam
matrisi denir.

Onerme 3.10 Ae M, (C) ve BeM_ (C) igin, W (A®B)=Co(W (A)UW (B)) dir.
Ispat. Ac M, (C) ve Be M, (C) matrislerinin direkt toplam matrisi

A®BeM, , (C) seklinde bir matris olacaktir. Ispatimiza W (A@ B) >W (B)

oldugunu kanitlayarak baslayalim. Her x e C™ ve y e C™ vektérleri icin C™™ deki tiim

7= {X} e Ch
y

vektoriinli gozoniine alalim. Bu temsili vektdr ve A@ B matrisi i¢in

vektorleri temsil eden

z"(A®B)z=xAx+y By
yazilir. x=0 ve y'y =1 oldugu durumlarda z" (A@ B) Z kompleks sayilar1

z"(A®B)z=y'ByeW(B)
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formunda olacaklarmdan W (A® B) kiimesinin W (B) nin elemanlarini da barmdirdig

yorumu yapilabilir. Bir bagka deyisle
W (A®B)>W (B)

bagntis yazilabilir. Benzer sekilde y =0 ve x'x =1 oldugu durumlarda z"(A® B)z

kompleks sayilari

" (A®B)z=x"AxeW (A)
formunda olacaklarmdan W (A® B) kiimesinin W ( A) nin elemanlarini da barmndirdig
yorumu yapilabilir. Bir bagka deyisle
W (A®B) W (A)
bagintis1 yazilabilir. Boylece

W (A®B)>W
w

(A®B) oW }:W(A@ B)>W (A)UW (B)

—_~
> W
o —

dir. W (A+B) konveks oldugundan, W (A)UW (B) kiimesinin elemanlarinimn konveks
kombinasyonlarini da kapsayacaktir, sonug olarak,

W (A+B)> Co(W(A)uW (B))
olacaktir.

Bu adimda W (A® B) = Co(W (A) UW (B)) bagmtisinin gergeklendigini

X
gosterelim. z :{ } e C™"™ vektorii ve A@ B matrisi i¢in

y

7" (A®B)z=x"Ax+y'By= X*X{X AX}“ y*){y *By}
X X yy
elde edilir. z°'z=x"x+y"y =1 esitliginin dikkate alinmasi ile,

Y (s

Z'z=X'X+Yy'y :1}
y'y

X'x=0
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ve

z z:x*x+y yzl}:x Axe
y'y=0

bilgilerine ulagilir. Bdylece, W (A® B) = Co(W (A) UW (B)) bagmtist yazilir,
Sonug olarak,

I ne ) o o = A©B)~ColW () (5)

esitligine ulasilir ve dnermenin ispati tamamlanir.
3.1.3.3. Degerler Cisminin Konveksligi

C nin ScC alt kiimesinin konveksligi i¢in, 0<a <1 ve s,teS olmak iizere
as+(1-a)teS oldugunun gosterilmesi gerektigi gergeginden, W (A) nin konveksligi

icinde 0<a <1, x,yeC" ve x’x=1=y"y olmak lizere

aX Ax+(1-a)y Ay eW (A)

oldugu gosterilmelidir. Bir baska ifade ile, 0<a <1, Xx,yeC" ve x'x=1=Yy"y olmak
iizere aX Ax+(1-a)y Ay eW (A) ozelligindeki W (A) kiimesi konveks bir kiime
olarak isimlendirilir.

Bu kisimda W (A) kiimesinin konveksligine, Ae M_(C) matrisine tiniter benzer
olan bir bagka deyisle U tiniter matrisi icin B=U"AU formunda ifade edilebilen B
matrisinin  2x2 tipindeki sol iist esas alt matrisi B({l, 1}) in degerler cisminin
konveksligi ile karar verilmesine deginilecektir. Buradan,

“W (A) kiimesinin konveksligi ile W (B({1,1})) in konveksligi denktir.”

sonucuna ulasilacaktir.
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Her x,y eC" vektor ¢ifti ve U {niter matrisi igin ilk iki degerinden sonraki degerleri

sifira denk olan

x=Uv, y=Uw
olacak sekilde v,w e C" vektorleri mevcuttur. Buradan,
axX Ax+(1-a)y Ay =av'U AUV +(1-a)w'U "AUw
=av'U AUV +(1-a)wU"AUw

=av'Bv+(1-a)w'Bw

yazilir ve boylece & ve 7 sirasiyla bilesenleri v ve w vektdrlerinin ilk iki elemanimdan

olusan vektorler olmak tizere

ax' Ax+(1-a)y Ay =a&'B({12})é+(1-a)n'B({L.2})n
elde edilir. O halde goriilmektedir ki, B matrisine B=U"AU seklinde tiniter benzer olan
A matrisinin W (A) degerler cisminin konveksligi ile W (B({l, 1})) in konveksligi

denktir.
Bu denklikten hareketle, AeM (C) matrisinin W (A) degerler cisminin

. 0 a . . 0 a 5
konveksligine b 0 , (0<a,beR) formundaki matrislerin W b 0 degerler

cisimlerinin konveksligi izerinden karar verilecektir.

Asagidaki yardime1 teorem ile, herhangi bir Ae M, (C) matrisinin {initer benzerlik
durumuna deginilecektir.

Yardimci Teorem 3.9 Her Ae M, (C) icin, W"AW nun iki ana kdsegen elemani esit

olacak sekilde W € M, (C) tniteri matrisi vardir.

Ispat. Ae M, (C) matrisi ile B= A—%iZ(A) matrisini tanimlayalim. Bu tanimlamadan

izB =0 olacag: agiktir. Bir kompleks matrisin 6zdegerlerinin toplaminin, matrisin izine

esit olmasi gerekliligi prensibinden 2x2 tipinde ve izB =0 6zelligine haiz B matrisinin
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A ve A, kompleks dzdegerleri i¢in izB=A4, + 4, ya da 0=4, + 4, yazilir. Gosterimin
kolayligi agisindan 4, =a € C ve A, =—a € C atamalar1 yapilsin.

w*BW{O Clz} (3.20)
c, O

esitligini saglayan W {niteri matrisinin varhi@ini kanitlayalm. W  matrisini
W = [[W] , [v]] seklinde siitun vektorleri ile tanimlayalim. Ag¢iktir ki, W matrisinin {initeri

matris olabilmesi i¢in W vektorii ww =1 esitligini ve (3.20) denkleminin gerceklenmesi

icin de W'BW=0 esitligini saglamalidir. Bu sekilde w vektoriiniin varligmi arastiralim.

Durum 1. B matrisinin bir 6zdegeri & =0 olsun. « 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

X, olmak iizere BX, = aX, esitligi vardir. X, 6zvektorii igin X, =0 yada ||| =0 dur.

X = ”X—(’” degisken atamasi ile |[X||=1(x"x=1) olacaktir. Bx, =aX,, =0 ve x= ”X—(’”
XO XO

esitliklerinin ayn1 anda dikkate alinmasi ile X'Bx=0 esitligi elde edilir. Boylece X,
dzvektoriiniin varligindan ||x|=1 ve x'Bx=0 esitligini saglayan X vektdriiniin varligi

bilgisine ulagilir. w= x kabulii ise istenen durum olacaktir.

Durum 2. B matrisinin bir 6zdegeri a =0 olsun. a 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

X, Ve —a Ozdegerine karsilik gelen 6zvektor y, olmak tizere
BX, = aX, ve By, =(-a)y,
esitlikleri yazilir.

X= ﬁ . aya karsilik gelen normallestirilmis 6zvektor
XO

y= ”y—°” . —aya karsilik gelen normallestirilmis 6zvektor
Yo

vektorlerini tanimlayalim. X ve y vektorleri lineer bagimsizdir. Bir bagka ifade ile, X ve

y vektorleri ile olusturulan S x+ £,y =0 denklemi ancak ve ancak g, = £, =0 olmasi

ile saglanir. x ve y lineer bagimsiz ve € =0, (6 € R) olmas1
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w=e“"x+y=e"x+(1)y, (0 eR)

seklinde tanimlanan W vektoriiniin sifirdan farkli bir vektor olmasini garantiler. Bu

sekilde tanimlanan w vektoriinin |w|=1 ve wWBw=0 esitliklerini sagladigmn

gosterelim.

W'W = (eig n y)* (e‘€x+ y) _ (e*“gx* " y*)(e‘9x+ y)

<[ (5] Jemesy]-feef =1

ve @, e’x"y reel olacak sekilde segilmesi durumunda Im(e‘mx*y) =0 olacag gergegi

ile
WBW= (X' x+e7X y — e xy" +Y'y)
=a(-1+e "Xy —e“xy" +1)
=a(e'x'y—e"xy’)
=2iaIm(e™’X"y)=0
olur.

Sonug olarak o =0 ve «a #0 durumlarinda da ||W|| =1 ve WBwW=0 esitliklerini

saglayan w vektorlerinin varligi kanitlanmistir.

Boylece, v siitun vektoriiniin niteligi belirtilmeden kismen tanimlanan
w :[[W],[V]] matrisinin tanimlanmasi, W vektorlerinin varhigindan hareketle v siitun
vektoriiniin niteligi belirtilerek tamamlanabilir. v siitun vektorii, w vektoriine dik birim
uzunluklu bir vektor olsun. Bu adimda ise, tanimlanmasi tamamlanan W :[[W],[v]]

matrisinin initer matris oldugu ve bu iiniter matris ile (3.20) denkleminin saglandigmni

gosterelim.
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W'W =

w'w w'v . . .
=, . ww=Lwlv=wv=vw=0)
VW VY

_[1 0],
o 1] 7

olup, W matrisi liniterdir ve

B - [W*]][bl o] ]

L wll v

seklinde (3.20) denklemini saglar. B:A—%iz(A) ifadesi (3.20) denkleminde yerine

yazilirsa,
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=W'AU —%izA(\N*vv)

=W"AW +[—%izAJI

K 0
—weaw | <] k=—TizA
0 K 2

. -k c
seklinde bir esitlik elde edilir ve buradan da { ld:W*AW esitligine ulasilir.
Cn -

Boylece herhangi Ae M,(C) igin, W'AW matrisinin iki ana kosegen elemani esit
olacak sekilde W € M,(C) initeri matrisinin varlig1 kanitlanmis olup teoremin ispati

tamamlanair.

Sonug 3.1 Herhangi Ae M, (C) matrisi,

—k
W*AW:{ Clz]k:—lizA
c, -k 2

seklinde D = { Cld matrisine {initer benzer ise, bu takdirde W (A) =W (D)+(—k)

C21

bagmtis1 gegerlidir.
Ispat. Herhangi Ae M, (C) matrisi,

—k
W*AW:{ C“]kz—lizA,
c, K 2
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-k

seklinde D = { Clz} matrisine iiniter benzer olsun. Degerler cisminin {initer benzerlik
C21

altinda degismemezligi ve degerler cisminin toplamsallik 6zelligi ile

W (A)=W (W"AW )

ol MG )
=W (D+(-k)1)

=W (D)+(-k)

elde edilir ve sonug ispatlanir.

Yardimce1 Teorem 3.9 ile ulasilan; herhangi A€ M, (C) matrisinin,
-k
W™ AW = G| o Lig,
c, -k 2

seklinde bir tiniter benzerlige sahip olacagi ve Sonug 3.1 ile ulasilan;

0 c . .
esitliginin aym1 anda degerlendirilmesi ile, (d OjeMz((C) formundaki matrislerin

0 c
W (( 12}} degerler cisimlerinin elde edilmelerinin 6nemi daha net anlagilmaktadir.
C21

0 c . L 5 D
D :[d Oje M, (C) formundaki matrislerin W (D) degerler cismini elde etme

0

1 -
islemini biraz daha basitlestirelim. W = (O : ej, 6 € R {niter matris i¢in, D matrisinin
€

Uniter benzer matrisi
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* 1 0 0 c)y(1 O
wWDwW=| ,
0 e“)ld 0)l0 e

(0 ce’

de” 0

scklinde bulunur. ¢ ve d kompleks sayilarinm ¢ =|c[e'}, (4, eR) ve d =|d|e", (6, eR)
: 1 .
seklinde yazilimlari ve 6 = > (6, —6,) alnmasi ile,

e [0 ) (0 e[} 1
WDW_Lde_m 0 J—e (|d| o lv=30-+0)

0 c
formu elde edilecektir. Bdoylece, D:[d OJEMZ((C) kompleks matrisin degerler

c .. 9 R
cismi, kdsegen elemanlar1 negatif olmayan ( |O|] matrisinin degerler cismi iizerinde

0
i

belirlenebilecektir. Daha agik olarak,

wiop-w(er[ 8 8))-ew( [ )

0
esitliginden W (D) ye ulagilabilinecektir. D:[

d gjeMz(C) kompleks matrisinin

0 c]
jdf o

degerler cisminin reel ( ] matrisinin degerler cismine indirgenmesi, degerler cisim

kiimesine ulasirken takip edilen incelemeyi olduk¢a kolay kilacaktir.

- ) 0 a ) .
Asagidaki teorem, (b Oj,oga,beR formundaki reel matrisin sayisal

goriintiisii olan geometrik sekli belirleyen bir teoremdir.
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0 a
Teorem 3.10 A:(b OJ,OS a,beR formundaki bir matrisin sayisal goriintiisii X0y -

kompleks diizlemi iizerinde merkezi orjinde, sanal eksen iizerinde |a—b| uzunluklu
kiiciik eksene, reel eksen iizerinde |a+b| uzunluklu biiyiik eksene sahip ve odaklari

++/ab olan elips ve onun i¢ bolgesidir.
. 0 a .. ) .
Ispat. A= b 0 ,a,b>0, matrisinde geneli bozmaksizin R deki siralamadan

z
0<b<a yazilr. z :[ IJ e C? vektorlerinin bilesenlerinin kompleks skalerler olmast ile
Z2

z = |zl|ei91; 6 eR vez = |22|ei92; 6, € R yazilir. Bu yazim ile,

AR Y A
7= (|Z;|ei92 =g |Zz|ei(92—o91)

esitligine ulasihr. Bu esitligi kullanarak, W(A)={z'Az:2'z=1,2eC?} degerler

cisminin elemanlarini belirleyelim. z"Az formundaki elemanlarla ifade edilen W(A)

kiimesi
7°Az = (ei"lw)* A(e"glw) =w*Aw

esitligi ile w*Aw formunda

vv(A):{W*Aw:w:[P';'l!wJ,eeR}
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2]

seklinde ifade edilecektir. W:(|Z |eig
2

J, (0 € R) vektoriniin bilesenlerini, w'w=1

ozelligini dikkate alarak karakterize edelim. w'w =1 6zelligi ile

. z
(|zl||22|e‘“9)( 2 ]=1:>|21|2+|22|2=1

|22|ei9

z,|ve |z,| degiskenleri igin 0<|z,|,|z,|<1

yazilir. Ulasilan |21|2 +|ZZ|2 =1 esitliginden,
simirt hemen yazilir. Gosterimin kolaylig1 acisindan |21| =1 degisken atamasi yapalim.

%

Boylece |z,| degiskeni de |z, +|z,|" =1 esitliginden |z,| =(1-t*)"? ile ifade edilecektir.

t
(1—'[2 )}/2 .gi?

wmefo e 08 ]

Boylece w vektori w [ ] olacaktir. O halde, W (A) nin elemanlar1

=t(l—t2)% be +t(l—t2)% ae"

=t(1—t2)% [(a+b)cos@+i(a-b)sing]
seklinde olup

W(A)={t(1—t2)% [(a+b)cosO+i(a-b)sing]:0<t<1,0<b<a,0<f< 27[}

dir. Cebirsel olarak bulunan A nin degerler cisim kiimesi W ( A) nin kompleks diizlemde

hangi geometrik seklin temsili oldugunu belirleyelim.
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Bunun igin ilk once, 0<@<2z i¢in u=(a+b)cosd+i(a—b)sing kompleks
sayilarin1 ya da bunlarin sirali ikili temsillerini u = ((a+b)cos¢9,(a—b)sin 9) dikkate

alalim.

x=(a+b)cos@

0<6<27 (3.21)
y=(a—h)sing
degisken atamalar1 ile, u=(X,y) noktalarmm kompleks diizlemde olusturdugu

geometrik sekil bir elips olacaktir. (3.21) denklemi kompleks diizlemdeki bir elipsin

parametrik denklemi olup, (3.21) denklemi ile tamimlanan u =(x, y) ikilileri

=1 (3.22)

denklemini saglamaktadirlar. (3.22) denkleminden yorumlanabilir ki, denklemi saglayan

u =(X, y) noktalar1 kompleks diizlemde merkezi orjinde, sanal eksen iizerinde 2|a—b|

uzunluklu kii¢iik eksene, reel eksen iizerinde 2 |a+b| uzunluklu biiyiik eksene sahip bir

elips olustururlar. Elips kompleks diizlemde olustugundan ¢ogu durumda bu elipse

dejenere elips denilmektedir.

W (A) nmn elemanlari t(l—tz)}/2 [(a+b)cos@+i(a—b)sing] formunda ya da

t(l—t2 )}/2 .U formunda eclemanlar olduguna gdre, f(t) :t(l—tz)% ,0<t<1, tek

degiskenli fonksiyonunun degisim araligma (deger araligina) gore u = (X, y) noktalarinin

kompleks diizlemde olusturdugu dejenere ¢ elipsinin biiziigmesi incelenmelidir.

f (t) =t (1—t2 )% ,0<t <1, fonksiyonunun degisim araligmi inceleyelim. Problem artik,

f:[0,1] >2, f(t):t(l—tz)}/2 fonksiyonunun deger araligini belirlemektir. Bu tek

degiskenli fonksiyonlarn maksimum ve minimum degerlerini bulma problemi olup,

gerekli islemler ile,

. 1 . . 1
i. 0<t<— iken, f(t) artan fonksiyonolup 0< f (t)<= dir.
N (t) y p (1) 5
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.. 1 . . 1
. —=<t<1 iken, f(t) azalan fonksiyonolup 0< f (t)<= dir.
A (t) y! p (t) >

sonuglarina ulasihr. O halde, W(A) nmn f(t) [(a+b)cos€+i(a—b)sin 49] elemanlar:
kompleks diizlemde merkezi orjinde, sanal eksen iizerinde |a—b| uzunluklu kiigiik

eksene, reel eksen iizerinde |a+ b| uzunluklu biiyiik eksene sahip ve odaklar1 ++/ab olan

elips ve i¢ bolgesini olusturular.

3.2. YONTEM
3.2.1. Baz Ozel Tammh U¢ Bant ve Bes Bant Matrislerin Degerler Cismi

Bu kisimda bazi 6zel tanimhi {i¢ bant ve bes bant matrislerinin degerler cisimleri
ve sayisal goriintiileri elde edilecektir. Bu bdliimiin igerigi; genel olarak iic ve bes bant
matris kavramalarmin verilmesi, bu kavramlarin érneklendirilmesi, “Nigin ii¢ ve bes bant
matrislerin degerler cismi?” sorusuna yanitlar verilmesi, 6zgiin olarak elde edilen
bulgulara kaynak teskil eden literatiir bilgilerine deginilmesi ve ¢alismanin G6zgiin

sonu¢larmin sunulmalar1 seklinde olacaktir.

Tamm 3.15 Elemanlar1 kapali formda,

i—j|>1i¢in a; =0,(1<i, j<n) ile tammlanan

ya da agik bir sekilde
[d, u 0 0 0 |
L d, u, O 0
A 0 I, u, d 0
0 0 o doy Upy
L 0 O 0 n-1 N _nxn

ile verilen A=[a;]e M (C),n =2, karesel kompleks matrisine bir ii¢ bant matrisi denir.
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Ornek 3.29 A, = matrisi 4x4 tipinde reel li¢ bant matrise drnektir.

o O -
o o1 NN b
o b~ W O
O N O O

Tanim 3.16 Elemanlar1 kapali formda,

i—j|>2 i¢in a; =0,(1<i, j<n) ile tammlanan

ya da acik bir sekilde
c, d, ¢ O 0 ]
b ¢, d, &g
a b -~
A=|0 a, s O
: d., €.
a3 bn—z Coa d”*1
L 0 e o O an72 bn—l Cn nxn

ile verilen A=[a;]e M, (C),n=3, karesel kompleks matrise bir bes bant matrisi denir.

1 i 1+42i 0 0 0 O
1 2+ 0 1 00 O
i 2 1 1+ 30 0O
Ornek3.30 A, =|0 1+3i 4 0 2 0 0 |[i*=-1 matrisi 7x7 tipinde
0 0 2 1+2i 0 3 1
0 0 0 1 04 O
0 0 0 0 2 2 1+2i

kompleks bes bant matrise drnektir.

Kismi diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerinde ve de matematiksel
biyolojide modellenen dinamik sistemlerin analizinde {i¢ bant ve bes bant matrislere ¢ok
sik rastlanmasi ve bu matrislerin 6zdegerlerinin bulundugu bdlgelere gore modelin
(problemin) yorumlanmasi, “Ni¢in ii¢ ve bes bant matrislerin degerler cismi?”” sorusu igin

bir yanit niteligindedir.
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a

C
< b} ,(a,beR,ceC) formunadaki tiim

Asagida verilen teorem, A:{

kompleks matrislerin sayisal goriintiilerinin bir elips ve i¢ bdlgesi oldugunu

vurgulamaktadir.
a ¢C .
Yardimear Teorem 3.11 A:{ _ b},(a,beR,Ce(C) olsun. W(A), merkezi
—C

(a+b)/2, yatay eksen uzunlugu |[a—b| ve dikey eksen uzunlugu 2|c| olan bir eliptik

disktir (Chien and Huang, 2001).

Asagidaki teorem, Ae M (C) kompleks matrislerin degerler cismlerinin, 2x2

tipinde kompleks matrislerin degerler cisimleri iizerinden elde edilebilmesini ifade eden
bir teoremdir.

Teorem 3.12 Ae M, (C) olsun. Syi C"nin sifirdan farkl altuzay1 olarak secelim.

W(A)ZHW(A&V)’

olmak iizere X ve y sirastyla S ve S* nin birim vektorleridir dyle ki;

X"Ax X" Ay
A<y :[ * * j
y'AX Yy Ay

seklindedir (Chien, 1996).

Teorem 3. 13 D e M, (C) kompleks ii¢ bant matrisi,

a c 0 O -~ 0
- b ¢ 0 -~ 0
O -¢c a -. -~ 0
D= : " p : ,(a,beR,ceC) (3.23)
0 c
| 0 0 -C |
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ile tanimlansm. Bu takdirde W (D); merkezi (a+b)/2, yatay eksen uzunlugu |a—b|,
dikey eksen uzunlugu 4|c|cos-Z; olan bir eliptik disktir.

Ispat. DeM _(C) matrisinin degerler cismine Teorem 3.12 den faydalanarak
ulagilacaktir. e, 1=12,..,n, n boyutlu i-inci birim koordinat vektdér (e, nin i-inci
elemani 1 ve geri kalan elemanlar1 0) olsun. Ayrica S, {e,,e;,...} tarafindan gerilen C" nin

altuzay1 olsun. Boylece S™, {ez,e4y__} tarafindan gerilen C" nin bir diger altuzayidir. X

ve y sirastyla S ve S* nin birim vektdrleri olsunlar. Buradan, D matrisinden iiretilen

D, , matrisleri

C(EYz —73)/2 +

a - -
TXY, = %Y, +)

Xy

[x*Dx x*Dyj_
y'Dx y'Dy C(-XY, + %Y, -

o b
XY, XY, _)

seklinde olacaktir. Yardimer Teorem 3.11 den D, , matrislerinin sayisal goriintiileri
merkezi (a+b)/2, yatay eksen uzunlugu |a—b| ve dikey eksen uzunlugu
2|%,Y, — %Y, + Xy, — XY, +..| olan bir eliptik disk olacaktir. D, , matrislerinin W (nyy)
degerler cisimlerinden D matrisinin W (D) degerler cismine W (D) =W (D) esitligi
ile ulasabilmek igin,

max XY, — XY, + XYy — %Y, +..

degeri

max| Xy, — XY, + XY, — XY, +..] = 2|c|cosni+1

seklinde bulunur ki, teoremin ispat1 tamamlanur.
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1 1-i 0
Ornek 3.31 Teorem 3.10 a gdre A, =|-1-i 2  1-i|matrisinin W(A,) saysal
0 -1-i 1

gorlintiisii, M (g,Oj merkezli, yatay eksen uzunlugu lbr, dikey eksen uzunlugu 4br

olan bir eliptik disktir. Maple 12 de yaplan hesaplamalar da bunu dogrulamakta ve

2
Sekil 32. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklindeki goriintii elde edilmektedir.
Asagidaki sonug, esas koOsegen iizerindeki elemanlarn diziliminin Gnemini
vurgulamaktadir.

Sonug 3.2 (3.23) de tanmlanan D matrisinin esas kosegen elemanlar: ababab... seklinde

degil de, genel olarak a,a,a,a,... seklinde devam ederse her zaman W (D) bir eliptik disk

degildir.
1 1 0

Ornek 3.32 Sonug 12 ye gore A, =| -1 -1 1| matrisinin W (A,) sayisal gdriintiisii
0 -15

bir eliptik disk degildir. Maple 12 de yaplan hesaplamalarla sayisal goriintii
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Sekil 33. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklindedir.
Calismamizin ikinci asamasinda ise, (3.23) de tanmlanan D matrisinin esas

kosegeni tizerindeki elemanlarin kompleks olmasi durumunda

a ¢ 0 0 0
- b 0 0
0 € a . - 0
E=] . p ,a,beC,ceC (3.24)
0 c
_0 0 _6 dnxn

matrisinin saysal goriintlistinii elde ettik.

(3.24) de tanmlanan E matrisinin sayisal goériintiisii i¢in verecegimiz teoreme

8y,
8y 8y
hakkinda bilgi veren ve literatlirde onemli bir yeri olan asagidaki teoeremi sunalim.

8, 4,
a‘21 a22

gegmeden once, genel olarak A:( je M, (C) matrislerinin sayisal goriintiileri

Teorem 3.14 A:( Je M, (C) matrisinin sayisal goriintiisii odaklar1 Ave u

. noo
Ozdegerleri olan yatay eksen uzunlugu (||A||2 —2Reﬂﬁ) , dikey eksen uzunlugu

(||A||2 —|ﬂb|2 —|/J|2) olan bir eliptik disktir.
(3.24) de tanmlanan E matrisinin saysal gorlntiisii i¢in verdigimiz asagdaki

teorem, W(E)'ﬁn yine bir eliptik disk oldugunu ve de bu eliptik diskin merkezinin
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matrisin esas kosegenini olusturan a ve b degerlerine bagl oldugunu, yatay ve dikey

eksen uzunluklarinin ise sadece a, b, c ve n ye baglh oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.15 (3.24) de tanmlanan E matrisinin sayisal goriintiisii, aTer merkezli

|
|

a_

2

2
+
n+1 2

[4|c|2 cos? 2+
n+1

2
4|c|2 cos? 2 — (a_—bj

yatay eksen uzunluklu ve

a—bl

2| 4lcf cos? =
\/_( |c|" cos n+1+ 5

a-b)
4|c|2 coszi—(—j
n+1 2

dikey eksen uzunluklu bir eliptik disktir.

(X*AX x*ij
Exy = * *
' yAx y Ay

a ow)
= _C_VV b ’W:X1y2_x3y2+.“

Ispat.

olmak uzere

\N(E)=kJON(EL»)

X,y

dir. E, ,,

a p
E = , 0 =CW
X,y (_ﬁ bj p

dir. E,, = B olmak iizere, B’nin 6zdegerleri,

0=

a-4 p

-5 b-2

= (a-A)(b—2)+|p
=22 —(a+b)A+ab+|p[

denkleminin kokleri olup,
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a+D_ ((a+b)? — 4ab—4| )

2
a—+b+((a+b) —4ab—4|p[’)*
2

dir. B matrisinin sayisal goriintiisii olan elipsin odaklar1 A ve g ise, elipsin merkezi

1=

/’l=

A+u +u_a+b

= merkezli bir elips

dir. O halde, B matrisinin sayisal goriintiisi

olacaktir. Simdi ise, eliptik diskin yatay eksen uzunlugunu hesap edelim.

[BI" =[af" +[of" +[f" +[o"; |21 = ol
=[af" +[of" +2|of

ve

- a+b 1((

a+b)’ 4ab—4|p|2)%
dir.
(a+b)2 —4ab—4|,o|2 =a’ +b? +2ab—4ab—4|,o|2
=(a-b)" ~4lpf
Ozdesligi ve her z=a-+ib kompleks sayisinin trigonometrik formda, z nin esas

argiimenti 0 olmak iizere 7 =|z|e” ,(z =(|2],cis0)) seklinde yazilabilecegi bilgisi ile, 2
3l
2
Sl

ve u degerleri

_atb (a_Jbe_| i %_a_+b+
H=75 2 p 2

a2 (2 _asb_
2 2 ) ¥ 2

formunda yazilir. Buradan x degerinin eslenigi,

‘_‘jf (( )" |jz a+h

ve

57
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seklinde olacaktir. 4 ve g degerlerinin ¢arpimu,

(57
aa+ab:b a+b- b+a;b( j
SRS S

seklinde hesaplanir ki, béylece Az ¢arpiminin reel kismi

7]

a+b
2

a+b

{_ —

I

a+b
2

9

a-a+a-b+b-a+b-b
4

Re(Am) =

seklinde olacaktir. Buradan ||B||2 —2Re(An) ifadesi

|a|2 +|b|2 +ab +ba

2
o' ~2Re ()=l +f + 2" - L0 2B
2 2 i — 2
=|a| +|b| Z—ab—ba+2|p|2+2(a7_b) _|p|2
— = = — 2

|2

seklinde hesaplanir. (”B”2 —2Re /1;7)% ifadesi,

% . 2
(||B||2_2Re/1[1) zx/z{‘aTb +|p|2+

—bY
%) "”'ZV 23

olacaktir. Ayrica,
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ol =[ew
= |efwi
=|c||x%, Y, = XY, =+ = 2]c|- Cosn_+1

esitligi (3.25) de yerine yazilirsa, W (A) nin kompleks diizleme yansimasi konumundaki

A matrisinin sayisal bolgesi olan eliptik diskin yatay eksen uzunlugunun hesabmni veren

(a_—bj —4|c| oS L}
2 n+1

seklinde olacaktir. A matrisinin sayisal bolgesi olan eliptik diskin dikey eksen

formiil

2
Y.U:\/E{a—_b +4|c|2 cos? =+
n+1

uzunlugunun hesabmi veren formiili elde edelim. Formiilin elde edilecegi

(||B||2—|}L|2—‘,u2 )% ifadesinde, ||B||2 degeri hesaplanmistr. O halde, daha Once

hesaplanmayan |A[" ve |4’| degerlerini hesap edelim.

A =42
_{a_w_(a_bj n@th |2 j
2
|a|2+|b|2+a5+b§ a-b\’ 2| [(a=-bY’ 2% w a+b
- 2 ) Wl ) el
_(a—bJ2_| |2% —io a+b
2 2
ve
W = -
b b b o
e oz ] o

~ |a|2 +|b|2 +ab +ba
- 4

+(a;b)z
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dir ve bdylece |2,|2 +|,u|2 degeri

|/1|2 +|,u|2 _ |a|2 +|b|2 +ab +ba

2
+2(a—b)
2
—bY
_2[6‘7j lof

(181 (147 +14) " - f[["’" b'} o (352 pZT .29

esitliklerine ulagilir. W (E)=UW (B) esitligi geregi, max|p| degerine ihtiyag
X,y

seklinde hesaplanir. Buradan,

|a—b|2+2|,o|2

B (|4 +]l” ) ==

ve

duyulmaktadir. (3.26) deki |p| degerinin en biiyiik degeri
max | p| = max |cw|
X,y X,y

=|c| max |w]

|c|2005—
n+1

seklinde hesaplanir ve boylece A nin sayisal goriintiisii olan eliptik diskin dikey eksen

T

uzunlugu,

a—-b T
(—j —4|c| cos? —
n+1 2 n+1

2
D.U:\EK@J +4|c| cos?

esitligi ile verilir.

Ornek 3.33 Teorem 3.15 e gore

242 1+iV2 0 0 0
“1+iV2  —4+2i  1+iV2 0 0
A=l 0 “1+iN2  2+2i 1+iV2 0
0 0 “1+iN2 4420 1+iW2
0 0 0 -1+iv2 242 |,
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matrisinin saysal goriintiisiiniin, kompleks diizlemde merkezi M (-2,4), yatay eksen

uzunlugu 6 br, dikey eksen uzunlugu 6 br olan eliptik disk oldugu beklenir. Maple 12

kullanilarak yapilan hesaplamalar sonucu sayisal goriintiiniin

Sekil 34. A, matrisinin sayisal goriintiisiiniin Maple ekran ¢iktisi

seklinde oldugu goriilmekte ve Teorem 3.15 dogrulanmaktadir.

Calismamizm son asamasinda ise,

a k k 0 0
k b k k
-k -k a k 0
F= - eM. (3.27)
0 -k b
0 0 -k -k "

ile tanmlanan bes bant matrisin degerler cismi i¢in baz1 sonuglar verdik.

Teorem 3.16 a,be R ve k € C olmak iizere, F matrisinin degerler cismi igin

ash Jab]
—+—

aLb—MSRezls

W (F)= oF
(F) {{Zﬁzze 2 2 2 2

Imz,| < 4|k|cosL; z, = 2kisin@cos——,0< 0 < 27}
n+1 n+1

dir.
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Ispat. F matrisinin

fa k kK 0O -~ 0] [a k 0 O -~ 0][0 O 0 0
Kk b k k . |1k b k O : 0 0 k :
Xk -k a k 0| o &k a k o+—Rooo 0
0 —k b 0 0 b 0| |0 —k 0 k
.. . . . ) . . 0

0 0 -k -k .| O 0 0 -k -] |0 0 k 0 "]

seklinde iki matrisin toplami seklinde yazilmasi ve Teorem 3.13 {in uygulanmasi ile

teoremin ispat1 agiktir.

Not. Teorem 3.14'de verilen tist kiime, W ( F) i¢in en kii¢iik tist kiimedir.

Teorem 3.17a, b, keC

2 2

1/2
—-b 2 V4 a—b
5 =2| 4|k cos? - Z— +12=2| 4 |alk[? cos? T — |22
! J_(|| nil | 2 | i n+1 | 2 J
ve
T a—bl T a—bl N
S, =2 4k cos? 21—+ == —|a|k[? cos? = —|=—=
2 J_[|| nil | 2 K n+l | 2 J

olmak tizere, F matrisinin degerler cismi igin

W(F)c{z,+z,€C: Re(izbj—%g Rez < Re(a—;rbj+%;

im( 222 % cimz, <im( 221 % )~ akisingcos - 0<0<21}
2 2 2 2 n+1

dir.

Ispat. F matrisinin, asagidaki gibi iki matrisin toplami seklinde yazilmasi, Teorem 3.13
ve
W(A+B)cW(A)+W(B)

bagntisinin uygulanmasi ile
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x ©o o
o o
OO_|,_m
0_|,_mO
l—l
o o

k
K
b

k

b
k a
K

teorem ispatlanir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

a,beR,ceC veayrica a,b,ceC igin

a ¢ 0 o0 0
-t b 0 0
=) ¢ & om0 (4.1
T R ¢ T
C
L O _6 . .

seklindeki li¢ bant matrislerin ve a,b € R,k € C ve ayrica a,b,k € C i¢in

a k k 0 - 0]
k b k k .
k -k k 0
p_ K a (4.2)
0 -k b
0 - 0 -k -k -]

seklindeki bes bant matrislerin degerler cisimlerinin ve degerler cisimlerinin kompleks
diizleme yansimalar1 olan sayisal goriintiilerinin (veya sayisal bolgelerinin) belirlenmesi

iizerine elde edilen sonuglar arastirma bulgularimizdir.
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5. SONUC VE ONERILER

Tezde, (4.1) ile verilen T {i¢ bant matrisinin degerler cisminin (veya sayisal
bolgesinin) belirlenmesini saglayan formiiller i¢eren sonuglar sunulmus, boylece M, (C)
T matrisi bigimindeki tiim {i¢ bant matrislerin degerler cisminin (veya sayisal bolgesinin)
belirlenmesi saglanmistir.

M, (C) de en genel kompleks ii¢ bant matris formu olarak bilinen

[d, uyu 0 0 0 |
[l d, u, O 0
0 I, u, d; 0
0 0 Infz dn—l U,

10 0 o I, d, |

matrisin degerler cisminin (veya sayisal bolgesinin) belirlenmesi iizerine c¢aligma
yapilmasi Onerilebilir.

(4.2) ile verilen P bes bant matrisin degerler cismi (veya sayisal bolgesi), tam
olarak belirlenememis fakat bu matrisin degerler cismini kapsayan en kiigiik kiimeye
ulasilmustir.

P matrisinin degerler cisminin (veya sayisal bolgesinin) tam olarak belirlenmesi

iizerine ¢alisma yapilmasi 6nerilebilir.
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EKLER

Herhangi kompleks matrislerin sayisal goriintiilerinin MAPLE ekran goriintiilerini
sunan MAPLE algoritmik yazilimi (procedure) asagida verilmektedir.

> restart;
> with(LinearAlgebra):
> with(plots):
> W:=proc(M::'Matrix'(square))

#DECLARE LOCAL VARIABLES

local n,p,r, T,DM,R,i,j,E,H,G,B,k,J,V,W,points;
#PROVIDE FOR OPTIONAL ARGUMENTS
#n IS NUMBER OF BOUNDARY POINTS PLOTTED (DEFAULT VALUE
50)

#PLOT OPTIONS START WITH args[p]

if nargs > 1 then

if type(args[2],posint) then

n:=args[2];

p:=3;

else

n:=50;

if (type(args[2], equation)) then

p:=2;

else

WARNING("'Second argument should either be a positive integer or a plot
option™);

p:=3;

fi;

fi;

else

n:=50;

fi;
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#FORCE MAPLE TO USE FLOATS
M[1,1]:=evalf(M[1,1]);

#NEXT LOOP IMPLEMENTS ALGORITHM DESCRIBED IN SECTION
I

for r from 0 to n do

T:=MatrixAdd((evalf(exp(2*Pi*1*r/n))*M),
(HermitianTranspose(evalf(exp(2*Pi*1*r/n))*M)))/2;
DM:=RowDimension(T);
R:=Matrix(1..DM,1..DM,shape=hermitian,datatype=complex(float));

for i from 1 to DM do

#T[i,i] SHOULD BE REAL
#GUARD AGAINST ROUNDING ERRORS BY TAKING REAL PART
R[i,i]:=Re(T[i.il);

od;

for i from 1 to DM do

for j from i+1 to DM do

R[i.j1:=TIijl;

od;

od;

E:=Eigenvectors(R)[1]; #R IS HERMITIAN SO E-VALUES REAL
H:=Eigenvectors(R)[2];

G:=Dimension(E);

B:=max(seq(E[K], k=1..G));

#GET INDEX J FOR MAX E-VALUE B
for k from 1 to G do

if testfloat(E[K], B, 5)=true then

J:=k;
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fi;
od;

#V IS E-VECTOR FOR MAX E-VALUE B
V:=Column(H,J);

#WI[r] IS BOUNDARY POINT CORRESPONDING TO r-TH ROTATE
WI[r]:=evalf(Multiply(HermitianTranspose(V), Multiply(M,V)));
od;

#RETURN PLOT OF BOUNDARY POINTS, CONNECT=TRUE

points:= [seq([Re(W[r]), Im(WI[r])], r=0..n)];

if nargs>1 then

RETURN(display(pointplot(points, connect=true, seq(args[k],k=p..nargs))));
else

RETURN(display(pointplot(points, connect=true)));

fi;

end proc:



