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OZET

Bu calismada kompakt uzaylarin genellemesi olan H-kapali ve minimal Hausdorff
uzaylar1 tanitilacaktir. Tanim geregi bu uzaylar Hausdorff uzaylardir. Bilindigi gibi
kompakt Hausdorff uzaylar tamamen regiilerdir. O halde bir Hausdorff uzaym kompakt
Hausdorff olabilmesi i¢in uzaym kendisinin tamamen regiiler olmasi gerekir. Bu
calismada sadece Hausdorff olan bir uzayi yogun bir bicimde iceren H-kapali ve

minimal Hausdorff uzaylarin nasil insa edildigini gosteren bir derleme verilecektir.

2011, 66 sayfa

Anahtar Kelimeler: Hausdorff uzaylari, kompakt uzaylari,H-kapali, minimal hausdorff

uzaylari, diizenli uzaylar.



ABSTRACT

In this study, We will explain H-closed and minimal Hausdorff spaces which are
generalization of compact spaces. By definition these spaces, Hausdorff spaces. As a
such that compact hausdorft spaces are completely regiiler. Because of this definition
being a hausdorff compact spaces depends on condition of being completely regiiler

In this study, We review how to construct H-closed and minimal Hausdorff spaces

intense include only Hausdorft space.

2011, 66 pages

Key Words: Hausdorff spaces, compact spaces, H-closed, minimal hausdorff spaces,

regiiler spaces.



SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

C
A wveya A” veya cl[A]

el A

: Alt kiime sembolii
: Bir A kiimesinin kapanisi
: Bir A kiimesinin X’e gore kapanisi
: Bir A kiimesinin i¢i
: Bir A kiimesinin kapanisinin ici
: Bir A kiimesinin i¢inin kapanisi
: Bir A kiimesinin y1gi1lma noktalarinin kiimesi
: Bir topolojik uzay
: Bir topolojik uzayn alt uzay1
: Bos kiime sembolii
: Kesisim sembolii
: Birlesim semboli
: Elemanidir sembolii
: Elemani degildir sembolii
: Oyle ki sembolii
: En azindan bir sembolii
: Her semboli
: I bir indis kiimesi olmak {izere kiimeler ailesi
: Yaklagik olarak esit
: Denklik sembolii
: Esittir
: Esit degildir
: x in komsuluklar ailesi
: A kiimesi ile B kiimesinin Kartezyen ¢arpimi
s Ayrik T — ultra sizgecler
: X in katetov genislemesi
: X in Katetov Minimal Hausdorff genislemesi
: X in Stone- Cech kompaktifikasyonu

: Stizgeg tabani



C*(x)

TTi

: X de, ,reel degerli siirekli fonksiyonlar

: 1zdiisiim fonksiyonu
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1. GIRIS

Kompaktlk ile ilgili kapalilik 6zelligi topolojistlerin ilgisini ¢ekmektedir. Bu
bolimde kompakt bir X Hausdorff uzayi, Y Hausdorff uzaymnm icinde gomiilii ise Xin
gortintiileride daima Y nin kapali bir alt uzayidir oldugu ile ilgili 6zelliklerin bir
birlesimini anlatacagiz. Bu o6zellik ilk olarak 1924 te Alexandroff ve Urysohn
tarafindan kesfedildi ve bu uzaylar H-kapali uzaylar olarak tanimlandi. Bir Haudorff
uzayin toplojisi T olsun. X lizerinde t tarafindan igerilen bir topoloji artik Hausdorff
degilse (X,1) uzayma minimal Hausdorff denir. Katetov 1940 daki c¢alismasinda
minimal Hausdorff uzaylarin H-kapali ve yar1 diizenli oldugunu gosterdi. Bourbaki; X
Hausdorff uzay1 olmak tizere H-kapalilik 6zelliginin H(i):Xde her acik siizge¢ tabaninin
bir baglilig1 vardir 6zelligine, minimal Hausdorff 6zelliginin H(ii): Tek bagli noktaya
sahip olan her agik siizge¢ tabani bu noktaya yakinsar o6zelligine denk oldugunu
gosterdi.

Bir X uzaymin alt kiimelerinin bir ailesinin birlesimi X de yogun ise bu aileye
yaklagik ortii diyelim. Alexandroff, bir Hausdorff uzay1 mutlak kapali olmasi i¢in gerek
ve yeter kosulun X in her acik Ortiisiiniin, sonlu bir yaklasik ortiisii oldugunu gosterdi.

Alexandroff’un bu karakterizasyonundan Hausdorff hipotezini kaldirarak elde
edilen uzaylar smifin1 quasi-H-kapali olarak adlandiriyoruz. Quasi kompakt terimini
kullanan Bourbakidir. Bu uzaylar Scarborough ve Stone’ nun H(i) uzaylarina 6zdestir.

Katetov, herhangi bir X Hausdorff uzaymm H-kapalh X “uzayi i¢inde yogunlukla
gomiilii olabilecegini gosterdi. Ayrica Xde her bir sinirli, reel degerli, siirekli 6zellige
sahip fonksiyon X “a genisletilir. X ", X in Katetov genislemesidir. X " H-kapalidir.
Stone Cech kompaktifikasyonuna benzer 6zelliklere sahip olsa da X" kompakt ise X
kompakttir. X in genislemeleri kiimesi U olsun. Banaschewski bu kiimede izdiisiim
fikrini fark etti. Y € W olsun. Eger A icinde her bir Z igin, X noktasal olarak sabit
birakan Y den Zye siirekli bir fonksiyon var ise U igindeki bir Y genislemesi bu
kiimede projektif en biiyiiktiir denir. X uzaymin Katetov genislemesi X uzayini iceren
tiim H-kapal1 uzaylar i¢inde projektif en biiytiktiir.

Porter ve J.Thomas, Katetov genislemesinin insas1 ile bir topolojik uzaym yar1

diizenlilestirilmesi arasinda bir iliski gelistirmislerdir. Ayn1 zamanda Berri tarafindan



‘Her Hausdorff uzayi, minimal Hausdorff uzayi i¢cinde gémiilii olabilir mi? ‘sorusu
olumlu bir sekilde cevaplandirmislardir.

Banaschewski, tamamen diizenli uzaylar arasinda, sadece kompakt uzaylarin
Stone- Weierstrass 0zelligine sahip oldugunu gostermistir. Ayni zamanda kompakt
olmayan tamamen diizenli bir uzaym, Stone- Weierstrass 6zelligine sahip ve kompakt
olmayan bir uzay i¢ine gomiilebilecegini kanitlamistir. Stone- Weierstrass 6zelligine

sahip bu uzay Katetov geniglemesinin bir alt uzayidir.

Kompakt olmayan tamamen diizenli bir uzayin Katetov genislemesi Stone- Weierstrass

ozelligine sahip midir? Bu sorunun cevabi Porter ve J.Thomas tarafindan verilmistir.

6, profesor L. L. Herrington ve P.E.Long tarafindan Hausdorff tamamen
normal ve full normal uzaylarin bir alt smifin1 igeren topolojik uzaylar smifi olarak
tanimlansin.

Bir Y Hausdorff uzayi, H-kapalidir<> § smifindaki her X uzay1 i¢in, her bir

kuvvetlice-kapal1 g:X—Y egrisi, zayif olarak stireklidir.

6 smifindaki her X uzayr i¢in, her bir 1-1, orten, kuvvetlice-kapali g:X—Y
egrisi zayif olarak stirekli ise bir Y Hausdorff uzay1 H-kapalidir.



2. ONCEKI CALISMALAR

2.1. Temel Kavramlar

2.1.1. Acik Kiime Tanimm

(X, 1) bir topolojik uzay olsun.tnun elemanlarina (X, t)uzaymin agik kiimeleri
denir. Diger bir tanim verecek olursak R" de bir A alt kiimesinin her bir elemani, A
kiimesinin bir i¢ noktas1 oluyorsa, A ya acik kiime denir.

Ornek: VEX ise VEP(X) oldugundan X in her alt kiimesi(X,P(X))ayrik
uzayinda acik bir kiimedir.

Ornek: (X, 1)kaba uzaymm agik kiimeleri @ve X kiimeleridir.

Ornek: R standart uzayinda R nin alt kiimeleri olan agik araliklar agik kiimeye
ornek teskil eder.

Not: R" de her xo merkezli, r yarigapli B(xo,r) agik yuvari agik kiimedir.

2.1.2.i¢c Nokta Tanim

R"de bir A alt kiimesi ve bir xo€ A noktas1 verilsin.
B(xo, €)C A olacak sekilde yeterince kii¢iik bir € >0 sayis1 varsa, xo noktasi i¢in
A’nin bir i¢ noktasidir denir.

Ornek: R* de A={(x, y) ERxR| 1<y<3 } alt kiimesi verilsin.

A
3
VX,
1
< 0 1 2 >
v
Sekil 2.1.1

Buna gére R* de verilen Sekil 2.1.1 deki x (1,2) noktast A’ni bir i¢ noktasidir.



2.1.3. Kapah Kiime Tanimi

(X,t) bir topolojik uzay ve V kiimesi X’in bir alt kiimesi olsun. X\V
kiimesi, (X, T)topolojik uzayinda acik bir kiime ise V kiimesi i¢in X uzaymin kapali alt
kiimesidir denir.

Ornek: X=[0 ,0)ve t={@, X}U{(b, ) : b > 0} smifi X iizerinde bir
topolojidir. (X, T)topolojik uzaymin kapali kiimelerinin smifit nun tiimleyeni olan t’
={@, X}U {[0,b] : b>0,beR} dir.

Ornek: R standart uzayinda a, b €R ve b >a olmak iizere R’nin alt kiimeleri olan
[a, b] kapali araliklar1 kapali kiimedir. Clinkii [a, b] kapali araliklarinin tiimleyeni R\ [a,
b] = (-o0,a) U (b, ) dur. (-0,a) kiimesi ile (b, ) kiimesi a¢ik kiimelerdir. Bu kiimelerin
birlesimi de acik bir kiimedir. Dolayisiyla R\ [a, b] acik kiimedir. Buradan [a, b] kapali

araliklar1 kapali kiimedir.

2.1.4. Yigilma Noktas1 Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve ACX olsun. p € X noktasin alalim. p 'yi ihtiva eden t
da ki her G agik kiimesi i¢in (G —{p})N 4 # Poluyorsa p ye 4 kiimesinin bir yi1gilma
noktasi denir.

Biitiin y1g1lma noktalarindan olusan kiimeye A4 ‘nin tiirev kiimesi denir.

2.1.5. Kapams Noktas1 Tanimi

(X, 1) topolojik uzay ve ACX olsun. 4 kiimesini ihtiva eden tiim kapali
kiimelerin ara kesitine 4 kiimesinin kapanisi denir. Yani, bir kiimenin kapanis kiimesi o
kiimeyi ihtiva eden en kii¢iik kapali kiimedir.

Kapanis kiimesi A veya clyA ile gosterilir. Kapanis kiimesinde yer alan

noktalara da kapanis noktas1 denir.



2.1.6. izole Noktas1 Tanimi

(X, 1) bir topolojik uzay, AcX ve x € A olsun. x noktasini igeren bir U agik
kiimesi, x noktasindan baska A’nin hi¢bir elemanini icermeyecek sekilde varsa x
noktasma A’nin bir izole noktas1 denir.

Ornek: R standart uzayinda Z tamsayilar kiimesinin her noktas1 Z’nin bir izole

noktasidir.
Gergekten de m €Z ve 0 < SS% alinirsa (m- €, m+ €) N (Z\ {m}) = @ olur. m

noktast Z nin bir izole noktasidir. m € Z noktas1 keyfi olarak alindig1 i¢in Z nin her

noktasi Z nin bir izole noktasidir.

2.1.7. Alt Uzay Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve bir AcX alt kiimesi verilsin. A kiimesi iizerindeki
1,={AnU | UE T } topolojisine, A kiimesi ilizerine indirgenen alt uzay topolojisi, (A,T4)

uzayma da (X, T) uzayinin alt uzayi denir.

2.1.8. Taban Tanimi

(X, 1) bir topolojik uzay ve S t olsun. T nun her elemani  nin elemanlarinin
herhangi bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa, § ya T nun bir tabani denir.
Ornek: (X,P(X)) ayrik bir uzay1 ve f ={{x} : x € X } olsun. B, P(X) in bir

tabanidir.

2.1.9 Alt Taban Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve pct olsun.

p ya ait tiim sonlu sayidaki bir takim kiimelerin arakesiti T nun bir tabani
oluyorsa p ya T nun bir alt taban1 denir.

Ornek: (R, T,) alisilmis topolojik uzay ve p={(—,b) , (a, ) : a<b ve a, b €R}

ailesi verilsin. p ailesi R nin alisilmis topolojisi i¢in bir alt tabandir.



Gergekten de {(—o0,b) N (a, ) =(a,b) : a<b ve a, b €ER } ailesi T, i¢in bir tabandir.

Bu nedenle p bir alt tabandir.

2.1.10. Komsuluk Tabam Tanimi

(X, 1) bir topolojik uzay, x€X ve B, de x noktasini igeren agik kiimelerin bir
siifl olsun. x €U 6zelligindeki her UE tigin B € U olacak sekilde bir BEfS, varsaf,
sinifina x noktasinin komsuluk tabani denir.

Ornek: (X,T) kaba topolojik uzay: verilsin. B, ={x} ailesi x€X noktasmin

komsuluk tabanidir.

2.1.11. Siizge¢ Tanim

Bir X kiimesi ve F € P(X) ailesi verilsin. Eger F ailesi asagidaki ozellikleri
saglarsa, F ailesine X iizerinde bir slizge¢ denir.
S1). Bos kiime F ailesinin eleman1 degildir.
S2). F ailesine ait herhangi iki kiimenin arakesiti, yine F ailesine aittir.
S3). F ailesine ait herhangi bir kiimeyi kapsayan her kiime, yine F ailesine aittir.

Ornek: X bos olmayan bir kiime olsun.
F ={X} ailesi, siizge¢ aksiyomlarini saglayacagindan bu aile X kiimesi iizerinde
stizgectir.

Ornek: N dogal sayilar kiimesi iizerinde F={AcN: N \A sonlu}ailesi bir
stizgectir. Bu slizgece Frechet siizgeci denir.

Ornek: R=U,,cn(—n,n)ve her n€ N icin ( -n, n) arahg1 R de acik oldugu icin

{(-n, n)| n€ N} smifi R standart uzaymin acik bir ortiistidiir.

2.1.12. Siizgeclerin Karsilastirilmasi Tanimi

Bir X kiimesi tlizerinde F,ve F, siizgecleri verilsin. F;CF, ise F; siizgeci F;

stizgecinden daha kabadir ya da F, siizgeci F;siizgecinden daha incedir denir.



2.1.13. Ultra Siizge¢c Tanim

Bir X kiimesi lizerinde bir F siizgeci verilsin. Eger X kiimesi iizerinde en ince
stizgec F ise, F siizgecine ultra siizgeg denir.
Ornek: Bir X kiimesi ve a€ X elemam verilsin. Bu takdirde F={ AcX |a €A }

ailesi, X kiimesi lizerinde bir ultra siizgectir.

2.1.14. Siizge¢c Tabani Tanimi

B < P(X) ailesi, asagidaki kosullar1 sagliyorsa f§ ailesi i¢cin X kiimesi {izerinde
bir siizge¢ tabanidir denir.
ST))B + @ ve @ & [dur.
ST>)Her B; B, € B i¢in, IBES 3 B c( BinB;) dir.
Not: Her siizgec bir siizgec tabanidir, fakat bir slizgeg tabani slizge¢ olmayabilir.
Ornek: N dogal sayilar kiimesi ve bir n € N dogal sayis1 verilsin. A,={n, n+1,
nt2, ...}olmak tlizere f ={ A, }nen ailesi, N dogal sayilar kiimesi iizerinde Frechet

stizgecinin bir tabanidir.

2.1.15. Yogun Kiime Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve AcX olsun. EgerA‘0 # @ ise A kiimesine (X, 1)

uzay1 i¢cinde yogun kiime denir.

2.1.16. Her Yerde Yogun Kiime Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve AcX olsun. A™=X ise, A kiimesine X uzay1 i¢inde
her yerde yogun kiime denir.

Ornek: Q rasyonel sayilar kiimesi R sayilar kiimesi {izerinde alisilmis topolojiye
gore her yerde yogundur. Cilinkii Q nun kapanisi R reel sayilara esittir.

YaniQ~ =R dur.



2.1.17. Kendi I¢inde Yogun Kiime Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve AcX olsun. Eger A’nin y1gilma noktalarinin kiimesi

A'olmak tizere Ac A' ise, A kiimesine kendi iginde yogun kiime denir.

2.1.18. Hicbir Yerde Yogun Olmayan Kiime Tanimi

(X, 1) bir topolojik uzay ve AcX olsun. EgerA‘OZ(Z) ise, A kiimesine X uzayi
icinde hig¢bir yerde yogun degil denir.
Ornek: (X, t)topolojik uzaymin kapali bir alt kiimesinin smr1 higbir yerde

yogun degildir.

2.1.19.0rtii Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olsun. I bir indis kiimesi olmak tizere A={A; : i€ I}
ailesi verilmis olsun. Eger X kiimesi 2 ={A;: i€ I} ailesinin elemanlarmimn birlesimi
tarafindan kapsaniyorsa 2 ailesine X kiimesinin bir Ortlisii denir. Eger Ortiiniin
elemanlar1 sonlu ise, Ortiiye sonlu Ortli denir. Eger Ortiiniin elemanlar1 sayilabilir ise,
ortiliye sayilabilir ortii denir.

Eger X, Unun bir B alt ailesinin elemanlarimin birlesimi tarafindan
kapsantyorsa, B ye alt ortii denir.

X in bir topolojik uzay olmasi ve U Ortiisliniin biitlin elemanlarinin agik olmasi
halinde bu ortiiye agik ortii denir.

X in bir topolojik uzay olmasi ve U Ortiisiiniin biitiin elemanlarmin kapali olmas1
halinde bu 6rtiiye kapali ortii denir.

A ={U; : 1€ I }smif1 A nin agik bir ortiisii ve JE I olmak tlizere 9={U;: 1€ ]} smif1
A nin bir Ortiisii ise 9={U;: i€ J}ortiisii A ={U; : 1€ I}Ortiisliniin bir alt Ortiisiidiir. Bu
durumda eger J sonlu ise 9={U;: i€ J} ortiisiine A ={U;: i€ I} Ortiisiiniin sonlu alt ortiisi

denir.



2.1.20. Homeomorfizm Tanimi

f: (X,t;) — (Y,1,) birebir, drten bir fonksiyon olsun. f ve f~!fonksiyonlarmin
her ikiside siirekli ise f ye bir homeomorfizm denir.
(X,1,) ile (Y,t,)uzaylar1 arasinda bir homeomorfizm varsa bu uzaylara homeomorfik

uzaylar denir ve genel olarak(X, t;) = (Y, 1,)seklinde gosterilir.

Ornek: f: (-1,1)—R fonksiyonuf(x) = 1—LIXI seklinde tanimlansin.

f fonksiyonu birebir ve ortendir.

f fonksiyonu siireklidir.

,x=20

f—1= 1+x

— x <0
1—xx

seklinde tamimlananf ~fonksiyonu siireklidir. Béylece f bir homeomorfizmdir.

2.1.21. Tanim

Xj ve X, uzaylarinin genislemeleri sirasiyla Y; ve Y, olsun. f € F(X;, X3) olsun.(
F(Xi, Xp)={f: X; — Xy: f bir fonksiyon}). Eger FEF(Y1,Y2)ve F|x = f oluyorsa F ye f
fonksiyonun bir genislemesi denir.

Eger Y, X’in bir genislemesi ise Y-X uzayina (Y nin alt uzay1 olarak)X in kalan1 denir.

2.1.22. Tanim

Y; veY, X in iki genislemesi olsun. Eger h:Y; — Y;, h(x)=x(x € X), olacak
sekilde bir h homeomorfizmasi varsa Y; ve Y, ye denktir denir ve ¥; = Y, seklinde
yazilir.

X bir uzay ise X in denk genislemeleri arasinda fark gézetilmez.

Buna E(X)={ Y: Y,X in bir genislemesi} olarak gosterirsek Z, X in bir
genislemesi iseY =y Z olacak sekilde bir Y € E(X) vardwr. Yani E(X) denklik

siniflarinin temsilcilerinden olusan bir ailedir.



Not: Bir X uzayr icin E(X) bir kiimedir.(kiime: belirli bir P 6nermesini
gercekleyen tiim x 6gelerinden olusan varlik olmak {izere bir kiimenin iyi tanimli olmas1
icin bir nesne verildiginde o nesnenin verilen kiimeye ait olup olmadiginin cevabi
kesinlikle verilmelidir.

Eger genislemelerinin denkligi tanimlanmamis olsaydi E(X) bir kiime olmayabilirdi.

2.1.23. Uzayin Genislemesi Tanim

(X, 1), (Y, )topolojik uzaylar ve A < Y alt kiimesi Y de yogun olsun.
Eger (X, t) dan (A, t'4 ) ya bir homeomorfizm mevcutsa, (Y, ") i¢in (X, T) uzaymin bir
genislemesidir denir.

Not: Ty, ayirma aksiyomlarindan herhangi birisini gostermek iizere, asagidaki
ifade verilebilir.

Ty-genislemesi< (Y, T ) Tx-uzayidir.

2.1.24. Kompakthk Tanimi

(X,t) bir topolojik uzay olsun. X in her ag¢ik Ortiisiiniin sonlu bir alt Ortiisii
varsa(X, T) uzaymna kompakt topolojik uzay denir.

Not: Bir uzaym kompakt olmadigini géstermek i¢in uzayin sonlu bir alt Grtiisii
olmayan acik bir ortiisiiniin oldugunu gostermek yeterlidir.

Ornek: X sonlu bir kiime olmak iizere (X, T) bir topolojik uzay olsun.X sonlu
bir kiime oldugundan t sonludur.Boylece {Vi:i€ I}smifi bu uzaym ac¢ik bir Ortiisi
ise{Vi: 1€ [} €t oldugundan bu ortii sonludur.Boylece X in her {V;: i€ [}acik Ortiisiiniin
sonlu bir alt ortiisti vardir. Bu nedenle (X, t) uzay1 kompakttir.

Not: Sonlu her topolojik uzay kompakt olur.
2.1.25. Kompaktlagtirma Tanimi
(X, T) herhangi bir topolojik uzay , (Y,t") kompakt bir uzay ve ACY alt kiimesi

Y’de yogun olsun. Eger(X,t)dan (A,t',) ya bir homeomorfizm

varsa, (Y, t") uzayma, (X, T) uzaymin bir kompaktlastirmasi denir.



Ornek: R reel sayilarm alisilmis topolojisine gore, X =(0,1)agik araligi R nin
kompakt olmayan bir alt uzayidir. Diger yandan Xc[0,1]=Xin yogun bir alt kiimesidir.
Bu nedenle I: X — X, I(X)=X fonksiyonu, X den X e bir homeomorfizmdir.

Boylece X = (0,1)ac¢ik araligimin kompaktlastirilmasi [0,1] kapali araligidir.

2.1.26. Zayif Siirekli Fonksiyon Tanim

f: X — Y bir fonksiyon olsun. Her x € X ve f(x) i kapsayan her VCY agik
kiimesi i¢in, f{U)cV ™~ olacak sekilde, x 1 kapsayan bir UcX agik kiimesi varsa, f

fonksiyonuna zayif siirekli fonksiyon denir.

2.1.27. Acik Fonksiyon Tanimi

f: (X,1,) — (Y, T,) bir fonksiyon olsun.
X in acik her U alt kiimesinin f altindaki goriintiisii olan f{U) kiimesi Y nin ag¢ik

bir alt kiimesi ise f ye a¢ik fonksiyon denir.
2.1.28. 0 — kapali Tamim

Gr={(x, f(x)) : x € X} € X x Y,f: X — Y fonksiyonunun grafigi olsun. Her x € X ve
fix) #y € Y i¢in, f(U™) N V = @ olacak sekilde, x in bir UcX agik komsulugu ve y nin

bir VC Y agik komsulugu varsa, G¢ kiimesine, X e gore 8 — kapali denir.

2.1.29. Projektive Maximum Tanim

Bir X uzay1 i¢in@ # Q S E(X) olsun. Eger Y € E(X), Y € Q ve her Z € Q i¢cin
Z < Y oluyorsa, Y ye Q da bir projektiv maximum denir. Bu tanimda hemen belirtelim
ki Y > VQve Y € Q oldugundan VQ > Y olup Y=xVQ olur. Boylece eger Q bir
projektif maximuma sahipse tektir ve VQ ya esittir.

Onerme: Her X uzayi i¢in VE(X) = X dir.

Ispat: Xe E(X)ve Y€ E(X) ise I: X — Y, I(x)=x siirekli oldugundan Y < Xolur
ise X, E(X)in projektif maksimumdur.



2.1.30. Kuvvetli Kapahhk Tanim

X, Y topolojik uzaylar ve F:X —Y bir ¢cogul degerli fonksiyon olsun. G(F), F
nin grafigi olmak iizere her bir (x,y) € X x Y-G(F) i¢in (U x V)NG(F)=0 [(U x
V) NG(F)=@] olacak sekilde X i¢inde x noktasmin bir U, Y i¢inde y noktasmin bir V
komsulugu varsa F ye grafigi kapalidir (kuvvetli kapalidir) denir.

2.1.31. Hausdorff Uzayr Tanimi

(X, ) bir topolojik uzay olsun. x# y 6zelligindeki her x, y € X i¢ginx € U,y € V
ve UNV = @ olacak sekilde U, VE t kiimeleri varsa (X, T) uzayina bir Hausdorff uzay1
denir.

Ornek: Herhangi bir (X,P(X))ayrik uzay: verilsin. x# y ve x, y € X olsun. Bu
durumda{x},{y}€ P(X) dir. Ayrica x€{x}, yE{y}ve {x} N{y} =0 dur. Boylece bu

uzay Hausdorff uzayidir.

2.1.32. Quasi H-Kapahhk Tanim

(X, 1) herhangi bir topolojik uzay olsun. AC Xi¢cin A nin her acik Ortiisiiniin
kapanislart A y1 6rten bir sonlu alt Ortiisii varsa, A ya quasi H-kapalidir denir.

Eger X uzaymi kendisi quasi H- kapali ise uzaya quasi H-kapalidir denir. Eger
X uzay1 hem quasi H-kapali hem de Hausdorff ise uzaya H-kapalidir denir.

X uzayinda her x€X noktasinin quasi H-kapali olan bir U a¢ik komsulugu varsa

uzaya yerel H-kapali uzay denir.
2.1.33. Urysohn Uzay1 Tanim
(X, 1) bir topolojik uzay olsun. X in farkli her x ve y elemanlar1 i¢in NEN (x)ve

MEN (y)komsuluklar1 olmak iizere 3 N N M=@ ise, X uzayma Urysohn uzay1 denir.
Diger bir ifadeyle X bir topolojik uzay olsun. Herhangi iki farkli x, y € X noktalar1 i¢in,



x €U,y € Vve UNV =@ olacak sekilde, U, V agik kiimeleri varsa, X uzayma

Urysohn uzay1 denir.

2.1.34. Regiiler kapah(acik) Kiime Tanim

(X, T) herhangi bir topolojik uzay ve A € Xolsun. Eger A = A (A= A"") ise A

ya regiiler kapali ( regiiler agik) kiime denir.

2.1.35. Almost Regiiler Uzay Tanim

(X, ) herhangi bir topolojik uzay ve AC X olsun. Her bir x€X ve x noktasini
bulundurmayan her bir A regiiler kapali kiimesi i¢in X€ U, AC V ve UNV =@ olacak
sekilde U, V agik kiimeleri varsa (X, T) ya hemen hemen regiiler (almost regiiler) uzay

denir.

2.1.36. Semi- Regiiler Uzay Tanimi

(X, t) herhangi bir topolojik uzay ve AC X olsun. Her bir x€ X ve x noktasini
bulundurmayan her bir A yar1 kapali kiimesi i¢in x€ U, AS V ve UNV =@ olacak
sekilde U, V yar1 agik kiimeleri varsa (X, T) ya yar1 regiiler (semi- regiiler) uzay denir.
Diger bir ifadeyle: X bir topolojik uzay olsun. Her x€X ve x in her VcX acik
komsulugu i¢cin, xeUcC U ~’cV olacak sekilde, x in bir UcX ag¢ik komsulugu varsa, X

uzayma yar1 diizenli (semi-regiiler) uzay denir.

2.1.37.Regiiler Uzay Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve x€X olsun. X noktasmni igermeyen X uzaymin kapali
her K kiimesi ile x noktasinin ayrik komsuluklar1 varsa X uzayina x noktasinda diizenli
uzay denir.

Ornek: Her(X,P(X)) ayrik uzay, diizenli uzaydir.



2.1.38. Tamamen Regiiler Uzay Tanim

(X, 1) topolojik uzaymi, (R,U) aligilmig uzaymin [0,1] alt uzayini alalim. Uzayin
kapali bir F cX alt kiimesi ve F ye ait olmayan bir x € X noktas: verildiginde eger
f(x)=0, f(F)={1} seklinde tamimlanan siirekli bir f: X—[0,1] fonksiyonu varsa,
(X, T) uzayma tamamen diizenli uzay denir. f fonksiyonu i¢in F kiimesi ile x noktasini
ayirtyor diye sOylenir.

Ornek: Birden fazla elemani olan bir X kiimesi iizerinde en kaba topoloji

olan ={X, @} mevcutsa bu uzay tamamen diizenli uzaydir.

2.1.39. Normal Uzay Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay ve X in herhangi kapal1 ayrik iki alt kiimesi F; ve F;
olsun. Eger F, ve F, kiimelerinin ayrik komsuluklar1 varsa, yani her F;, F,cX kapali ve
FiNn F,=0 i¢in 3N; € N(F;) ve IN; € N(F,) vardir. 3N;N N»,=0 ise, X uzayina normal
uzay denir.

Ornek: ={X, @}olmak iizere (X,T) ayrik olmayan uzayi, normal uzaydr.

Cilinkii bu uzayimn kapali alt kiimeleri X ve @ dir.



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde “kompakt uzaylar”, “H-kapali” ve “minimal hausdorff uzaylar”
kavramlar1 tanimlanip, “kompaktlastirma”, “Stone —Weierstrass Ozelligi”, “katetov
genislemesi”,“quasi H-kapal1”,“H-kapali urysohn uzaylar1” ve “hausdorff uzaylarin
genislemeleri” konular1 hakkinda genis bir literatiir taramasi, bilimsel ¢aligmalar, tezler

ve notlar incelendi.



3.1. MATERYAL

3.1.1. Kompakt Uzaylar

Klasik analizde birgok Onemli teorem, kapali ve sl araliklar igin
ispatlanmustir. Ornegin siirekli bir fonksiyon kapali ve smnirli aralik {izerinde maksimum
ve minimum degerlerini almasi gibi. Bu tiir teoremlerin ispatlarinda siiphesiz 6klid
uzayindaki kapali ve sinirli kiimeleri karakterize eden Bolzano-Weierstrass teoremi (R
nin sl ve sonsuz bir A altkiimesinin bu uzayda en az bir yigilma noktasi vardir) ve
Heine-Borelteoremi (R 'nin kapali ve simirli bir altkiimesinin her agik ortiisii sonlu bir
oOrtiiye sahiptir) nin énemi biiyiiktiir. Iste R deki kapali ve smirli alt kiimelerin sahip
oldugu ozelliklere benzer Ozellikler genel topolojik uzaylarda var midir? sorusu
karsimiza kompakthk kavramimi ¢ikarmaktadir. R deki kapali bir kiime kavramindan
farkli olmakla birlikte, genel topolojik uzaylarda kapali altkiime tanimi bilinmektedir.
Ancak R deki smirli kilme kavramini, genel topolojik uzaylarda tanimlamak miimkiin
degildir. Ciinkii her topolojik uzay iizerinde metrik tanimlamak miimkiin degildir.
Boylece topolojik uzaylarda R deki sinirlilik 6zelligine benzer ozellik gostermesi
beklenen kiimeler kompakt kiimeler olacaktir.

Topolojik uzaylarda kompaktlik kavrami, ¢ok degisik sekillerde tanimlandigi
gibi, bircok kompaktlik ¢esidi de vardir. Bu bakimdan kompaktlik konusu ¢ok genis bir
konudur. Bu kitapta, bunlardan bazilarii incelemekle yetinecegiz.

Kompakt kavramini ilk defa 1906 yilinda Frechet kullanmistir. Soyle ki: "Bir
kiime kompakttir < her sonsuz A altkiimesi bir limit noktasina sahipse (limit noktasinin
A altkiimesine ait olmasi gerekmez)".

Bu kavram daha sonra "Bir kiime kompakttir o sonsuz her A altkiimesi, A da
olan bir limit noktasina sahipse” sekline doniismiistiir. Sonlu arakesit 6zelligine sahip
olan kapali kiimeler ailesi ile kompaktlik kavrami 1908’de Riesz tarafindan verilmistir.
1924 Alexandroff ve Urysohn kompakt kiimeyi soyle tanimlamuislardir; "Bir kiime
kompakttir < her agik ortiisti sonlu bir ortiiye sahipse"”. Daha sonra Tychonoff (1930-
1936) da herhangi sayida kompakt uzaylarin kartezyen carpiminin da yine kompakt
uzay oldugunu gostermistir. 1940°da Bourbaki, Heine-Borel 0zelligine esdeger

bikompaktlik tanimini vermistir.



3.1.1.1. Tanim

(X,7) bir topolojik uzay olsun. X uzaymm her fl={A;} i 1 acik Ortiisliniin sonlu
bir alt ortiisii varsa, X uzayma kompakt uzay denir, yani;

Xkompakte X in ¥ fl = {4} _ acik ortiisii igin3J < I (J sonlu) var

el

AX=U4 oVflct ve X=U 4 i¢in 3G < fI(G sonlu)var 3 X=| J Adur.
Aefl

iej AeG
Ornek: X sonlu bir kiime olmak iizere, (X, 7) topolojik uzay: kompakttir. Ciinkii
her agik Ortiisii sonlu bir alt ortliye sahiptir.
Ornek: Sonsuz ¢oklukta elemana sahip bir X kiimesi iizerine konulan t={@}

U{AcX: A° sonlu } sonlu tiimleyenler topolojisine gore, (X, T) uzayr kompakttir.

Gergekten, fl={A;} i X in her hangi bir agik oOrtiisii ve Aio € fI olsun. Al.o S

1

oldugundan A.O ‘ sonludur, yani Aio ‘= {al s, ., } olsun, fl, X in bir
ortiisti ve Aio C X oldugundan Va, €A ° icini4, € flvarsa, € 4, dir.O halde

4, ‘c 4, v 4 V..U A4 = H] A4, veX =4, U A “oldugundan
X cd v(d4, v A4, 9.9 d )olur.Buda X kiimesin in
{Ain A, 4, ..., 4, }sonlu altailesi ile ortiilmesi demektir.

Ornek: X, sonsuz ¢oklukta elemana sahip olmak tizere, (X, 1=P(X)) ayrik uzay1
kompakt degildir. Ciinkii her agik Ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii yoktur.

Teorem: (X,7) topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1) X kompakttir,

ii) X uzaynn kapali alt kiimelerden olusan ve (| K = 6zelligine
Kek

sahip her K ailesi i¢in IH K (H sonlu) alt ailesi var5 | K = ¢ d,
KeH

11i1) X uzayinin kapalr alt kiimelerinden olusan ve sonlu arakesit 6zelligine (s.a.0)

sahip her K ailesi igin 1<ﬂk K+#9 qr.



Ispat: i)= ii)X kompakt ve ﬂ K=O olacak sekilde kapali kiimelerin
Kek

olusturdugu aile K olsun. VKeK i¢in K° agik ve |J K° = X oldugundan {K°}

K°ek®
C C
K e k ailesi X in agik bir ortiisiidiir. X: kompakt oldugundan bu 6rtiiniin sonlu bir alt

U K*=X,H* <K veH " sonlu. Boylece N K =& dir.

ortiisii vardir, yani e e s

i=iii K ailesi kapali kiimelerden olusan s.a.6. sahip bir aile olsun. Bu durumda
1<ﬂk K # & g Eger flK~0 olsaydi (ii) den K! ailesinin K=&  olacak sekilde

sonlu bir H alt ailesi vardir. Bu da s.a.0.1le celisir. Boylece.(i1) <> (ii1) dir.

1i1)=1) veya i) = 1) alalim. X uzaymin her hangi bir acik ortiisti fl={ Al. tel,

yani X = U A olsun. Vi el igin A, , agik ve Al-c kapali ve[ ) Af:@ dir. O halde X

iel iel

in kapali kiimelerden olusan ve kesisimi bos olan {Al-cz iel } ailesi vardir, (ii) den bu

ailenin ﬂ Ali = olacak sekilde sonlu bir {Ali : k=1,2;...,n) alt ailesi vardur.

iel

n c

Buradan U Aik

=X bulunur. Boylece {Al.k : k=1,2,...,n } cfl sonlu bir alt ortiisii olup,

X kompakttir.
Teorem:(X, r ) topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
1) X kompakttir,
i1) X tizerindeki her siizge¢ bir limit (kaplama) noktasina sahiptir,

111) X tizerindeki her ag bir limit (kaplama) noktasma sahiptir.



3.1.1.2. Tanim

(X,z ) bir topolojik uzay ve B < X olsun, fl cr olmak fiizere, fl nin

elemanlarmm birlesimi B kiimesini kapsiyorsa, yani 8 < |J 4 ise fl ye B

A g1
kiimesinin agik bir Ortiisii denir.

(B,7;) X in bir alt uzay1 olmak iizere, eger B alt uzaymnin her agik ortiisii sonlu
bir alt ortiiye sahip ise, (B, 7,) uzayma kompakt alt uzay, B kiimesine de X in kompakt
altktimesi denir.

Teorem: (X, 7 ) bir topolojik uzay ve (B, 7,) X in bir alt uzay: olsun. Asagidaki
ifadeler denktir:

1) (B, 7;) kompakt alt uzaydur,

i1) B kiimesinin X uzaymm acik alt kiimelerinden olusan her agik Ortiisliniin
sonlu bir alt ortiisii vardir.

Ispat: i)=ii) (B, 7, ) kompakt ve fl, X in acik alt kiimelerinden olusan B nin her

k
hangi bir agik ortiisii olsun. V fl;< 7 yicin B = U 4 B igin flz nin { AB S
Ag e flg

fl:k=1,2,...,n}sonlu alt ailesi var > B= 9 Ap dir.

k k

k=1,2,...,n i¢in AB € 7, oldugundan A4, efl olacak sekilde 4 4, € r var 3 AB

=B() Ax dir. O halde B = H A§=H BN Ak)an(H Ay) olup, Bc H Ay drr.
Boylece fl ailesinin B yi 6rten sonlu {Ag: k=1,2,...,n } ait ailesi bulunmus oldu.

i1)=1) (B, ;) alt uzay, fl; bu alt uzayin her hangi bir agik ortiisti ve fl da X in

acik altkiimelerinden olusan ve B yi Orten sonlu bir alt ortiisiine sahip B’nin acik ortiisii

A
olsun. Bu durumda Acefl olmak iizere, Bc H k drr.



n

Buradan B=B(NBc B[ ( U Ay) = UBﬂ 4, = UA; olur. Boylece flg ailesine ait B
k=1 k=1

k=1

yi orten sonlu {A4y: k=12,...,n } ailesi bulunmus oldu. O halde (B,7;) uzayi
kompakttir.

Sonug: (X, 7 ) bir topolojik uzay ve B €D < X olmak iizere(B, 7,),(D, 7, ) alt
uzaylar olsun. Bu durumda fl=7 , X in bir agik oOrtiisii olmak tizere, B uzay1r hem 7 ya
hem de 7, ye gore kompakttir. Ciinkii 7, = (7 p)s dir.

Ornek: R reel sayilar kiimesi kompakt degildir. Ciinkii {(-n, n)neN } R nin
acik bir ortiisiidiir. Ancak bu ortii i¢inden R yi 6rtecek sonlu bir ortii ¢ikarmak miimkiin
degildir. Fakat klasik analizin standart bir sonucu olan (Heine-Borel teoremine gore) R
nin [a, b] kapali aralig1 kompakttir. Gergekten, fl , [a, b] kapali araligmin her hangi bir
acik Ortiisii olsun.

B={x:a < x <D, [a, x] kiimesi fI’nin sonlu bir fl' alt ailesi ile Ortiilsiin} kiimesini

alalim. ae B oldugundan B= & dir.
Simdi B kiimesinin [a, b] de agik oldugunu gosterelim: x € B herhangi bir nokta olsun.
Bu durumda x, fl agik Ortiisiiniin her hangi A elamanma aittir. A acik oldugundan ¢ >0
icin (X-g, Xte) cA dir. AyricaV ye(x-¢.,xte) i¢in [a, y] kiimesi sonlu fl'lU{A}
ortiisii ile ortiildiiglinden ye B dir. Yani, (X-¢ ,X+¢ ) < B dir. O halde B kiimesi [a, b]
de agiktir.

Simdi de B nin [a, b] de kapali oldugunu gosterelim: ze B her hangi bir nokta
olsun. Bu durumda z, fl ailesinin her hangi bir A' elemanina aittir. A' agik oldugundan
e>01igin (z-&,zte ) A' dir. ye (z-¢,zt¢ )1 A' var ve [a, y] kiimesi fl' gibi sonlu bir

alt ortii ile ortiildiigiinden [a, z] de f'lU{A'} sonlu alt ortii ile ortiiliir. O halde ze B dur.

Boylece BcB dr. Bc B oldugundan B = B elde edilir, yani B kapalidir. Sonug
olarak B = [a, b] dir ve [a, b] kompakttir.
Ornek: (R,7 ) alisilmis topolojik uzay ve B = (0,1) olmak iizere(B. ¢ B) alt

uzay1 verilmis olsun. B alt uzay1 kompakt degildir. Gergekten,



fl= { A, :( ! > ,lj ‘ne N } acik araliklarin olusturdugu aile B nin agik bir
n+ n

o0

ortiistidiir, yani B = U 4, dir. Bu ortiiniin B yi 6rten sonlu bir alt ortiisii yoktur. Aksini

kabul edelim , fl'={(a;,b;),(az,b2),...,(am,bm)} ailesi B yi Orten fl nin sonlu bir alt
ortiisiidir. Eger ¢ = min{aj,a,...,an} ise, &> 0 ve(a;by) U...U (am, bm) < (&,1) dur,
Ancak (0,¢]N (&,1)=@ oldugundan fI', B nin bir 6rtiisii olamaz. O halde B = (0,1)
kompakt degildir.

Teorem:(X, 7 ) bir topolojik uzay ve X in sonlu sayida kompakt altkiimeleri
B1,Bo,,...,B, verilmis olsun. Bu durumda B= HB k kiimesi de kompakttir.

Ispat: B nin her hangi bir agik Ortiisii fl = { 4 }; . olsun, yani B= U4 dr

iel

k=1,2,...,n i¢gin ByC B oldugundan By © u Aidir, yani fI={A;}; e ailesi B nin agik bir

ortiisiidiir. k=1,2,...,n icin By kompakt oldugundan By c U 4, dir. O halde fl = {A;};
e1 ailesinin{ 4, ,, 4, ,,Al. Yool 4 5 A, ,Al. telemanlarindan olusan sonlu alt
1 2 my 1 2 "’lk

aileler vardir. Oyle ki bu sonlu alt ailelerin birlesimi fI nin sonlu bir alt ailesi olup, B

kiimesini orter, yaniB, c| |4 =| |]B,=Bc| J(| J4. )dr. Boylece B kiimesi
Y k i k i Yy
k=1

J=l k=1 j=1
kompakttir.
Teorem: (X, 7 ) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler vardir:
1) Kompakt bir kiimenin siirekli bir fonksiyon altindaki goriintiisii de kompakttir.
i1) X Hausdorff uzaymin kompakt bir K kiimesi X de kapaldir.
1i1) Kompakt bir Hausdorff uzaym bir alt kiimesi kompakttir <=> bu alt kiime
kapalidir.

iv)  {X;7 }iee Hausdorftf uzaylar ailesti olsun. Bu  durumda

HX i | kompakttir < Vvie I i¢cin X; kompakttir.

iel



Ispat:
1) (X,7) kompakt uzay, (Y, 7') herhangi bir uzay ve £:X—Y siirekli bir
fonksiyon olsun. {A;}ier ailesi f{X) in herhangi bir agik ortiisii ise, f fonksiyonu siirekli

oldugundan{f*1 (A,-)} ) ailesi X in agik bir Ortiisii olup, {f“(4k)ik=l,2,..-,n} sonlu alt

ortlisiine sahiptir. O halde {f ](4k)3k=1,2,---,n} ailesi /(X)in sonlu bir alt oOrtiisiidiir.

Boylece J(X)kompakttir.
i1) Kc X altkiimesi kompakt olsun. K kapali m1? Bunun i¢in gosterelim ki
K=X\K agiktir. x,eK keyfi sahil bir nokta olsun. Her bir a€ K. noktasi i¢in xo# a ve X,

a €X oldugundan IN,eN(a) ve dM,e N(x,) agik komsuluklar1 var 5 N~nM,=@ dur.

{NanK:aeK} ailesi K nin agik bir ortiisii ve K kompakt oldugundan (Nak NK:

k=1,2,...,n } sonlu acik bir Ortiisii vardir, yani Kc U (Nak N K)drr. k=1,2,...,n i¢in N,

k=i
n n
NM, =z oldugundan Neg= U N eNK)yveM= ) M eN(x)olup,Nx[(M=g
k a a o
k=1 "k k=1 "k

dir. Boylece x,e M c K “oldugundan K agik = K kapalidir.

1i1) K kompakt ise, K nin kapali oldugu (i1) de gosterildi. Simdi gosterelim ki K
kapali ise, K kompakttir. {B;. 1€} ailesi K da kapali kiimelerden olusan ve ﬂBi =

iel

olan herhangi bir aile olsun.
K, X de kapali oldugundan K ya gore kapali olan kiimeler X e gore de kapali olacaktir.
O halde {B;:1el} ailesi X de kapali kiimeler ailesi ve X kompakt oldugundan

n

(Bl-k :k=1,2,....n} sonlu alt ailesi var 2 ﬂ B = ¢ dir. Boylece K

k
i=1

kompakttir.

iV)H X, kompakt ve 7i:J] xi— X, izdisim fonksiyonu olsun.7,; izdisim

fonksiyonu Vie I icin siirekli ve Orten oldugundan (i) den dolayr Viel icin X

kompakttir. Tersine olarak Viel i¢in X; kompakt ve f, H X, de askin siizge¢ tabani

iel
(maksimal siizgec tabani) olsun, = ; siirekli, oldugundan her sabit 1 i¢in 7z ;( B )X; de

askim siizgec tabanidir ve X; Hausdorff oldugundan 7 i( B )askin slizge¢ tabami x; tek



kaplama noktasi, z i(B) nin yakinsadigi noktadir, yani 7,(f) — x,dir. O halde S askin

siizgeg tabani {Xi} noktasina yakinsar, yani  — {x;) dir. Boylece | | X, kompakttir.

iel

Sonuglar: (X,7 ) kompakt Hausdorff uzay, (Y, ') herhangi bir topolojik uzay
ve £:X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler vardir:

1) forten ise, Y kompakttir.

11) Kompaktlik topolojik 6zelliktir.

111) Kompaktlik Hausdorff uzaylarm kapali alt kiimelerinde kalitsaldir.

1v) Kompakt bir kiimenin siirekli bir fonksiyon altidaki goriintiisii de kompakttir.

v) Kompakt uzaylarin boliim uzaylar1 da kompakttir.

vi) K,X in kompakt bir altkiimesi ve x¢K ise, K < N, xeM ve N(\M=g
olacak sekilde N ve M aciklar1 vardir.

vil) X diizenli uzaydir.

viil) X normal uzaydir.

Teorem: Kompakt uzaylar lizerinde tanimli her reel degerli siirekli fonksiyon,
bu uzaylar lizerinde smirhdir ve ekstremum degerlerini alir.

Ispat: X kompakt uzay ve f:X — R siirekli bir fonksiyon olsun. Once f nin smirl
oldugunu gosterelim. Her bir Xe X i¢in R de I = (f(x)-1, f(x)+1) a¢ik araligim alalim, f
siirekli oldugundan f'(I,) = Vy acik ve x noktasim icerir. O halde f fonksiyonu her bir
Vi acig1 iizerinde smirhdir {Vy: xeX } ailesi X in acik bir ortiistidiir. X kompakt
oldugundan {Vi.:1=L,2,...,n}sonlu alt ailest var ve X 1  Orten
M=max {{(x)),{(x2),....f(xn)} +1 ve m = min{f(x;),{(X2),...,f(Xn) } -10lsun. Ayrica, herhangi
xeXi¢in Jivar > xe V dir (X= Uin den). Bu durumda f(x;)-1< f(x) < f(xj)+] ve m <

il
f(x) <M oldugundan fsmirhdir. Eger X de f(x)=L olacak sekilde hi¢bir x noktas1 yoksa,
bu durumda g:X—>R, g(x) =1/(L-f(x)) seklinde siirekli bir g fonksiyonunu
tanimlayabiliriz,

E fonksiyonu smirli degildir. Gergekten, verilen herhangir > 0 i¢in 3 x€ X var >

f(x) > L-% ve g(x) > r dir. Fakat yukarida gdsterildi ki kompakt uzay lizerinde tanimli

stirekli her fonksiyon sinirhidir. O halde bu bir ¢eliskidir. Boylece X de f(x) = L olacak
sekilde 3 x e X vardir. f(x) = E olacak sekilde 3 x € X in varhigi benzer sekilde gosterilir.

Simdi baz1 kaynaklarda Bolzano-Weierstrass (B-W) kompakt uzay tanimi olarak verilen



" Eger X in sonsuz her alt kiimesinin en az bir limit (yigilma) noktasi, varsa, (X, t )
topolojik uzayina B-W kompakt uzay denir. " ifadesini teorem olarak verelim,;

Teorem: (X,r ) kompakt uzaym sonsuz her altkiimesinin X de en az bir limit
(y181lma) noktasi vardir.

Ispat: A, X in sonsuz bir altkiimesi olsun. Kabul edelim ki A nin X de higbir

yigilma noktas1 yoktur, yani Vxe X i¢cin 3 Nye N(x) a¢gik komsulugu var 5 ANN,=J

veya ANNy = {x} dir. Vxe X i¢in xe€ Nyoldugundan X= U N, olur. Boylece {Ny :xe

X} ailesi X in agik bir ortiisii olup, X kompakt oldugundan {Nj; :i=1,2,...,n) sonlu alt
ortii var 5 X :U n dir. AcX oldugundan ACU n _olur, Boylece A= Am(U

N, )= U (ANN, ) =0 veya A = U {ANN_) = {x1,%2,....xn}olur. Her iki

durumda da A sonlu bir kiimedir. Bu durum A nin sonsuz olmasi ile ¢elisir. O halde A

nin X de en az bir yigilma (limit) noktas1 vardir.

3.1.2. Kompakthk Cesitleri

3.1.2.1. Tanim

(X,7 ) bir topolojik uzay olsun. X’ deki her dizinin yakinsak bir alt dizisi
varsa, X uzayma dizisel kompakt uzay denir.

Ornek: X - {0,1} ve 7= {@,X,{0},{1}} olsun. Bu durumda (X,r ) ayrik bir
uzay olup, bu uzay dizisel kompakttir. Clinkli bu uzayda alinan her dizinin alt diziler
ya 0 a yada 1 e yakinsar.

Kompakt uzaylar genelde dizisel kompakt degildir. Gergekten, N dogal sayilar
kiimesi, P(N) kuvvet kiimesi ve B = {0,1} kiimesi lizerinde ayrik topoloji verilmis
olsun. P(N) den B ye tanimlanan biitiin fonksiyonlarn kiimesine X diyelim. Bu
durumda X tizerindeki topoloji B = {0,1} kiimesi iizerindeki ayrik topolojinin P(N)
indis kiimesi iizerinden c¢arpim topolojisidir. B kompakt oldugundan X kompakt
uzaydir. X kompakt uzaymnda bir (f,) dizisini s0yle tanimlayalim: AeP(N) ve neN

olmak iizere,
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7 (d)= neAd

0. ngA
} (Burada p < q ise

.....

olsun. Bu dizinin bir alt dizisi (£, )xen ve A={ni,n3,,..,Nzx+1

n,<ng) olsun. Bu durumda

. Lk tek ise
f.(4)=
0. k c¢ift ise

olsun. O halde bu dizi B uzayinda (koordinat uzayinda) yakinsak degildir.

Sonu¢ olarak X kompakt uzayi dizisel kompakt degildir. Ayrica, bu Ornek
gosteriyor ki B={0,1} dizisel kompakt oldugu halde sonlu olmayan bir indis kiimesi
iizerinde dizisel kompakt uzaylarin kartezyen carpimi dizisel kompakt degildir.

Ornek: B = (0,1) <R alt kiimesi R nin alisiimis topolojisinden indirgenen

topolojiye sahip olsun. B = (0 1) kiimesi dizisel kompakt degildir. Ger¢ekten, B de alinan

1
(Xn) = {;: n > 1) dizisi 0 noktasina yakimsar. Dolayisiyla dizinin her alt dizisi de 0

noktasma yakimsar. 0B oldugundan B dizisel kompakt degildir.

Teorem:(X,r) dizisel kompakt uzay olsun. Asagidaki ifadeler vardir:

1) Dizisel kompaktlik kapalr altkiimeler da kalitsaldir.

i1) Dizisel kompakt uzaylarm siirekli fonksiyon altindaki goriintiileri de dizisel
kompakttir, yani dizisel kompaktlik topolojik 6zelliktir.

Ispat:

1) 0zelligi kolayca gosterilebilir.

i1) (X, r) dizisel kompakt, (Y,z') topolojik uzay ve £:X—Y siirekli bir fonksiyon
olsun. (y»), f(X) de herhangi bir dizi olsun. Bu durumda3(x,) < X dizisi var >f(x,) = yn , Vv

neN dir. X dizisel kompakt oldugundan (x,) dizisinin (xnk ) alt dizisi var >
X, —Xo exdwr. f siirekli oldugundan f{ X, )—>1f(x0)ef(X) dir. O halde f(X)

dizisel kompakttir. Eger f fonksiyonu orten ve siirekli ise, Y de dizisel kompakttir.

3.1.2.2. Tamim

(X,1) bir topolojik uzay olsun. X in sayilabilir her agik Ortiisliniin sonlu bir alt

ortiisii varsa, X’e sayilabilir kompakt uzay denir.



Ornek: Kompakt her uzay, sayilabilir kompakttir. Ciinkii kompakt uzaym her
Ortiisiiniin sonlu bir alt értiisii vardir. Bunlar i¢inde sayilabilir olanlarinmn da sonlu bir alt
ortiisii vardir. Diger taraftan sayilabilir kompakt uzaylarin kompakt olmas1 gerekmez.

Teorem: (X, z ) bir topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

1) X sayilabilir kompakttir,

i1) X in sayilabilir sonsuz her altkiimesi, bu uzayda en az bir yigilma (limit)
noktasima sahiptir (B-W kompakt),

111) X deki her dizi bir yigilma noktasma sahiptir.

Ispat:

1)=11) A, X de sayilabilir sonsuz bir altkiime olsun. Kabul edelim ki A nin higbir

y1g1lma noktasi yoktur.

Bu durumda A= AUA' den A= A ve her bir aieA i¢in 3N;EN(a) acik
komsulugu var > NijnA={a;} dir. Yani A kapali ye ayrik bir kiimedir. Boylece {Nj:ie
N}UA ailesi X in sayilabilir agik bir ortiisiidiir. Bu 6rtii iginde X i 6rtecek sekilde higbir
sonlu alt ortii yoktur. Bu bir ¢eligkidir. O halde A nm en az bir yigilma (limit) noktas1
vardir.

i)=11) fIN->X fonksiyonu X de bir dizidir, yani f(N) = (x,) <X
dir. Eger f(N) dizisti X de sayilabilir sonsuz bir altkiime ise, hipotezden xo
gibi bir yigilma noktast vardwr. Yani xo in her komsulugunda f(N) = (x,)
dizisinin sonsuz ¢oklukta eleman1 vardr. O halde x,—»xo dir Diger
taraftan, eger f(N), X de sonlu ise, bu demektir ki 3 ngpe N var > v n> ng i¢in f(n) =xo dir.
Boylece x, X0 olur.

1i1)=>1) Kabul edelim ki X sayilabilir kompakt degildir. Bu durumda X in
sayilabilir {N; :1el} ag¢ik bir ortiisii var oyle ki bu Ortiiniin X 1 6rten sonlu bir ortiisii
yoktur.

vneN i¢in X, € X\U ~. secerek (xn) dizisini olusturabiliriz. Bu sekilde olusan dizinin

X de higbir yi1g1lma noktast yoktur. Ciinkii her bir x € X i¢in Vv Ny € N(x) komsulugu
var 3 (Xnx)+1) NNy = @ dir. Bu bir ¢eligkidir. O halde X sayilabilir kompakttir.

Sonuc: Her dizisel kompakt uzay, sayilabilir kompakttir.



Ispat: Dizisel kompakt uzayda, her dizi yakinsak bir alt diziye sahip
oldugundan, bu alt dizinin yakinsadigr nokta, uzayin bir limit noktasidir. Uzay
sayilabilir kompakttir.

O halde asagidaki diagram vardir:

Kompaktlik

U
Sayilabilir kompaktlik < Dizisel kompaktlik

U
B-W kompaktlik

Eger (X, ) topolojik uzay1 ikinci sayilabilir uzay ise,
Kompaktlik <« Sayilabilir kompaktlk <« Dizisel kompaktlik ifadeleri denk

kavramlardir. Bu ifadeler metrik uzaylarda da denktir.

3.1.3. Yerel Kompakt Uzaylar

Topolojik uzaylarda dyle kavramlar vardir ki, uzaym tamaminda degil de, uzayin
belli bolgelerinde saglanir. Bunlar dan biri de yerel kompaktliktir. Yerel kompakthik

kavrami, 1924 de Tietze ve Alexandroff tarafindan verilmistir.

3.1.3.1. Tanim

(X, ) bir topolojik uzay ve xe X olsun. x noktasinin X uzayinda kompakt bir
komsulugu varsa, X uzayma x noktasinda yerel kompakt denir,

Eger, X uzay1 her noktasinda yerel kompakt ise, X uzayma yerel kompakt uzay
denir, yani, X uzay1 yerel kompakt < VxeX igin I3NeN(x) komsulugu vardN
kompakt.

Not: Cesitli kaynaklarda, ¢cok degisik fakat hepsi de dogru olan yerel kompaktlik

tanimlar1 vardir. Bunlardan bazilart:



a) Vxe X i¢in 3 N e N(x) komsulugu var 3 N kompakt ise,
b) VxeXve VNeN(x)icinIN*eN(x),N*c Nvar 5 ¥ * kompakt ise,
c) VxeX icin INeN(x) var € N kompakt ise, (X,r ) uzayma yerel kompakt
uzay denir.
Bu tanimlarin genel topolojik uzaylarda, durumlari asagidaki gibidir:
(a)< (b)= (c) drr.

(a), (b) ve (c) ifadelerinden en zayif sart olan (c) dir. Bu bakimdan (c) 6zelligini
saglayan yerel kompakt topolojik uzaylar sinifi, digerlerinden daha genistir. Biz de (c)
ozelligini tercih edecegiz.

Ornek: Her kompakt uzay, yerel kompakttir. Fakat bu ifadenin tersi dogru
degildir. Gergekten, X kompakt ise, her noktasinin kompakt bir komsulugudur. Diger
taraftan R reel sayilar kiimesi alisilmis topolojisi ile birlikte kompakt uzay degildir.
Ancak her xeR i¢in [x-E, x+€] olacak sekilde £> 0 sayist bulmak miimkiindiir.[x-E,
x+&] kiimesi R de kompakt bir altkiimedir. O halde R yerel kompakttir.

Ornek: X sonsuz bir kiime ver = P(X) olsun. Bu durumda (X, 7 ) ayrik uzayi
kompakt degildir. Ancak Vxe X i¢cin {x} tek nokta kiimesi x in kompakt bir komsulugu
oldugundan (X, r ) yerel kompakttir.

Teorem: (X, 7 ) diizenli uzay1 x noktasinda yerel kompakt olsun. Bu durumda x
noktasmin kompakt komsuluklarindan olusan bir yerel tabanmi ( komsuluklar tabani)
vardir.

Ispat: X diizenli ve x noktasinda yerel kompakt olsun. Bu durumda x noktasinin
bir kompakt K komsulugu vardir. N, x noktasinin herhangi bir komsulugu olsun. X
diizenli bir uzay oldugundan teorem 6.31° den x noktasmin kapali1 bir M komsulugu var
5> Mc N dir. Boylece MNKeN(X) ve MNKcN dir. Ayrica K, X in kapalt bir
altktimesi oldugundan M N K kiimesi(M, 7 ;) ye gore, M nin kapal bir altkiimesidir. M
kompakt oldugundan MK de kompakttir. O halde x noktasinin herhangi bir N
komgulugu icin MNKcN olacak sekilde x noktasinin kompakt MK komsulugu
bulunmus oldu. Bu sekildeki kompakt komsuluklarin ailesi, x noktasinin bir yerel

tabanin1 (komsuluklar tabanini) olusturur.



Teorem: (X,r ) Hausdorff uzayi, x€X noktasinda yerel kompakt olsun. Bu
durumda x noktasmin kompakt komsuluklari, x in bir yerel tabanin1 olusturur.

Ispat: K, x noktasmin kompakt bir komsulugu ve NEN(x) herhangi bir
komsulugu olsun. Bu durumda (K, ) kompakt Hausdorff alt uzayidir. O halde K
diizenli uzaydir. KNN, x in X de ve dolayisiyla K da bir komsulugudur. K diizenli bir
uzay olmasidan x noktasmin K da kapali bir M komsulugu var 3 McK NN dir. M, K
kompakt uzaym kapali bir altkiimesi oldugundan kompakttir. Ayrica K, x in komsulugu
oldugundan M, X uzaymda x in bir komsulugu ve McN dir. Boylece M kompakt
komsuluklarinin olusturdugu aile, x in yerel tabanidir.

Sonug: Her yerel kompakt Hausdorff uzay, diizenli uzaydir.

Ispat: X yerel kompakt Hausdorff uzay ve x€X olsun. x in biitiin kompakt
komsuluklar ailesi, x noktasinda yerel tabandir. X uzayr Hausdorff uzay oldugundan, her
kompakt altkiimesi kapalidir. Boylece x in taban1 kapali komsuluklardan olugmaktadir. O
halde X diizenli uzaydir.

Not: (a) Yerel kompakthk siirekli fonksiyon altinda korunan 6zellik degildir.
Ciinkii herhangi bir topolojik uzay, yerel kompakt olan ayrik uzayin siirekli bir goriintiisii
olarak ifade edilebilir. Ancak siirekli fonksiyon acik fonksiyon olursa, yerel kompakt
uzaym siirekli goriintiisii yerel kompakt olur. O halde yerel kompaktlik topolojik
ozelliktir.

(b) Yerel kompakt uzaylarin sonsuz ¢arpimlar1 da yerel kompakt degildir. Ciinkii R

reel sayilan kiimesi alisilmis topoloji ile yerel kompakt olmasina ragmen

[1&,

neN
carpim uzay1 yerel kompakt degildir. Ancak yerel kompakt uzaylarin sonlu ¢arpimlari

yerel kompakttir. Yani i=1,2,...,n i¢in (X, T yerel kompakt < ﬁ ( Xj, T) garpim uzayl1
i1
yerel kompakttir.

(c) Yerel kompakt kalitsal degildir. Cilinkii R reel sayilar kiimesi alisilmig
topolojiye gore yerel kompakttir. Fakat Q rasyonel sayilar kiimesi yerel kompakt
degildir.

Teorem: Yerel kompakt diizenli bir uzayn acik alt uzayi yerel kompakttir.

Ispat: X yerel kompakt diizenli uzay ve A X agik altkiime olsun, ye A alalim.

A agik oldugundan A e N(y) dir. Ayrica A, y nin X de de bir komsulugudur. y noktasinin



K c A olacak sekilde bir kompakt K komsulugu vardir. O halde A, y noktasinda yerel
kompakttir. y, A nin keyfi bir noktasi oldugundan (A,r a) acik alt uzayir yerel
kompakttir.

Teorem: (X, 7 ) Hausdorff uzay ve A da X de yogun bir altkiime olsun. Eger (A,
7 A ) yerel kompakt alt uzay ise, A altkiimesi X de agiktir.

Ispat: ye A herhangi bir nokta ve K, y nin A da kompakt bir komsulugu olsun.
Bu durumda N, y nin X de bir komsulugu olmak iizere, K kompakt komsulugu N (] A

0 0 0 0
seklindedir. N, N nin i¢i ise, ye Ndir. Gosterelim ki, N c A dir. ze Nve V, z nin X de
0
herhangi bir agik komsulugu ise, bu durumda NV, X in a¢ik bir altkiimesidir. A, X
0
de yogun oldugundan N(1 V(1A= @ dir. Bu da bize gosteriyor ki z nin her agik

0 0 o o
komsulugu ile N nin arakesiti bostan farklidir. Béylece ze N1 A ve N < N()Adur.

K, X Hausdorff uzayin kompakt bir altkiimesi oldugundan K, X de kapalidir.

0 0 0 - 0
NcN=NNAcNNA=K=> N4 c NNA=K=K dir. Yani NNAc Kdir. O

0
halde N — K < Adir. A igindeki her noktanin komsulugu oldugundan A agiktir.

Teorem: (X,7r ) yerel kompakt Hausdorff uzay ve Ac X olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler denktir:

1) A yerel kompakttir,

ii) A, Ada agiktur.

Ispat: ii)=> i) A=B olsun. Once gosterelim ki (B, 73) alt uzay1 X in yerel kompakt
alt uzayidir. yeB herhangi bir nokta olsun. Bu durumda ye X ve X yerel kompakt
oldugundan, y noktasmin X de kompakt bir K komgulugu vardir. O halde K(\ B kiimesi y

noktasmnm (B, r, ) uzayinda bir komsulugudur. Diger taraftan B < X kapali oldugundan K
(B kiimesi (K, 7, ) uzayinda kapalidir. K kompakt Hausdorff uzay oldugundan K B

kiimesi (K, 7, ) da kompakttir. O halde (K(1B,) (73) B n k ) (B, 7g) alt uzay1 kompakttir.

Boylece K[ B kiimesi, y noktasinin (B,:,) uzaymda kompakt bir komsulugudur. O
halde (B, -, ) alt uzay1 y noktasinda yerel kompakttir. y noktasi keyfi oldugundan (B, z3) alt



uzay1 yerel kompakttir. Diger taraftan (B, 73) Hausdorff uzay oldugundan (B, 73) diizenli
uzaydir. Eger A, B de acik ise, A yerel kompakttir.

1)=11) A yerel kompakt olsun. A, Ade yogun oldugundan teorem 7.34 den A, Ade
agiktir.
3.1.4. Kompaktlastirma

Matematikte yapilacak bir is i¢in, bazen eldeki uzay, bu is icin yeterli olmadigi
goriiliir. Ornegin, C kompleks diizlem {izerinde tammli kompleks analitik bir f{(z)
fonksiyonunun z - igin nasil bir davranig gosterdigi arastirilirken, C kompleks diizlem
Riemann kiiresinin bir alt uzay1 olarak ele alinir. Oyle ki Riemann kiiresinin kuzey kutbu,
"o " notasyonu ile gosterilen ve ideal nokta diye adlandirilan noktaya karsilik getirilerek,
Riemann kiiresi ile CU{ o }= C* kiimesi arasinda bire-bir esleme yapilmis olur. Bu da
bize f(z) fonksiyonunun "co" noktasinda nasil bir davranig gosterdigini inceleme

imkanmni verir. Bir baska 6rnek; x* = 2 denkleminin ¢ozimi, Q rasyonel sayilar

kiimesinde imkansizdir. Ancak Q rasyonal sayilar kiimesine -\/5 ve \/5 irrasyonal
sayilarm eklenmesi halinde, yani Q rasyonal sayilar kiimesinin genislemesi durumunda,
bu denklemi ¢6zmek miimkiindiir.

Kompaktlastirma kavraminin altinda yatan temel diisiince, yukaridaki 6rneklerden
de anlasildig1 gibi, verilen topolojik uzaym genislemesidir. Yani kompakt olmayan bir
topolojik uzay, kompakt olan bir topolojik uzay haline getirilebilir mi? Bu konudaki
calismalar 1924 de Tietze in makalesinde kullandig1 "I-nokta kompaktlastirmasi”
kavrami ile baslamistir. Yine 1924 de Alexandroff ve Urysohn Oncelikle
kompaktlastirmay1, sayilabilir kompakt uzaylarin genislemesi olarak diisiinmiislerdir.
Daha sonra 1930 da Tychonoff tamamen diizenli uzaylarda kompaktlastirmada 6nemli
calismalar yapmistir. 1937 de M.H.Stone ve Cech, Tychonoff un diisiincelerini daha da
gelistirmislerdir. Bu konudaki ¢aligmalar Freudentha (1942), Myskis (1949), Kelley
(1955), Wagner (1957) ve Kovvalsky (1961) ile devam etmis ve etmeye de devam

etmektedir.



3.1.4.1. Tanim

(X,7), (Y, ¢ ") topolojik uzaylar ve AcCY altkiimesi Y de yogun olsun. Eger (X,
7) dan (A, 7's) ya bir homeomorfizm varsa,(Y,7z ') uzayma (X, r) uzaymin bir
genislemesi denir. (Y, 7 ') genislemeye 7', -genislemesi denir < (Y, ') T, -uzay1 ise,

Burada 77, ayirma aksiyomlarinda ki herhangi birisini gostermektedir.

3.1.4.2. Tanim:

(X, 7 ) herhangi bir topolojik uzay, (Y, ¢ ') kompakt bir uzay ve A Y altkiimesi Y de
yogun olsun. Eger (X, 7 ) dan {A, 7 's} ya bir homeomorfizm varsa, (Y, r ') uzayma,(X,
7 Juzaymin bir kompaktlastirmasi denir.

Ornek: Y, ) kompakt bir uzay, X de Y de yogun bir altkiime ise, (X, 7 ) den
(Y, 7 ) ye her xe X i¢in i(x) = x seklinde tanimlanan 1 dahil etme fonksiyonu, X den X e
bir homeomorfizmadir. Dolayisiyla Y uzayi, X uzaymin bir kompaktlagtirmasidir.

Ornek: R reel sayilarin alisilmis topolojisine gore, X=(0,1) acik aralig1 R nin
kompakt olmayan alt uzayidir. Diger taraftan X © [0,1] = X in yogun bir altkiimesidir.
O halde i:X > X, i(x) = x dahil etme fonksiyonu, X den X e bir homeomorfizmdir.
Boylece X = (0,1) agik araliginin kompaktlastinlmasi [0,1] kapali araligidir.

Ornek: S* Riemann kiiresi ve C kompleks diizlem olsun. Asagidaki sekilde

oldugu gibi S* kiiresini C kompleks diizlem iizerine yerlestirelim.

fins)

Sekil 3.1.1.
C kompleks diizlem iizerindeki herhangi bir A noktasii, kiirenin kuzey kutbu
olan K noktasmi bir dogru ile birlestirdigimizde, dogru kiire iizerinde bir A' noktasini
belirleyecektir. Boylece A noktasi kompleks diizlemi taradiginda, dogrunun diger ucu K

kuzey kutbundan ge¢cmek sarti ile A' noktast da K noktasi hari¢, kiirenin biitlin



noktalarmi tarar, Yani, C den S>-{K} ye f{A)= A' seklinde tamimlanan f fonksiyonu

birebir ve drten olur. Diger taraftan C ile S*-{K} kiimelerinin iizerlerindeki topoloji g6z
oniine almnirsa, goriilir ki fonksiyonu bir homeomorfizmdir. §? — { K } = S?

oldugundan S* Riemann kiiresi, C kompleks diizlemin bir kompaktlastrmasidir.
Simdi bir topolojik uzayin nasil genisletilebilecegini gosterelim. Bunun i¢in(X,
7 ) herhangi bir topolojik uzay ve p de X de olmayan herhangi bir nokta (veya bir
sembol) olsun. Bu durumda X'=XU {p} alalim ve X' kiimesi iizerinde bir 7' ailesini
asagidaki gibi tanimlayalim;
a) 7 ya ait her kiime 7 'ye ait,
b)Ac X' altkime 3 p € Aicin X'\A=XU {p})) \A=X\AU {p}\A=X\Ac
X altkiimesi X de kapali ve kompakt olmak iizere (X' kiimesinin p noktasini
iceren altkiimelerin X' ye gore tliimleyenleri X de kapali ve kompakt olan X in
altkiimeleri) A e 7' olsun.
Teorem: Yukaridaki notasyonlara gore,
1. 7 'ailesi X' {izerinde bir topolojidir.
2. 7 'topolojisinin X e kisitlamas1 7 topolojisidir.
3. (X',7') kompakt uzaydir.
4. X kiimesi X' uzaymda yogundur.
Ispat:
)7, = {AcX" peA ve XA, X de kapali ve kompakt} olmak tizere, r '=7Ut,
ailesinin X' lizerinde bir topoloji oldugunu gosterelim.
t)) @ et oldugundan @ e ¢ 'dir. X"X'=@ dir. @ kiime X de kapali ve kompakt
oldugundan X'e 7' dur.
t) GHet'igin GNH e’
i)G,He ¢ ise, GNH e oldugundan G(H et 'dir.
il) Ger ve H et ise, bu durumda G\ H= G (H-{p}) dir. Ciinkii p£ G dur.
H-{p} X in agik bir altkiimesidir. Ciinkii bu kiimenin X deki tiimleyeni X"H ya esittir.

Bu kiimede X de kapali idi. O halde, H-{p} et ve boyleceG(NH ez dr. rct'
oldugundan G H e 7' dur.



iiiy G,H et ise, peG(1H dir. O halde X"\ (GNH) = (X\G ) UX\ H ) dur.
X\G ve X"H, kiimeleri X de kapali ve kompakt oldugundan G(\Her, dir.7, c 7'

oldugundan G H € 7' dir. Boylece (t,) sart1 saglanmis oldu.
t3) {Vi}iel cr'icnU=yrer'

iel

i) Eger vie I i¢in viet ise,[J Vie T = |J v, er'drr.

iel iel

ii) Eger, bazije I i¢in V), €7 ise, V,  V oldugundan pe V dur.
X'\V= _ﬂl (X' \V;) = _ﬂl (X\V; ) dir. Ciinkii pe X\V dir. Diger taraftan peV;
le le

veya p ¢ V; ise, her bir X\ V; kiimesi X de kapalidir. Dolayisiyla XV de X in kapali bir
altkimesidir. X"\ V; kompakt ve X'\V € X'\V; oldugundan X"V de X de kompakttir. O
halde Ve r1,ve Ve r'dir. Sonug olarak 7 'ailesi X' iizerinde bir topolojidir.

2)Eger H et ise, agikga H=H( X dir. Eger H e ¢ ise, pe H dir. (t;) (ii) de
gosterildi ki H( X=H-{p} kiimesi X de agiktir. O halde herhangi H e 7' i¢in X[
H e ¢ dir. Boylece 7 'niin X e kisitlamasi 7 topolojisidir.

3) (X', 7 ') kompakt m1? B ={B} ailesi X in agik bir ortiisii olsun. Bu 6rtiiniin bazi
Be [ icin peB ise, X"\B kiimesi X in kompakt altkiimesidir. Dolayisiyla X' niinde

kompakt altkiimesidir. Bdylece X\B, £ nmn sonlu ¢okluktaki elemanlarindan olusan f'

sonlu alt ortiisii ile ortiiliir. O halde 8 U {B: p e Bve B sonlu ¢oklukta} ailesi g nin
X' yii 6rten sonlu alt ailesidir. Boylece X' kompakttir.

4) X' niin tanimindan X < X' dir. Diger taraftan 7 ' topolojisine gore, X kiimesini
kapsayan tek kapali kiime X' dir. O halde kapamis tanimindan X =X "' dir. Béylece X, X'
de yogundur.

3.1.4.3. Tanim

(X', 7") kompakt uzayma, (X, 7 ) topolojik uzaymin bir-nokta veya Alexandroff
kompaktlastirmasi denir.
Tanimda goriildiigii gibi, X' {izerinde tanimlanan 7' topolojisi X de olmayan p

noktasinin se¢imine bagl degildir. Boyle bir noktanin se¢imi her zaman miimkiindiir.



Ciinkii kiimeler teorisinde hicbir kiime yoktur ki kendisini kapsamasin. Ornegin, X de
olmayan « ve S noktalari (sembolleri) segilerek XU {a} ve XU {B} uzaylar
olusturulabilir, 6yle ki bu uzaylar homeomorftur. Ciinkii vx e X noktasimi kendisine ve
a yi1 da B ya karst getiren fonksiyon bir homeomorfizmdir. Bu da gosteriyor ki bir
nokta kompaktlastirma tanimi iyi tanimlidir.

Ornek: C kompleks diizleme, S* Riemann kiiresinin kuzey kutbuna kars: gelecek
sekilde, ideal nokta diye adlandirilan "o " noktasi ilave edilirse, yani CU { o }=C* kiimesi
iizerinde topoloji kurulabilir. O halde (C*,r "kompakt uzay olup, C nin bir nokta veya
Alexandroff kompaktlastirmasidir.

Teorem: (Y,r) kompakt Hausdorff uzay, y €Y herhangi bir nokta ve

X=Y\{yo}olsun. Bu durumda Y, X in Alexsandroft kompaktlastirmasina homeomorftur.
Ispat: (X,7 y) alt uzay ve X' de X in Alexsandroff kompaktlastirmasi olsun. Y
den X' ye bir f fonksiyonunu Vy e Y i¢in f(y) = y ve f(yo) = p seklinde tanimlayalim, f

fonksiyonunun bire-bir ve iizerine {bijektif) oldugu agiktir. {yo} tek nokta kiimesi Y
Hausdorff uzayinda kapali oldugundan X = Y\{yo} kiimesi Y de aciktir. Dolayisiyla X, Y
nin agik altkiimesidir. O halde f]X kisitlamasi stirekledir. Bu demektir ki f fonksiyonu
Vy e Y ,y#p i¢in siireklidir. Gosterelim ki f fonksiyonu p noktasinda siireklidir. f(yo) =

p noktasini iceren X' de herhangi bir G ac¢ik kiimesini alalim. Bu durumda Y\f'(G) = f!
(X"\G ) =X\G kiimesi X in kompakt altkiimesidir. Y, T> - uzayr oldugundan Y de
kapalidir. O halde f'(G), Y de aciktir. Boylece f, p noktasinda siireklidir. Sonug olarak f,
Y de siireklidir.

Simdi f' in siirekli oldugunu gésterelim. Bunun igin f nin ag¢ik fonksiyon
oldugunu gosterelim. G, Y de herhangi bir agik altkiime olsun.

1) Eger yo ¢ G ise, bu durumda G < X ve f{(G) = G kiimesi agik ve dolayisiyla X'
de agiktir. = facik fonksiyondur.

i1) Eger yo e G ise, bu durumda p ¢ f(G) ve X'\ f{(G) = Y \ G kapalidir. Y kompakt
oldugundan X'\ f(G) =Y \ G kiimesi kompakttir. O halde f(G), X' de agiktir. Yani f agik
fonksiyondur. G keyfi oldugundan f'siireklidir. Sonu¢ olarak f bir homeomorfizmdir.

Boylece Y, X' ye homeomorftur.



Sonuc: Uzaylarin genislemesinde, verilen uzay T,-uzayidir < uzaym genislemesi
T, -genislemesidir. Gergekten; Y, T, -uzay1 ise, Y, X' ye homeomorf oldugundan X' de
T, -uzaydir.

Teorem: (X,7) topolojik uzay ve(X',z'), X in bir-nokta kompaktlastirmasi
olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

1) X",Hausdorff uzayidur.

11) X yerel kompakt Hausdorff uzaydir.

Ispat: )= ii) XcX' ve X' Hausdorff uzay1 oldugundan X de Hausdorff
uzayidir. X, X' niin agik alt uzay1 ve X' Hausdorff uzay1 oldugundan X yerel kompakt
Hausdorff uzaydir.

i1)= 1) X yerel kompakt Hausdorff uzay ve x, ye X, x#y olsun. x=p ve y#p
oldugundan X de 3UeN(x) ve 3V eN(y) agik komsuluklart var 5 UNnV=g dir. X'
niin tanimindan U ve V aciklan X' de de agiktir. Boylece x, y€ X' noktalarinin X' de de
ayrik komsuluklar: vardir.

Simdi ye X ve x = p alalim. X yerel kompakt oldugundan y nin X de K gibi
kompakt bir komsulugu vardwr. X, Hausdorff uzay1 oldugundan K, X de kapalidir. O
halde X'\ K, x noktasinin acik bir komsulugudur.

U= X"\ KeN(x) ve V=Io< alalim. V, X de ag¢ik oldugundan X' de de agiktir. O halde UN
V= & oldugundan X' Hausdorff uzayidur.

Sonug¢: Her yerel kompakt Hausdorff uzayr tamamen diizenli (ve bdylece bir
Tychonoff uzay) dir.

Ispat: X yerel kompakt Hausdorff uzayr ve X' de X in Alexsandroff
kompaktlastirmasi olsun. X' Hausdorft uzayidir.

X' kompakt oldugundan X' tamamen diizenli uzaydir. Boylece X, X' niin alt uzay

olmas1 kalitsallik 6zelliginden X de tamamen diizenli uzaydir.

3.1.4.4. Tanim

(X, 7 ) herhangi bir topolojik uzay ve (Y, 7 ') kompakt bir uzay olsun. i:X — Y dahil
etme fonksiyonu olmak iizere 1(X), Y de yogun ise, (i, Y ) ciftine X in bir



kompaktlastirmasi denir. Eger Y \ i(X) kiimesinin tane elemani varsa, (i, Y ) ye n-nokta
kompaktlastirmasi denir.

Ornek: R de alisilmis topolojiye gore, X=(0,1) acik arahgi ve Y=[0,1] olsun.
1:(0,1) — [0,1] fonksiyonu dahil etme fonksiyonu olup, i((0,1)) <[0,1] altkiimesi [0,1]
de yogundur. O halde [0,1] \ 1((0,1))={0,1}oldugundan (i,Y), X in 2-nokta

kompaktlagtirmasidir.



3.2. YONTEM

3.2.1. Quasi H-Kapanma ve Yari Diizenlilik

Bu boliim quasi H-kapali ve yar1 diizenli uzaylarin hakkinda kullanilan bilgilerin
bir kataloguna temeldir. Eger her agik ortii, kapanislar1 uzay1 kapsayan sonlu bir alt
aileye sahipse, bir bagka deyisle her agik Ortiiniin sonlu bir yaklagik alt ortiisii varsa, X
uzay1 quasi H-kapalidir. t topoloji ile X uzaymin bir A alt uzayi her bir t acik ailesi A y1
orten sonlu bir alt ailenin bilesimi A da t© yogunsa X’e bagh quasi H- kapalidir.
Kompaktlikta oldugu gibi quasi H-kapalilik mutlak degildir. Bir A alt uzay1 X’e gore
quasi H-kapali oldugu halde kendisi quasi H-kapali olmayabilir. Diger taraftan A
kendisi quasi H-kapali ise alt uzayr oldugu her uzaya gore quasi H-kapalidir. Bu
baglamda asagidaki gozlemlerin dogrulugu kolayca goriiliir.

(3.2.1.1) Quasi H- kapali alt uzayin kapanis1 quasi H-kapalidir.

(3.2.1.2) Quasi H- kapali uzay i¢indeki acik alt kiimelerin kapanis1 da quasi H-
kapalidir.

(3.2.1.3) Eger A ve B, X’in quasi H-kapal1 alt kiimeleri iseler AUB de quasi H-
kapalidir.

(3.2.1.4) Eger A, quasi H-kapali X uzaymin kapal1 bir alt kiimesi ve A nin sinir1
quasi H-kapal1 ise o zaman A da quasi H-kapalidir.

(3.2.1.5) X Hausdorff ve A, X e bagl H- kapali olsun. Her bir y € X -A i¢in bir
Uy, acikk kimesi i¢in A ct(Uy) c X —{y}olur.y € X —AicinA=nt(U,). Bu
yiizden A, X de kapalidir.

U kiimesi X in bir alt kiimesi ise a(U) = int(clU)) olarak tanimlanir. a(U) =
U 1se U ya yar1 diizenli bir acik kiime denir. Eger p nin diizenli a¢ik komsuluklar1 p de
komgsuluk tabani ise p € X, yar1 diizenli noktadir. Her bir nokta yar1 diizenliyse X yar1
diizenlidir. Eger p nin kapali komsuluklarmin kesisimi {p } ise p bir T, noktasidir (veya
X, p de yerel Hausdorfftur). U (X) kiimesi X i¢inde bir 1 siizgecin yegane yigilma
noktasi olan noktalar kiimesi olsun.

(3.2.1.6) X, H(i) dir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X quasi H-kapalidir.

(3.2.1.7) Eger X, H(ii) ve U(X) bos degilse ise X, quasi H-kapalidir.



(3.2.1.8) Eger p € A(X) ise o zaman {p} = {p}dir. Eger A(X) =
Xise X, Tdr.

(3.2.1.9) Eger X, H(ii) ise o zaman X in her Hausdorff noktasi yar1 diizenli
noktadir.

(3.2.1.10) Eger X kompakt ise o zaman X, H(i1) dir.

(3.2.1.11) Eger X quasi H-kapali ve W(X) in her bir noktas1 yar1 diizenli ise o
zaman X, H(ii) dir.

Izleyen drneklerde goriilecegi gibi (3.2.1.11) in tersi dogru degildir. X, eklenmis
bir p noktasi ile reel sayilarin kapali [-1,1] aralig1 olsun. p nin bir komsuluk tabanimnin

{{n} u (0, 1/n)|n =1,2,3,...} kiimelerinden olustugunu varsayalim. Diger noktalarin
komsuluklarmin ise [-1,1] araligindaki alisilagelmis topolojideki gibi olsun. X
kompakttir ve bu yiizden H(ii) dir. {(_1/n, O)|n = 1,2,3, ... } kiimesi 0 (sifir) noktasina
bagl olarak acik siizge¢ tabanidir. Fakat X, 0 da (sifir noktasinda) ne Hausdorff ne de
yar1 diizenlidir.

(3.2.1.12) H(1) fonksiyonlar altinda korunur.

Diizenli agik kiimelerin ailesi, sonlu kesisimler altinda kapalidir ve X’ 1 orterler.
Diizenli agik kiimelere X de 74 ile gosterilen ve verilen topolojiden daha kiiciik olan bir
topolojinin tabanidir. Bu topoljiye 7 nun yar1 diizenlilestirilmisi denir.

(3.2.1.13) UE T ise T(U) = 1,(U) ve a,(U) = a, (V) dir.

(3.2.1.14) Eger U ve V ayrik 7 acgik kiimelerse a(U) ve a(V) de ayrik 7 agik
kiimelerdir.

(3.2.1.15) X ,t topolojisine sahipken eger Y diizenli ve
f:X - Y siirekliyse o zaman X, 1, topolojisine sahipken f stireklidir.

(3.2.1.16) Eger (X,7r) uzay1 H-kapaliysa ya da H(i) 6zelligine sahipse o zaman
(X,75) uzayr minimal Hausdorfftur ya da H(ii) 6zelligini sagliyor demektir.

(3.2.1.17) Eger (X,7) uzay1 H-kapali ve Urysohn ise o zaman (X,t;) kompakttir.

Bu nedenle diizenli bir H-kapali uzay1 kompakttir.



3.2.2. H-Kapah Urysohn Uzaylar

Bir H-kapali, Urysohn uzayi kompakt olmak zorunda degildir. Herhangi bir
uzay, her nokta cifti siirekli bir fonksiyon tarafindan ayrilabiliyorsa bu uzay tamamen
Hausdorfftur.

Teorem: X, H-kapali Urysohn uzay1 M, X’ e bagh H-kapali olsun ve p ¢ M
olsun. Bu takdirde p ve M nin ayrik kapanislarinin komsuluklarini bulabiliriz.

Ispat: Kompakt Hausdorff uzaymin diizenli oldugunu gosterirken kullanilan
kanit burada tekrarlanirsa p nin U ve M nin V ayrik agik komsuluklarini bulabiliriz.
(V) , (3.2.1.2)den X e bagl quasi H-kapalidir. Ispat1 tamamlamak i¢in M yerine 7(V)
kullanabiliriz.

Teorem: (X, t) H-kapali Urysohn uzayr ve A alt kiime olsun. Asagidakiler
denktir.

(a) A, X’ e bagl H-kapalidir.

(b) X-A, t4-agiktir.

(c) A, (X,75) de kompakttir.

Teorem: (X,t) H-kapali Urysohn uzay1 ve M ve N, X © e baglh H-kapal1 ayrik alt
kiimeler olsun. Bu takdirde;

(@) M de 0 (sifir) ve N de 1 degerini alan (X,t) da siirekli, reel degerli f
fonksiyonu vardir.

(b) M ve N ayrik komsuluklara sahiptir.

(c) (X,7) tamamen Hausdorfttur.

3.2.3 Katetov Genislemesi

Eger XcY, oy =7 ve o(X) =Y ise (Y,0), (X,7) nun genislemesidir.
p herhangi bir topolojik 6zelligi i¢in, X in bir p-genislemesi bu o6zellige sahip bir
genislemedir. (Y, 0),(X, T) nun genislemesi olsun. Y-X i¢indeki her bir y icin, N (y),
a < A > siizgeginin X de izi olsun ve T da U i¢in I(U) = {y e Y—-X|U € N (y)}. Bu
calismada kullanilacak X in diger genislemelerinden (Y, o) ayirmak gerekliyse I(U)
kiimesi I(U, o) seklinde gosterilecek.



Onerme: (Y,0) , (X,7) nun genislemesi olsun. U,VE T olsun.

(@ IU)caolU)—X

b) I(W)NIV)=1UNYV)

© UnV=paW0uIlUN)NWVUIV)=0

(d) W € gicinW c (WnX)UI(WnX)

(e) UUIU)€a

(f) Herbir W € gicina(W NnX) =a(W)

Eger Y ve Z, X in genislemeleri ve Y den Z ye, X in noktalarini sabit birakan
stirekli bir fonksiyon varsa o zaman Y, Z den daha genis izdiistimdiir. (Y>Z). Eger X in
noktalarni sabit birakan Y den Z ye homeomorfizma varsa Y ve Z izomorfiktir. Eger Y
ve Z, X in Hausdorff genislemeleriyse Y ve Z izomorfiktir. & Y>Z ve Y<Z dir.

X in Hausdorff genislemesi Y, eger ¢ kiimesi icinde bulunan her bir Z den daha
genis izdiisim ise X in Hausdorff genislemesinin ¢ kiimesi i¢inde en biiyiik
izdiisimdiir. Simdi Katetov genislemesinin insasinin bir 6zetini verelim.

X*, X uzayma her bir her bir serbest T — ultrasiizge¢ F i¢in bir p(F) noktasi
eklenmesiyle elde edilen ideal noktalarmn I(X) kiimesin birlesiminden olusan kiime
olsun.

X deki her bir x icin T<x> x in t° komsulugudur. p(F) ideal
noktalarinin 7*komsuluklar1 F deki kiimelerin her birine p(F) eklenmesiyle elde edilen
kiimeler olsun. (X*, ), yogun agik alt kiime olarak X i icerir ve H-kapalidir. Bu (X,7)
nun Katetov genislemesi olarak adlandirilir ve bu X de her smirly, siirekli, reel
fonksiyon X* a genisleyebilir ve bu Stone-Cech kompaktifikasyonuna benzerdir. X* da
M i¢in intM = int*M ,a~(M) = a*(M) ,M N X = MyveM — X = M,dir.

Teorem: X*, X in katetov genislemesi olsun.

(@)McX* igin ,int*M =(int,(M;) U (M, N I(int;(M;)))

(b)t*iginde U i¢int*(U) = 7(U;) U I(Uvel(U;) = t*(U;) — X

(o)ticindeUi¢cinl(U) = I(a; € (U))

(dUer ,a"U) = a;(U) Vi)



Teorem: (X*,7*) Katetov genislemesi, (X,r) Hausdorff uzaymin H-kapali
genislemeleri arasinda en biiylik izdiistimdiir.

Sonu¢: X ve Y Hausdorff uzay1 olsun vef:X — Yfonksiyonu siirekli, agik
fonksiyon olsun. Bu durumda f: X* — Y~ siirekli bir fonksiyona genisletilebilir. Katetov

genislemesi, en biiyiik izdiistim H-kapali genigslemesine izomorttur.

3.2.4. Katetov Genislemesi ve Yari Diizenlilik

Teorem: (X,r) herhangi bir topolojik uzay olsun. Eger F, X de bir(serbest)
T — ultrasiizgegolsun. O zaman Fg = F N T4 bir (serbest) Ts-ultra slizgectir. Eger
F, G farkli T — ultra siizgeglerse F ve G de farkli T4-ultra siizgectir.
F'15-ultra siizge¢ ise o zamanF'yi iceren G gibi bir ve yalmz bir (serbest) T —
ultrasiizge¢ vardir ve F'= G dir.

Teorem: X in t birim tasviri (X', T5) , (X, Tg) nin Katetov genislemesi olmak
tizere siirekli, 1-1, orten t*: (X*, T%)— (X', T5) fonksiyonuna genisletilebilir.

ispat: t*(p(F)) = p(%) olarak tanimlansm. t*, 3.2.4.1teoreminden 1-1 ve
ortendir. t* siireklidir. U € 7; ve U nun parcalanis1 U; = U N XveU, = U — X olsun.
U, €t5,U, c (U, to) ve t* 2 (U) = U U t* 1 (U,).
Eger p(¥) ideal noktalar1 t*~*(U,) aitse o zaman p(F,) U,ye aittir. Boylece F; ( ve bu
yiizden F ) U, i icermek zorundadir. U; U {p(F)} aciktir ve t*~*(U) bu sekildeki
kiimelerin birlesimidir ve dolayisiyla agiktir.

Sonu¢: U, X in 7, —ag¢rkalt kiimesi olsun. Bu takdirde t* fonksiyonu
1(U, T*)kiimesini 1(U, 7, )kiimesini {izerine tasvir eder.

Ispat: 3.2.4.1 teoreminin ispatindan I(U,t;) c t*(I(U,7*)) dir. Eger p(F),
I(U, 7*)kiimesine ait ise o zaman F, U yu igerir. Ciinkii U € t,dir. F, de U yu igerir. Bu
yiizden p(F,) = t*(p(F)), I(U, t;) kiimesine aittir.

Teorem: t*, (X*, (t%)5) dan (X', (75)s) a t; homeomorfizmasmni dogurur.

Ispat: t}ve t*ayn1 fonksiyonlardir. Bu yiizden t; , 1-1 ve iizerinedir.
ts m stirekli oldugunu gostermek i¢in U = aL(U),t! de diizenli agik kiime olsun.
Gostermek zorundayiz ki t*~1(U) , t*da diizenli agiktir. 3.2.3.2 Teorem (d) den U agik

kiimesi(X, o )nun Katetov genislemesinde diizenli agiktir <>



U,,o dizenli acik ve U, = 1(U;,0%) dir.3.2.4.1 deki  Sonug’tant* *(U) = U; U
t* T, D)) =U, UIUy, ) ve U,,ts— dizenliacitk oldugundan ayni
zamanda 1 — dizenliagiktir. (X*, (%)) minimal Hausdorff oldugundan
(3.2.1.16),75bir homeomortftur.

Teorem: i:(X,7) » (X', t9)ve is:(X,T5) = (X', ;) fonksiyonlar1 alisilagelmis
gomme fonksiyonlari olsun. p: (X*, %)= (X*, (%)) ve ps:(X', T5) = (X', (5)s) Ozdes
fonksiyonlar olsun.Asagidaki diyagram degismelidir.

X7 _iy (X7 _p, (X7, (7))
lt lt l t:
X,75) iy, (X', 75) _pgy (X', (75)s)
Sekil 3.2.1.

Ayrica ps o i, yogun gommedir ve t;homeomorfizmadir.

Ispat: Degismeli diyagrami kontrol etmek kolaydir. U;,7 — diizenli acik ile
U, U I(Uy, 75) formunun kiimeleri, (X', (t¢)s) nin tabanidir ve ps o isnin ters goriintiileri
U; oldugundan ps o iy bir gdmme oldugu aciktir. Yogun bir gdmme olmasi ise is nin
yogun bir gdmme olmasinin bir sonucudur.

Sonug¢. X, bir minimal Hausdorff uzaymin i¢inde yogun gémiiliidiir olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul X Hausdorft ve yar1 diizenlidir.

3.2.5. H-Kapah Genislemeleri ve Stone —-Weierstrass Ozelligi

3.2.5.1. Tanmim

(X, t) Hausdorff ve yar1 diizenli olsun. pX = X*ve p =(7%),. (puX, p), (X,7)
nun Katetov Minimal Hausdorff genislemesi olarak adlandirilacaktir.

Teorem: X tamamen diizenli, pX, X in Katetov Minimal Hausdorff genislemesi
ve (X, B), X in Stone- Cech kompaktifikasyonu olsun. X in birim doniistimiinii
genisleten ¢:( uX, p)—=(BX, B) gibi iizerine ve siirekli fonksiyon vardir.

Ispat: f: (X", t*)~(BX, B)fonksiyonu siirekli, iizerine birf fonksiyonu vardir
oyleki  3.2.1.15tenVx € X icin f(x) = xdir.  ¢:(X*, (7)) =(BX.B):y— f(¥)

stureklidir.



Teorem: X tamamen diizenli olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(a) uX, BX e izomorfiktir.

(b) ¢: uX— BX fonksiyonu 1-1 dir.

(c) uX kompakttir.

(d) pX Urysohndur.

Teorem: pX = BX olmasi igin gerek ve yeter kosul (X, 7) mn diizenli olmasi
ve her bir F, Gayrik serbest T — ultra siizgec cifti i¢cin F'de U ve G de V t(U) n
(V) = @ kosulunu saglayan ¢ik kiimeleri olmasidir.

Ispat: Gereklilik agiktir. Tersine X in diizenli oldugunu ve verilen kosullari
sagladigmi varsayalim. X*mn Urysohn oldugunu gérmek yeterlidir.(3.2.1.17) den pX
kompakttir. x ve y X* m ayrik noktalar1 olsun. Eger bu noktalardan biri veya ikisi X
icinde ise x ve y ayrik kapali komsuluklara sahiptir. Farz edelim ki x= p(F) ve y= p(G)
olsun. Hipotezden Fde U ve G de V agik kiimeleri vardir dyle ki T(U) N (V) = @ ve
U=UU{pF)} ve V=VU{p(@}p(F) ve p(§) nin acik komsuluklaridir. 3.2.3.2
teoremindent(U) N I(U) = t*(U)vet(V) N I(V) = 7*(V)drr. Acikcast I(U) nI(V)
bostur bu yiizden *(U") n t* (V") bostur.

3.2.5.2. Tanim

X in M alt kiimesi, ki ©(U) N t(V) = t(M) olacak sekilde U ve V’nin ayrik
acik kiimeleri varsa M ye diizenli olarak hi¢bir yerde yogun degildir denir.

Her kapali, diizenli olarak hi¢bir yerde yogun olmayan kiime, diizenli agik
kiimenin smirinin alt kiimesidir. Her diizenli acik kiimenin smir1 diizenli de olsa her
yerde yogun degildir.

uX=X< X tamamen diizenlidir ve X de her diizenli olarak hi¢bir yerde yogun
olmayan kapal1 kiimenin kompakt oldugu teoremini Katetov ispatlanmustir.

Teorem: pX = fX <X tamamen diizenlidir ve X de her diizenli olarak higbir
yerde yogun olmayan kapali kiime kompakttir.

Ispat: Farz edelim ki pX = BX olsun. X diizenlidir ve eger M,X de diizenli
olarak higbir yerde yogun olmayan kiime ise o zaman U,ve U,ayrik agik kiimeleri

vardrr éyle ki (Uy) nt(U,) = M dir. 1=1,2,3,... icin a,(X — U;) = X — t(U;) dir.



Boylece (X —t(U))UI(X —t(U)) € Mve W = UL, (X —=(U)) U I(X — =(U))).
X-M, X de yogun acik kiimedir ve bu yiizden her T — ultra siizgec e aittir.

Ciinkii X-—M=(X-1U))U (X —t(U,)) bu yiizden I(X — t(U;)) U
1(X —t(U;)) = uX — X dir.Bu yiizden W, p —agik kiimedir, M’den ayriktir ve pX — Xi
igerir. Bu yiizden p(M) = (M) = M kompakttir. Tersine, eger X diizenlidir ve her
diizenli olarak higbir yerde yogun olmayan kapali kiime X de kompakt oldugunu
gormek kolaydir.

Sonug¢: Eger X Hausdorff ve yar1 diizenli ve X de her diizenli hi¢bir yerde yogun
olmayan kapal1 kiime kompaktsa X tamamen diizenlidir ve uX = fXdir.

Ispat: Bir Hausdorff X uzayinda, X de her diizenli olarak hicbir yerde yogun
olmayan kapali kiimenin kompakt olmas1 i¢in gerekli ve yeter sart X in izole edilmemis
noktalarinin alt kiimesinin kompakt olmasidir. Ciinkii daima diizenli olarak hi¢bir yerde
yogun olmayan kiimeler, hicbir yerde yogun degildir. Oyle ise sonlu sayida izole
edilmemis noktalara sahip Hausdorff uzaylar1 (6zellikle ayriksi uzaylar) Katetov

Minimal Hausdorff genislemesi, Stone- Cech kompaktifikasyonuna izomorfiktir.

3.2.5.3. Tanim

C*(X); X de, ,reel degerli siirekli fonksiyonlar olarak tanimlansin. Eger X de
her bir x ve y ayrik nokta ¢ifti i¢in, K da f(x) # f(y)fonksiyonu varsa Kc C*(X) kiimesi

noktalar1 ayirir diyecegiz.

3.2.5.4. Tanim

Eger X tamamen Hausdorff ve noktalar1 ayiran her K < C*(X) alt halkas1 i¢in
C*(X) igindeki her f, K da bir fonksiyonlar dizisinin diizgiin limiti oluyorsa X uzay1,
Stone —Weierstrass 6zelligine sahiptir denir.

Onerme: (X,7) Stone—Weierstrass ozelligine sahiptir<>(X,7;) Stone-
Weierstrass 6zelligine sahiptir.

Teorem: X, H-kapali olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:

(a) X, Urysohndir.



(b) X tamamen Hausdorfftur.

(c) X, Stone —Weierstrass 0zelligine sahiptir.

Teorem: X Hausdorff olsun. (X*, %) , (X, ) nun Katetov genislemesi Stone —
Weierstrass Ozelligine sahiptir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (X, T,)de her diizenli
olarak hicbir yerde yogun olmayan 7 -kapali kiime kompakttir.

Ispat: Farz edelim ki(X*, t*) Stone —~Weierstrass 6zelligine sahip olsun.

(WX, 1), (X,t5) nin Katetov Minimal Hausdorff genislemesi olsun. 3.2.4.3
Teoreminden (pW'X,pn") ,(X*, (t%)s)’e homomorftur ki (3.2.1.17) den kompakttir.
3.2.5.4 Teoreminden her diizenli olarak hi¢cbir yerde yogun olmayan 7 -kapali
kiime(X, ;) de kompakttir. Tersine farz edelim ki yukaridaki sartlar saglansm. 3.2.5.1
sonucundan (u'X,pn) kompakt Hausdorfftur ve 3.2.4.4 Teoreminden(X™, (%))
kompakt Hausdorfftur. Bu yilizden Stone—Weierstrass oOzelligine sahiptir. 3.2.5.1
onermesinden (X*, t*) Stone —Weierstrass 6zelligine sahiptir.

Onerme: X Hausdorff ve X*,X in Katetov genislemesi olsun. U © X, t —
kapali agik ve M = 7*(U) ise o zaman (M, (t*),,), U’nun Katetov genislemesidir.

Ispat: X*da 7*(U) = UU I(U), 7*(U), (3.2.1.2 ) den H- kapaldir. (U*, (ty)"),
(U, Ty) nun Katetov genislemesi olsun. Her bir p(F)€ I(U) i¢in Fy = {V € F|V c U}
kiimesi Tty — ultra siizgectir. Ustelik her bir 1, — ultrasiizge¢ G, tek T —
ultra siizge¢ K yi igerir ve K= G dir. Bu ylizden f:7*(U) —» U* olarak tanimlanan f
fonksiyonu; U igindeki x icin f(x) = x ten ve I(U)igindeki p(F) i¢in f(p(F)) = f(Fy)

1-1 ve iizerinedir. f fonksiyonu siireklidir.

6, Hausdorff tamamen normal ve full normal uzaylar1 bir alt sinif olarak igeren
topolojik uzaylarin bir sinifi olsun. Profesér L.L. Herrington ve P.E. Long su gercegi
kanitlamiglardir:

Bir Y Hausdorff uzayi, H-kapalidir<>é smifindaki her X uzayi icin, grafigi
kuvvetlice-kapali her bir g:X—Y fonksiyonu zayif olarak stireklidir.

3.2.5.5. Tanim

Eger V, uzaymn acik alt kiimesi,x € Vve K Nncl[V] # @ sart1 saglaniyorsa x
noktast uzaym K alt kiimesinin® — kapanisindadir ve bunu x € 6 — cl[K] seklinde

gosterecegiz.



3.2.5.6. Tanim

F € wolmak iizere x € 8 — cl[F]ise x noktas1 tanimlanan uzayda w siizgeg
tabanmin 8 — bagl bir noktasidir. Bu durumda w siizgeg¢ tabani x e 8 — baghdir denir

ve bu x € 6 — adh w seklinde gosterilir.

3.2.5.7. Tanim

Eger herx € X ve g(x) civarinda Y de her W agig1 i¢in g(V) ccl[W] sartini
saglayan X de x in civarinda bir V acig1 varsa g:X—Y fonksiyonu zayif olarak
stireklidir.

Teorem: g:X—Yfonksiyonu zayif olarak siireklidir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul her bir KcX i¢in g(cl[K]) € 0 — cl[g(K)] dir.

Ispat: Gereklilik: KcX ve g:X—Y fonksiyonu zayif olarak siirekli oldugu
yerde y € g(cl[K]) olsun. x € cl[K] ile y=g(x) ve y civarinda W ac1g1 olsun.

g(V) c cl[W] sartin1 saglayan x in civarinda bir V acig1 vardir. Bu ylizden
@+ g(VNK) cg(V)ng(K) ccl[W] ng(K) dir. Boylece gereklilik tamamlanir.

Yeterlilik: Farz edelim ki g:X—Y fonksiyonu teoremin sartlarmi saglasin.

x € X ve Y de g(x) civarinda W agik olsun.
O zaman W N 6 — cl[g(X) — cl[W]] = @ dir.

Sonug olarak g(x) & 0 — cl[g(X) — g~ tcl[W]] dur.

Bu yiizden g(x) ¢ g(cl[X— g tcl[W]])vex & cl[X — g tcl[W]] dir. Bu da
gosterir ki Vc g~lcl[W]sartim saglayan x civarinda bir V acgig1 vardir ve ispat

tamamlanir.

3.2.5.8. Tanim

Eger her bir (x,y) € G(g) icin, g egrisi X ve y yi i¢eren sirastyla VE XveW C Y
acik kiimeleri varsa g:X—Y fonksiyonu kuvvetlice- kapal bir egriye sahiptir. Oyle ki
(Vx W] nG(g) = @ dir.



Teorem: g:X—Y fonksiyonu kuvvetlice- kapali bir grafige sahiptir olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul her x € X ve x de her a¢ik kiime taban1); icin {g(x)= Ny 6 —
cl[V] }dir.

3.2.5.9. Tanim

X9, X uzayinda bir nokta ve o, X de bir siizge¢ tabani ise o zaman{Ac X | X, €
X —AveyaF U {x,} € A bazi F € wi¢in}, X de bir topolojidir. Bunu xy ve wye bagh X
de topoloji olarak adlandiracagiz.
Teorem: xy, X wuzaymda bir nokta ve w,X de bir siizge¢c tabani
olsun. w siizge¢ tabanimin X — {xo} da kesisim kiimeleri bos kiime olsun. Bu

durumda xyve w a bagh X uzay1 ,é sinifindadir.

3.2.6. H-kapah Uzaylar

3.2.6.1. Tanim

Eger uzaydaki her bir siizge¢ tabani, bu uzay i¢indeki bazi noktalara 6 —bagl ise
Haudorff uzay1 H- kapali diyecegiz.

Teorem: 8 smifindaki her X uzay1 i¢in, her bir 1-1, orten, grafigi kuvvetlice-
kapali g:X—Y fonksiyonu zayif olarak siirekli ise bir Y Hausdorff uzay1 H-kapalidir.
Bunun tersi de dogrudur.

Ispat: Kuvvetli gereklilik: X uzay: herhangi bir uzay, Y ise H-kapali olsun.

g:X—Y fonksiyonu kuvvetlice- kapali bir egriye sahip ve KX olsun.

y € g(cl[K]) igin x € cl[K] ile y=g(x) segilsin ve ), ,x in agik kiime tabani olsun. O
zaman o ={g(V)Ng(K): V€ ), 1Y de siizge¢ tabanidur.

Sonugta O—adhw#@ dir. Ustelik; 3.2.59 Teorem ve 0-—
kapanis 6zelliklerinden 6 — adh o < {g(x)} N 6 — cl[g(K)] dur.

Yeterlilik: Y Hausdorff olsun. x, Y ve farz edelim ki ®,Y — {X,} da herhangi bir

noktaya 6 bagli olmasin. Bu durumda o, Y de siizgeg tabanidir.



X=Y, ovex, a baglh olsun. X 3.2.5.10 teoreminden 6 smifindadwr. i: X —Y 0Ozdes
fonksiyon olsun. Eger x # y,x # X, vex & cl[W] ile Y’de y civarindaki W agik
se¢ilsin o zaman {x}, X’de agiktir ve ({x} X cl[W]) N G(i) =@ dir. Eger x # y ve
X=Xy ise y#X, dir. Clinkii x, & cl[W] ve FNncl[W] =0 sartim saglayan y
civarindaki W agig1 ve F € o vardir. F U {X,}, X’de agiktir ve ((F U {x,}) x cl[W]) n
G(i) = @ dir. Boylece i’nin kuvvetlice kapali bir egriye sahip oldugunu ispatlamis
olduk. Bu yiizden den i,x,'da zayif olarak siireklidir. Her bir F € ® i¢in i(cl[F])c 6 —
cl[F] dir. Ciinkii her bir F € o i¢in X, € cl[F] dir. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem: Bir (X, t)Hausdorff uzayr H-kapalidir olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul Xiizerinde (X, t*) 8 sinifina diisecek sekilde ve i: (X,t*) —

(X,t)0zdes fonksiyonu kuvvetlice — kapali bir grafige sahip her bir T*
topolojisi i¢in, her bir 1-1, Orten grafigi kuvvetlice- kapali her bir g: (X,t*) —
(X, T) fonksiyonu i¢in X de F(g)kapalidir.

Ispat: Kuvvetli gereklilik: (X,t) ,H-kapali olsun. t*,X de herhangi bir topoloji
olsun ki i: (X,t*) — (X,7) fonksiyonu kuvvetlice- kapali bir egriye sahip, her
g (X,1") — (X, 1) fonksiyonu kuvvetlice-kapali bir egriye sahip fonksiyonlar olsunlar.
ve cl[F(g)]; 3.2.1.1 teoreminden g zayif olarak siireklidir. Eger g(v) # vise(v,g(Vv)) €
VxWve(VX)NG@H) =0 ileW e tveV € tragik kiimeleri vardir. i fonksiyonu
kuvvetlice- kapali bir egriye sahip oldugundan bu c¢ikarilir. Ciinkii g zayif olarak
stireklidir.

g(A) ccl[W]vev e AileA€ t° vardirVNAE tveve VNA;

g(VNA) cc[W], g(x)=x sartim saglayan x € VN A yoktur. Bu g¢eliski
gerekliligi tamamlar.

Yeterlilik: Farz edelim ki w, (X, t) de siizgeg tabani olsun. w, X de herhangi
bir noktaya 6 — bagli olmasin. x4 € X se¢elim ve T, w ve Xy a bagh X de bir topoloji
olsun. 3.2.5.11 teoreminin yeterliligine benzer sekilde ayni ispat1 kullantyoruz.

(X, %), 6 sinifindadir ve i: — (X, t)0zdes fonksiyonu kuvvetlice- kapali bir egriye
sahiptir. y, € X—{x} segelim ve g:(X,t*) — (X,T)fonksiyonu tanimlansin ki
2(X0)=Yo,8(y) = X, ve g(x)= x seklinde olsun. Baska bir deyisle 1-1, Orten
g:(X, ) — (X, 1)fonksiyonu kuvvetlice- kapali bir egriye sahiptir.

(x,y) € X,Y) — G(g). Eger x,,We t,y€ Wveg(x) & cl[W] segersek o zaman

{x} x WD NG(g) =0 olur. Eger x=X,,y # Vo.iXo} U (cl[W] Nn(Fu {Xo,yo})) =



{xo}; ((FU{xo}) x cl[W]) N G(g) = @ sartlar1 saglandiginda y nin civarinda bir W
ac1g1 ve F € w segebiliriz. Bu g fonksiyonunun kuvvetlice- kapali bir egriye sahip
oldugunu gosterir. Biz kolayca sunu gorebiliriz ki F(G)=X-{x,,yo}, T" kapali degildir.
Bu tezat ispat1 tamamlar.

Teorem: Bir (X, t)Hausdorff uzay1  H-kapalidire> X  {izerinde
(X, ") 8 siifina diusecek sekilde ve i: (X, ) den(X, ©) ya 6zdes fonksiyonu

kuvvetlice — kapali bir grafige sahip her bir t* topolojisi igin, grafigi
kuvvetlice- kapali her bir g: (X, t") — (X, T) fonksiyonu i¢in F(g) yogun ise X=F(g)
dir.

Ispat: Kuvvetli gereklilik: 3.2.6.2 teoreminde bulduk ki i: (X, t9) —
F(g) kapalidir. Her g: (X, ") — (X, 1) fonksiyonu kuvvetlice- kapali bir egriye sahipse
F(g), (X, T*) da yogunsa F(g)= X dir.
Yeterlilik: g’yi  tamimlamadan once 3.2.6.2 teoreminin yeterlilik kanitini
izleyecegiz. x # xq ve g(Xg) = ¥, iseyy € X — {Xo}segilir ve g: (X, ) — (X, 1) ve g(x)
= X olmak iizere tanimlansin. 3.2.6.2 teoreminin yeterliligine benzer arglimanlar
kullanarak g nin kuvvetlice- kapali egriye sahip oldugunu goérebiliriz. O zaman F(g)=

X — {X,}, X de yogundur. Celigki ispat1 tamamlar.

3.2.7. Minimal Hausdorff Uzaylar
3.2.7.1. Tammm

Eger bir tek 8 — bagl noktasi olan uzaydaki her bir siizge¢ tabani yakinsak ise
Hausdorff uzayr minimal Hausdorfttur.

Minimal Hausdorff uzaymnin igine olan bir fonksiyon grafigi kuvvetlice-kapali
ise kesinlikle siirekli olmak zorundadir. Hausdorff uzayinm igine olan zayif olarak
siirekli fonksiyon kapali bir grafige sahiptir. O halde; bir uzay minimal Hausdorff ise
uzaym i¢ine olan siirekli fonksiyonlar smifi ile kuvvetlice - kapali grafige sahip

fonksiyonlar sinifi birbiriyle cakisir.



Teorem: Eger Y Hausdorff ve g:X—Y fonksiyonu siirekli ise g kuvvetlice-
kapal1 grafige sahiptir.

Teorem: Y minimal Hausdorff olsun. Oyleyse g:X—Y fonksiyonu siireklidir
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g kuvvetlice-kapali grafige sahiptir.

Teorem: Y Hausdorff uzayi, minimal Hausdorfftur olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul 8 smifindaki her X uzay1 i¢in, her bir 1-1, orten, grafigi kuvvetlice-kapali her
g:X—Y fonksiyonu siireklidir.

Ispat: Y minimal Hausdorff, X herhangi bir uzay olsun, g:X—Y kuvvetlice-
kapali grafige sahip bir fonksiyon olsun. KcX olsun, y € g(cl[K]); x€ cl[K] ile g(x) =
yve Y ,Xdeagik kiime tabani olsun.0 zaman Ny 6 — cl[g(V) N (K)]={g(x)}dir.

Cinkii o = {g(V) ng(K):Ve) }Y de siizgeg tabanidir. g kuvvetlice-kapali
grafige sahiptir ve Y, H- kapalidir. Ciinkii Y minimal Hausdorfftur. ®@—y ye yakinsar.
Oyleyse y civarinda Y iginde her W agig1 icin, g(V) N g(K)CW sartin1 saglayan
VeE) vardr.

Sonug olarak WN g(K) # @ ve y € (cl[g(K)]) dur.

Yeterlilik:, X, noktasina® — bagli noktalarin ¢ogunlugu ile Y de bir siizgeg
taban1 olsun.

X=Y, wve Xxy’a bagh uzay olsun. i X—Y 0zdes fonksiyon olsun. i nin
kuvvetlice- kapal bir grafige sahip oldugunu géstermistik. Oyleyse i siireklidir ve eger
W, X, i civarinda Y de agiksa FCW ile FE w vardir. Bu yiizden w—Xx,’a yakinsar ve

ispat tamamlanir.



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu tezde kompakt bir X Hausdorff uzayi, Y Hausdorff uzaymin i¢inde gomiilii
ise Xin goriintiileride daima Y nin kapali bir alt uzayidir oldugu ile ilgili 6zelliklerin bir
birlesimi anlatildi. Bu 6zellik ilk olarak 1924 te Alexandroff ve Urysohn tarafindan
kesfedildi ve bu uzaylar H-kapali uzaylar olarak tanimlandi. Bir Haudorff uzaymn
topolojisi T olsun. X iizerinde t tarafindan icerilen bir topoloji artik Hausdorff degilse
(X,tr) uzayma minimal Hausdorff oldugu anlatildi. Katetov 1940 daki ¢aligmasinda
minimal Hausdorff uzaylarin H-kapali ve yar1 diizenli oldugunu gosterdi. Bourbaki; X
Hausdorff uzay1 olmak tizere H-kapalilik 6zelliginin H(i):Xde her acik siizge¢ tabaninin
bir baglilig1 vardir 6zelligine, minimal Hausdorff 6zelliginin H(ii): Tek bagl noktaya
sahip olan her agik siizge¢ tabani bu noktaya yakinsar o6zelligine denk oldugunu
gosterdi.

Bir X uzaymin alt kiimelerinin bir ailesinin birlesimi X de yogun ise bu aileye
yaklagik ortii diyelim. Alexandroff, bir Hausdorff uzay1 mutlak kapali olmasi i¢in gerek
ve yeter kosulun X in her acik Ortiisiiniin, sonlu bir yaklasik ortiisii oldugunu gosterdi.

Alexandroff’un bu karakterizasyonundan Hausdorff hipotezini kaldirarak elde
edilen uzaylar smnifin1 quasi-H-kapali olarak adlandiriyoruz. Quasi kompakt terimini
kullanan Bourbakidir. Bu uzaylar Scarborough ve Stone’ nun H(i) uzaylarina 6zdestir.

Katetov, herhangi bir X Hausdorff uzaymm H-kapal X “uzayi i¢inde yogunlukla
gomiilii olabilecegini gosterdi. Ayrica Xde her bir sinirli, reel degerli, siirekli 6zellige
sahip fonksiyon X “a genisletilir. X ", X in Katetov genislemesidir. X " H-kapalidir.
Stone Cech kompaktifikasyonuna benzer zelliklere sahip olsa da X" kompakt ise X
kompakttir. X in genislemeleri kiimesi U olsun. Banaschewski bu kiimede iz diisiim
fikrini fark etti. Y € W olsun. Eger A icinde her bir Z igin, X noktasal olarak sabit
birakan Y den Zye siirekli bir fonksiyon var ise U igindeki bir Y genislemesi bu
kiimede projektif en biiyiiktiir denir. X uzaymin Katetov genislemesi X uzayini iceren
tiim H-kapal1 uzaylar i¢inde projektif en biiytiktiir.

Porter ve J.Thomas, Katetov genislemesinin insas1 ile bir topolojik uzaym yari
diizenlilestirilmesi arasinda bir iliski gelistirmislerdir. Ayn1 zamanda Berri tarafindan
‘Her Hausdorff uzayi, minimal Hausdorff uzayi i¢cinde gémiilii olabilir mi? ‘sorusu

olumlu bir sekilde cevaplandirmislardir.



Banaschewski, tamamen diizenli uzaylar arasinda, sadece kompakt uzaylarin
Stone- Weierstrass 0Ozelligine sahip oldugunu gostermistir. Ayni zamanda kompakt
olmayan tamamen diizenli bir uzaym, Stone- Weierstrass 6zelligine sahip ve kompakt
olmayan bir uzay i¢ine gomiilebilecegini kanitlamistir. Stone- Weierstrass 6zelligine
sahip bu uzay Katetov geniglemesinin bir alt uzayidir.

Kompakt olmayan tamamen diizenli bir uzaymn Katetov genislemesi Stone-

Weierstrass 6zelligine sahip midir?



5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde “kompakt uzaylar”, “H-kapali” ve “minimal hausdorff uzaylar”
kavramlar1 tanimlanip, “kompaktlastirma”, “Stone —Weierstrass Ozelligi”, “katetov

genislemesi”,“quasi H-kapali”,“H-kapali urysohn uzaylari” ve “hausdorff uzaylarin

genislemeler1” konularinda bir derleme yapilmistir.
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