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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

DIFERANSIYEL FARK OZELLIKLERININ KORUNMASI ILE COK KATLI

ir>i|G,s)

DEGISKENLERE BAGIMLI G
fEB,,

FONKSIYONLARININ GCE,

BOLGESI DISINA GENISLETILMESI

Sadiye AKTAS

Tekirdag Namik Kemal Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans tez calismasi girig, kuramsal temeller, materyal ve yontem, arastirma
bulgulari, tartisma ve sonu¢ ve kaynaklar olmak iizere toplam alti béliimden olusmaktadir.
Tezin giris kisminda konuya iliskin literatiir 6zetleri, calismanin giincelligi, tez calismasinin
amacl, bu amaca varmak icin ¢oziilmesi gereken problemler ve tez calismasinda elde edilen
sonuglarin bilimsel yeniligi verilmistir. Ikinci béliimde ¢ahigmada ihtiya¢ duyulan fonksiyon

uzaylari, temel integral esitsizlikleri ve integral gosterimi ile ilgili kuramsal temeller

. Lr>6|G,s
verilmistir. Ugtincii boliimde ¢ok boyutlu GCE, bolgede tanimlanmig ¢ Bi,[ |
p.o
fonksiyon uzay tipi icin gerekli olan temel kavramlar ve notasyonlar verilmis, “ o - yarim

boynuz’ve“kuvvetli o - yarim boynuz” kosulunu saglayan boélgeler sinifi tanimlanmigtir.

ir>ilG,s)

Dérdiincti  boliimde, GCE, bolgesinde tammlanmis feB
p,0

fonksiyonunun

diferansiyel fark 6zelliklerinin korunmasi sartiyla, tamm boélgesinin disina genisletilmesine
iliskin integral esitsizlikleri bigciminde gomiilme teoremleri verilmistir. Beginci béliimde ise

calismanin esas sonuglarini ifade eden teoremlerin ispatlar1 verilmistir.

Anahtar kelimeler : Lebesgue ve Besov Uzaylari, integral ayrilis, gomiilme teoremleri

bicimindeki esitsizlikler
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EXTENSION OF FUNCTIONS pb DEPENDENT ON THE MULTI PACKAGE
VARIABLES OUTSIDE THE GCE, REGION WITH PRESERVATION OF THE
CLASS
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Department of Mathematics

The master thesis study consists of a total of six sections; introduction, theoretical
basis, material and method, research findings, discussion and results and references. In the
introduction of the thesis, the literature abstracts about the subject, the aim of the thesis study,
the problems to be solved for this purpose and the scientific innovation of the results obtained
in the thesis study are given. The second section summarizes the basic concepts, definitions
and theorems related to function spaces, basic integral inequalities and integral representation
needed in operation. In the third section, we give the basic concepts and notation necessary

ir>i|G,s|
BL,

p.o

for the type of the functional space defined in the multidimensional domain

GCE, satisfying the conditions of the " o -half horn" and "strong o -half horn”. In
the fourth section, the theorems of the embedding are given in the form of integral inequalities
for expanding beyond the definition domain with preservation of the class the function

ir>6|G,s)

feB . In the fifth section, the proofs of the theorems expressing the main results of
p,6

the study are given.
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SIMGELER DiZiNi

Wy (G) : Sobolev - Slobodetskii fonksiyonel uzay1
H ;(G] : Nikol’skii, fonksiyonel uzay1
W ; Y G : Sobolev — Kudryavtsev weighted fonksiyonel uzay1
S ; W(G\) : Nikol’skii- Lizorkin-Dzhabrailov uzay1
B ; .0 (G) : Nikol’skii-Besov fonksiyonel uzay1
S ; 0 B (G) : Nikol’skii-Dzhabrailov-Amanov uzayi

<r>
B1.0(CS) . pDahabrailov - Alisoy uzayi

L, G| . G alt kiimesinde t(x) fonksiyonunun élciilebilir uzay:

ol
L. |G :p dereceden integrallenebilen GCE, bolgesinde olgiilebilir

fonksiyonlar uzay1

-l : fonksiyonun X iizerinde bir normu

E, DX =(X 1" ,Xn) noktalarinin  n boyutlu Euclidean uzayi

{ f k}‘f : L p(G) uzay1 altinda kendine yakinsayan fonksiyonlar dizisi

{I m}f : sinurh ve Olgtilebilir kiimeler ailesi

Co : finit fonksiyonlar uzayi

supp ¢ : fonksiyonunun sifirdan farkli tiim noktalarinin kapanis kiimesi
(destekleyicisi)

x=D"f : G acik kiimesinde f - fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi

forlx] : ortalama fonksiyon



Dk(f ’ (X)) : ortalama fonksiyonun genellestirilmis tiirevi

|D*f|.[x] : genellestirilmis tirevin ortalama fonksiyonu

v

ATt : f(x) fonksiyonunun " - mertebeden sonlu karisik farki

A, sflx] . (%) fonksiyonunun integral operatorii
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1. GIRIS

1.1. Calismasinin Giincelligi

Fonksiyonel uzaylar teorisinin gelisimi ve onlarin matematiksel fizigin denklemlerine
(kismi tiirevli diferansiyel denklemlere) uygulamalari, bu teorilerin birlestirilmesi ve de
genellestirilmesi dogrultusunda yeni problemler ortaya koymaktadir. Matematiksel fizikte
fonksiyonel analizin bazi uygulamalarim1 kapsayan bu teori ilk olarak, S. L. Sobolev
tarafindan ortaya atilmistir (Sobolev, 1991). Sonraki asamalarda, teorinin gelismesinde,
W,Gl-

S.L.Sobolev , L.N.Slobodetskii ( Sobolev .- Slobodetskii fonksiyonel uzayi) ;

H}/G| W |G

S.M. Nikol’skii ( - Nikol’skii, fonksiyonel uzay1); L.D. Kudryavtsev (

| |
- Sobolev — Kudryavtsev weighted fonksiyonel uzayi), P.V. Ilyin, P.I. Lizorkin( S WiG|

-
- Nikol’skii- Lizorkin-Dzhabrailov uzayi), O.B. Besov ( B P:9(GJ - Nikol’skii-Besov

| o
fonksiyonel uzayi), A.D. Dzhabrailov , T.M. Amanov ( SP,9 BIG| Nikol’skii-

Dzhabrailov-Amanov uzayi), V.I. Burenkov, Y.S Bugrov ,Grisvard P, Gagliardo E, Benedek

A, Panzone R, Garding L , Lions J.L , Kalder GEE

n on A.P, Zygmund A , Nirenberg L
gibi gorkemli matematikciler cok

biiyiik katkilarda bulunmuslardir [Slobodetskii (1958,1966),Nikol’skii (1963,1969) Besov ve
ark.,(1969,1996),1’'in(1965),Lizorkin P.I.(1964),Dzhabrailov (1974,1981,1988,2001),Amanov
(1965), Burenkov(1979), Kudryavtsev (1988, 2017)].

Diferansiyellenen fonksiyonlar i¢in “Gémiilme Teoremleri” adi ile tanimlanan problemlerde,

fonksiyonlarin bir metrikteki bilinen diferansiyel o6zelliklerine gore, onlarin bagka bir

metrikteki 0Ozellikleri belirlenir. Bu tiirden ilk 6nemli sonuclar S.L. Sobolev tarafindan

tanimlanan WP G-
1996)].

Kudryavtsev S.N. (2017), fonksiyonlarin normlarinin belirlenmesinde fonksiyonlarin

uzayl icin elde edilmistir[Sobolev (1991),Besov ve ark.,(1969,

bilinen mertebe yonlii tiirevlerinin siirekliliginin mutlak degeri yerine, onlarm ” L, -
ortalama” mutlak degerlerini kullanilarak fonksiyonlarin tammm bolgesi disina

genisletilebilecegini incelemistir.



I I
Besov O.V. ve ark., (1996); Dzhabrailov (1974), Wy (6] ve B p.0lC) fonksiyonel
uzaylar igin integral ayrihis yontemi kullanarak QCE, bolgesi disinda f(x]

fonksiyonunun diferansiyel 6zelliklerini incelemis ve gomiilme teoremleri verilmistir.

,
Dzhafarov (1964) , Hp(G)

- Nikol’skii  fonksiyonel uzaymin diferansiyel ve
diferansiyel-fark ozelliklerini incelenmis ve gomiilme teoremleri verilmistir. Diger bir

7,5
fonksiyonel uzayina gore daha kapsaml olan H P uzaylarinin

H' (G

calismasinda ise p
diferansiyel fark 6zellikleri incelenerek, gomiilme teoremlerinin iyilestirilmesi yapilmigtir
Dzabrailov & Mamedov (1981), baskin karisik tiirevlere sahip (with dominant mixed

derivatives) cok degiskenli diferansiyellenen fonksiyonlar icin yeni integral ayrilisi verilmis

S e B(G)

ve bu integral ayrilisi yardimiyla uzayindan olan fonksiyonlarin diferansiyel

ozellikleri incelenmistir.

r
Mashiyev (1988), Mashiyev ve ark.,(2011,2012) B P:G(G)

ve fonksiyonel
uzaylarin belirli aileleri icin fonksiyonlarin integral ayrilisi ve gomiilme teoremleri
incelenmistir.

Kerimova (Alisoy) (1997), GCE, bolgesinde belirlenmis cok degiskenli
diferansiyellenen fonksiyonlar i¢in yeni B50(Gs) fonksiyonel uzaylar olusturulmus ve elde
edilen yeni integral gosterimlerinin yardimiyla, bu fonksiyonel uzaylar icin yeni gémiilme
(embedding) teoremleri ispatlanmistir [ DzhabrailovA.D & Kerimova (Alisoy), 1988]. Bu
teoremlerin sonuclar olarak, verilmis uzaylarda farkli normlarin esdegerliligi gosterilmistir
[Kerimova (Alisoy),1997].

Alisoy G. ve ark.,(1997,1998,2002,2005), elde edilen sonuglar, matematiksel analizin
“uzay teorisi ‘ne veya cok degiskenli diferansiyellenen fonksiyonlarin gémiilme teoremlerine

(Theory of Embedding Theorems) iliskin yeni orijinal sonuglar icermektedir. Bu

calismalardaki, c¢ok degiskenli diferansiyellenen fonksiyonlar icin olugturulmus yeni

fonksiyonel uzaylar Bpo(Gs) (Dzhabrailov- Alisoy) , 6zel durumlarda s = 1 icin
Nikol’skii — Besov ve s = n icgin ise Nikol’skii - Dzhabrailov- Amanov fonksiyonel

uzaylarina déniismektedir.



Alisoy & Aktas (2018), e B} o (Gs) fonksiyonlarin  diferansiyel-fark

ozelliklerinin korunmasi sarti ile G @E, boélgesinin 6tesine genisletilmesine iliskin gémiilme

teoremleri biciminde yeni integral esitsizlikleri tanimlanmig ve ispatlanmistir.

Sonug olarak, bu tiir 6zelliklere sahip re B o (G:3) fonksiyonlarin Diferansiyel-Fark

Ozelliklerinin korunmas! sarti ile G @E, bolgesinin 6tesine genisletilmesi, ¢6ziimiinii

bekleyen problemler arasinda yer almakta olup, calismanin giinceligini belirtir.

1.2. Tez Calismasinin Amaci

GCE, bolgesinde tammlanmis “o -yarim boynuz” ve “kuvvetli o -yarim boynuz”

kosulunu saglayan f OBP"’ (G.s) fonksiyonunun diferansiyel fark 6zelliklerinin korunmasi

sartiyla GCE, bélgesinin disina genisletilmesine iligkin integral esitsizlikleri bi¢ciminde
gomiilme teoremlerinin tanimlanmasi ve ispati ¢alismanin esas amacini olusturmaktadir.

Bu amaca varmak icin asagidaki problemlerin ¢6ziilmesi gerekmektedir.

i) f éBP’e (G.s) fonksiyonu icin “o -yarim boynuz” ve “kuvvetli o -yarim boynuz”

kosulunu saglayan GCE, bolgeler sinifinin belirlenmesi;
ii) Yardimci fonksiyonlar dizisinin insasi;

iii) Integral operatérlerin degerlendirilmesi;

<r>

iv) Cok degiskenli fee BralCs) fonksiyonlarin diferansiyel fark 6zelliklerinin

korunmasi kosuluyla GEE, bolgesinin disina genisletilmesine iligkin teoremler

1.3.Tez Calismasinin Bilimsel Yeniligi



Integral ayrilis yontemi kullanilarak tim E, ’de tammli ve GCE, bélgesinde

f®B<r> ~

p.0(GS) fonksiyonu ile cakisan bir  f+=f W[ inga edilmistir.

Insa edilen bu fonksiyon icin ilk kez GCE, bélgesinde tammlanmis “o -yarim boynuz”

ve “kuvvetli o -yarim boynuz” kosulunu saglayan f QBP"’ (G.s) fonksiyonunun
diferansiyel fark ozelliklerinin korunmasi sartiyla GCE, bolgesinin  disina

genisletilmesine iligkin gomiilme teoremleri biciminde yeni sonugclar verilmistir.

2. KURAMSAL TEMELLER
Bazi1 Genel Tanimlar ve Kavramlar

Bu boliim, tez kapsaminda kullanilacak bazi tanimlar, teoremler, integral gosterimler
ve esitsizliklerle birlikte {izerinde calisilan Sobolev, Besov ve Dzhabrailov-Alisoy uzaylari
hakkindaki bilgileri icermektedir.

E, ‘de n—{¢ boyutlu Oklid uzayr ve bunun sinirli olmayan élgiilebilir bir G alt uzay1

tizerinde islemler yapilacaktir. G ’de tanimlanan reel f(x) fonksiyonlarinin yardimiyla L, (G)
uzayl tamimlanacak ve bu uzayin ozellikleri incelenecektir. Bu uzayin yardimiyla cesitli

intergral esitsizlikleri tanimlanacaktir ve gémiilme teoremleri verilecektir.

2.1. Normlu Uzay

Tamm 2.1.1. (Musayev,2000) X bir vektor uzay: olsun.  ||*||: X = R fonksiyonu icin,
Vx,yeX ve AeC olmak iizere,

D xllz0 , [xl=0=x=0,

i) [IAx[I=1lllxd]

i) [[x+y/l<[lxl+[ ¥l

ozellikleri saglamyorsa, ||| fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. Bu durumda elde

edilen (X , H) ikilisine normlu uzay, x|l sayisina da x€X elemaninin normu

denir.



Her HH normu, p:XxX —R  olmak iizere,
plx, y|=[x=y|
seklinde bir uzaklik fonksiyonu oldugundan her normlu uzay ayni zamanda bir metrik
uzaydir. Bununla birlikte, bir metrik uzayin normlu uzay olmasi sart degildir.
Bundan sonra, incelemelerde aksi belirtilmedikce HH x ile X normlu uzayinda
tanimlanan norm kastedilecektir.
Tamm 2.1.2. (Adams,2003) X bir normluuzay x€X ve r€R pozitif bir say1 olmak
tzere
B,(x| :|y EX:|[x—y|x< r} kiimesi, x merkezli r yaricaph bir agik yuvar,
Er(x):{ yEX:||x—y| XSr} kiimesi, x merkezli r yaricaph bir kapali yuvar olarak

tammlamr. A CX  olmak iizere, Vx€A icin B,[x|CA olacak sekilde

3r>0 iseohalde A ‘ya agik kiime denir.

Tamm 2.1.3. {Xn} , X -normlu uzayinda bir dizi olmak tizere Ve>0 icin

n,m>N oldugunda | X,,—Xm|| <€ olacak sekilde bir N pozitif tamsayisi varsa,

yani n,m—o iken ‘ Xn—Xm”X —~ 0 oluyorsa, {X,J dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Tamim 2.1.4. (Brudniy,1976) Bir X  normlu uzayindaki her Cauchy dizisi X ’in bir
elemanina

yakinsiyorsa, X ’etam uzay veya Banach uzay: denir.

Tanmmm 2.1.5. (Brudniy,1976) X normlu uzayinda tanmh farkh iki norm ||Hx1 ve

[l .
olmak iizere, YX€X  icin
cillxllxa<lxlly i <e,llxly. .
olacak, sekilde pozitif ¢, , ¢, reel sayllar varsa o zaman |||y, ve |l

normlarina denk normlar denir.

Tamm 2.1.6. (Brudmy,1987) X normlu uzay ve#® A CX olmak iizere, eger A=X

oluyorsa A kiimesi X uzayinda yogundur denir. Bununla birlikte A ve B , X

normlu uzaymn iki alt kiimesi olmak tizere, eger Vx€B ve Ve>0 sayisiigin
lx=ylly<e

olacak sekilde bir y€A elemanivarsa A kiimesi B ’de yogundur denir.



Tanim 2.1.7.(Schvartsman,1981) X normlu uzay sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahipse

X normlu uzayna ayrilabilir uzay denir.

2.2. Siirekli Fonksiyonlar Uzay:

Tanim 2.2.1. (Muramatu,1971/72) G , E, ’ninagik bir bolgesi olmak iizere,
Cc’(G):=|f:G-E,
seklinde tanimlanan kiimeye siirekli fonksiyonlar uzay: denir. Buuzay, || , E, ’de

tanimlanan norm olmak iizere,

If

normu altinda bir Banach uzaydur.

c“(G):LX GGV[X)‘«X’

Tamm 2.2.2. (Stasyuk&Yanshenko) f[,GCE, bolgesi iizerinde tammh bir fonksiyon

olmak iizere, her x,y€G icin

\flx|—f(y)|<L|x—y]

olacak sekilde negatif olmayan bir L=L|f| sabitivarsa, [ fonksiyonu Lipschitz

kosulunu saglar veya Lipschitz-stireklidir denir. Lipschitz-siirekli fonksiyonlarin olusturdugu

fonksiyon simfi  C*' G| ile gosterilir.
2.3. Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar Uzay1

Tamm 2.3.1. (Besov ve ark.,1996) Bir GCE,  kiimesinin kapamst G ve .E,

’de bir bolge olmak {izere, GCQ ve G kimesi E, ’in kompakt bir alt kiimesi ise
budurum GCCQ

seklinde gosterili. f , G ’de tamml bir fonksiyon olmak iizere, f fonksiyonunun

destegi suppf={x€G: f( x)#0 | seklinde tanimlanir. Eger suppf CCQ ise, f

fonksiyonu € ’da kompakt destege sahiptir denir

Tanim 2.3.2.( Maksudov & Dzhabrailov,2000) 2 , E, ‘de bir bolge olsun. Negatif

olmayan herhangi m tamsayisi icin bolgesinde |a|<m  mertebesine kadar tim



D"f kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlardan olusan vektér uzayr C"(Q| ile

gosterilir.

Tammm  2.3.3.(Maksudov &  Dzhabrailov,2000) E, >de tammlanmis, sonsuz

diferansiyellenebilen ve sinirda sifir olan fonksiyonlara finite (sonlu) fonksiyonu denir. Finite
fonksiyonlar uzayn C, seklinde gosterilir. G kimesi E" de acik kiime olsun.

Eger ¢|x] fonksiyonu G ‘de finite fonksiyon ise o zaman ¢(x| fonksiyonu G -
acik kiimesinde tamimhdir ve G  kiimesinden olan kompakt tasiyicilara sahiptir.
Fonksiyonun sifirdan farkl tiim noktalarinin kapanis kiimesine bu fonksiyonun tasiyicisi veya

destekleyicisi denir. (x| fonksiyonunun tasiyicisi supp ¢ olarak gosterilir.
2.4 Lebesgue Olciimii ve Olgciilebilir Fonksiyon

la,b] araligindaki noktalarin keyfi kiimesi E C la,b| ve bu kiimelerin tiimleyeni ise
CE:=|a,b|]\E olsun
E  kiimesi, uzunluklarn uygun olarak  @;,a,,*** olan simrh veya sayilabilir agik
araliklarin sisteminin alt kiimesi olsun. Bu durumda Zk: >0 glacaktr.

Bu nedenle bu toplam alttan sinirhdir ve dakik alt sinir limit degerine sahiptir

Tanum 2.4.1. inf Zk: a E - kiimesini kapsayan araliklar sisteminin dakik alt limit

degeri
olmak tizere,

m'(E|:=inf Y a,
k
ifadesine E C|a,b| kiimesinin dis lciisii denir.
Tamm 2.4.2. m‘(CE| , E -kiimesinin timleyeninin dis 6lciisii olmak Uzere,

m,|E):=|b—a)—m‘|CE|

ifadesine ECla,b] kiUmesinin i¢ élctsi denir.

Tamm 2.4.3. m|E| , E kiimesinin Lebesgue 6lciimii olmak iizere,

mL[E)zm[’(E]z:m[E]



ise o haldle EC|a,b] Lebesgue anlaminda 6lgiilebilir bir kiimedir denir.

Tamm 2.4.4. Eger VAER icin {xE E:f (x)>A} kiimesi olciilebilir bir kiime ise o

halde f(x| fonksiyonu E Cla,b| ’de dlciilebilir bir fonksiyondur.

Tamm 2.4.5. Eger (x| fonksiyonu EC [a,b] > de o6lciilebilir bir fonksiyon ise o halde,
flx) fonksiyonu her élciilebilir F CE  alt kiimesi iizerinde de 6lciilebilirdir, yani

\XEF:fIx|>A|=FN|x€E:f[x>A|

Tamm 2.4.6. Eger f fonksiyonu 6lgiilebilir ve reel degerli ise, o zaman f fonksiyonu her

ikisi de oOlciilebilir ve negatif olmayan 4 :m?i( Lf;0} ve ¢ :—n#n (f0)
26
fonksiyonlar cinsinden +&*f"  seklinde yazilabilir. Bir Q  bolgesi iizerinde tanimlanan
f=f
(x| dx £~ (x)dx
T 0 ve T 0 integrallerinden en az biri sonlu olmak tizere,
Q Q
£~ [x)dx
[}
(x| dx— f 18
Q
d Q
f flx] dx=f 8
Q Q

biciminde ifade olunabilir.
Eger iki integral de sonlu ise f fonksiyonuna € bolgesinde Lebesgue integrallenebilir

denir.

25. L, -uzayi

Bu béliimde, olgiilebilir (fakat sinirli olmasi sart olmayan) bir GCE, alt kiimesinde

tamimh reel degerli fonksiyonlarin L, uzayinin bazi 6zellikleri verilecektir. Burada E,

X= xl,xz,...,xn) n

noktalarinin n-boyutlu OKklid uzayidir. Tezin ileriki béliimlerinde



L, uzayin yardimiyla cesitli esitsizlikler ve dagilim fonksiyonu tammlanacaktir. Hatirlayalim
ki buradaki kiimelerin 6lgiile bilirligi Lebesgue anlamindaki bir 6l¢iile bilirliktir.

Tanim 2.5.1

a
L,|\G|=\f:f olgiilebilir fonksiyon,f If (x)]’ dx<o0,1< p<oo (2.5.1)
G

biciminde tanimlanan ifadeye Lp(G) uzay1 denir. Simdi ise bu uzay altinda tanimlanan

normu belirleyelim;
P - reel say1 olmak {izere 19p <@ olsun. © alt kiimesinde f(x) fonksiyonunun

olciilebilir uzay1 L, (G) biciminde gosterilir. Bu G

f oL, (G)

alt kiimesinde fonksiyonun Lebesgue

anlaminda integrali vardir. Hatirlayalim ki fonksiyonunun L, (G) uzay1 altinda

tanimlanan normu asagidaki ifadeyle belirlenir [ Besov ve ark.,1996].

I£l,0 =111 p,G=§@(x)\de§
(2.5.2)

p=o degeriicin L.[G| uzayielde edilir L,|G| uzaymn elemanlar élciilebilir ve
simirh fonksiyonlardan ibarettir. Bu uzay altinda tammlanan f €L, |G|  fonksiyonunun

normu asagidaki gibi belirlenir [ Nikolskii,1969]

[l =1l 0= ggg sl (x)| =int{e>0:|F (x) @] -

G - bolgesinin diizgiin sirekli f(x] fonksiyonunun L,|G| uzaymm 6énemli bir alt
uzayl ise C|G| seklinde gosterili. Bu durumda f€C|(G|  fonksiyonunun normu

asagidaki gibi belirlenir

(2.5.4)



Varsayalim ki her pz(pl,"',pn her i=1,---,n icin bilesenleri 1< p;<c
esitsizligini saglayan bir vektérdiir. Bu durumda  E, ’de tammlanan 6lciilebilir  f (x|
fonksiyonlar uzayini

L,E

p

ile isaretlersek o halde f(x] fonksiyonunun bu uzay altinda tamimlanan sonlu

n

normu s0yle olacaktir.

U1l £, =Nl e, =l M D, o =
Q o/Q ./ps pip, P Pt 1/p,
i) |f[x3|pldxl) dx, dx, (2.5.5)
E, E, |\ E,

Hatirlayahm ki yukarida (x| fonksiyonunun normunun belirlenmesi icin yazilan

denklemde degiskenlerinin siras1 onemlidir. Ornegin iki degiskenli f(x,,X,]  fonksiyonu

icin

# (2.5.6)

a
fdxz
E,

Q
f ‘f(xuxz)rld X1
E,

a
fdxl
E,

m]
f ‘f(xl,xz)rzdxz
E,

1/
Pl/le %

G kiimesi En ‘de 6lciilebilir bir kiime ve f- fonksiyonu da G {izerinde 6lciilebilir bir fonksiyon

ise o halde
Hf“p,G:"f"p,E"

oldugunu kabul edecegiz. Burada x9G icin flxI=flx] ve XOE” \G icin ise
flx)=0 olur. Ayrica |fll,.c normunun sonlu olmasi durumunda fGLp(G]

yazilacaktir.
Basitlik adma G=E, icin cogunlukla ||fl],. g, gosterimi yerine Hpr isaretlemesi
kullanilacaktir.
Hatirlayalm ki 1< p<oo  olmak iizere L p(G) uzayl Banach uzayidir. Bu durumda
asagidaki 6zellikler gecerlidir.
1) fl,be=0 (VY x€G igin flx]=0 )

2) Hf2||p,G:" cf "(p,G)
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3) ||f1+szp,G3Hf1Hp,G+Hf1||p,G (Minkowski’s esitsizligi)
4) L,G| -uzay tamdir bagka bir degisle, f,€L,(G] k=1,2,...] ise o halde

|fi=Fi,,c = Olk, T = oo] (2.5.7)

Yukarida tammlanan birinci ve ikinci 6zelliklerin dogrulugu agiktir. Uciincii ézellik ise

Minkowski’s esitsizligi olup 2.8.3 paragrafinda ispatlanacaktir. Bu nedenle burada sadece
L p(G] uzayinin tamhgi ispat edilecektir.

Biz burada L,|G| uzaymn tamhgm G=E, durumu igin ispat edecegiz. LP[G)

uzay1 altinda kendine yakinsayan fonksiyonlar dizisi { f k}cf olsun. Bu dénermenin ispati i¢in

2.7.1 paragrafinda verilen Holder integral esitsizliginin sonucundan hareketle G iizerinde

olgiilebilir her ¢ fonksiyonu icin ve her p,1<p<o icin

a
loll,="llgll =1 J |olx]gx||dx (2.5.8)
Erl
. A : 1 1 _ .
esitligi dogrudur. Burada pz(pl,---,p,,) ve ;"‘;—1(1—1,"',”) )

{I I -simrh ve olciilebilir kiimeler ailesi ve X ;, ise I, kiimesinin bir karakteristik

m|1

fonksiyonu olmak tizere (1600l =E olsun. O halde (2.5.7) ifadesinden hareketle

asagidaki esitsizlik elde edilecektir.

ka—fIHp=L

a d
all, =1 [ |fe=fllaldx=|x, | ] |fi=f]dx(25.9)
E, L,

Boylece, (2.5.6) ifadesi goz 6niinde bulundurularak ve L,  uzayinin tamhg da dikkate
alinarak (2.5.9) ifadesinden su sonuca varthr. E, ‘de tammmh 6yle bir f fonksiyonu
vardir ki her m icin H(f —f k)X ImH[ -0  dogrudur. Késegen islemi (Kantor yontemi)

yardimiyla { fkﬁo fonksiyonlar dizisinden E, ’de hemen her yerde [ fonksiyonuna

yakinsayan bir { ka‘T:l dizisi secelim.

Daha sonra ise kai_fkj“gl}(kj:kiski+1:"'): ng:1 dizisine Fatou-Lebesgue teoremi

uygulanarak ve (2.1.8) ifadesinin de dikkate alinmasiyla asagidaki esitsizlik elde edilir.

11



(2.5.10)

p

Q Q
f‘fkl._f“g|dxsck52kif|fki_fk,|‘g|dxSijZki”fki_ka
E, E

Bu esitsizlik tim  g€L,  ve gl ,  igin dogru oldugundan, (f —f k,) €L, ifadesi

icin de dogru olacaktir. O halde, Minkowski’s esitsizligine istinaden f :(f —f ki)+f LEL,
yaza biliriz. Boylece, (2.5.10) esitsizliginde (2.5.7) ifadesinin dikkate alinmasiyla

Hf —f ||p —0lk |  sonucuna varlr. Dolayisiyla L p(G] uzayl tamdir.

26 W

» Sobolev uzay:

Tanmm 2.6.1. [ Besov ve ark.,1996]. G , E, ’de bir bolge ve 1<p<oco olmak iizere,

G bolgesinin her bir kompakt alt kiimesinde p dereceden integrallenebilen G
bolgesindeki biitiin dlciilebilir fonksiyonlar uzay1 L. (G| ile gosterilir. Bu uzay p=1

icin L,.|G :) ,seklinde gosterilen, lokal (yerel) integrallenebilir fonksiyonlar sinifin1 gosterir.

Tamm 2.6.2. [ Besov ve ark.,1996]. u€L,.G] ve « coklu-indislisi verilsin. Her

9€C;|G) icin

a \ a

prdx:(—l}‘“‘f uD pdx
Q

Q

esitsizligi saglamiyorsa, u€L, G| fonksiyonuna u fonksiyonunun zayif tiirevi denir.
Bununla birlikte v  fonksiyonu, u fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi olarak da

adlandinilir ve v=D“y  biciminde gosterilir.

Tamm 2.6.3. [ Besov ve ark.,1996]. G , E, ’de bir bolge, | pozitif bir tam say1 ve

1<p<oo  olmak iizere,

W,(Gl:=[u€ L,|G:DueL,G|,0<[al<l|

p

seklinde tanimlanan uzaya Sobolev uzay1 denir. Wlp |G| uzayr

12



Ip
;1<p<

ey o :=lull,, = (

<|a<l

lully = =lull, o= max [Dul, ; p=co

0<la|<l

tanimlanan normlar altinda bir Banach uzay1 olur.

2.7 Blpﬁ Besov uzay1 ve W; Sobolev uzaylar: arasindaki iligki

Tammm m; - dogal sayl, k; - negatif olmayan tam sayilar olmak lizere m>1—k;>0
li=1,2,=:-,n| olsun. Her 1<p'<eo(i=1,2,---,n] ve 1<0<o icin  GCE, ,
baska bir deyisle G , E, ’de acik bir kiime olsun. Bu kosullar altinda f(x]|

fonksiyonunun G ’de

1/6

Al h G|Df fH
‘|f‘|Bﬁ,(),,,!,...;,,~,efG“_ p’ G+Z f h
i=1 |0
normuna gore tanimli lineer normlu uzayi B'po’pl;,_; pn’e(G) dir. Goriildiigi iizere bu uzay
genellestirilmis bir Holder uzayidir.
Blpo’pl;m;pn’e(G) uzayl, Hi,(G) uzaylar gibi, gomiilme (embedding) teoremlerine gore

kapali bir sistem olusturmalar1 ve diger taraftan W'p(G) Sobolev uzaylan ile yakin bir

baglantiya sahip olmalar1 agisindan ilgingtir.

Teorem 2.7.1 Blpo’pl;_, ey ( G| uzayl tamdir.

ispat[ Besov ,I1’yin & Nikolskii,s.295, 1996]

1<0<o0 icin agagidaki ifadenin dogru oldugunu varsayalim

G\_>0 (V’IJ_’OO)
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L /G| uzaymnn yogunlugundan dolayr f GLPU(G] fonksiyonu igin

p
f,—f
Q,Q° -agkk n -boyutlu kiipler olmak iizere, QCQ° ve Q°CG olsun.

2.6 0 v - oo)
Holder esitsizliginin de dikkate alinmasiyla

B, |G| B Q|- W! Q]

p.p;;p'.0
Bu ifadeden hareketle ve ayrica W%(Q| uzayimin tamhg: dikkate alinirsa, v — o0 icin
|Dif,~Di 5~ 0
oldugunu elde ederiz.
Lpi,e(GX(O, ho)) uzaymn tamhigi nedeniyle 6yle bir  F,[x,h| fonksiyonu vardir ki

v — 00

icin asagidaki ifade dogrudur.

1

—lL+ki—= ;
b st

p,0).Gx(0,n) = 0

Ohaldeher x€Q ve h€(0,h)| olmak iizere, her |f,| alt dizisi iin

Dif, x| - D{flx] j = o0,i=1,,n|
ve

k-1 .

h "A™h;G|DEf (x|~ Flx,h) j — ool

yaza biliriz.

Buradan hareketle, tim [X,h|€Q %(0,h)| ve [x,h|€Gx*(0,h] [OcG| Iicin

ki~ L
Flx,h)=h  °Al"(h;G|D{f|x]
ifadesini elde ederiz.

Sonug olarak, yukarida elde edilen ifadelerden hareketle, v — o icin

fv_fHB;,,,,,__;,,,gtc:w =0

oldugu yazila bilir. Bu ise, B;o,p1;___ Q(G' uzayinin tamligin ispatlar.

.o
5P
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2.8 Temel integral esitsizlikler
Gergek degerli fonksiyonlarin uzayinda bazi temel 6zelliklerinin agiklanmasinda;
i) kesirli(fractional) integraller icin Holder, Minkowski, Hardy, Hardy-Littlewood integral
esitsizlikleri;
ii) singuler integraller icin ise Mikhlin-Calderon-Zygmund integral esitsizlikleri temel

integral esitsizlikleri olarak bilinmektedir.
1
Eger p sayisi verilmis ve 1<p<o ise, o halde ;"‘—,: 1 esitligini saglayan
p

p sayisma p sayisinin eglenigi denir. Ozel durumda eger p=1 ise p=oo
veya p=o ise p=1 olur
Bu o6zelliklere sahip p ve p  degerleri dikkate alinarak asagidaki esitsizlikleri

tanimlayalim

2.8.1. Holder esitsizligi

Varsayalim ki 1< p<oo, fleLp(E"

O halde f,[x|f,x]

)

ve f,EL|E.

E" de integrallenebilirdir ve
a
J‘|f1(x]f2(XJ‘dXSHf1Hp”szp‘ (2.8.1.1)
En

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlik Holder Esitsizligi olarak tanimlanir [Besov ve ark.,1996]
Ispat
(2.1.1) esitsizliginin dogrulugu p=1 ve p=o durumlan icin aciktir. Fakat 1<p<oo
icin ispat yapilmadan 6nce asagidaki esitsizliklerin dogrulugu gosterilmelidir.
+6 \[1] . L

.. ve —*+—==1 olmakiizere Vu,vER icin
p,p €R P p

: . i

i) p>1 icin \uv|g?+—, ve

.. L u” vl y ..

ii) 1<p<oo icinise |uv\27+—, oldugunu kabul edecegiz.
p

Oncelikle p>1 durumunu ele alahm. Varsayahm ki u>0 ve v>0 . Daha sonra ise

15



1
B:;[O<B<1) ve t€(0,0  olmak iizere (p(ti:tﬁ(l—ﬁtlfﬁ) fonksiyonu

tanimlayalim. Bu fonksiyon incelendiginde Vt€[0,0| icin olt] fonksiyonunun

maksimum degerinin t=1 noktasinda oldugu goriiliir. Bu demektir ki Vt€(0,1] icin
olt)<e(1] olacakur. Dolayisiyla  ¢*—Br<1—p  veya bu esitsizligin yeniden

diizenlenmesiyle ¢ —1<p(t—1] oldugunu elde ederiz. Elde ettigimiz bu esitsizlikte u

p
. .. u . .. . .

ve Vv yukarida tammlanan fonksiyonlar olmak tizere t=—  de8isken degistirmesi ve

v

baz1 diizenlemeler yapilirsa agsagidaki sekilde tanimlanmis esitsizlikleri yaza biliriz.

) , ,
Wl gl | YUy v w
vP pivf (vp‘)p p v’
ve ya
. .P p p d ‘
RV DL L AP Y ) ek 4
p p p p

1.1
Elde edilen son esitsizlikte ;4‘—.: 1 kosulunun dikkate alinmasiyla her iki tarafin mutlak
p

degeri alinirsa

], v
|uv|<=—+5-

sonucuna variriz. Bu ise p>1  icin kabul ettigimiz varsayimin dogrulugunu ispatlar.

p P
Benzer yorumlarla ~1<p<co  durumuna karsihk gelen  |uv|> M +‘v—,‘ esitsizligi
p

ispatlanir.
Simdi ise yukarida p>1 ve 1<p<co durumlar igin ispatladigimiz varsayimlardan

hareketle (2.8.1.1) ifadesi ile tamimlanan Holder esitsizligini ispatlayalim

0 /o ,
a’= ”fl(x”pdx ve b= f‘fz(x)‘p dx| olsun.
E, E,

16



Burada a ve b sayilarindan biri sifir ise (2.8.1.1) ifadesi ile tammlanan esitsizliginin

dogru oldugu aciktir. a>0 ve b>0 olmasi kosullarinda f, («X):GU («X) ve

], bv]

f z[X):bV ) fonksiyonlar1 tanimlayalim. Daha sonra ise \uv|s—+—, esitsizliginin
p p

her iki tarafinin integrali alinirsa

?‘u(x]v(x)dx‘sf |”(;)|p dx+} ‘V(X,”pv dx (2.8.1.2)
E, E, E, D

yaza biliriz. (2.8.1.2) ifadesinde integral alti u(x] ve v(x| fonksiyonlari uygun olarak

filx] ve f,lx| fonksiyonlari cinsinden ifade edilirse asagidaki esitsizligi elde ederiz.

p’

T lfz(x‘)‘ AW _
b’ P p

dx+i,
P,
a
ve ya f |f I folx )‘dXSab yaza biliriz. Daha sonra ise bu esitsizlikte a ve b
EVI

sayllar1 yerine onlarin yukarida tanimladigimiz integral degerleri yerine yazilarak Hoélder

esitsizliginin dogrulugu ispatlanir

[ Ifalxllaxs| [ Ir ] ax o] [ Irx)f dx|e=[f], 1],

2.8.2. Ters Holder esitsizligi

a

0<p<1 icin p'=pp1<0 ve [€L,[E,| olmak iizere 0<“Q(Xt)‘pdx<oo
_ P

olsun. Bu durumda, asagidaki esitsizlik dogrudur [Besov ve ark., (1996), Kolmogarov&
Fomin (2012)]

[ Iflxlglx] dxs z

E,

[ lglxI dx|r 2.8.2.1)

E,

Jr(x] ax

E,
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ispat
fg€L,| E,,) olur. Aksi takdirde (2.8.2.1) esitsizliginin sol tarafi sonsuz olur.

o=|g|" ve wy=|fg] alwsak ¢y =[f|" olur. Eger q=%>1 ise WELJE,| ve
q'=ﬁ ise ¢€Lq‘(En) olur. Bu durumda asagidaki ifadeye Holder esitsizligi
uygulanirsa
o o ‘ Q Co\L/a 1
[l (xIPdax=] | xIwixl|ax<| [ |@(x]|"dx |e| [ |w(x]] dx|*=¢
E, E, E, E,
] p(4d o 1-
=TIt |l o
E, E,
sonucuna varilir. Boylece
= a 1/a Co\L
ﬂf(x]g(‘x”dxz “f{x)‘pdx p f|g(x)|pdx P
ters Holder esitsizligi ispatlanmig olur
Eger, (2.8.1.1) ifadesi ile tammlanan Holder esitsizliginde f,[x] ve f,lx]

fonksiyonlar1 sonlu degerli fonksiyonlar ise o halde integral yerine toplam sembolii
kullanilacaktir. Bu durumda elde edilen esitsizlik Hélder’in toplam esitsizligi olarak

adlandirilir ve soyle ifade olunur

=

N 1/ W AL
2 |abj< ! Z|bi\p)p 1< p<oo| (2.8.2.2)
i=1 i=1

p
a
1

i

2.8.3. Minkowski Esitsizligi

Varsayalm ki 1<p<o,  f,€L,|E" li=1,...,m| .Ohalde |(f+...+f,|€L,E"
ve

21 pSZ IF]l, 2.8.3.1).

i=1 i=1
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esitsizligi dogrudur [Besov ,iI’yin & Nikolskii, 1996]. Bu esitsizlik Minkowski esitsizligi

olarak tamimlamr. Bu esitsizligin m=2 icin ispatina bakalim. Buna gore
Hf1+f2HpSHf1Hp+||szp olacaktir.
ispat

ol =l ol F A< =2

LEF S +Hllf o+

Hfﬁ‘szﬁ:f‘fl(X)+f2(x)‘pdxs
Sf|f1(Xt)Hf1(X)+f2(xt)‘p—1dx+f |f2(x)‘|fl(x)+fz(x)‘p_ldX:Il+IZ

Burada, 11:_[|f1(X)Hfllx)-i-fZ(X)‘p_ldx ve Iz:f‘fz(X)Hfl(X)+f2(x)‘p_1dx

Daha sonraise I, ve I, ifadelerine (2.8.1.1) ifadesi ile tanimlanan Holder esitsizligi

uygulanirsa,
_ 3 p %u [p—1lp Up .
I,+1,= f|fl(x)| dx Hfl(xj+f2(x)| dx| +¢
E, E,

1
+ p

f‘f2(x)|pdx

f ‘fl(xj"'fz(x]‘p_lpvdx)

Buifade, (p—1/p=p oldugu dikkate alinarak yeniden diizenlenirse

JIFilIf ax

1(0 - Up
I+1,= P ”fl(x)+f2(x)| dx| +¢
E,

1 1p
+ p

ﬂfz(x)|l’dx f‘fl(x)+f2(x'|pdx

Eger, I, ve I, ifadelerindeki ortak carpan parantez disina alinirsa o halde

I+1,= f|f1[x)+f2(x)|pdx ' ”fl[xt]‘pdx P4 ”fZ(X”pdx Pl -

AR

1
[ p
G, +

(f £, x|[ dx

J|F.lx) dx
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a 1p
yaza biliriz. Burada 13=(f ‘fl(x)+f2(x]|pdx olur.
E,
Sonug olarak,
a ) a , L[ Rt
JIfix+ £ lxI] ax <o [ |, x)f dx [P+ [|f,[x][ dx |

esitsizligini elde ederiz. Eger, bu esitsizligin her iki tarafi I; ’e boliiniirse

. -1 (4 i (o 1
(”fl(x)+fz(x)lpdx Pl [Ifslx] dx |p+| [ folx]"dx |7
E, E, E,
esitsizligini elde ederiz. Bagka bir ifade ile Hf o+ ZHpSHf 1“1,"'Hf 2Hp sonucu ispatlanmis

olur.

2.8.4. Genellestirilmis Minkowski’s esitsizligi

1<p<oo olmakiizere E,*E, ’de ¢l|x,y| ©6lgiiebilir bir fonksiyon ise o halde

Qv opgy)| d

P, x
biciminde tanimlanan esitsizlige genellestirilmis Minkowski esitsizligi denir.

2.8.5. Young esitsizligi

1,1 1
Varsayalim ki  p,q,r€R reel sayilan icin 1<p<oo ve 1_;+E:? kosullar1

dogrudur.
flx] ve Klx| fonksiyonlari fELp(El) ve KELr(El) , E' iizerinde tammh

tek degiskenli fonksiyonlar olmak iizere
a
Iix)=] fly|Kly—x|dy
El

olsun. O halde asagida tammlanan esitsizlik dogrudur.[ Besov ,iI’yin & Nikolskii, 1996]
ll, <1l [1F [l
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2.8.6. Genellestirilmis Hardy esitsizligi

-;Eé = (0,00 yarim ekseninde incelenen bir degiskenli f fonksiyonun normu
% 1
p.E,,= f|f[x)|pdx)p
0
IFl;
biciminde belirlenir.
+¢!
Her 1<p<g<o icin a#0 , y>0 olmak iizere, E, olsun
fEL,
Eger, a>0 icin
X! ;,1+or
F, xI=[flyly” dy
0
ve a<0 icin
bl ) _—1+a
Fo,lxI=[ flyly?  dy
.1
fonksiyonlar1 tamimlanirsa, o halde "E’ = [0,00] yarim ekseninde incelenen bir

6

degiskenli fonksiyon icin Hardy esitsizligi asagidaki bicimde ifade edilir

p’EH'l
—_1’ I
Q:Eﬂ;lqu L) Hf 18
|al
o
x 9 F.
burada ;1—1——+l
q

2.8.7. Hardy-Littlewood esitsizligi

1.1
Varsayalim ki 1<p<g<oo | /J=1—;+E ve fGLp(El)

Tx=] flylly=x"dy
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olmak tizere

17ll<K(p.qllifll,
esitsizligi dogrudur. [Besov ,il’yin & Nikolskii, 1996]

2.9 Diferansiyellenen Fonksiyonlarin Integral Gésterimi
Integral Gosterimi nedir ve nigin kullanilir?

Cok degiskenli fonksiyonlarin integral gosterimi, belirli bir bdlgenin herhangi bir
noktasinda fonksiyonun degerini bu fonksiyonun integrali, bazi tiirevleri veya fonksiyonun
sonlu farki cinsinden ifade etmeye olanak saglar.

Farkl diferansiyel veya diferansiyel-fark ¢zellikleri ile tanimlanan fonksiyonlar sinifi
icin bu fonksiyonlar sinifina 6zgii integral gosterimi olusturulur. Burada énemli olan iki husus
vardir. Bunlar sirasiyla:

i) integral gosterimi biciminin incelenen fonksiyonlar sinifinin karakteri ile,

ii) gosterim tastyicilarinin(baska bir degisle gdsterimdeki integralleme bédlgesinin
biciminin) ise fonksiyonun verildigi bolgeler sinifinin parametreleri ile belirlenmesidir.
Bu hususlar dogrultusunda integral gésterim, incelenen fonksiyonlar siifinin 6zellikleri ile
fonksiyonun verildigi bolgelerin 6zellikleri arasindaki iligkiyi analiz etmeye olanak saglar.
Yukarida da belirtildigi gibi bu teori ilk olarak 1938 yilinda S. L. Sobolev tarafindan
tamimlanmis ve daha sonra yogun bir sekilde iinlii matematikgiler tarafindan bu teorinin
gelismesine 6nemli katkilar saglanmis ve heniiz de bu teori matematiksel fizikte, fonksiyonel
analizin bazi uygulamalarini kapsayan problemler icin 6nem arz etmektedir.

Tezin ileriki asamasinda ihtiya¢ duyulan integral gosterimle ilgili bazi temel
isaretlemeleri tanimlayalim.

Negatif olmayan bilesenlere sahip V k=(k,,"**,k,|  vekerii icin

k|=> k, ve k—1=(k,—1,--,k,—1] oldugu varsayilacaktr. Burada 1=[1,--,1]
i=1

ve her i=1,2,--,n igin k;  negatif olmayan tamsayilardir ve k! :H k! .

Eger, XZ(Xl,"',Xn)GEn ise o halde xklef---x';”, [—x)k:(—1)|k|xk(ki20) ve
Xi:(xl’ XX X,,) oldugu varsayilacaktir.
Her i=1,2,-:,n icin A>0 olmak iizere )\:()\1’...,)\“) ve 0>0 olsun. Bu

durumda,
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A A - =A
XU =(x101‘,--- X u") ve Xx:0'=x0 "=(x;0,", -+, x,0,"| olsun.

Y*nTn n-n

Ayrica varsayalim ki

(k3A):Z ki)\i )
i=1

I ;(a):{x:‘xi—ai‘gvx"(izl, ---,n]J»(a:(al,...,an)

\4

1,=1,0]/0=(0, 0]

b

e,=(0,---,0,1,0,-:-,0] ( X; ekseni yoniinde birim vektordiir),
|1

[1e,=11¢,
J J#I

biciminde tanimlamr. X; argiimanina gore tirevi D, ve i argiimammna gore ise

tirevi D; ile isaretleyecegiz. Bu durumda

DX‘K(va):aiXK(x:vA):DiK(x:vA)vA
9"
D,=(D,,,D,| , Di=(D,[=— ,  Di=D¢---Db |
n i i axi, 1 n
D=(D,,--,D,) , D{=(D)* , D'=D{--DY ifadelerini tanimlayalm.

Budurumda D, f(x|=D,f(x], ve Dflx)=D*flx] oldugu acikur.
QE€E, ve Q,€E, olmak iizere, £, ve £,  kiimelerinin aritmetik toplami

Q,+Q, ve aritmetik fark ise £2,—£, seklinde gosterilecektir.

2.10 Ortalama Fonksiyonun Olusturulmasi

Incelenen bélgede tammlanmus cok degiskenli diferansiyellenen fonksiyonlar icin yeni
fonksiyon uzaylarin olusturulmasi igin gerekli olan “yeni integral gosterimlerini” elde etmek
icin yapilmas: gereken ilk asama, belirli kosullarda f(x| fonksiyonuna yakinsayan sonsuz
diferansiyellenebilir fonksiyonlar dizisinin olusturulmasidir. Bu islem f[x| fonksiyonunun

ortalamasi olarak tanimlanir

Tamm. 2.10

23



K(x]  destekleyicisi siurli ve E, ’de olan sonsuz kez diferansiyellenebilen bir

fonksiyonu gostersin. Baska bir degisle K|(x|€C;|E"] dir. Aynica  K|x|
@( x)dx =1
E, (2.10.1)

ve suppK=S|K|CI, kosullari saglasin.
i=(1,---,n] icin A>0 olacak sekilde A=(A,,...A] ve ©>0 de pozitif bir say1

olmak tizere;
Ky x|=9"K/[x:9"] (2.10.2)

fonksiyonu E, ’de sonsuz defa diferansiyellenebilirdir ve onun destekleyicisi

Sq|K|CI,
Sy K|=|x:[x:9" € s|K]| (2.10.3)

seklindedir [Kerimova (Alisoy) (1997), Kolmogorov & Fomin (2012)].
(2.10.1) ifadesi geregince,

f Kw(x]dXZ_f l9_|A|K(x:I9A)dx=J‘ K|x)dx=1 (2.10.4)

G , E, wuzay iizerinde olgiilebilir bir alt kiime ve f fonksiyonu da G iizerinde

tammh bir fonksiyon olsun. Ayrica E,\G iizerinde =0 alirsak ve bu kosullarda

E,| ’e ait tim E, ‘ler iizerinde

E, iizerinde belirlenen f fonksiyonu L™

alinacaktir, yani f eL"” En) . O takdirde [ fonksiyonuna karsilik, ortalama cekirdegi

K ve ortalama parametresi &' olan bir ortalama fonksiyon tammlanacaktir

[Maksudov& Dzhabrailov, 2000]

forlx] “'ff (x+y|Kly:9"|dy= “'ff :9dy  (2.10.5)
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Burada f 19A(XJ fonksiyonu, siirekli ve E, ’deki tiim mertebeden tiirevleri iginde

siireklidir. Ornegin; «; negatif olmayan tamsay alindiginda keyfi « Z(O( oo 0(,1] icin,
‘ ]
D fglx|=(—1] 92 [ £y K[ y—x): 9| dy (2.10.6)
e

olur.

2.10. Genellestirilmis Tiirev

S.L. Sobolev anlaminda genellestirilmis tiirev kavrami, ¢ok katli degiskenlere bagimh
tekrarlanan diferansiyel fark karakteristikli yeterince sonlu fonksiyonlar igin yeni integral
gosterimlerinin elde edilmesinde ¢ok oOnemlidir. Bununla birlikte genellestirilmis tiirev
kavrami fonksiyonlar icin yeni fonksiyon uzaylarinin tiiretilmesinde ve bu uzaylarin gémme
teoremleri kapsaminda incelenmesinde ve de tiiretilmis fonksiyon uzaylarindan olan ¢ok kath
degiskenlere bagimh fonksiyonlar icin diferansiyel ve diferansiyel fark o6zelliklerinin

incelenmesinde biiyiik 6neme sahiptir [ Kerimova (Alisoy),1997].

Tamim 2.10.1. Varsayalim ki fvey  fonksiyonlan GCE" agik kiimesinde yerel
toplanabilir fonksiyonlardir. Eger G - acgik kiimesinde keyfi sonsuz diferansiyellenen ve

sonlu ¢ - fonksiyonu igin

[ox!x|olx] dx=(—1]‘k‘fcf('qu)ikj‘(xidx (2.10.1)

esitligi dogru ise o halde x - fonksiyonuna G - acik kiimesinde f - fonksiyonunun

genellestirilmis tiirevi denir ve asagidaki ifade ile belirlenir

a|k|f
ax’f,...,axk"

n

fH=php= (2.10.2)

Eger f[x] fonksiyonu G ’de |k| mertebe siirekli tiirevlere sahip ise kismi
integrasyon formiilii uygulanarak f|x| icin (2.10.1) denklemini elde ederiz. Bu demektir ki

flx| fonksiyonunun genellestirilmis ve siirekli tiirevleri cakisir. Tamm geregince, (2.10.1)
ifadesinde stirekli tiirevlere sahip ¢ fonksiyonu i¢in diferansiyelleme isleminin istege bagh

olarak yerdegistire bilmesinin miimkiin olabilirligi dolayisiyla, genellestirilmis tiirev f*
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diferansiyel isleminin yazilis sirasina bagh degildir. [Alisoy ve ark.(2005) , Resetnyak,
(19719]

Genellestirilmis tiirevin bir sira 6zellikleri vardir. Bu 6zelliklerden bazilar soyledir.

i) Eger, f, ve f, fonksiyonlari uygun olarak f} ve fi genellestirilmis
tiirevlerine sahip ise o halde ¢, ve ¢, sabitleri icin ¢,f;+C,f, lineer bileseninin

o fY+c,fy’  genellestirilmis tirevi vardir.

0
ii) Eger, f fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi a_xf:X ve x ’in genellestirilmis
1

tiirevi ise ﬁ biciminde ifade edilirse, o zaman f fonksiyonu
2

O f _dx
0x,0x, 0Xx,
ifadesi ile tamimlanan genellestirilmis tiireve sahiptir.
iii) Eger, [ fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi 9L ve o'f ise o halde
ger, y g S S 0 X, 0 X, 0 X,
o'f ifadesi 5.~ ifadesinin X; ’e gore genellestirilmis tiirevidir

iv) Eger, [ fonksiyonunu G iizerinde f* genellestirilmis tiirevine sahip ise o
halde, f fonksiyonunun her hangi G CG acik kiimesi iizerindeki genellestirilmis tiirevi

de f* olacaktr.

Simdi ise f fonksiyonunun genellestirilmis tiirevi ile ortalama arasindaki iligki ifadesini

belirleyelim. Acik bir G kiimesinde tamimh f ELIOC(E ) fonksiyonunun genellestirilmis

tirevi f* olsun. Bu fonksiyonun ortalamamasi
a
flxl=v [y K[y —x|:v'|dy
E"

seklindedir.

fVA(x)GCm(En olmak iizere, D'X‘fVA(x) ‘i belirleyelim.

D!fIx|=v P [ fly| DK y—x):v|dy=¢

=1 [ £y DEK [y —x]: v dy
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Burada K (( y—x):v’\) fonksiyonu y fonksiyonu gibi davranir oyleki, X+SVA[K)
kapali kiimesi disinda sifir olur. Eger, bu kapali kime G ’in bir alt kiimesi ise o halde
K(( y—x):vA) fonksiyonu (2.10.1) formiiliindeki G ’de finite bir ¢ fonksiyonu

olarak alinabilir. Bu durumda f k" genellestirilmis tiirevine sahip f fonksiyonu icin

D’;fvh(x):v_mf Dkf(y)'K((y—xJ:vA)dy

yazila bilir. Bagka bir deyisle
Dk(fvx(x)):(Dkf 2]

olur. Bu ifadeden de goriildiigli {izere, genellestirilmis tiirevin ortalama fonksiyonu ile

ortalama fonksiyonun genellestirilmis tiirevi

U= x:x€G,x+S [K|CG)

kiimesi tizerinde cakisir.

Hatirlayalim ki (2.10.1) ifadesiyle tanimlanan genellestirilmis tiireve denk farkl tanimlar da
mevcuttur. Burada sadece Sobolev anlaminda fonksiyonun genellestirilmis tiirevi ile bu
fonksiyonun mutlak siirekliligi arasindaki iliskinin oldugu 6nemlidir[Nik9].

Eger, f  fonksiyonu acik bir G  kiimesi {izerinde Di:f :g biciminde
genellestirilmis tiireve sahip ise, G kiimesi ilizerinde f fonksiyonuna denk bir y

fonksiyonu olusur. Bu ¢ fonksiyonu X; ’ye gére, G kiimesi {izerinde hemen her

yerde (hh.y) k; mertebeye kadar adi tiirevlere sahiptir Baska bir deyisle

oy . 'y

) ) k—1
axi aXl-‘

i)

ifadeleri, tiim sabit X :(xl,---,xi,l,xM,---,xn)EGm icin (

v,

G:“,x,:O hiperdiizlem {iizerinde G ’nin dik izdiislimiindi gsterir) G ‘de tamimh
x; degiskenlerinin kapali |a,b| arahginda mutlak siirekli fonksiyonlardir

Ozel durumda,eger;

i) fo: f mevcut ise;

iy pec;lc)

iii) x"=sabit dogrusunun ¢ fonksiyonunun tasiyicilari ile kesisimleri |a,b| ’nin

icinde ise o halde
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b b
[ fDlod x=-11 [ [Dif|pdx,
ifadesi dogrudur.

{xi,xi+k,-t]><xii:‘CG ise, o halde 0<s<k,—1 olmak iizere S; ’nin her mertebeden

tiirevleri icin
t
Ai[t]Dis‘f(X]ZDis‘f(x+tei)—Dfif(x):f Df”+1f(x+rei)dr
0

esitligi dogrudur.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde, ¢ok boyutlu G.alt uzayinda tanimlanmig B —fonksiyonel uzay tipine ait

cok degiskenli Bple(Cs) fonksiyonlarin diferansiyel fark 6zelliklerinin korunmasi

€k

sartiyla, GEE, bolgesinin otesine genisletilmesinin incelenmesinde kullanilacak bazi

tamimlar ve isaretlemeler ve daha sonra ise , GEE, bolgesinde tamimlanmis ” 0 -
yarim boynuz “  ve ” kuvvetli O - yarim boynuz “ kosulunu saglayan e
<r>
p.o(Gos) fonksiyonunun diferansiyel fark 6zelliklerinin korunmasi sartiyla, GEE,

boélgesinin dtesine genisletilmesine iliskin sonuglar dort teorem biciminde verilmistir.
3.1.Temel tanimlar ve gerekli isaretlemeler

GeE

n  bolgesinde (alt uzayinda) tanimlanmis ve ¢ -yarim boynuz kosulunu saglayan
cok degiskenli f(X) fonksiyon verilmis olsun. Oyle ki her k=1,2,..s icin

X=[X), Xy, X EE, =E X XE, X=X e Xy 0 ) GE

n

ve k

Varsayalim ki flx] fonksiyonunun GEE, alt uzay1 tizerinde tanimlandig1 norm

11,0~ ] 0§
3.1.1)

1< p<o qurumu icin,

ve P=% durumu igin,

”f ”QG:VI"CIi Sup‘f(x)‘
<% . (3.1.2)

Varsayalim ki m:(ml,...,ms) m =0y e My, )

, bilesenleri olan tam sayili
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negatif olmayan bir vektordiir. Baska bir degisle tiim k=1,2,... icin M=

t=(t,,L ,t)OF f(x)

. Tim k=1,2,...,s icin, " vektor adimi olmak iizere,
fonksiyonunun ™ - mertebeden sonlu karisik fark

A"(t)£=A (L)L AP (t)E(x]
m m

k,
A kmk(tk) ¢(, Xk;...) = Akﬁyl (tk,l) L Ak,nknk (tk,nk ) (D(,Xk,) 31 3)

AT D f X t
olsun. Burada ) 7T tim k=(1,2,...,s) icin kyj yoniinde k7 adimh

[j=L2,L.n,] , ™) mertebe sonlu kangik fark: ifade etmektedir. Oyle ki tiim k={1,2,

..,S}= es icin

(3.1.4)

Bu durumda

AlkJ (tk,j) g(...;xk’j;...) = g(...;xk,j i ,) - g(...;xk’j;...) ve

g(...;xk’j;...) X

Burada (3.1.5) ifadesi fonksiyonunun  tim k={1,2,...,s}= es igin

yoniinde tk,j adimh [J =12y om k:J| mertebe sonlu kanigik farkini ifade
etmektedir.
f=f {X] fonksiyonunun m= ( ml""’ms) vektoriine karsilik gelen, baskin karisik

tirevleri

30



D"f=D;"..D " f(x]

. xkz(xk,l,...,xk

olsun. Bu durumda M ) " (k=1,2,...,8)

toplu degiskenleri icin Sobolev anlaminda karisik tiirev K" o1
olacaktir.

Eger fark, tamamen G -bolgesinde bulunan ¢okgenin tepe noktalarina gore olusturulursa, o

A" (6,G) F=A"(¢) F(x] A" (6,6) f(¥

zaman , aksi durumda ise =0 oldugunu kabul

edecegiz.

Bu varsayimlar dogrultusunda, 1<0<o  gurumu icin, yarim normu sirasiyla
dt &
— 6
.9 %
o (3.1.6)
durumu i¢in ise

=w
A% (5;G)D" f( )|
| 70, |

AP(6G)D" f(x)]
w(t) |

H fH A<p",'£“3 ﬁ>(G;s) = vrai sup

le o

p.G (3.1.7)

:((x‘l’L ’as)

seklinde tamimlayalim [Alisoy G & Alisoy H., (2002)]. Burada * tim  igin,

: A =y, L, . : e
koordinat vektorleri ( ki1 k) olan negatif olmayan bir vektordiir.

Bu durumda
o, -
v(t) =) @ |
ke, @,
o :§( L ,a i e =supp &
. k k,1 k,n P a k .
Varsayalim ki * Xvektoriintin tagiyicilart ¢ ‘dir.

oo
Bir baska degisle ‘ - “" Q yektoriiniin ikinci indislerinin sifirdan farkly

e =suppa
kiimesi ¥ ‘dir. Bu varsayimlar dogrultusunda k=1,2,..,s
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t t
‘8 ‘ ‘ENI‘ ‘SNs‘ ve k@"‘ ]Q"‘k k, j
. L. m g N Hf“Ax’m+a;N\,
Tim k=1,2,...,s icin  supp supp = k durumunda p o yarim
normu
HfH (m+a;N |
Ly G (3.1.8)
biciminde tanimlayacagiz.
- R . -
Varsayalim ki tim k=1,2,...,s icin, $°, koordinat vektorleri

"=kt Ton - glan negatif olmayan bir vektordiir. Bir baska degisle tim k=1,2,...,s ve

>
j=12,.., i icin rk,‘i‘o . rk,.i>0 durumuna karsilik gelen en biiyiik tam say1

Wi olsunve k.~ 0 durumunda ise | k.j =0 oldugunu kabul edelim. Bu varsayimlar

r:(rl,...,r

dogrultusunda tim k=1,2,...,s icin her bir S° wvektorii, koordinat vektorleri

Fi= Fk’l,...,Fk!nk) =7yl

olan tek bir vektoriinii  belirleyecektir. O halde, tiim

j€e, =suppr, \k=1,...,s| igin O<r,;—r; .<1 olacaktr.

1 s

Varsayalim ki tim k=1,2,...,s icin, koordinat vektorleri

@, =§)k1,."’wkn i ) o =1 @ =0
’ Tk olan bir vektordir. Oyle ki — kJ veya K

j=12,...,n,] L k=128 . w:(a)w) o
. Tim ~i¢in vektorleri arasindan
oyle bir ®, vektorii secelim ki ~ supp w,=suppr, olsun.

.1.8) denklemiyle tanimlanan yarim norm ifadesinde
3
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'”"rs_rs) (3.1.9)

Bu isaretlemeler dogrultusunda (3.1.9) kosulunun dikkate alinmasiyla (3.1.8) ifadesiyle

I, =101
tanimlanan yarim norm p.6 olacaktir.
B <r> (G’ S)
3.2. p.0 - Dzhabrailov-Alisoy Fonksiyon Uzay1
. o o . . . . lk :(0)13'--)nk) -
Varsayalim ki, tiim (k=1,2,...,s) icin, koordinat- vektorleri degerler alan,
[ =\iy,...,Ig) € . 9
: ( ool ) Q verilmistir O  zaman, Q  ciimlesinin  eleman  sayisi

mesQ =|Q| ZH(1+nk)

k=1 olacakur. s=1 igin, |Ql=n+1

ve s =n icin |Q‘:2n . Genel

durumda ( n+1 ) < ‘Q|S 2 ' olacaktir.

r :(rl,...,r )

Varsayalim ki, s tim (k=1,2,...,s) icin koordinat-vektorleri

I T
k (k o1 k,nk olan pozitif bir vektérdiir. Bir baska deyisle tiim

k:1)2)"') ;.:]"2)"') . . '>0 . = AR ] oy e e
( 5 nk) igin "y . Her bir d (rl s pozitif vektoriine karsilik,

i —f .0 i
; F=gr e rly® C e . .
1€Q olmak lizere, vektorleri dizini diizenlenir. Diizenlenmis bu

vektorlerin tiim k€ supp (11"“’1 S) icin, bir bagka degisle i #0 icin, koordinat-
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: “=(0,...,0,r, ; ,0,...,0 1,2, 8 RN
vektorleri uygun olarak K ( O, ) ve keil, 2, ,SJ\supp(ll, ’ls)

. .0, =0 . .
olmasi durumunda ise, yani K icin, olacaktir.

Bu varsayimlar dogrultusunda , I<p<B<o  glmak iizere

Il = @ |f] <@

Bpr>e(G;S) i=|i L. (-
| ihije L, (3.2.1)

normu tanimlanmistir.

Tamm 3.2.1.
Ge En

alt uzayinda Sobolev anlaminda tiim i€Q icin genellestirilmis

D''fel (G)

tiirevleri mevcut ve (3.2.1) ifadesiyle tanimlanan normu sonlu olan 6l¢iili (

{r
GeE B, (5,6)

n  bolgesinde) fonksiyonlar kiimesine, fonksiyon uzay1 denir.

B;?G(S,G)

fonksiyon uzay1 tam normlu uzaydir [Kerimova (Alisoy), 1997].

{r)
Not: B p,b (S’G) fonksiyon uzayinin GEE, alt uzayinda yeterince sonlu fonksiyonlar
B" (s,G)
icin kapanmas1 ~ p,6'"’ biciminde tanimlanmistir [Kerimova (Alisoy), 1997].
3.3. Bolgeler sinifi

Burada ” yarim boynuz “ kosulunu saglayan bolgeler sinifi tanimlanmastir.

H =(Hl,...,HS) H >0

b b

Varsayalim ki tiim k=(1,2,...,s) ve j=(1,2,..., iy ) icin

o':(o'l,...,OS) Ok :Hak,l""’gk,nk Hveok,j >0
b

Ayrica tiim k=(1,2,...,s) ve j=(1,2,..., L ) icin koordinat-vektorleri sirasiyla

o o o-k n
k k,1 > o o
H '= yees H _ H°=|H ',...H °
k k k ve 6k_(6k,1""’6k,nk olan EREEE

§=(6,,....8,)

ve

vektorleri verilmis olsun.
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Bunlarin yani sira

o yk'5k' *
R, [H?|=3®) @ E ;o —tL:l ¢
5, K o< n’ ok [Tty K
K (3.3.1)
c c

isaretlemesini yapalim. Burada % ve * birer sabitlerdir.

R(H”|=R, |H"|@& &_[H"
Varsayalim ki k 1 ! s s

olsun. Bu

x+R [H?|

o—¢
durumda ¢ x€k «

ifadesine tepe noktasi n ’ de bulunan yarim

boynuz “ denir.

x+R5(H")€)G

Tamm 3.3.1 Eger VX€EQ | 38=(8,,6 dyle ki tiim olsun
, 0 Zaman QcGek, alt bolgesi “ ¢ - yarim boynuz” kosulunu saglayacaktir ve
M
1026
j=1 (3.3.2)
« » - GcE ..
Not: 0 - yarim boynuz kosulunu  saglayan n bolgeler  smifi
C|H’)=C(o;H
ile gosterilmistir.
N N
Ue Ue =¢c
. J € ) Jj €
Eger i= kosuluna ek olarak /=* kosulu da saglaniyorsa o halde
G QC( o H] bolgesinin kuvvetli “o- yarim boynuz” kosulunu sagladigi varsayilr.
Q =[y@£2 3 p(y;G\Q A)>e] (>0)
Burada e ! !
. « . ” o GCE .
Not: kuvvetli 0 - yarim boynuz” kosulunu saglayan n bolgeler smifi
C (o;H)
&

ile gosterilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Cok Degiskenli Fonksiyonlarin Diferansiyel Fark Ozelliklerinin

Korunmasi Kosuluyla Bélgesinin étesine Genisletilmesine iliskin Teoremler

Galismanin temel sonuclari, cok boyutlu bélgede belirlenmis B —fonksiyon uzay tipine

. ‘r>i(s,G)
ait cok degiskenli ree i fonksiyonlarin diferansiyel fark ézelliklerinin (bagka

GCEn

bir degisle fonksiyon smifinin) korunmasi sartiyla bolgesinin  disina

genisletilmesinin miimkiin olabilirligi asagida tanimlanan teoremlerle ifade edilmistir.

4.1.1 Teorem 4.1
B} (G
i). Varsayalim ki [ po(G>s) , l1<p<f<oo (4.1.1)
:(rl,...,rs , bilesenleri rk:(r"’l""’r"’”k olan pozitif bir

ve her (k=1,2,...,5) icin

. i=12,...
vektordiir. Bagka bir degisle, her (k=1,2,...,s) "k j> 0 (=12, 1)

GOC(o;H)

ii). Varsayalim ki (4.1.2)

=(Hy,...H), H;>0 o=(0y;...;0)

oyle ki 11 (k=1,2,....s) . Her (k=1,2,....s) icin 05 )

ok:(ok,l,...,ok,nk)

koordinat vektorleri olan, pozitif sabit bir vektordiir. Bagka bir deyigle

>0 H:(H

tim (k=1,2,...,s ve j=1,2,...,K)icin k:J 7" ve Hyse Hy| Hi >0,

Vk:(vk,l""’vk,l‘lk

iii). Tim k=1,2,...,s icin V_(Vl""’vs) koordinat- vektorleri olan ve

>0 19p OO (4.1.3)

~ 11
Xk,ik_rk,ikak,ik_(vk’Gk)_ __E

kosulunu saglayan tam sayili negatif olmayan bir vektor olsun. Ayrica,

4.1.4) olsun.

o= ‘ak,1‘+...+|ak)nk

ny
(Vk,ak)ZZ Vi ik, js
j=1
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v .
Bu durumda D fELq(G’ S] (4.1.5)

olmak iizere tim E, ’de tammh ve =~ GCE, bolgesinde D'f(x] fonksiyonu ile

~

cakisan bir f,=f,[x| insa edilir ve bu fonksiyon icin

Lr>il G, s
Bbr |G,
p.,0

4.1.6
Lq\En,sj\SCHf ( )

7V

8

Integral esitsizligi dogrudur. Burada c- bir sabit olup, f=f x| fonksiyonundan

bagimsizdir.
4.1.2 Teorem 4.2

Varsayalim ki Teorem 4.1’in tiim kosullar1 saglanmaktadir.

Ayrica, GCE, bolgesi “ kuvvetli o—¢( yarnm boynuz ( half horn condition)
kosulunu saglamis olsun. Baska bir degisle  €>0 olmak iizere GEC,|lo;H| olsun.
Her k=1,...,s icin, PZ( Pis---5Ps vektoriiniin bilesenleri

py= Pk,l,---,Pk,nk) olsun ve her i,=1,2,...,n, icin

(pk’ak)zzpk,jak,js)(k,ik (4.2.1)
1

olsun. Bu durumda

Lp>ilG;s)

olmak iizere her ~ E, ’de tammh ven GCE, bolgesinde D'flx| fonksiyonu ile

cakisan bir ]?;:fwv(x) inga edilir ve bu fonksiyon i¢in
| B;r:;uG,sJ
Ly o <cllf]l (4.2.3)
fv 8
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integral esitsizligi dogrudur. Burada c, f (X | fonksiyonundan bagimsiz bir sabittir.

4.2.3 Teorem 4.3
Varsayalim ki Teorem 4.1 ve Teorem 4.2°nin tiim kosullar1 saglanmaktadir.
Bu durumda
Lp>LlG;s)
D'fe B;,o“ (4.3.1)

genellestirilmis tiirevleri mevcut olmak tizere, tim  E, ’de tammh ve  GCE,

~ o~

bolgesinde D'f(x] fonksiyonu ile ¢akisan bir f,=f S x] inga edilir ve bu fonksiyon
icin
| B;T;u\Gs
B, " <clfll: (4.3.2)
fv &

integral esitsizligi dogrudur. Burada c, f x| fonksiyonundan bagimsiz bir sabittir.

4.2.4 Teorem 4.4

Lr>6|Gys
i). Varsayalim ki fe (Bz, | . 1=p=O=cw (4.4.1)
q.,0
ve tiim (k=1,2,...,s) icin d :( SRR , koordinat vektorleri r":(r"’l""’rk’”k) olan pozitif

: i=12,...
bir vektordiir. Bir bagka degisle, tim (k=1,2,...,s) "k j> 0 (=12, )

ii). Varsayalim ki GeE CE(% ; H) (4.4.2)
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1 _%. . 1%
syle ki 1= Hun H)o Hi>00 gy 9 o i k=12, 5 icin £

b

1 @l 1
- 1 yeeos :
koordinat vektorleri ’ " € olan, pozitif sabit (fix) bir vektdrdiir. Bagka bir

r >0 g=\y,,. . H
deyi§letl'im(k=1,2,...,sVej=1,2,...,nk)igin k.j ve ( 12eees 5),Hk>0;

Ohalde, GCE,  bolgesinde

Bi,r>i.YG,s\
p.0
Lr>6(E, ;s

q,6° SCHf

IF

B

(4.4.3)

I

8

kogulunu saglayan ve f ( X) fonksiyonu ile cakisan ve bir f(x)=flx] insa edilir. Burada

c- bir sabit olup, f=f (XJ fonksiyonundan bagimsizdir.

1
Teorem 4.4  1<p<f<oo  durumuicin, €>0 olmakiizere GE€C E(F ;H )

ir>i|G;s)

bolgesinin disinda fe B; \

fonksiyonunun diferansiyel-fark 6zelliklerinin

korunmasi sartiyla genisletile bilir olmasim ifade etmektedir.

5. TARTISMA VE SONUCLAR

Bu béliimde ¢alismada hedeflenen amac¢ dogrultusunda elde edilen integral esitsizlikleri

bicimindeki gémiilme teoremlerinin ispati verilmistir.
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5.1. Diizgiin fonksiyonlarin (Smooth functions) integral gosterimi

Varsayalim ki

ir>6|Gys| 5.1.1)

flx|€B,, o
Burada 1<p<B<o , r:(rl;...;rs) ise tim k=1,...,s icin koordinat
vektorleri r k:(r k10 Tion, olan pozitif bir vektordiir. Bir baska deyisle tiim

(k=1,...,s;j:1,2,...,nk)
icin r. ;>0 . Genelligi bozmadan f=f(x|  fonksiyonunun X€E, noktasinda
diizgiin oldugu varsayilr.
Ozel durumda, diizgiin fonksiyonun X€E, noktasindaki integral gésterimi asagidaki

bicimde belirlenmistir [ G.Alisoy ve ark., 2005]

D'flxl= >, Asflx (5.1.2)

i=iy,...,i.)€EQ

(5.1.2) ifadesinin sag tarafindaki integral operatorii agagidaki ifade ile belirlenir [Alisoy G
& Alisoy H(2002)]

_ dv
16f H h Bko)fH 1+Bl: X
k€e \e' 0 kee V
def ( )D flx+ylld. sl -Idy (5.1.3)
E, E, 20
Burada 0=(0,...,0] , E:(hl,...,hs) ve tim k=1,..,s icin h>0
Yukanidaki (5.1.3) ifadesinde tiim k=1,...;s icin tam say1r negatif olmayan
V:(Vl;---; VS) vektoriiniin -~ koordinat vektorleri Vii=|Vigise o Vi, ve tiim
i=(i1,---,i5)€Q icin fiZ( r’l,,r’s) vektoriiniin koordinat  vektorleri

r Z‘(O, 0,7,,,0,.., 0) , asagida tanimh uzlasma kosulunu saglamaktadir
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Ayrica, hatrlayalim ki tim  i=(i;,...,i | €Q icin ®'=w. ve (5.1.3) denklemiyle

tammlanan integral operator ifadesinde tiim i,=0,1,...,n, icin By, sayilan

asagidaki esitlikten hareketle belirlenir

Bk,0:|ak‘+(vk’ak)’ (ik:o)

, < (5.1.4)
ﬁk,ik:‘ak‘+(vk:0k)_rk,ikak,ik+ak,ik (]:lk)
Burada |0k|:0;(,1"'---"'%,”k , k=1,...,s] ve (Vk,ak):Z;Vk,ij,j .
j:
Hatirlayahm ki [i€ Q) olmak iizere e'=supp i ifadesi i:(il,...,is) €Q
vektoriinin  tagiyicisidir. Bir bagka degisle e'=suppi i=[i},....i,| €Q
vektoriniin  sifirdan farkli koordinatlarinin indis kiimesidir. e’ - ise {1,2,...,5}

kiimesini ifade etmektedir.
Her bir  i=(i},...,i,]€Q icin E, X E ., “de yeterince diizgiin ve finite olan gekirdek

fonksiyonu asagidaki ifade ile belirlenir

y
H Dy s, Gk ; oo ) H Dy s, akk (5.1.5)
k€e' k€e\e'
Bu durumda her bir CDk,dk:(Dk,(S(yk; Zk,ik) [kee!| fonksiyonunun E, XE,

’de yeterince diizgiin ve finite bir fonksiyon oldugu ve (nk+1) olctli

O<y, 6,51

(yk;zk,ik);
" 0<z,,6,,<1

dikdértgen bolgeden olan  supp @, ; (y ks Zk,,-k) tasiyicilarina sahip oldugu varsayilir.
Ayrica @, ikZ‘I’k,ik( yk) (ke e\ ei) fonksiyonunun  E, ’de yeterince diizgiin
ve finit bir fonksiyon oldugu ve (n,] - 6lgilii {y «E€E,;0<y6,< 1} dikdértgen

bolgeden olan  supp D, ; (yk) tasiyicilara sahip oldugu varsayilir.
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(5.1.2) ifadesi ile tamimlanan integral gosteriminin G CUE,  bolgesindeki tasiyicisi, tepesi

X€G noktasinda bulunan ~ x+R,|d; H] o yarim boynuz (half horn) ” olarak

adlandirilir.
5.2. Yardima fonksiyonlar dizisinin insas1

Varsayalim ki GCE, bolgesi, C l0; H| bolgeler sinifina aittir. Bu durumda tanima
gore ¢ yanm boynuz (half horn) ” kosulunu saglayan alt G, Gy,...,GyCG

boélgeleri mevcuttur. Bir baska degisle
G=(p=1LNG, (5.2.1)

Bu durumda tiim (p=1,2,...,N| icin koordinat vektorleri 6ﬁ,j=(6,f,l;...;6§<’,nk olan

§'=|8";...;8") (5.2.2)
vektorler dizini vardir. Oyle ki tim  (j=1,2,...,n,] icin & ;=1 veya &, ,=—1 .Bu
varsayimlarda tim p=1,2,...,N icin

G,+Rl0;H|CG (5.2.3)
olacaktir.

(5.2.3) kosulu ile tammlanan bolgede (5.1.2) ifadesiyle belirlenmis D"f x|  fonksiyonu

ile cakisan f o 7V, H(X) yardimci fonksiyonlar dizisini belirleyelim.

Buna gore tim  (p=1,2,...,N| icin

fouxl= 2 A4flx] (5.2.4)

i=(iy,..,1 €Q

olacaktir. Burada integral operatorleri asagidaki bicimde belirlenecektir.

k€e \e' 0 kee

dv,
Aol xi=e| 1 m ﬁ“)fH v
x [ dzf{Aw(z;GIJ+R6M)DFf(X+y)}¢,-,5u("')dy (5.2.5)
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Hatirlayalim ki (5.2.5) ifadesinde i=(0,...,0] sifir vektor olursa o halde,
D flx+y|=f(x+y) olacagindan dolay1 integralalti fonksiyon K (Gy"‘R&u)f [x+y]
bigiminde olacaktir. Burada K (Gu"'R 5y) isaretlemesi G,+Ry  karakteristik

fonksiyonunu ifade etmektedir.

5.3. Yardima fonksiyonlarin degerlendirilmesi
Lemma 5.3.1

i). Varsayalim ki

ir>6|Gys)
fixleB,, (5.3.1)
Burada 1<p<g<o , r:(rl;...;rsj ise tim k=1,...,s icin koordinat
vektorleri r ;F(" k10001 k,nk) olan pozitif bir vektordiir. Bir bagka degisle tiim
k=1,...,s;j=12,...,n,) icin 1, ;>0
ii). Varsayalim ki GEC,lo;H| (5.3.2)
syle ki H=(HuoHg) He>00 g0 o Tim (k=12,...8)  icin

0=(0,;...;0,),koordinat vektérleri o, =0, ,,...0,

olan, pozitif bir vektordiir.
o B .. v:[vl,...,v) . 1
iii). Varsayahm ki tim k=1,2,...,s igin \ s/, koordinat- vektorleri

1% :(V e,V ) . = .. .
K=WVkooVin] o glanve tim =0l M icin I<p<q<®  ,Imak iizere

Xk,ikzrk,ikak,ik_(vk’Gk)_ - ‘Gk|>0 (5.3.3)

1 1
q

kosulunu saglayan tam sayili negatif olmayan bir vektoérdiir. O halde (5.2.4) ve (5.2.5)
ifadeleri ile tammlanan yardimci fonksiyonlar degerlendirilmesi tim [k=1,...,s| icin

O<h,<H, olmak iizere agagidaki bigimde tammlanacaktr.

gri>L{Gu+R6u;s:\
p,0

Lq[En;s}wSC Z (H hfk“)Hf

i=li,,...,i)€Q | k=1

(5.3.4)

fv,y

I
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h= (hl ’ ---,hs) vektoriinden

Burada c- bir sabit olup, f=f (x) fonksiyonundan ve
bagimsizdir. (5.3.4) ifadesinin sag tarafindaki Xk biyikligi tim ,=1,2,...,n,
icin
(5.3.3) ifadesiyle, fakat i,=0 durumunda ise tim (k=1,...,s| icin asagidaki gibi

belirlenecektir.

_ 1 1
Xk,O__(Vk’Gk)_ __E

|0,[>0 (5.3.5)

(5.2.4) esitliginden hareketle

HA;}’(S“]C(X)HLU'N Es|

X

‘qun;s;ﬁ c > % (5.3.6)

i=(i,...,i,)€EQ

fv,,u

yazila bilir. Bu durumda (5.3.4) ifadesinin ispati, tiim i=(i1,---,is) €0Q icin (5.2.5)

ifadesiyle tanimlanan integral operatdriiniin degerlendirilmesine doniisecektir.

Lemma 5.3.2

Lemma 5.3.1’tin  tiim kosullarimin gegerli olmasi durumunda tim (p=1,2,...,N| ve
i=li,,...,i,]€Q icin asagidaki integral esitsizligi gecerlidir

or'>0(G,+R ;)
p,0

451 [X)"LqEn;sSc(kljhf"”)Hf (37

2

5.4. integral operatérlerin degerlendirilmesi
X€E, noktasinda fonksiyonun integral gosterimleriyle iiretilen integral operatorlerinin
degerlendirilmesi’ ne bakalim.

Varsayalm ki her bir (p=1,2,...,N| ve i=[i},...,i|€Q igin

L 2,0 i
Q/=|z€E =E,;0<—" "< ke (5.4.1)
v,

Burada e'=suppi ifadesi i=(i,...,i,]€Q vektoriiniin tasiyicisidir.
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Aciktir ki

mesQﬁ':H U:k'” (5.4.2).

kee

Simdi ise tim  (j=1,2,...,n,] ve e=[12,...,s| icin

0<—J—i<1 (kEe—suppl)
Q=y€E,; Vi 5 (5.4.3)
z, .60 .
0<lbicq(kee, \e|
ho

oldugunu varsayalim.
Hatirlayalim ki tim  (k=1,...,s| ve ‘G k‘= Oy,+...+0, . icin asagidaki esitlik gecerli

olacaktir

T W I
kee ke€e, \é'

(5.2.5) integral operator ifadesinde R(;u(U ;H| o-yarim boynuz ~ bolgesinin birinci
koordinat bolgesinde  oldugunu diisiintirsek o halde tiim k=1,...,s| icin
& Z(S’I;...;é‘s’ ) vektoriiniin koordinat vektorleri s¢=(1,...,1]  olacaktr. Bu

1 1
durumda tim (k=1,...,s| icin —,+E=1 , |1<p<q<o| olmak iizere
p

1+B,  =1—x, . + \0k|+0 Hro —Fot€o, (5.45)

esitliginden hareketle asagidaki esitsizligi elde ederiz.
AL x| ey, lf] (5.4.6)

Burada Yi,(gu[ fl integral operatoriiniin acik ifadesi asagidaki gibidir.

d
Yi’(;u(f):q( thU)J'H 1- kaffa,

k€e \e 0 ke V
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1 LY dz, 1 \L+1
x -|P : pa||F, x+y;z||d
mes Q; I{kee, e | mesQ, §J;| T y,z)| 4 (5.4.7)
L i Z}f i
Burada &>0 yeterince kiiciik oldugundan Xii—€0,,>0  olacakti.  (5.4.7)
ifadesindeki F, 5M(X+ y;z| integral alti fonksiyon tim p=1,2,...,N  ve her bir

i=li,,...,i,]€Q icin asagdaki esitlikle belirlenir

Azwi(zz G, +R,|D flx+y|

(0]

|F lx+y;z)|= — (5.4.8)
ki,

ke e

(5.4.6) ifadesiyle tanimlanan integral gosteriminden hareketle

CRTARI WL R A (543)

Elde ederiz. Dolayisiyla Lemma 5.3.2 ‘de tamimlanan (5.3.7) integral esitsizliginin

dogrulugunun ispati, ||Y,~,5M(f JHq g, integral operatorlerin degerlendirilmesine indirgenir.

Lemma 5.4.2

Lemma 5.3.1°{in tiim kosullarinin gecerli olmas1 durumunda

S
¥, olf], 5 <c [[1 h

:| .
J R e (5.4.10)
Jeof

Burada F; 5u(';Z ) fonksiyonu (5.4.8) ifadesiyle tanimlanmaktadir. Lemma5.4.2 ‘nin bir

sonucu olarak

Lr'>L(G,+Ry;s)|

p,o
S
thkvf*)ufni.
k=1

1Y, 5lflf, . =c (5.4.11)
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elde ederiz. Sonug olarak, (5.4.9) ve (5.4.11) ifadelerinden hareketle, (5.3.7) integral

esitsizligi ispatlanmis olur.

Lemma 5.4.2’nin ispat1 _
Burada {i¢ 6zel duruma bakilacaktir.
i). Oncelikle varsayalim ki, 1<p=g<co
Bu durumda (5.4.7) ifadesiyle tanimlanan Y,-’(;y(’f | integral operatériine genellestirilmis
Minkowski esitsizligini uygularsak ve tim [(k=1,...,s] icin X;;Z Xty degisken

degistirmesi yaparak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

d
HYz & H kele_[\e hXH)!g 1- xkvffak 8
1 L7 dz,
X mesQ;" p SJ);HFI"(S”(';Z,)HP,EnIEi ;kE (5.4.12)
K,iy

Burada  ¢>0 yeterince kiiciik keyfi bir sayidir. Eger (5.4.12) ifadesinin sag tarafina

1.1
—,+—=1) gostergeli Holder esitsizligi uygularsak ve bazi basit

1<p<oo
p o P

doniisiimler yaparsak, o halde

S
ol 2 T
k=1

dz, i

d El
{f [ f e 1 52

(5.4.13)

elde ederiz. Hatirlayalim ki
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ki, i
| J— K'"H
I Tk — Y
Gy
h, f -
yd
[:] L ’ _ — — i
h, U

Sekil 1.Integrasyon siralamasinin de@isim gosterimi
Sekil 1 ‘den goriildiigii iizere her bir  k € e'=suppi (i =(i1,...,is)€ Q) icin integrasyon

sirasint degistirerek asagidaki ifadeyi elde ederiz.

k Zk,lk
h, 00 hy
<J )dzk’ikf a2 <[ |22 5.4.14
) 40y g Zes (5.4.14)

Bir bagka degisle (5.4.13) integral esitsizliginin sag tarafinda tim k€ e'=suppi icin

yukaridaki islemi devam ettirirsek o halde asagidaki degerlendirmeyi elde ederiz.

S

[Tr-

k=1

dz, .
Fulsz|f I1—"" (415

"kee Zi,i

Ll

Ol% =

Dolayisiyla, 1<p=g=60<o  durumu icin Lemma 5.4.2 ispatlanmis oldu.

ii). Simdi ise varsayalm ki 1<p=g<f<o

Bu durumda Xk,i> O(k Gei) oldugu dikkate alinarak keyfi &>0  sayisi Oyle secile

bilir ki herbir k €e'=suppi (i :(i1 yeue ,is) € Q) icin asagidaki esitsizlik gecerli olsun.
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1
xk,ik—zéak,ifo (5.4.16)

Daha sonra ise (5.4.15) esitsizliginden hareketle ve (5.4.15) esitsizliginin ispatinda kullanilan

benzer yorumlarla

ol 5e] T w0
kee\é k€e'
A p dzk,iki
x {HFi,y(-;z)Hp,Enkeé i (5.4.17)
ki,

0

0
Eger bu esitsizligin sag tarafinda figiirlii parantez kismina ?\1:;>1 ve A= 0—p

Tt T 1) gostergeli Holder esitsizligi uygularsak ve bazi basit doniistimler yaparsak, o
1 2

(5.4.18)

Boylece (5.4.17) ve (5.4.18) esitsizliklerinden hareketle,

ila
d klk

[l7sls2le T
0

kee'

v, olf ], 2 < (5.4.19)

S
c H h
k=1
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sonucuna variriz. Dolayisiyla ~1<p=q<60<oc durumu i¢in Lemma 5.4.2 ispatlanmis oldu.
Ayrica, (5.4.15) ve (5.4.19) esitsizliklerinden hareketle  1<p=q<f<o durumu icin
(5.4.10) esitsizligi ispatlanmis olacaktir.

iii). Varsayalim ki 1<p<q<o

— : 1.1 1
Varsayalm ki~ A, =1L ., A=q , A= =P Aviica —+—+—=1
Y 'opq ’ TP Y A Ay A
1 ~ .
ve p )\—+— =1 oldugu dikkate alinirsa o halde
1 2
1_Xk,ik+€ok,ik:<’
. 1 1 1 1 1 1
1+=¢o, pi—+{1+=Ca, . pi—+{1—|x, . —=&0, . |A;|—
6 26 k,lkp }\1 25 k,lkp Az (Xk,lk 25 k,lk) 3]A3 (5420)
yazilabilir. Bu varsayimlar dogrultusunda, (5.4.7) ifadesiyle tamimlanmig Y,-’(;p(f )

integral operatoriinde yer alan integral alt1 fonksiyonu asagida tanimli (5.4.21) esitligi

‘F{ 5 x+y;z)‘

1 b1 §+§H 1 1 _,
mes Q; | | mes Q, pi Ao L

1
p p 1 1 1 |x
1 . ZX
i g 1+280,, k,,~k H (mesQl),g L4380, p Z, lfl’
Vk Vk
1
y 1 1 H 1 1 |
mes Q; |\ mesQ; [icg 1-[x,~Leo, n 23, (5.4.21)

Vi

ve A,AL Ay gostergeli Holder esitsizligi kullanilarak (5.4.22) esitsizligini elde ederiz.

kee, \é

Xko
e[ I1 Hi ) 1 XI5 % T (5.4.22)
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1
(5.4.16) ifadesiyle tamimli Xk,,-k_gf gy, >0 kosulunun dikkate alinmasiyla asagidaki

ifadeyi elde ederiz.

i a Q 1
d 3
Jy= J' Vi 1 i J‘dz( 1 J‘dy ).S
0 kee 1—()(k —>¢9 mesQ; |5 (mes&; |y
Vi
Xk,xkfééak,,k
<c{I1h (5.4.23)
kee
Eger
2 Lq{E,,;s}:(‘J

1

D q
Foglxryizl[dyl" (5404

: BH av_ iy 4o 9

. d ;

" ‘!" X‘(!)"keel V1+ égkypgkee Z}( & (meSQ )J‘
k

ifadesiyle tanimlanan bu integral operatorde X+ ykzxi \k=1,...,s|  degisken
degistirmesi ve baz1 basit doniisiimler yapilirsa, o halde asagidaki degerlendirme esitsizligini

elde ederiz.

d dz,, |a
12 .= fH, - IHF ol ? H”Eke lejép q (5.4.25)

1+= {o
Vi

Ayrica J, integral operatoriiniin agik ifadesi

11

dz, i -

I
d
= {1;[ , “—[ upﬂF Jxrysz|dyl” T (5406

1+ EU" pQ kee' A
k

biciminde olup, asagida tanimh (5.4.27) degerlendirme esitsizligi ile temsil edilir.

1 1

dv dz ilPa
Jis ‘(!)'kl:! 1+1 5:; JlHFl s HPEIE‘ Zi’:}p o (5.4.27)

Vi
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(5.4.23), (5.4.25) ve (5.4.27) integral esitsizliklerinin (5.4.22) esitsizliginde dikkate

alinmasiyla asagida verilen sonuca ulasiriz.

[, If

<
norlf H E,=C

Xk,ik_%EGkJA
[1n %

kee'

I1 h)

k€e, \e

d dz i [P
IH — fHF A HpEknzl—_kgp ’ (5.4.28)

0 kee 1+ EU P g €e' Lk, i,
Vi

Bu ifadenin sag tarafindaki figiirlii parantezinde integrasyon sirasi degistirilirse ve bazi basit

doniisiimler yapilirsa o halde asagidaki ifadeyi elde ederiz.

[¥..5Flle.e, 2

<L F sl TT =2 (5.4.29)
0 k€e 2

Boylece tim 1<p<q<o ve 1<p<fO<o icin asagidaki sonuca ulagiriz.

| I

Yiﬁ”(f('))Hq,EnSC

(5.4.30)

(5.4.15) (5.4.19) ve (5.4.29) degerlendirme esitsizliklerinden hareketle tim 1<p<g<oo

ve 1<p<f<oo  durumlar icin (5.4.10) ifadesiyle tanimhi Lemma 5.4.2 ispat olundu.

5.5 Teorem 4.1’in ispati
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Varsayalim ki ~ GCE,  bolgesinin {G,J,J‘ ortiisit boyunca birim ayrilisi  sonsuz

diferansiyellenen fonksiyonlar sinifi n,=n u(x) (IJ =1,2,...,N| ile tammmlanir. Bir
bagka degisle,

0<n,[x/<1, x€E,

N

> n,lx)=1, xeG (5.5.1)

p=1

n,x|=0, G, bolgesinine —civaridisinda
Ayrica, varsayalim ki
D" n, | x||< Const (55.2)

Burada o4 :(0( 15 O s) tim k=1,2,...,s] icin koordinat vektorleri
a kZ(O(k,l, P o4 k,nk) olan negatif olmayan tam say1 vektoriidiir. Bu durumda
lal=|a,|+...#a|<[F+20

f = fv(x) devam fonksiyonunu agagidaki ifade ile insa edilir

folxI=2n,lxIf,,[x] (5.5. 3)

Bu ifade de f v, u(x) fonksiyonu (5.2.4) ifadesiyle belirlenir ve tim E, ’ de tamimli
olupp, GCE, bolgesinde D'flx] fonksiyonu ile gakisr.
(5.4.33) ifadesinden hareketle

(5.5.4)

~ N ~
fv Lq[En}SC Z fv,y |q,En
p=1

yazilabilir. Lemma 5.3.1 ‘de tamimlanan (5.3.4) ve (5.5.4) ifadesiyle tammlanan

esitsizliklerden hareketle, O<h,<H, \k=1,2,..,s| icin asagidaki esitsizligi elde ederiz.
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i=li,,...,i; €Q \ k=1

L\E s\— Z

> (Hhﬂ it

(5.5.5)

Boylece sonuc olarak, asagidaki esitsizligi elde ederiz.

Li. r'>i|G;s)

q,EHSC z (H him)

i={iy....i)€Q \k=1

(5.5.6)

~

fV

f

0

Bu esitsizlik ise

BL r>¢|G, S|
,0

qE—chII

ifadesinin ve dolayisiyla Theorem 4.1’in dogrulugunu ispatlar.

5.6 Teorem 4.2’in ispati

B(.r>£.fG,s}
p.,o
Teorem 4.2’de  (4.2.3) ifadesi ile verilen ch > ClEwsl o esitsizlikte tiim
fv tt
k=1,...,s igin, koordinat vektorleri Pk:(Pk,l,--qu,nk) olan PZ(Pl;---;PS

vektoriiniin sifir vektdr olmasi durumunda asagidaki esitsizligi elde ederiz

Lr>6 |G, s
Bbr G,s)
p,0

(5.6.1)

L\E S\—

Bu esitsizligin dogrulugu Theorem 4.1 ‘den goziikmektedir.

Insa edilen f v(x)z Z n y(x) fv, " (x|  devam fonksiyonunun fark 6zellikleri

f w(x): Z A pf x| formiilii ile belirlenir. Bu ifadedeki A?,&f x) integral

i=[i,...,;, €Q

operatorii (5.2.5) ifadesiyle belirlenir. Béylece belirlenen f V=]NCV1X) fonksiyonu tim
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E, ’de ve. G bolgesinde D'f|x] fonksiyonu ile cakisir. (5.2.4) ve (5.2.5)

ifadelerinden hareketle

ePHES]
q.6 =
IFII
 o50(E. S| N
Ly " <e 2 Al e
p=1i=(i,...,i;)€Q 4.0
I, ol (5.6.2)
N
SCZZ,
p=1

esitsizligini elde ederiz. Bu demektir ki Theorem 4.2’nin ispati (5.6.2) esitsizligindeki

L[’pi(“[En;S:‘
“0 integral operatorlerinin her bir i€Q  ve tim p=1,2,...,N icin
A7 £
degerlendirilmesi ile verilecektir.
Lemma 5.6.1

Her bir i€Q vetim p=1,2,...,N icin Theorem 4.2’nin kosullarinin gecerli olmasi

durumunda agagidaki esitsizlik dogrudur

ir'> 4G, *Ry; S|

p.0
S [ |
H hl)((k'i*pk’ok) f
kfl
I, A7 5111

Hatirlayalim ki bu esitsizlikteki Af’y(f ) integral operatérii her bir i€Q  ve tim

L

Lp>i|E,;S)
Ll <c

A (5.6.3)

[9

18

p=12,...,N igin (5.2.5) ifadesiyle tanimlanir.

Lemma 5.6.1 ‘in ispat1

Hatirlayalim ki x€E, icin

Al(t)(f(x]g(x]):f(x+t)g(’x+t]—f('x]g(:x):(Al(tt)f(x))g[x+t)+f(x](Al(’t)g(x))
(5.6.4)

O halde ;
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Az(t)(f(x)g(x))=(A2(t)f(x))g(x+2t)+2(Al(t)f(x))(Al(t)g(x+t])+f(x)(A2(t) g(x))
(5.6.5)

Varsayalm ki tim [k=1,2,...,s] icin koordinat vektorleri PkZ(Pkl,---,Pk,nk)
olan P=(P1, ces Ps) negatif olmayan bir vektordiir. Bu durumda tiim k=1,2,...,s| icin

ep=Supp P, ilgili koordinat vektorlerinin tagiyicisini ifade etmek iizere epf@ olsun.
Ardisik olarak ilgili koordinatlara gére bir olciilii (5.6.4) ve (5.6.5 ) ifadelerinden ve iki
fonksiyon carpiminin tiirevi icin Leibnitz formiilliiden hareketle asagidaki esitsizligi elde

ederiz

AZ“’P(t)Db(nu(x)-A?,ép(f(x]))‘s

< Y - zﬁ:"AY(t]DB(Aj?,&f(x))||<‘,]A“P‘Vlt)D"’_BnJXWI]H‘ (5.6.6)

0

Burada toplam, tiim (k =1,2,..., s icin koordinat vektorleri uygun olarak

Vi=(Viors o Vion)
Bk:(ﬁk,l;"';ﬁk,nk

olan ve (Jeepk) icin  0<y, ;<2 ve O0<B, ;<p,; kosullarim saglayan

Y=lyis5vsl
B=(By;.-; B
vektorlerine gore yapilir.
Hatirlayalim ki (5.6.6) ifadesinde tim (k=1,2,...,s|ve j=1,2,...,] icin;
i)z(f)l; s '5) bilesenleri uygun olarak bk:(bk,1; s bk,nk) olan bir vektordiir.
Oyleki Py ;
i)  pr;>0 durumuicin Py ; ’den kiiciik en biiyiik tamsay ve

ii) p,;=0 durumuicinise P, ;=0 olur.
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@ ={ O 1500050y 0)=((1)1,...,0)S)

P - wvektori ise, koordinat- vektorleri olan

vektorlerinden @, ;=1 veya ®,;=0 durumlan igin  supp w,=suppp, kosulunu

saglayan vektorii ifade etmektedir.

6. KAYNAKLAR

Adams, R.A.: Sobolev spaces, Akademik Pres, edition (july 2003)

Alisoy G.T, Alisoy H.Z.,(2002),0n integral representations of multi package variable
functions, International Journal of Applied Mathematics, pp. 371-386.

Alisoy G.T, Dzhabrailov A.D., Alisoy H.Z, (2005), Properties of functions in some
weighted spaces, Applicable Analysis, vol. 84, pp. 405-417.

Alisoy G.T.,Aktas S., (2018),“Diferansiyel Fark Ozelliklerinin Korunmasi ile Cok Kath
; <r>
Degiskenlere Bagimh ret Bre(Gs) Fonksiyonlarin GeE
Genigletilmesi”Mus Alparslan University Journal of Science,

DOI:10.18586/msufbd.398376

n Bolgesi Disina

Amanov T. 1.,(1965), Representation and imbedding theorems for the function spaces
S’ oBIR,] andS (r)*p,d B, (0=xj>2m,j=1,.,n), Trudy Mat. Inst. Steklov,
7, 5-34 (in Russian).

Besov O.V,, Ilyin V.P (1968), “Natural extension of the class of regions in embedding

57



theorems”, Math. Sb. 75(117):4 pp. 483—495.

Besov 0.V, Dzhabrailov A.D.,, Classes of functions with generalized mixed Holder
condition, // Steklov Mathematical Institute, 1969, Tom 105, 15-20 (in Russian)

Besov O.V,, Ilyin V.P,, Nikolskii S.M., Integral Representations of Functions and Embedding
Theorems (Nauka, Moscow, 1996).

Burenkov V. 1, Fayn B.L.(1979), Extension of functions from anisotropic spaces with
preservation of class // Steklov Mathematical Institute, 150, 52—66. (in Russian)

Brudnyi, Yu. A. Extension Theorem for a Family of Functional spaces, Notes of the LOMI
Scientific Seminar, 1976, v. 56, pp.170—173 (in Russian)

Brudnyi Yu, PA Shvartsman,( 1987), Extension of functions with preservation of smoothness
Proceedings of the Mathematical Institute of the USSR Academy of Sciences,,

v.180, pp.60—61 (in Russian)

Dzhabrailov A.D.,(1974) ,Theorems on the extension of functions from the spaces S, W
S,B
for limits of the region, Proceedings of the Mathematical Institute of the USSR
Academy of Sciences, v. 131, pp.81-93 (in Russian)

Dzhabrailov A.D., Kerimova (Alisoy) G.T.,(1988) On a new integral representation by
Multiple differential-difference characteristic. Proceedings news of the Academy
of Sciences of Azerbaijan, SSR, FTMN, 4,pp.23-27, (in Russian)

Dzhabrailov, A.D.and R.S. Mamedov, Integrated representations for functions rom weight
spaces parameter diffential — difference which properties are given by free
vektors. Dok Az. SSR V.37, No: 10,1981 (in Russian)

Dzhabrailov, A.D.. The properties of functions on the boundary surfaces. Freie Uni Berlin.
Berlin, Germany. 3rd Internat. ISAAC Congr. August 20-25, 2001

II’in V.P.,(1965), On some properties of classes of differentiable functions defined in a
domain, Trudy Mat. Inst. Steklov., 84 93-143.Transl. Proc. Steklov Inst. Math., 84
pp.103-160 (in Russian)

Dzhafarov A.S. (1964), Imbedding theorems for generalized classes of SM Nikol'skii.
G9-63, No. 2, pp.45-49 (RZhMat,)

Kerimova (Alisoy) G.T. (1997), “Properties of differential functions with repeated difference-
differential characteristic depending on multi-package variables” PhD Thesis ,
Baku,p127. (in Russian)

Kerimova (Alisoy) G.T., Dzhabrailov A.D., Alisoy H.Z., Dogushan $.,(1998),
Dahilolma(Gémme) teoremleri bicimindeki esitsizlikler, CBU Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Dergisi, Fen Bil., Seri(Matematik), ISSN1301-2428, Cilt4, s.31-37

Kolmogorov A.N., Fomin S.V., (2012).Elements of the Theory of Functions and Functional

58



Analysis Martino Publishing, 280

Kudryavtsev LD, Nikol'skii SM, Spaces of differentiable functions of several variables and
imbedding theorems, Itogi Nauki i Tekhniki. Ser. Sovrem. probl.mat. Funds.
direction 1988,v.26, 5-157 (in Russian)

Kudryavtsev S.N., (2017) Extension of functions from non-isotropic Nikol'skii-Besov spaces
and the  approximation of their  derivatives (in  Russian).
https://arxiv.org/pdf/1703.09734,

Lizorkin P.I. (1964) A function of Hirschman type and the relation between spaces B;(En)
and L)(E,). Mat.sb., 63, No.4, 505-535 (RZhMat,1964, 12B62)

Mashiyev, R.A.,An integral representation of functions and embedding theorems for some
families of functional spaces aucceprarus -Baku, 1988,139 p (in Russian)

Mashiyev Rabil, Yucedag Zehra and Ogras Sezgin, (2011) Existence and multiplicity of
solutions for a Dirichlet problem involving the discrete p(x)-Laplacian operator
Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations, No. 67, 1-10;
http://www.math.u-szeged.hu/ejqtde/.

Mashiyev R. A., Cekic B., Avci M. And Yucedag Z., Existence and multiplicity of weak
solutions for nonuniformly elliptic equations with nonstandard growth condition,
Complex Variables and Elliptic Equations, 57(2012), No. 5, 579-595

Muramatu Tosinobu, (1971/72), On Imbedding Theorems for Besov Spaces of Functions
Defined in General Regions Publ. RIMS, Kyoto Univ. 7, 261-285

Musayev B. ve M. Alf, Fonksiyonel Analiz, Kiitahya (Kasim 2000)

Nikolskii S. M., Functions with dominant mixed derivative, satisfying a multiple Holder
condition, Sibirsk. Mat. Zh., 4(1963), 1342—1364 (in Russian)

Nikol’skii, S.M.: Approximation of Functions of several variables and imbedding Theorems.
Nauka, Moscow 1969. Transl. Grundlehren der Math. Wiss. in Einzeldarstell.
Band 205, Springer- Verlsg, New York,1975

Resetnyak, Yu. G.: Some Integral representations of differentiable functions, Sibirsk. Mat. Z.,
12, No. 2, 420-432 (1971). Transl.: Siberian Math. J., 12(1971), 299-307

Slobodeckii, L.N. (1958). Generalized Sobolev spaces and their applications to boundary
problems for partial differential equations, Leningrad. Gos. Ped. Inst.Ucen. Zap.,
197, 54-112 Transl.: Amer. Math. Soc. Transl. Ser2, 57(1966), 207-276.

Slobodeckii, L.N. (1958) Sobolev’s spaces of fractional order and their application to
boundary problems for partial differential equations, Dokl. Akad Nauk SSSR,

59


http://www.math.u-szeged.hu/ejqtde/

118, No. 2, pp.243-246 (in Russian) (M.R. 21, 5059).

Sobolev S. L. (1991), Some Applications of Functional Analysis in Mathematical Physics:
Third Edition, American Mathematical Society, 1991, 286

S. A. Stasyuk and S. Ya. Yanchenko, (2015) Approximation of functions from Nikolskii—
Besov type classes of generalized mixed smoothness, Analysis Mathematica,
41311-334 DOI: 10.1007/s10476-015-0305-0

Shvartsman P.A., (1981), Extension theorems with preservation of locally approximating
properties of functions in the nonisotropic case .LOMI, v.113 pp.247-252

OZGECMIS

Sadiye AKTAS 15.02.1987 tarihinde Midyat’da dogdu. Lisans egitimini Dumlupinar
Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesinde tamamlayarak 2012 yilinda mezun oldu. Aym yil
Dumlupmar  Universitesi Rektorliigiinden Pedagojik Formasyon Sertifikas1  aldu.
Eskisehir’deki MAT-FKB, Atayurt Reel Grup, Birey ve Aden Dershanelerinde Matematik

Ogretmenligi yapti. Tezden iiretilen bir adet makalesi bulunmaktadir.

60



	Kolmogorov A.N., Fomin S.V., (2012).Elements of the Theory of Functions and Functional
	Analysis Martino Publishing, 280

