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OZET

BAZI KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN

KARMASIK YAMUK TiPLi INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Sunulan bu tezde konveks, s-konveks, tgs-konveks, m-konveks ve (a,m)-konveks
fonksiyonlart igin esitsizlikler incelenerek Hermite-Hadamard tipli yeni karmagik
yamuk esitsizliklerine yer verilmistir. Tezin birinci boliimiinde esitsizligin, konveksligin
tarihine ve literatiirde yer alan ¢alismalara yer verilmis, ikinci bdliimde daha once
tamimlanan c¢esitli konveks fonksiyon siniflari ile ilgili kavramlar ve teoremler, son
olarak pozitif reel sayilarin 6zel ortalamalari verilmistir. Ugiincii boliimde ise farkli
tiirden konveks fonksiyonlar i¢in bazi temel Hermite-Hadamard ve yamuk ile karmagik
yamuk tipli esitsizlikleri verilmistir. Dordiincii boliimde konveks fonksiyon, s-konveks
fonksiyon, tgs-konveks fonksiyon, m-konveks fonksiyon, (o,m)-konveks fonksiyon
tanimlarindan faydalanarak bu konveks fonksiyonlar i¢in karmagik yamuk tipli integral
esitsizlikleri elde edilmis ve her alt konu icin yeni uygulamalar verilmistir.

2015, 60 sayfa

Anahtar Kelimeler: Esitsizlikler, Hermite-Hadamard esitsizligi, konveks fonksiyon,

0zel ortalamalar, karmagsik yamuk esitsizligi.



ABSTRACT

PERTURBED TRAPOZEID TYPE INEQUALITIES

FOR SOME CONVEX FUNCTIONS

In this thesis, new Hermite-Hadamard type perturbed trapezoid inequalities are
obtained for convex, s-convex, tgs-convex, m-convex and (o, m)-convex functions. In
the first part of the thesis, the history of the convexity, inequality and the studies in the
literature are given, in the second part, definitions, propositions and theorems related to
the various classes of convex functions and the average of the positive real numbers are
given. In the third part, some basic Hermite- Hadamard inequalities for different types
of convex functions and trapezoid and perturbed trapezoid type inequalities are given.
In the last part, by using the definitions of convex, s-convex, tgs-convex, m-convex and
(o, m)-convex functions, new perturbed trapezoid type inequalities are obtained for
these convex functions anda re established new applications for each sub-topic.

2015, 60 pages

Key Words: Inequalities, Hermite-Hadamard inequality, convex functions,
special means, perturbed trapezoid inequality.
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1 GIRIS ve AMAC

“Konveksligin basit ve dogal tanimi Archimedes’in yaklagik olarak M.0.250 de
diizgiin ¢okgenleri ¢evreleyerek ve kaziyarak onun ¢ok iinlii olan 7(pi) degerini hesapla-
masina kadar uzanir. Archimedes, konveks bir egrinin ¢evre uzunlugunun onu ¢evreleyen
bagka bir konveks egrinin cevre uzunlugundan daha kiiciik olmasina dikkat cekmistir.
Buna ragmen matematikte yer almasi 19. yiizyil sonu 20. yiizy1l basini bulmaktadir.
“Konvekslik” kavrami ilk olarak Hermite tarafindan Ekim 1881’de elde edilen bir sonu-
cun, 1883 yilinda Mathesis adli dergide yayinlanmasiyla ortaya ¢ikmigtir. Hadamard’in
1893 yilindaki ¢alismasinda konvekslige rastlansa da konveks fonksiyonlarin sistematik
olarak caligilmas1 1905-1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile baglar.

“Aslinda biz konveksligi siirekli olarak ve bircok yolla yasamaktayiz. Ayakta du-
rus pozisyonumuz, ayaklarimizin kapladigi konveks alanin icine agirlik merkezimizin
dik izdiistimii boyunca dengemizi korumaktadir. Ayni zamanda konveksligin giinliik
yagsantimiz iizerinde de biiyiik etkisi vardir. Bu kavram endiistri, ekonomi, miihendislik,
veri analizi, fizik, bankacilik, is alanlari, tip, sanat gibi bilim dallarinin niimerik uygula-
malarinda da kullanilmaktadir. Oyle ki bu tiir fonksiyonlar kaynaklarin dagilimimin op-
timumlagtirilmasi problemlerinin ¢oziimii ve sans oyunlarinin dengesinin saglanmasinda
dahi kullanilmaktadir.

“Konveksligin tanim esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar Teorisinde
esitsizliklerin 6nemli bir yeri vardir. Hardy, Littlewood, Pdlya, Beckenbach, Bellman,
Mitrinovi¢, Pachpatte, Pecari¢ ve Fink gibi matematik¢iler Konveks Fonksiyonlar ile
Esitsizlikler Teorisi'ni bir arada inceleyerek cesitli kitaplar yazmiglardir. Bu tiir esit-
sizlikleri konu alan ilk temel caligma 1934’te Hardy, Littlewood ve Pdlya tarafindan
yazilan “Inequalities” adl kitaptir (Hardy et al. 1952). Ikinci calisma ise E.F. Beck-
enbach ve R. Bellman tarafindan 1961’de yazilan 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen
yeni egitsizliklerin sonuglarini iceren ve yine “Inequalities” adi verilen kitaptir. Bunu
Mitrinovi¢’in 1970 yilinda yayinladig: ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da
yer verdigi “Analytic Inequalities” isimli kitabi takip eder. Sadece konveks fonksiyon-

lar igin esitsizlikler igeren ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities” baghgiyla



1987 yilinda Pecari¢ tarafindan yazilmistir. Bu temel kaynaklarin yan sira “Inequali-
ties Involving Functions and Their Integrals and Derivatives” (Mitrinovi¢ et al. 1991),
“Classical and New Inequalities in Analysis” (Mitrinovi¢ et al. 1993), “Mathemat-
ical Inequalities” (Pachpatte 2005b) ve “Convex Functions and Their Applications”
(Niculescu and Perssons 2006) literatiirde mevcut olan diger kaynaklardir.

“Konveks fonksiyonlar teorisi, konvekslik genel konusunun bir parcasidir, yani bir
konveks kiimenin bir epigrapfisidir. Bir diger ifadeyle fonksiyonun grafiginin {istiin-
deki veya {izerindeki noktalarin kiimesidir. Bununla beraber matematigin biitiin dal-
lar1 ile yakin iligki icerisinde olan bu teori kendi bagina énemli bir teoridir. Konvekslik
konusunu gerektiren matematigin ilk konularindan birisi de gizgisel analizdir. Degigken-
ler hesabi ikinci tiirev testi ile konveksligin taninmasinda kuvvetli bir aractir. Mucize
eseri olarak bu Hessian testi birkag degisken durumu icin dogal bir genellegtirmedir. Op-
timizasyon ve kontrol teorisinin baz derin problemlerinden hareketle konveks fonksiy-
onlar teorisi sonsuz boyutlu Banach uzaylarinin ¢alisma alanini genigletmektedir.

“Konveks fonksiyonlarin ¢arpimu iizerine esitsizlikler ile ilgili nemli ¢alismalar yap-
mis olan B.G. Pachpatte, ¢ok sayida ¢alismasiyla literatiire biiyiik katkida bulunmus-
tur. Son yillardaki caligmalardan bazilari; 2006’da Jornal of Inequalities in Pure and
Applied Mathematics dergisinde yayinlanan “A Note on Integral Inequalities Involving
the Product of Two Functions”, 2003’te Tamkang Journal of Mathematics’'te yayin-
lanan “On Trapezoid and Griiss Like Integral Inequalities”, 2002’de Jornal of Inequali-
ties in Pure and Applied Mathematics dergisinde yayimlanan “On Griiss Type Integral
Inequalities” gibi siralanabilir. Konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler iizerine yogun
calisan diger matematikciler M.E. Ozdemir, U.S. Kirmaci, R. Agarval, G. Anastassiou,
G.V. Milovanovic, A.M. Fink, A.W. Roberts, D.E. Varberg, N.S. Barnett, H. Yildirim,
M.Z. Sarikaya, N. Ujevi¢, S. Varosanec, P.S. Bullen, P. Cerone, G. Toader, M. Alomari,
F. Qi, C.E.M. Pearce, M. Darus, M.K. Bakula, J. Pecari¢ seklinde siralanabilir.

Bu konu hakkinda yazilan kitaplarin diginda literatiirde doktora ve yiiksek lisans
calismalarina da rastlanmaktadir.

“Baz1 Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler ve Uygula-



malar1” adli doktora tezinde Tung M. (2010); konveks ve farkh tip konveks fonksiyon
siniflar1 i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde etmis ve daha sonra elde ettigi
bu esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuclar vermistir.

“Baz1 Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar i¢cin Ostrowski ve Hermite-Hadamard
Tipli Integral Esitsizlikleri” adli doktora tezinde Kavurmaci H. (2012); baz farkli tiir-
den konveks fonksiyonlar1 kullanilarak yeni tanimlamalar, érneklemeler yapilmis olup
bu tiirden konveks fonksiyonlar ve bazi konveks fonksiyonlar icin integral egitsizlikleri
elde edilmigtir.

“Farkh Tiirden Konveks Fonksiyonlarin Carpimi Uzerine Integral Esitsizlikleri ve
Uygulamalar1” adli doktara tezinde Giirbiiz M. (2013); bazi farkli tiirden konveks
fonksiyonlar kullanilarak yeni tanimlamalar, érneklemeler yapilmig olup bu tiirden kon-
veks fonksiyonlar ve bazi konveks fonksiyonlarin carpimi iizerine integral esitsizlikleri
elde edilmigtir.

“s-Geometrik Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Tipli Integral Esitsiz-
likleri” adh yiiksek lisans tezinde Yiiksel E. (2014); s-geometrik konveks fonksiyonlar
detayl olarak incelemis ve bu fonksiyonlarla ilgili yeni esitsizlikler bulup, yeni iist sinir-
lar elde etmigtir.

“Inequalities and Applications” baslikli yiiksek lisans tezinde ortalamalar iizerine
yeni egitsizlikler elde edilmis, yeni fonksiyon simiflari ortaya atilmistir (Bagdasar 2006).

“Bazi Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar Icin Integral Esitsizlikleri” baghkli dok-
tora tezinde F-konveks ve F-m-konveks fonksiyonlar ile birlikte farkh tiirden E-konveks
ve F-m-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli ve diger baz farkl tiirden
konveks fonksiyonlar olan m-konveks, («,m)-konveks, log-konveks, quasi-konveks, s-
konveks, r-konveks ve h-konveks fonksiyonlar icin yeni integral esitsizlikleri verilmistir.
Bunlarim yan sira baz1 genellegtirmeler de elde edilmigtir (Set 2010).

“Several Inequalities Of Hermite-Hadamard, Ostrowski And Simpson Type For s-
Convex, Quasi-Convex And r-Convex Mappings And Applications” baglikli doktora
tezinde s-konveks, quasi-konveks ve r-konveks fonksiyon siiflar1 kullanilarak Hermite-

Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir ve bu esit-



sizlikler i¢in uygulamalar verilmigtir (Alomari 2011).

“Quasi Konveks Fonksiyonlar Icin Esitsizlikler Ve Uygulamalar” bashkl yiiksek
lisans tezinde quasi-konveks fonksiyonlar icin yapilan genig bir literatiir taramasinin
yanisira, quasi-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson
tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in sonuglar ve bu
sonuglara bagh 6zel uygulamalar verilmistir (Yildiz 2011).

“Farkhh Tiirden Konveks Fonksiyonlar Icin Koordinatlarda Integral Esitsizlikler”
adli doktora tezinde Akdemir (2012); farkh tip konveks fonksiyon simiflarini dikdort-
gensel bolge iizerinde inceleyerek, koordinatlarda cesitli integral esitsizlikleri elde et-
mistir. Daha sonra m-konveks, («, m)-konveks, s-konveks, quasi-konveks, P-konveks ve
h-konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri, baz1 genellegtirmeler ve ¢arpim-
lara iligkin sonuglar vermistir.

Neden Matematiksel Esitsizlikler?

1978 yilinda Richard Bellman, Almanya’da 2. Uluslararasi Matematik Esitsizlikler
Konferansi'nda bu soruya su sekilde cevap vermistir:

Esitsizlik ¢aligmak icin ii¢ neden vardir. Bunlar:

1. Pratik Nedenler

2. Teorik Nedenler

3. Estetik Nedenler

dir. Pratik acidan bakildiginda, birgok aragtirmada bir niceligi diger bir nicelikle
sinirlandirmak karsimiza gikmaktadir. Klasik esitsizlikler de bu sekilde ortaya cik-
mistir. Teorik agidan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler
olusturulabilir. Ornegin, negatif olmayan bir niceligin ne zaman bir digerini kapsadig
sorulabilir ve bu basit soru ile Pozitif Operatorler Teorisi ve Diferansiyel Esitsizlikler
Teorisi kurulur. Son olarak estetik agidan bakildiginda genel olarak resim, miizik ve
matematigin bazi1 pargalarinin uyumlu oldugu goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin goze
hitap etmesi de esitsizlikleri cekici hale getirir.

“Bugiin en 6nemli integral esitsizliklerinden biri konveks fonksiyonlar icin Hadamard

(veya Hermite-Hadamard) integral esitsizligidir. Hermite (1822-1901), Ekim 1881 de,



Journal Mathesis dergisine ispatsiz olarak yazdigi asagidaki ifadeyi bir mektup ile
sundu. Bu mektup Mathesis 3 de (1883, p.82) asagidaki gibi basild.
“Sur deux limites d’une integrale definie. Soit f (x) une fonction qui varie

toujours dans le méme sens de x = a, dr = b. On aura les relations

)</f(x)dx<(b—a)w (1.1)

v-a s (5

ou bien

(b—a)f(a;b) >/abf(x)dx>(b—a)

fla)+ [ (b)
2

suivant que la courbe y = f(x) tourne sa convexité ou sa concavite vers l'axe des
abcisses.
En faisant dans ces formules f (z) =1/(1 4+ z), a =0, b = x il vient

2 2

T
24 x

log (1 S —
<log(l1+z) < 201 7)

Suras1 énemlidir ki Hermite’in bu kisa notu matematiksel literatiirde daha énce hig

diigiiniilmemigti. (1.1) esitsizliginin

TELRCEL 1)

icin bir ara deger esitsizligi oldugu agiktir.

Hermite’in caligmasinin yayilanmasindan yaklagik yirmi yil sonra J.L.W.V. Jensen,
(1.2) esitsizligini kullanarak .J-konveks fonksiyonlar1 tanimladi (1905-1906).

Bu tezde konveks fonksiyon, s-konveks fonksiyon, tgs-konveks fonksiyon, m-konveks
fonksiyon ve (a, m)-konveks fonksiyon tanimlar: ile karmagik yamuk tipli esitsizlikler
incelenmigtir. Bu amacla kuramsal temeller adini1 alan ikinci boliimde, ilk olarak hem
klasik matematikteki temel tanim ve kavramlar hem de konveks fonksiyonlarla ilgili
temel tanim, teorem ve kavramlara yer verilmistir. Ikinci olarak, daha 6énce tanimlanan
gesitli konveks fonksiyon simiflar ile ilgili kavramlar ve teoremler, son olarak pozitif
reel sayilarin 6zel ortalamalar: verilmistir. Ucgiincii boliimde ise farkh tiirden konveks
fonksiyonlar icin bazi temel Hermite-Hadamard ve yamuk ile karmagik yamuk tipli

esitsizlikleri verilmigtir.



Dérdiincii boliimde konveks fonksiyon, s-konveks fonksiyon, tgs-konveks fonksiyon,
m-konveks fonksiyon, («, m)-konveks fonksiyon tammlarindan faydalanarak bu konveks
fonksiyonlar icin karmagik yamuk tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Son olarak

da galigma ile ilgili sonuclar yazilmigtir.



2 KURAMSAL TEMELLER

2.1 Genel Kavramlar

Bu boliimde, arastirmada kullanilacak bazi1 temel tanim, teorem ve 6érnekler ver-
ilecektir.

Tanim 2.1 (Lineer Uzay): L bog olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun. + :
LxL— Lve.:KxL — L iglemleri tamimlansin. Eger agagidaki sartlar saglaniyorsa
L’ ye K cismi iizerinde bir lineer uzay veya vektor uzayi denir.

A) L, + iglemine gore degismeli bir gruptur.

Gl. Her z,y € L i¢in x + y € L dir,

G2. Her z,y,z € Ligin z + (y+ 2) = (z + y) + z dir,

G3. Her z € L i¢in z 4+ 0 = 0 4+ x = x esitligini saglayan bir tek 6 € L vardir,

G4. Her z € L igin z + (—z) = (—z) + = = 0 esitligini saglayan bir tek —x € L
vardir,

G5. Her z,y € L i¢in x +y = y + « dir.

B) x,y € L ve a,b € K olmak iizere agagidaki sartlar saglanir.

L1. a.x € L dir,

L2. a.(z +y) = a.x + a.y dir,

L3. (a+b).x = a.x + b.x dir,

L4. (ab) .z = a. (b.z) dir,

L5. 1.z = z dir ( 1, K nin birim elemamdir).

K =R ise L ye reel vektor uzay1 denir (Anton 1994).

Tanim 2.2 Lineer uzaylarda tammh doniigiimlere operator denir (Bayraktar 2000).

Tanim 2.3 Lineer uzaydan reel (kompleks) uzaya olan déniisiimlere fonksiyonel
denir.

Tanim 2.4 F bir cisim, V' ve W, F' cismi {izerinde iki lineer uzay olsun. u,v € V'
ve ¢ € F' olmak tizere T': V — W doniistimii,

(8) T (u+v) =T (u) + T (v)

(b) T (cu) = T (u)



sartlarin sagliyorsa 7" ye V iizerinde lineer doniigiim denir (Anton 1994).

Tanim 2.5 (Artan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aralik olmak iizere f :
A — R fonksiyonu verilsin. Tanim kiimesine ait =7 < x5 i¢in (x1 — x2) (f (21) — f (22)) >
0 oluyorsa f fonksiyonuna monoton artan fonksiyon, (x; — z2) (f (z1) — f (z2)) > 0
oluyorsa f fonksiyonuna kesin artan fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tanim 2.6 (Azalan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aralik olmak iizere f :
A — R fonksiyonu verilsin. Tamm kiimesine ait x; < x5 icin (1 — x2) (f (1) — f(22)) <
0 oluyorsa f fonksiyonuna monoton azalan fonksiyon, (z1 — x9) (f (1) — f (22)) < 0
oluyorsa f fonksiyonuna kesin azalan fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tanim 2.7 (Artan ve Azalan Fonsiyonlarm Ozellikleri):

1) f ve g, I tizerinde azalmayan fonksiyonlar ise f + ¢ aym ozellige sahiptir.

)
2) f azalmayan ve A negatif olmayan bir reel say1 ise \f de azalmayandir.
3) f ve g negatif olmayan ve azalmayan bir fonksiyon ise f.g de azalmayandir.
)

4) f pozitif ve azalmayan ise % artmayan fonksiyondur.
5) f ve g monoton ise f + g nin monoton oldugu sonucu her zaman ¢ikarilamaz.
Ciinkii f monoton artan, g monoton azalan iken f + g igin bir sey sdylenemez (Mitri-

novic 1970).

y= f(x)

Y, R ———"

N

A

/4
0
————
Q
Y
»

Sekil 2.1. f fonksiyonunun artan ve azalan oldugu araliklar

Sekil 2.1°deki gibi verilmis y = f (z) fonksiyonu (a, b) ve (¢, d) araliklarinda kesin ar-
tan, (b, ¢) araliginda ise kesin azalandir. (a,b) araliginda diferansiyellenebilen y = f (x)

fonksiyonu verildiginde; Eger bir araligin tiim x noktalarinda f’(xz) > 0 ise fonksiyon



bu aralikta monoton artan, eger f’(z) > 0 ise kesin artan fonksiyondur. Eger bir ar-
aligin tiim x noktalarinda f’ (z) < 0 ise fonksiyon bu aralikta monoton azalan, eger
f' (z) < 0 ise kesin azalan fonksiyondur.
Genel anlamiyla artan veya azalan fonksiyonlar icin agagidaki teoremler vardir.
Teorem 2.1 (Chebyshev Esitsizligi): a = (a1, a2, ...,a,) ve b = (b1, bs,...,b,)
reel sayilarin azalmayan (veya artmayan) iki dizisi olsun. Bu durumda

albl—l—agbg—l—...—i—anbn > a1+a2—|—...—|—an.bl—i—bg—i—...—i—bn

(2.1.1)

n n n
albn -+ agbn,1 + ...+ anbl
n

>

yada p; < ps < ... < p, reel sayilarin negatif olmayan bir dizisi olmak {izere

sz' Zpiaibi > sz'ai sz'bz'

i=1 =1 i=1 i=1
esitsizligi vardir. Esitlik durumu sadece a veya b dizilerinden en az birinin sabit olmasi
ile saglanir. Ozel olarak p; = ps = ... = p,, secilirse

n 1 n

izlazbz > - izlazizlbZ

esitsizligi elde edilir (Mitrinovi¢, Pecari¢, Fink 1993).
Teorem 2.2 (Chebyshev Integral Esitsizligi): f,g : [a,0] — R, (a,b) araliginda

ayni anda artan yada ayni anda azalan, integrallenebilir iki fonksiyon olsun. Bundan

bagka p : [a,b] — R, (a,b) arahginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Boylece

b b b b
/pww/prwwmmz/pmﬂmm/pwwmm (2.1.2)

esitsizligi vardir (Mitrinovi¢, Pecari¢, 1990 ve Mitrinovi¢, Vasi¢, 1974).
Eger f ve g fonksiyonlarindan birisi artmayan ve digeri azalmayan birer fonksiyon
ise (2.1.2) esitsizligi yon degistirir. Bu esitsizligin agagidaki 6zel durumlari mevcuttur.

Ozel olarak p (z) = 1 segilirse

/abf(a:)g(x)dxzbia/abf(:c)dx/abg(:c)dx (2.1.3)

[@owmarz [ 1@ [ o
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yazilir.

Tanim 2.8 (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu, n > 0 igin

['(z)= /000 " e dr (2.1.4)

ile tanimlanr. Bu integral n > 0 icin yakinsaktir. Gamma fonksiyonun baz 6nemli

ozelliklerini goyle siralayabiliriz:

i. T(n+1)=nl(n)=n

i.r(0) =1

il (1) =7 (2.1.5)
iv. [°f=dr =T (p)T (1 —p) = o 0<p<l

v.227 I (n) T (n+ 3) = /7l (2n)

Tanim 2.9 (Beta Fonksiyonu) Beta fonksiyonu

1
B(m,y):/o 1 d, iy > 0 (2.1.6)

seklindedir. Bu egitlik Euler tip Beta integral fonksiyonu ya da birinci cesit Euler
integrali olarak adlandirihr (Kannappan 2009).

Tanim 2.10 5 : R, x Ry — R fonksiyonu (birinci geyrek diizlemde taniml reel
degerli fonksiyon) bir y degiskenine bagh olarak x degigkeni i¢in monoton (z in degeri

i¢cin monotonluk sart1 yeterli) olsun,

ﬁ(x+1,y)=x+yﬁ($,y)> z,y € (0,00) (2.1.7)
1
B(1,y) = J (2.1.8)

sartlar ile birlikte § ya Euler tip Beta fonksiyonu denir (Kannappan 2009). Beta

fonksiyonunun

I- ﬁ(x7y) = fooo (l_t;ﬁdt? z,y >0
‘s _ I@)I'(y)
- 6(x,y) = vy +y>0
Pley) = Tawy: o (2.1.9)
iii- § (z,y) = B (y,x)
iv-3 (z,z) = 21723 (x %)

10



ozellikleri vardir (Jeffrey, Dai, 2008).

Tanmim 2.11 A, R nin bir alt kiimesi olsun. M, A nin bir iist sinir1 ve A nin diger
biitiin M’ iist sirlar: icin M < M’ oluyorsa M sayisina supremum, en kiigiik tist sinir
denir ve supA ile gosterilir. Ayrica M € A ise M sayisina A'min maksimum elemani
denir. m, A nmin bir alt sinir1 ve A min diger biitiin m’ alt simirlar: igin m > m’ oluyorsa
m sayisina infimum, en biiyiik alt sinir denir ve inf A ile gosterilir. Eger m € A ise m
sayisina A'nin minimum eleman: denir (Hunter., Nachtergaele 2000).

Tanim 2.12 (Siireklilik): f: S CR — R, zg € S ve € > 0 verilmig olsun. =z € S
ve |z — x| < 0 igin |f (z) — f (x0)| < € olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, zo da
stireklidir denir (Bayraktar 2010).

Tanim 2.13 (Diizgiin Siireklilik): f: S C R — R fonksiyonu ve € > 0 sayist
verilmig olsun. |x; — x| < ¢ sartim saglayan her xq, o € S igin |f (z1) — f (22)| < €
olacak gekilde bir § > 0 sayisi varsa f, S de diizgiin siireklidir denir (Bayraktar 2010).

Tanim 2.14 (Lipschitz Sart1): f: S C R — R fonksiyonu igin

|f (@) = [ (y)| < M|z —y| (2.1.10)

olacak gekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S 'de Lipschitz sartim sagliyor denir (Bayraktar
2010).

Sonug 2.1 f, S de Lipschitz sartini saghyorsa f, S de diizgiin siireklidir (Bayraktar
2010).

Tanim 2.15 (Mutlak Siireklilik): 7, R nin bostan farklh bir alt kiimesi ve f :
I — R tammh bir fonksiyon olsun. I nin {(a;,b;)};_, ayrik acik alt araliklarmmn
bir birlesimini goz oniine alahm. Sayet Ve > 0 igin ) ., |b; —a;] < 0 oldugunda
Som i 1f (b)) — f (ai)] < e olacak sekilde bir § = § (¢) > 0 says1 var ise f fonksiyonu I
kiimesinde mutlak siireklidir denir (Carter, Brunt 2000).

Teorem 2.3 (Integraller i¢in Ortalama Deger Teoremi): f fonksiyonu [a, b]

araliginda stirekli ise

1 b
(o) = / f (@) do (2.1.11)
b—aJ,
olacak sekilde en az bir ¢ € (a,b) vardir (Thomas, Finney 1992).

11



2.2 Konveks Fonksiyonlarla Ilgili Temel Tamim ve Ozellikler

Tamim 2.16 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A C L ve z,y € A keyfi olmak

lizere
B={zel:z=ar+(1l-a)y, 0<a<1}CA (2.2.1)

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax+(1 — «) y esitligindeki x ve
y'nin katsayilar igin a+ (1 — o) = 1 bagintisi her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks
kiime tamimindaki «, (1 — «) yerine o + 3 = 1 sartim saglayan ve negatif olmayan «,
reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir dogru
parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki

noktasimi birlegtiren dogru pargasimni ihtiva eden kiimedir (Bayraktar 2000).

Sekil 2.2. Konveks kiime

Sekil 2.3. Konveks olmayan kiime(konkav)

Tanim 2.17 Ornegin araliklar reel eksen iizerindeki konveks kiimelerdir. Bos kiime

konveks kiime olarak diigiiniiliir. Bunlarin tersine eger bir kiime konveks degil ise

12



konkav kiime olarak ifade edilir. Bu tanimlarin yani sira, A reel veya kompleks lineer
uzayin bir altkiimesi olmak {iizere, eger bir o € A noktasindan herhangi bir x € A
noktasina ¢izilen biitiin dogrular yine bu A kiimesinin icerisinde kaliyorsa bu kiimeye

star-konveks kiime denir (Tung 2010).

konkaw kiime

kotreeks kiime

stat kotrvelis ki e
Sekil 2.4. Konveks, konkav ve star konveks kiime
Tanim 2.18 f: [ - R, z,y € I vet € [0,1] igin f fonksiyonu

flz+ 1=ty <tf(x)+ 1 =1)f(y) (2.2.2)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Bu esitsizlik z # y ve
t € (0,1) i¢in kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir. — f konveks

(kesin konveks) ise o zaman f ye konkav (kesin konkav) denir (Pecari¢, et al. 1992).

13



Lfix) + (1= 0 fy)

Jfitx+(1-0)y)

ﬂx) T T :

Y

x tx+(I-1)y y

Sekil 2.5. Aralik iizerinde konveks fonksiyon

Geometrik olarak tx+(1 — t) y noktasinda, f nin egri iizerinde aldig1 deger, (z, f(z))
ve (y, f(y)) noktalarim birlestiren dogru pargasinin iizerinde aldig1 degerden her zaman
daha kiigiiktiir, yani bu iki noktay1 birlegtiren kirig her zaman egrinin [z, y] araliginda
kalan kisminin iizerinde veya iistiindedir. Sekil 2.5. den de goriildiigii gibi ¢ € [0, 1]
oldugundan ¢ f(z) < f(z) dir. Benzer sekilde (1 —t) f(y) < f(y) dir. Yani (1 —¢t) f(y)
de f(y) nin altindadir. Dolaywsiyla ¢f (x) + (1 —¢t) f(y) , f(z) ile f(y) arasinda olur.
Konkav fonksiyon igin kirig f 'nin grafiginin [z, y| araliginda kalan kismimin iizerinde
veya altindadir.

Eger f fonksiyonu bir [a,b] araliginda smurh ve her z,y € [a,b] i¢in (2.2.2) esit-
sizligi saglanmyorsa, f fonksiyonu (a,b) araliginda siirekli olur. Burada f fonksiyonunun
sinirlilik sart1 ¢ok onemlidir. Konveks fonksiyonlar i¢in iyi bilinen Jensen esitsizligi
asagidaki teoremde ifade edilmektedir.

Teorem 2.4 (Jensen Esitsizligi): f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks fonksiyon
ve \; >0, (i =1,2,...,n) sayilar1 A\; + Ao + ... + A\, = 1 egitligini saglasin. Bu durumda

x; € [a,b] igin

esitsizligi vardir (Jensen 1905 ve Jensen 1906).

14



Sonug 2.2 f: U C L — R, L reel lineer uzayin bir U konveks kiimesi iizerinde
konveks bir doéniigiim, x; € U , i = 1,...,n ve p; > 0 olmak tizere P, = > p; > 0

olsun, bu durumda

f <p191:1 + P2l + ... +pnl’n) < pif (1) +pof (x2) + . + puf (20) (2.2.4)
P1+Dp2t ...+ DPn B prt+p2+t ...+ Dn
yazilabilir (Pachpatte 2005).
Tanim 2.19 ( J-Konveks Fonksiyon): [, R de bir aralik olmak iizere her z,y € [

icin

; <x42ry> - f(x);rf(y) (2.2.5)

sartini saglayan f fonksiyonuna [/ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-konveks
fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tanim 2.20 (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her z,y € I ve x # y i¢in

; <x—;—y> _ f(x);f(y) (2.2.6)

oluyorsa f fonksiyonuna [ iizerinde kesin J-konveks fonksiyon denir (Mitrinovié¢ 1970).
Sonug 2.3 I C R olmak iizere, bir f fonksiyonunun /’da konveks olmasi i¢in gerek

ve yeter sart, her x,y € I ve her p,q > 0 reel sayilar igin

pr+qy\ _ pf(x)+qf(y)
f<p+q>§ P (2.2.7)

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Sonug 2.4 Her konveks fonksiyon J-konveks fonksiyondur. [ tizerinde tanimh bir f
fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlam (a, f (a)) ve (b, f (b)) noktalarimi
iceren [ iizerideki dogru parcasinin f nin grafiginin iist kisminda yer almasidir.

Ornegin, f: I CR — R, f(z) = |z| fonksiyonu I {izerinde konveks fonksiyondur.
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Sekil 2.6. Araliklar iizerinde konveks fonksiyon (f (z) = |z|)

Eger f fonksiyonu [a,b] araliginda taniml ve konveks(konkav) ve x, noktasinda

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) i¢in

f (@) = f(x0) < (2) f' (w0) (x — 0) (2.2.8)

esitsizligi yazilir. Yani (a, b) araliginda diferensiyellenebilen konveks(konkav) fonksiyon
(2.2.8) esitsizligini saglar (Roberts, Varberg 1973).

Onerme 2.1 i-Iki konveks fonksiyonun toplami (aym aralik tizerinde taniml)
yine bir konveks fonksiyondur. Bu toplamda fonksiyonlardan birisi kesin konveks ise
toplamda kesin konvekstir.

ii-Bir (kesin) konveks fonksiyonun pozitif bir skalerle ¢arpimi da (kesin) konveks
fonksiyondur.

iii-Tanimlandig1 araligin bir alt araligina kisitlanmisg olan (kesin) konveks fonksiyon
yine bu aralikta (kesin) konveks fonksiyondur.

iv-Eger f : I — R bir (kesin) konveks fonksiyon ve g : R — R azalmayan (artan)
bir konveks fonksiyon ise boylece gof bilegkesi de (kesin) konveks fonksiyondur

v- f, I ve J araliklar1 arasinda tam bir egleme olsun. Eger f artan ise f nin konveks
olmasi i¢in gerek ve yeter sart f~! in (kesin) konkav olmasidir. Eger f azalan bir egleme
ise f ve f~1 aym tiir konvekstir (Niculescu, Persson 2006).

Ornek 2.1 a) f: R — R, f(z) = 2 + a fonksiyonu konvekstir.
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3
X

Sekil 2.7. Araliklar iizerinde konveks fonksiyon (f(z) = 2% + a)

b) 1 < pigin, f(x) = |z|” fonksiyonu konvekstir.

3
|
| \ ¥

Sekil 2.8. Araliklar {izerinde konveks fonksiyon (f(z) = |z|")

Teorem 2.5 [a,b] C I° olsun. Eger f : I — R tamimh konveks bir fonksiyon ise f

Lipschitz gsartini(Tanim 2.14) saglar. Sonug olarak, f, [a,b] araliginda mutlak siirekli
ve I° de siireklidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.6 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

a) f, (a,b) arahginda siireklidir ve

b) f, [a,b] araliginda siirhdir (Azpeitia 1994).
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Teorem 2.7 Eger f : I — R tamimh konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise

fi(x) ve f' (x) var ve bu fonksiyon I° de artandir (kesin artandir) (Pecari¢ et al.
1992).

Teorem 2.8 f fonksiyonu (a,b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonunun konveks(kesin) olmasi igin gerek ve yeter gart f nin artan
(kesin artan) olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.9 f fonksiyonunun [ agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun
bu aralik iizerinde konveks olmast igin gerek ve yeter sart « € I igin f” (z) > 0 olmasidir
(Mitrinovi¢ 1970).

Ucgen esitsizligi reel ve kompleks sayilar icin siklikla kullanilan temel bir esitsizliktir.

Teorem 2.10 Herhangi =,y € R icin

[z +y| < |z + |yl
2] = Jy[| < [z —y|
2| = [yl| < |z +yl
ve tiimevarimla

|21 + To + oo+ 20 < |21| + || + oo+ |20 (2.2.10)

esitsizlikleri vardir (Mitrinovi¢ et al. 1993).
Bu esitsizligin integral versiyonu su sekildedir.
Teorem 2.11 f, [a, b] araliginda siirekli, reel (yada kompleks) degerli bir fonksiyon

olmak tizere

/abf(a:)dx

esitsizligi vardir (Mitrinovic et al. 1993).

< [ @l @< (2:2.11)

Tanim 2.21 (Eslenik Konveks Fonksiyonlar): ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu
artan ve siirekli bir fonksiyon olsun ayrica g (0) = 0 ve x — oo iken sartlarini saglasin.

Bu durumda ¢! vardir ve g ile aym sartlan saglar. Eger f ve f* fonksiyonlar

f(z)= /Owg (s)ds ve f*(y)= /Oy gt (t)dt (2.2.12)
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seklinde tanimlanirsa bu iki fonksiyon da konveks olur ve f ve f* fonksiyonlarma bir-
birinin konveks eglenigi denir (Roberts, Varberg 1973).
Teorem 2.12 (Young Esitsizligi): a,b > 0 ve p,g > 1 i¢in %—ké = 1 olmak {izere
ab < a_p + b_q
p q
esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumu sadece a? = b? durumunda saglanir (Mitrinovi¢
1970).
Asgagidaki teorem konveks eslenik ciftlerle ilgili énemli bir sonuctur.
Teorem 2.13 (Integraller Icin Young Esitsizligi ): f, [0, ¢| iizerinde (¢ > 0)

reel degerli, artan ve siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f(0) = 0, a € [0,¢] ve b €

[0, f (¢)] ise,
/a f(z)dx + /b f () dz > ab (2.2.13)

esitsizligi saglamir (Young 1912).

2.3 Farklhh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Simiflar1 ve Temel Tanimlar
2.3.1 Logaritmik Konveks Fonksiyonlar Simifi

Tanim 2.22 ] C R ve f : I — R bir fonksiyon olsun. Eger log f konveks ise f
fonksiyonuna logaritmik konveks (log-konveks) yada garpimsal konveks fonksiyon denir.

Veya denk olarak, eger her x,y € I ve t € [0, 1] i¢in

flta+ 1 =t)y) < f(2) [ (y) (2.3.1)

sartini sagliyorsa, f fonksiyonuna logaritmik konveks fonksiyon denir. Bu esitsizlik ters
gevrilirse f ye log-konkav fonksiyon denir (Pecari¢ et al. 1992).

Uyar1 2.1 f ve g konveks ve g artan bir fonksiyon ise gof de konvekstir, iistelik
f = explog f olarak yazilabileceginden log-konveks fonksiyon bir konveks fonksiyondur,
bunun tersi her zaman dogru degildir. Bu tabi ki (2.3.1) den ve dogal olarak aritmetik

ortalama — geometrik ortalama egitsizliginden

fr@) f7 ) <tf (@) + (1 —1) f(y) (2.32)
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dir (Roberts, Varberg 1973).

Bu uyar1 sonucunda acik¢a goriilmektedir ki;

flz+ (1 =t)y) < ff@) [ ) <tf(@x)+ 1 —1t) f(y) (2.3.3)

esitsizligi yazilabilir.

2.3.2 m-Konveks Fonksiyon

Tanim 2.23 f:[0,b] — R ve b > 0 olsun. Her x,y € [0,0], t € [0,1] ve m € [0, 1]

icin
Ftr+m(—1t)y) <tf @) +m(1—1)f ) (2.3.4)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna m-konvekstir denir. — f fonksiyonu m-konveks ise bu
takdirde f fonksiyonu m-konkavdir. Ayrica f (0) < 0 igin [0, b] arahginda tamml tiim
m-konveks fonksiyonlarm simfi K, (b) ile gosterilir (Toader 1984, 1988).

Tanim 2.24 b > 0 olmak tizere f : [0,b] — R fonksiyonu

fte) <tf (x) (2.3.5)

sartini sagliyorsa starshaped fonksiyon denir. Burada x € [0,b] ve t € [0, 1] dir (Toader,
G.H., 1984). Eger (2.3.4) esitsizliginde m = 1 almwrsa [0, 5] iizerindeki m-konveks

fonksiyon bilinen konveks fonksiyona, m = 0 igin ise starshaped tanimina doniisiir.

2.3.3 (o, m)- Konveks Fonksiyon

Tanmim 2.25 f : [0,b] — R ve b > 0 olsun. Her z,y € [0,b], t € [0,1] ve

(a,m) € [0,1]% igin
fle+m(l—t)y) <t*f(z)+m(1—-1%) f(y) (2.3.6)

sart1 saglaniyorsa f fonksiyonuna (a, m)-konvekstir denir (Bakula et al. 2006).
Burada (a,m) € {(0,0), («,0),(1,0),(1,m),(1,1), (o, 1)} segilirse, sirasiyla artan,
a-starshaped, starshaped, m-konveks, konveks ve a-konveks fonksiyon siniflar1 elde

edilir.
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2.3.4 s-Konveks Fonksiyonlar Sinifi

Tanim 2.26 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): a,3 > 0, a®*+ 3 =1

ve s € (0, 1] olmak iizere tiim u,v € R i¢in f : R, — R fonksiyonu

flau+ o) <o’ f(u) + 6°f (v) (2.3.7.1)

esitsizligini sagliyorsa f ye birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyon-
larin simifi K} ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu birinci anlamda
s-konkav fonksiyon olarak adlandirilir (Orlicz 1961).

Tanim 2.27 (Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): o, 3 >0, a + =1 ve

s € (0, 1] olmak iizere tiim u,v € Ryigin f: R, — R fonksiyonu

flau+ Bv) <a’f(u)+ 5°f (v) (2.3.7.2)

esitsizligini sagliyorsa f ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin
siifi K2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav
fonksiyon olarak adlandirilir (Breckner 1978).

Yukarida verilen her iki s-konvekslik tanimi s = 1 i¢in bilinen konvekslige doniistir.

Ornek 2.3 s € (0,1) ve a,b,c € R olsun. f :[0,00) — R fonksiyonu

ft) = a, t=0
bt +c¢, t>0
olarak tanimlansin. Bu takdirde
()b >0ve0<c<aise fe K2dir.
(ii)b > 0 ve 0 < cise f ¢ K? dir (Hudzik, Maligranda 1994).
Onerme 2.2 Eger f € K? ise f fonksiyonu [0, 0o) iizerinde negatif olmayan degerler

alir (Hudzik, Maligranda 1994).

2.3.5 Godunova-Levin Fonksiyonu

Tanim 2.28 f : | — R negatif olmayan fonksiyonu z,y € I, A € (0,1) olmak

lizere

fz) [y
SR (2.3.8)

fAr+(1-Ny) <
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esitsizligini sagliyorsa f ye Godunova-Levin fonksiyonu veya ) (I) sinifina aittir denir.

Bu tanmima denk olarak; f € Q (I) ve z,y, z € I ise, bu takdirde

f@) -y (-2)+f@)y—2)(y—2)+f(2)(z—2)(z—y) >0

esitsizligi saglanir. Gergekten bu esitsizlik yukaridaki tanim ile esdegerdir ve tanimin
yerinede kullanilabilir. Eger bu esitsizlikte f = 2", r € R kullanilirsa ifade literatiirde

iyi bilinen Schur esitsizligi ile gakigmaktadir (Gill et al. 1997).

2.3.6 P (I)Fonksiyonu

Tanim 2.29 f : I — R negatif olmayan fonksiyonu =,y € I, A € (0,1) olmak

lizere

fAz+ (1 =Ny) < flz)+f(y) (2.3.9)

esitsizligini sagliyorsa f ye P-fonksiyonu veya P (1) sinifina aittir denir (Dragomir et
al. 1995).

Tanimlardan agikca goriilecegi tizere, tiim negatif olmayan monoton ve negatif ol-
mayan konveks fonksiyonlar @ (I) simfina aittir. Ayrica Q (I) D P (I) ve P (I) simfin-
dan fonksiyonlar negatif olmayan monoton, konveks ve quasi konveks fonksiyonlardan

meydana gelmektedir.

2.3.7 h-Konveks Fonksiyonlar Sinifi

Varoganec, h-konveks fonksiyonlar siifi adin1 verdigi negatif olmayan fonksiyonlar
icin yeni ve biiyiik bir siuf tanimladi. Oyle ki bu simf literatiirde iyi bilinen negatif
olmayan konveks fonksiyonlar, ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar, Godunova-Levin
fonksiyonlar ve P- fonksiyonlar igerisine katmigtir.

Tanim 2.30 h : J — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. f : I — R negatif

olmayan fonksiyonu z,y € I, a € (0, 1) olmak {izere

flaz+ (1 —a)y) <h(a) f(x)+h(1-a)f(y) (2.3.10)

esitsizligini sagliyorsa f ye h-konveks fonksiyon veya SX (h, ) smifina aittir denir

(Varosanec 2007).
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Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f ye h-konkav fonksiyon veya SV (h,I)
smifina aittir denir. Eger h (a) = « alinirsa, bu takdirde tiim negatif olmayan konveks
fonksiyonlar SX (h, I) simufina ve tiim negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I)
siufina aittir; b (a) = L alimrsa, SX (h,I) = Q(I); h(a) = 1 ahmrsa SX (h,I) 2
P (I) ve h(a) = a® alimrsa SX (h,I) D K2 olacag agiktir.

Uyar1 2.2 h negatif olmayan bir fonksiyon ve VA € (0, 1) igin
h(A) > A

dir. Ornegin hy, (z) = 2* fonksiyonu burada k < 1 ve z > 0 igin bu sonucu verir(Varoganec
2007).
Eger f, I iizerinde x,y € I ve A € (0,1) i¢in negatif olmayan bir konveks fonksiyon

ise

fRz+A=Ny) <A @)+ A =N f) <hQ) f(@)+h(1-A)f(y)
esitsizligini saglar. Boylece f € SX(h,I) olur. Benzer gekilde h fonksiyonu VA € (0, 1)
icin h(A) < X ozelligine sahip ise o zaman herhangi bir negatif olmayan f konkav
fonksiyonu SV'(h, I') smifina dahil olur (Varosanec 2007).
2.3.8 tgs—Konveks Fonksiyon

Tanmim 2.31 f: I — R fonksiyonu [ iizerinde her u,v € [ ve t € (0,1) igin
flu+ (1 —t)v) <t(1—1t)[f(u)+ f(v)] (2.3.11)

esitsizligini sagliyorsa f ye tgs-konveks fonksiyon denir. Eger (— f), tgs-konveks fonksiyon

ise f, tgs-konkav fonksiyon olur (Tung et al. 2015).

2.4 Literatiirde Sik Kullanilan Ortalamalar

a, b iki pozitif reel say1 olmak iizere;

i) Genel Ortalama:

1= ,|"
M = Mp ($17...,l’n) = [glep] , X 2 0



ii) Aritmetik Ortalama:

a+b

A=Aab) = ——,

a,b>0
iii) Geometik Ortalama:
G =G (a,b) = Vab, a,b>0

iv) Harmonik Ortalama:

2
H=H(a,b) = ab , a,b>0
a+b
v) Logaritmik Ortalama:
L=L(ab) = a, a=b a,b>0
lnll;:fna’ a 7& b
vi) Identrik Ortalama:
I =1(ab)= a, a=b a,b>0

H(B) L as

vii) Genellegtirilmis Logaritmik Ortalama:

L,=L,(ab)= a, a=b a,b>0

1
pp+l_gp+l | p
[@WEJ a7b
viii) Kuadratik Ortalama:

a? + b2
2 )

K =K (a,b) = a,b>0

ortalamalar1 vardir.

Ayrica, p € R olmak tizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve Lo =1, L_; = L

ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iligki literatiirde, agsagidaki gibi yer almaktadir:

H<G<L<I<A<K
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Tanim 2.32 (Agirliklh Aritmetik Ortalama) z; € [a,b] , p; > 0 ve P, =
Yo pi>0 (i=1,2,...,n) olmak iizere,

1 n
p) = Fn ;pz%
seklindeyi ifadeye z; (i = 1,2, ...,n) sayilarin p; (i = 1,2, ...,n) agirhkh aritmetik or-

talamasi denir (Dragomir, Pearce 2000).

2.5 Baz1 Klasik Esitsizlikler

Onerme 2.3 (Jensen Esitsizliginin Ayrik Durumu): [ iizerinde reel degerli

[ fonksiyonu, eger 1, ...,x, € I ve A1,..., A, € [0,1] igin Y, A, = 1 olmak iizere

f (Z )\kin) <> N ()

esitsizligini sagliyorsa konvekstir (Pachpatte 2005).
Teorem 2.14 (Holder Esitsizligi): a = (ai,...,a,) ve b = (by,...,b,) reel veya
kompleks sayilarin iki n-lisi olsun. Bu takdirde
1 1
S4Z=1
p q

olmak tizere

(a) p > 1 ise,
n n : n :
Zakbk < (Z \ak|p> (Z |bk|q> )
k=1 k=1 k=1

(b) p <0 veya g <0 ise,

s (5] ()

k=1
esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ 1970).
Teorem 2.15 (Integraller igin Holder Esitsizligi): p > 1 ve i + % =1 ol-
sun. f ve g, [a,b] arahginda tammh reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|?, [a,b] arahginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

[r@swies ([ 116 |pdx)‘l’(/ab|g<x>\qu);



esitsizligi gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power-mean esitsizligi de agagidaki gibi
ifade edilir.

Teorem 2.16 (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a,b] araliginda

tanimh reel fonksiyonlar, |f|? ve |g|? , [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

[ 5@ |dx<(/ @l ) . (/ab|f<x>||g<x>|qczx);

esitsizligi gegerlidir.

Teorem 2.17 (Simpson Esitsizligi): f : [a,b] — R, (a,b) iizerinde dérdiincii
mertebeden tiirevi siirekli olan bir fonksiyon ve [|f*|| ., = sup,c(. |fW(2)] < o
olsun. Bu durumda

b8 (3]

< s 177

(2.3.12)

esitsizligi saglanir (Alomari 2011).
Teorem 2.18 (Griiss Esitsizligi):f ve g , [a,b] arahginda tamimlh ve integral-

lenebilen iki fonksiyon olsun. Eger her z € [a,b] ve kl,m,n € R sabitleri igin k& <

/ () da

f(x) <lvem < g(z)<n oluyorsa,

\b_a/f - [ sy,

< =Ry —m)

esitsizligi saglanir. Burada i en iyi sabittir (Mitrinovi¢, Pecari¢ 1993).
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3 MATERYAL ve YONTEM

3.1 Hermite-Hadamard Esitsizligi

Teorem 3.1 I, R de bir aralik, a,b € I ve a < b olmak iizere f : | CR — R

konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

()5 [ ros 1010

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecari¢ et al. 1992).
Ispat: Teorem 2.6 den dolayr f fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilirdir.
Sag taraftaki esitsizligin ispat1 konveksligin geometrik yorumundan agiktir. Yani x =

(1—t)a+tb,0<t<1olsun. Bu durumda

x)dx:/olf((l—t)aﬂb)dt

gf(a)/l(l—t)dt+f(b)/ltdt
@)
2

olur ve bu (3.1) esfcsmhgmln sag tarafidir. Simdi sol tarafin ispatini verelim.

integralini

bia/abf(x)da: [/a+bf ) dz + if() ] (3.2)

bigiminde yazip (3.2) egitliginin sag tarafindaki ilk terimde z = a+1¢ (b — a) /2 degisken
degistirmesi yapilirsa

/ fla f(a+t(b2_a))dt
0

biciminde ve (3.2) esitliginin sag tarafindaki ikinci terimde x = b—1t (b — a) /2 degigken

degistirmesi yapilirsa

Mf( 2) dr _b;a/lof(b_t(b;a))dt
:b;a/olf(b_t(b;a))dt
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bigiminde yazilabilir. (3.2) de bu sonuglar kullanilir ve konveksligin tanimi uygulanirsa,

bia/abf(:c)dx:%/ol {f <a+t(b2_“)> +f(b—t(b2_a>>}dt
= [ (5es)a=r(2)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur (Azpeitia 1994). =

Teorem 3.2 a,b € [0,00), a < b, s € (0,1] olmak tizere f : [0,00) — [0, 00) ikinci

anlamda s-konveks fonksiyonu verilsin. Bu durumda

o (50) < 2 [ @ar < KOO (33)

esitsizligi saglanir. (3.3) de ikinci esitsizlikteki £ = 1/(s + 1) olabilecek en iyi sabit-
tir. (3.3) esitsizliginde f fonksiyonu s-konkav fonksiyon ise bu durumda esitsizlik yon

degistirir (Dragomir, Fitzpatrick 1999).

Konvekslik, s-konvekslik ve Hadamard esitsizligini iceren giincel sonuglar ve genellesg-
tirmeler i¢cin Alomari et al. 2011, Burai et al. 2009, Burai et al. 2011, Dragomir et
al. 1990, Dragomir 1992, Dragomir, Fitzpatrick 1999, Hadamard 1893, Hudzik, Ma-
ligrandal994, Mitrinovic et al. 1993, Pecari¢ et al. 1991, Tung et al. 2014, Yang et al.

2004 referanslarina bakin.

3.2 Yamuk ve Karmasik Yamuk Esitsizligi

Teorem 3.3 Yamuk (Trapezoid) Esitsizligi: f : [u,v] — R, (u,v) araliginda
ikinci dereceden difereransiyellenebilir ve ikinci tiirevi (u, v) araliginda sinirh bir fonksiyon

ve My = Sup,e(y) [/ ()| < 400 olsun. Bu durumda

- 12

[ H@dn- 50 -w @+ )] < 50—’ (34)

elde edilir (Cerone 2002, Dragomir et al. 2000, Dragomir et al. 2000, Dragomir, Wang
1997, Dragomir, Wang 1998).

Teorem 3.4 Karmasgik Yamuk (Perturbed trapezoid) Esitsizligi: f : [u,v] —

R, (u,v) arahgmda ikinci dereceden difereransiyellenebilir ve ikinci tiirevi (u,v) ar-

aliginda siurh bir fonksiyon, Ks = sup,e,. f” (r) < +00 ve ky = inf " (z) > —o0
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olsun. Bu durumda

esitsizligi saglanir (Dragomir et al. 2000).
Lemma 3.1 f : [ C R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir doniisiim, a,b €

ve a < b olsun. Eger f’' € L ([a,b]) ise bu durumda

f(a) + b_a/f b‘“/ (1—26) f' (ta+ (L—)b)dt  (3.6)

2 0
dir (Dragomir, Agarwal 1998).
Teorem 3.5 f: I C R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir déniisiim, a,b € I°
ve a < b olsun. Eger f’ € L ([a,b]) olsun. Bu durumda |f’|, [a,b] tizerinde konveks bir

doniisiim ise

fl@+fo 1 [
5 —b_a/af(x)dx

dir (Dragomir, Agarwal 1998).

/" (a)] + | f" (B)]

< (b—a) 3

(3.7)

Teorem 3.6 f : I C R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir déniistim, a,b € I°,
a<b, f'€ L([a,b]),p>1ve %—l—é = 1 olsun. Bu durumda |f’|?, [a, b] iizerinde konveks

bir doniigiim ise

f()2 b—a/f

dir (Dragomir, Agarwal 1998).

(b—a) (If @ +|f ®)")"
2(p +1)1/”< 2 ) 39

Teorem 3.7 f : [ C R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir déniisiim, a,b € I°
ve a < b olsun. Bu durumda p > 1 olmak iizere |f'|", [a,b] iizerinde konveks bir

doniisiim ise

f(a)2 b—a/f

dir (Pearce, Pecari¢ 2000).

/ p / PN\ /P
b—a) (If (a)] —2F|f (0)] ) (3.9)
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Lemma 3.2 f: [ C R — R, [° iizerinde diferensiyellenebilir bir doniigiim, a,b € I°

ve a < bolsun. f’ € L([a,b]) ise

f (a) / f(x (3.10)

b—a ,
// (ta+(1—1)b) — f'(sa+ (1 —s)b)] (s —t)dtds

dir (Sarikaya et al. 2010).
Teorem 3.8 f: [ C R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir déniisiim, a,b € I°
ve a < bolsun. ¢ > 1 ve ]—1)—{—% = 1 olmak iizere |f’|?, [a,b] tizerinde konveks bir

doniisiim ise

‘ﬂ@;f b_a/f
M%H“Hf@W)W

<0 () (2
dir (Sarikaya et al. 2010).

(3.11)

Teorem 3.9 f : I C R — R, I° iizerinde diferensiiyellenebilir bir doniigtim, a,b € I°

ve a < b olsun. p > 1 olmak {izere |f'|", [a, b] iizerinde konveks bir doniigiim ise

HURSH0 b_a/j° ydo| < (U%H”Hf@?f” (3.12)

2
dir (Sarikaya et al. 2010).

Teorem 3.10 I C R bir acik aralik, a,b € I, a < b olmak {iizere f : [ — R iki
kez diferansiyellenebilir, f” integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < A < 1 olsun. ¢ > 1,

% + é = 1 olmak iizere |f”|%, [a,b] arahig: iizerinde konveks bir doniigiim ise

‘(A—l)f(a;b>_)\f()2 Pl /f \ do 13
| S [+ 130] T
(1032 1@+ (S22 4 52 1 o]
- re .y

+ [((1+A)élfA) 48/\ 27) |f// (a)‘q + (/\64 33 286)\) ‘ //( ), ]‘1}’
S E T AR @+ R o)
+[1458 | @" + 221 0] Ae [31]
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dir (Sarikaya, Aktan 2011).
Sonug 3.1 Esitsizlik (3.13) de,

i) A = 0 segilirse

e (52)

< (b;; [<3|f”( )Iq§5|f”( )| )3+ (5|f”(a)|qg3|f”(b)|q>§]

ii) A = 1 segilirse

/f i~ L@ 210)

<b—a> 517 @)+ 1L B)*\ e (1L (@) + 5] (B)]7)*
=Ty [( 16 )+( 16 )]

cee . 1 .1
iii) A = 3 segilirse

o () +rm] -5 [

1

(b—a)* [(59\f”( a)|? + 133" (b)] )q+ (133\f”( )|q+59|f"(b)yq)3]

|~

IN

162 3.26 3.26

elde edilir.

Literatiirde Hermite-Hadamard egitsizligi ile ilgili bircok calisma bulunmaktadir.
Bu esitsizlikle ilgili genellegtirmeler ve yeni sonuglardan bazilarini (Dragomir, Toader
1993; Dragomir, Agarwal, 1998; Pearce, Pecari¢ 2000; Ozdemir 2003; Kirmaci, Ozdemir
2004; Pachpatte 2004; Yang et al. 2004; Kirmaci, 2000; Bombardelli, Varosanec 2009;
Ngoc et al. 2009; Ozdemir et al. 2010; Sarikaya et al. 2010; Set 2010; Set et al. 2010;
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4 ARASTIRMA BULGULARI

Ana teoremleri ifade etmek icin asagidaki lemma verilecektir.
Lemma 4.1 f: ] CR — R, [° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I°

ve a < b olsun. Eger f” € L|[a,b] ise
(4.1)

[ F@de =5 b-a)(f @+ 5 O) + 5 (b= (7 () - 7' ()
-

- 4“>3 /01 (t+ D2 [f" (ta+ (1 — 1)) + f" (tb+ (1 — t) a)] dt

esitligi saglanir.
Ispat: Esitligin sag tarafindaki ifade icin iki defa kismi integrasyon metodu uygu-

lanirsa,

Il:/1(t+1)2f”(ta+(1—t)b)dt
o [ (ta+ (1=1)b)['
a—2b
A (@) - f) 2
a—2b a—2b
_ 4@ =) 2 [(H

2
a—>b

= (t+1) /1(t+1)f’(ta+(1—t)b)dt

0

/1(t+1)f’(ta+(1—t)b)dt

1

1) I (ta ;—Elb— t)b)

a—> T a—b

0

aib/olf (ta+(1—t)b)dt]

4 <<;>_—bf' (b) aib [2f <f;>_—bf ) _ aib / f (ta+(1—t)b)dt

_Af'(a) = f'(b) 4f(a) —2f(b)
a—>b (b—a)?

2 1
+(b_a)2/o f (ta+ (1—t)b)dt
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ve

12:/1(t+ 12 7 (th+ (1 — t) a) dt

— (£ 1) f'(th(la—t)a) '

— : /1(t+1)f/(tb+(1—t)a)dt
_ A0 = f(a)
(a)

b-ua 0

b_a/01(t+1)f/(tb+(1—t)a)dt

[u+nf<w:f;“”1

( 2
b—a

_ 4 () = f'(a 2

N b—a b—a

1 1

0

f (tb+(1—t)a)dt]

b—a J,
_ 4f' (Z)__af/ (a) bia [Qf (l;)__af (a) bia/o f b+ (1 —t)a)dt
_ 4 ()~ f'(a) 4f(b) —2f(a)

2 1
b—a (b—a) +(b_a)2/0 f (tb+ (1 —1t)a)dt.

elde edilir. Buradan I; ve I yi toplanirsa

11+12:/01(t+1)2[f”(ta+(1—t) b) + £ (th+ (1 — t) a)] dt

_ Y= S0  AS0) = fa)  Af(a) =2 (b) + 47 (b) — 2/ (a)
b—a b—a (b—a)

+(b_a)2/ fta+(1—1)b dt+ i f (th+(1~1t)a
_5(f1(b) - f’())_2(f(a)+f( . ) dx
n b—a (b—a)? b—a a—b/f

2 b
+(b_a)3/af(x)df€

500 = f(a)  2(f(a)
a b—a (b—a (b—a) /f

olur, yani

g/f iz =5 (b =) (f (a) + £ () + 5 (b= a)* (' (5) ~ f' (@)

—a)’

1 /01(f+1) [f" (ta+ (1 —t)b) + f" (tb+ (1 — t) a)] dt

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir. =

Uyar1 4.1 t € [0,1] i¢gin x = ta + (1 — t) b degigken degistirmesi yapilir ve esitlik
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(4.1) yeniden yazilirsa

[r@a-jo-aG@ oS0 o -f@) 0
b;“/ (x+a—202(f" () + f" (a+b—z)) da.

a

elde edilir.
Teorem 4.1 f : I C R — R, [° iizerinde diferansiyellenebilir, a,b € I° ve a < b

olsun. Eger |f”|, a,b] de konveks bir fonksiyon ise,

v)dr — 5 (b= a) (F (a) + £ (0) + 5 (b— ) (/' (5) ~ f' (a) (13)

12 (b—a)* (I (@) + " (B)])

esitsizligi vardir.

Ispat: |f”], [a,b] de konveks bir fonksiyon olmasi ve Lemma 4.1 kullanilirsa,

dz — 5 ( b—a)(f(a)+f(b))+§(b—a)2(f’(b)—f’(a))

— b_a)3/1<t+1) [f" (ta+ (1 =) b) + f" (tb+ (1 —t) a)] dt
<O 0 ok - 00 1 @+ (- )
<O [er el @i+ a-o1 e

)]+ (1= 0) | (@) de
O @)+ 107 ) | ey

<

(b)

<

1" (@)l + [ 0)1]-

C«OI\I

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. m
Teorem 4.2 s € (0,1] ve f : I C R — R, I° iizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, a,b € I° ve a < b olsun. Eger |f”|, [a,b] da ikinci anlamda s-konveks
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fonksiyon ise,

(4.4)

dz — 5 ( b—a)(f(a)+f(b))+g(b—a)2(f/(b)—f’(a))

_ b—a)3 552 + 235 + 28
-4 (s+1)(s+2)(s+3)

(" ()| + 117 (0)])

esitsizligi vardir.
Ispat: |f”| nin ikinci anlamda s-konveks fonksiyon olmasi, Lemma 4.1 ve Tamm

2.27 kullanilirsa,

v)dr — 2 (b= a) (7 (a) + £ (0) + 5 (b— ) (/' (5)  f' (a)

< 4“) /O (t+D*(1f" (ta+ (1= t)b)|+ | f (tb+ (1 - t)a)|) dt

<O [l @+ a- o1 o)
PO+ (017 (@)

O g @i on [ [ erras [fueza-oal

IN

_(b-a’
- 4

452 + 16 14 247 14
<|f"<a>|+|f"<b>|>[ s 16 & TSt }

GrDG126+3)  GrD+2)(5+3)

(b—a)’ 552 4 235 + 28 ) )
< Ooh (LB E Y @l + 1 o)

elde edilir. Burada

! 9,0, 2(252+85+7)
/0 ) = N G 2) 5+ 9) (4:5)

' 2 e 2+ T7s+14
/0 (t+1)7(1-1) dt_(s+1)(s+2)(s+3)

(4.6)

dir. =
Uyar1 4.2 (4.4) esitsizliginde, eger s = 1 olarak alimirsa, (4.4) esitsizligi (4.3)
esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.3 f : I C R — R, I° iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I°
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ve a < b olsun. Eger |f”|, [a,b] araliginda tgs-konveks ise,

z)dr — 5 (b—a)(f(a) + () + Z (b—a)*(f"(b) = f'(a)) (4.7)

_B-a)
- 120

1" ()l + 7 ()]

esitsizligi vardir.

Ispat: Yukaridaki ispatlara benzer sekilde, Lemma 4.1 ve Tanmim 2.31 kullanihirsa,

(1) = 3 (b= a) (f (@) + £ () + = (b= a)? (/' () — ' (a)

_—b;a) /0 (t+ D7 (1" (ta+ (1 =) b)[ + [ (tb+ (1 — t) a) ) dt

<O et @a-olr @l +ia-olr o)
FEO =01 0)] + 10 =01 @) dr

:“;@léz@+m%u—wuﬂmn+wwwwt

_(b—a)*[1f" (Qa)l + 1/ O] /01 (4 12 (1 — 1) dt

23 (b — a)®

=150 UM @I+ 1" @]

olur ve ispat tamamlanir. m
Teorem 4.4 f : [0,u] — R, (0,u) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve

ab € (0,u), u>0,m € [0,1] ve a < b olsun. Eger |f"|, [a, b] araliginda m-konveks ise,

() =3 (b—a) (f (@) + £ () + 5 (b= )" (// (5) — ' (a)
<b—a>{ nﬂ<ﬂ+uw>u+mnﬂf%%M+U%%M}
- 4 12 12

(4.8)

esitsizligi elde edilir.
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Ispat: | f”| nin m-konveks fonksiyon olmasi, Lemma 4.1 ve Tamim 2.23 kulanilirsa,

b—a)(f(a)+f(b))+

20—l (7 0) ~ £ (a)

t+1 (If" ta+ (A =)b)|+ |f" (tb+ (1 —t)a)|) dt
0

/lt+1 <t|f” N +m(1—1t)

0

"(+)
+t|f”()|+m(1—t) " (2)]) a

" {(|f" ARG RIESR
{ < )‘ ( )H/(t+1)2(1—t)dt}

_(b-ay {17[\f”< Dl +1 O, 1 )]+ 1 (%)I]}
4 12 12

a)?
S

elde edilir ve ispat tamamlanir. =
Teorem 4.5 f : [0,u] — R, (0,u) araliginda diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b € (0,u), u > 0, (a,m) € [0,1]* ve a < b olsun. Eger |f"|, [a,b] arahginda (v, m)-

konveks ise

dﬂf—— b—a)(f(a)+f(b))+g(b—a)2(f’(b)—f’(a))

b—a)3 402 + 160 + 14
- 4 ol 4602+ 11la+6

7 402 + 16 + 14
+ |z — m
3 ad+6a2+11la+6

esitsizligi vardir.

(4.9)

1" ()l + 77 (0]

r Gl G

Ispat: |f”| nin (a, m)-konveks fonksiyon olusu, Lemma 4.1 ve Tanmm 2.25 kul-
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lanilirsa,

5 (b=a)(f(a)+f (b)) + Z (b—a)* (f (b) = f' (@)

t+1 (If" ta+ (A =)b)|+ |f" (tb+ (1 —t)a)|) dt

<! 3/:1t+12t“f”(>+taf”(b)
pm(a=ey | () mia e (L))
O (i @i on [ weara)
Q) o)
o[ e e i @1+ 1 0]

m (g e fof; alf(;;(;i 3)) [

Ao

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

()]}

Uyar: 4.3 i) (4.9) esitsizliginde eger o = 1 olarak segilirse, (4.9) esitsizligi (4.8)
esitsizligine doniisiir.

ii) (4.9) esitsizliginde eger @« = 1, m = 1 olarak segilirse, (4.9) esitsizligi (4.3)
esitsizligine doniisiir.

Teorem 4.6 f : | C R — R, [° iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I°,

a<bvep>1,1/p+1/qg=1olsun. Eger |f"|%, [a,b] araliginda konveks ise,

z)dr — 2 (b—a)(f(a) + f (b)) + Z (b—a)* (f' (b) = [ (a)) (4.10)

< b;‘” <22;+1 ) i )Iq;|f”(b)|q)é

esitsizligi vardir.
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Ispat: Lemma 4.1 ve Holder integral esitsizligi kullamlirsa,

) dw — % (b—a)(f(a)+ f (b)) + Z (b—a)? (f' (b) — f'(a)) (@11)
< (b—4a)3 [/01 1P (ta+ (1 — 1) b)] di
—l—/1|t+1|2]f”(tb—|—(1—t)a)\dt}
b—a - 1 1 § ) . 1
[(/ |t + 1 dt) </0 |f" (ta+ (1 —1)b)| dt)
+(/ |t+1|2pdt)p(/0 |f”(tb+(1—t)a)|th)q]
(b—a)® (220 — 1\ (| (@) + | ()" \ 7
elde edilir, burada 1/p + 1/q = 1 ile | f”|* konveksligi kullanilip,
/1\1"’ (ta+ (1 —t)b)|"dt (4.12)
S/o 1 @[+ (1= 1) | @) ar = L)

/01 P (b + (1— ) a)|" dt

S/@ [t’fll(b)‘q—i-(l—t)‘f” (a>|q] d — |f// (a>‘q‘2|‘|f” (b)’q

elde edilir.

1 1 2 2p+1 |2 2p+1
U 2 1
t+12pdt:/ t+12”dt:/ u?du = = 4.13
/0 | | 0 ( ) 1 2p+ 1|, 2p+1 ( )

dir. (4.11) ve (4.12) deki ifadeler (4.13) esitsizliginde yerlerine yazilirsa (4.10) esitsizligi
elde edilmis olur, boylece ispat tamamlanir. m
Teorem 4.7 s € (0,1] ve f : I C R — R, I° iizerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, a,b € I°,; a <bvep >1,1/p+1/q =1 olsun. Eger |f”|?, [a, ] arahginda
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ikinci anlamda s-konveks ise,

(4.14)

f dw——b— (a) + f (b)) +
—a) (2w
S 4 <2p+1)
f" @ [0 T (s +1) £ O | (@] (s + 1)\
X{( st1 7 T(st2) ) +< st1 . T(st2) ) }

esitsizligi vardir.

Ispat: Lemma 4.1, Tamm 2.27 ve Holder’s integral esitsizliginden,

[ 1@ o-a @ o)+ 00 0 - 1 (@)
s—[/ E+ 1P | (ta+ (1 — 1) b)) dt
/0 P17 04 (L= D)l

(b_“)3 [(/1 |t+1|2pdt>; </01|f”(ta+(1—t)b)|th);
</ It +1)° dt) </1|f”(tb—|—(1—t)a)|th>;]
oo (22;11); [(/ (1" @)+ (1 1177 )) dt)é
+</ ()" + (1 —t)° ()|q)dt);
“"4“ (22;+11) [(\f (a|/tdt—|—|f |/ (1—1) dt)
w1 o e >|/0 i) )]

:(b a) (22;+11) | yrs+1))

3+1 I'(s+2
L7 OF (@ T (s +1)
+< s+l (s +2) ) ]

40



elde edilir. Burada

1 s B 1
/Otdt_s+1 (4.15)
/0 (1—t)3dt:11:gi;;

dir. Ispat tamamlanmr. m

Uyar: 4.4 (4.14) esitsizliginde, eger s = 1 olarak segilirse (4.10) esitsizliginin elde
edilecegi goriiliir.

Teorem 4.8 f : I C R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b €
I°;a<b,vep>1,1/p+1/g=1olsun. Eger |f"|, [a,b] araliginda tgs-konveks ise,

5

z)dz — 5 (b—a) (f(a) + f(b)) + 7 (b a)* (f'(b) = f' (a)) (4.16)

< 2“) (é) (%)’1’Uf"<a>\mf"<b>rq}3

esitsizligi vardir.

ispat: Lemma 4.1, Tanmim 2.31 ve Holder integral esitsizligi kullanilarak,

dr— 3 (b—a) (F (a) + £ () + 2 (b— ) (/' (5) ~ f' (a)

S(_T {/0 It + 12| f" (ta+ (1 —t) b)| dt
+/1|t+1|2]f”(tb+(1—t)a)\dt}

< @ [(/01 |t+1|2”dt>; </01|f”(ta+(1—t)b)|th);
+</01|t+1|2pdt); (/01|f”(tb+(1—t)a)|th>;

s“‘”g(?”“‘l)’l’ (/01<t<1—t>rf"<>|q+t< Ol o) )

4 2p+1

1

([ wa-ororia-olr@ra )

N (b_za)g (2221:1_11>; (17" (@) + | (B)]"] (/Olt(l —1) dt)é

-boo (é) (%) 17" @[+ 17" )]
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yazilir, boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.9 f : [0,u] — R, (0,u) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b € (0,u),u>0,me[0,1] vea<bolsun. p > 1igin 1/p+1/q =1 iken, eger |f"|%,
la, b] araliginda m-konveks ise;

- a2 (f () - £ (a))

diU—— (b—a)(f(a)+ f(0) +

b—a) 22+l 1\ 7
= 4 ( 2p+1 )
. [|f"<a>V+;n|f"<%>\T+[lf"<b>|Q+gz»f"<%)|‘T

(4.17)

esitsizligi elde edilir.
Ispat: Lemma 4.1, Tamm 2.23 ve Holder integral esitsizligi kullanilirsa,

Db —a(f () - £ (a))

dfc—— (b—a)(f(a)+ f(0) +

b 4“) U E+ 112117 (ta+ (1= 1) b)) b

+/0 1 |f (tb+(1—t)a)\dt}

< t=a’ [(/01 It + 1|2pdt)fl’ </01 " (ta + (1 —t)b)|th);
) </°1 " 1|2pdt>; </01 7 (th+ (1= 1) a)|th);]

) (b;a)g (222”;1—11):’ [</o1 (tlf” (a)|"+m(1—1t)
([ (rorsma-olr(£)]) dt);]

_—a® 2t @ m ()
- 4 <2p+1) 2

elde edilir ve ispat tamamlanir. m

Q|

0

))

1
q

2

O+ m (%)qr}

Teorem 4.10 f : [0,u] — R, (0,u) arahgnda diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
a,b e (0,u) ve u >0, (a,m) € [0,1]*, a < b olsun. p > 1 icin 1/p + 1/q = 1 iken eger
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|f”19, [a,b] arahginda (a, m)-convex ise:

(4.18)

dfc—— b—a)(f(a)+f(b))+g(b—a)2(f’(b)—f’(a))
b—a) 920+ _ 1\ »
- 4 ( 2p+1 )

@, mals (%))q] "

a—+1 a—+1

N mal G
a+1 a+1

esitsizligi vardir.

Ispat: Lemma 4.1, Tamm 2.25 ve Holder integral esitsizligi kullamlarak,

w)dr — 2 (b= a) (7 (a) + F (0) + 5 (b— ) (/' (5)  f' (a)

< (b;a) UO -+ 1P| f" (ta + (1 — t)b)| dt

+/ |t+1|2|f"(tb+(1—t)a)|dt}

< (b;a)g [(/01 |t+1|2pdt>; (/01|f”(ta+(1—t)b)]th);
4 (/01 |t+1|2pdt>’l’ </01 b+ (1 —t)a)|th);]
<0 (22;;_11); [(/0 (t°‘|f” (@ +m (1 )
r())a) ]

)

)

+ /01 (to‘\f”(b)]qum(l—t“)

L (b—a)® (217
4 2p + 1

@I, malf () ]

a—+1 a—+1

O malf ()] ]

a+1 a—+1

elde edilir ve ispat tamamlanir. =

Uyar: 4.5 i) (4.18) esitsizliginde, eger o« = 1 olarak segersek (4.17) esitsizliginin
elde edilecegi goriiliir.

ii) Teorem 4.10, de, eger « = m = 1 olarak segersek (4.10) esitsizliginin elde edilecegi

gortilir.
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Sonug 4.1 i) Teorem 4.9 igin, eger p = m = 1 oldugu kabul edilirse;

v)dr — 2 (b= a) (f (0) + f (B) +

2 (b—a)’ (£ () = f' ()
_Tb-a) [If”()!q+!f”()| g
- 6 2

esitsizligi elde edilir.

ii) Teorem 4.10 igin, eger p = m = 1 oldugu kabul edilirse;
v)dr — 2 (b~ a) (F (a) + £ (0) + 5 (b— ) (/' (5)  f' (a)
10—’ { [!f” @', alf” <b>q T [If” B, alf W} i}

- 6 a—+1 a—+1 a—+1 a—+1

esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.11 f : I C R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon,

abel’ya<b,p>1vel/p+1/q=1olsun. Eger |f"|%, [a,b] arahginda konveks ise,

(4.19)

[ r@de =S -0 (F @+ 5 )+ 5 (b= () - 1 (@)

(17\f”(b)!p+11\f”(a)!”) }

12
Ispat: |f”|, [a, D] arahginda konveks bir fonksiyon olusundan, Lemma 4.1 ve power

3=

+

esitsizligi vardir.
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mean integral esitsizliginden,

[ F@ide =S -0 (F @+ 50+ 5 (b= (7 () - f @)

_(b-a’
- 4

[ a1 e =0+ b (= )
L ([nera).
([ w12 @r+a-oor)a)
([ t!f”(b)lp+(1—t)|f”(a)\p)dt)}
_ <b—4a>3 @ " {(17|f” (a)|p1+211|f” <b>|p>i

. (17|f” (B +11]f" <a>|p>?

12

=

=

—N—

B =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.12 s € (0,1] ve f : I C R — R, [° iizerinde diferensiyellenebilir bir

fonksiyon, a,b € I°, a < b, ve p > 1, 1/p+1/q = 1 olsun. Eger |f"|*, [a,b] arahginda
ikinci anlamda s-konveks ise,

(4.20)

[ r@de= 5= a)(F @+ 5 0) + 5 (b= (7 () - F (@)

)

45% 4 165 + 14 . s°+Ts+ 14 P
X{((s+1)(s+2)(s+3) 77 ()l +(s+1)(s+2)(s+i’>) i/ (b)|>
45* 4+ 165 + 14 - s°+Ts+ 14 T
<(3+1)(5—|—2)(8+3) 70 +(8+1)(8+2)(8+3) d (a)|) }
elde edilir.

SR

|

Ispat: |f”|? nin [a, b] araliginda ikinci anlamda s-konveks olugu, Lemma 4.1, Tanim
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2.27 ve power mean integral esitsizligi kullanilarak,

5 (b=a)(f(a)+f (b)) + Z (b—a)* (f (b) = f' (@)

I/\

/ 12 1F (tat (1 —8)B) + £ (tb+ (1 — t)a)| dt

(frerra)

( (t+1) tslf”()|p+(1—t)8|f”(b)|”)dt>

'*3\»—‘

—N

( (1) tslf”(b)l”+<1—t)slf”(a)l”)dt)p}

< Afl)3 @)1_; {(\f” (a)yp/o1 (t+ 1% tdt + | f" (b)|p/01 (t+1)2(1 —t)sdt)p

+ |f”(b)|p/O (t+1)2t5dt+|f”(a)|p/0 (t+1)2(1—t)5dt)P}

<0 (5)

42 4165 +14 . o s2+7s+ 14 AN
x{((8+1)(5+2)(3+3)|f()| i+ 613 “’”)
4s2 +16s+14 ., §2+Ts + 14 A
(Grm6130 5 O a6 )

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. =

Uyar: 4.6 (4.20) de, eger s = 1 segilirse (4.19) deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.13 f : I C R — R, I° iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
abel’,a<bvep>11/p+1/q=1olsun. Eger |f"|%, [a,b] arahginda tgs-konveks
ise

5

dr — 5 (b—a)(f(a)+f(0)+ (b~ a)’ (f' (b) = f'(a)) (4.21)

S (b g CL) (12430) (|f// (a)|p + |f// (b)|P)% _

esitsizligi elde edilir.
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Ispat: Lemma 4.1, Tamim 2.31 ve power mean integral esitsizligi kullanilirsa,

b—@(ﬂ@+f@»+§@—afﬁ%w—f&m

I/\

/ 12 1F (tat (1 —8)B) + £ (tb+ (1 — t)a)| dt

s

( (t+1)° (L=t |f" (@) +t (1~ Hf%ﬂﬂdoi
(

'*3\»—‘

S

—N

E+D)2 Q=0 OF +t(1—t)[f" (a)")d );}
- 2@)3 @) ( @F + 1" )7 </01(t+1)2t(1—t)dt)é
§7(bga) (ii);(ﬁ"(ﬂp+LfT@V)v

olur, bu ispat1 tamamlar. m

RS

Teorem 4.14 f : [0,u] — R, (0,u) arahgnda diferansiyellenebilir bir fonksiyon
olsun, a,b € (0,u) ve u >0, m € [0,1], a <bve p>1iken 1/p+ 1/q = 1 olsun. Eger

11”19, [a, b] arahginda m-convex ise;

(4.22)

b
[ r@ds =S -0 (F @)+ 5 0) + 5 (b= () - F' (@)
_-a) (Z)li { (17|f” (@) +m11]f” (%)p>;
- 4 3 12

17177 B)F 4+ mdd |7 ()" 7
+< 12

esitsizligi vardir.
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Ispat: Lemma 4.1, Tamim 2.23 ve power mean integral esitligi kullamlarak,

b—@(ﬂ@+f@»+§@—afﬁ%w—f&m

I/\

/ 12 1F (tat (1 —8)B) + £ (tb+ (1 — t)a)| dt

(/)u+1fﬁ) X
{( (t+1)° ﬂf’)ﬁ+nﬁl—ﬂ
()

(t+1)° tﬁ”)ﬁ+nu1—w

'*3\»—‘

o
(2
@)}
() { (”‘f "l + i1 | (%)P)i
N (17 £ o) +$11 1% <%>Ip> ;}

elde edilir ve ispat tamamlanir. =

IN

Teorem 4.15 f : [0,u] — R, (0,u) arahgnda diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
ab € (0,u) veu > 0, (a,m) € [0,1]> vea < b, p > 1 iken 1/p+ 1/q = 1 olsun. Eger

|1, [a,b] arahginda (a, m)-convex ise;

(4.23)

[ r@de =S - a)(F @+ 5 0) + 5 (b= (7 () - F (@)

4
()

40 + 16a + 14 yoop . ma(Ta? + 30a + 29)
{(a+1)(a+2)(a+3) O e D @ 2 (@t 9)

S =

()
PN

|
}

3=

4o + 16 + 14 "y D ma (Ta? + 30a + 29)
[(oz—i—l)(a—l—Z)(oz—l—?)) O+ 3(a+1)(a+2)(a+3)

esitsizligi vardir.
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Ispat: Lemma 4.1, Tanim 2.25 ve power mean integral esitsizligi kullamlarak,

5 (b=a)(f(a)+f (b)) + Z (b—a)* (f (b) = f' (@)

I/\

/‘n+u|fwm+w1—w b)+ F (th+ (1 — 1) a)| dt

h;@ (/JH+1Fﬁ)
{ /01 ta|f”()|p+m(1—ta) f//(%) p>dt);
(¢

(t+1)° t"‘|f”( W+ m (1 — )| <3> p)dt)p}

) m

4o + 16 + 14 v ma (Ta? 4+ 30a + 29)
La+U@H&Ma+$V(®’+3m+DQHQﬂa+$

'*3\»—‘

+

0

<(b

()
(@]

Uyari 4.2 i) (4.23) de, eger a = 1 olarak segilirse (4.22) esitsizligi elde edilir.

ma (T 4+ 30a + 29)
3(a+1)(a+2)(a+3)

[ 402 + 16 + 14

i@yl O+

elde edilir ve ispat tamamlanir. m

ii) (4.23) de, eger @ = m = 1 olarak segilirse (4.19) esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.2 i) Teorem 4.14 igin, eger p = m = 1 segilirse,

dw—— b—a)(f(a)+f(b))+§(b—a)2(f’(b)—f’(a))

b—a) 17[f" (a)| + 11[f" ()|
<05 ( w)

esitsizligi elde edilir.

ii) Teorem 4.15 igin, eger p = m = 1 segilirse,

v)dr — ¢ (b= a) (7 (a) + 1 (0) + > (b— ) (/' (5) ~ f' (a)

—a)® 7a® + 3402 + 450 + 14
- 4 3 (a3 4602+ 11a+ 6)

1" (@)l + [/ )]

esitsizligi elde edilir.
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4.1 Baz1 Ozel Ortalamalar i¢in Uygulamalar

Bu baslik altinda bir 6nceki boliimde elde edilen farkl tipten konveks fonksiyon
tirleri igin yazilan karmagik yamuk esitsizliklerinin pozitif sayilar icin 6zel ortala-
malarina iligkin sonuglar1 verilecektir.

Onerme 4.1 a,beR,, 0 <a <b, ve n > 2 icin
b—a 5n
a

(b—a) L, (a,b) —

<-(b—a)n(n—1)4 (a" 20" 7%).

[SRIN|

esitsizligi vardir.

Ispat: Teorem 4.1 de f(z) = 2", 2 € R, ve n > 2 konveks fonksiyonu kullanilirsa
istenilen sonug elde edilir. m

Onerme 4.2 a,b€R,, 0<a <b, s € (0,1] icin

b—a Hs

(b= a) Lo (a.0) S04 0) = 2 o a? (5 0

(b—a)® (55 + 235 + 28)

<s(1—
<5 s) 2  $34+6s2+11s+6

A (a372’ bsf2) ]

esitsizligi vardir.

Ispat: Teorem 4.2 de, f(z) = 2°, + € R, ve s € (0,1] ikinci anlamda s-konveks
fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug elde edilir. =

Onerme 4.3 a,b € (0,u) ve u >0, m € [0,1] ve a < b olsun. Bu taktirde

—InTI (a,b) + A(lna,Inb) +§(b—a)2
’ ’ 4G? (a,b)

U a)® (17 + 11m3) A (a%, b?)

=" 12 Gi(ab)

esitsizligi vardir.

Ispat: Teorem 4.4 de f(z) = —Inz, © € R m-konveks fonksiyonu kullanilirsa
istenilen sonug elde edilir. m

Onerme 4.4 a,b € (0,u) ve u > 0, (o, m) € [0,1]° ve a < b olsun. Bu taktirde

Il (ab)+A(l lb)+5(b_a)2
n/ (a, na,ln 1C2 (a,0)
<(b—a)2 402 + 16a + 14 (- 3)+7m3 A (a?,b?)
-2 a3 +6a2+1la+6 3 G* (a,b)
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esitsizligi vardir.
Ispat: Teorem 4.5 de f(z) = —Inz, € R (a, m)-konveks fonksiyonu kullamlirsa
istenilen sonug elde edilir. m

Onerme 4.5 a, bR, 0<a<b,ven € N, n> 2 olsun. Burada her p > 1 icin,

b_
(b a) Lo (0,8) = A b) = 2 (0= a)? (7~ a)
33 2p+1 1/p neDp  (n—2p
cro 5 (B (7).
p

esitsizligi vardir.
Ispat: Teorem 4.6 de f(x) = 2", x € R icin uygulanirsa dogrudan ispatlamr. m

Onerme 4.6 a, b€ R, s € (0,1), 0 < a < b olsun. Burada her p > 1 icin,

b—a

-0 L) -

<s(l—s) (b—a)’ (221”+1 — 1)1/” { <GQ(S_2) 4 pat=a L (s + 1))q

Al b7) — %3 (b—a) (" — o)

4 2p+1 s+1 I'(s+2)
s—2 %
+ bq( ) + aq(s—?)F (S + 1)
s+1 I'(s+2)

esitsizligi vardir.

Ispat: Teorem 4.7 de f(z) = 2°, x € R ve s € (0,1) icin uygulanirsa dogrudan
ispatlanir. m

Onerme 4.7 a,b € (0,z) ve 2 > 0, m € [0,1], p > 1 ve a < b olsun.

b— 2
‘-mr(a,b) L A(nanp) + 2=

4 G? (a,b)

(b—a)’
T 2270G4 (a,b)

92p+1 _ 1 1/p 1 1
( ) { [0*% + a*'m!*] @ + [0 4 b*m! ] @ }
2p+1

esitsizliginin saglandigy goriiliir.
Ispat: Teorem 4.9 de f(z) = —Inz, = € R fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug

elde edilir. m
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Onerme 4.8 a,b € (0,2) ve 2 > 0, (a,m) € [0, 1]2 ,p>1vea < bolsun.

b— a)?

‘—ln[(a,b) + A(lna,lnbd) + Zéz (aa)b)

2 1/p
< (b —a) 2%t — 1 1 i {[qu + azqqua]%
4G* (a,b) \ 2p+1 (a+ 1)z
1
+ [a2q + b2qm1+qa} q}
esitsizliginin saglandigy goriiliir.
Ispat: Teorem 4.10 de f () = —Inz, x € R fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug

elde edilir. =

Onerme 4.9 4, b € R, 0 < a < b, ve 0 # [a,b] olsun. Burada her p > 1 icin,

5(b—) " — H™ ' (a,b) + L™ (a,b)

b)
. Pl p\ 1/p P p\ 1/p
e (a2 e (2)) " (o2 (2]
4 .3 b a

esitsizligi vardir.

‘5 QA(O/,b)

Ispat: Teorem 4.11 de f(z) = 2, x € [a,b] fonksiyonu kullamlirsa istenilen sonug
elde edilir. =
Onerme 4.10 a, b € R, s € (0,1), 0 < a < b, ve [a,b] # 0 olsun. Burada her

p > 1 icin,

_ : 55 (b—a) (0" —at)
1 _ Leas b®
‘L (a,b) — H" (a*,b%) + 4G (a, b)

L0 a)Qj (s+1) <§)1—i

" 45% + 16s + 14 1 p+ 24+ Ts+ 14 1 \?
s34+ 652+ 11s+6 \ ast2 5§53 +652+11s+6 \ b5t2
L A 16s1a (1N S Ts 1 1 \"\7
§3+652+11s+6 \ b5t2 $3+652+11s+6 \ a5t2

esitsizligi vardir.

B =

Ispat: Teorem 4.12 de f(z) = L,z € Rve s € (0,1) i¢in uygulamrsa dogrudan

L)

ispatlanir. m
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Onerme 4.11 a,b € (0,u) ve u >0, m € [0,1], p > 1 ve a < b olsun. Bu taktirde

In7(a,b)+ A(na,lnb) + (b —a)°
—InT (a na,ln -
’ ’ 4G? (a,b)
1
7(b—a) [ 3\ ) 1
< -——t (= 176% + 11mPHa®) /"
= 12G7 (a, b) (84) {7+ 11w ia)
+ (1707 + 11mrt) 7
esitsizliginin saglandig1 goriiliir.
Ispat: Teorem 4.14 de f(x) = —Inz, x € R fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug

elde edilir. m
Onerme 4.12 a,b € (0,u) ve u > 0, (a,m) € [0,1]*, p > 1 ve a < b olsun. Bu

durumda

‘—ln[(a,b) + A(Ina,lnb) +§

_ (b . a)2 z 17%

~ 4G*(a,b) \ 3
(40” + 16 + 14) b mPT1a?P (70 + 3002 + 29a) »
(a3 4602+ 11a +6) 3 (a3 4602+ 11a+6)

(402 + 160+ 14) a?  mPH10% (Ta® + 3002 + 29a) \ 7
(o + 602 + 11l + 6) 3(a®+6a2+ 11a + 6)

esitsizligi vardir.
Ispat: Teorem 4.15 de f () = —Inz, x € R fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug

elde edilir. =
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5 SON DEGERLENDIRMELER ve ONERILER

Bu caligma, karmasik yamuk esitsizligi konusunda yazilan makalelerde verilen teo-
remlerin ve sonuglarin kullanilmasini ve bazi fonksiyonlarin Hadamard tipli karmagik
yamuk esitsizliginin elde edilmesini saglamaktadir. Konveks fonksiyonlar icin esitsizlik-
ler literatiiriinde bulunmayan yeni bagintilarin elde edilmesi bu konudaki calismalarin
siirdiiriilebilecegini ortaya koymaktadir. Ayrica Cerone ve Dragomir tipli yamuk ve
karmagik yamuk egitsizlikleri kullanilarak farkli tipten konveks fonksiyon siiflar igin
yeni bagintilarin elde edildigi goriilmektedir. Uygun konveks fonksiyon simiflarindaki
fonksiyonlar i¢in yamuk ve karmagik yamuk egitsizlikleri ile pozitif reel sayilarin 6zel
ortalamalarina iliskin yeni baglantilarin kolay bir sekilde yapilabilecegini bizlere sun-
maktadir. Bu da 6zel ortalamalar teorisinde yamuk ve karmagik yamuk tipli esitsizlik-
lerin kullanilabilecegini ifade etmektedir. Bunun da 6zel ortalamalar teorisine biiyiik
katk: saglayacagi aciktir.

Bundan sonra yapilacak calismalarda, yamuk ve karmasgik yamuk tipli egitsizliklerin
genellegtirilmesi iizerinde durularak yeni bagintilarin elde edilmesi hedeflenmektedir.
Ayrica Hadamard, Cerone ve Dragomir tipli karmagik yamuk egitsizliklerinin var olan
bu doniigiimlerle olan iligkisinin arastirilmasi amaclanmaktadir. Bu tiir ¢aligmalarin
yapilmasi ile konveks fonksiyonlarin uygulama alanlarimin artirilmasina yonelik 6zel
bir ¢alisma yapilabilir. Ayrica konveks fonksiyonlar ve esitsizlikler teorisine bagka bir
boyut getirebilir ve 6zel ortalamalara iligskin daha iyi alt ve iist sinirlarin bulunmasinda

ve etkili bir gekilde kullanilmasinda yeni bir yontem olarak kullanilabilir.
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