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KARMAŞIK YAMUK TİPLİ İNTEGRAL EŞİTSİZLİKLERİ 

 

     Sunulan bu tezde konveks, s-konveks, tgs-konveks, m-konveks ve (α,m)-konveks 

fonksiyonları için eşitsizlikler incelenerek Hermite-Hadamard tipli yeni karmaşık 

yamuk eşitsizliklerine yer verilmiştir. Tezin birinci bölümünde eşitsizliğin, konveksliğin 

tarihine ve literatürde yer alan çalışmalara yer verilmiş, ikinci bölümde daha önce 

tanımlanan çeşitli konveks fonksiyon sınıfları ile ilgili kavramlar ve teoremler, son 

olarak pozitif reel sayıların özel ortalamaları verilmiştir. Üçüncü bölümde ise farklı 

türden konveks fonksiyonlar için bazı temel Hermite-Hadamard ve yamuk ile karmaşık 

yamuk tipli eşitsizlikleri verilmiştir. Dördüncü bölümde konveks fonksiyon, s-konveks 

fonksiyon, tgs-konveks fonksiyon, m-konveks fonksiyon, (α,m)-konveks fonksiyon 

tanımlarından faydalanarak bu konveks fonksiyonlar için karmaşık yamuk tipli integral 

eşitsizlikleri elde edilmiş ve her alt konu için yeni uygulamalar verilmiştir. 
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1 G·IR·IŞ ve AMAÇ

�Konveksli¼gin basit ve do¼gal tan¬m¬Archimedes�in yaklaş¬k olarak M.Ö.250 de

düzgün çokgenleri çevreleyerek ve kaz¬yarak onun çok ünlü olan �(pi) de¼gerini hesapla-

mas¬na kadar uzan¬r. Archimedes, konveks bir e¼grinin çevre uzunlu¼gunun onu çevreleyen

başka bir konveks e¼grinin çevre uzunlu¼gundan daha küçük olmas¬na dikkat çekmi̧stir.

Buna ra¼gmen matematikte yer almas¬19. yüzy¬l sonu 20. yüzy¬l baş¬n¬bulmaktad¬r.

�Konvekslik�kavram¬ilk olarak Hermite taraf¬ndan Ekim 1881�de elde edilen bir sonu-

cun, 1883 y¬l¬nda Mathesis adl¬dergide yay¬nlanmas¬yla ortaya ç¬km¬̧st¬r. Hadamard�¬n

1893 y¬l¬ndaki çal¬̧smas¬nda konveksli¼ge rastlansa da konveks fonksiyonlar¬n sistematik

olarak çal¬̧s¬lmas¬1905-1906 y¬llar¬nda J.L.W.V. Jensen ile başlar.

�Asl¬nda biz konveksli¼gi sürekli olarak ve birçok yolla yaşamaktay¬z. Ayakta du-

ruş pozisyonumuz, ayaklar¬m¬z¬n kaplad¬¼g¬konveks alan¬n içine a¼g¬rl¬k merkezimizin

dik izdüşümü boyunca dengemizi korumaktad¬r. Ayn¬zamanda konveksli¼gin günlük

yaşant¬m¬z üzerinde de büyük etkisi vard¬r. Bu kavram endüstri, ekonomi, mühendislik,

veri analizi, �zik, bankac¬l¬k, i̧s alanlar¬, t¬p, sanat gibi bilim dallar¬n¬n nümerik uygula-

malar¬nda da kullan¬lmaktad¬r. Öyle ki bu tür fonksiyonlar kaynaklar¬n da¼g¬l¬m¬n¬n op-

timumlaşt¬r¬lmas¬problemlerinin çözümü ve şans oyunlar¬n¬n dengesinin sa¼glanmas¬nda

dahi kullan¬lmaktad¬r.

�Konveksli¼gin tan¬m¬eşitsizlikle ifade edildi¼ginden Konveks Fonksiyonlar Teorisinde

eşitsizliklerin önemli bir yeri vard¬r. Hardy, Littlewood, Pólya, Beckenbach, Bellman,

Mitrinovíc, Pachpatte, Peµcaríc ve Fink gibi matematikçiler Konveks Fonksiyonlar ile

Eşitsizlikler Teorisi�ni bir arada inceleyerek çeşitli kitaplar yazm¬̧slard¬r. Bu tür eşit-

sizlikleri konu alan ilk temel çal¬̧sma 1934�te Hardy, Littlewood ve Pólya taraf¬ndan

yaz¬lan �Inequalities�adl¬kitapt¬r (Hardy et al. 1952). ·Ikinci çal¬̧sma ise E.F. Beck-

enbach ve R. Bellman taraf¬ndan 1961�de yaz¬lan 1934-1960 y¬llar¬aras¬nda elde edilen

yeni eşitsizliklerin sonuçlar¬n¬içeren ve yine �Inequalities�ad¬verilen kitapt¬r. Bunu

Mitrinovíc�in 1970 y¬l¬nda yay¬nlad¬¼g¬ve ilk iki kitapta bulunmayan farkl¬konulara da

yer verdi¼gi �Analytic Inequalities�isimli kitab¬takip eder. Sadece konveks fonksiyon-

lar için eşitsizlikler içeren ilk kaynak ise �Convex Functions: Inequalities� başl¬¼g¬yla
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1987 y¬l¬nda Peµcaríc taraf¬ndan yaz¬lm¬̧st¬r. Bu temel kaynaklar¬n yan¬s¬ra �Inequali-

ties Involving Functions and Their Integrals and Derivatives�(Mitrinovíc et al. 1991),

�Classical and New Inequalities in Analysis� (Mitrinovíc et al. 1993), �Mathemat-

ical Inequalities� (Pachpatte 2005b) ve �Convex Functions and Their Applications�

(Niculescu and Perssons 2006) literatürde mevcut olan di¼ger kaynaklard¬r.

�Konveks fonksiyonlar teorisi, konvekslik genel konusunun bir parças¬d¬r, yani bir

konveks kümenin bir epigrap�sidir. Bir di¼ger ifadeyle fonksiyonun gra�¼ginin üstün-

deki veya üzerindeki noktalar¬n kümesidir. Bununla beraber matemati¼gin bütün dal-

lar¬ile yak¬n ili̧ski içerisinde olan bu teori kendi baş¬na önemli bir teoridir. Konvekslik

konusunu gerektiren matemati¼gin ilk konular¬ndan birisi de çizgisel analizdir. De¼gi̧sken-

ler hesab¬ikinci türev testi ile konveksli¼gin tan¬nmas¬nda kuvvetli bir araçt¬r. Mucize

eseri olarak bu Hessian testi birkaç de¼gi̧sken durumu için do¼gal bir genelleştirmedir. Op-

timizasyon ve kontrol teorisinin baz¬derin problemlerinden hareketle konveks fonksiy-

onlar teorisi sonsuz boyutlu Banach uzaylar¬n¬n çal¬̧sma alan¬n¬geni̧sletmektedir.

�Konveks fonksiyonlar¬n çarp¬m¬üzerine eşitsizlikler ile ilgili önemli çal¬̧smalar yap-

m¬̧s olan B.G. Pachpatte, çok say¬da çal¬̧smas¬yla literatüre büyük katk¬da bulunmuş-

tur. Son y¬llardaki çal¬̧smalardan baz¬lar¬; 2006�da Jornal of Inequalities in Pure and

Applied Mathematics dergisinde yay¬nlanan �A Note on Integral Inequalities Involving

the Product of Two Functions�, 2003�te Tamkang Journal of Mathematics�te yay¬n-

lanan �On Trapezoid and Grüss Like Integral Inequalities�, 2002�de Jornal of Inequali-

ties in Pure and Applied Mathematics dergisinde yay¬nlanan �On Grüss Type Integral

Inequalities� gibi s¬ralanabilir. Konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler üzerine yo¼gun

çal¬̧san di¼ger matematikçiler M.E. Özdemir, U.S. K¬rmac¬, R. Agarval, G. Anastassiou,

G.V. Milovanovic, A.M. Fink, A.W. Roberts, D.E. Varberg, N.S. Barnett, H. Y¬ld¬r¬m,

M.Z. Sar¬kaya, N. Ujevíc, S. Varo�anec, P.S. Bullen, P. Cerone, G. Toader, M. Alomari,

F. Qi, C.E.M. Pearce, M. Darus, M.K. Bakula, J. Peµcaríc şeklinde s¬ralanabilir.

Bu konu hakk¬nda yaz¬lan kitaplar¬n d¬̧s¬nda literatürde doktora ve yüksek lisans

çal¬̧smalar¬na da rastlanmaktad¬r.

�Baz¬Konveks Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard Tipli Eşitsizlikler ve Uygula-
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malar¬�adl¬doktora tezinde Tunç M. (2010); konveks ve farkl¬tip konveks fonksiyon

s¬n¬�ar¬için Hermite-Hadamard tipli eşitsizlikler elde etmi̧s ve daha sonra elde etti¼gi

bu eşitsizlikler için özel uygulamalar ve sonuçlar vermi̧stir.

�Baz¬Farkl¬Türden Konveks Fonksiyonlar için Ostrowski ve Hermite-Hadamard

Tipli ·Integral Eşitsizlikleri�adl¬doktora tezinde Kavurmac¬H. (2012); baz¬farkl¬tür-

den konveks fonksiyonlar¬kullan¬larak yeni tan¬mlamalar, örneklemeler yap¬lm¬̧s olup

bu türden konveks fonksiyonlar ve baz¬konveks fonksiyonlar için integral eşitsizlikleri

elde edilmi̧stir.

�Farkl¬Türden Konveks Fonksiyonlar¬n Çarp¬m¬Üzerine ·Integral Eşitsizlikleri ve

Uygulamalar¬� adl¬ doktara tezinde Gürbüz M. (2013); baz¬ farkl¬ türden konveks

fonksiyonlar kullan¬larak yeni tan¬mlamalar, örneklemeler yap¬lm¬̧s olup bu türden kon-

veks fonksiyonlar ve baz¬konveks fonksiyonlar¬n çarp¬m¬üzerine integral eşitsizlikleri

elde edilmi̧stir.

�s-Geometrik Konveks Fonksiyonlar için Hermite-Hadamard Tipli ·Integral Eşitsiz-

likleri�adl¬yüksek lisans tezinde Yüksel E. (2014); s-geometrik konveks fonksiyonlar¬

detayl¬olarak incelemi̧s ve bu fonksiyonlarla ilgili yeni eşitsizlikler bulup, yeni üst s¬n¬r-

lar elde etmi̧stir.

�Inequalities and Applications�başl¬kl¬yüksek lisans tezinde ortalamalar üzerine

yeni eşitsizlikler elde edilmi̧s, yeni fonksiyon s¬n¬�ar¬ortaya at¬lm¬̧st¬r (Bagdasar 2006).

�Baz¬Farkl¬Türden Konveks Fonksiyonlar ·Için ·Integral Eşitsizlikleri�başl¬kl¬dok-

tora tezinde E-konveks ve E-m-konveks fonksiyonlar ile birlikte farkl¬türdenE-konveks

ve E-m-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard tipli ve di¼ger baz¬farkl¬türden

konveks fonksiyonlar olan m-konveks, (�;m)-konveks, log-konveks, quasi-konveks, s-

konveks, r-konveks ve h-konveks fonksiyonlar için yeni integral eşitsizlikleri verilmi̧stir.

Bunlar¬n yan¬s¬ra baz¬genelleştirmeler de elde edilmi̧stir (Set 2010).

�Several Inequalities Of Hermite-Hadamard, Ostrowski And Simpson Type For s-

Convex, Quasi-Convex And r-Convex Mappings And Applications� başl¬kl¬doktora

tezinde s-konveks, quasi-konveks ve r-konveks fonksiyon s¬n¬�ar¬kullan¬larak Hermite-

Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli integral eşitsizlikleri elde edilmi̧stir ve bu eşit-
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sizlikler için uygulamalar verilmi̧stir (Alomari 2011).

�Quasi Konveks Fonksiyonlar ·Için Eşitsizlikler Ve Uygulamalar¬� başl¬kl¬ yüksek

lisans tezinde quasi-konveks fonksiyonlar için yap¬lan geni̧s bir literatür taramas¬n¬n

yan¬s¬ra, quasi-konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson

tipli eşitsizlikler elde edilmi̧stir. Daha sonra elde edilen eşitsizlikler için sonuçlar ve bu

sonuçlara ba¼gl¬özel uygulamalar verilmi̧stir (Y¬ld¬z 2011).

�Farkl¬Türden Konveks Fonksiyonlar ·Için Koordinatlarda ·Integral Eşitsizlikler�

adl¬doktora tezinde Akdemir (2012); farkl¬tip konveks fonksiyon s¬n¬�ar¬n¬dikdört-

gensel bölge üzerinde inceleyerek, koordinatlarda çeşitli integral eşitsizlikleri elde et-

mi̧stir. Daha sonram-konveks, (�;m)-konveks, s-konveks, quasi-konveks, P -konveks ve

h-konveks fonksiyonlar için yeni integral eşitsizlikleri, baz¬genelleştirmeler ve çarp¬m-

lara ili̧skin sonuçlar vermi̧stir.

Neden Matematiksel Eşitsizlikler?

1978 y¬l¬nda Richard Bellman, Almanya�da 2. Uluslararas¬Matematik Eşitsizlikler

Konferans¬�nda bu soruya şu şekilde cevap vermi̧stir:

Eşitsizlik çal¬̧smak için üç neden vard¬r. Bunlar:

1. Pratik Nedenler

2. Teorik Nedenler

3. Estetik Nedenler

dir. Pratik aç¬dan bak¬ld¬¼g¬nda, birçok araşt¬rmada bir niceli¼gi di¼ger bir nicelikle

s¬n¬rland¬rmak kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Klasik eşitsizlikler de bu şekilde ortaya ç¬k-

m¬̧st¬r. Teorik aç¬dan bak¬ld¬¼g¬nda çok basit sorular sorularak tüm temel teoremler

oluşturulabilir. Örne¼gin, negatif olmayan bir niceli¼gin ne zaman bir di¼gerini kapsad¬¼g¬

sorulabilir ve bu basit soru ile Pozitif Operatörler Teorisi ve Diferansiyel Eşitsizlikler

Teorisi kurulur. Son olarak estetik aç¬dan bak¬ld¬¼g¬nda genel olarak resim, müzik ve

matemati¼gin baz¬parçalar¬n¬n uyumlu oldu¼gu görülür. Elde edilen eşitsizliklerin göze

hitap etmesi de eşitsizlikleri çekici hale getirir.

�Bugün en önemli integral eşitsizliklerinden biri konveks fonksiyonlar için Hadamard

(veya Hermite-Hadamard) integral eşitsizli¼gidir. Hermite (1822-1901), Ekim 1881 de,
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Journal Mathesis dergisine ispats¬z olarak yazd¬¼g¬ aşa¼g¬daki ifadeyi bir mektup ile

sundu. Bu mektup Mathesis 3 de (1883, p.82) aşa¼g¬daki gibi bas¬ld¬.

�Sur deux limites d�une integrale de�nie. Soit f (x) une fonction qui varie

toujours dans le même sens de x = a, �ax = b. On aura les relations

(b� a) f
�
a+ b

2

�
<

Z b

a

f (x) dx < (b� a) f (a) + f (b)
2

(1.1)

ou bien

(b� a) f
�
a+ b

2

�
>

Z b

a

f (x) dx > (b� a) f (a) + f (b)
2

suivant que la courbe y = f (x) tourne sa convexité ou sa concavite vers l�axe des

abcisses.

En faisant dans ces formules f (x) = 1= (1 + x), a = 0, b = x il vient

x� x2

2 + x
< log (1 + x) < x� x2

2 (1 + x)
:"

Şuras¬önemlidir ki Hermite�in bu k¬sa notu matematiksel literatürde daha önce hiç

düşünülmemi̧sti. (1.1) eşitsizli¼ginin

f

�
a+ b

2

�
<
f (a) + f (b)

2
(1.2)

için bir ara de¼ger eşitsizli¼gi oldu¼gu aç¬kt¬r.

Hermite�in çal¬̧smas¬n¬n yay¬nlanmas¬ndan yaklaş¬k yirmi y¬l sonra J.L.W.V. Jensen,

(1.2) eşitsizli¼gini kullanarak J-konveks fonksiyonlar¬tan¬mlad¬(1905-1906).

Bu tezde konveks fonksiyon, s-konveks fonksiyon, tgs-konveks fonksiyon,m-konveks

fonksiyon ve (�;m)-konveks fonksiyon tan¬mlar¬ile karmaş¬k yamuk tipli eşitsizlikler

incelenmi̧stir. Bu amaçla kuramsal temeller ad¬n¬alan ikinci bölümde, ilk olarak hem

klasik matematikteki temel tan¬m ve kavramlar hem de konveks fonksiyonlarla ilgili

temel tan¬m, teorem ve kavramlara yer verilmi̧stir. ·Ikinci olarak, daha önce tan¬mlanan

çeşitli konveks fonksiyon s¬n¬�ar¬ ile ilgili kavramlar ve teoremler, son olarak pozitif

reel say¬lar¬n özel ortalamalar¬verilmi̧stir. Üçüncü bölümde ise farkl¬türden konveks

fonksiyonlar için baz¬ temel Hermite-Hadamard ve yamuk ile karmaş¬k yamuk tipli

eşitsizlikleri verilmi̧stir.
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Dördüncü bölümde konveks fonksiyon, s-konveks fonksiyon, tgs-konveks fonksiyon,

m-konveks fonksiyon, (�;m)-konveks fonksiyon tan¬mlar¬ndan faydalanarak bu konveks

fonksiyonlar için karmaş¬k yamuk tipli integral eşitsizlikleri elde edilmi̧stir. Son olarak

da çal¬̧sma ile ilgili sonuçlar yaz¬lm¬̧st¬r.
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2 KURAMSAL TEMELLER

2.1 Genel Kavramlar

Bu bölümde, araşt¬rmada kullan¬lacak baz¬temel tan¬m, teorem ve örnekler ver-

ilecektir.

Tan¬m 2.1 (Lineer Uzay): L boş olmayan bir küme ve K bir cisim olsun. + :

L�L! L ve : : K�L! L i̧slemleri tan¬mlans¬n. E¼ger aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬yorsa

L�ye K cismi üzerinde bir lineer uzay veya vektör uzay¬denir.

A) L, + i̧slemine göre de¼gi̧smeli bir gruptur.

G1. Her x; y 2 L için x+ y 2 L dir,

G2. Her x; y; z 2 L için x+ (y + z) = (x+ y) + z dir,

G3. Her x 2 L için x+ � = � + x = x eşitli¼gini sa¼glayan bir tek � 2 L vard¬r,

G4. Her x 2 L için x + (�x) = (�x) + x = � eşitli¼gini sa¼glayan bir tek �x 2 L

vard¬r,

G5. Her x; y 2 L için x+ y = y + x dir.

B) x; y 2 L ve a; b 2 K olmak üzere aşa¼g¬daki şartlar sa¼glan¬r.

L1. a:x 2 L dir,

L2. a: (x+ y) = a:x+ a:y dir,

L3. (a+ b) :x = a:x+ b:x dir,

L4. (ab) :x = a: (b:x) dir,

L5. 1:x = x dir ( 1, K n¬n birim eleman¬d¬r).

K = R ise L ye reel vektör uzay¬denir (Anton 1994).

Tan¬m 2.2 Lineer uzaylarda tan¬ml¬dönüşümlere operatör denir (Bayraktar 2000).

Tan¬m 2.3 Lineer uzaydan reel (kompleks) uzaya olan dönüşümlere fonksiyonel

denir.

Tan¬m 2.4 F bir cisim, V ve W , F cismi üzerinde iki lineer uzay olsun. u; v 2 V

ve c 2 F olmak üzere T : V ! W dönüşümü,

(a) T (u+ v) = T (u) + T (v)

(b) T (cu) = cT (u)
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şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa T ye V üzerinde lineer dönüşüm denir (Anton 1994).

Tan¬m 2.5 (Artan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aral¬k olmak üzere f :

A! R fonksiyonu verilsin. Tan¬m kümesine ait x1 � x2 için (x1 � x2) (f (x1)� f (x2)) �

0 oluyorsa f fonksiyonuna monoton artan fonksiyon, (x1 � x2) (f (x1)� f (x2)) > 0

oluyorsa f fonksiyonuna kesin artan fonksiyon denir (Mitrinovíc 1970).

Tan¬m 2.6 (Azalan Fonksiyon): A sonlu veya sonsuz bir aral¬k olmak üzere f :

A! R fonksiyonu verilsin. Tan¬m kümesine ait x1 � x2 için (x1 � x2) (f (x1)� f (x2)) �

0 oluyorsa f fonksiyonuna monoton azalan fonksiyon, (x1 � x2) (f (x1)� f (x2)) < 0

oluyorsa f fonksiyonuna kesin azalan fonksiyon denir (Mitrinovíc 1970).

Tan¬m 2.7 (Artan ve Azalan Fonsiyonlar¬n Özellikleri):

1) f ve g , I üzerinde azalmayan fonksiyonlar ise f + g ayn¬özelli¼ge sahiptir.

2) f azalmayan ve � negatif olmayan bir reel say¬ise �f de azalmayand¬r.

3) f ve g negatif olmayan ve azalmayan bir fonksiyon ise f:g de azalmayand¬r.

4) f pozitif ve azalmayan ise 1
f
artmayan fonksiyondur.

5) f ve g monoton ise f + g nin monoton oldu¼gu sonucu her zaman ç¬kar¬lamaz.

Çünkü f monoton artan, g monoton azalan iken f + g için bir şey söylenemez (Mitri-

novíc 1970).

Şekil 2.1. f fonksiyonunun artan ve azalan oldu¼gu aral¬klar

Şekil 2.1�deki gibi verilmi̧s y = f (x) fonksiyonu (a; b) ve (c; d) aral¬klar¬nda kesin ar-

tan, (b; c) aral¬¼g¬nda ise kesin azaland¬r. (a; b) aral¬¼g¬nda diferansiyellenebilen y = f (x)

fonksiyonu verildi¼ginde; E¼ger bir aral¬¼g¬n tüm x noktalar¬nda f 0 (x) � 0 ise fonksiyon
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bu aral¬kta monoton artan, e¼ger f 0 (x) > 0 ise kesin artan fonksiyondur. E¼ger bir ar-

al¬¼g¬n tüm x noktalar¬nda f 0 (x) � 0 ise fonksiyon bu aral¬kta monoton azalan, e¼ger

f 0 (x) < 0 ise kesin azalan fonksiyondur.

Genel anlam¬yla artan veya azalan fonksiyonlar için aşa¼g¬daki teoremler vard¬r.

Teorem 2.1 (Chebyshev Eşitsizli¼gi): a = (a1; a2; :::; an) ve b = (b1; b2; :::; bn)

reel say¬lar¬n azalmayan (veya artmayan) iki dizisi olsun. Bu durumda

a1b1 + a2b2 + :::+ anbn
n

� a1 + a2 + :::+ an
n

� b1 + b2 + :::+ bn
n

(2.1.1)

� a1bn + a2bn�1 + :::+ anb1
n

yada p1 � p2 � ::: � pn reel say¬lar¬n negatif olmayan bir dizisi olmak üzere
nX
i=1

pi

nX
i=1

piaibi �
nX
i=1

piai

nX
i=1

pibi

eşitsizli¼gi vard¬r. Eşitlik durumu sadece a veya b dizilerinden en az birinin sabit olmas¬

ile sa¼glan¬r. Özel olarak p1 = p2 = ::: = pn seçilirse

nX
i=1

aibi �
1

n

nX
i=1

ai

nX
i=1

bi

eşitsizli¼gi elde edilir (Mitrinovíc, Peµcaríc, Fink 1993).

Teorem 2.2 (Chebyshev ·Integral Eşitsizli¼gi): f; g : [a; b]! R, (a; b) aral¬¼g¬nda

ayn¬anda artan yada ayn¬anda azalan, integrallenebilir iki fonksiyon olsun. Bundan

başka p : [a; b]! R+, (a; b) aral¬¼g¬nda integrallenebilir bir fonksiyon olsun. BöyleceZ b

a

p (x) dx

Z b

a

p (x) f (x) g (x) dx �
Z b

a

p (x) f (x) dx

Z b

a

p (x) g (x) dx (2.1.2)

eşitsizli¼gi vard¬r (Mitrinovíc, Peµcaríc, 1990 ve Mitrinovíc, Vasíc, 1974).

E¼ger f ve g fonksiyonlar¬ndan birisi artmayan ve di¼geri azalmayan birer fonksiyon

ise (2.1.2) eşitsizli¼gi yön de¼gi̧stirir. Bu eşitsizli¼gin aşa¼g¬daki özel durumlar¬mevcuttur.

Özel olarak p (x) = 1 seçilirseZ b

a

f (x) g (x) dx � 1

b� a

Z b

a

f (x) dx

Z b

a

g (x) dx (2.1.3)

ve Z 1

0

f (x) g (x) dx �
Z 1

0

f (x) dx

Z 1

0

g (x) dx
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yaz¬l¬r.

Tan¬m 2.8 (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu, n > 0 için

� (x) =

Z 1

0

xn�1e�xdx (2.1.4)

ile tan¬mlanr. Bu integral n > 0 için yak¬nsakt¬r. Gamma fonksiyonun baz¬önemli

özelliklerini şöyle s¬ralayabiliriz:

i. � (n+ 1) = n� (n) = n!

ii.� (0) = 1

iii.�
�
1
2

�
=
p
�

iv.
R1
0

xp

1+x
dx = � (p) � (1� p) = �

sin px
; 0 < p < 1

v.22n�1� (n) �
�
n+ 1

2

�
=
p
�� (2n)

(2.1.5)

Tan¬m 2.9 (Beta Fonksiyonu) Beta fonksiyonu

� (x; y) =

Z 1

0

tx�1 (1� t)y�1 dt; x; y > 0 (2.1.6)

şeklindedir. Bu eşitlik Euler tip Beta integral fonksiyonu ya da birinci çeşit Euler

integrali olarak adland¬r¬l¬r (Kannappan 2009).

Tan¬m 2.10 � : R+ � R+ ! R fonksiyonu (birinci çeyrek düzlemde tan¬ml¬reel

de¼gerli fonksiyon) bir y de¼gi̧skenine ba¼gl¬olarak x de¼gi̧skeni için monoton (x in de¼geri

için monotonluk şart¬yeterli) olsun,

� (x+ 1; y) =
x

x+ y
� (x; y) ; x; y 2 (0;1) (2.1.7)

� (1; y) =
1

y
(2.1.8)

şartlar¬ ile birlikte � ya Euler tip Beta fonksiyonu denir (Kannappan 2009). Beta

fonksiyonunun

i- � (x; y) =
R1
0

tx�1

(1+t)x+y
dt; x; y > 0

ii- � (x; y) = �(x)�(y)
�(x+y)

; x; y > 0

iii- � (x; y) = � (y; x)

iv-� (x; x) = 21�2x�
�
x; 1

2

�
; x > 0

(2.1.9)
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özellikleri vard¬r (Je¤rey, Dai, 2008).

Tan¬m 2.11 A, R nin bir alt kümesi olsun. M , A n¬n bir üst s¬n¬r¬ve A n¬n di¼ger

bütünM 0 üst s¬n¬rlar¬içinM �M 0 oluyorsaM say¬s¬na supremum, en küçük üst s¬n¬r

denir ve supA ile gösterilir. Ayr¬ca M 2 A ise M say¬s¬na A�n¬n maksimum eleman¬

denir. m, A n¬n bir alt s¬n¬r¬ve A n¬n di¼ger bütün m0 alt s¬n¬rlar¬için m � m0 oluyorsa

m say¬s¬na in�mum, en büyük alt s¬n¬r denir ve infA ile gösterilir. E¼ger m 2 A ise m

say¬s¬na A�n¬n minimum eleman¬denir (Hunter., Nachtergaele 2000).

Tan¬m 2.12 (Süreklilik): f : S � R! R, x0 2 S ve " > 0 verilmi̧s olsun. x 2 S

ve jx� x0j < � için jf (x)� f (x0)j < " olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬varsa f , x0 da

süreklidir denir (Bayraktar 2010).

Tan¬m 2.13 (Düzgün Süreklilik): f : S � R ! R fonksiyonu ve " > 0 say¬s¬

verilmi̧s olsun. jx1 � x2j < � şart¬n¬sa¼glayan her x1; x2 2 S için jf (x1)� f (x2)j < "

olacak şekilde bir � > 0 say¬s¬varsa f , S de düzgün süreklidir denir (Bayraktar 2010).

Tan¬m 2.14 (Lipschitz Şart¬): f : S � R! R fonksiyonu için

jf (x)� f (y)j �M jx� yj (2.1.10)

olacak şekilde birM > 0 say¬s¬varsa f , S �de Lipschitz şart¬n¬sa¼gl¬yor denir (Bayraktar

2010).

Sonuç 2.1 f , S de Lipschitz şart¬n¬sa¼gl¬yorsa f , S de düzgün süreklidir (Bayraktar

2010).

Tan¬m 2.15 (Mutlak Süreklilik): I, R nin boştan farkl¬bir alt kümesi ve f :

I ! R tan¬ml¬ bir fonksiyon olsun. I n¬n f(ai; bi)gni=1 ayr¬k aç¬k alt aral¬klar¬n¬n

bir birleşimini göz önüne alal¬m. Şayet 8" > 0 için
Pn

i=1 jbi � aij < � oldu¼gundaPn
i=1 jf (bi)� f (ai)j < " olacak şekilde bir � = � (") > 0 say¬s¬var ise f fonksiyonu I

kümesinde mutlak süreklidir denir (Carter, Brunt 2000).

Teorem 2.3 (·Integraller için Ortalama De¼ger Teoremi): f fonksiyonu [a; b]

aral¬¼g¬nda sürekli ise

f (c) =
1

b� a

Z b

a

f (x) dx (2.1.11)

olacak şekilde en az bir c 2 (a; b) vard¬r (Thomas, Finney 1992).
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2.2 Konveks Fonksiyonlarla ·Ilgili Temel Tan¬m ve Özellikler

Tan¬m 2.16 (Konveks Küme): L bir lineer uzay A � L ve x; y 2 A key�olmak

üzere

B = fz 2 L : z = �x+ (1� �) y; 0 � � � 1g � A (2.2.1)

ise A kümesine konveks küme denir. E¼ger z 2 B ise z = �x+(1� �) y eşitli¼gindeki x ve

y�nin katsay¬lar¬için �+(1� �) = 1 ba¼g¬nt¬s¬her zaman do¼grudur. Bu sebeple konveks

küme tan¬m¬ndaki �; (1� �) yerine �+ � = 1 şart¬n¬sa¼glayan ve negatif olmayan �; �

reel say¬lar¬al¬nabilir. Geometrik olarak B kümesi uç noktalar¬x ve y olan bir do¼gru

parças¬d¬r. Bu durumda sezgisel olarak konveks küme, boş olmayan ve herhangi iki

noktas¬n¬birleştiren do¼gru parças¬n¬ihtiva eden kümedir (Bayraktar 2000).

Şekil 2.2. Konveks küme

Şekil 2.3. Konveks olmayan küme(konkav)

Tan¬m 2.17 Örne¼gin aral¬klar reel eksen üzerindeki konveks kümelerdir. Boş küme

konveks küme olarak düşünülür. Bunlar¬n tersine e¼ger bir küme konveks de¼gil ise

12



konkav küme olarak ifade edilir. Bu tan¬mlar¬n yan¬s¬ra, A reel veya kompleks lineer

uzay¬n bir altkümesi olmak üzere, e¼ger bir x0 2 A noktas¬ndan herhangi bir x 2 A

noktas¬na çizilen bütün do¼grular yine bu A kümesinin içerisinde kal¬yorsa bu kümeye

star-konveks küme denir (Tunç 2010).

Şekil 2.4. Konveks, konkav ve star konveks küme

Tan¬m 2.18 f : I ! R , x; y 2 I ve t 2 [0; 1] için f fonksiyonu

f (tx+ (1� t) y) � tf (x) + (1� t) f (y) (2.2.2)

şart¬n¬ sa¼gl¬yorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Bu eşitsizlik x 6= y ve

t 2 (0; 1) için kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir. �f konveks

(kesin konveks) ise o zaman f ye konkav (kesin konkav) denir (Peµcaríc, et al. 1992).
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Şekil 2.5. Aral¬k üzerinde konveks fonksiyon

Geometrik olarak tx+(1� t) y noktas¬nda, f nin e¼gri üzerinde ald¬¼g¬de¼ger, (x; f(x))

ve (y; f(y)) noktalar¬n¬birleştiren do¼gru parças¬n¬n üzerinde ald¬¼g¬de¼gerden her zaman

daha küçüktür, yani bu iki noktay¬birleştiren kiri̧s her zaman e¼grinin [x; y] aral¬¼g¬nda

kalan k¬sm¬n¬n üzerinde veya üstündedir. Şekil 2.5. den de görüldü¼gü gibi t 2 [0; 1]

oldu¼gundan tf(x) � f(x) dir. Benzer şekilde (1� t) f(y) � f(y) dir. Yani (1� t) f(y)

de f(y) nin alt¬ndad¬r. Dolay¬s¬yla tf (x) + (1� t) f (y) , f(x) ile f(y) aras¬nda olur.

Konkav fonksiyon için kiri̧s f �nin gra�¼ginin [x; y] aral¬¼g¬nda kalan k¬sm¬n¬n üzerinde

veya alt¬ndad¬r.

E¼ger f fonksiyonu bir [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬ve her x; y 2 [a; b] için (2.2.2) eşit-

sizli¼gi sa¼glan¬yorsa, f fonksiyonu (a; b) aral¬¼g¬nda sürekli olur. Burada f fonksiyonunun

s¬n¬rl¬l¬k şart¬ çok önemlidir. Konveks fonksiyonlar için iyi bilinen Jensen eşitsizli¼gi

aşa¼g¬daki teoremde ifade edilmektedir.

Teorem 2.4 (Jensen Eşitsizli¼gi): f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda konveks fonksiyon

ve �i � 0, (i = 1; 2; :::; n) say¬lar¬�1+�2+ :::+�n = 1 eşitli¼gini sa¼glas¬n. Bu durumda

xi 2 [a; b] için

f (�1x1 + �2x2 + :::+ �nxn) � �1f (x1) + �2f (x2) + :::+ �nf (xn) (2.2.3)

eşitsizli¼gi vard¬r (Jensen 1905 ve Jensen 1906).
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Sonuç 2.2 f : U � L ! R , L reel lineer uzay¬n bir U konveks kümesi üzerinde

konveks bir dönüşüm, xi 2 U , i = 1; :::; n ve pi � 0 olmak üzere Pi =
Pn

i=1 pi > 0

olsun, bu durumda

f

�
p1x1 + p2x2 + :::+ pnxn
p1 + p2 + :::+ pn

�
� p1f (x1) + p2f (x2) + :::+ pnf (xn)

p1 + p2 + :::+ pn
(2.2.4)

yaz¬labilir (Pachpatte 2005).

Tan¬m 2.19 ( J-Konveks Fonksiyon): I , R de bir aral¬k olmak üzere her x; y 2 I

için

f

�
x+ y

2

�
� f (x) + f (y)

2
(2.2.5)

şart¬n¬sa¼glayan f fonksiyonuna I üzerinde Jensen anlam¬nda konveks veya J-konveks

fonksiyon denir (Mitrinovíc 1970).

Tan¬m 2.20 (Kesin J-Konveks Fonksiyon): Her x; y 2 I ve x 6= y için

f

�
x+ y

2

�
<
f (x) + f (y)

2
(2.2.6)

oluyorsa f fonksiyonuna I üzerinde kesin J-konveks fonksiyon denir (Mitrinovíc 1970).

Sonuç 2.3 I � R olmak üzere, bir f fonksiyonunun I�da konveks olmas¬için gerek

ve yeter şart, her x; y 2 I ve her p; q > 0 reel say¬lar¬için

f

�
px+ qy

p+ q

�
� pf (x) + qf (y)

p+ q
(2.2.7)

olmas¬d¬r (Mitrinovíc 1970).

Sonuç 2.4 Her konveks fonksiyon J-konveks fonksiyondur. I üzerinde tan¬ml¬bir f

fonksiyonunun kesin konveksli¼ginin geometrik anlam¬(a; f (a)) ve (b; f (b)) noktalar¬n¬

içeren I üzerideki do¼gru parças¬n¬n f nin gra�¼ginin üst k¬sm¬nda yer almas¬d¬r.

Örne¼gin, f : I � R! R, f (x) = jxj fonksiyonu I üzerinde konveks fonksiyondur.
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Şekil 2.6. Aral¬klar üzerinde konveks fonksiyon (f (x) = jxj)

E¼ger f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ ve konveks(konkav) ve x0 noktas¬nda

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x 2 (a; b) için

f (x)� f (x0) � (�) f 0 (x0) (x� x0) (2.2.8)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Yani (a; b) aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilen konveks(konkav) fonksiyon

(2.2.8) eşitsizli¼gini sa¼glar (Roberts, Varberg 1973).

Önerme 2.1 i-·Iki konveks fonksiyonun toplam¬ (ayn¬ aral¬k üzerinde tan¬ml¬)

yine bir konveks fonksiyondur. Bu toplamda fonksiyonlardan birisi kesin konveks ise

toplamda kesin konvekstir.

ii-Bir (kesin) konveks fonksiyonun pozitif bir skalerle çarp¬m¬da (kesin) konveks

fonksiyondur.

iii-Tan¬mland¬¼g¬aral¬¼g¬n bir alt aral¬¼g¬na k¬s¬tlanm¬̧s olan (kesin) konveks fonksiyon

yine bu aral¬kta (kesin) konveks fonksiyondur.

iv-E¼ger f : I ! R bir (kesin) konveks fonksiyon ve g : R ! R azalmayan (artan)

bir konveks fonksiyon ise böylece gof bileşkesi de (kesin) konveks fonksiyondur

v- f , I ve J aral¬klar¬aras¬nda tam bir eşleme olsun. E¼ger f artan ise f nin konveks

olmas¬için gerek ve yeter şart f�1 in (kesin) konkav olmas¬d¬r. E¼ger f azalan bir eşleme

ise f ve f�1 ayn¬tür konvekstir (Niculescu, Persson 2006).

Örnek 2.1 a) f : R! R, f(x) = x2 + a fonksiyonu konvekstir.
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Şekil 2.7. Aral¬klar üzerinde konveks fonksiyon (f(x) = x2 + a)

b) 1 � p için, f(x) = jxjp fonksiyonu konvekstir.

Şekil 2.8. Aral¬klar üzerinde konveks fonksiyon (f(x) = jxjp)

Teorem 2.5 [a; b] � I� olsun. E¼ger f : I ! R tan¬ml¬konveks bir fonksiyon ise f

Lipschitz şart¬n¬(Tan¬m 2.14) sa¼glar. Sonuç olarak, f , [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli

ve I� de süreklidir (Peµcaríc et al. 1992).

Teorem 2.6 f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda konveks ise

a) f , (a; b) aral¬¼g¬nda süreklidir ve

b) f , [a; b] aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬d¬r (Azpeitia 1994).
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Teorem 2.7 E¼ger f : I ! R tan¬ml¬konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise

f 0+ (x) ve f
0
� (x) var ve bu fonksiyon I

� de artand¬r (kesin artand¬r) (Peµcaríc et al.

1992).

Teorem 2.8 f fonksiyonu (a; b) aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.

Bu durumda f fonksiyonunun konveks(kesin) olmas¬için gerek ve yeter şart f nin artan

(kesin artan) olmas¬d¬r (Peµcaríc et al. 1992).

Teorem 2.9 f fonksiyonunun I aç¬k aral¬¼g¬nda ikinci türevi varsa, f fonksiyonunun

bu aral¬k üzerinde konveks olmas¬için gerek ve yeter şart x 2 I için f 00 (x) � 0 olmas¬d¬r

(Mitrinovíc 1970).

Üçgen eşitsizli¼gi reel ve kompleks say¬lar için s¬kl¬kla kullan¬lan temel bir eşitsizliktir.

Teorem 2.10 Herhangi x; y 2 R için

jx+ yj � jxj+ jyj

jjxj � jyjj � jx� yj

jjxj � jyjj � jx+ yj

ve tümevar¬mla

jx1 + x2 + :::+ xnj � jx1j+ jx2j+ :::+ jxnj (2.2.10)

eşitsizlikleri vard¬r (Mitrinovíc et al. 1993).

Bu eşitsizli¼gin integral versiyonu şu şekildedir.

Teorem 2.11 f , [a; b] aral¬¼g¬nda sürekli, reel (yada kompleks) de¼gerli bir fonksiyon

olmak üzere����Z b

a

f (x) dx

���� � Z b

a

jf (x)j dx; (a < b) (2.2.11)

eşitsizli¼gi vard¬r (Mitrinovíc et al. 1993).

Tan¬m 2.21 (Eşlenik Konveks Fonksiyonlar): g : [0;1) ! [0;1) fonksiyonu

artan ve sürekli bir fonksiyon olsun ayr¬ca g (0) = 0 ve x!1 iken şartlar¬n¬sa¼glas¬n.

Bu durumda g�1 vard¬r ve g ile ayn¬şartlar¬sa¼glar. E¼ger f ve f � fonksiyonlar¬

f (x) =

Z x

0

g (s) ds ve f � (y) =
Z y

0

g�1 (t) dt (2.2.12)
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şeklinde tan¬mlan¬rsa bu iki fonksiyon da konveks olur ve f ve f � fonksiyonlar¬na bir-

birinin konveks eşleni¼gi denir (Roberts, Varberg 1973).

Teorem 2.12 (Young Eşitsizli¼gi): a; b > 0 ve p,q > 1 için 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere

ab � ap

p
+
bq

q

eşitsizli¼gi geçerlidir. Eşitlik durumu sadece ap = bq durumunda sa¼glan¬r (Mitrinovíc

1970).

Aşa¼g¬daki teorem konveks eşlenik çiftlerle ilgili önemli bir sonuçtur.

Teorem 2.13 (·Integraller ·Için Young Eşitsizli¼gi ): f , [0; c] üzerinde (c > 0)

reel de¼gerli, artan ve sürekli bir fonksiyon olsun. E¼ger f (0) = 0 , a 2 [0; c] ve b 2

[0; f (c)] ise,Z a

0

f (x) dx+

Z b

0

f�1 (x) dx � ab (2.2.13)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Young 1912).

2.3 Farkl¬Türden Baz¬Konveks Fonksiyon S¬n¬�ar¬ve Temel Tan¬mlar

2.3.1 Logaritmik Konveks Fonksiyonlar S¬n¬f¬

Tan¬m 2.22 I � R ve f : I ! R bir fonksiyon olsun. E¼ger log f konveks ise f

fonksiyonuna logaritmik konveks (log-konveks) yada çarp¬msal konveks fonksiyon denir.

Veya denk olarak, e¼ger her x; y 2 I ve t 2 [0; 1] için

f (tx+ (1� t) y) � f t (x) f 1�t (y) (2.3.1)

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa, f fonksiyonuna logaritmik konveks fonksiyon denir. Bu eşitsizlik ters

çevrilirse f ye log-konkav fonksiyon denir (Peµcaríc et al. 1992).

Uyar¬2.1 f ve g konveks ve g artan bir fonksiyon ise gof de konvekstir, üstelik

f = exp log f olarak yaz¬labilece¼ginden log-konveks fonksiyon bir konveks fonksiyondur,

bunun tersi her zaman do¼gru de¼gildir. Bu tabi ki (2.3.1) den ve do¼gal olarak aritmetik

ortalama �geometrik ortalama eşitsizli¼ginden

f t (x) f 1�t (y) � tf (x) + (1� t) f (y) (2.3.2)
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dir (Roberts, Varberg 1973).

Bu uyar¬sonucunda aç¬kça görülmektedir ki;

f (tx+ (1� t) y) � f t (x) f 1�t (y) � tf (x) + (1� t) f (y) (2.3.3)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir.

2.3.2 m-Konveks Fonksiyon

Tan¬m 2.23 f : [0; b]! R ve b > 0 olsun. Her x; y 2 [0; b], t 2 [0; 1] ve m 2 [0; 1]

için

f (tx+m (1� t) y) � tf (x) +m (1� t) f (y) (2.3.4)

şart¬sa¼glan¬yorsa f fonksiyonuna m-konvekstir denir. �f fonksiyonu m-konveks ise bu

takdirde f fonksiyonu m-konkavd¬r. Ayr¬ca f (0) � 0 için [0; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬tüm

m-konveks fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬Km (b) ile gösterilir (Toader 1984, 1988).

Tan¬m 2.24 b > 0 olmak üzere f : [0; b]! R fonksiyonu

f (tx) � tf (x) (2.3.5)

şart¬n¬sa¼gl¬yorsa starshaped fonksiyon denir. Burada x 2 [0; b] ve t 2 [0; 1] dir (Toader,

G.H., 1984). E¼ger (2.3.4) eşitsizli¼ginde m = 1 al¬n¬rsa [0; b] üzerindeki m-konveks

fonksiyon bilinen konveks fonksiyona, m = 0 için ise starshaped tan¬m¬na dönüşür.

2.3.3 (�;m)- Konveks Fonksiyon

Tan¬m 2.25 f : [0; b] ! R ve b > 0 olsun. Her x; y 2 [0; b] ; t 2 [0; 1] ve

(�;m) 2 [0; 1]2 için

f (tx+m (1� t) y) � t�f (x) +m (1� t�) f (y) (2.3.6)

şart¬sa¼glan¬yorsa f fonksiyonuna (�;m)-konvekstir denir (Bakula et al. 2006).

Burada (�;m) 2 f(0; 0) ; (�; 0) ; (1; 0) ; (1;m) ; (1; 1) ; (�; 1)g seçilirse, s¬ras¬yla artan,

�-starshaped, starshaped, m-konveks, konveks ve �-konveks fonksiyon s¬n¬�ar¬ elde

edilir.

20



2.3.4 s-Konveks Fonksiyonlar S¬n¬f¬

Tan¬m 2.26 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): �; � � 0; �s+�s = 1

ve s 2 (0; 1] olmak üzere tüm u; v 2 R+için f : R+ ! R fonksiyonu

f (�u+ �v) � �sf (u) + �sf (v) (2.3.7.1)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa f ye birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyon-

lar¬n s¬n¬f¬K1
s ile gösterilir. Eşitsizlik yön de¼gi̧stirirse f fonksiyonu birinci anlamda

s-konkav fonksiyon olarak adland¬r¬l¬r (Orlicz 1961).

Tan¬m 2.27 (·Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon): �; � � 0; � + � = 1 ve

s 2 (0; 1] olmak üzere tüm u; v 2 R+için f : R+ ! R fonksiyonu

f (�u+ �v) � �sf (u) + �sf (v) (2.3.7.2)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa f ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. Bu fonksiyonlar¬n

s¬n¬f¬K2
s ile gösterilir. Eşitsizlik yön de¼gi̧stirirse f fonksiyonu ikinci anlamda s-konkav

fonksiyon olarak adland¬r¬l¬r (Breckner 1978).

Yukar¬da verilen her iki s-konvekslik tan¬m¬s = 1 için bilinen konveksli¼ge dönüşür.

Örnek 2.3 s 2 (0; 1) ve a; b; c 2 R olsun. f : [0;1)! R fonksiyonu

f (t) =

8>>><>>>: a; t = 0

bts + c; t > 0

olarak tan¬mlans¬n. Bu takdirde

(i)b � 0 ve 0 � c � a ise f 2 K2
s dir.

(ii)b > 0 ve 0 < c ise f =2 K2
s dir (Hudzik, Maligranda 1994).

Önerme 2.2 E¼ger f 2 K2
s ise f fonksiyonu [0;1) üzerinde negatif olmayan de¼gerler

al¬r (Hudzik, Maligranda 1994).

2.3.5 Godunova-Levin Fonksiyonu

Tan¬m 2.28 f : I ! R negatif olmayan fonksiyonu x; y 2 I, � 2 (0; 1) olmak

üzere

f (�x+ (1� �) y) � f (x)

�
+
f (y)

1� � (2.3.8)
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eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa f ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q (I) s¬n¬f¬na aittir denir.

Bu tan¬ma denk olarak; f 2 Q (I) ve x; y; z 2 I ise, bu takdirde

f (x) (x� y) (x� z) + f (y) (y � x) (y � z) + f (z) (z � x) (z � y) � 0

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Gerçekten bu eşitsizlik yukar¬daki tan¬m ile eşde¼gerdir ve tan¬m¬n

yerinede kullan¬labilir. E¼ger bu eşitsizlikte f = xr, r 2 R kullan¬l¬rsa ifade literatürde

iyi bilinen Schur eşitsizli¼gi ile çak¬̧smaktad¬r (Gill et al. 1997).

2.3.6 P (I)Fonksiyonu

Tan¬m 2.29 f : I ! R negatif olmayan fonksiyonu x; y 2 I, � 2 (0; 1) olmak

üzere

f (�x+ (1� �) y) � f (x) + f (y) (2.3.9)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa f ye P -fonksiyonu veya P (I) s¬n¬f¬na aittir denir (Dragomir et

al. 1995).

Tan¬mlardan aç¬kça görülece¼gi üzere, tüm negatif olmayan monoton ve negatif ol-

mayan konveks fonksiyonlar Q (I) s¬n¬f¬na aittir. Ayr¬ca Q (I) � P (I) ve P (I) s¬n¬f¬n-

dan fonksiyonlar negatif olmayan monoton, konveks ve quasi konveks fonksiyonlardan

meydana gelmektedir.

2.3.7 h-Konveks Fonksiyonlar S¬n¬f¬

Varo�anec, h-konveks fonksiyonlar s¬n¬f¬ad¬n¬verdi¼gi negatif olmayan fonksiyonlar

için yeni ve büyük bir s¬n¬f tan¬mlad¬. Öyle ki bu s¬n¬f literatürde iyi bilinen negatif

olmayan konveks fonksiyonlar, ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar, Godunova-Levin

fonksiyonlar ve P - fonksiyonlar¬içerisine katm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.30 h : J ! R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. f : I ! R negatif

olmayan fonksiyonu x; y 2 I; � 2 (0; 1) olmak üzere

f (�x+ (1� �) y) � h (�) f (x) + h (1� �) f (y) (2.3.10)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa f ye h-konveks fonksiyon veya SX (h; I) s¬n¬f¬na aittir denir

(Varo�anec 2007).
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Bu eşitsizlik yön de¼gi̧stirirse, bu durumda f ye h-konkav fonksiyon veya SV (h; I)

s¬n¬f¬na aittir denir. E¼ger h (�) = � al¬n¬rsa, bu takdirde tüm negatif olmayan konveks

fonksiyonlar SX (h; I) s¬n¬f¬na ve tüm negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h; I)

s¬n¬f¬na aittir; h (�) = 1
�
al¬n¬rsa, SX (h; I) = Q (I); h (�) = 1 al¬n¬rsa SX (h; I) �

P (I) ve h (�) = �s al¬n¬rsa SX (h; I) � K2
s olaca¼g¬aç¬kt¬r.

Uyar¬2.2 h negatif olmayan bir fonksiyon ve 8� 2 (0; 1) için

h (�) � �

d¬r. Örne¼gin hk (x) = xk fonksiyonu burada k � 1 ve x > 0 için bu sonucu verir(Varo�anec

2007).

E¼ger f , I üzerinde x; y 2 I ve � 2 (0; 1) için negatif olmayan bir konveks fonksiyon

ise

f (�x+ (1� �) y) � �f (x) + (1� �) f (y) � h (�) f (x) + h (1� �) f (y)

eşitsizli¼gini sa¼glar. Böylece f 2 SX(h; I) olur. Benzer şekilde h fonksiyonu 8� 2 (0; 1)

için h (�) � � özelli¼gine sahip ise o zaman herhangi bir negatif olmayan f konkav

fonksiyonu SV (h; I) s¬n¬f¬na dâhil olur (Varo�anec 2007).

2.3.8 tgs�Konveks Fonksiyon

Tan¬m 2.31 f : I ! R fonksiyonu I üzerinde her u,v 2 I ve t 2 (0; 1) için

f (tu+ (1� t) v) � t (1� t) [f (u) + f (v)] (2.3.11)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa f ye tgs-konveks fonksiyon denir. E¼ger (�f), tgs-konveks fonksiyon

ise f , tgs-konkav fonksiyon olur (Tunç et al. 2015).

2.4 Literatürde S¬k Kullan¬lan Ortalamalar

a, b iki pozitif reel say¬olmak üzere;

i) Genel Ortalama:

M =Mp (x1; :::; xn) =

"
1

n

nX
i=1

xpi

# 1
p

; xi � 0
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ii) Aritmetik Ortalama:

A = A (a; b) =
a+ b

2
; a; b � 0

iii) Geometik Ortalama:

G = G (a; b) =
p
ab; a; b � 0

iv) Harmonik Ortalama:

H = H (a; b) =
2ab

a+ b
; a; b � 0

v) Logaritmik Ortalama:

L = L (a; b) =

8>>><>>>: a; a = b

b�a
ln b�ln a ; a 6= b

a; b � 0

vi) ·Identrik Ortalama:

I = I (a; b) =

8>>>><>>>>: a; a = b

1
e

�
bb

aa

� 1
b�a
; a 6= b

a; b � 0

vii) Genelleştirilmi̧s Logaritmik Ortalama:

Lp = Lp (a; b) =

8>>>><>>>>: a; a = bh
bp+1�ap+1
(p+1)(b�a)

i 1
p
; a 6= b

a; b � 0

viii) Kuadratik Ortalama:

K = K (a; b) =

r
a2 + b2

2
; a; b � 0

ortalamalar¬vard¬r.

Ayr¬ca, p 2 R olmak üzere Lp nin monoton artan oldu¼gu bilinir ve L0 = I , L�1 = L

ile gösterilir. Bu ortalamalar aras¬ndaki ili̧ski literatürde, aşa¼g¬daki gibi yer almaktad¬r:

H � G � L � I � A � K
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Tan¬m 2.32 (A¼g¬rl¬kl¬ Aritmetik Ortalama) xi 2 [a; b] , pi > 0 ve Pn =Pn
i=1 pi > 0 (i = 1; 2; :::; n) olmak üzere,

An (x; p) =
1

Pn

nX
i=1

pixi

şeklindeyi ifadeye xi (i = 1; 2; :::; n) say¬lar¬n¬n pi (i = 1; 2; :::; n) a¼g¬rl¬kl¬aritmetik or-

talamas¬denir (Dragomir, Pearce 2000).

2.5 Baz¬Klasik Eşitsizlikler

Önerme 2.3 (Jensen Eşitsizli¼ginin Ayr¬k Durumu): I üzerinde reel de¼gerli

f fonksiyonu, e¼ger x1; :::; xn 2 I ve �1; :::; �n 2 [0; 1] için
Pn

k=1 �k = 1 olmak üzere

f

 
nX
k=1

�kxk

!
�

nX
k=1

�kf (xk)

eşitsizli¼gini sa¼gl¬yorsa konvekstir (Pachpatte 2005).

Teorem 2.14 (Hölder Eşitsizli¼gi): a = (a1; :::; an) ve b = (b1; :::; bn) reel veya

kompleks say¬lar¬n iki n-lisi olsun. Bu takdirde

1

p
+
1

q
= 1

olmak üzere

(a) p > 1 ise,

nX
k=1

akbk �
 

nX
k=1

jakjp
! 1

p
 

nX
k=1

jbkjq
! 1

q

;

(b) p < 0 veya q < 0 ise,

nX
k=1

akbk �
 

nX
k=1

jakjp
! 1

p
 

nX
k=1

jbkjq
! 1

q

;

eşitsizlikleri geçerlidir (Mitrinovíc 1970).

Teorem 2.15 (·Integraller ·Için Hölder Eşitsizli¼gi): p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 ol-

sun. f ve g, [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ reel fonksiyonlar, jf jp ve jgjq, [a; b] aral¬¼g¬nda

integrallenebilir fonksiyonlar iseZ b

a

jf (x) g (x)j dx �
�Z b

a

jf (x)jp dx
� 1

p
�Z b

a

jg (x)jq dx
� 1

q
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eşitsizli¼gi geçerlidir (Mitrinovíc et al. 1993).

Ayr¬ca Hölder eşitsizli¼ginin bir sonucu olan power-mean eşitsizli¼gi de aşa¼g¬daki gibi

ifade edilir.

Teorem 2.16 (Power Mean Eşitsizli¼gi): q � 1 olsun. f ve g, [a; b] aral¬¼g¬nda

tan¬ml¬reel fonksiyonlar, jf jq ve jgjq , [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir fonksiyonlar iseZ b

a

jf (x) g (x)j dx �
�Z b

a

jf (x)j dx
�1� 1

q
�Z b

a

jf (x)j jg (x)jq dx
� 1

q

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Teorem 2.17 (Simpson Eşitsizli¼gi): f : [a; b] ! R, (a; b) üzerinde dördüncü

mertebeden türevi sürekli olan bir fonksiyon ve kf 4k1 = supx2(a;b)
��f (4) (x)�� < 1

olsun. Bu durumda����13
�
f (a) + f (b)

2
+ 2f

�
a+ b

2

��
� 1

b� a

Z b

a

jf (x)j dx
���� � 1

2880

f 41 (b� a)4
(2.3.12)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Alomari 2011).

Teorem 2.18 (Grüss Eşitsizli¼gi):f ve g , [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve integral-

lenebilen iki fonksiyon olsun. E¼ger her x 2 [a; b] ve k,l,m,n 2 R sabitleri için k �

f (x) � l ve m � g (x) � n oluyorsa,���� 1

b� a

Z b

a

f (x) g (x) dx� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx
1

b� a

Z b

a

g (x) dx

����
� 1

4
(l � k) (n�m)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Burada 1
4
en iyi sabittir (Mitrinovíc, Peµcaríc 1993).
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3 MATERYAL ve YÖNTEM

3.1 Hermite-Hadamard Eşitsizli¼gi

Teorem 3.1 I, R de bir aral¬k, a,b 2 I ve a < b olmak üzere f : I � R ! R

konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx � f (a) + f (b)

2
(3.1)

eşitsizli¼gi literatürde Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi olarak bilinir (Peµcaríc et al. 1992).

·Ispat: Teorem 2.6 den dolay¬ f fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilirdir.

Sa¼g taraftaki eşitsizli¼gin ispat¬konveksli¼gin geometrik yorumundan aç¬kt¬r. Yani x =

(1� t) a+ tb , 0 � t � 1 olsun. Bu durumda

1

b� a

Z b

a

f (x) dx =

Z 1

0

f ((1� t) a+ tb) dt

� f (a)
Z 1

0

(1� t) dt+ f (b)
Z 1

0

tdt

=
f (a) + f (b)

2

olur ve bu (3.1) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬d¬r. Şimdi sol taraf¬n ispat¬n¬verelim.

1

b� a

Z b

a

f (x) dx

integralini

1

b� a

Z b

a

f (x) dx =
1

b� a

"Z a+b
2

a

f (x) dx+

Z b

a+b
2

f (x) dx

#
(3.2)

biçiminde yaz¬p (3.2) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ilk terimde x = a+t (b� a) =2 de¼gi̧sken

de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsaZ a+b
2

a

f (x) dx =
b� a
2

Z 1

0

f

�
a+

t (b� a)
2

�
dt

biçiminde ve (3.2) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ikinci terimde x = b� t (b� a) =2 de¼gi̧sken

de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsaZ b

a+b
2

f (x) dx = �b� a
2

Z 0

1

f

�
b� t (b� a)

2

�
dt

=
b� a
2

Z 1

0

f

�
b� t (b� a)

2

�
dt
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biçiminde yaz¬labilir. (3.2) de bu sonuçlar kullan¬l¬r ve konveksli¼gin tan¬m¬uygulan¬rsa,

1

b� a

Z b

a

f (x) dx =
1

2

Z 1

0

�
f

�
a+

t (b� a)
2

�
+ f

�
b� t (b� a)

2

��
dt

�
Z 1

0

f

�
a

2
+
b

2

�
dt = f

�
a+ b

2

�
elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur (Azpeitia 1994).

Teorem 3.2 a; b 2 [0;1), a < b, s 2 (0; 1] olmak üzere f : [0;1) ! [0;1) ikinci

anlamda s-konveks fonksiyonu verilsin. Bu durumda

2s�1f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx � f (a) + f (b)

s+ 1
(3.3)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. (3.3) de ikinci eşitsizlikteki k = 1=(s + 1) olabilecek en iyi sabit-

tir. (3.3) eşitsizli¼ginde f fonksiyonu s-konkav fonksiyon ise bu durumda eşitsizlik yön

de¼gi̧stirir (Dragomir, Fitzpatrick 1999).

Konvekslik, s-konvekslik ve Hadamard eşitsizli¼gini içeren güncel sonuçlar ve genelleş-

tirmeler için Alomari et al. 2011, Burai et al. 2009, Burai et al. 2011, Dragomir et

al. 1990, Dragomir 1992, Dragomir, Fitzpatrick 1999, Hadamard 1893, Hudzik, Ma-

ligranda1994, Mitrinovíc et al. 1993, Peµcaríc et al. 1991, Tunç et al. 2014, Yang et al.

2004 referanslar¬na bak¬n.

3.2 Yamuk ve Karmaş¬k Yamuk Eşitsizli¼gi

Teorem 3.3 Yamuk (Trapezoid) Eşitsizli¼gi: f : [u; v] ! R; (u; v) aral¬¼g¬nda

ikinci dereceden difereransiyellenebilir ve ikinci türevi (u; v) aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬bir fonksiyon

ve M2 = supx2(u;v) jf 00 (x)j < +1 olsun. Bu durumda����Z v

u

f (x) dx� 1
2
(v � u) (f (u) + f (v))

���� � 1

12
M2 (v � u)3 (3.4)

elde edilir (Cerone 2002, Dragomir et al. 2000, Dragomir et al. 2000, Dragomir, Wang

1997, Dragomir, Wang 1998).

Teorem 3.4 Karmaş¬k Yamuk (Perturbed trapezoid) Eşitsizli¼gi: f : [u; v]!

R, (u; v) aral¬¼g¬nda ikinci dereceden difereransiyellenebilir ve ikinci türevi (u; v) ar-

al¬¼g¬nda s¬n¬rl¬bir fonksiyon, K2 = supx2(u;v) f
00 (x) < +1 ve k2 = inf f 00 (x) > �1
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olsun. Bu durumda����Z v

u

f (x) dx� 1
2
(v � u) (f (u) + f (v)) + 1

12
(v � u)2 (f 0 (v)� f 0 (u))

���� (3.5)

� 1

32
(K2 � k2) (v � u)3

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Dragomir et al. 2000).

Lemma 3.1 f : I � R! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a,b 2 I

ve a < b olsun. E¼ger f 0 2 L ([a; b]) ise bu durumda

f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx =
b� a
2

Z 1

0

(1� 2t) f 0 (ta+ (1� t) b) dt (3.6)

dir (Dragomir, Agarwal 1998).

Teorem 3.5 f : I � R! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a,b 2 I�

ve a < b olsun. E¼ger f 0 2 L ([a; b]) olsun. Bu durumda jf 0j, [a; b] üzerinde konveks bir

dönüşüm ise����f (a) + f (b)2
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx

���� � (b� a) jf 0 (a)j+ jf 0 (b)j8
(3.7)

dir (Dragomir, Agarwal 1998).

Teorem 3.6 f : I � R! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a,b 2 I�,

a < b, f 0 2 L ([a; b]), p > 1 ve 1
p
+ 1
q
= 1 olsun. Bu durumda jf 0jq, [a; b] üzerinde konveks

bir dönüşüm ise����f (a) + f (b)2
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx

���� � (b� a)
2 (p+ 1)1=p

�
jf 0 (a)jq + jf 0 (b)jq

2

� 1
q

(3.8)

dir (Dragomir, Agarwal 1998).

Teorem 3.7 f : I � R! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a,b 2 I�

ve a < b olsun. Bu durumda p � 1 olmak üzere jf 0jp, [a; b] üzerinde konveks bir

dönüşüm ise����f (a) + f (b)2
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx

���� � (b� a)
4

�
jf 0 (a)jp + jf 0 (b)jp

2

�1=p
(3.9)

dir (Pearce, Peµcaríc 2000).
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Lemma 3.2 f : I � R! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a,b 2 I�

ve a < b olsun. f 0 2 L ([a; b]) ise

f (a) + f (b)

2
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx (3.10)

� b� a
2

Z 1

0

Z 1

0

[f 0 (ta+ (1� t) b)� f 0 (sa+ (1� s) b)] (s� t) dtds

dir (Sar¬kaya et al. 2010).

Teorem 3.8 f : I � R! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir dönüşüm, a,b 2 I�

ve a < b olsun. q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere jf 0jq, [a; b] üzerinde konveks bir

dönüşüm ise����f (a) + f (b)2
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx

���� (3.11)

� (b� a)
�

2

(p+ 1) (p+ 2)

� 1
p
�
jf 0 (a)jq + jf 0 (b)jq

2

�1=q
dir (Sar¬kaya et al. 2010).

Teorem 3.9 f : I � R! R, I� üzerinde diferensiiyellenebilir bir dönüşüm, a,b 2 I�

ve a < b olsun. p � 1 olmak üzere jf 0jp, [a; b] üzerinde konveks bir dönüşüm ise����f (a) + f (b)2
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx

���� � b� a
3

�
jf 0 (a)jp + jf 0 (b)jp

2

�1=p
(3.12)

dir (Sar¬kaya et al. 2010).

Teorem 3.10 I � R bir aç¬k aral¬k, a,b 2 I, a < b olmak üzere f : I ! R iki

kez diferansiyellenebilir, f 00 integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 � � � 1 olsun. q � 1,
1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬üzerinde konveks bir dönüşüm ise����(�� 1) f �a+ b2

�
� �f (a) + f (b)

2
+

1

b� a

Z b

a

f (x) dx

���� (3.13)

�

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

(b�a)2
2

h
�3

3
+ 1�3�

24

i q�1
q

�
�h�

�4

6
+ 3�8�

3:26

�
jf 00 (a)jq +

�
(2��)�3

6
+ 5�16�

3:26

�
jf 00 (b)jq

i 1
q

+
h�

(1+�)(1��)3
6

+ 48��27
3:26

�
jf 00 (a)jq +

�
�4

6
+ 3�8�

3:26

�
jf 00 (b)jq

i 1
q

�
; � 2

�
0; 1

2

�
(b�a)2
2

�
3��1
24

� q�1
q �

n�
8��3
3:26

jf 00 (a)jq + 16��5
3:26

jf 00 (b)jq
� 1
q

+
�
16��5
3:26

jf 00 (a)jq + 8��3
3:26

jf 00 (b)jq
� 1
q

o
; � 2

�
1
2
; 1
�

30



dir (Sar¬kaya, Aktan 2011).

Sonuç 3.1 Eşitsizlik (3.13) de,

i) � = 0 seçilirse���� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx� f
�
a+ b

2

�����
� (b� a)2

48

"�
3 jf 00 (a)jq + 5 jf 00 (b)jq

8

� 1
q

+

�
5 jf 00 (a)jq + 3 jf 00 (b)jq

8

� 1
q

#

ii) � = 1 seçilirse���� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx� f (a) + f (b)
2

����
� (b� a)2

24

"�
5 jf 00 (a)jq + 11 jf 00 (b)jq

16

� 1
q

+

�
11 jf 00 (a)jq + 5 jf 00 (b)jq

16

� 1
q

#

iii) � = 1
3
seçilirse����16

�
f (a) + 4f

�
a+ b

2

�
+ f (b)

�
� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx

����
� (b� a)2

162

"�
59 jf 00 (a)jq + 133 jf 00 (b)jq

3:26

� 1
q

+

�
133 jf 00 (a)jq + 59 jf 00 (b)jq

3:26

� 1
q

#

elde edilir.

Literatürde Hermite-Hadamard eşitsizli¼gi ile ilgili birçok çal¬̧sma bulunmaktad¬r.

Bu eşitsizlikle ilgili genelleştirmeler ve yeni sonuçlardan baz¬lar¬n¬(Dragomir, Toader

1993; Dragomir, Agarwal, 1998; Pearce, Peµcaríc 2000; Özdemir 2003; K¬rmac¬, Özdemir

2004; Pachpatte 2004; Yang et al. 2004; K¬rmac¬, 2000; Bombardelli, Varo�anec 2009;

Ngoc et al. 2009; Özdemir et al. 2010; Sar¬kaya et al. 2010; Set 2010; Set et al. 2010;

Tunç 2010; Alomari 2011; Y¬ld¬z 2011; Sar¬kaya et al. 2012) çal¬̧sma referanslar¬na

bak¬larak bulunabilir.
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4 ARAŞTIRMA BULGULARI

Ana teoremleri ifade etmek için aşa¼g¬daki lemma verilecektir.

Lemma 4.1 f : I � R! R, I� üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b 2 I�

ve a < b olsun. E¼ger f 00 2 L [a; b] ise

(4.1)Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

=
(b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 [f 00 (ta+ (1� t) b) + f 00 (tb+ (1� t) a)] dt

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat: Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ifade için iki defa k¬smi integrasyon metodu uygu-

lan¬rsa,

I1 =

Z 1

0

(t+ 1)2 f 00 (ta+ (1� t) b) dt

= (t+ 1)2
f 0 (ta+ (1� t) b)

a� b

����1
0

� 2

a� b

Z 1

0

(t+ 1) f 0 (ta+ (1� t) b) dt

=
4f 0 (a)� f 0 (b)

a� b � 2

a� b

Z 1

0

(t+ 1) f 0 (ta+ (1� t) b) dt

=
4f 0 (a)� f 0 (b)

a� b � 2

a� b

"
(t+ 1)

f (ta+ (1� t) b)
a� b

����1
0

� 1

a� b

Z 1

0

f (ta+ (1� t) b) dt
�

=
4f 0 (a)� f 0 (b)

a� b � 2

a� b

�
2f (a)� f (b)

a� b � 1

a� b

Z 1

0

f (ta+ (1� t) b) dt
�

=
4f 0 (a)� f 0 (b)

a� b � 4f (a)� 2f (b)
(b� a)2

+
2

(b� a)2
Z 1

0

f (ta+ (1� t) b) dt
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ve

I2 =

Z 1

0

(t+ 1)2 f 00 (tb+ (1� t) a) dt

= (t+ 1)2
f 0 (tb+ (1� t) a)

b� a

����1
0

� 2

b� a

Z 1

0

(t+ 1) f 0 (tb+ (1� t) a) dt

=
4f 0 (b)� f 0 (a)

b� a � 2

b� a

Z 1

0

(t+ 1) f 0 (tb+ (1� t) a) dt

=
4f 0 (b)� f 0 (a)

b� a � 2

b� a

"
(t+ 1)

f (tb+ (1� t) a)
b� a

����1
0

� 1

b� a

Z 1

0

f (tb+ (1� t) a) dt
�

=
4f 0 (b)� f 0 (a)

b� a � 2

b� a

�
2f (b)� f (a)

b� a � 1

b� a

Z 1

0

f (tb+ (1� t) a) dt
�

=
4f 0 (b)� f 0 (a)

b� a � 4f (b)� 2f (a)
(b� a)2

+
2

(b� a)2
Z 1

0

f (tb+ (1� t) a) dt:

elde edilir. Buradan I1 ve I2 yi toplan¬rsa

I1 + I2 =

Z 1

0

(t+ 1)2 [f 00 (ta+ (1� t) b) + f 00 (tb+ (1� t) a)] dt

= �4f
0 (a)� f 0 (b)
b� a +

4f 0 (b)� f 0 (a)
b� a � 4f (a)� 2f (b) + 4f (b)� 2f (a)

(b� a)2

+
2

(b� a)2
Z 1

0

f (ta+ (1� t) b) dt+ 2

(b� a)2
Z 1

0

f (tb+ (1� t) a) dt

=
5 (f 0 (b)� f 0 (a))

b� a � 2 (f (a) + f (b))
(b� a)2

+
2

(b� a)2
� 1

a� b

Z a

b

f (x) dx

+
2

(b� a)3
Z b

a

f (x) dx

=
5 (f 0 (b)� f 0 (a))

b� a � 2 (f (a) + f (b))
(b� a)2

+
4

(b� a)3
Z b

a

f (x) dx

olur, yaniZ b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

=
(b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 [f 00 (ta+ (1� t) b) + f 00 (tb+ (1� t) a)] dt

eşitli¼gi elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Uyar¬4.1 t 2 [0; 1] için x = ta + (1� t) b de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬r ve eşitlik
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(4.1) yeniden yaz¬l¬rsaZ b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a)) (4.2)

=
b� a
4

Z b

a

(x+ a� 2b)2 (f 00 (x) + f 00 (a+ b� x)) dx:

elde edilir.

Teorem 4.1 f : I � R ! R, I� üzerinde diferansiyellenebilir, a,b 2 I� ve a < b

olsun. E¼ger jf 00j, [a; b] de konveks bir fonksiyon ise,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.3)

� 7

12
(b� a)3 (jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: jf 00j, [a; b] de konveks bir fonksiyon olmas¬ve Lemma 4.1 kullan¬l¬rsa,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
=

�����(b� a)34

Z 1

0

(t+ 1)2 [f 00 (ta+ (1� t) b) + f 00 (tb+ (1� t) a)] dt
�����

� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 (jf 00 (ta+ (1� t) b)j+ jf 00 (tb+ (1� t) a)j) dt

� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 (t jf 00 (a)j+ (1� t) jf 00 (b)j

+t jf 00 (b)j+ (1� t) jf 00 (a)j) dt

� (b� a)3

4
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

Z 1

0

(t+ 1)2 dt

� (b� a)3

4

7

3
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j] :

elde edilir ve böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.2 s 2 (0; 1] ve f : I � R ! R, I� üzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, a; b 2 I� ve a < b olsun. E¼ger jf 00j ; [a; b] da ikinci anlamda s-konveks
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fonksiyon ise,

(4.4)����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

5s2 + 23s+ 28

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
(jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: jf 00j nin ikinci anlamda s-konveks fonksiyon olmas¬, Lemma 4.1 ve Tan¬m

2.27 kullan¬l¬rsa,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 (jf 00 (ta+ (1� t) b)j+ jf 00 (tb+ (1� t) a)j) dt

� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 (ts jf 00 (a)j+ (1� t)s jf 00 (b)j

+ts jf 00 (b)j+ (1� t)s jf 00 (a)j) dt

� (b� a)3

4
(jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j)

�Z 1

0

(t+ 1)2 tsdt+

Z 1

0

(t+ 1)2 (1� t)s dt
�

� (b� a)3

4
(jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j)

�
4s2 + 16s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
+

s2 + 7s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)

�
� (b� a)3

4

�
5s2 + 23s+ 28

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)

�
(jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j)

elde edilir. BuradaZ 1

0

(t+ 1)2 tsdt =
2 (2s2 + 8s+ 7)

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
(4.5)Z 1

0

(t+ 1)2 (1� t)s dt = s2 + 7s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
(4.6)

dir.

Uyar¬ 4.2 (4.4) eşitsizli¼ginde, e¼ger s = 1 olarak al¬n¬rsa, (4.4) eşitsizli¼gi (4.3)

eşitsizli¼gine dönüşür.

Teorem 4.3 f : I � R! R, I� üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b 2 I�
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ve a < b olsun. E¼ger jf 00j, [a; b] aral¬¼g¬nda tgs-konveks ise,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.7)

� 23 (b� a)3

120
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Yukar¬daki ispatlara benzer şekilde, Lemma 4.1 ve Tan¬m 2.31 kullan¬l¬rsa,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 (jf 00 (ta+ (1� t) b)j+ jf 00 (tb+ (1� t) a)j) dt

� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 ((t (1� t) jf 00 (a)j+ t (1� t) jf 00 (b)j)

+ (t (1� t) jf 00 (b)j+ t (1� t) jf 00 (a)j)) dt

=
(b� a)3

4

Z 1

0

2 (t+ 1)2 t (1� t) [jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j] dt

=
(b� a)3 [jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

2

Z 1

0

(t+ 1)2 t (1� t) dt

=
23 (b� a)3

120
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

olur ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.4 f : [0; u] ! R, (0; u) aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve

a,b 2 (0; u), u > 0, m 2 [0; 1] ve a < b olsun. E¼ger jf 00j, [a; b] aral¬¼g¬nda m-konveks ise,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.8)

�(b� a)
3

4

(
17 [jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

12
+m

11
���f 00 � a

m

���+ ��f 00 � b
m

����
12

)

eşitsizli¼gi elde edilir.
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·Ispat: jf 00j nin m-konveks fonksiyon olmas¬, Lemma 4.1 ve Tan¬m 2.23 kulan¬l¬rsa,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 (jf 00 (ta+ (1� t) b)j+ jf 00 (tb+ (1� t) a)j) dt

� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2
�
t jf 00 (a)j+m (1� t)

����f 00� bm
�����

+t jf 00 (b)j+m (1� t)
���f 00 � a

m

����� dt
=
(b� a)3

4

��
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

Z 1

0

t (t+ 1)2 dt

�
m

����f 00 � a
m

����+ ����f 00� bm
������ Z 1

0

(t+ 1)2 (1� t) dt
�

=
(b� a)3

4

(
17 [jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

12
+m

11
���f 00 � a

m

���+ ��f 00 � b
m

����
12

)

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.5 f : [0; u] ! R, (0; u) aral¬¼g¬nda diferansiyellenebilir bir fonksiyon,

a,b 2 (0; u), u > 0, (�;m) 2 [0; 1]2 ve a < b olsun. E¼ger jf 00j, [a; b] aral¬¼g¬nda (�;m)-

konveks ise����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.9)

� (b� a)3

4

�
4�2 + 16�+ 14

�3 + 6�2 + 11�+ 6
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

+

�
7

3
� 4�2 + 16�+ 14

�3 + 6�2 + 11�+ 6

�
m

����f 00 � a
m

����+ ����f 00� bm
�������

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: jf 00j nin (�;m)-konveks fonksiyon oluşu, Lemma 4.1 ve Tan¬m 2.25 kul-
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lan¬l¬rsa,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 (jf 00 (ta+ (1� t) b)j+ jf 00 (tb+ (1� t) a)j) dt

� (b� a)3

4

Z 1

0

(t+ 1)2 (t� jf 00 (a)j+ t� jf 00 (b)j

+m (1� t�)
����f 00� bm

�����+m (1� t�) ���f 00 � am����
�
dt

=
(b� a)3

4

��
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

Z 1

0

t� (t+ 1)2 dt

�
+m

����f 00 � a
m

����+ ����f 00� bm
������ Z 1

0

(t+ 1)2 (1� t�) dt
�

� (b� a)3

4

�
4�2 + 16�+ 14

�3 + 6�2 + 11�+ 6
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

+m

�
7

3
� 4�2 + 16�+ 14

(�+ 1) (�+ 2) (�+ 3)

�����f 00 � a
m

����+ ����f 00� bm
�������

eşitsizli¼gi elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Uyar¬4.3 i) (4.9) eşitsizli¼ginde e¼ger � = 1 olarak seçilirse, (4.9) eşitsizli¼gi (4.8)

eşitsizli¼gine dönüşür.

ii) (4.9) eşitsizli¼ginde e¼ger � = 1, m = 1 olarak seçilirse, (4.9) eşitsizli¼gi (4.3)

eşitsizli¼gine dönüşür.

Teorem 4.6 f : I � R! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b 2 I�,

a < b ve p > 1, 1=p+ 1=q = 1 olsun. E¼ger jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda konveks ise,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.10)

� (b� a)3

2

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p
�
jf 00 (a)jq + jf 00 (b)jq

2

� 1
q

eşitsizli¼gi vard¬r.
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·Ispat: Lemma 4.1 ve Hölder integral eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.11)

� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b)j dt

+

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (tb+ (1� t) a)j dt
�

� (b� a)3

4

"�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (ta+ (1� t) b)jq dt
� 1

q

+

�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (tb+ (1� t) a)jq dt
� 1

q

#

� (b� a)3

2

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p
�
jf 00 (a)jq + jf 00 (b)jq

2

� 1
q

;

elde edilir, burada 1=p+ 1=q = 1 ile jf 00jq konveksli¼gi kullan¬l¬p,Z 1

0

jf 00 (ta+ (1� t) b)jq dt (4.12)

�
Z 1

0

�
t jf 00 (a)jq + (1� t) jf 00 (b)jq

�
dt =

jf 00 (a)jq + jf 00 (b)jq

2Z 1

0

jf 00 (tb+ (1� t) a)jq dt

�
Z 1

0

�
t jf 00 (b)jq + (1� t) jf 00 (a)jq

�
dt =

jf 00 (a)jq + jf 00 (b)jq

2

elde edilir.Z 1

0

jt+ 1j2p dt =
Z 1

0

(t+ 1)2p dt =

Z 2

1

u2pdu =
u2p+1

2p+ 1

����2
1

=
22p+1 � 1
2p+ 1

(4.13)

dir. (4.11) ve (4.12) deki ifadeler (4.13) eşitsizli¼ginde yerlerine yaz¬l¬rsa (4.10) eşitsizli¼gi

elde edilmi̧s olur, böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.7 s 2 (0; 1] ve f : I � R ! R, I� üzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, a,b 2 I�, a < b ve p > 1, 1=p + 1=q = 1 olsun. E¼ger jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda
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ikinci anlamda s-konveks ise,

(4.14)����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

�
(�

jf 00 (a)jq

s+ 1
+
jf 00 (b)jq � (s+ 1)

� (s+ 2)

� 1
q

+

�
jf 00 (b)jq

s+ 1
+
jf 00 (a)jq � (s+ 1)

� (s+ 2)

� 1
q

)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Lemma 4.1, Tan¬m 2.27 ve Hölder�s integral eşitsizli¼ginden,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b)j dt

+

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (tb+ (1� t) a)j dt
�

� (b� a)3

4

"�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (ta+ (1� t) b)jq dt
� 1

q

+

�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (tb+ (1� t) a)jq dt
� 1

q

#

� (b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

"�Z 1

0

�
ts jf 00 (a)jq + (1� t)s jf 00 (b)jq

�
dt

� 1
q

+

�Z 1

0

�
ts jf 00 (b)jq + (1� t)s jf 00 (a)jq

�
dt

� 1
q

#

=
(b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

"�
jf 00 (a)jq

Z 1

0

tsdt+ jf 00 (b)jq
Z 1

0

(1� t)s dt
� 1

q

+

�
jf 00 (b)jq

Z 1

0

tsdt+ jf 00 (a)jq
Z 1

0

(1� t)s dt
� 1

q

#

=
(b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

"�
jf 00 (a)jq

s+ 1
+
jf 00 (b)jq � (s+ 1)

� (s+ 2)

� 1
q

+

�
jf 00 (b)jq

s+ 1
+
jf 00 (a)jq � (s+ 1)

� (s+ 2)

� 1
q

#
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elde edilir. BuradaZ 1

0

tsdt =
1

s+ 1
(4.15)Z 1

0

(1� t)s dt = � (s+ 1)

� (s+ 2)

dir. ·Ispat tamamlan¬r.

Uyar¬4.4 (4.14) eşitsizli¼ginde, e¼ger s = 1 olarak seçilirse (4.10) eşitsizli¼ginin elde

edilece¼gi görülür.

Teorem 4.8 f : I � R ! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a; b 2

I�, a < b, ve p > 1, 1=p+ 1=q = 1 olsun. E¼ger jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda tgs-konveks ise,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.16)

� (b� a)3

2

�
1

6

� 1
p
�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p �
jf 00 (a)jq + jf 00 (b)jq

� 1
q

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Lemma 4.1, Tan¬m 2.31 ve Hölder integral eşitsizli¼gi kullan¬larak,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b)j dt

+

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (tb+ (1� t) a)j dt
�

� (b� a)3

4

"�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (ta+ (1� t) b)jq dt
� 1

q

+

�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (tb+ (1� t) a)jq dt
� 1

q

#

� (b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

"�Z 1

0

�
t (1� t) jf 00 (a)jq + t (1� t) jf 00 (b)jq

�
dt

� 1
q

+

�Z 1

0

�
t (1� t) jf 00 (b)jq + t (1� t) jf 00 (a)jq

�
dt

� 1
q

#

=
(b� a)3

2

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p �
jf 00 (a)jq + jf 00 (b)jq

� 1
q

�Z 1

0

t (1� t) dt
� 1

q

=
(b� a)3

2

�
1

6

� 1
p
�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p �
jf 00 (a)jq + jf 00 (b)jq

� 1
q ;
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yaz¬l¬r, böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.9 f : [0; u] ! R, (0; u) aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilir bir fonksiyon,

a; b 2 (0; u), u > 0, m 2 [0; 1] ve a < b olsun. p > 1 için 1=p+ 1=q = 1 iken, e¼ger jf 00jq,

[a; b] aral¬¼g¬nda m-konveks ise;����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.17)

� (b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

�

8<:
"
jf 00 (a)jq +m

��f 00 � b
m

���q
2

# 1
q

+

"
jf 00 (b)jq +m

��f 00 � a
m

���q
2

# 1
q

9=;
eşitsizli¼gi elde edilir.

·Ispat: Lemma 4.1, Tan¬m 2.23 ve Hölder integral eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b)j dt

+

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (tb+ (1� t) a)j dt
�

� (b� a)3

4

"�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (ta+ (1� t) b)jq dt
� 1

q

+

�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (tb+ (1� t) a)jq dt
� 1

q

#

� (b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

"�Z 1

0

�
t jf 00 (a)jq +m (1� t)

����f 00� bm
�����q� dt�

1
q

+

�Z 1

0

�
t jf 00 (b)jq +m (1� t)

���f 00 � a
m

����q� dt� 1
q

#

� (b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

8<:
"
jf 00 (a)jq +m

��f 00 � b
m

���q
2

# 1
q

+

"
jf 00 (b)jq +m

��f 00 � a
m

���q
2

# 1
q

9=;
elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.10 f : [0; u] ! R, (0; u) aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilir bir fonksiyon,

a; b 2 (0; u) ve u > 0, (�;m) 2 [0; 1]2, a < b olsun. p > 1 için 1=p + 1=q = 1 iken e¼ger

42



jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda (�;m)-convex ise:����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.18)

� (b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

�

8<:
"
jf 00 (a)jq

�+ 1
+
m�

��f 00 � b
m

���q
�+ 1

# 1
q

+

"
jf 00 (b)jq

�+ 1
+
m�

��f 00 � a
m

���q
�+ 1

# 1
q

9=;
eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Lemma 4.1, Tan¬m 2.25 ve Hölder integral eşitsizli¼gi kullan¬larak,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b)j dt

+

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (tb+ (1� t) a)j dt
�

� (b� a)3

4

"�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (ta+ (1� t) b)jq dt
� 1

q

+

�Z 1

0

jt+ 1j2p dt
� 1

p
�Z 1

0

jf 00 (tb+ (1� t) a)jq dt
� 1

q

#

� (b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

"�Z 1

0

�
t� jf 00 (a)jq +m (1� t�)

����f 00� bm
�����q� dt�

1
q

+

�Z 1

0

�
t� jf 00 (b)jq +m (1� t�)

���f 00 � a
m

����q� dt� 1
q

#

=
(b� a)3

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

� 1
p

�

8<:
"
jf 00 (a)jq

�+ 1
+
m�

��f 00 � b
m

���q
�+ 1

# 1
q

+

"
jf 00 (b)jq

�+ 1
+
m�

��f 00 � a
m

���q
�+ 1

# 1
q

9=;
elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Uyar¬4.5 i) (4.18) eşitsizli¼ginde, e¼ger � = 1 olarak seçersek (4.17) eşitsizli¼ginin

elde edilece¼gi görülür.

ii) Teorem 4.10, de, e¼ger � = m = 1 olarak seçersek (4.10) eşitsizli¼ginin elde edilece¼gi

görülür.
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Sonuç 4.1 i) Teorem 4.9 için, e¼ger p = m = 1 oldu¼gu kabul edilirse;����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� 7 (b� a)3

6

�
jf 00 (a)jq + jf 00 (b)jq

2

� 1
q

eşitsizli¼gi elde edilir.

ii) Teorem 4.10 için, e¼ger p = m = 1 oldu¼gu kabul edilirse;����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� 7 (b� a)3

6

(�
jf 00 (a)jq

�+ 1
+
� jf 00 (b)jq

�+ 1

� 1
q

+

�
jf 00 (b)jq

�+ 1
+
� jf 00 (a)jq

�+ 1

� 1
q

)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 4.11 f : I � R ! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon,

a,b 2 I�, a < b, p > 1 ve 1=p+ 1=q = 1 olsun. E¼ger jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda konveks ise,

(4.19)����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

�
7

3

�1� 1
p

(�
17 jf 00 (a)jp + 11 jf 00 (b)jp

12

� 1
p

+

�
17 jf 00 (b)jp + 11 jf 00 (a)jp

12

� 1
p

)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda konveks bir fonksiyon oluşundan, Lemma 4.1 ve power
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mean integral eşitsizli¼ginden,

����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b) + f 00 (tb+ (1� t) a)j dt

� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 dt
�1� 1

p

(�Z 1

0

(t+ 1)2
�
t jf 00 (a)jp + (1� t) jf 00 (b)jp

�
dt

� 1
p

+

�Z 1

0

(t+ 1)2
�
t jf 00 (b)jp + (1� t) jf 00 (a)jp

�
dt

� 1
p

)

=
(b� a)3

4

�
7

3

�1� 1
p

(�
17 jf 00 (a)jp + 11 jf 00 (b)jp

12

� 1
p

+

�
17 jf 00 (b)jp + 11 jf 00 (a)jp

12

� 1
p

:

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.12 s 2 (0; 1] ve f : I � R ! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir

fonksiyon, a,b 2 I�, a < b, ve p > 1, 1=p + 1=q = 1 olsun. E¼ger jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda

ikinci anlamda s-konveks ise,

(4.20)����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

�
7

3

� p�1
p

�
(�

4s2 + 16s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
jf 00 (a)jp + s2 + 7s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
jf 00 (b)jp

� 1
p

+

�
4s2 + 16s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
jf 00 (b)jp + s2 + 7s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
jf 00 (a)jp

� 1
p

)

elde edilir.

·Ispat: jf 00jq nin [a; b] aral¬¼g¬nda ikinci anlamda s-konveks oluşu, Lemma 4.1, Tan¬m
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2.27 ve power mean integral eşitsizli¼gi kullan¬larak,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b) + f 00 (tb+ (1� t) a)j dt

� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 dt
�1� 1

p

(�Z 1

0

(t+ 1)2
�
ts jf 00 (a)jp + (1� t)s jf 00 (b)jp

�
dt

� 1
p

+

�Z 1

0

(t+ 1)2
�
ts jf 00 (b)jp + (1� t)s jf 00 (a)jp

�
dt

� 1
p

)

� (b� a)3

4

�
7

3

�1� 1
p

(�
jf 00 (a)jp

Z 1

0

(t+ 1)2 tsdt+ jf 00 (b)jp
Z 1

0

(t+ 1)2 (1� t)s dt
� 1

p

+

�
jf 00 (b)jp

Z 1

0

(t+ 1)2 tsdt+ jf 00 (a)jp
Z 1

0

(t+ 1)2 (1� t)s dt
� 1

p

)

� (b� a)3

4

�
7

3

�1� 1
p

�
(�

4s2 + 16s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
jf 00 (a)jp + s2 + 7s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
jf 00 (b)jp

� 1
p

+

�
4s2 + 16s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
jf 00 (b)jp + s2 + 7s+ 14

(s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)
jf 00 (a)jp

� 1
p

eşitsizli¼gi elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Uyar¬4.6 (4.20) de, e¼ger s = 1 seçilirse (4.19) deki eşitsizlik elde edilir.

Teorem 4.13 f : I � R ! R, I� üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon,

a,b 2 I�, a < b ve p > 1, 1=p + 1=q = 1 olsun. E¼ger jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda tgs-konveks

ise ����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.21)

� 7 (b� a)3

6

�
23

140

� 1
p �
jf 00 (a)jp + jf 00 (b)jp

� 1
p :

eşitsizli¼gi elde edilir.
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·Ispat: Lemma 4.1, Tan¬m 2.31 ve power mean integral eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b) + f 00 (tb+ (1� t) a)j dt

� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 dt
�1� 1

p

(�Z 1

0

(t+ 1)2
�
t (1� t) jf 00 (a)jp + t (1� t) jf 00 (b)jp

�
dt

� 1
p

+

�Z 1

0

(t+ 1)2
�
t (1� t) jf 00 (b)jp + t (1� t) jf 00 (a)jp

�
dt

� 1
p

)

� (b� a)3

2

�
7

3

�1� 1
p �
jf 00 (a)jp + jf 00 (b)jp

� 1
p

�Z 1

0

(t+ 1)2 t (1� t) dt
� 1

p

� 7 (b� a)3

6

�
23

140

� 1
p �
jf 00 (a)jp + jf 00 (b)jp

� 1
p ;

olur, bu ispat¬tamamlar.

Teorem 4.14 f : [0; u] ! R, (0; u) aral¬¼g¬nda diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun, a; b 2 (0; u) ve u > 0, m 2 [0; 1], a < b ve p > 1 iken 1=p+ 1=q = 1 olsun. E¼ger

jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda m-convex ise;����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

���� (4.22)

� (b� a)3

4

�
7

3

�1� 1
p

8<:
 
17 jf 00 (a)jp +m11

��f 00 � b
m

���p
12

! 1
p

+

 
17 jf 00 (b)jp +m11

��f 00 � a
m

���p
12

! 1
p

9=;
eşitsizli¼gi vard¬r.
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·Ispat: Lemma 4.1, Tan¬m 2.23 ve power mean integral eşitli¼gi kullan¬larak,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b) + f 00 (tb+ (1� t) a)j dt

� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 dt
�1� 1

p

�(�Z 1

0

(t+ 1)2
�
t jf 00 (a)jp +m (1� t)

����f 00� bm
�����p� dt�

1
p

+

�Z 1

0

(t+ 1)2
�
t jf 00 (b)jp +m (1� t)

���f 00 � a
m

����p� dt� 1
p

)

� (b� a)3

4

�
7

3

�1� 1
p

8<:
 
17 jf 00 (a)jp +m11

��f 00 � b
m

���p
12

! 1
p

+

 
17 jf 00 (b)jp +m11

��f 00 � a
m

���p
12

! 1
p

9=;
elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Teorem 4.15 f : [0; u] ! R, (0; u) aral¬¼g¬nda diferensiyellenebilir bir fonksiyon,

a,b 2 (0; u) ve u > 0, (�;m) 2 [0; 1]2 ve a < b, p > 1 iken 1=p + 1=q = 1 olsun. E¼ger

jf 00jq, [a; b] aral¬¼g¬nda (�;m)-convex ise;

(4.23)����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

�
7

3

�1� 1
p

�
(�

4�2 + 16�+ 14

(�+ 1) (�+ 2) (�+ 3)
jf 00 (a)jp + m� (7�2 + 30�+ 29)

3 (�+ 1) (�+ 2) (�+ 3)

����f 00� bm
�����p� 1p

+

�
4�2 + 16�+ 14

(�+ 1) (�+ 2) (�+ 3)
jf 00 (b)jp + m� (7�2 + 30�+ 29)

3 (�+ 1) (�+ 2) (�+ 3)

���f 00 � a
m

����p� 1p)

eşitsizli¼gi vard¬r.
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·Ispat: Lemma 4.1, Tan¬m 2.25 ve power mean integral eşitsizli¼gi kullan¬larak,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

Z 1

0

jt+ 1j2 jf 00 (ta+ (1� t) b) + f 00 (tb+ (1� t) a)j dt

� (b� a)3

4

�Z 1

0

jt+ 1j2 dt
�1� 1

p

�
(�Z 1

0

(t+ 1)2
�
t� jf 00 (a)jp +m (1� t�)

����f 00� bm
�����p� dt�

1
p

+

�Z 1

0

(t+ 1)2
�
t� jf 00 (b)jp +m (1� t�)

���f 00 � a
m

����p� dt� 1
p

)

� (b� a)3

4

�
7

3

�1� 1
p

�
(�

4�2 + 16�+ 14

(�+ 1) (�+ 2) (�+ 3)
jf 00 (a)jp + m� (7�2 + 30�+ 29)

3 (�+ 1) (�+ 2) (�+ 3)

����f 00� bm
�����p� 1p

+

�
4�2 + 16�+ 14

(�+ 1) (�+ 2) (�+ 3)
jf 00 (b)jp + m� (7�2 + 30�+ 29)

3 (�+ 1) (�+ 2) (�+ 3)

���f 00 � a
m

����p� 1p)

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Uyar¬4.2 i) (4.23) de, e¼ger � = 1 olarak seçilirse (4.22) eşitsizli¼gi elde edilir.

ii) (4.23) de, e¼ger � = m = 1 olarak seçilirse (4.19) eşitsizli¼gi elde edilir.

Sonuç 4.2 i) Teorem 4.14 için, e¼ger p = m = 1 seçilirse,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

2

�
17 jf 00 (a)j+ 11 jf 00 (b)j

12

�
eşitsizli¼gi elde edilir.

ii) Teorem 4.15 için, e¼ger p = m = 1 seçilirse,����Z b

a

f (x) dx� 1
2
(b� a) (f (a) + f (b)) + 5

4
(b� a)2 (f 0 (b)� f 0 (a))

����
� (b� a)3

4

7�3 + 34�2 + 45�+ 14

3 (�3 + 6�2 + 11�+ 6)
[jf 00 (a)j+ jf 00 (b)j]

eşitsizli¼gi elde edilir.
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4.1 Baz¬Özel Ortalamalar ·Için Uygulamalar

Bu başl¬k alt¬nda bir önceki bölümde elde edilen farkl¬tipten konveks fonksiyon

türleri için yaz¬lan karmaş¬k yamuk eşitsizliklerinin pozitif say¬lar için özel ortala-

malar¬na ili̧skin sonuçlar¬verilecektir.

Önerme 4.1 a; b 2 R+, 0 < a < b, ve n � 2 için����(b� a)Ln (a; b)� b� a2 A (an; bn)� 5n
4
(b� a)2

�
bn�1 � an�1

�����
� 7

6
(b� a)3 n (n� 1)A

�
an�2; bn�2

�
:

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.1 de f(x) = xn; x 2 R+ ve n � 2 konveks fonksiyonu kullan¬l¬rsa

istenilen sonuç elde edilir.

Önerme 4.2 a; b 2 R+, 0 < a < b, s 2 (0; 1] için����(b� a)Ls (a; b)� b� a2 A (as; bs)� 5s
4
(b� a)2

�
bs�1 � as�1

�����
� s (1� s) (b� a)

3

2

(5s2 + 23s+ 28)

s3 + 6s2 + 11s+ 6
A
�
as�2; bs�2

�
:

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.2 de, f(x) = xs; x 2 R+ ve s 2 (0; 1] ikinci anlamda s-konveks

fonksiyonu kullan¬l¬rsa istenilen sonuç elde edilir.

Önerme 4.3 a; b 2 (0; u) ve u > 0; m 2 [0; 1] ve a < b olsun. Bu taktirde������ ln I (a; b) + A (ln a; ln b) + 54 (b� a)2G2 (a; b)

�����
� (b� a)2

2

(17 + 11m3)

12

A (a2; b2)

G4 (a; b)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.4 de f(x) = � lnx; x 2 R m-konveks fonksiyonu kullan¬l¬rsa

istenilen sonuç elde edilir.

Önerme 4.4 a; b 2 (0; u) ve u > 0; (�;m) 2 [0; 1]2 ve a < b olsun. Bu taktirde������ ln I (a; b) + A (ln a; ln b) + 54 (b� a)2G2 (a; b)

�����
� (b� a)2

2

�
4�2 + 16�+ 14

�3 + 6�2 + 11�+ 6

�
1�m3

�
+
7m3

3

�
A (a2; b2)

G4 (a; b)
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eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.5 de f(x) = � lnx; x 2 R (�;m)-konveks fonksiyonu kullan¬l¬rsa

istenilen sonuç elde edilir.

Önerme 4.5 a; b 2 R, 0 < a < b, ve n 2 N , n > 2 olsun. Burada her p > 1 için,����(b� a)Ln (a; b)� b� a2 A (an; bn)� 5n
4
(b� a)2

�
bn�1 � an�1

�����
� n (n� 1) (b� a)

3

2

�
22p+1 � 1
2p+ 1

�1=p
A(p�1)=p

�
a
(n�2)p
p�1 ; b

(n�2)p
p�1

�
:

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.6 de f(x) = xn; x 2 R için uygulan¬rsa do¼grudan ispatlan¬r.

Önerme 4.6 a; b 2 R, s 2 (0; 1) ; 0 < a < b olsun. Burada her p > 1 için,����(b� a)Ls (a; b)� b� a2 A (as; bs)� 5s
4
(b� a)2

�
bs�1 � as�1

�����
� s (1� s) (b� a)

2

4

�
22p+1 � 1
2p+ 1

�1=p(�
aq(s�2)

s+ 1
+ bq(s�2)

� (s+ 1)

� (s+ 2)

� 1
q

+

�
bq(s�2)

s+ 1
+ aq(s�2)

� (s+ 1)

� (s+ 2)

� 1
q

)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.7 de f(x) = xs; x 2 R ve s 2 (0; 1) için uygulan¬rsa do¼grudan

ispatlan¬r.

Önerme 4.7 a; b 2 (0; x) ve x > 0; m 2 [0; 1] ; p > 1 ve a < b olsun.������ ln I (a; b) + A (ln a; ln b) + 54 (b� a)2G2 (a; b)

�����
� (b� a)2

22+
1
qG4 (a; b)

�
22p+1 � 1
2p+ 1

�1=p n�
b2q + a2qm1+q

� 1
q +

�
a2q + b2qm1+q

� 1
q

o
eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülür.

·Ispat: Teorem 4.9 de f(x) = � lnx; x 2 R fonksiyonu kullan¬l¬rsa istenilen sonuç

elde edilir.
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Önerme 4.8 a; b 2 (0; x) ve x > 0; (�;m) 2 [0; 1]2 ; p > 1 ve a < b olsun.������ ln I (a; b) + A (ln a; ln b) + 54 (b� a)2G2 (a; b)

�����
� (b� a)2

4G4 (a; b)

�
22p+1 � 1
2p+ 1

�1=p
1

(�+ 1)
1
q

n�
b2q + a2qm1+q�

� 1
q

+
�
a2q + b2qm1+q�

� 1
q

o
eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülür.

·Ispat: Teorem 4.10 de f(x) = � lnx; x 2 R fonksiyonu kullan¬l¬rsa istenilen sonuç

elde edilir.

Önerme 4.9 a; b 2 R, 0 < a < b, ve 0 6= [a; b] olsun. Burada her p > 1 için,����52 (b� a)2 A (a; b)G4 (a; b)
�H�1 (a; b) + L�1 (a; b)

����
� (b� a)2 :7

p�1
p

4
p+1
p :3

(�
17

�
2

a3

�p
+ 11

�
2

b3

�p�1=p
+

�
17

�
2

b3

�p
+ 11

�
2

a3

�p�1=p)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.11 de f(x) = 1
x
; x 2 [a; b] fonksiyonu kullan¬l¬rsa istenilen sonuç

elde edilir.

Önerme 4.10 a; b 2 R, s 2 (0; 1) ; 0 < a < b, ve [a; b] 6= 0 olsun. Burada her

p > 1 için,����L�1 (a; b)�H�1 (as; bs) +
5s (b� a) (bs+1 � as+1)

4G2(s+1) (a; b)

����
� (b� a)2 s (s+ 1)

4

�
7

3

�1� 1
p

�
(�

4s2 + 16s+ 14

s3 + 6s2 + 11s+ 6

�
1

as+2

�p
+

s2 + 7s+ 14

s3 + 6s2 + 11s+ 6

�
1

bs+2

�p� 1
p

+

�
4s2 + 16s+ 14

s3 + 6s2 + 11s+ 6

�
1

bs+2

�p
+

s2 + 7s+ 14

s3 + 6s2 + 11s+ 6

�
1

as+2

�p� 1
p

)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.12 de f(x) = 1
xs
; x 2 R ve s 2 (0; 1) için uygulan¬rsa do¼grudan

ispatlan¬r.
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Önerme 4.11 a; b 2 (0; u) ve u > 0; m 2 [0; 1] ; p > 1 ve a < b olsun. Bu taktirde������ ln I (a; b) + A (ln a; ln b) + 54 (b� a)2G2 (a; b)

�����
� 7 (b� a)2

12G4 (a; b)

�
3

84

� 1
p n�

17b2p + 11mp+1a2p
�1=p

+
�
17a2p + 11mp+1b2p

�1=po
eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülür.

·Ispat: Teorem 4.14 de f(x) = � lnx; x 2 R fonksiyonu kullan¬l¬rsa istenilen sonuç

elde edilir.

Önerme 4.12 a; b 2 (0; u) ve u > 0; (�;m) 2 [0; 1]2 ; p > 1 ve a < b olsun. Bu

durumda������ ln I (a; b) + A (ln a; ln b) + 54 (b� a)2G2 (a; b)

�����
� (b� a)2

4G4 (a; b)

�
7

3

�1� 1
p

�
(�

(4�2 + 16�+ 14) b2p

(�3 + 6�2 + 11�+ 6)
+
mp+1a2p (7�3 + 30�2 + 29�)

3 (�3 + 6�2 + 11�+ 6)

� 1
p

+

�
(4�2 + 16�+ 14) a2p

(�3 + 6�2 + 11�+ 6)
+
mp+1b2p (7�3 + 30�2 + 29�)

3 (�3 + 6�2 + 11�+ 6)

� 1
p

)

eşitsizli¼gi vard¬r.

·Ispat: Teorem 4.15 de f(x) = � lnx; x 2 R fonksiyonu kullan¬l¬rsa istenilen sonuç

elde edilir.
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5 SON DE¼GERLEND·IRMELER ve ÖNER·ILER

Bu çal¬̧sma, karmaş¬k yamuk eşitsizli¼gi konusunda yaz¬lan makalelerde verilen teo-

remlerin ve sonuçlar¬n kullan¬lmas¬n¬ve baz¬fonksiyonlar¬n Hadamard tipli karmaş¬k

yamuk eşitsizli¼ginin elde edilmesini sa¼glamaktad¬r. Konveks fonksiyonlar için eşitsizlik-

ler literatüründe bulunmayan yeni ba¼g¬nt¬lar¬n elde edilmesi bu konudaki çal¬̧smalar¬n

sürdürülebilece¼gini ortaya koymaktad¬r. Ayr¬ca Cerone ve Dragomir tipli yamuk ve

karmaş¬k yamuk eşitsizlikleri kullan¬larak farkl¬tipten konveks fonksiyon s¬n¬�ar¬için

yeni ba¼g¬nt¬lar¬n elde edildi¼gi görülmektedir. Uygun konveks fonksiyon s¬n¬�ar¬ndaki

fonksiyonlar için yamuk ve karmaş¬k yamuk eşitsizlikleri ile pozitif reel say¬lar¬n özel

ortalamalar¬na ili̧skin yeni ba¼glant¬lar¬n kolay bir şekilde yap¬labilece¼gini bizlere sun-

maktad¬r. Bu da özel ortalamalar teorisinde yamuk ve karmaş¬k yamuk tipli eşitsizlik-

lerin kullan¬labilece¼gini ifade etmektedir. Bunun da özel ortalamalar teorisine büyük

katk¬sa¼glayaca¼g¬aç¬kt¬r.

Bundan sonra yap¬lacak çal¬̧smalarda, yamuk ve karmaş¬k yamuk tipli eşitsizliklerin

genelleştirilmesi üzerinde durularak yeni ba¼g¬nt¬lar¬n elde edilmesi hede�enmektedir.

Ayr¬ca Hadamard, Cerone ve Dragomir tipli karmaş¬k yamuk eşitsizliklerinin var olan

bu dönüşümlerle olan ili̧skisinin araşt¬r¬lmas¬amaçlanmaktad¬r. Bu tür çal¬̧smalar¬n

yap¬lmas¬ ile konveks fonksiyonlar¬n uygulama alanlar¬n¬n art¬r¬lmas¬na yönelik özel

bir çal¬̧sma yap¬labilir. Ayr¬ca konveks fonksiyonlar ve eşitsizlikler teorisine başka bir

boyut getirebilir ve özel ortalamalara ili̧skin daha iyi alt ve üst s¬n¬rlar¬n bulunmas¬nda

ve etkili bir şekilde kullan¬lmas¬nda yeni bir yöntem olarak kullan¬labilir.
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