T.C.
MUSTAFA KEMAL UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Abdullah ACIKEL

MATEMATIK ANABILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

HATAY
HAZIRAN-2016



T.C.

MUSTAFA KEMAL UNIiVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

(B, a; n, m)-LOGARITMIK KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Abdullah ACIKEL

MATEMATIK ANABILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZI

HATAY
HAZIRAN-2016



T.C.
MUSTAFA KEMAL UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

(B, &, n,m)- LOGARITMIK KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Abdullah ACIKEL
MATEMATIK ANABILIM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

Yrd. Dog¢. Dr. Mevliit TUNC danigsmanhginda hazirlanan bu tez 02/06/2016 tarihinde
asagdaki jiiri tiyeleri tarafindan OYBIRLIGI ile kabul edilmistir.

Yrd. Dog: Dr. Mevluthw

Baskan

Kod No:

Prof. Dr. Okan SENER
Enstitii Miidiir V.

Not: Bu tezde kullamilan 6zgiin ve baska kaynaktan yapilan bildirislerin, cizelge, sekil ve fotograflarin kaynak
gosterilmeden kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



02.06.2016

TEZ BIiLDiRiMi

Tez i¢indeki biitlin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edilerek sunuldugunu, tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu c¢alismada bana
ait olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigim1 ve tez
tizerinde Yiiksekogretim Kurulu tarafindan higbir degisiklik yapilamayacagi igin tezin
bilgisayar ekraninda goriintiilendiginde asil niisha ile ayni olmasi sorumlulugunun

tarafima ait oldugunu beyan ederim.

Abdullah ACIKEL



OZET

(B, a; n, m)-LOGARITMIK KONVEKS FONKSiYONLAR iCiN INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

Esitsizlikler Teorisinde konvekslik ve logaritmik konvekslik kavramlar1 6nemli
bir yer tutmaktadir. Bu tezde logaritmik konvekslik i¢in yeni tanimlar yapilmistir. Bu
tamimlarin literatiirde iyi bilinen ve heniiz var olmayan logaritmik konveks fonksiyon
smiflarmi  igerdigi gosterilmistir. Bunun yardimiyla mevcut logaritmik konveks
fonksiyon tanimi genellestirilmis ve bu genellestirmelere bagli olarak klasik integral
esitsizlikleri elde edilmistir. Elde edilen bu esitsizliklerin 6zel durumlarda literatiirde
mevcut olan ¢alismalart destekledigi goriilmiistiir.

2016, 47 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Konvekslik, (B,a;n,m) -log konvekslik, (B,a) -log
konvekslik, Hermite-Hadamard esitsizligi.



ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES FOR (B, a; n, m)-LOGARITHMICALLY
CONVEX FUNCTIONS

The concepts convexity and logarithmically convexity take an important place in
Theory of Inequalities. In this thesis new definitions for logarithmically convexity are
made. It is shown that these definitions include well-known logarithmically convex
functions classes which don’t exist in the literature yet. With the aid of this definitions,
logarithmically convex function definition is generalized, due to this generalization
classical integral inequalities are obtained. It is seen that these obtained inequalities
support the studies in the literature for special cases.

2016, 47 Pages

Key Words: Convexity, (S,a;n,m) -log convexity, (f,a) -log convexity,
Hermite-Hadamard inequality.
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1. GIRIS

Konveks fonksiyonlarin tarihi ¢ok eskiye dayanmakla birlikte baglangicinin 19.
ylizyilin sonlarina dayandigi goriilmektedir. Giiniimiizde artan uygulamalariyla
matematiksel analizin merkezi alanlarindan biri olan konvekslik terimine ilk olarak
1881 de Ch. Hermite (1822-1901), Mathesis 3 (1883, s.82) dergisine gonderdigi
mektupta rastlanmustir. Sonraki yillarda literatiirde konveks fonksiyonlar hakkindaki ilk
sistemli ¢alismanin J.L.W.V. Jensen tarafindan 1905 ve 1906 yillarinda yapildig1 ve
Jensen’in bu Oncii ¢aligmalarindan itibaren konveks fonksiyonlar teorisinin hizli bir
gelisme gosterdigi kabul edilmektedir.

Konvekslik matematigin, fonksiyonel analiz, kompleks analiz, kismi diferansiyel
denklemler, olasilik teorisi, kodlama teorisi, cebirsel geometri vb. bir ¢ok alaninda
onemli bir yer tutar. Niculescu ve Persson’a (2006) gore konveksligin teorik ve
uygulamali matematik alanlarinda bu kadar genis yer bulmasinin iki 6nemli sebebi
vardir: Birincisi, konveks fonksiyonun siir degerlerinin birinde bir maksimum degeri
vardir ve ikincisi, her yerel minimumu ayni1 zamanda global minimumudur ayrica kesin
konveks bir fonksiyonun en fazla bir minimumu vardir.

Konveksligin tanimi esitsizlikle ifade edildiginden ve matematik bir bakima
karsilastirma oldugundan Konveks Fonksiyonlar Teorisinde esitsizliklerin 6nemli bir
yeri vardir. Matematiksel esitsizliklerin amaci degeri tam olarak bilinmeyen
fonksiyonlar1 daha iyi bildigimiz bazi fonksiyonlarla alttan ve istten sinirlamak veya
dogrudan dogruya bu fonksiyonlara sayisal smirlar belirlemektir. Boylece bu
fonksiyonlarin istenilen noktalardaki yaklasik degerlerinin bulunmasi saglanir.

Matematiksel esitsizlikler kabaca su bashklar altinda siniflandirilabilir:
Konveksite esitsizlikleri, yeniden diizenleme esitsizlikleri, 6z fonksiyon esitsizlikleri,
Sobolev ve spektral esitsizlikler, majorizasyon esitsizlikleri, sagilma esitsizlikleri ve
korelasyon esitsizlikleri. Literatiirde bir ¢ok farkli baslik altinda esitsizlikler olmakla
birlikte (Sobolev ve spektral esitsizlikler, sagilma esitsizlikleri, 6z fonksiyon
esitsizlikleri, majorizasyon esitsizlikleri, konveksite esitsizlikleri, korelasyon
esitsizlikleri, yeniden diizenleme esitsizlikleri) bu tezde esas olarak, konveksite

esitsizlikleri hakkinda 6nemli bilgiler verilecek ve lizerinde durulacaktir.



Hermite-Hadamard esitsizligi, geometrik yorumu ve ¢ogu uygulamasiyla konveks
fonksiyonlarm ilk temel sonucudur. Matematikte, bildigimiz ve yaygin kullanima sahip
olan esitsizliklerin ¢ogu aslinda Hermite-Hadamard esitsizliginin bir sonucu olan Jensen
esitsizliginin degisik konveks fonksiyonlarla kullanilmasindan elde edilir. Bu durum,
konvekslik kavraminin ve Hermite-Hadamard esitsizliginin ne kadar temel kavramlar
oldugunu isaret eder. Ornegin, aritmetik-geometrik ortalama, Ky-Fan esitsizligi, Holder
esitsizligi, Minkowski esitsizligi vb. Jensen esitsizliginden elde edilebilir. Ayni
zamanda Jensen esitsizliginin uygulamalarma bilgi (information) teorisinde rastlamak
miimkiindiir.

Giiniimiizde bir ¢cok matematikg¢i farkli konveks fonksiyon siniflar1 (log-konveks,
( «,m )-konveks, quasi-konveks fonksiyonlar, Godunova-Levin sinifi, s -konveks
fonksiyonlar, preinvex vb.) ve 0Ozel ortalamalar (aritmetik, geometrik, harmonik,
identric, Stolarsky ortalamalar vb.) i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini uygulamaya,
genisletmeye, sadelestirmeye ve genellestirmeye calismaktadir.

“Zaman Skalasinda Integral Esitsizlikleri ve Uygulamalar1” isimli doktora
tezinde Ozkan U. M. (2007); bir ve iki boyutlu Hardy-Knopp tipli integral esitsizligi
elde edilmistir. Daha sonra Minkowski, Young, Holder ve Jensen esitsizlikleri ilk olarak
nabla-tiirev, daha sonra diamond-alfa-tiirev kullanilarak elde edilmistir.

Bu tezin amaci, bilinen logaritmik konvekslik simiflariin birgogunu igine alan,
heniiz tanimlanmamis ¢ogu smifin da olusmasina katki saglayan genellestirilmis yeni
logaritmik konvekslik tanimlari olugturmaktir. Bu yeni tanimlarin yardimiyla klasik
analizde integral esitsizlikleri elde etmektir. Elde edilen esitsizliklerin 6zel segilen

degerler ile literatiirdeki mevcut ¢alismalara doniisecegini gostermektir.



2. ONCEKI CALISMALAR

Bu boliimde, arastirmada kullanilacak bazi temel tanim, teorem ve Ornekler
verilecektir.

Tamm 2.1. (Siireklilik): f:S S R - R, x5 € S ve € > 0 verilmis olsun. x € §
ve |x —xo| <6 igin |f(x) — f(xy)| < € olacak sekilde bir § > 0 varsa, f x, da
stireklidir denir.

Tamim 2.2. (Diizgiin Siireklilik): f:S € R — R fonksiyonu ve & > 0 verilmis
olsun. [x; —x,| < § sartim saglayan V xq,x, € Sicin |f(x;) — f(x2)| < € olacak
sekilde bir 6 > 0 varsa, f, S de diizgiin siireklidir denir.

Tanmm 2.3. (Lipschitz Sarti): f:S € R - R fonksiyonu i¢in |f(x) — f(y)| <
M|x — y| olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S de Lipschitz sartin1 sagliyor
demektir.

Sonug 2.1. f, S de Lipschitz sartini sagliyorsa f, S de diizgiin siireklidir.

Tamim 2.4. (Mutlak Siireklilik): /, R nin bos olmayan bir alt kiimesi ve f:[ —
R bir fonksiyon olsun. I nin {(a;, b;)}[=; ayrik agik alt araliklarinin bir birlesimini goz
oniine alalim. Sayet Ve > 0 i¢in Y/~ ;|b; — a;| < & oldugunda Y.[-,|f (b)) — f(a)| < ¢
olacak sekilde bir § = 8(¢) > 0 sayist varsa f fonksiyonu I kiimesinde mutlak
stireklidir denir.

Tamim 2.5. (Integrallenebilirlik): [a, b] R fonksiyonu simirli olsun. [a, b] nin
P = {x, x4, ..., X} parcalanmasi i¢in
my (f) = m(f, [xg-1, Xc]) = inf{f (x):x € [x)_1, %]},

My (f) = M(f, [xk-1, % ]) = sup{f (x): x € [xp_1, %]} k=12,..m

olsun. A(f, P) = Xk my(f)Axy ve U(f, P) = X}_; My (f)Ax, toplamlarna sirast ile,
f fonksiyonunun [a, b] nin P par¢alanmasina gore alt Darboux toplami ve {ist Darboux
toplami ad1 verilir. &, [x,_1, xi] alt araligindan alinan herhangi bir nokta olmak tizere
R(f,P) = Xx=1 f (&) Ax) toplamina f fonksiyonunun [a, b] nin P pargalanmasina gére
Riemann toplami (veya Riemann integral toplami) adi verilir.

Teorem 2.1. (Belirli Integrallerin Varhgi): Bir siirekli fonksiyonun integrali
alinabilir. Yani bir f fonksiyonu bir [a, b] aralig1 lizerinde siirekli ise, [a, b] araliginda

belirli integrali vardir.



Tanim 2.6. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x;,x, € A keyfi olmak
uzere
D={z€elz=tx;+(1—-t)x,, 0<t< 1}CA
ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z = tx; + (1 — t)x, esitliginde x;Vve x, nin
katsayilar1 i¢in t + (1 —t) = 1 bagntis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks
kiime tanimindaki t, (1 — t) yerine @ + § = 1 sartim1 saglayan ve negatif olmayan «a, 8
reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak D kiimesi u¢ noktalar1 x; ve x, olan bir dogru
parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki
noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir. Bunlarin tersine eger bir kiime
konveks degil ise konkav kiime olarak ifade edilir.

Tamim 2.7. (Konveks Fonksiyon): I, R de bir aralik ve f:1 — R bir fonksiyon
olmak tizere Vx,y € I vet € [0,1] i¢in
fltx+ (A =0y) Stf(x) + A =f(y)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger bu esitsizlik x # y ve
t € (0,1) igin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir. I iizerinde
tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami (x, f(x)) ve
(v, f (¥)) noktalarini iceren iizerindeki dogru parcasinin f nin grafiginin iist kisminda
yer almasidir.

Teorem 2.2. (integraller icin Ortalama Deger Teoremi): f fonksiyonu [a, b]

integrali alinabilirse,  [a, b] araligi  iizerindeki  ortalama  degeri

1 b
ort(f) = — f FG)dx

ile verilir.
Teorem 2.3. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): f:/ € R - R konveks bir

fonksiyon ise

b 1 b b
(50 25 reose OO

esitsizligi saglanir.
Bu onemli esitsizlik, integraller i¢in ortalama deger teoreminin fonksiyon ve
goriintiilerin ortalama degerlerine iliskin bir esitsizlik olup fonksiyonun konkav(konkav

oldugu zaman her iki esitsizlik yon degistirir) veya konveks olmasina gore degisiklik



gosterir. Tez boyunca Hermite-Hadamard Esitsizligi kisaltilarak H.H. esitsizligi olarak
kullanilacaktir.
Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen ve literatiirde
bu konuda ¢alisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:
Tamim 2.8. f:1 € R = R negatif olmayan bir fonksiyon olmak iizere V x,y € I
ve t € (0,1) igin

oluyorsa f ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I) smifindan fonksiyon denir
(Godunova ve Levin, 1985).

Godunova ve Levin ayni zamanda biitiin negatif olmayan monoton ve negatif
olmayan konveks fonksiyonlarin bu sinifa ait oldugunu gostermislerdir.

Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve x,y,z € [ ise bu takdirde
fOE=E-2)+fMN -0 -2)+f@z-x(z-y)=0
esitsizligi saglanir (Godunova ve Levin, 1985).

Tammm 2.9. (log-konveks Fonksiyonlar Smifi): f : [ € R — R bir fonksiyon
olsun. Her x,y € I ve t € [0,1] igin
flex+ (1 -0Dy) < fOfF O

esitsizligini saglayan f ye logaritmik konveks fonksiyon ya da carpimsal konveks
fonksiyon denir (Pecari¢, ve Ark., 1992).

Tammm 2.10. f:1 € R - R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Eger V x,y €
ve t € [0,1] i¢in f(tx + (1 —t)y) < f(x) + f(y) oluyorsa f ye P fonksiyonu veya
P(I) smifindan fonksiyon denir (Dragomir ve ark., 1995).

Bu tanimlara ek olarak Dragomir, Godunova-Levin fonksiyonlarinin bir
genellestirilmesi olarak ikinci anlamda s-Godunova-Levin fonksiyonunu tanimlamaistir.
Sonrasinda Noor ve ark., birinci anlamda s -Godunova-Levin fonksiyonunu
tanitmislardir. Tanimlar burada ifade edilmeyecektir, ayrintilar okuyucuya birakilmaistir,
konu ile ilgili olarak Dragomir, 2014 ve Noor ve ark., 2014 ¢alismalarina bakilabilir.

Tamm 2.11. f: [ € Ry — R, bir fonksiyon, s € (0,1] ve a® + 5 = 1olsun.
Her x,y € I igin

flax + By) < [F()CIf )P



esitsizligini saglayan f ye birinci anlamda s -log konveks fonksiyon denir. Bu
esitsizlikte s =1 alinmasi durumunda ayni kiimede standart logaritmik konveks
fonksiyona doniistiigii agikca goriiliir (Akdemir ve Tung, 2012).

Tanmmm 2.12. (m-log konveks Fonksiyonlar Smmifi): f:[0,y] - (0,0) bir
fonksiyon, m € (0,1] ve t € [0,1] olsun. Her x,y € [0, y] i¢in
flax + By) < [f ) f ()™ 0]
esitsizligini saglayan f ye m-log konveks fonksiyon denir. Bu esitsizlikte m = 1
alinmasi durumunda ayni1 kiimede standart logaritmik konveks fonksiyona doniistiigii
acike¢a goriliir (Bai ve Ark., 2013).

Tanimm 2.13. ((a,m)-log konveks Fonksiyonlar Sinifi): f: [0, y] = (0,0) bir
fonksiyon, (a,m) € (0,1]? ve t € [0,1] olsun. Her x,y € [0, y] icin
fax +By) < [fO“IIf ()™ ]
esitsizligini saglayan f ye (a,m)-log konveks fonksiyon denir. Bu esitsizlikte ¢ = 1
alinmasi durumunda ayni1 kiimede m-log konveks fonksiyona doniistiigii agik¢a goriiliir
(Bai ve Ark., 2013).

Tammm 2.14. f : [ € Ry » R* bir fonksiyon, s € (0,1] ve t € [0,1] olsun. Her
x,y € I igin
flax+py) < [fFOFIF ()]
esitsizligini saglayan f ye ikinci anlamda s -log konveks fonksiyon denir. Bu
esitsizlikte s =1 alinmasi durumunda ayni kiimede standart logaritmik konveks
fonksiyona doniisecegi aciktir (Xi ve Qi, 2015).

Teorem 2.4. (Hélder Esitsizligi): a = (a4, ..., a,) ve b = (by, ..., by,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde % + i = 1 olmak tizere

I.p > 1ise,

S (S (o

li.p<0veyaq <0 ise,

S For) (S

esitsizlikleri gecerlidir.



Teorem 2.5. (Integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve % +% = 1 olsun. f

ve g, [a,b] araliginda tanimli reel fonksiyonlar, |f|P ve |g|?, [a, b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b % b E
f |f(x)g(x>|dxs(f If(X)Ipdx> <f |g<x)|de)

esitsizligi gecerlidir.
Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan Power-Mean esitsizligi de asagidaki gibi
ifade edilir.

Sonu¢ 2.2. (Power Mean Esitsizligi): ¢ = 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda

tanimli reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

b b 1—% b %
f |f(x)g(x)|dxs(f |f(x>|dx) (f If(x)llg(x)lqu>

esitsizligi gecerlidir.

Reel ve kompleks sayilar i¢in temel esitsizliklerden bir tanesi de tiggen esitsizligidir.
Teorem 2.6. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilari igin

lx +yl < x| +1yl,

|lxl = Iyl| < 1x = yl,

|lxl = Iyl] < lx + yl

ve tiimevarim metoduyla

g + - 4 xn| < x4+ 2]

esitsizlikleri gegerlidir.
Teorem 2.7. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
f FGdx| < f fOOldx  (a<b)

esitsizligi gecerlidir.
a, b gibi pozitif iki reel say1 i¢in asagida bazi ortalamalar verilecektir.

i. Aritmetik ortalama:

A=A(ab) =42

2 ’
ii. Geometrik ortalama:

G = G(a,b) = Vab,



iii. Harmonik ortalama:
H=H(ab) =22

a+b’
Iv. Logaritmik ortalama:

a,
b—a
Inb—Ina’

L=L(a,b) ={

v. ldentric ortalama:

a
I=1(a,b) =1, iz

()
e \a?

vi. p- logaritmik ortalama:

a

L,=L,(a,b) = [bp+1_ap+1
(p+1)(b-a)

ortalamalar1 vardir.

a:
a#+b
a=>»>
aib’

, a=5»b
1
]p , a®tb’

Ayrica, p € R olmak iizere L, nin monoton artan oldugu bilinir ve L, =1, L_; =

L ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iliski asagidaki gibi literatiirde yer almaktadir:

HSG<SL<I<A

Son olarak, x,y pozitif sayilarmin r. kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik

ortalamasi

L.(x,y) = 1 Inx — Iny

bi¢giminde tanimlanir.

r=0,x+y
xX=y
xX=y



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Logaritmik Konveks Fonksiyonlar icin Integral Esitsizlikleri

Genel anlamda farkli tiirden log-konvex fonksiyonlar igin literatiirde var olan
birkag ¢alisma asagida verilmistir.

Teorem 3.1.1. f:1 - [0, oo) bir logaritmik konveks fonksiyonve a,b €1, a < b

olsun. Bu durumda

f(AGa, b)) < = [7 G(F(x), fla+ b — x))dx < G(f(a), £ (b))
dir (Dragomir ve Mond, 1998).
Teorem 3.1.2. f,I tlizerinde f:I - R, a,b €1 ve a <b olacak sekilde bir

logaritmik konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

f (a ; b) < exp lﬁ fablnf(x)dx]

1 b
< m]a G(f(x),f(a+b—x))dx

1 b
< m.fa f(x)dx
< L(f(a), f (b))

dir. p, q pozitif reel say1 olmak tizere, L(p, q) nun logaritmik ortalamasi,

L. q) = lnz:fnq, p#qve L(p,p) =p
dir (Dragomir ve Mond, 1998).
Teorem 3.1.3. f:1 € R — (0,0), I tizerinde diferensiyellenebilir logaritmik

konveks fonksiyon a, b € I ve a < b olsun. Bu durumda
1 b
— [, f(x)dx
a+b
(%)
; (a+b
(%)
a+b
(%59
dir (Dragomir ve Pearce, 2002).

(b—a) exp _f’ (%)

=>L|exp >

Teorem 3.14. f:1 € R — R, diferensiyellenebilir ve log-konveks fonksiyon,

a,b € I ve a < b olsun. Bu durumda



fla)+f(b) b
il Jo FG)dx
1 b = b f'(x) (a+b
Efa f(x)dx fa f(x)exp [% (T - x)] dx

>1+log

1 b
— J, f(x)dx -
) |
5
esitsizligi vardir (Dragomir ve Pearce, 2002).
Teorem 3.1.5. f,g,h: [a,b] = (0,0) fonksiyonlar1 log-konveks olsun. Bu

durumda
2 b
iz | 9 + g + hGfCol dx
< [f(@fMIL(f(@f (b)) *+[g(@)g(b)1L(g(a)g(b)) + [A(a@)h(b)]L(h(a)h(D))

ve

b—a

< [f(@ + fFDIIf (@), F2B)IL(f (@), £ (b))
+lg(@) + g(b)1[g* (@), g* (B)]L(g(a), g (b))
+[h(a) + h(D)][h*(a), h* (b)]L(h(a), k(b))
esitsizlikleri vardir (Ozdemir ve Ark., 2010).

4 b
_t f F)gEREIF(x) + 9(x) + h(x)] dx

Teorem 3.1.6. f:1 € R, = R, monoton azalmayan ve birinci anlamda bir s-log

konveks bir fonksiyon, s € (0,1] ve a,b € I, a < b olsun. Bu durumda

b
f(atb>< ! fG(f(x),f(a+b—x))dx

. “b—a

esitsizligi saglanir. Burada G(p, q) = /pq p Ve q pozitif reel sayilart igin geometrik

anlami ifade etmektedir (Akdemir ve Tung, 2012).
Teorem 3.1.7. f:1 c R, = R, birinci anlamda s-log konveks bir fonksiyon, s €

(0,1]vea,b €I, a < b olsun. Bu durumda

1 b
— | Fedx < k(s kG)

esitsizligi saglanir. Burada

w(w,v) = [fF@I*[f (D], w,v >0,

10



1, =1,
1
T u:'tlr

ve

K(s, k(W) = [f (D)1°k(u(s, s)), f(a),f(b) < 1.
dir (Akdemir ve Tung, 2012).
Lemma 311 f:IcR->R ve ab€l°, a<b olmak iizere [° da

diferensiyellenebilir bir fonksiyonu verilsin. Eger f' € L,([a, b]) ise

1 b
— | r@a - r@

=¥L1[(1+t)f’(1;ta+1;tb)+tf’<%a+?b)]dt

ve

1 b
F0) - 5— | FGodx

=¥Ll[(1—t)f'(1;ta+1;tb)+(2—t)f'(%a+?b)]dt

esitlikleri saglanir (Xi ve Qi, 2015).
Teorem 3.1.8. f:1 € R - R, I°da diferensiyellenebilir bir fonksiyon,a, b € I°,
a<b ve f'"€L{([a b]) olmak tlizere; eger q =1 igin |f'(x)|? fonksiyonu [a, b]

araliginda s-log konveks fonksiyon ise s € (0,1] igin

HORF=IMICIEE l%a(%)q%{ w1 q’FZ)]l}

esitsizligi saglanir. Burada

1 u—1

] <2u—1— ] ), u+ 1;
Fi(u) = n

> u=1

(1 ru—1

ﬂ(lnu B )' url;
FZ(u)=<1

2 u=1

11



IF (@f ' B2 F, (W), 0<|f'@LIf'B)l < 1;

1 1 (1—§)q ) 1 1 i
L 0 = { £ LB Drw 1< IF @LIF O]
If' (@ f' OV 2R (W), 0<If'(@l <1 <If'(D)I;
k|f'(a)|(1_5)qf'(b)7qﬂ'(li). 0<If' M =1<If'(a)l;
i=1,2,ve
@y
f'(b)

dir (Xi ve Qi, 2015).
Teorem 3.1.9. f:1 € R — R, [°da diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I°,
a<b ve f'"€Li([a b]) olmak ftizere; eger q =1 i¢in |f'(x)|? fonksiyonu [a,b]

araliginda s-log konveks fonksiyon ise s € (0,1] igin

q-1 1 1
b—a/l\a 1 @ |L(wq Fy)l
< — L= g F 27
=" (2) {[” (u'q’ 2)] +l m
dir. Burada F,(u), L(u, q; F) ve p 6nceki teoremde tanimlanmust1 (Xi ve Qi, 2015).
Tamm 3.1.1. f: [a,b] — (0, ) tanimli f fonksiyonu her x,y € [0, b], a€ (0,1]

f@+f®) 1
2 b—a

jbf(x)dx

ve t € [0,1] igin

f)

esitsizligini sagliyorsa a-logaritmik konveks fonksiyon olarak adlandirilir (Karabayir ve
Ark., 2015).
Teorem 3.1.10. f: I — R tanimli oldugu aralikta iki kez diferensiyellenebilir bir

fex+ -0y < fo)|

fonksiyon olsun. 0 < a < b < o olmak iizere f”' € L(a,b) olsun. (a,m) € (0,1]?

olmak tizere eger |f" (x)| fonksiyonu [0, b] araliginda (@, m)-log konveks fonksiyon

m

ise
b 1 (b
AGRI )‘b-af o
(b—a)* |, (b\|" (@) +1 2(1—x(aa)
= 2 f (E>| <[ln%(a,a)]2 [ln%(a,a)]3>

esitsizligi saglanir. Burada

xwv) = If" @F S| w20

12



dir (Karabayir ve Ark., 2015).
Sonu¢ 3.1.1. f:1 = R tanimh oldugu aralikta iki kez diferensiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. 0 < a < b < oo olmak tizere f"' € L(a, b) olsun. m € (0,1] olmak

tizere eger |f''(x)| fonksiyonu [0, %] araliginda m-log konveks fonksiyon ise
f@+f®b) 1 fb <b>
— < —_
2 p—a) S| <———|" {5
dir (Karabayir ve Ark., 2015).

(b —a)?
Sonu¢ 3.1.2. f:1 = R tanimhi oldugu aralikta iki kez diferensiyellenebilir bir

|m<%+ 1 201 —%))

[Inac]? + [Inx]3

fonksiyon olsun. 0 < a < b < o olmak iizere f"' € L(a,b) olsun. a € (0,1] olmak

tizere eger |f''(x)| fonksiyonu [0, b] araliginda a-log konveks fonksiyon ise

b 1 b
f(a)erf( )_b_af F0)dx

(b-a)?, _, (o) +1  2(1 —x(a, a))
= 2 RO <[ln%(a, a)]? [lnx(a, )3 )

dir (Karabayir ve Ark., 2015).
Lemma 3.1.2. f:1 € R - R, diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b olmak

sartiyla a, b € I olsun. Eger f' € L([a, b]) ise

f(@) erf(b) - ! _ b;_a fo (1—20)f'(ta+ (1 — O)b)de

be(x)dx =

esitligi saglanir (Dragomir ve Agarwal, 1998).
Lemma 3.1.3. f:1 € R - R, diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b olmak
sartiyla a, b € I olsun. Eger f' € L([a, b]) ise

(anrb) _biajabf(x)dx

=(b—a) [ftf’ (ta+ (1 —t)b)dt+f1 1-0f"(ta+ (1 —t)b)dt
0 i

2
esitligi saglanir (Bai ve Ark., 2013).
Bai ve arkadaslari Lemma 3.1.2. ve Lemma 3.1.3. i kullanarak (a, m)-log
konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki sonuglar1 vermistir.
Teorem 3.1.11. [0,00) c I, f:1 — (0,0) diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
0<a<b<ooiin f'€L([ab]) olsun. (am) e (0,1]? igin eger |f'(x)|, [0,-1]

araliginda (a, m)-log konveks fonksiyon ise

13



1

f(a);rf(b)_biaf;f(x)dxSb;a(%) K

b\™ 1

"= E y 11, q
() ‘[ J(@m, )]

esitsizligi saglanir. Burada g > 1 secilmistir. Ayricau,v > 0 ve u # 1 icin

1 Cu=1

(@ 2
H= | ,,aln , Ei(am,q) = F,(u, aq) , pu<l1
|Gl (1-a)qg
p Filwaq) , p>1
v 2
— v _ —_ 2 —
Fi(u,v) = TInZ [v(u® — 1inu — 2 (uz 1) ]

dir (Bai ve Ark., 2013).

Sonu¢ 3.1.3. . [0,00) c I, f:1 - (0, o) diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 0 <
a<b<ooicin f'€ L([a,b]) olsun. m € (0,1] i¢in eger |f'(x)|, [O, %] araliginda m-

log konveks fonksiyon ise;

f@ erf(b) _ Y afabﬂx)dx y b;a(%)l—%

esitsizligi saglanir. Burada q > 1 segilmistir (Bai ve Ark., 2013).

r () | Eamor

Teorem 3.1.12. [0,00) c I, f:1 — (0, 00) diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
0<a<b<oign f €L([ab]) olsun. (a,m) € (01]% igin eger |f'(x)l, [0,]

araliginda (a, m)-log konveks fonksiyon ise

()5 [ v =270 () | (&)

esitsizligi saglanir. Burada g > 1 secilmistir. Ayricau, v > 0 ve u # 1 i¢in
( 1 2

E;(a,m,q)

) 2 () o ust
BOMD =N a1 + FB@es, p<1
Lul‘“{[Fz(u, a)]" + [F3( a)]™} , u>1
burada
F(u,v) = le;u Euglnu —uE + 1] ve F3(u,v) = ———[u" - Euglnu - ug]

dir (Bai ve Ark., 2013).
Sonu¢ 3.1.4. [0,) c I, f:1 — (0, ) diferensiyellenebilir bir fonksiyon, 0 <

a<b<oigin f' € L([a,b])olsun.m € (0,1] igin eger |f'(x)], [O, %] araliginda m-

log konveks fonksiyon ise

14



() - [ oo <2520 (Y

esitsizligi saglanir. Burada q > 1 secilmistir (Bai ve Ark., 2013).

m

EZ (1' m, q)

Teorem 3.1.13. f, g:[0, ) — (0, ) diferensiyellenebilir iki fonksiyon, 0 <
a<b <o igin f,g € L([a,b]) olsun. (a,m;) € (0,1]* ve i = 1,2, igin eer [O,%]
araliginda f(x), (a,mq) -log konveks fonksiyon ve g(x), (a,m,) -log konveks

fonksiyon ise

I regtdr = 0 - ()] o ()] £

esitsizligi saglanir. Burada

n=1
RS R - g
(L Zfzn‘”, n>1

dir (Bai ve Ark., 2013).

Sonu¢ 3.1.5. f,g:[0,00) = (0,0) diferensiyellenebilir iki fonksiyon,
0<a<b<owigin f.g€L(a,b]) olsun. (a,m;) € (0,1]*> ve i =1,2 igin eger
[0, %] araliginda f(x), m,-log konveks fonksiyon ve g(x), m,-log konveks fonksiyon
ise

1 b Y e b \1™2
= f@gdx < - f ()] o) EBW
esitsizligi saglanir. Burada kullanilan E5 6nceki teoremde tanimlanmisti (Bai ve Ark.,

2013).
Sonu¢ 3.1.6. f,g:[0,00) = (0,00) diferensiyellenebilir iki fonksiyon,

0<a<b<ooiginf.g € L([a,b]) olsun. (a,m;) € (0,1]> ve i = 1,2 igin eger [0,—]

araliginda f(x) ve g(x), (o, m)-log konveks fonksiyon ise

I f0g@dx < b - [f (2) g (B)] B@

m

esitsizligi saglanir. Burada kullanilan E5 dnceki teoremde tanimlanmist1 (Bai ve Ark.,

2013).

15



Sonu¢ 3.1.7. f,g:[0,00) = (0,0) diferensiyellenebilir iki fonksiyon,
0<a<b<owigin fg € L([a,b])olsun. (a,m;) € (0,1]> ve i = 1,2 igin eger [O,%]

araliginda f(x) ve g(x), (a, m)-log konveks fonksiyon ise

b

e FE9@dx < b - [f () 9 (7)] B

dir. Burada kullanilan E5 6nceki teoremde tanimlanmist: (Bai ve Ark., 2013).

16



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1. (B, a)-log Konveks Fonksiyon Sinifi

Tamm 4.1.1.f:] c R, - R, bir fonksiyon ve (8,a) € (0,1]*> olsun. V x,y €
Ivet € [0,1] igin
flex+ (1= 0y) < [F@IFF I
esitsizligini saglayan f ye birinci anlamda (5, « )-log konveks fonksiyon denir. [
lizerindeki tiim birinci anlamda (B, @) -log konveks fonksiyon smnifi Lllg’a(l ) ile
gosterilir.

Uyari 4.1.1. Tanim 4.1.1. de,

I- B = @ = 1 se¢ilmesi durumunda standart logaritmik konveks fonksiyona,

li-B = a@ = s secilmesi durumunda ise birinci anlamda s-logaritmik konveks
fonksiyona doniistiigii agikca goriilmektedir.

Tamm 4.1.2. f:1 c R, — R, bir fonksiyon ve (8,a) € (0,1]? olsun. V x,y €
Ivet € [0,1] igin
flex+ (1= 0y) < [F@IPF o0
esitsizligini saglayan f ye ikinci anlamda (8, « )-log konveks fonksiyon denir. [
tizerindeki tiim ikinci anlamda (£, @)-log konveks fonksiyon sinifi L‘g’a (1) ile gosterilir.

Uyar1 4.1.2. Tanim 4.1.2. de,

I- B = a = 1 segilmesi durumunda standart logaritmik konveks fonksiyona,

ii- B = a = s se¢ilmesi durumunda ise ikinci anlamda s -logaritmik konveks
fonksiyona dontistiigii agikca goriilmektedir.

Tamm 4.1.3. f: [0,b] = I > R bir fonksiyon ve (B,a) € (0,1]*> olsun.
Vabelvete€[0,1] i¢in

f(ta+ (1 - Ob) < [F@IP B
kosulunu saglayan f ye birinci anlamda (8, a) -Godunova-Levin-log konveks
fonksiyonu denir. (B8, a) € {(1,1),(s,s)} i¢in sirasiyla Godunova-Levin-log-konveks
fonksiyon ve birinci anlamda s-Godunova-Levin-log-konveks fonksiyon siniflar1 elde

edilir.
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Tamm 4.1.4. f: [0,b] = I > R bir fonksiyon ve (B,a) € (0,1]*> olsun.
Vabelvete[01] icin

fta + (1= Ob) < [F@IPLF BT
kosulunu saglayan f ye ikinci anlamda (8, a)-Godunova-Levin-log konveks fonksiyonu
denir. (B, @) € {(1,1), (s,s)} i¢in sirasiyla Godunova-Levin-log-konveks fonksiyon ve
ikinci anlamda s-Godunova-Levin-log-konveks fonksiyon siniflari elde edilir.

Lemma 4.1.1. Eger 0<u<1<n ve 0<as<1 ise u® <pu’® ve
n% < n®+1-s esitsizlikleri saglamr (Bai, Qi ve Xi, 2013).

Lemma4.1.2. vVt € [0,1] i¢in,

1 _ _ 2
f |1—2t|ktdt=[k—1—2<\/% 1) ]=M(k;ﬁ,0f)
0

Ink Ink
esitligi saglanir. Burada k = @l dir.
MOl

Teorem 4.1.1. f:1 c R = R, I° de diferensiyellenebilir bir fonksiyon a < b igin
a,b €1, f € L[a,b] olsun. Eger f fonksiyonu (B, a) € (0,1]? igin ikinci anlamda

(B, @)-logaritmik konveks ise asagidaki esitsizlik saglanir

(L([f(@]%,[f(D)]*) , 0<f(a),f(b)<1
1 (b F O L(IF @17, [F(B)]) , 0<f(a) <1< f(b)
e dx <
b— aL SO S A @ PL(IF (@18, [ (0)1%) , 0<f(b) <1< f(a)

[F@I' PO CL([f (@15, [fF(B)]%) . 1< f(a),f(b).

Burada L logaritmik ortalama olarak kullanilmistir.
ispat. Eger f € Lg’“(l) ise Vt € [0,1] igin
flta+ (1~ 0b) < [f(@I[f (B

esitsizligi saglanir. Burada [0,1] araliginda integral alinirsa

1 b 1
poa, far A omde=p— [t < [ p@r o1

elde edilir. Burada Lemma 4.1.1. den,
i. 0< f(a),f(b) <1ise,

B\t
[f (@)] ) it

1 b 1
e f F)dx < [F(B)] fo <[f(b)]“
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PO 1] r@rf - e
= [F by | Lk )|~ = L(F @I, [F)19).

([f(a)]ﬁ " In[f(a)]® — In[f(b)]
[f(b)]*

ii. 0< f(a) <1< f(b)ise,

1 b 1
mf fldx < [f(b)]fo ([f(b)]“

= [f O *L([f (@17, [f (B)]%).
iii. 0 < f(b) <1< f(a)ise,

B t
[f (@)] ) it

1 (P _ LI @IF
- 1-B8 a
P f fGdx < [f@]PIFB)] fo <[f(b)]“> dt

= [f(@I" PL([f (@1F, [f (B)]%).
iv. 1< f(a),f(b) ise,

1 (b _ LfF@]F
- 1-p
. f F@)dx < [F@IPIF )] f (U(b)]a) dt

= [F @I PIf DI L([f (@17, [f (B)]%).
esitsizlikleri elde edilir. Bu dort esitsizligin elde edilmesi ile ispat tamamlanir.

Uyar14.1.3. Teorem 4.1.1. de = a = 1 alinmasi durumunda

1 b
- j f)dx < L(F (@), [F (b))

esitsizligine doniistligli goriiliir. f = @ = s secilmesi durumunda ise

1 b
=g, fox

L{f (@1, [f (B)]%) , 0<f(a),f(b) <1
_ JEOILAf @, [ ()] , 0<f(@) <1< f(b)
— | F@IELAf @) [f (D)) , 0sf)=s1<f(a)

\f @I [f OIS LUAfF @I [fF 1)), 1< f(a),f(b)
elde edilir.
Teorem 4.1.2. f:1 c R = R, [°de diferensiyellenebilir bir fonksiyon a < b igin
a,b €1, f €L[a,b] olsun. Eger (B,a) € (0,1]?> i¢in |f'| € Lg’a(l) ise asagidaki
esitsizlik saglanir:

f@)+fb)
2

1 b
b_af f(x)dx
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If" (D) IM(k; B, @) , 0<fl(@)=1=<f'(b)
V@RI )Mk Ba) , 0<f'(b) <1< f'(a)
U @I BIf D) IMK; Boa) . 1< f'(a),f'(b)
Burada M(k; 8, @) ve k Lemma 4.1.2. de verilmistir.

{If’(b)I“M(k; B, a) . 0<f'(a),f'(b) <1

Ispat. |f']| € leg’a(l) , Lemma 4.1.1. ve Lemma 4.1.2. sirasiyla kullanilir ise
i.0< f'(a),f'(b) <1igin,

fw+fm 1 (P
‘ _b—a,[; fx)dx

1
sf |1 —2t|f'(ta + (1 —t)b)dt
0
1
= ] 11— 2t|1f (@) | (b)| D" de
0
1
< f 11 — 2¢[1f (@) FEIf (b) |00 e
0

— | F! al |r! (a)|ﬁ

= I (O)1%11 = 2t] | 5 <b>|al dt
= If'(D)1%|1 — 2t|k*dt

= ' )I*M(k; B, o).

ii.0< f'(a) <1< f'(b) i¢in,

‘f(a) + f(b)

- | " Fodx] < | 11— 20lf(ta+ (1 — Dbyt
b—a a - 0

= f01|1 — 2t||f’(a)|t3|fr(b)|(1—t)adt
= 11 = 2t (@)|PE|f (b) | 20D+ gp

= | 1= 2ellp @i @O
'@
— 1o 1 - 20| W]

= |f'(b)IM(k; B, a).
.0 < f'(b) <1 < f'(a) i¢in,

f(a)+f(b) 1 b 1 /
FOTE — [T F@)dx| < f}11 = 2¢If (ta + (1 - t)b)dt

= [ 11 = 2¢[If' @I ()| OO dt
= [y 11 = 2tlIf" @P P (0)| 00 e
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_ 1 - 1] a 1 |f (a)|
= 1P @I 11 - 200 |4 (b)la] at

= f"@I*PIf' )" M (k; B, ).
iv. Sonolarak 1 < f'(a), f'(b) i¢in,

b 1 b
f(a)Jer( )_b—af £ dx

< flll = 2t|f'(ta + (1 — t)b)dt
0

< [ =2t/ @I f ()| A= dt

< Jy11 = 2el|f @FHF | (b) 20O ¥ -eay

= If" @I PIf )] f, 11 - 2t] ['l’; ﬁ;‘ilal

= If" (@IPIf' (D) IM(k; B, ).
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.
Uyar 4.1.4. Yukaridaki teoreminde

I. £ = a = 1 alinmast durumunda

‘f(a) +f(b)

1 b
T p— a] fCodx| < |f'(b)IM(k; 1,1),

ii. B = a = s se¢ilmesi durumunda

f@w+fm 1 (P
‘ —3C aL f(x)dx
lf'(B)I*M (k; s, s) , 0<f'(a),f'(b) <1
{If’(b)IM(k: 5,5) , 0<f'(@)<1<f'(b)
If (@|*=5|f' (B)|*M(k;s,s) , 0<f'(b)<1<f'(a)

Uf @P=If ®)IMss,s) 1< f'(@),f'(b)
esitsizlikleri elde edilir. Burada kullanilan M (k; 8, «) Lemma 4.1.2. deki gibidir.

Teorem 4.1.3. Teorem 4.1.2. nin sartlar1 altinda eger |f'|? € L'g’a(l), B,a) €

(0,112, ayricap,q > 1 igin 24 1 = 1 sart1 ile agsagida verilen esitsizlik saglanir:

1 1/p
(p + 1)

f(a) erf(b) f Fdal <
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([L(If @19, [F b)]2a)] , 0<f'(a),f'(b)<1

I OPLIr @17, 17 () aq)] , 0<f'(@<1<f'(b)
[1F" (@1 L(LF (@)1, [ (b)]°0)]/* , 0 f'(b) <1< f'(a)
(1" @I 1F B IL([f' @189, [F (1), 1< fi(a), f'(b)

Burada kullanilan M (k; 8, @) ve k, Lemma 4.1.2. de tanimlanmustir.
Ispat. Lemma 3.1.1. ve Holder Esitsizligi kullanilarak,

‘f(a) + f(b)

1 b 1
- dx| < 1= 2t||f’ 1-t)b)|d
== | reodr] = [ -2 ot - ol

< (-2 dt)l/p ([ 1f'(ta + (1 = b)) dt)l/q

/
<(>57) X ( f £ @177 1 (b)[20 0" dt)

yazilir. Burada

i.0 < f'(a),f'(b) <1igin,

1/q

1 1
f |fl(a)|qt‘8|fl(b)|q(1—t)a dt < f |f/(a)|ﬁqt|fl(b)|aq(1_t) dt
0 0

[f(@)]
[F w)]*

UG e PR il
= f 0 |If'(b)|2a f ( ﬁ)

- B: Eaﬂﬁq Eﬁ[ﬁbg) — = L([f"(@]#9,[f'(b)]*).

.0 < f'(a) <1< f'(b) igin,

j (@1 | 0|10 de < f I (@)1F7E | (b)|“a0-D+1-a g
0

’ Ba aq
— | £ ag+i-a (1 |f (a)| — 1— a [F' @] -[r' )]
7l k l'f QO dt O @y wes

= 'O L([f (@179, [f' (b)]*9),
ii. 0 < f'(b) <1 < f'(a) igin,

j |fr(a)|qt5|f/(b)|Q(l—t)adt Sf |f/(a)|ﬁqt+1—ﬁ|f/(b)|aq(1_t)dt
0 0

111 (1891
= |f'(a)|1_‘8|]”(b)|0‘qJ0 :;'Eg:“ql dt
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1-p '@ -[r w)]™
= @ fraFmy o)

= |f'@I"PL([f' (@159, [f' (b)]*9),
iv.1 < f'(a), f'(b) igin,

1 1
J. |fr(a)|qtﬁ|fr(b)|q(1—t)“ dt < .l- |fr(a)|/3qt+1—/3|fr(b)|aq(1—t)+1—a dt
0

Ba
= I @ PIf (B)|ea+1e f} ['lji E‘;i!aq]

aq
1-p 1 @)™l @]
= @1 O s Feom e

= If' @I PIf' WL (@1 [ (0)]*)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4. Teorem 4.1.2. nin sartlar1 altinda eger ¢ = 1 igin |f'|? € Lg’a(l)
ve (B,a) € (0,1]? ise

b 1 (b
f@+ 1t )_b—a_[ 7 AP
([If'(D)*M(kY; Bq, ag)]*1 , 0<f'(a),f'(b) <1
1 [If'(b)|*9*1~*M (k9; Bq, aq)]*/1 , 0<ff(@<1<f'(b)
2074 | [If' @I PIf' (B)|“IM (k; Bq, aq)] , 0<f'(D) <1< f'(a)
L[lf’(a)|1_B|f,(b)|aq+1_aM(kq;ﬁq; aq)]l/q ’ 1< f’(a),f'(b)

esitsizligi vardir. Burada kullanilan M (k; B, a) ve k Lemma 4.1.2. de tanimlanmustir.
ispat. Tanim 4.1.2., Lemma 4.1.1, Lemma 4.1.2. kullanilir ve Holder Esitsizligi

uygulanirsa, g = 1 icin

fla) +f(b)
2

1 b
—b_aj f(x)dx

1
< f |1 —2t||f'(ta+ (1 —t)b)|dt
0

q-1 1

< (flll — 2t| dt) ! (flll = 2t]||f'(ta + (1 — t)b)|1 dt)q
0 0

1

1 ! r B\ 1 —t)«* a
< _(jo 11— 2¢11£"(@) |92 | ' (b)]900 dt)
2 4a

saglanir. Bu asamadan sonra
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I.0< f'(a),f'(b) <1ig¢in

J 1= 2l @I @O0 a < [ 11 = 2ellf @ 100 de
0

« I @]
|f (b)l qf |1 - Ztl llf (b)|aq] dt
= |f'(b)|% fo |1 — 2tk dt
="M (k9; Bq, aq).
i.0< f'(a) <1< f'(b) igin

1 1
f 11— 2ellf" @171 (B)|70-9%de < f 11— 26l (@)1t (b)|“a0-0+1=e g
0 0

! Ba t
— | £’ ag+i-a (111 _ lr' @)
£/l 11— 2] [—lf,(b)laq dt
= (D)1 [J11 — 2¢| k" dt
= |f'(D)|¥* 1= *M(k9; Bq, aq).
iii.0 < f'(b) <1< f'(a) igin

1 1
[ 1= 2ellp @I @10 ae < [ 11 = 2ellf @ @1 e

= If' @IP1F B)1% f;11 = 2t] [',ﬁ ﬁijila:]
= |f"(@)|*7P|f'(b)|* fo |1 — 2t|k9t dt
= If' @' PIf'(b)|“M (k%; Bq, aq).
iv. 1< f'(a),f'(b)igin
j 11— 2t]|f" (@)1 | ()| 909" dt
0
< Jy1L = 2ellf (@B (o) ai-O¥e g

I (@)]Fa
I (b)wa dt
= IF (@ BIF (B2 [1]1 — 20l de

= |f"(@I*F|f'(b)|%*1~*M (k4; Bq, aq),

elde edilir ve istenilen sonuca ulasilir.

= If' (@) "B (b)] a1 f 11— 2t|
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4.2. (B, a;n,m)-log Konveks Fonksiyon Sinifi
Tamm 4.2.1. f:1 c R, - R bir fonksiyon (8,a) € (0,1]* ve (n,m) € [0,1]?
olsun. x,y € I vet € [0,1] i¢in
fntx +m = Dy) < [FI" [fF G~
esitsizligini saglayan f ye birinci anlamda (8, @; n, m)-log konveks fonksiyon denir. I

tizerindeki tiim birinci anlamda (B, a; n, m)-log konveks fonksiyon sinifi 1L m(I ) ile

gosterilir.
Uyar 4.2.1. Taniom 4.2.1. de
B = a =n =m = 1 i¢in standart logaritmik konveks fonksiyon,
B = a =s,n=m =1 ig¢in birinci anlamda s-logaritmik konveks fonksiyon,
n = m = 1 igin birinci anlamda (8, a)-logaritmik konveks fonksiyon,
B = a = n = 1 i¢in birinci anlamda m-logaritmik konveks fonksiyon,
B = a,n =1 i¢in ise birinci anlamda (a, m)-logaritmik konveks fonksiyon,

B = a,m =1 igin birinci anlamda (a, n)-logaritmik konveks fonksiyon,

B = a = 1 igin (n, m)-logaritmik konveks fonksiyona doniistiigii goriillmektedir.
Tamm 4.2.2. f:1 c R, - R bir fonksiyon (8,a) € (0,1]* ve (n,m) € [0,1]?

olsun. x,y € I vet € [0,1] igin

ftx +m( = Dy) < [F" [fFGmD"

esitsizligini saglayan f ye ikinci anlamda (B, a; n,m)-log konveks fonksiyon denir. I

tizerindeki tiim ikinci anlamda (B, a; n, m)-log konveks fonksiyon sinifi 2L () ile

gosterilir.

Uyari 4.2.2. Yapilan tanimda,

B = a = n =m = 1 i¢in standart logaritmik konveks fonksiyon,

B =a=s,n=m=1igin ikinci anlamda s-logaritmik konveks fonksiyon,

n =m = 1 i¢in ikinci anlamda (B, a)-logaritmik konveks fonksiyon,

B = a = n = 1 i¢in ikinci anlamda m-logaritmik konveks fonksiyon,

B = a,n = 1 igin ikinci anlamda (a, m)-logaritmik konveks fonksiyon,

B = a, m = 1igin ikinci anlamda (a, n)-logaritmik konveks fonksiyon,

B = a = 1 igin (n, m)-logaritmik konveks fonksiyona doniistiigii goriilmektedir.
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Lemma4.2.1. t € [0,1] i¢in

k—1_2<\/F—1

1
1—2t|lktdt = ——
,Ll Ik d Ink Ink

2
> = M(k; B, a;n,m)

1 Vi Vk-1
f tktdt = = N(k; B, a;n,m)
0

2lnk  (Ink)2

k—vk Jk
(Ink)2  2Ink

f (1—-t)ktdt = = P(k; B,a;n,m)
0

VE =1\
% > = A(k; B, a;n, m)

1/2 1
f tktdt+ | (1 -t)kfdt = <
0

1/2

I (a/m)|™*

dir. Burada k = 7o /) [T

olarak alinmistir.

Ispat. Lemmanin ispat1 kismi integrasyon yardimiyla kolayca goriilmektedir.
Tamm 4.2.3. f:[0,b] =1 —» R bir fonksiyon (8, a) € (0,1]?> ve (n,m) € [0,1]2
olsun.a,b €1 vet € (0,1) i¢in

f(nta +m(1~ 0b) < [F@]F[F D]
esitsizligini saglayan f ye birinci anlamda (g, a; n, m)-Godunova-Levin-log konveks
fonksiyon denir.

Uyari 4.2.3. (B, a;n,m) € {(1,1;1,1),(s,s; 1,1), (B, a; 1,1), (B, B; n,m)}
degerleri igin sirasiyla, Godunova-Levin-log konveks fonksiyon, birinci anlamda s-
Godunova-Levin-log konveks fonksiyon, birinci anlamda (8, a)-Godunova-Levin-log
konveks fonksiyon, birinci anlamda (f; n, m)-Godunova-Levin-log konveks fonksiyon
elde edilir.

Tamm 4.2.4. f:[0,b] =1 —» R bir fonksiyon (8, a) € (0,1]?> ve (n,m) € [0,1]?
olsun.a,b €1 vet € (0,1) igin

f(nta +m(1 — )b) < [f (@FFLf (B)]T0"
esitsizligini saglayan f ye ikinci anlamda (g, a; n, m)-Godunova-Levin-log konveks
fonksiyon denir.

Uyar 4.2.4. (B, a;n,m) € {(1,1;1,1),(s,s; 1,1), (B, a; 1,1), (B, B; n,m)}
degerleri icin sirasiyla, Godunova-Levin-log konveks fonksiyon, ikinci anlamda s -

Godunova-Levin-log konveks fonksiyon, ikinci anlamda (8, ) -Godunova-Levin-log
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konveks fonksiyon, ikinci anlamda (£; n, m)-Godunova-Levin-log konveks fonksiyon

elde edilir.

Teorem 4.2.1. f:1 c R - R, bir fonksiyon, a < b i¢in a,b €1, f € L[a, b]

olsun. Eger (8, a) € (0,1]*> ve (n,m) € (0,1]? igin f € 1Lﬁ:,‘§l(1) ise

m(l—-a)

& (O @)

esitsizligi saglanir.

ispat. f € 112% (I) oldugundan

flta+ (1 —-0b) <|f (%)]ntﬁ [f (%)]

yazilir. Daha sonra Lemma 4.1.1. den

i.0<f(%),f(2)<1igin

m(1-t%)

|

e\ &) I

_[f<m)] [ln<[f(%)]:i}
)]

- [
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Bu esitsizliklerin kombinasyonundan ispat tamamlanmis olur.

Uyar1 4.2.5. Teorem 4.2.1. de

I. £ = a = n =m = 1 segilmesi durumunda log-konveks fonksiyon i¢in
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L (? fCodx < L(F(@), ),

Il. £ = a =s,n =m = 1 segilirse birinci anlamda s-log konveks fonksiyon i¢in

1 b
mf f(x)dx

(LfF O LA @), [f (B)]°) , 0<f(a),f(h) <1
- 4L([f(a)]s, [ (D)%) , 0<f(a)=1<f(b)
TN F@I IO LAf @ F ), 0<f(b) <1< f(a)

L[f(a)]“‘s)L([f(a)]s, [f (D)%) , 1= f(a),f(b),

lii. B = a = n = 1 segilirse m-log konveks fonksiyon igin,

ﬁ fa ’ Fx)dx < L (f (a), [f (%)]m>

IV. B = a = 1 segilirse,

[ o< (F O (2)])

v.n = m = 1 secilirse,

1 b
i=a ), 1@

[F DI L([f (@)]?, [f (D)]) , 0<f(a),f(h)<1
<Juvmnﬁvwnﬂ , 0<f(a)<1<f(b)
T\ F@IPIEOIL(f @15 [F(B)]Y) . 0<fb) <1< f(a)

\[F @I AL(If @15, [f (0)]%) , 1< f(@),f(b)

esitsizlikleri elde edilir.

Teorem 4.2.2. f:1 c R - R, bir fonksiyon, a < b i¢in a,b €1, f € L[a, b]
olsun. Eger (8, @) € (0,1]% ve (n,m) € (0,112 igin f € ,LE% (1) ise

=~
q—
\’ﬁ
oy
S|
et
S
=
~
/-~
S|
—
3
R
N————
o
N
\h
S|
N———
\h
/N
3|
N———
IA
—_

N—r
IA
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IA
-
/N
Sl
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SERS)
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—
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oy
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S
=
\h
S|
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3
Q
N———
)
N
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Sl

N——
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—_
IA
5
N
S| Q
N——

Sl

-
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=
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SN———

N—
A
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esitsizligi saglanir.

Ispat. f € ZLﬁfn(I) oldugundan

flta+(1-0b) <|f (%)]mﬁ [f (%)]

yazilir. Daha sonra Lemma 4.1.1. den

i.0<f(2),f(3)<1igin

P we i O,
st s [ (8

m(1-t%)

I (
e ]
mal p\E 1 I
_V@ﬂ “ﬁﬂaﬁl
(O
[ ([r(%)]’" )J

h
//
—
=
Yy
S
N—"
. . Al .
. =
—_—
~
/N
3| ™
N—"
e
3
)
N———

[
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——)

| r“[[[?(";r 1]
-GG
(i78)
O [
=l (@ b @)

iv.1<f (%) f (—) icin

m

-r @ (2)}’”{ [E((;;}’"B v
o m [ln([f&)]jj)
Gl

S

_ [ ( )]n(l B)[ ( )]m(1 a)L([f (%)]nﬁ,[f (%)]ma)

elde edilir. Elde edilen esitsizliklerin kombinasyonu ile ispat tamamlanmis olur.
Uyar 4.2.5. Teorem 4.2.2. deki esitsizlikte

I. £ = a = 1 secilmesi durumunda

1 b
mf f(x)dx
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(L(Lf @I, [f (0)]7) , 0<f(a)f(b)<1
2 U @FL(f @], [f (b)) , 0<f(@) <1< f(b)
@1 L(lf @17, f(b) 1) , 0<f(b) <1< f(a)
@I PIFOIL(If @I, [FB)]Y) . 1< f(a),f(b).

iihn=m=1Iigin

[ o< (F O (2)])

li.f=a=n=m=1igin

1 b
— f FG)dx < L(f(a), £ (b))

esitsizliklerinin elde edilecegi kolayca goriilmektedir.
Teorem 4.2.3. f:1 ¢ R — R, I° de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b igin
a,b €1, f' € L[a,b] olsun. Eger (B,a) € (0,1]1> ve (n,m) € (0,1]? icin |f’'] €

JLBE (D) ise

‘f(a)”(b)‘bi jbf(x)dx
Gl 40,5 o<r(9).r ()<

.. (m)| M(k; B, a;n,m) o<f(f)=1<s(3)
O @ Mespanm o<y (@) <1sr

n(1-p)

~

1
rE T G mespanm 1= (7). (

esitsizligi saglanir. M (k; B, a; n,m) ve k, Lemma 4.2.1. de tanimlanmustir.

ispat. |f'| € LB“ (D oldugundan, Lemma 4.1.1. ve Lemma 4.2.1. den,
i0<f (5),f(3) <1 igin
‘f(a) + f(b)

! ’ dx| < 11 2t|f’ 1 b)d
5= | Fex|= [ 11-2df e+ (- opa

b m(l—t)“
"I— dt

7 ()

ma(1-t)

' (—) dt

< [n-zlr @O
f -zl | (3" |f
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DS e L
AN

b ma 1
s (_) f |1 — 2t|kt dt
m 0

= |f’ (%) " M(k; B, a;n,m).
i.o<f’ ()<1<f ( ) igin
f(a) ';f(b) - 1 jbf(x)dx < fol|1 —2t|f'(ta+ (1 —t)b) dt
m(1-t)%
<fu-alr O @«
nﬁ’t b mla(1-t)+(1-a)]
< [rn-2ar O () %

@ -l 0T
G -

=|f (—) - M(k; B, a;n, m).

i O<f( )Sle'(%> igin

b b '
f(a);rf( )_b_afa f(x)dx sfo |1 —2t|f'(ta+ (1 — t)b) dt
1 nth b m(1-6)®
< [l OF

n[[s’t+1 Bl by me-0
<[ -l QTG e

m
bma

npg t
ax n(1=B) 1 |f'(g)|
= f’ — f’ — |1 — 2t = ma dt

_| ( )|n(1 "’ f' (‘) M(k; B, a;n,m).
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b 1 b
‘f(a);rf( )_b—a,f f(0)dx

b m(1-t)%

A

< [ =20 (9
b mla(1-t)+1—a]

<[zl QPG
@ G - S

= |f’ (g)|n(1_ﬁ) f' (2) mM(k; B, a;n,m).

n

1
sf |1 —2t|f'(ta+ (1 —¢t)b)dt
0

|ntB

Ispat tamamlanur.
Uyar1 4.2.6. Teorem 4.2.3. de

I. £ = a = 1 se¢ilmesi durumunda

LOH®) _ L2 eryax| < |f (%)|m M(k; 1,1;n,m),

ii.n=m=1Iigin

b 1 (P
f(a);rf( )_b—af F0)dx
(1f' (D)1*M(k; B, a; 1,1) , 0<f'(a),f'(b) <1
g Jlf’(b)IM(k;ﬁ,a; 11) o< fl@=1<F )

If @I )M (k; Ba;1,1) , 0<f'(B) <1< f'(a)
Llf’(a)ll‘ﬁlf’(b)IM(k;ﬁ,a;1,1) , 1< f'(a),f'(b)

lii. 8 = a = n =m = 1 secilmesi durumunda ise

f@+fm) 1 (°
2 _b—aja frdx

esitsizliklerine dontistiigii gortliir.

< If' )M (k; 1,1;1,1)

Teorem 4.2.4. f:1 ¢ R — R, I° de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b igin
a,b €1, f € L[a,b] olsun. Eger g =1, (B,a) € (0,1]*> ve (n,m) € (0,1])% i¢in |f’'| €
2L (1) ise

f@+f) 1
2 b—a

<L —
— 2(g-1)/q

fbf(x)dx
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(7 ()] #7265 5,05m,m) o< (D) (3) =1

y f’(%)li/q(k":ﬁ,a:n,m) L 0<f’ (%)Slﬁf’(%)
r (g)|”“"” Q) weapanm L osp(2)s1sr ()
\ n(l . ’f ( )’ MYk B asnm)  , 1< f (E),f’ (%)

esitsizligi saglamr. M(k; B, a;n,m) ve k, Lemma 4.2.1. de tanimlanmustir.
Ispat. |f'| € ZLﬁfn(I) olmasi ve Lemma 4.1.1., Lemma 4.2.1. ile birlikte Holder
esitsizligi uygulanirsa

b 1 b
f(a)erf( )_b—af £ dx

< j |1 = 2t||f'(ta + (1 — t)b)| dt
0

1 (a-1/q 1
s(f |1—2t|dt> (f |1—2t||f’(ta+(1—t)b)|th>
0 0

1 1 PN b (9A-D™¢ 1/a
<o [l O @) «)

esitsizligi elde edilir. Burada,

i.0<f(2).f (%) < 1igin

1/q

1 a nqth (b mq(1-t)*
jo -2l G (o) dt
1 a nBqt , b maq(1-t)
jo -2l ()| (E) dt

nﬁ’q t
b maq
-7 (2) f 12 maq dt

|f

maq

f |1 — 2|kt dt
0

I
i.0<f () <1</ (2) isin,
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b mq(1- f)“

r G

[EEE
b mqla(1-t)+1- a]

-l @ )
b\ ma 2 npq
v L | }

nqtﬁ

b
= f'(ﬁ) f|1—2t|kqtdt
0
P -
i 0<f(2)<1<f (%) igin,
1 a (b mq(1-t)%
Jyn-zal QU G e

1 ay raBEEI=p) |y masi=t)
J, 1=zt G )

dt
-lr &M ()

nqth

mqa ~1
jll—Ztlkqtdt
0

= I G o asmm
iv.1<f' (—) f' 2) i¢in,
nqt mq(1-t)«

f -2l O E) T w

, nq(Bt+1-B) (b mqla(1-t)+1-q]
jo 1-2el |1 (3) ()

dt
m

PO G - e

=l O G

mq q
E)| M(k?; B, a;n,m).
Ispat tamamlanur.

Uyar1 4.2.7. Teorem 4.2.4. de

I. £ = a = 1 se¢ilmesi durumunda,
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m

20@-D/q 1)/q |f( )| MY(k%;1,1;n,m)

b 1 b
‘f(a);rf( )_b—a,f Fdal <

ILf=a=m=n=1igin

f(a)+f(b) 1P

b2, F00dx| < sz P I 1,41,

= 2(@-D/q
oldugu goriilecektir.
Teorem 4.25. f:1 € R — R, I° de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b i¢in
a,b €1, f' €Lla,b] olsun. Eger, (B,a) € (0,1]* ve (n,m) € [0,1]* icin |f'| €
Lﬁfn (I) ise asagidaki esitsizlik saglanir:

b 1 b
f(a)erf( )_b—af £ dx

< (b —-a)Alk;B,a;n,m)

(&)™ o< (5).f(m) <1
&) C0<f(5)<1<f(7)
X < n(1— ma
PO osr @)t
a\ [n-8) ; m , (a "
N85 R VA G P =9 20 € W

A(k; B,a;n,m) ve k, Lemma 4.2.1. de tanimlanmustir.

ispat. || € L% (I) oldugundan ve Lemma 3.1.1. den,
(5D -5 [ e
<(b-a) :Lmtlf’(ta + (1 —0)b)|dt + 1; A =9|f'(ta+ (1 —t)b)|dt
oo @ @

1 nt m(1-t)«
o[ a-olr @) ) dt]

esitsizligi elde edilir. Burada Lemma 4.1.1. ve Lemma 4.2.1. kullanilarak

i 0<f(%),f(2)<1icin

1-¢

a+b

1 b
b_af f(x)dx

(%
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ma(1-t)

dt

<e-o[ "ol O ()

f asolr @@

= (b—a) ’f’ (E)‘ UOI/Z tktdt + fl; - t)ktdtl

b maoa
~b-o|f ()| AtkpGnm)
ii. 0<f()<1<f( ) icin

(anrb _b—aL fx)dx

<i-o|[ el O @)
[a-olr @ @

1/2
=(b—-a) |f’ — | Ul/ztktdt+f (1- t)ktdt]
0

1/2

m

=((b-a) |f' (£)| A(k; B, azm,m)
ii.0 < £ (2 )<1<f() igin

<a;—b - j f(x)dx
<(b—a) [J |f ( )|n(ﬁt+1 B) |f’ (%> ma(1-t) "
LB o
=(b-a) |f n(l ﬁ) | Ul/z tktdt+f (1- t)ktdtl
1/2
=e-alr @ If "™ 408 cnm

iv.1< £ (2),f'(3) igin
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(50 52 ree
<o [l @ ()

o ol @O @

~o-alr Q" G [[) e [ a-owal
~ 0ol @ I @) .

elde edilir. Ispat tamamlanur.

Uyar1 4.2.8. Teorem 4.2.5. de

i. B = a = 1 secilmesi durumunda

‘f(a;rb)_biajabf(x)dx

li.n=m=1igin

A(k;1,1;n,m)

|m

co-afr ()

b 1 (b
(a; )_b—a] fa)dx
< (b -a)Ak;B,a;1,1)
|f'(b)|* , 0<f'(a),f'(b) <1
|f(b)] , 0<f'(@=<1=<f'(b)

' @IPIfBI* , 0<f'(B)<1<f'(a)
UF' @Il b) . 1< F'(a)f'(b)

lii. B =a=n=m=1igin

(anrb> _biafabf(x)dx

esitsizlikleri elde edilir.

< (F@VF®)

Teorem 4.2.6. f:1 c R — R, I° de diferensiyellenebilir bir fonksiyon, a < b i¢in
a,b €1, f' €L[a,b] olsun. Eger, (B, a) € (0,1]*> ve (n,m) € (0,1]? i¢in |f'] €
ZLﬁ:‘fn (I) ise asagidaki esitsizlik saglanir:

f@+f® 1 P
> _b—afa f(x)dx

b—a
8(a-1/q

< [NY4(k; B, a;n,m) + PY9(k9; B, a;n, m)]
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@) o<r(®).r ()=
x<f’(%>m ’ 0<f’(%)glgf’<%)
rOFTEGIT osr(erer @
O @ @@

Ispat. Lemma 3.1.1. den ve Holder esitsizligi kullanilarak,

(anrb> _biafabf(x)dx

r 1/2 1
s(b—a)f t|f’(ta+(1—t)b)|dt+f (1—t)|f’(ta+(1—t)b)|dtl
| V0

1/2
[ ~1/2 ntB m(1-t)*
<(b-a) fo t|f(%)| f’(%) dt
1 ntB m(1-t)*
o[ a-olr @ @) dt]

mq(l—t)“)l/q

mq(1-t)% 1/q
3

O (N (WA
([ -0e) (oo O G

elde edilir. Lemma 4.1.1. ve Lemma 4.2.1. in kullanilmasi ile
i.0<f(2).f (%) < 1igin

(anrb> _biafabf(x)dx

[ ~1/2 1
<(bh-a) f tIf’(ta+(1—t)b)|dt+f A-0)|f'(ta+ (1 —-1t)b)|dt
1Y 0

1/2
[ 1/2 ntP m(1-t)%
<®-a f e O )
1 ntB m(1-0)*
o a-olr @ @) dt]
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1/q

<(b-a) [(fol/z tdt> _ (fol/zt |f’ (%)|nﬁqt - (%>|mqa(1—t) dt)
([ am0a) ™" (a0l @ )

a 1/2 1/a 1 1/q
< f tkqtdt> + < f (1- t)kqtdt>
0 1/2

f' (%)| [NY4(k9; B, a;n,m) + PV (k9; B, a;n, m)]

— b B a ! b
~ 8@@-1/q f (E>|

_ b—a
~ gla-1)/q

i0<f (3)<1=<7(2) igin,

(anrb> _biafabf(x)dx

nth

(1-¢

so-ol[" @ PO
1 ntB m(1-t)*
fLaol QG «

(q-1)/ nBat

so-o|([ ") ([ "

1 (a-1/q 1 a~ Bat
o[ amoa) ([ a-olrG)

1/q

)
)|

mq(1—at)
dt>

b—a b\ [/ 172 /4 1 1/q
— f' (—)| <f tkqtdt> + <f (1- t)kqtdt>
8la-1)/q m 0 12
b—a |_ (b m Y y
= 8(q_1)/q f <E>| [N q(kq;ﬁ, a; n,m) + P q(kq;ﬁ, a; n'm)]
i 0<f (2)<1<f(2) icin

(anrb> _biafabf(x)dx

1 nth
<6-o["r )

m(1-t)%

o
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tﬁ m(1—t)a

1 A b
+f a-o|f' (= f’(—)| dt
" acolr O}
1/2 (g-1)/q 1/2 a nq(Bt+1-pB) b mqa(1-t)
< — (= (-
<(b—a) (fo tdt> fo t|f (n)| |f (m)| dt
1 (q-1)/q 1 a na(Bt+1-p) b mqa(1-t)
+< (1—t)dt> ([ (1-1t) |f(_)| |f<—>| dt)
1/2 1/2 n m
b—a a~ M-8 by 1/2 /a 1 1/q
R - e ¥ qt _ qt
= S |f (n)| |f <m> [(fo tk dt) +<f1/2(1 t)k dt> ]
b—a n(l -B) ma
~ g8l@-D/q |f’ - |f ( ) [NY4(k9; B, a;n,m) + PY9(k9; B, a;n,m)|

iv.1<f (5).r (%) icin

1/q

1/q

a+b

1 b
5| feods

(5
m(1-t)%

<o-ol[ @ G|«

[ aolr @O @ a

1/2 (q-1)/q 1/2 ax na(B+1-p) b mq(1-at)
<b-a) (j tdt) J (@) O
1 (q-1)/q nq(Bt+1-p) b mq(1-at)
+ f (1 —t)dt) f 1-0|f |f’ (_) dt
.. " a-ol ) b
b—a n(l -B) 1/2 . 1/q 1 t 1/q
J— , _ q _ q
~ gla-1/q |f n |f( )| <JO tk dt) +< o 1-0vk dt>

_ b—a
~ g8@-1/q

nth

1/q

1/q

|f’ ~ n(l s |f ( )| [NY4(k%; B, a;n,m) + PY9(k%; B, a;n,m)]

Bu dort esitsizligin birlestirilmesi ile ispat tamamlanir.
Uyar1 4.2.9. Teorem 4.2.6. da

I. B = a = 1 segilmesi durumunda,

42



V@”%miﬁ*wﬂﬂ

[N/9(k4; 1,1;m,m) + P9k 1,1m,m)] |7 (2 )|m

8(q 1)/q

li.n=m=1igin

a+b 1 b
‘f e f f(x)dx
W—DM[NW(M B, a;1,1) + PY4(k9%; B, a; 1,1)]
(17 ()1 , 0<f'(a),f'(b) <1
4If’(b)l , 0<f'(@=<1=<f'(b)

V@B BT, 0<f'(B)<1<f'(a)
UF@IePlr el 1< @ )

lii. B =a=n=m=1igin

() 52 feoes

< —b _
— g8(q-1)/q [

NY4(k9;1,1;1,1) + PY4(k9;1,1; 1,D]If'(b)|

esitsizliklerinin elde edilecegi kolayca goriilir.

43



5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde oncelikle var olan ¢ogu logaritmik konveks fonksiyon tiiriinii igine alan
yeni genellestirilmis yeni iki logaritmik konveks fonksiyon siniflar1 elde edilmistir. Bu
yeni logaritmik konvekslik tanimlar1 bilinen ¢ogu logaritmik konvekslik kavramlarini
icermesinin yaninda literatiire bir¢ok yeni logaritmik konveks fonksiyon siniflari
kazandirmistir. Bu logaritmik konvekslik tanimlarini kullanarak klasik analizde integral
tanim1 yardimiyla yeni Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.
Elde edilen bu esitsizliklerin 6zel durumlarla daha 6nce yapilan ¢aligmalar1 destekledigi
gorilmiustir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, 6ncelikle elde edilen yeni logaritmik konvekslik
tanimlarini inceleyerek teze konulmayan ve literatiirde heniiz bulunmayan daha bir¢ok
logaritmik konvekslik siiflar1 olusturabilirler. Burada elde edilen genellestirilmis
logaritmik konveks fonksiyonlarla ve yeni elde edilebilecek logaritmik konveks
fonksiyonlar1 kullanarak, 6zdeslikler yardimiyla hem klasik analizde hem de kesirli
analizde Midpoint, Trapezoid, Simpson, Ostrowski tipli bir¢ok yeni esitsizlik elde
edebilirler. Bu esitsizliklerin literatiirde bilinen g¢alismalar1 destekleyecegi kolaylikla
goriilecektir. Bu esitsizliklere 6zel ortalamalar uygulayarak, 6zel ortalamalar teorisine
katki saglayabilirler. Ek olarak bu esitsizliklerin optimizasyon, varyasyonel esitsizlikler
ve denge problemlerinde uygulamalarini yapabilirler.

Belki de en 6nemlisi, bu tez ¢alismasinda elde edilen yeni kavramlarin Konveks

Fonksiyonlar Teorisine ve bunun kullanildig: alanlara biiyiik katki saglayacagi agiktir.
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