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1. GİRİŞ 

Dirac denklemi fizik tarihinin dönüm noktalarından birisidir. Temel fizikteki rölatif 

kuantum mekaniği Dirac denklemi kullanılarak formülleştirilir. Bu denklem bir elektronun 

yarım spinini gösterir. Bir karşıt parçacığın varlığını tahmin eder. Hidrojen atomunun açık 

spektrumunu üretebilir. Dirac denklemi ve uygulamaları hakkında daha fazla bilgi için 

Levitan ve Sargsjan’ın (1991), Weidmann’ın (1987) ve Thaller (1992)’in monografilerine 

bakılabilir. 

Geçiş koşullu sınır değer problemlerine; matematiğin çeşitli alanlarında, radyo 

biliminde, elektronikte, jeofizikte ve mekanikte rastlanmaktadır. Geçiş koşullu sınır değer 

problemleri Allahverdiev, Bairamov ve Uğurlu (2013), Uğurlu ve Allahverdiev (2013), 

Bairamov ve Uğurlu (2012), Tuna ve Eryılmaz (2013, 2014), Kadakal ve Mukhtarov 

(2006) tarafından çalışılmıştır. 

Parametre bağımlı sistemlerle, fizikteki ve mühendislikteki pek çok problemlerde 

karşılaşılmaktadır. Bu konudaki çalışmalardan bazıları Allahverdiev (2005), Behrndt 

(2009), Fulton (1977), Hinton (1979), Eryılmaz (2012), Schkalikov (1983), Tretter (2000), 

Tuna (2013), Walter (1973), Kadakal ve Mukhtarov (2006)’dır. 

Dissipatif operatörler kendine eş olmayan operatörlerin önemli bir sınıfıdır. 

Dissipatif sınır koşullu, homojen olmayan sicimin tamlık özelliği ile ilgili ilk genel 

sonuçlar Krein ve Nudelman (1989) tarafından elde edilmiştir. 

Tam olmayan 2 x 2 dissipatif Dirac operatörüne bir örnek Malamud ve Oridoroga 

(2012) tarafından verilmiştir. Keyfî tam dissipatif Dirac operatörünün resolventinin 

spektral senteze izin verdiği, Lunyov ve Malamud (2014) tarafından ifade edilmiştir. 

Bu tez çalışmasında, bir H Hilbert uzayında, sınır koşullarında spektral parametre 

bulunduran geçiş koşullu Dirac operatörü ele alındı. Bu operatörün dissipatifliği verildi. Öz 

değerlerinin reel olmadığı ve üst yarı kompleks düzlemde olduğu gösterildi. 

Green fonksiyonu kuruldu. Green fonksiyonu yardımıyla resolvent operatörünün 

kompaktlığı gösterildi. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

  2.1. Tanımlar 

Tanım 2.1.1.      herhangi bir küme ve K herhangi bir cisim olsun. Aşağıdaki 

şartlar sağlanıyorsa V’ye K üzerinde bir lineer uzay (vektör uzayı) denir. 

a) (V,+) cebirsel yapısı değişmeli gruptur. Yani,  

1. x,y      x+y     dir. 

2. x,y,z     x+(y+z)=(x+y)+z dir. 

3. x     x+0=0+x= x     olacak şekilde bir tek 0     vardır. 

4. x     x+(-x)=(-x)+x=0 olacak şekilde bir tek –x     vardır. 

5. x,y     x+y=y+x dir. 

b) x,y,     ve       olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır: 

1.      dir. 

2.               dir. 

3.              dir. 

4.             dir. 

     için 1   =   olacak şekilde     vardır. Burada 1, K cisminin birim 

elemanıdır. 

K=  olması halinde V’ ye reel lineer uzay, K=  olması halinde V ’ye kompleks 

lineer uzay denir (Bozkurt ve Türen, 2000). 

Tanım 2.1.2. Lineer uzaylarda tanımlı dönüşümlere operatör denir (Kreyszig, 

1978). 

Tanım 2.1.3. X, bir kompleks lineer uzay olmak üzere aşağıdaki şartları sağlayan 

ve (x,y) ile gösterilen kompleks sayısına, x ve y elemanlarının iç çarpımı ve X lineer 

uzayına da iç çarpım uzayı denir: 

1. x                            

2.                    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3.                             

4.                               

Ayrıca, verilen bu özellikler göz önünde bulundurularak         ̅      ve         

            yazılabilir (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.1.4.           bir iç çarpım uzayı ve      olsun. X vektörünün normu,  
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‖ ‖       
 

 ⁄                                                                                                                                                     

 

olarak tanımlanır. Bu norma göre (       ) iç çarpım uzayı bir normlu vektör uzayı olur 

(Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.1.5. Bir           iç çarpım uzayı,  

 

‖ ‖       
 

 ⁄                                                                                                                                             

 

normuna göre tam ise, yani           içindeki her Cauchy dizisi X’in bir x0 noktasına 

yakınsak ise bu iç çarpım uzayına Hilbert uzayı denir (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.1.6. D, bir H Hilbert uzayının herhangi bir lineer alt uzayı olsun. 

        dönüşümü, her        ve her        için               

                 

                                                                                                                                               

 

eşitliğini sağlıyorsa A dönüşümüne lineer operatör denir (Naimark, 1968). 

Tanım 2.1.7. Bir H Hilbert uzayının bir alt kümesi üzerinde tanımlanan herhangi 

bir F lineer operatörünün değer kümesi K ise F, H üzerinde bir lineer fonksiyoneldir denir. 

Tüm H uzayında tanımlanıp aşağıdaki koşulları sağlayan bir F fonksiyoneline, sınırlı - 

lineer fonksiyonel denir:  

 

1.                              

                                                                                                            

 

2. Her     ve bir c sabiti için 

|    |   ‖ ‖                                                                                                                     

 

(Naimark, 1968). 

Tanım 2.1.8. A: H  H olmak üzere bir A lineer operatörü verilsin. Her     için  

 

‖  ‖    ‖ ‖                                                                                                                                                      

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir c sayısı varsa A ya sınırlı operatör denir. Bu c sayılarının 

infimumuna A sınırlı operatörünün normu denir ve ‖ ‖ ile gösterilir (Kreyszig, 1978).  
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Tanım 2.1.9. H bir Hilbert uzayı ve A bu uzayda bir lineer operatör olmak üzere, A 

nın tanım kümesi D(A), H  Hilbert uzayında yoğun olsun. Her        için, 

 

                                                                                                                                                            

 

eşitliğini saplayan    operatörüne   operatörünün eşlenik operatörü denir. Bu eşitliği 

sağlayan     vektörler kümesine    ın tanım kümesi denir ve D(  ) ile gösterilir.    

operatörü aşağıdaki eşitlikleri sağlar: 

i.         

ii.         ̅   

iii.               

iv.             

v. ‖  ‖  ‖ ‖                  (Naimark, 1968). 

Tanım 2.1.10.       ise, A ya kendine eş operatör adı verilir.  (Akhiezer ve 

Glazman, 1963). 

Tanım 2.1.11.    lineer operatörünün      tanım kümesi   Hilbert uzayında 

yoğun olmak üzere, her        için, 

 

                                                                                                                                                               

 

ise,   lineer operatörüne dissipatif (dissipative) operatör denir. (Gorbachuk ve Gorbachuk, 

1991). 

Tanım 2.1.12.        tanım bölgesinde sınırlı lineer bir operatör olmak üzere 

 

                                                                                                                                                                      

 

eşitliğini sağlayan bir      vektörü mevcut ise,   sayısına   operatörünün özdeğeri,   

vektörüne ise   operatörünün özvektörü denir (Naimark, 1968). 

Tanım 2.1.13. Bir X vektör uzayındaki,            vektörlerinden oluşan bir M 

kümesini ele alalım.            skalerler olmak üzere, 
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eşitliği, ancak ve ancak              olması halinde gerçekleşiyorsa,            

vektörleri, diğer bir deyimle, M kümesi, lineer bağımsız, aksi halde, lineer bağımlıdır 

denir. 

  uzayının keyfi bir   altkümesini göz önüne alalım. Eğer  ’nin, boş olmayan her 

sonlu altkümesi lineer bağımsız ise,  ’ye lineer bağımsızdır denir (Çakar, 2007) . 

Tanımdan da anlaşılacağı gibi,   {       } kümesinin lineer bağımlı olması 

halinde,  ’nin vektörlerinden en az bir tanesi diğerlerinin bir lineer kombinasyonu olarak 

ifade edilebilir. Örneğin,       eşitliği,      olmak üzere gerçekleniyorsa,   kümesi 

lineer bağımlı olup   ’i       eşitliğinden faydalanarak çözebiliriz: 

 

                                                                                                                                               

 

(Çakar, 2007) 

Tanım 2.1.14.  Adi diferansiyel denklemler      operatör şeklinde yazılabilir. 

Verilen sınır şartları ile birlikte bu eşitliği sağlayan bir   çözümü araştırılır.       sınır 

şartlarını sağlayan fonksiyonların uzayı olarak tanımlanırsa, bu takdirde problem, 

    ’deki      denkleminin bir çözümü olmaya indirgenir. Problemi çözmek için bir yol 

    ters operatörünü aramaktır.      bulunabiliyorsa       ’in çözümü           

olarak ifade edilir.  

 

            ∫              
 

 

                                                                                                            

 

şeklinde bir integral operatörüdür. G fonksiyonuna L operatörünün Green fonksiyonu 

denir. (Naimark, 1968). 

Tanım 2.1.15.   [   ]    fonksiyonu verilsin. Eğer         için öyle bir     

sayısı varsa ki,  

 

∑|  |   

 

   

                                                                                                                                                        

 

şartını sağlayan her sonlu sayıda [        ] aralıkları için 
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∑|              |   

 

   

                                                                                                                        

 

oluyorsa   fonksiyonun  [   ] kapalı aralığında mutlak süreklidir denir (Balcı, 2010). 
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3. BİR BOYUTLU DİRAC SİSTEMİNİN TANIMI VE ÖZELLİKLERİ 

3.1. Bir Boyutlu Dirac Sisteminin Kanonik Biçime İndirgenmesi 

    [   ]              sürekli fonksiyonlar olmak üzere aşağıdaki matris 

denklemi ele alalım: 

 
  

  
                      (

     
     

*                                                                             

 

  (
  
   

)            (
            

            
*                                                         

 

gerçek değerli fonksiyon olarak tanımlansın ve bu fonksiyonlar [0,  ] aralığında sürekli 

olsun, ve   bir parametre olsun. 

Bu sistem iki birinci dereceden adi diferansiyel denklem sistemine eşit olur: 

 

  
                       

   
                       

                                                                                                                 

 

                  0,         = V(x) + m,         = V(x) – m durumunda (3.2) denklem 

sistemi, rölatif kuantum teorisinde ‘Bir Boyutlu Durağan Dirac Sistemi’ olarak bilinir. 

Burada V(x) potansiyel fonksiyonu ve m parçacığın kütlesidir.  

H = H(x) iki boyutlu uzayın düzgün ortogonal dönüşümü olsun. İki boyutlu bir uzayın 

sabit ortogonal ve normal bir baz yardımı ile  ortogonal dönüşümü, 

     (
               
              

* matris formunda olduğu bilinmektedir. 

Kolayca görülüyor ki B ve H matrisleri değişme özelliğine sahiptir: BH = HB.  (3.1) 

denkleminde değişken dönüşümü yapar y = Hz  ve eşitliğin her iki tarafını H
-1

 ile 

çarparsak, şunu elde ederiz: 

    
 

  
                    

veya 

 

 
  

  
 (    

 

  
       *                                                                                                             

 

elde edilir. 
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matrisini hesaplamak için, elimizde şu eşitlik vardır: 

    
 

  
  (

      

      
* 

ve 

      (
                                          

 

 
            

   

          
 

 
            

                              

) 

Bu nedenle, Q matrisinin  

      (
            

            
* 

  .
                                         

 

 
            

   

          
 

 
            

                                 
/ 

formunda olduğu elde edilir.       fonksiyonu öyle seçelim ki, q12 (x)   0 olsun. 

O halde  

         
       

 

 
{ 

  
     

  
   }             

olur.               ise o zaman 

     
 

 
      

       

             
 

bulunur ve Q(x) matrisi şu formu alır: 

      (
       

       
*  (

     
     

* 

Buradan (3.3) denklemi 

 

(
  
   

)
  

  
 (

      
      

*                                                                                                          

 

formunda yazılabilir. Şimdi      fonksiyonunu                  olacak biçimde 

seçelim. Yani                        olsun. O halde      ’i çekersek aşağıdaki 

denklemi elde ederiz. 

       
 

 
∫ {             }
 

 
   olur. 

Buradan (3.3) teki denklem  

 

(
  
   

)
  

  
 (

        
         

*                                                                                                              
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formunda olduğu bulunur. 

Sonrasında (3.4) ve (3.5) denklemlerine, (3.1) denkleminin kanonik formu denir. 

(3.1) denkleminin çeşitli spektral özellikleri araştırılırken bu kanonik formlardan uygun 

olanı kullanılır. Örneğin, (3.1) denkleminin özdeğerlerinin ve öz fonksiyonlarının 

asimptotik davranışlarını araştırırken veya keyfi bir vektör fonksiyonunun (3.1) 

denkleminin öz vektör fonksiyonlarına göre açılım formüllerini incelerken (3.4) kanonik 

formunu kullanmak uygundur. Buna karşılık (3.1) denkleminin öz değerlerinin sayısının 

asimptotik davranışları ile ilgili problemlerde ve sonsuz aralıklar üzerindeki ters 

problemlerde , (3.5)’teki kanonik denklemlerini kullanmak daha uygun olur (Levitan ve 

Sargsyan, 1991). 

3.2. Sınır Koşulları ile Verilen Dirac Operatörünün Öz Değerleri ve Öz Vektör 

Fonksiyonlarının Bazı Temel Özellikleri 

p(x) ve r(x), [0,  ] aralığında sürekli, reel değerli fonksiyonlar ve α,β ϵR olmak 

üzere (3.2) denklemler sistemi için (3.4) kanonik formunun kullanıldığı aşağıdaki sınır 

değer problemini göz önüne alalım:  

 

  
  {      }             

  {      }                                                                                         

 

                                                                                                                                              

 

                                                                                                                                             

 

Varsayalım ki λ =    sayısı için (3.6) - (3.8) sınır değer problemi, aşikardan farklı  

        (
        

        
* 

çözümüne sahiptir. Bu durumda     sayısına özdeğer ve         vektör fonksiyonuna da    

öz değerine karşılık gelen öz vektör fonksiyonu denir (Levitan ve Sargsyan, 1991). 

Önerme 3.2.1.  (3.6)-(3.8) sınır değer probleminin farklı    ,    özdeğerlerine 

karşılık gelen           ve         öz vektör fonksiyonları birbirine ortogonaldir. 

İspat:         ve         
vektör fonksiyonları (3.6)’daki sistemin çözümü oldukları 

için,  

  
        {       }              

        {       }          

  
        {       }             

        {       }          
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yazılabilir. Sırasıyla                                       fonksiyonları ile çarpılıp taraf 

tarafa toplanırsa, 

 

  
{                                 }  

          {                                 } 

elde edilir. Eşitliğin her iki tarafının 0’dan  ’ye integrali alınırsa 

       ∫ {                                 }
 

 

    

       ∫                
 

 

 {                                 } 
   

eşitliğinin sağ tarafı, (3.7) - (3.8) sınır koşullarından dolayı sıfır olur. O halde 

 

       ∫ {                                 }    
 

 

                                                               

 

dır.    ≠   olduğundan üstteki eşitliğin her iki tarafı (     ) sayısına bölünürse 

∫ {                                 
 

 

}     

elde edilir. 

Önerme 3.2.2. (3.6) - (3.8) deki sınır değer probleminin özdeğerleri reeldir 

(Levitan ve Sargsyan, 1991). 

İspat:    sayısı (3.6) - (3.8) sınır değer probleminin bir özdeğeri ve         bu 

özdeğere karşılık gelen özvektör fonksiyonu olsun. O halde  

          dır. Kolayca gösterilebilir ki,   
̅̅ ̅ sayısı da  (3.6) - (3.8) sınır değer probleminin 

bir özdeğeridir ve bu özdeğere karşılık gelen özvektör fonksiyonu        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  dır. Buna göre 

(3.9) denklemi  

(    
̅̅ ̅)∫ {|        |

  |        |
 }

 

 

     

halini alır.            olduğundan 

∫ {|        |
  |        |

 }
 

 

     

dır. O halde     
̅̅ ̅    yani     

̅̅ ̅  dir. Buradan     elde edilir (Levitan ve Sargsyan, 

1991). 
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3.3 Yarı Eksen Üzerinde Parseval Eşitliğinin İspatı 

q1(x) ve q2(x) katsayılarının her sonlu [0,b] aralığı için sürekli olduğu aşağıdaki 

probleme bakalım: 

(0 ≤ x < ∞)  

 

    {        }                                                               (3.10) 

 

    {        }                                                               (3.11)   

 

       fonksiyonu (3.10) - (3.11)  sisteminin aşağıdaki koşulları sağlayan çözümü olsun. 

 

                (  )                                                (3.12) 

 

 (  ) fonksiyonunun, 

 

  (  )         (  )                                                                                      (3.13) 

 

koşulunu sağladığı açıktır. 

 

Ayrıca (3.10), (3.11) ve (3.13) problemlerinin sınır koşuluna ek olarak b herhangi  bir 

pozitif sayı ve β herhangi bir reel sayı olmak üzere, 

 

  (  )                     sınır koşulları verilsin.                                           (3.14) 

 

(3.10), (3.11), (3.13) ve (3.14)’teki problem regülerdir.       problemin  (3.12) koşulunu 

sağlayan özdeğeri  (eigen değer) ve                      de vektör değerli öz fonksiyon 

(eigen fonksiyonu) olsun. 

 Eğer             ve       
  ∫ {

 

 
  

    
   

     
    

   
 }    ise Parseval denklemi 

olarak bilinen aşağıdaki denklemi elde ederiz:  

∫ {
 

 

  
       

    }   ∑
 

    
 

 

    

,∫   
 

 

            -
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Monoton artan       basamak fonksiyonunu aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

      {
∑

 

    
  

        

    

               

                                                                                                               

       

O zaman (3.15) ifadesini      ∫          
 

 
     olmak üzere şu şekilde yazabiliriz: 

 

∫ {  
       

    }   ∫             
 

  

 

 
                 (3.17) 

 

Daha sonra (3.10), (3.11) ve (3.13) problemi için Parseval eşitliğinin (3.17) de b → ∞ iken 

limit alınarak elde edildiğini görmekteyiz. 

Yardımcı Teorem 3.3.1. Keyfi bir N pozitif sayısı için, b’ye bağlı olmayan bir     

A = A(N) pozitif sabiti vardır. Öyleki; 

⋁{     }  

 

  

∑
 

    
 

         

                     

İspat: İlk olarak,       vektör değerli fonksiyonu [0, n], n < b, aralığının dışında 

sıfır olsun,  birinci türevi olsun ve (3.13)’teki sınır koşullarını sağlasın. (3.17)’deki 

Parseval eşitliğini        e uyguladığımızda 

 

∫ {   
        

    }   ∫   
  

  
         

 

 
                                   (3.18) 

 

elde ederiz ve 

 

      ∫   
            

 

 
                           (3.19) 

 

olmaktadır. 

       fonksiyonu (3.10) , (3.11) sistemini sağladığı için 

        
 

 
[           ]  

        
 

 
[            ]   olur. O zaman 

    
 

 
∫       [ 

 
 
                  ]  

 

 
  

 

 
∫       [   

 
                  ]   
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dir. Ayrıca       ve        ’nın her ikisi de (3.13)’teki sınır koşullarını sağladığı için, 

    , b noktası civarında sıfır olduğundan, şunu elde ederiz: 

      
 

 
∫ {       [ 

 
  

               ]         [                   ]}    
 

 

 

 

Dolayısıyla, keyfi bir sonlu N > 0 için, (3.17)’deki Parseval eşitliğiyle aşağıdaki eşitlik 

elde edilir: 

∫   
          

| |  

 
 

  
∫ ,∫ [       {             }

 

 | |  

        {              }]   -

 

         

  
 

  
∫ ,∫ [       {             }

 

 

 

  

        {              }]   -

 

       

 
 

  
∫ {[  

           ]
 
 [  

           ]
 
}    

 

 

 

 

(3.18) eşitliğinden  

 

|∫ {   
        

    }   ∫   
          

 

  

 

 
|  

 

  ∫ ,
[  

  
         ]

 
 

[             ]
 

-
 

 
                  (3.20)    

     

elde edilir. Teorem 3.3.1 ile monoton fonksiyon kümesi {     }        sınırlandırılır. 

Bu nedenle,    
    fonksiyonunun bir monoton fonksiyon olan     fonksiyonuna 

yakınsak olan bir bk serisini seçebiliriz. (3.20) eşitliğinde   ’ya göre limiti geçersek, şunu 

elde ederiz: 

|∫ {   
        

    }   ∫   
          

 

  

 

 
|   

 

  ∫ ,
[  

  
         ]

 
 

[             ]
 

-
 

 
      

Sonuç olarak     olursa  ∫ {   
        

    }   ∫   
          

 

  

 

 
  elde edilir. 

Böylece aşağıdaki teoremi ispatlamış olduk. 
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Teorem 3.3.1.              bir vektör değerli fonksiyon olsun.              ’ya  

bağlı olmayan bir monoton artan       ,         fonksiyonu vardır.  (3.10), (3.11) ve 

(3.13) problemleri aşağıdaki eşitlikle geçerlidir: 

 

∫ {  
       

    }   ∫           
 

  

 

 
                                                   (3.21)  

 

      ∫ {                         }   
 

 
                      

      ∫ {          }
  

  
         

İki vektör değerli fonksiyon olan      ve     , L2
(0, ∞) sınıfında olsun ve      ve      da 

bunların Fourier dönüşümleri olsun.           ifadesinin Fourier dönüşümleri olarak 

          ifadesine sahip olduğu açıkça görülmektedir. Bu nedenle (3.12) den, 

∫ {[     ]
     [     ]

    }  
 

 

 ∫ {   } 
 

  

          

∫ {[     ]
     [     ]

    }  
 

 
 ∫ {   } 

 

  
         elde edilir. 

Buradaki birinci eşitliği ikinciden çıkardığımızda 

 

∫ {           }     
 

 
 ∫              

 

  
                          (3.22) 

 

Genelleştirilmiş  Parseval Eşitliği elde ederiz. 

Teorem 3.3.2.                    , regüler vektör değerli fonksiyon 

olsun.         ve        daha önce tanımladığımız gibi olsun ve  

 

∫                        ∫                 
 

  

 

  
                                                  (3.23) 

 

integralleri x e göre sonlu her aralıkta mutlak ve düzgün yakınsak olsun. O zaman 

      ∫                  
 

  

 

      ∫                 
 

  
  dir. 

İspat: g(x), [0, n] sonlu aralığının dışında sıfır olan bir vektör değerli fonksiyon 

olsun. O halde (3.12)  den 

∫ {         }
 

 
      ∫     {∫ [         ]     

 

 
}     

 

  
  elde edilir. 

Mutlak yakınsama, en son integraldeki integralin sırasını değiştirmemize izin verir ve tüm 

eşitliği şu şekilde yeniden yazarız: 
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∫

{
 
 

 
 *      ∫                 

 

  

+      

  *      ∫                 
 

  

+      
}
 
 

 
 

 

 

        

 

     keyfi olduğu ve      ile (3.23)’teki fonksiyonlar sürekli olduğu için, en son 

integrandda       ve      ’in katsayıları sıfırdır. Bu şekilde ispat tamamlanmış olur. 

3.4. Limit Çember ve Limit Nokta Durumları 

Bu kısımda yine [0, ∞) aralığını ele alıyoruz ve       ve       fonksiyonlarının her 

sonlu aralıkta regüler olsun.  

   (
  
   

)
  

  
 (

      
      

*        denkleminin her         çözümü 

∫ |       |
    ∫ {|       |

  |        |
 }

 

 

    
 

 

 

koşulunu belli bir    karmaşık değeri için sağlıyorsa, sonsuzdaki limit çember 

durumundayız diyeceğiz; diğer türlü ise, L operatörü için sonsuzdaki limit nokta 

durumundayız diyeceğiz. Tanımı doğrulamak için, bu sınıflandırmanın sadece L’ye bağlı 

olduğunu, seçilen    değerine bağlı olmadığını göstermek gerekmektedir. 

       fonksiyonu yukarıdaki gibi olsun ve         fonksiyonu 

 

                                                    (3.24)  

 

koşullarını sağlayan (3.10) , (3.11) sisteminin çözümü olsun.      ve     ,         ye 

karşılık gelen  (3.10) ve (3.11)’in iki çözümü olursa, 

 

      ∫             
  

  
∫ {     [ 

 
         ]       [   

         ]  
  

  

     [   
         ]    [ 

 
         ]}   ∫

 

  
 {   }           

{   }  
  

  

     
{   }                                                                                                                                    (3.25) 

 

elde edilir. Özel olarak      olursa,(3.25) den Wx{F,G}   F1(x)G2(x) – F2(x)G1(x) = 

sabit olur. Bu durumda,         ve         (3.10)   (3.11)’sisteminin iki lineer bağımsız 

çözümü olmak üzere  {   }    ve sistemin genel çözümü                   

şeklindedir. Şimdi  x = b noktasında 
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{                }      {                }                                          (3.26) 

 

sınır koşulunu sağlayan çözümleri göz önüne alalım. O zaman şunu yazalım: 

   
                   

                   
 

     için, elde edilen regüler problemin özdeğerleri reel olduğunda payda sıfır olamaz. 

Buradan, cot β  kompleks bir sayı olan z ile yer değiştirirse           ’nın meromorf 

fonksiyondur. Alt ve üst yarı düzlemde regülerdir. Bu durumda,  

           
  (   )      (   )
  (   )      (   )

                                                                                                          

(3.27) 

 

z düzlemindeki reel eksen   düzlemindeki bir Cb çemberiyle eşleştirelim. Bu durumda 

    
       

       
       ile eşleşirken, çemberin merkezi aşağıdakiyle eşleşir. 

 ̅    ̅        ̅             ile eşleşir. 

Bu nedenle, merkez şu noktadır: 

 

 
         (   ̅)          (   ̅)

         (   ̅)          (   ̅)
                                                                                          (3.28) 

 

Ayrıca, 

  , 
       

       
-  

 

 
 ,

       

       
 

  (   ̅)

  (   ̅)
-  

 

 
 
         (   ̅)    (   ̅)       

|       |
 

  

Eğer 
 
  ,   =u + iv  olursa (3.25) den,  aşağıdaki son eşitlik meydana gelir: 

  ,
       

       
-   

∫ {         (   ̅)          (   ̅)}  
 

 

|       | 
 

Bu eşitlik, v> 0 olursa, üst yarı düzlemin Cb’nin dışıyla eşleştiğini gösterir. Şimdi bu 

çemberin yarıçapını hesaplayalım.  

   |
         (   ̅)           (   ̅)

         (   ̅)           (   ̅)
 

       

       
|  

Dolayısıyla, (3.25)’yi ve  {   }   ’i kullanarak aşağıdaki ifadeyi buluruz. 

 

   
 

 | | (∫ |      | 
 

 
  )

  

                                                        (3.29) 
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Ayrıca, Imz < 0 yani i(z-  ̅) > 0 olursa, v > 0 için l,     ’nin içindedir. Bu nedenle z için 

(3.27)’ü çözerek aşağıda verilen denklemi elde ederiz:  

 , 
                

                
 

  ̅̅        ̅      

  ̅̅        ̅      
-     

Buradan, 

 

 {[                ][  ̅̅        ̅      ]    [  ̅̅        ̅      ][         

       ]}                                                                                                                                                   (3.30) 

 

olup, (3.25) ifadesinde         
 
            ̅    koyduğumuzda, 

 

  ∫ |    |     {      ̅           ̅    }   {      ̅           ̅    }
 

 
        (3.31) 

 

ifadesini buluruz. Bu nedenle eğer                     ise, (3.31)’den şunu elde 

ederiz: 

 

  ∫ |              |      {      ̅    ̅̅}|  
 

 
                               

(3.32) 

 

ve (3.30)’a bağlı olarak, 

  ∫ |              |      {      ̅    ̅̅}
 

 

 
    elde edilir. Diğer taraftan, (3.11) ve 

(3.10) ile kullanarak aşağıdaki ifade elde edilir. 

 {   ̅}     {   ̅}            {   ̅}     {   ̅}        yani,                             

 

W{      ̅    ̅̅}     ̅                                               (3.33) 

 

(3.32) ifadesinde 

 

∫ |              |     
    

 

 

 
   elde edilir.                                                 (3.34) 

 

Aynı sonuç v < 0 (Imz > 0 eşitsizliğini kullanarak) durumunda da elde edilir. Her iki 

durumda da, Imz’nin ve v’nin işaretleri zıttır. Açıkça görüldüğü gibi l,    nin üzerindedir 

ancak ve ancak 
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∫ |              | 
 

 
      

    

 
.                                                  (3.35) 

 

Ayrıca l,  ’nin içindeyse ve 0 <   < b ise,   

∫ |    | 
  

 
   ∫ |    | 

 

 
      

    

 
 dir. 

Bu durumda l,   ’nin içindedir. Eğer b < b ise, Cbʹ ifadesi Cbʹ yi içerir. Sonuç olarak b → 

∞ olursa, Cb çemberi ya C∞  limit çemberine ya da m∞ limit noktasına yakınsak olur. Cb 

çembere yakınsak olursa, yarıçapı            pozitiftir. (3.29) eşitliğinden         

          Eğer       C∞ üzerinde herhangi bir noktaysa, b > 0 için m herhangi bir Cb’ 

nin içindedir. Bu nedenle, (3.34) ile aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

∫ |              | 
 

 

    
    

 
  

b → ∞ olursa,              elde ederiz. Cb , m∞’e yakınsak olursa aynı sonuç  

geçerlidir. Eğer,       ise, (3.10) ve (3.11)’in daima bir çözümü vardır ve         

sınıfındadır. lm  ≠ 0 için Cb → m∞ durumunda bütün çözümler L
2
(0, ∞)’a aittir. 

Cb → m∞ durumunda         ’dır ve (3.29)’dan                 elde edilir. 

Dolayısıyla,         sınıfından tek bir çözümü vardır. Limit çemberinin durumunda l, 

  ’nin üzerindedir ancak ve ancak (3.35) eşitliği sağlanır. Bu nedenle, l,   ’nin üzerindedir 

ancak ve ancak ∫ |    |         
 

 
  olursa ve (3.32), (3.33) ve (3.34)’e dayanarak l, 

  ’nin üzerindedir ancak ve ancak        {                ̅        ̅̅     }     

Böylece, aşağıdaki teorem ispatlanmış oldu. 

Teorem 3.4.1.        ve                ,     {       }         

{       }       sisteminin iki lineer bağımsız çözümüyse ve 

                                                            başlangıç 

koşullarını sağlıyorsa,                      

{                }       {                }         sınır koşulunu sağlar ancak ve 

ancak kompleks    düzleminde,      üzerindedir ve  {   ̅}      dır. Eğer b → ∞  ise Cb 

ya, C∞ limit çemberine ya da m∞ limit noktasına yakınsar. Birinci durumda sistemin bütün 

çözümleri  L
2
(0, ∞) sınıfındadır.  İkinci durumda        için sadece bir lineer bağımsız 

çözüm  L
2
(0, ∞) sınıfındadır. Ayrıca limit çember durumunda bir nokta    üzerindedir 

ancak ve ancak           {   ̅}    dır. 
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Yardımcı Teorem 3.4.1.        
                               için ve 

    durumunda,   (  )   (  )           ∫ |  (  )|
 
  

 

 
 ∫ | (  )|

 
   

 

 
     

İspat:  (  )          ve  ( ) limit çember üzerinde bir nokta olduğundan  

         (  )  {          } (  ) olduğu açıktır. (3.29) formülünden 

aşağıdaki denklemi elde edilir: 

|           |      (| | ∫ |     |
 
  

 

 
*
  

   b → ∞ iken rb→ 0 olduğu için         

       dir. Ayrıca, 

∫ |{ (   )     }      |
 

 

 

   | (   )     |
 
∫ |     |

 
  

 

 

 (  ∫ | (  )|
 
  

 

 

)

  

     

Buradan         için b → ∞ iken,   ∫ |      |
 
   

 

 ∫ |     |
 
  

 

 
 elde edilir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde sınır koşullarında spektral parametre bulunduran geçiş koşullu Dirac 

sistemlerinin spektral özelliklerini inceleyeceğiz. Dirac sistemlerinin, V(x)  elektrostatik 

alanında rölativistik elektronunu belirtti bilinmektedir. Eğer V küresel simetrik ise küresel 

harmonik dönüşümü kullanarak değişkenlere ayırma yöntemi ile bu problem, 

         
 
  

 (
                     

                    
*,                              ]    (4.1) 

iki boyutlu sistem formuna dönüşür. Burada 0 singuler nokta, c > 0 ışık hızı ,     { }   

V(x)  küresel simetrik potansiyeli, m > 0 parçacığın kütlesi ve   (
   
  

) dır.  

L diferansiyel ifadesinden operatörlere geçmek için,   deki vektör değeri fonksiyonların 

uzayını göz önüne alalım. Bu uzay        ∫               
 

 
         iç çarpımı ile 

Hilbert uzayı olur. Bu uzayı              ile gösterelim.  

D={     (
      
      

)      , y1 ve y2, I üzerinde mutlak sürekli ve l(y)     } olsun.   

D üzerinde L operatörünü Ly = ly  ile tanımlayalım. L limit çember durumunda olsun.  

Keyfi y,z     nin Green formülü 

 

              [   ]   [y,z]0+ [y,z]1– [   ]                                                                                

 

ile verilir. Burada [   ]      [   ̅]              ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅             ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ve        [   ]   limiti 

vardır ve sonludur. 

 

       (        
        

)            (       

       
), 

        {
         

         
 

    
    

         ,
             
             

 

        {
         

         
 

    
    

         ,
             
             

 

             denkleminin  

                      

                      
 

başlangıç ve 
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 δ , 
 

  
     geçiş koşullarını sağlayan çözümleri olsunlar. 

(4.1) denkleminin iki çözümünün Wronskian’ı x’e bağlı değildir ve bu denklemin iki 

çözümünün Wronskian’ı sıfırdan farklı olduğu sürece, bunlar lineer bağımsızdırlar. Bu 

Wronskian’ın sıfır olmadığı açıktır. L limit çember durumunda olduğundan,        ve 

ayrıca       dir.        ve        çözümleri (4.1) denkleminin temel sistemi 

formundadır ve       tam fonksiyonudurlar. 

             ve            ,  l(y) = 0 denkleminin 

                 

                  
 

 

başlangıç koşulunun çözümleri olsunlar. 

Yardımcı Teorem 4.1. l(y) = 0 denkleminin u(x) ve v(x) gerçek çözümleri için  

[   ]          olsun.        için, 

 

[   ]   [   ] [ ̅  ]   [   ] [ ̅  ]        dir.                                                           (4.3) 

 

İspat:                          fonksiyonları reel değerli ve 

 [   ]            olduğundan [   ] [   ]   [   ] [   ]   

=                          ̅           ̅          

                           ̅           ̅              

=            ̅                     ̅                     ̅         

            ̅                     ̅                     ̅         

             ̅                     ̅         

 

             ̅                     ̅                     ̅         

            ̅                     ̅                   ̅           ̅                

                                 

 =   [   ]   

elde edilir. 

Şimdi   karmaşık spektral parametre,                   ve    |
     

     
|    olmak üzere 
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                   (  
         

      )                                                                                  

 

[   ]   [   ]                                                                                                                               

 

                                                                                                                                                         

 

       
 

 
                                                                                                                                               

 

 

sınır değer problemini göz önüne alalım. Kolaylık için aşağıdaki notasyonları kullanacağız: 

                              
 
       

         
        

  
        [   ]

 
   

       [   ]
 
               

        
     

          
                                

 

 
       

Yardımcı Teorem 4.2. Her        için aşağıdaki formüller geçerlidir: 

 

    ̅       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   
   ̅    

     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                                                                                     (4.9) 

 

[   ]  
 

 
     [      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅     

         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 

İspat: 

 

 
[            ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     

         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]     
 

 
*
(               )                 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 (                 )               ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 

                                                                  
 

 
[                           ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅            ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 

                                                    [   ]   

Şimdi 

 

      (
    

 ̃
*        (

    

 ̃
*        (

     

     
*        

(     

     
),                       ̃  ̃      olmak üzere; H=     Hilbert uzayını  

       ∫                ∫                
 

 

 

 
  ̅̃ 

 
  iç çarpımı ile tanımlayalım. 
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D(A)= {       (    
 ̃

)    ifadesinin                   ̃    
            tek yönlü 

limitleri var ve sonlu ,                }  ile tanımlayalım. 

D(A) üzerinde A operatörünü        ̃     (
     

      
) ile tanımlayalım. 

Bu nedenle, H’den (4.2)-(4.6) sınır değer problemlerini                olarak 

oluştururuz. A’nın özdeğerleri ile uzayı üzerinde ve (4.2)-(4.6) deki sınır değer probleminin 

özdeğerlerinin çakıştığı açıkça görülmektedir. Şimdi A operatörünün dissipatif operatör 

olduğunu ispatlayacağız. 

Teorem 4.3. A operatörü H uzayı üzerinde dissipatiftir. 

İspat:        olsun. Lagrange özdeşliğiyle  

 

       [   ]   [   ]  [   ]  [   ]   
 

 
[  

         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅             ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]              (4.10) 

 

elde edilir.        olduğu için, 

 

[   ]   [   ]                                                                                                               

 

[   ]   [   ] [ ̅  ]  [   ] [ ̅  ]             [   ]  
    bulunur.                                (4.12) 

 

 (4.11), (4.9), (4.12)’dan 

 

                 [   ]  
   elde edilir.                                                                                 (4.13) 

  

Burada A operatörü H uzayı üzerinde dissipatif operatördür. 

 Sonuç 4.4 . A’nın bütün öz değerleri         kapalı üst yarı düzlemdedir. 

Teorem 4.5. A operatörünün reel öz değeri yoktur. 

İspat: A operatörünün reel öz değerinin    olduğunu farz edersek,               

da     a karşılık gelen öz fonksiyon olsun.                 (  ‖  ‖
 
) olduğu için, 

(4.13)’ten [    ]    elde edilir. (4.6) sınır koşulundan [    ]     elde edilir. Bu 

nedenle, 

 

[            ]  [            ]                                                                                                  

 



24 

 

Yardımcı Teorem 4.1. den                 yazarsak   [     ]  [    ] [    ]  

[    ] [    ]  elde edilir. (4.14) ifadesinden yukarıdaki eşitliğin sağ tarafı 0’a eşittir. Bu 

çelişki teoremi ispatlamaktadır. Özellikle A’nın öz değerinin 0 olmadığına dikkat 

edilmelidir. Şimdi (4.4) denkleminin 

                                    

  
           

       ve 

                                
 

 
           

                                
 

 
          

başlangıç ve geçiş koşullarını sağlayan  

         {
                
                

            {
                
                

 

         {
                
                

            {
                
                

 

         (
       

       
)ve          (       

       
) çözümünü tanımlayalım. 

          [   ̅]       ve           [   ̅]       olsun. Açıkça görülmektedir ki 

                   Bu nedenle,               sıfırları çakışıktır. 

                  olarak tanımlandığında,    tam fonksiyon olur. (4.9) denkleminden 

       [   ̅]    [   ̅]  
 

 
        

       
                    

     elde edilir.  

(4.3) denklemini kullanarak  

       [   ̅]    [   ̅]    
      

       
      

           elde edilir. 

       denkleminin sıfırlarının (4.4)-(4.8) deki sınır değer problemlerinin spektrumuyla 

çakıştığı açıkça görülmektedir.      fonksiyonu sıfır değildir. Sayılabilir sayıda sonlu katlı 

izole sıfır yerlere sahiptir. 

Şimdi 
T
 devrik matrisi göstermek üzere, 

          

{
 
 

 
 ,

         

    
 

                  

,
         

    
 

                  

                                                              

fonksiyonunu tanımlayalım. 

O zaman      ̅̅ ̅̅ ̅̅  ,
     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     
     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅     

 olmak üzere          denkleminin genel çözümü 

            (
  ̃     ̅ 

  [( ̃     ̅)]
*   ̃    (         

  [        ]
)  dir. 
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            ile gösterelim.  

Teorem 4.6. K rezolvent operatörü H uzayında kompakt lineer operatördür. 

İspat: L operartörünün indis defekti (2,2) olduğundan       dir. Buradan, 

         Hilbert-Schmidth çekirdektir. K operatörünün çekirdeği Hilbert-Schmidth 

çekirdek olduğundan K operatörünün kompaktlığı elde edilir. 
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5. SONUÇ VE TARTIŞMA 

 

Bu tez çalışmasında Hilbert uzayında sınır koşullarında spektral parametre 

bulunduran geçiş koşullu Dirac operatörü ele alındı. Bu operatörün dissipatifliği verildi. Öz 

değerlerinin reel olmadığı ve üst yarı kompleks düzlemde olduğu gösterildi. 

Green fonksiyonu kuruldu. Green fonksiyonu yardımıyla resolvent operatörünün 

kompaktlığı gösterildi. 
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