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1. GIRIS

Dirac denklemi fizik tarihinin doniim noktalarindan birisidir. Temel fizikteki rolatif
kuantum mekanigi Dirac denklemi kullanilarak formiillestirilir. Bu denklem bir elektronun
yarim spinini gosterir. Bir karsit pargacigin varligini tahmin eder. Hidrojen atomunun agik
spektrumunu {iretebilir. Dirac denklemi ve uygulamalari hakkinda daha fazla bilgi igin
Levitan ve Sargsjan’in (1991), Weidmann’in (1987) ve Thaller (1992)’in monografilerine
bakilabilir.

Gegis kosullu sinir deger problemlerine; matematigin ¢esitli alanlarinda, radyo
biliminde, elektronikte, jeofizikte ve mekanikte rastlanmaktadir. Gegis kosullu sinir deger
problemleri Allahverdiev, Bairamov ve Ugurlu (2013), Ugurlu ve Allahverdiev (2013),
Bairamov ve Ugurlu (2012), Tuna ve Eryilmaz (2013, 2014), Kadakal ve Mukhtarov
(2006) tarafindan galisilmistir.

Parametre bagimli sistemlerle, fizikteki ve miihendislikteki pek ¢ok problemlerde
karsilasilmaktadir. Bu konudaki calismalardan bazilar1 Allahverdiev (2005), Behrndt
(2009), Fulton (1977), Hinton (1979), Eryilmaz (2012), Schkalikov (1983), Tretter (2000),
Tuna (2013), Walter (1973), Kadakal ve Mukhtarov (2006)’dir.

Dissipatif operatorler kendine es olmayan operatorlerin 6dnemli bir smifidir.
Dissipatif smir kosullu, homojen olmayan sicimin tamlik o6zelligi ile ilgili ilk genel
sonuglar Krein ve Nudelman (1989) tarafindan elde edilmistir.

Tam olmayan 2 x 2 dissipatif Dirac operatoriine bir 6rnek Malamud ve Oridoroga
(2012) tarafindan verilmistir. Keyfi tam dissipatif Dirac operatoriiniin resolventinin
spektral senteze izin verdigi, Lunyov ve Malamud (2014) tarafindan ifade edilmistir.

Bu tez caligmasinda, bir H Hilbert uzayinda, sinir kosullarinda spektral parametre
bulunduran gegis kosullu Dirac operatérii ele alindi. Bu operatoriin dissipatifligi verildi. Oz
degerlerinin reel olmadig: ve iist yar1 kompleks diizlemde oldugu gosterildi.

Green fonksiyonu kuruldu. Green fonksiyonu yardimiyla resolvent operatdriiniin

kompaktlig1 gosterildi.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Tanimlar

Tamm 2.1.1. V # @ herhangi bir kiime ve K herhangi bir cisim olsun. Asagidaki

sartlar saglaniyorsa V’ye K iizerinde bir lineer uzay (vektor uzay1) denir.

a) (V,+) cebirsel yapist degismeli gruptur. Yani,

1.

2
3
4.
5

VX,y €V x+y eV dir.

VX,Y,Z € V x+(y+z)=(x+y)+z dir.

VX € V x+0=0+x= x € VV olacak sekilde bir tek 0 € VV vardir.
VX € V x+(-X)=(-x)+x=0 olacak sekilde bir tek —x € V vardir.

VX,y € V x+y=y+x dir.

b) x,y, e V ve a, B € K olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:

1.
2.
3.
4.

ax € K dir.

a(x +y) =ax+ aydir.
(a + B)x = ax + Bx dir.
(aB)x = a(Bx) dir.

vx € Vigin 1x =x olacak sekilde 1 € K vardir. Burada 1, K cisminin birim

elemanidir.

K=R olmasi1 halinde 7’ ye reel lineer uzay, K=C olmasi1 halinde 7 ’ye kompleks

lineer uzay denir (Bozkurt ve Tiiren, 2000).

Tammm 2.1.2. Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operatér denir (Kreyszig,

1978).

Tamm 2.1.3. X, bir kompleks lineer uzay olmak iizere asagidaki sartlar1 saglayan

ve (x,y) ile gosterilen kompleks sayisina, X ve y elemanlarinin i¢ ¢arpimi ve X lineer

uzayina da i¢ ¢carpim uzay: denir:

1.
2.
3.
4.

VXeX (,x)=20;(x,x) =0 & x =0
Vx,yeX (x,y) = (¥,%)
VieCVx,yeX (Ax,y) = A(x,y)
Vx,y,zeX (x+y,2) = (x,2) + (y.2)

Ayrica, verilen bu ozellikler géz 6niinde bulundurularak (x,1y) = A(x,y) ve (x,y +z) =

(x,¥) + (x, z) yazilabilir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.1.4. (X, (.,.)) bir i¢ carpim uzay1 ve x € X olsun. X vektoriiniin normu,



lIxll = (x,x) /2 2.1

olarak tanimlanir. Bu norma gore (X, (.,.)) i¢ ¢arpim uzay: bir normlu vektor uzay: olur
(Kreyszig, 1978).
Tamm 2.1.5. Bir (X, (.,.)) i¢ garpim uzay1,

lxll = (x,x) "2

normuna gore tam ise, yani (X, (.,.)) igindeki her Cauchy dizisi X’in bir xo noktasina
yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzay1 denir (Kreyszig, 1978).
Tamim 2.1.6. D, bir H Hilbert uzaymin herhangi bir lineer alt uzay olsun.

A:D € H - H doniisiimii, her a, Be K ve her x, y eD igin
A(ax + By) = aAx + BAy (2.2)

esitligini sagliyorsa A doniisiimiine lineer operator denir (Naimark, 1968).

Tamm 2.1.7. Bir H Hilbert uzayimnin bir alt kiimesi {izerinde tanimlanan herhangi
bir F lineer operatoriiniin deger kiimesi K ise F, H {izerinde bir lineer fonksiyoneldir denir.
Tim H uzayinda tamimlanip asagidaki kosullar1 saglayan bir F fonksiyoneline, sinirli -

lineer fonksiyonel denir:

1. Herx,y € HveherA,u € K icin
F(Ax + py) = AF(x) + uF (y) dir. (2.3)

2. Her x € H ve bir c sabiti i¢in
|F(x)] < c|lx|| dir. (2.4)

(Naimark, 1968).

Tamm 2.1.8. A: H — H olmak {izere bir A lineer operatorii verilsin. Her x € H igin
lAx|l < c Il (2.5)

esitsizligi saglanacak sekilde bir ¢ sayis1 varsa A ya siirlt operator denir. Bu ¢ sayilarinin

infimumuna A sinirli operatoriiniin normu denir ve [|A]| ile gosterilir (Kreyszig, 1978).

3



Tamm 2.1.9. H bir Hilbert uzay: ve A bu uzayda bir lineer operatdr olmak tizere, A

nin tanim kiimesi D(A), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her f € D(A) i¢in,

(Af,9) = (f,A"9) (2.6)

esitligini saplayan A* operatdriine A operatoriiniin eslenik operatorii denir. Bu esitligi
saglayan g € H vektorler kiimesine A* in tanim kiimesi denir ve D(A*) ile gosterilir. A*
operatorii asagidaki esitlikleri saglar:
. A=A
ii. (A4) =24"
iii. (A+B)=4"+B"
iv. (AB)'=BA"
V. ||1A*|| = ||A]l (A siurh iken) (Naimark, 1968).
Tammm 2.1.10. A* = A ise, A ya kendine es operator adi verilir. (Akhiezer ve
Glazman, 1963).
Tanmm 2.1.11. A lineer operatdriiniin D(A) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda

yogun olmak tizere, her f € D(A) igin,

Im(Af,f) =0 (2.7)

ise, A lineer operatoriine dissipatif (dissipative) operator denir. (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1991).

Tamm 2.1.12. 4, D(A) tanim bolgesinde sinirli lineer bir operatdr olmak iizere

Ay =y (2.8)

esitligini saglayan bir y # 0 vektorli mevcut ise, A sayisina A operatoriiniin 6zdegeri, y
vektoriine ise A operatdriiniin 6zvektorii denir (Naimark, 1968).
Tamm 2.1.13. Bir X vektor uzayindaki, x;,x,, ..., X, vektorlerinden olusan bir M

kiimesini ele alalim. a4, ay, ..., a,, skalerler olmak iizere,

a;x1+azx, + -+ apx, =0 (2.9)



esitligi, ancak ve ancak a; = a, = -+ = a,, = 0 olmas1 halinde gerceklesiyorsa, x;, x5, ..., X,
vektorleri, diger bir deyimle, M kiimesi, lineer bagimsiz, aksi halde, lineer bagimlidir
denir.

X uzaymin keyfi bir M altkiimesini gbz Oniine alalim. Eger M nin, bos olmayan her
sonlu altkiimesi lineer bagimsiz ise, M’ye lineer bagimsizdir denir (Cakar, 2007) .

Tanimdan da anlasilacagi gibi, M = {x, ..., x,,} kiimesinin lineer bagimli olmasi
halinde, M nin vektorlerinden en az bir tanesi digerlerinin bir lineer kombinasyonu olarak
ifade edilebilir. Ornegin, (2.9) esitligi, a,, # 0 olmak iizere gergekleniyorsa, M kiimesi

lineer bagimli olup a,,’1 (2.9) esitliginden faydalanarak ¢ozebiliriz:

xm = ﬁ1x1+...+ﬁm_1xm_1 (210)

(Cakar, 2007)

Tamm 2.1.14. Adi diferansiyel denklemler Lu = f operator seklinde yazilabilir.
Verilen sinir sartlar ile birlikte bu esitligi saglayan bir u ¢dzlimii arastirilir. D(L), sinir
sartlarin1 saglayan fonksiyonlarin uzayi olarak tanimlanirsa, bu takdirde problem,
D(L)’deki Lu = f denkleminin bir ¢6ziimii olmaya indirgenir. Problemi ¢6zmek i¢in bir yol
L1 ters operatoriinii aramaktir. L™ bulunabiliyorsa ~ Lu = f’in ¢oziimi u = L™1(f)

olarak ifade edilir.

b
u=(L"1Hx) =f G(x,t)f(t)dt (2.11)

a

seklinde bir integral operatoriidiir. G fonksiyonuna L operatoriiniin Green fonksiyonu
denir. (Naimark, 1968).
Tamm 2.1.15. f:[a, b] —» R fonksiyonu verilsin. Eger her € > 0 i¢in 6yle bir § > 0

say1s1 varsa ki,

n
Zlhkl <4 (2.12)
k=1

sartin1 saglayan her sonlu sayida [xy, x; + hy] araliklar1 i¢in



D UG+ ha) = Foadl < (2.13)
k=1

oluyorsa f fonksiyonun a [a, b] kapali araliginda mutlak siireklidir denir (Balc1, 2010).



3. BIiR BOYUTLU DIRAC SISTEMININ TANIMI VE OZELLIKLERI

3.1.  Bir Boyutlu Dirac Sisteminin Kanonik Bicime Indirgenmesi

pik:[0,7] — R (i,k = 1,2) siirekli fonksiyonlar olmak iizere asagidaki matris

denklemi ele alalim:

d
BY Px)y =2y, y(x)= (yl(x))-

dx y2(x)
B = ( 0 1 ) p(x) = (Pn(x) P12(x)> D12 (%) = poy (1), P (), i,k = 1,2 (3.1)
-1 0/ p21(x) p2(x)) T2 2L PSS S ’

gercek degerli fonksiyon olarak tanimlansin ve bu fonksiyonlar [0, 7] araliginda siirekli
olsun, ve A bir parametre olsun.

Bu sistem iki birinci dereceden adi diferansiyel denklem sistemine esit olur:

y2 + P11(0)y1 + P12 (Y2 = Ay
, (3.2)
—y1 + P21(0)y1 + P22 ()Y, = Ay,

p11(x) = P21 (x) =0, py1(x) = V(X) + m, py,(x) = V(X) — m durumunda (3.2) denklem
sistemi, rolatif kuantum teorisinde ‘Bir Boyutlu Duragan Dirac Sistemi’ olarak bilinir.
Burada V(x) potansiyel fonksiyonu ve m pargacigin kiitlesidir.

H = H(x) iki boyutlu uzayin diizgiin ortogonal déniisiimii olsun. Iki boyutlu bir uzaymn
sabit ortogonal ve normal bir baz yardimi ile ortogonal déniisiimii,

_(cosp(x) —sing(x)
H(x) = ( sing(x) cos@(x)

Kolayca goriiliyor ki B ve H matrisleri degisme 6zelligine sahiptir: BH = HB. (3.1)

) matris formunda oldugu bilinmektedir.

denkleminde degisken doniisiimii yapar y = Hz ve esitligin her iki tarafim H™ ile

carparsak, sunu elde ederiz:

d
H™'B——(Hz) + H"'PHz = H™'1Hz,

veya
de+(H—1B d H+H—1PH> =2 3.3

dx dx L= (3:3)
elde edilir.



d
Q(x) =H 'B—H+ H'PH
dx

matrisini hesaplamak igin, elimizde su esitlik vardir:

w i =("57 )

ve

. . 1 .
P11 €OS% @ + Py, SIN2¢ + pyy Sin? ¢ P12€0S 2 + 5 (P22 — P11)Sin 2 ¢
H™1pH = 2

1 : : .
P12€0S2¢ +5 (P22 ~P11)sin2¢  piy sin” @ +p;, Sin 2 ¢ + p,, cos® @
Bu nedenle, Q matrisinin

— q11(x)  qq2(x)
Q) = <Q12(x) ‘hz(x))

@'+ p11€05% @ + Pz Sin 29 +pyy sin® P12C0s2¢ + % (P22 —p11)sin2¢
P12€0S 20+ (P22 — P11) Sin 20 @'+ py15in® @ —pi;sin2 ¢ +py; cos® @
formunda oldugu elde edilir. ¢ (x) fonksiyonu 6yle secelim ki, gi2 (X) = 0 olsun.
O halde

1
P12(x) €05 20(x) +5{p,, () - p,, ()} sin2(x) = 0

olur. p;;(x) # p,,(x) ise 0 zaman

¢(x) = -arctan 2012 (%)
2 P22(x) — p11(x)

bulunur ve Q(x) matrisi su formu alir:

0(x) = (‘hlo(x) 0 ) _ (P(Ox) 0 )

G22(x) r(x)
Buradan (3.3) denklemi
0 1\dz (-p(x) O _
(—1 o)a+< 0 —r(x))Z_AZ (34

formunda yazilabilir. Simdi ¢(x) fonksiyonunu g;,(x) + g,2(x) =0 olacak bigimde
secelim. Yani 2¢’(x) + py1(x) + pa2(x) = 0 olsun. O halde ¢ (x)’i ¢ekersek asagidaki
denklemi elde ederiz.

¢ () = =3 [ p11(5) + p22(s)} ds olur.

Buradan (3.3) teki denklem

d
(_01 é)ﬁ + (Zgg _qrfg)) z=1z (3.5)



formunda oldugu bulunur.

Sonrasinda (3.4) ve (3.5) denklemlerine, (3.1) denkleminin kanonik formu denir.
(3.1) denkleminin gesitli spektral ozellikleri arastirilirken bu kanonik formlardan uygun
olan1 kullanilir. Ornegin, (3.1) denkleminin o6zdegerlerinin ve 6z fonksiyonlarinmn
asimptotik davraniglarimi aragtirirken veya keyfi bir vektér fonksiyonunun (3.1)
denkleminin 6z vektor fonksiyonlarma goére agilim formiillerini incelerken (3.4) kanonik
formunu kullanmak uygundur. Buna karsilik (3.1) denkleminin 6z degerlerinin sayisinin
asimptotik davramiglar1 ile ilgili problemlerde ve sonsuz araliklar tizerindeki ters
problemlerde , (3.5)’teki kanonik denklemlerini kullanmak daha uygun olur (Levitan ve

Sargsyan, 1991).

3.2.  Smr Kosullar ile Verilen Dirac Operatoriiniin Oz Degerleri ve Oz Vektor

Fonksiyonlarinin Bazi Temel Ozellikleri

p(x) ve r(x), [0, m] araliginda stirekli, reel degerli fonksiyonlar ve a,f ¢R olmak
tizere (3.2) denklemler sistemi i¢in (3.4) kanonik formunun kullanildig1 asagidaki sinir

deger problemini géz oniine alalim:

y2={A+p®y1 =0, yi—{1+r(0)}y; =0, (3.6)
y1(0)sina + y,(0) cosa = 0, 3.7)
y1(m)sinf + y,(m) cos f = 0. (3.8)

Varsayalim ki 1 = 4, sayisi igin (3.6) - (3.8) sinir deger problemi, asikardan farkli

_(v1(x,29)
Y do) = (y; (x, /’lco))>

¢Oziimiine sahiptir. Bu durumda A, sayisina 6zdeger ve y(x, 1) vektor fonksiyonuna da A,
0z degerine karsilik gelen 6z vektor fonksiyonu denir (Levitan ve Sargsyan, 1991).
Onerme 3.2.1. (3.6)-(3.8) smir deger probleminin farkli A; , A, dzdegerlerine
karsilik gelen y(x, 1;) Ve z(x, ;) 6z vektor fonksiyonlari birbirine ortogonaldir.
ispat: y(x, A1) ve z(x,2,) vektdr fonksiyonlari (3.6)’daki sistemin ¢éziimii olduklari
i¢in,
y2(6, A1) = {4 + p()}y1(x, A1) = 0, z3(x, 22) — {22 + p(x)}z1(x, 4,) = 0
y10, ) — {4 +r()}y (6, A) =0, z1(x,A,) — {4, + r(x)}z5(x,1,) =0

9



yazilabilir. Sirasiyla z; (x, A,), —z,(x, 4,), —y; (x, A1), y»(x, 1) fonksiyonlar1 ile ¢arpilip taraf

tarafa toplanirsa,

d
dx {1 (6, 4122 (x, A1) — y2(x, A1)z, (x, A1)}

= (A — ) {y1(x, 41)z1(x, 42) + ¥2(x, A1) 25 (x, 42) }
elde edilir. Esitligin her iki tarafinin 0’dan 7’ye integrali alinirsa

(s — 22) fo 0166 2021 (6 A) + 5 (6 2025 (3, 2)} dx =

Ay — 1) fo (6 AD)20x ) dx = (1.6, A1) 25 (6 Az) — ¥2 (6 A1) 22 (x5, A) NS

esitliginin sag tarafi, (3.7) - (3.8) sinir kosullarindan dolayi sifir olur. O halde
s

(A1 — Az)j {10, 441)z1(x, 22) + 2 (x, A1)z, (x, A2)}dx = 0 (3:9)
0

dir. A;#4, oldugundan iistteki esitligin her iki tarafi (1; — 1,) sayisina bdliiniirse

fo {1 (x5, 4121 (x, A2) + y2(x, 4122 (x,A2)}dx = 0

elde edilir.

Onerme 3.2.2. (3.6) - (3.8) deki smir deger probleminin 6zdegerleri reeldir
(Levitan ve Sargsyan, 1991).

Ispat: 1, sayis1 (3.6) - (3.8) sinir deger probleminin bir 6zdegeri ve y(x,1,) bu
0zdegere karsilik gelen ozvektor fonksiyonu olsun. O halde
y(x, o) # 0 dir. Kolayca gosterilebilir ki, 2, sayis1 da (3.6) - (3.8) smnir deger probleminin

bir 6zdegeridir ve bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor fonksiyonu y(x,1,) dir. Buna gore
(3.9) denklemi

(A-T5) f (1 Co A0 [2 + 1y, A0 |2 dx = 0
0

halini alir. y(x, Ay) 0 oldugundan

Vs
f (1 e 4012 + ys (x, A) 2} dx > 0
0

dir. O halde 2 — 1, = 0 yani 1 =1, dir. Buradan 1 € R elde edilir (Levitan ve Sargsyan,
1991).
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3.3 Yar1 Eksen Uzerinde Parseval Esitliginin ispati

01(x) ve gz2(x) katsayilarmin her sonlu [0,b] aralig1 i¢in siirekli oldugu asagidaki

probleme bakalim:

(0<x <)
Y2 —{1+ ¢1()}y =0, (3.10)
y'1+{A+ q2(0)}y, =0, (3.11)

¢(x, ) fonksiyonu (3.10) - (3.11) sisteminin asagidaki kosullari saglayan ¢6ziimii olsun.

¢1(0,1) = cos a,(pz(O, l) = —sina,a € R. (3.12)
) (x, l) fonksiyonunun,

yl(O, /1) sina + yz(O, ﬁ,) cosa =0 (3.13)

kosulunu sagladigi agiktir.

Ayrica (3.10), (3.11) ve (3.13) problemlerinin siir kosuluna ek olarak b herhangi bir

pozitif say1 ve S herhangi bir reel say1 olmak lizere,
2] (b, A ) sinB + y,(b, 1) cos B = 0 sinir kosullar1 verilsin. (3.14)

(3.10), (3.11), (3.13) ve (3.14)’teki problem regiilerdir. 1, , problemin (3.12) kosulunu
saglayan ozdegeri (eigen deger) ve ¢, ,(x) = @(x, A, ) de vektor degerli 6z fonksiyon
(eigen fonksiyonu) olsun.

Eger f(x) € L*(0,0)ve aj, = fob{ 03 (x, Aoyt 03 (x, A ,p)}dx ise Parseval denklemi

olarak bilinen asagidaki denklemi elde ederiz:

[e9) 2

b 1 b
| {ff(x)+f22(x)}dx=z - { | fT(x)cpn,b<x)dx} 3.15)
0 Ohp o

n=-—oo
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Monoton artan p,(4) basamak fonksiyonunu asagidaki gibi tanimlayalim:

— 420
pr(A) = 0=y p<] b (3.16)
(=1 , A<0

O zaman (3.15) ifadesini F(1) = fob FT(x)@(x,1)dx olmak lizere su sekilde yazabiliriz:

[ Q) + f20Ydx = [ F2(A)dp,(2). (3.17)

Daha sonra (3.10), (3.11) ve (3.13) problemi igin Parseval esitliginin (3.17) de b — oo iken
limit alinarak elde edildigini gormekteyiz.
Yardimcr Teorem 3.3.1. Keyfi bir N pozitif sayisi i¢in, b’ye bagli olmayan bir

A = A(N) pozitif sabiti vardir. Oyleki;

N

1

Vo= > o =p@)—p(-N) < Adr.

-N

n,b
—N<AnpsN

_SN

Ispat: Ilk olarak, f,(x) vektor degerli fonksiyonu [0, n], n < b, araliginin diginda
stfir olsun, birinci tiirevi olsun ve (3.13)’teki sinir kosullarimi saglasin. (3.17)’deki

Parseval esitligini f,,(x) e uyguladigimizda

P00 + f2))dx = [7 E2 (D)dpy(2) (3.18)

elde ederiz ve

F() = [y £ ()@ (x, )dx (3.19)

olmaktadir.

¢ (x, A) fonksiyonu (3.10) , (3.11) sistemini sagladigi i¢in

1
p1(x, 1) = 1 [o'2 — 1 ()4l
9206, 2) =2 [—9'1 — ¢z ()p,] olur. O zaman

Fd =2 [ fin @[, (6, 2) = 41001 (6, D]dx +2 [ fon ([ =", (6, 2) — q2()p (x, )] dx
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dir. Ayrica f,,(x)ve ¢,(x,A)’nin her ikisi de (3.13)’teki sinir kosullarini sagladigi igin,

f(x), b noktas1 civarinda sifir oldugundan, sunu elde ederiz:

1 b
Fn(A) = IL {‘Pl (x: /1) [fIZn(x) - Q1(x)f1n(x)] + @3 (x, /1) [_fln(x) —q2 (x)on(x)]}dx-

Dolayisiyla, keyfi bir sonlu N > 0 i¢in, (3.17)’deki Parseval esitligiyle asagidaki esitlik
elde edilir:

f F2()dpy(2)
IA|>N

1 b .
< NZ . {J; [o1 0, D{f'2n — q1(0) fin}

2
+ @20, D{=f"1n — q2(X) fan}] dx} dpp (1)
1 (© (P
< 31| A 0= a0
2
+ @206 D{=f"1n — q2(X) f2n}] dx} dpp (1)

1 n
=2 | (1P = @il + [y + 000 o]

(3.18) esitliginden

(2 + fAGOMx — [N B2 D)dpy ()] < {[f'm @0 ] +} (3:20)
5 05000 + e = [y B iy ] < 35 ) [F'1n + 420 fonl?

elde edilir. Teorem 3.3.1 ile monoton fonksiyon kiimesi {P, (1)}, =N < A < N sinirlandirilir.

Bu nedenle, P, (1) fonksiyonunun bir monoton fonksiyon olan p(4)fonksiyonuna
yakinsak olan bir by serisini segebiliriz. (3.20) esitliginde by ’ya gore limiti gegersek, sunu

elde ederiz:

n Zn Zn dx — N FnZ Nd p) {[f 2n Ch(x)fln] +}d
|3 200 + FRCoddx — [N EEdpy )| < o 7 e e

Sonug olarak N — oo olursa [1'{f%,(x) + f£,()}dx = [ EZ()dp(A), elde edilir.

Boylece asagidaki teoremi ispatlamis olduk.
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Teorem 3.3.1. f(x) € L?(0,) bir vektor degerli fonksiyon olsun. f(x) ve F(A)’ya
bagli olmayan bir monoton artan p(A) , —co < A < oo fonksiyonu vardir. (3.10), (3.11) ve
(3.13) problemleri asagidaki esitlikle gegerlidir:

S RGO + RO = [ F2(D)dp(A). (3.21)

F) = [J{A@)01(x, 1) + f,()92(x, D}dx,

limp o0 [, (F (D) = B, (DY dp(2) = 0.

Iki vektor degerli fonksiyon olan f(x) ve g(x), LZ(O, o) sinifinda olsun ve F(1) ve G(1) da
bunlarin Fourier doniisiimleri olsun. f(x) + g(x) ifadesinin Fourier doniisiimleri olarak

F(A) £ G() ifadesine sahip oldugu acik¢a goriilmektedir. Bu nedenle (3.12) den,
j {[fi + 9112 + [f2 + 9212 (0)}dx = f {F+G¥* (Wdp),
0 —00

Jy {lfi — 912 + [f2 — 9202 (0)}dx = [ {F — G}* (D)dp(A) elde edilir.

Buradaki birinci esitligi ikinciden ¢ikardigimizda

J, {f1-91+ f2 + 923@)dx = [7 F()G(D)dp(2) (3.22)

Genellestirilmis Parseval Esitligi elde ederiz.
Teorem 3.3.2. f(x) € L?(0,0),0 <x <o , regiler vektér degerli fonksiyon

olsun. ¢(x,A) ve F(A) daha 6nce tanimladigimiz gibi olsun ve

IZ FDey (6, NdpA),  [5 F(D)@,(x, Ddp(2) (3.23)

integralleri x e gore sonlu her aralikta mutlak ve diizgiin yakinsak olsun. O zaman
£ = | P01t Do),

200 = [2, FQ)p2(x, Ddp(2) dir.
Ispat: g(x), [0, n] sonlu araligmin disinda sifir olan bir vektor degerli fonksiyon
olsun. O halde (3.12) den

Iy 191+ f2923 dx = [ F{[; 19101 + g202)(x)dx}dp(2) elde edilir.
Mutlak yakinsama, en son integraldeki integralin sirasin1 degistirmemize izin verir ve tim

esitligi su sekilde yeniden yazariz:
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n( [fl(x)— j F (/1)<p1(x,/1)dp(/1)] g1(x)

Iy

o } dx = 0.
+ [fz(x) - | Fwe mdpw] 920
g(x) keyfi oldugu ve f(x) ile (3.23)’teki fonksiyonlar siirekli oldugu igin, en son

integrandda g, (x) ve g,(x)’in katsayilar1 sifirdir. Bu sekilde ispat tamamlanmuis olur.

3.4. Limit Cember ve Limit Nokta Durumlari

Bu kisimda yine [0, o) araligini ele aliyoruz ve g;(x) ve g, (x) fonksiyonlariin her
sonlu aralikta regiiler olsun.

0 l)d_y (ql(x) 0

Ly = (_1 o) 0 qz(x))y = Aoy denkleminin her ¢(x,1,) ¢ozlimii

f |<o(x,ao)|2dxzf (o1t D2 + 195 (x, A0)]2} dx < o0
0 0

kosulunu belli bir A, karmasik degeri icin sagliyorsa, sonsuzdaki limit g¢ember
durumundayiz diyecegiz; diger tirlii ise, L operatorii i¢in sonsuzdaki limit nokta
durumunday1z diyecegiz. Tanimi dogrulamak i¢in, bu siniflandirmanin sadece L’ye bagl
oldugunu, secilen 4, degerine bagli olmadigini gostermek gerekmektedir.

¢ (x, A) fonksiyonu yukaridaki gibi olsun ve 9(x, 1) fonksiyonu
91(0,x) = sina,9,(0,1) = cosa (3.24)

kosullarin1 saglayan (3.10) , (3.11) sisteminin ¢6ziimii olsun. F(x)ve G(x), Avel ye

karsilik gelen (3.10) ve (3.11)’in iki ¢6zlimii olursa,

@ =2 [ FT )6 dx = [[H{F ()6 + 41 (0)61] + H0)[=6"1 + ¢>(0)6,] +
Xy d

G1()[—F'y — g1 () F1] + Go[F'y — q2(x) G2 }dx = fX1 EW{F» GY()dx = W=y, {F, G} —
Wy=x {F,G}. (3.25)

elde edilir. Ozel olarak A = A’ olursa,(3.25) den W,{F,G} = F1(X)G,(X) — F2(X)G1(X) =
sabit olur. Bu durumda, ¢(x,1) ye 9(x,4) (3.10) (3.11)’sisteminin iki lineer bagimsiz

¢Ozlimii olmak tlizere W{¢p,9} = 1 ve sistemin genel ¢oziimi I9(x, 1) + fo(x, 1)

seklindedir. Simdi X = b noktasinda
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{9:(b, ) + lo (b, D)} cos B +{9,(b, 1) + lp,(b,A)}sinB =0 (3.26)

sinir kosulunu saglayan ¢éziimleri géz oniine alalim. O zaman sunu yazalim:
_ Yy(b,A) cot B +I9,(b,A)
~ 910.B cotB+ (b, D)
A € C icin, elde edilen regiiler problemin 6zdegerleri reel oldugunda payda sifir olamaz.

Buradan, cot # kompleks bir say1 olan z ile yer degistirirse [ = [(A,z) A’nin meromorf

fonksiyondur. Alt ve iist yar1 diizlemde regiilerdir. Bu durumda,

_ 91(b )z +93(bA)
0,(bA)z + @, (b2)

1=1(42) =

(3.27)

z diizlemindeki reel eksen [ diizlemindeki bir Cp cemberiyle eslestirelim. Bu durumda

- _ P2 (brl)
1(b,A)

Z=—p,(b,1)/P,(b,1) ile eslesir.

[ = oo ile eslesirken, gemberin merkezi asagidakiyle eslesir.

Bu nedenle, merkez su noktadir:

9 (0,1)@2(b,7)—92(b,1)¢1(b7)
©1(0,)92(b,7)~92(b,D)@1(b7)

(3.28)

Ayrica,
{_ @2(b, A)} _ li {‘Pz (b, 1) P2 (b' /T)} _ li @2(b, )p1(b, 7) — @2(b, 7)1 (b, 1)
p1(b, 1)) 2 (p1(b,A)  @y(b, 7)) 2 lp1 (b, D)I? .

Eger A= A, A =u+ iv olursa (3.25) den, asagidaki son esitlik meydana gelir:

. {goz ®, /’l)} 1 G Mes (3 1) +02(x, Do (2, 7) e
o1 (0D PACKIE

Bu esitlik, v> 0 olursa, iist yar1 diizlemin Cp’nin disiyla eslestigini gosterir. Simdi bu

¢cemberin yarigapini hesaplayalim.

7-91 (b, A)QDZ (b' Z) B 192 (b' A)(pl (b, Z) _ 7-92 (b' /1)
910, D2(b,7) — 02(b, Dpa(b,7) @20, D)
Dolayistyla, (3.25)’yi ve W{¢p, 9} = 1’i kullanarak asagidaki ifadeyi buluruz.

p =

To = 5151 (1010 e DI dx)_l (3.29)
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Ayrica, Imz < 0 yani i(z- Z) > 0 olursa, v > 0 i¢in |, C, ’nin i¢indedir. Bu nedenle z igin
(3.27)’1i ¢ozerek asagida verilen denklemi elde ederiz:

. {_ lo,(b,A) +9,(b, 1) N @, (b, 2) + D, (b, /1)} >0
"o D) + .5 13,00, ) + 0, 1))~

Buradan,

9,(b, D]} >0 (3.30)

olup, (3.25) ifadesinde A = u + iv, 2 =u—iv, G(x) = F(x) koydugumuzda,
2v [J1F ()2 dx = i{F, (0)F5(0) — F,(0)F; (0)} — i{Fy (b)Fy (b) — Fp (b)Fy (b)) (3.31)

ifadesini buluruz. Bu nedenle eger F(x) = 9(x,4) + lo(x, 1) ise, (3.31)’den sunu elde

ederiz:

20 [719(x, A) + lp(x, )[2dx = iW{9 + lp,d + 1§}, ,
(3.32)

ve (3.30)’a bagli olarak,

2v foblﬁ(x, D)+ 1o, D)2dx < iW{9 + 1o, 9 + l_@}x = 0 elde edilir. Diger taraftan, (3.11) ve
(3.10) ile kullanarak asagidaki ifade elde edilir.

W{9,0}x=0 = W{p, PIx=0 = 0, W{p,9}x=0 = W{¥,P}x=0 =1 yani,

W9 + 1,9 +1p} =1—1=2ilml. (3.33)

(3.32) ifadesinde

Iml

190 ) + lp(x, H|2dx < === elde edilir. (3.34)

Ayni sonu¢ v < 0 (Imz > 0 esitsizligini kullanarak) durumunda da elde edilir. Her iki
durumda da, Imz’nin ve V’nin isaretleri zittir. Agik¢a goriildiigi gibi |, C, nin iizerindedir

ancak ve ancak
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Iml

Jy 19Ce2) + lpCe, DI dx = = ==, (3.35)

Ayrica |,Cp, nin igindeyse ve 0 < b'< b ise,
’ ml .
fob |9 + lp|? dx < f0b|19 +lp|?dx < — — dir.

Bu durumda I, Cp’nin igindedir. Eger b < b ise, Cy ifadesi Cy yi igerir. Sonug olarak b —
o olursa, Cp ¢cemberi ya C,, limit ¢gemberine ya da m,, limit noktasina yakinsak olur. Cy
cembere yakinsak olursa, yarigapi 7., = lim 7, pozitiftir. (3.29) esitliginden ¢(x, 1) €
L?(0,0). Eger m = m(2)C,, lizerinde herhangi bir noktaysa, b > 0 i¢cin m herhangi bir Cy’
nin i¢indedir. Bu nedenle, (3.34) ile asagidaki esitsizlik elde edilir:

b
I
j 19, A) + mo (x, D)2 dx < —?.
0

b — o olursa, 9 + £¢ € L?>(0,) elde ederiz. C, , m,’e yakinsak olursa ayni sonug
gegerlidir. Eger, ImA # 0 ise, (3.10) ve (3.11)’in daima bir ¢éziimii vardir ve L*(0,1)
sinifindadir. ImA # 0 icin Cp, — m., durumunda biitiin ¢dziimler L4(0, «)’a aittir.
Cb — m, durumunda lim 7, = 0’dir ve (3.29)’dan ¢(x,1) ¢ L?(0,) elde edilir.
Dolayisiyla, L?(0,) smifindan tek bir ¢oziimii vardir. Limit ¢gemberinin durumunda I,
C,’nin tizerindedir ancak ve ancak (3.35) esitligi saglanir. Bu nedenle, |, C;’nin tizerindedir
ancak ve ancak fowlﬁ + lp|?dx = —Im 1 olursa ve (3.32), (3.33) ve (3.34)’e dayanarak |,
Cp "nin tizerindedir ancak ve ancak lim,_., W{9(x, 1) + lo(x, 1), 9(x, ) + I@(x, 1)} = 0.
Boylece, asagidaki teorem ispatlanmis oldu.

Teorem 341 ImA+#0 ve o@(A),9(x,4)  y,—{A+q )}y, =0, y'1—
{1+ q2(x)}y, = 0, sisteminin iki lineer bagimsiz ¢cOzlimilyse ve
©1(0,1) = cos a,9,(0,4) = —sin a, 9,(0,4) =sin a, 9,(0,4) = cos a baslangi¢
kosullarini sagliyorsa, ¢(x,4) = 9(x, A1) + £(x, 1)
{9:(b, 1) + Lo (b, D)} cos B+ {9,(b,A) + Lo, (b, A)}sin B = 0 sinir kosulunu saglar ancak ve
ancak kompleks [ diizleminde, ¢ C, lizerindedir ve W{¢p, @},—, = 0 dir. Eger b — o0 ise Cy
ya, C, limit cemberine ya da m, limit noktasina yakinsar. Birinci durumda sistemin biitiin
¢cOziimleri LZ(O, o) smifindadir. Ikinci durumda ImA # 0 igin sadece bir lineer bagimsiz
¢0zim LZ(O, o) sinifindadir. Ayrica limit ¢ember durumunda bir nokta C,, lizerindedir

ancak ve ancak lim . W {y,} = 0 dir.
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Yardimer Teorem 3.4.1. ¢,(x,A) =9(x,A) + lp(x,A) olsun. ImA # 0igin ve
2 o 2
b — oo durumunda, ¥, (x, 1) > p(x ), f [we(x 4)| dx > 7 [e(x 2)| dx dir.
ispat: P (x, /1) € L?(0,0) ve m ( /1) limit gember {izerinde bir nokta oldugundan

PG ) = (x, ﬂ,)+{l(z,b)—m(,1)}<p(x, A) oldugu agiktir. (3.29) formiiliinden

asagidaki denklemi elde edilir:

-1
LG, b) — m(A)| < 27, = (lvl [2loc /1)|2dx> . b — o iken rp— 0 oldugu igin ¥, (x, A) -

Y(x, A) dir. Ayrica,

b 2 2 b 2
f|{l(,1,b)—m(,1)}<p(x,/1)| dx = |l(A,b) —m(1)| f loCx, 2)| dx
0 0

b -1
< (vzf lo(x, ﬁ)|2dx> dir.
0

2 [ee) 2 age
Buradan v = ImA # 0 igin b — oo iken, f0b|l,bb(x, /I)| dx - [ |l,l)(x, /1)| dx elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde sinir kosullarinda spektral parametre bulunduran gegis kosullu Dirac
sistemlerinin spektral 6zelliklerini inceleyecegiz. Dirac sistemlerinin, V(x) elektrostatik
alaninda rolativistik elektronunu belirtti bilinmektedir. Eger V kiiresel simetrik ise kiiresel
harmonik doniisiimii kullanarak degiskenlere ayirma yontemi ile bu problem,

Voo)-mc?2  chkx™1

d
L= —ch dx + (cr"zkx‘1 Vo)+me?

)xel=hulL:=0al=(1] @

iki boyutlu sistem formuna doniisiir. Burada 0 singuler nokta, ¢ > 0 1s1k hiz1 , k € Z{0},

0
1

L diferansiyel ifadesinden operatorlere gegmek icin, C2deki vektor degeri fonksiyonlarin

V(X) kiiresel simetrik potansiyeli, m > 0 pargacigin kiitlesi ve J = ( _01) dir.

uzayini géz oniine alahm. Bu uzay (y,z) = fol(y(x),z(x)) gdx (E == C?) i¢ c¢arpim ile

Hilbert uzayi olur. Bu uzay1 H,: = L?(I; E?) ile gosterelim.

D:{y(x) = <§ ; E’?) € Hy, Y1 VeY,, | lizerinde mutlak stirekli ve I(y) € H; } olsun.

D iizerinde L operatoriinii Ly = I, ile tanimlayalim. L limit gember durumunda olsun.

Keyfi y,z € D nin Green formiili

(Ly,z) — v, Lz) = [y, z]q- — [V, Z)o* [V.2Z]1- [y, 2] o (4.2)

ile verilir. Burada [y, z], = Wily,zZ] = y1(x)zo(x) — y,(x)z1(x) Ve lim,_q+[y,z], limiti

vardir ve sonludur.

u(x, 1) = (Z;gg) v(x, 1) = (28%)

0 (x, 2) = {un(x,l) x €l 1, (x, 1) = Uy (x, 1), x €1,
BT luga(x 1) xely 2T Uy (x, 1), x €1
v11(x 1) XEL vy, (6, 1), x € I

JA == { , , ,/—1 —
o) V12(%,4) x €I, vz (%, 4) {Uzz(X, ), x €I

I(y) = Ay,x € 1 denkleminin

ulZ(lJ /1) = 1' u22(1l /1) = O,
ulz(l,l) = 0, uZz(l,A) = 1,

baslangic ve
1
ull(a_' /1) = 81112((1+, ﬂ')luZl(a_i /1) = SuZZ(a+'A)'

1
ull(a_' /1) = 8u12(a+1 ﬂ')luZl(a_i /1) = SuZZ(a+'A)'
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0, is € R gegis kosullarini saglayan ¢6ziimleri olsunlar.

(4.1) denkleminin iki ¢éziimiiniin Wronskian’1 X’e bagh degildir ve bu denklemin iki
¢ozlimiiniin Wronskian’1 sifirdan farkli oldugu siirece, bunlar lineer bagimsizdirlar. Bu
Wronskian’in sifir olmadigr agiktir. L limit ¢gember durumunda oldugundan, u,v € H; ve
ayrica u,v € Ddir. u(x,1) ve wv(x,A)¢oziimleri (4.1) denkleminin temel sistemi
formundadir ve A nin tam fonksiyonudurlar.

u(x) = u(x,0) ve v(x) = v(x,0), I(y) =0 denkleminin

Ui (1) = 1,u,(1) =0
v12(1) = 0,v5,(1) =1,

baslangi¢ kosulunun ¢oziimleri olsunlar.
Yardimer Teorem 4.1. [(y) = 0 denkleminin u(x) ve v(x) ger¢ek ¢oziimleri igin

[u,v], =1 (x € D) olsun. y,s € D igin,

[, slx = ([, ulx[S, v — [y, v]elS,uly) (x € Ddir. (4.3)

Ispat: y;(x) ve z;(x)(i = 1,2) fonksiyonlari reel degerli ve
[w,v], =1 (a < x < b) oldugundan [y, ul,[z, v], — [y, v]clz ul,
=1 (Duz (x) = y2 (s (x)) (21 (Duz (x) — 22 (x) v (x))
— (1 (D2 (x) = y2 ()1 (%)) (21 (D2 (x) = 2, ()1 (x))
=1 (02 (021 ()2 (x) — y1 (U (1) Z () v1 (X)) — y2 (D) us ()2 (v (x) +
Y2 (0)uq ()72 ()1 (%) — ¥1 () ()21 (1) v2 (X)) + y1 (D) u () Z2 () v (%)
+y2 ()2 (0) 21 (1) v1 (%) — y2 () uy (0) 2, (x)v1 (x)

=1 () uz ()25 () vy (x) — Y2 (0)ug (02 () vz (%) — y1 (D) uz ()2 () v, (x) +
Y1 (30U (2)Z, () V2 (%) + Y2 () uz (0) 21 ()1 (%) = (—y1 (0)Z2(x) + y2(x) 21 (x)) (uz ()1 (x) —
Uy (v, (x))

= [y.zlx

elde edilir.

Simdi A karmasik spektral parametre, By, 82, 81,8, € Rve B := Z,l gl > 0 olmak iizere
2 2

l(y) =2y, yED,Xx€E], (4.4)
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—(Buy1 (1) = B2y, (1) = A (B, 31 (1) = B',32(D)), (4.5)

[v,ulo + hly,v]p = 0,Imh >0, (4.6)

yi(a =) =6y (a+) (4.7)
1

y2(a =) = 52(@+) (48)

sinir deger problemini goz Oniine alalim. Kolaylik i¢in asagidaki notasyonlari kullanacagiz:
R1(y) = Biy1(D) — B2y, (1), R'1(y) =p"y:(1) = B",y.(1),
No* ) = [y, ul, N6 () = [y,v],, Ro®) := Ny () + hNg ()

1
N (y) =y, (@a—) —dyi(a+), N(¥):=yz(a —)—g}’z(‘H‘)

Yardimei Teorem 4.2. Her y,z € D igin asagidaki formiiller gecerlidir:

Ri(2) =R.(2),R"1(2) = R'1(2) (4.9)

1 — -
[v,z], = ER1(3’) [R'1(Z) - R’1(}’)R1(Z)]

ispat:

_ 1 (.313’1(1) - .323’2(1))ﬁ’121(1) - B'22,(1)
B —(.3’1)’1(1) - .3’23’2(1))3121(1) — f22,(1)

1 - _
3 [Ri)R'1(2) — R'1(¥)R.(2)]

1 - -
= E[(.Bllﬂz —B'1B82) (v1 (1) z(1) — }’2(1)21(1)]

= [y, z]1.
Simdi

v = ("9). 20 = (") v = (1) 2 -

(zl(x)

5 (x)), vi(.),z;(.) €H,i=12,%,Z € C olmak iizere; H=H;®C Hilbert uzayini
2

<Y, Z>y= foa(y(x), z(x))gdx + fal(y(x),z(x))de + %372_ i¢ ¢arpimui ile tanimlayalim.
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D(A)= {Y(x) = (yg?x)) € H ifadesinin y(x) € D,Ry(y) = 0, § = R'1(y) y (at) tek yonlii
limitleri var ve sonlu ,N; (y) = 0, N,(y) = 0} ile tanimlayalim.

D(A) iizerinde A operatoriinii  AY = [(Y) := (_%(13’()31)) ile tanimlayalim.

Bu nedenle, H’den (4.2)-(4.6) sinir deger problemlerini AY = AY,Y € D (4) olarak
olustururuz. A’nin 6zdegerleri ile uzayi tizerinde ve (4.2)-(4.6) deki sinir deger probleminin
Ozdegerlerinin cakistigi agik¢a goriilmektedir. Simdi A operatoriiniin dissipatif operator
oldugunu ispatlayacagiz.

Teorem 4.3. A operatorii H uzayi tizerinde dissipatiftir.

Ispat: Y € D(A) olsun. Lagrange 6zdesligiyle
(¥, A7) = [y, ¥la- = 1,710 + ¥l = D0 ¥as + 5 [R1OIRG) ~ R IR ()] (4.10)
elde edilir. Y € D(A) oldugu igin,
[V, ¥]a= = [¥,ylas dir. Yardimcr Teorem (4.1)'den (4.11)
v, ¥lo = (y, ulolF, vlo = [y, vl ¥, ulo = —2i Im h ([y,v]o)* bulunur. (4.12)
(4.11), (4.9), (4.12)’dan
Im (AY,Y)) = Imh ([y,v]y)? elde edilir. (4.13)
Burada A operatorii H uzayi tizerinde dissipatif operatordiir.
Sonug¢ 4.4 . A’nin biitlin 6z degerleri Im A > 0 kapali {ist yar1 diizlemdedir.

Teorem 4.5. A operatoriiniin reel 6z degeri yoktur.

Ispat: A operatériiniin reel 6z degerinin 4, oldugunu farz edersek, 1o (x) = v(x, 1)
da 1,'a karsilik gelen 6z fonksiyon olsun. Im (Ang,m)) = Im (AelInoll*) oldugu igin,

(4.13)’ten [nov]o =0 elde edilir. (4.6) smur kosulundan [nyu], = 0 elde edilir. Bu

nedenle,

[M0 (x,20) s ulo = [0 (x,40) ,v]o =0 dir. (4.14)
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Yardimcr Teorem 4.1. den &, (x) =u(x,1y) Yazarsak 1 =[nq,&]lo =[N0 U]o[&0, Vo —
Mo, v]o[€0,ulo elde edilir. (4.14) ifadesinden yukaridaki esitligin sag tarafi 0’a esittir. Bu
celiski teoremi ispatlamaktadir. Ozellikle A’'nin 6z degerinin 0 olmadigina dikkat
edilmelidir. Simdi (4.4) denkleminin

©12(1,4) = B4+ Ba, 022(1,4) = B'14 + By,
N§(X) = —h,N3(X) = 1ve

1
@11(a—, 1) = 8@qz(at, 1), @z,(a—, 1) = g(Pzz(a‘h A,

1
X11(a—4) = 8Xyp(a+,2), Xz, (a—,4) = ngz(a+,/1)
baslangi¢ ve gecis kosullarini saglayan

_ (pll(xl /1); X € Il _ {(pZI(Xf A)I X € Il
(pl(X‘ /1) - {(p12(xi A’)I X € I2 ’ (pZ(X' A) B (p22(X:A)f X E IZ

Xll(X' A)' X € Il le(XIA)) X € Il

XI(X’A) - {Xlz(x,l), X E 12 ’ XZ(X' /1) - {Xzz(x,l), X E 12

p(x, ) = ($1g'j3)ve X(x, 1) = (2 g;;) ¢Ozlimiinii tanimlayalim.
e .

w1 (D) := W[, X]I(x €L ve wy(A) := W[, X](x € 1) olsun. Agikga goriilmektedir Ki
w;, (1) = w,(1),V2 € C. Bu nedenle, w, (1)ve w, (1) sifirlar1 ¢akisiktir,

w(1) = w, (1) = w, (1) olarak tanimlandiginda, w tam fonksiyon olur. (4.9) denkleminden

w(A) = Wyl X] = W;[¢,X] = %(R1(<P)R'1(X) — R'1(@)R1(x)) = Ry (x) + AR (x) elde edilir.

(4.3) denklemini kullanarak

w(A) = W[, X] = Wo[p,X] = N (@)ING(X) — N5 (@)N5(X) = Ro(¢) elde edilir.

w(A) = 0 denkleminin sifirlarinin (4.4)-(4.8) deki sinir deger problemlerinin spektrumuyla
cakistig1 agikca goriilmektedir. w (A1) fonksiyonu sifir degildir. Sayilabilir sayida sonlu katli
1zole sifir yerlere sahiptir.

Simdi T devrik matrisi gostermek tizere,

((e(x)XT(t
M, 0<t<x<1l,x#at+0
w(4)
Gl t, 1) = (4.15)
e(®OX" (%)
—_—, 0<x<t1l,x#at#0
W @
fonksiyonunu tanimlayalim.
— el ..
O zaman F(x) = AG), x €l olmak {izere AY — 1Y = F denkleminin genel ¢6ziimii
2(x), x €I,
— 1 _an-1r — [ GxaP ~ _ ( GxtA) .
Y=(A-A)"F= (R:[@ﬁ)]) Gxa = (i) dir.
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K:= (A — A" tile gosterelim.

Teorem 4.6. K rezolvent operatorii H uzayinda kompakt lineer operatordiir.

Ispat: L operartoriiniin indis defekti (2,2) oldugundan ¢, X € H dir. Buradan,
G(x,t,2) Hilbert-Schmidth ¢ekirdektir. K operatoriiniin g¢ekirdegi Hilbert-Schmidth
cekirdek oldugundan K operatoriiniin kompaktlig1 elde edilir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Bu tez calismasinda Hilbert uzayinda siir kosullarinda spektral parametre
bulunduran gegis kosullu Dirac operatdrii ele alindi. Bu operatdriin dissipatifligi verildi. Oz
degerlerinin reel olmadig1 ve list yar1 kompleks diizlemde oldugu gosterildi.

Green fonksiyonu kuruldu. Green fonksiyonu yardimiyla resolvent operatoriiniin

kompakthig: gosterildi.
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