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ö Z F. T 

Bu çalışMala , ikı ızdils:.ım prensıbının ( 7.weıtHlde rprın z ıp) 

yenı bir ıpi ıncclcn~ı~ ır. Söylekı , ızdüşüm yüzeyle r ı nden bı r ı 

o l arak Izrl'\Şu~ düzlemı ve dıger ı de bu düz l eme bı r E nok

tasınla ~qet 011n bır O k:lre yüzey ı seçı l miş ı r . ye ka r 

sılık qC'}C'n ıı nu'lm "1l'rkpıı k'irenın E deltme nok a~ı. nda ye 

Jık olan ('ks"nın k'lrl'\'1 lellıııı len fa rklı. " noktas ı ve 

ye k.ırşılık JCIC'r'\ 1": ı lş'h .,erkl'Zl .If' o üzerındc ~t ve E den 

.ırklı keyfi salıt bır :1oktac;ı '\lınmıst ı r . \f noktas ı ayn ı 

7amanJa PS'lS ızj'\Ş 111\ • \"rl«'71 . 

a1 ı nnuı; ır . 

ıl, ('ı:;ols ızdil.,üm o' z l emı ola r ak 

Bu s('kıldc tarıf ('lı 11':1 ızdüs'i~ sıstemı , yu kark i özeLı~ın-

(lcn dolayı. "'1l'rkezi v(.· C;:I'ro-Stprcoqrafık izdU , Um pr ensıbı " o l a

rak ıslnlendırll~lS If. rlu sıe;t-c..,dr> u7d'/ln her P noktası , pm 

... terkez i ı z<.H"ünü ve pS fero-Stcreografık iZdU,UmUndcn ıbaret 

(prn , PS) no~ta çıfıı ı le ıje; Pfl imıştir, (prn , ??) ızdO,üm çıf ı 

ve r i lp n M. '1, merkezl~rını bırleştıren ı çek i r dek e k senı n ı n " 

deki 1 ız (,ckırdckl noktasında n ge e n t a nz im dogrusu üzerı nd e 

bı r nokta çı rtı. o l ar ıt- elle edılm ı , t i r. 

Uzayı.n her uo~rusunun izdU,Um o l a rak b i r dogru ve 1 

ç e kirdek nok asından qe en çcmbe r (d09 r u -çember çift.i) bulunmuş

tu r. DUzleMlcr , perspektif ve kuadra t ik b ir bagıntı ile gösteril-

mi şt ır . Bu baqı.n ı ile n ın arakesi çemberinin izdU,OmU 

o lan cm=c~ çakıŞMa çeMberı ı le belirlenmiştir. 

Nokta , dO(Jru ve uil"lcmı n ö ze l durumları ve ay r ıc a ins idens 

bagın ı l arı da etkik eılı lmıştı r. Nokta ve dogrunun i ns idens du 

rumu ıçın ay nı ad l ı izdil,üml erın in ins idens olması,dogru ve d Uz

lemin i nsidens d u rumu ıç in de dogrunun ç akıema nokt larının dOz

lemin çakışma çe~ue ri ıl e ı ns ıdena olması koeulu bulunmuştur.Nok

ta ve d Uzlemin insidens lig i yukarki ö zelikten kolayca elde edı-
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lebiıece~i gibı pm yi merkez kabul eden ve tP~ çaplı çemberi 

dik kesen ve P nin karakteristik çemberi olarak isimlendirilen 

çemberin, düzlemin çakışma çemberini dik kesmesi koşulu 

elde edilmiştir. 

olarak 

ProJektif temel şekillerin gösterilmesi yapılmıştır. D09-

rular demetinin , taşıyıcı düzlemin çakısma çemberi ve demet te-

pesinin karakteristik çemberinin dik kesismesi koşulu ile ve 

dogrular destesinin de deste tepesinin karakteris~ik çemberinin 

verilmesiyle belirıenebilece~i gösterilmiştır. Düzlemler demeti , 

demet ekseninin çakısma noktalarını teMel noktalar kabul eden bir 

çemberler demetıyle ve düzlemler destesınin de, deste tepesınin 

karakterıstik çemberini dik kesen çemberlet destesı ile belirti

lebilece~i açıklanmıştır. 

Durum problemlerı ıncelenmiş, d ogruların kesişme koşulu 

olarak Sfero-Stereografik ızdUşüm çemberlerınin kesişme kiri-

şının, dogruların Merkezi ızdOşümlerinin kesişme noktasından 

geçmesı elde edılmış ve özelıkle paralellik durumunda kesişme 

noktasının karakterıstik çemberınin M nın c~ dıstans çembe -

rini çapı boyunca kesece~ı gösterilmiştir . Bu son özelık aynı 

zamanda bır do~ru ıle düzlemın paralellık koşulunu vermiştir. 

İki düzlemın paralellık koşulu olarak, çakışma çemberlerinın be-

lirtece9ı çemberler demetinin hiperbalik olması ve bu demetin 

sıfır çemberlerini çapueları alan çemberin CM çemberini çap ı 

boyunca kesece9i bulunmuştur. 
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ZUC;A ··'·-1~Nf' ASS' mr; 

in dle~er Arbplt wir~ ein neuer TVO rleQ Zweibıı~rrorjnzipR 

unter~nch . '1abcl wien eine dpr beirlen Ri ldfUichcn ,ıls ~ildebene 

~ unO. die andere als eine KUQel t newKhlt, die in einem Punkt 

~ berilhrt. T)as zu ". oehöricte I'\bbildunoc;zen ru", wird ın dem 

von F versehiedenen ~nrloıınk ~ des rlurch E laufenden Kugel-

durchmessers angenommen, das zu gchörıgc ın cınem bclibigcn f 

von E und -, versehıcdenen Punkl ~L der Yuqel. Dcr Punkt " 

ist das Hauptabbildungszen cum, die Ilaup bıldebenc . 

Das so definierte Abbildungsprin zip wird wcgen der genann -

ten Eigenschaf en als "J\bbIIdung mıttels Zen ralriss und sphll r o-

stereographischen Q;iss" bezeichnet . Beı dıeser Abbildunsart wırd 

jeder Punk P des RBUrılCS du rch das Punktepaar (pm pS) 
• 1 dargc-

sıellt , da. au. deM Zen ralrıss pm und ~C"' sphiro-stereografı-

sc hen Riss ps 
l 

von P besteh Da. Punktcpaar qehört eıne r Ge-

raden von iın , ct ie den 5purpunk der rocraden ı IR '1'1 ı 

enth~l ; dıe r,eraue 1 wırd als ~ernachsc bezeıchn .ls 

Kernpunkt unrl jede durch i laufande Gerade von ~ als Oruncr. 

Als Bild jede r Geraden d des Raumes ergıbt sich cıne Ge-

rada und ein durch i ıaufender Kreis , alsa ein Geradcn-Kreis-

Paar. Jcde Ebe nc wird uurch eine pe r spektive quadratısche 

Verwandtschaft da r ges ell . Die Verwandtschaf ıs dureh ıhre:ı 

Koin zidenzkrcis 

von und . .. 
CM .,.. eS 

l ' 

bestimm . 

d .h. da~ 'ıld 1~c; 5chnıttkrcı'iCS c 

in der Arbeit werdcn fernpr Jıe Punk e , Geraden und [bc-

nen besonderer Lage und dıe Jnzıdenzb zichunqcn unıersuch Dıe 

Bedingung fUr die Inzıdenz von Punk en und 'iaradan ıs <he In-

zidenz ihrer gleichnamıgen pisse ; rlic Rcc1ıngunQ Hlr che Inzırtenz 

von GeClI tcn und rbenen ist dıe [nzıclcnz dcr Koınzıdcnzpunklc der 

Coradcn T'\L t den K)i nzıdenzkreLs dcr Ehcne . A ı c; Be lı ngung fUr d 1 e 
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Inzidenz eines Punktes P mit einer Ebene ergibt sich die Tatsa-

che, dass der aua dem Bildpaar ,pm ,p~) von P ableitbare "charak

terlstieche Krela" dieses Punktes, d.h. der Kreia mit der Mitte 

pm und dem Radius 

schneidet. 

ıpa den Koinzidenz~rei8 der Ebene 
1 ' 

normal 

Die Darsteııung der projektiven Grundgebilde ergibt als 

Bild eines StrahlbUschels den Koinzidenzkreis seiner TrSgerebene 

und den diesen Krela normal schneidenden chacdkteristischen Krais 

seines 5cheitels; als Bild eines 5trahlbilndels den charakteristi -

schen Krela des BündelscheitelsJ als Bild eines EbenenbUsche ls 

das Krelsbüschel, dessen Grundpunkte die Koinzidenzpunkte der Bü-

schelachse daratellen und als Bild eines EbenenbUndels das Kreis-

bUndel, dessen Orthogonalkreis der charakteristische Kreis des 

BOndelscheitels ist. 

Die Untersuchung der Lagenbeziehungen ergibt als Schnitt-

bedingung von Geraden die Beziehung, dass die Schnittsehne ihrer 

eiIdkreise durch den Schnittpunkt ihrer Bildgeraden I~uft; ins-

besondere ergibt sich als Bedingung für die Paraılelit~t zweier 

Geraden , class der charakteristische Kreis des SChnittpunktes den 

Distanzkreis cn von 11 nach einem Durchmesser schneidet. Die 

Ietztgenannte Eigenschaft charakterisiert auch die ParaIlelit~t 

von Geraden und Ebenen . Als Bedingung fOr die ParaIlelit~t zwei-

er Ebenen ergibt sich, dass das durch die Koinzidenzkreise der 

Ebenen bestimmte Kreisbüsehel hyperbolisch ist und der Kreis, 

der die Nullkreise des eüsehels zu Endpunkten eines Durchmessers 

besi tzt, den Kre ia C~t nach einem Durchmesser schneidet. 



GİRİş: '~ERKEZ I VE SFERO-STEREOCRAF IK IZOUSUM PRENS IBI"NI N 
T~NIMJ 

Bu çalışma , uzay şekillerinin it t)zel iki izdn,üm prensibi" 

ne l ) analog " ~er~ezi izdüeüm tt ve " Sfero-Stereo~rafik izdO,üm" 

prensipleri yardı~ıyıe gösterilmesi ana fikrine dayanıla rak ha-

zırlanr\l.' ır. 

1ki izdUe(\", ki resiM ) prensibinde uzayda al.nan iki 

• i • • izdnoU.rl\ dHzleT'\i yerine burada " düzlemi ve • kUre yU-
2 

zeyi alınmıştır. M esas izdU,Um merkezi olarak " }e tekabUl 

eden M2 izdU,Um merkezi ile çakı,an nokta ve • esas izdU,Um 

düzlemi de "2 ile çakı.an düzlem seçilmiştir. ~ kUresi , uzayda 

yatay durumda düşünülen sabit w esas izdU.üm düzlemine teget 

durumunda alınmıştır . M s M ı esas i~dü.üm merkezi • nin w 

ye degdigi noktasından geçen düşey zekseninin kOrcyi deıdigi 

diger nokta olarak kabul edilmiştir. • izdU,Um kUresine ait Mı 

tali izdU,nm merkezi ise, tUzerinde M den ve w ye degme nok-

ta.ından farklı olan keyfi sabit bir nokta alınmı,tır. 

Burada iki izdU.Um prensibinde oldugu gibi MMı:i sabit 

dogrusuna çekirdek ekseni ve bunun n deki ı izine de çekirdek 

nokta •• diyecegiz. i den geçen dUzlemler çekirdek dUzlemleri ve 

t rlen geçen w nin dogruları da çekirdek ı,ınları olarak isim

lendirilecektir. 

Uzayın noktaları bir taraftan Mı izdU,Um merkezinden Wı=W 

iZdU,üm dUzlemi Uzerine, diger taraftan Mı den • izdU,üm kU-

re.i Ozerıne izdO,OrOlmektedir. Elde edilen izdO,Um noktaları 

MsM ı esas izdUeüm merkezinden w=w, resim dUzlemı Uzerine iz-

dU,UrUlerek uzay noktasının • dek. izdU,Um çifti tayin edil-

mektedir . M=M2 ve n="ı oldugundan birinci izdU.Um dogrudan 

i) MULLER, E.- !(RUHA. J. Vorleaungen Uber Daratellende Ceoaet
rie. Band.l . Die Llne.ren AbblLdunıen 
Wien (L923) Selte:124. 
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d09 ruya uzay noktalarının n="2 deki pm merkezI izdUsilmUnü ve

rir. İkinci izdUşUmde uzay noktasının önce $ üzerindeki P1 Sfe

rik izdUşUrnU bulunmakta ve elde edilen P, Sferik izdUşümU M=M2 

Uzerine pS Stereografik 2 ) izdüsUmU olarak izdüşürUl
ı 

mektedir . 

Böylece her uzay noktası , n="2 esas izdUsüm düzleminde pm 

Merkezi izdUşUrn " ve P~ "Sfero-Stereografik izdUşüm " çifti 

ile gösterilmektedir . Bu şekilde belirtilen gösterme prensibine 

,t Merkezi ve Sfero-Stereografik izdüşüm prensibi" adını veriya -

ruz . 

Uzaydaki do9ru, düzlem , temel projektif şekiller ve düje r 

bUtün uzay şekilleri noktaların geometrik yeri olarak düşünOlecek 

ve " MerkezI ve 5fero-Stereografik izdüşUmleri bunlara ait nok-

taların izdüşüm çiftleri olarak araştırılacaktır. 

ı) HORNINGER, H . Tasarı Geomet ri Prensiple ri. Sayfa:ıı2. 
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1 - 'IOKTALARI~ GIlSTER1LMES/ 

Uzayı n her P nokt~sl , yukarıda anımlanan ızdU'üm 91~ e-

m ındc bir ta raftan M esas izdU,ün merkezinden ı"esım dilz-

lemı ne 1 zdUeUrUlerek pm ""erkez i 1 zdüsilmU bu lunur . Dı l)er t~ı r.ıf-

tan aynı P nokt~sı M ı talı ızdUşlm merkezınden , ı ıchı,Om 

kü reısı i.l7~rıne 17. lü,ür '\lO r v Sfrr.k .zdUeUmU eldp edıl.r . 

BO)'lecc uzayın her P nok ası yerine tıır pm ,r ) nok ta , 
çIt 1 rıf e!ılmıs olur. Bu çıftın bır nokta~ ı V uzay nokta-

Sının rm ~e rkezı ızduşümil ıle çakışı r, ıkıncı nokta ıse S bi t 

küres1 Jzerın{ie bulunur ve P nın ~ ta rafından ızdU,ü rU -

len P nok tosınJar. ıbdrcttır, "m. rı nok açı f t .ı. '1 esas 

17dU.üm Merkeıınden .:n ( pm ,P ı) Hay 

ICtınl" tzuil.'imı' olarak dpkı ılM ,I'S ) noklıl çif i ('llt~ edı-

li r. Bu çıftın ı,r"! nokttl'H r nın "'crkezi ız1UeilmüdU r, pS noktası. 

ıse rı ye ek~hnı (',1('11 I· noktası.nı.n (ls S c rf'oqrafık ızdU,ü-

mUnU eekıl edf'r. pS nok asınd P nın Sfero-5t reoqra(lk ızdil-

,UmU ddını verıyoruz). 

P yı '1 ve "" . n~rkczLnc bırleeLıren ısınlar nuayycn bı r 

ui.lıle~ını belırler . düzlemı "tM =ı den geçııgınde n bu d(jz-

lem çekırdek düzlenıdır . p ış ını Ozerınde o ldu-

1undan aynı zam nda dUzlemıne aıttı r. Dolayısıyle MP l 111nı 

Ja blJ dilz lemın ıç1nd~dir. düzlemı çekırdek eks~nındcn qeç-

t ı 9ınden un re~ım dilzlemındekı e 1z1 , ı nın ızın-

den geçe r. düzlemı ndekı her dog runun ,leki ız nokt as1 e 

üzerınde olacagınd.:ın P ~ ve Pı '" 1'1nlar1nın yı de ldıg. pm 

.l ( .. ID P 'nn kt ,I,ı rı ~vn ı "I., "i i Izdü.Um mlı!rkl'z l tararından 11= - 1 
l'd\i~i.ı~ulmiJ" ldukl.H ındaıı bunun {.ldü,tim ~ırcl ıçın ( pm.p~)nc -

ta~tvonun kuıı~nı Im~sı uYgun O ld eakt ı. Fakdl : kü re51 Uıe rlndekl 

" •.• • nokca ları ~~ "i . m~ rkezıı Ste r~ ugrarlk iıdti,ii.d~ gösc erıı.ı. 

bulunduklarınJ n bu ~z~l t~ln ha rfı~nmr ~ iod~ kolav~a Kdril LebilIDe,1 
1, 10 yuka rıda b (·llrtıı~n (p m,p~) nut&!o l\'onu !!ıl·, tlm. 



ve P~ noktaları da e iz dogrusu Uzerinde olacaklardır (Şe-

kil 1) . 

Uzay, t küresi tarafından iç ve dı, bölgeye ayrılır. Bu 

uzay bölgelerine ait olan P, ... noktalarını Merkezi ve Sfero-

5tereoqrafik izdU,Umde gösteren (pm ,Pf ) nokta çiftleri 1 çe

kirdek noktası ile birlikte daima karakteristik bir sırada bulu-

nur. P noktası • nin iç bölgesinde bulunursa P yi M ı ta

rafından küre Uzerine izdU,Uren P ı noktası daima Mı-P-Pı sı-

rasındadır. Bu sebepten adı geçen Oç noktanın izdUşUmleri olan 

ı-pm-p~ noktaları aynı sırada bulunurlar. Yani Merkezi izdUşÜ-

münü gösteren pm noktası 1 ile p. 
ı 

nin ortasındadır. pm nok-

tasının İ-pf nın dışında olması hallerinde ise nokta kUren!n 

dış bölgesinde bulunur. 

Bu suretle uzayın her P noktasının "Merkezi ve Sfero-

Stereografik izdU,üm " çifti, bu noktadan geçen çekirdek dUz1e-

minin w deki izi üzerinde, yani çekirdek ışını üzerinde 01ac4-

91 koeulu ortaya çıkar. Çekirdek ı,ınları bu özelliginden dolayı 

tanzim ,artını haizdirler. Bu dogrular İ tepeli bir demet tee-

kil ederler. 

Bu özeliklerin sonucu olarak 'u ifadeyi verebiliriz : 

TEOREM.l: Uz_yın herhangi bir P noktasının (pm.p~)"Her-

kezi ve Sfero-Stereograflk izdU.Um" çifti, bu 

noktadan geçen çekirdek dUzleminin izi Uzerinde 

yani çekirdek noktasınd an geçen tantim dol-

rUBU Uzerindedir. 
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N •. ı- IZOUSUMUN KARSILIKLI BlRE-BI'LICI 

Uzayın noktaları bilındi~ i gibi üçparametreli bır 

teşkil ederler . " resım dUzlemindekı nokta çiftlerinin 

sistem 

sayısı 

ise dörtparametreli çokluk meydana getirirler. Fakat uzayın nok

talarına " üzerinde tekabül edecek noktalar çif tı ıçın bır sart 

ko şu1du9unda , parametre sayısı bir dUşürülerek üçe indiriLmie 

olu r . Bu şart (Nr.l) de belirtildi9i gıbi tanzım saetıdır. Yanı 

düzleminde t çekirdek noktasını tepe olarak kabul eden tanzım 

dogrular demetinın aynı dogrusu üzerinde alınan nokta çiftlerinın 

teşkil ett19i aile ikiparametreli oldugundan, demetle bırlikte üç

parametre!i bir sistem meydana getırırler. 

resim düzleminde bu şartlar altında tesk} i edilen{P"',?:-) 

nokta çiftleri ile uzay noktalarının parametre sayısı aynı oldu-

9undan uzayın her P noktasına 

bUl etti ri lmie olur (Sekı1 : l) . 

de bır tek nokta çıftı teka-

Ohalde de aynı tanzım d09rusu üzerınde alınan ( pm,p~ ) 

nokta çifti uzayda muayyen bır P noktasını belırler. pm nokta

sın ı M esas izdüoUm merkezıne bırleetıren ızdüşüm ışını P den 

geçen çekirdek düzlemi ıçindodir. pf yı ~ ye bırleştıren 

ışın da E dUzlemıne aittir ve ~ yi M den farklı muayyen bır 

Pı noktasında keser . M , M ı , P~ ve pm aynı düzlemınde bu-

lundukla r ından MıPı ile Mpm ı8ınları bir ve yalnız bir P nok 

t asında kesleırler. Aynı bir E çekirdek düzleminde bulunan bütün 

noktalar ın ızdüşUm çiftlerı un e ızi üzerindeki nok t a l a r 

çift l e r ini teekil ederler . Ters olarak e nin keyf i (pm,rf) nokta 

çifti e den geçen f çekirdek düzlemınde yukarda belirtı ld i~ i 

gibi bi r t ek P noktasın ın ızdü ş üm çiftidir . Böylece her çe k i rdek 

d üzlemind ek i no ktalar ve bu nun izi üze r inde k i nok t a çif t le r i ara

sında bi re-b i r bir ba9 ı n tı mevcu t tu r. 
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Elde'edilen bu sonucu eu eekilde ifade edebiliriz : 

TEOREH . 2: Uzay ın noktaları ve bunların ~ re s im düzı e ~ln-

deki " Merkezi ve S!ero-Stere ograflk iıd U ,Um tO 

ç i ftle ri ara s ı ndak i baAıntl kar.,lıklı blre-blr-

d 1 r . 

Nr , J- IZDUSUM S I STE MI NE GöRE ÖZEL DURUMDAKI NOKTALAR 

a) • KOresinin noktalarl. Çakıema noktaları) 

* izdU,Um kUresi üzerinde M ve Mt den farkll. her P 

noktas ı nl. M ı tali izdUeUm merkezine birleetiren izdU,Um 1 0 1 0 1. -

n ı n kOrey! deldi9i ~ı den farklı olan P 1 noktas1 P ile ça

kıe t1.9 1.ndan bu durumdaki her noktanın P ı Sferik İzdU,Umü ken -

dial ile identikdir , yanı izdU,Um sisteminın bir çakıema nokta-

sın ı tee k!l eder . p =p ı no k tası n ın ", esas i zdU,Um merkezinde n 

" resim dUzlemindeki Merkezi ve Sfero-Ste r eografik ızdUeüm çıf

t i de bir noktada çakıoır , yani pm=p~ dı~ (Sekil : 21. 

Bu nedenle t kUresi üzeri nde bulunan bOtOn noktalar sözU 

edilen izdUoUm sis eminin çakıoma noktaları olduklarından ı kU-

resi bu izdUsUm sisteminin çakıoma yüzeyıni teeki l ede~ . KUre Uze-

rindeki noktala~ın paramet~e sayısı resım dUzlemındekı nok-

taları n pa r ametre sayısına eşıt oldugundan , ~ de her noktayı 

Merkezi ve Sfero-Stereografık izdU,UmU ola~ak kabul eden nokta 

uzayda ~ kUresinc aittir. 

b L u Kaybolma d U zle~ındeki noktalar 

~ ı zdO,Um kOresinc M esas izdU, Um mc~kezinde te9 c t olan 

düz l eme t1erkez i 1 zdOşOmdeki özel ig inden do lay ı kaybolma d U z lemi 

diyecek ve u ile gösterece9iz . 

u deki M den farklı her K noktasının Merkezi ızdU,UmU 

K: nokta sı ve Sfero-Ste~eografık izdUşUmU ıse K~ noktasından 

g e e n t a nz im dog r usu Uze~ındekı , nin öz bir noktasıdı r. 



, 

" K, 

K' , , 

~' 

W 

W .. T,' i 
i· 

M' w· 

i 
i • 
I,. C; 

i ~ ,f, 
---ta' p'. ~' 

'/""-
r 
i 
i 
E". ır' p, ..... p" 

a, 

• 
.ı-t+E·d· a"'· w; ., 

, -
(M,) 

101 

" 

'. F( 

i . 

" O, 

. ....... ...,10 ,1 

j ,r. P,' 

1 

n' 

,~ 

flMI 



9 

M nin her iki izdUeUmU her perspektif izdU.Umde oldu~u gibi be -

liroizdir ( Sekil: 2 ). 

c) ft Resim dUzlemindeki noktalar 

ft de bulunan her P noktası M lzdU,Um merkezi tarafın-

dan , Uzerine izdUeUrU1Urge P nin pm Merkezi izdU,UmU ola-

rak P noktası elde edilir. P nin p. 
i Sfero-Stereo~rafik iz-

dUşUmU ise genel hallerde oldugu gibi P yi Mı ile birleoti-

ren 9
1 

dogru8unun • Uzerindeki M ı den farklı Pl kesieme 

noktasını verir. Bu noktayı M tarafından w Uzerine izdU,Uren 

., dogrusu , yi P nin p. 
i 

Sfero-Stereografik izdUoUmUnde 

ke.er ( Sekil: 3 ) . .1 , . , do~ruları P den geçen , çekirdek 

dUzleminde bulunduklar ından ( pm,p~ ) nokta çifti bu dUzlemin • 

deki e izi Uzerindedir. Yani genel hallerde oldu~u gibi t den 

geçen e tanzim dogru8una aittir. Bu münasebet gösterir ki w 

deki her P noktasını temsil eden pm,pT ) nokta çifti bir 

tar ftan genel hallerdeki gibi tanzim doqru8u şartına bagııdır. 

Fakat bu tartın yeterli olmadı~ı açıktır. ÇÜnkU ~ nin her p.pm 

noktasına Sfero-Stereografik izdU,Umde tekabül eden nokta, böyle 

bir tanzim dogru8u üzerinde bulunan ve muayyen bir ,arta 

olan , 

odelim. 

nin bir ve yalnız bir ps 
i noktasıdır. Bu eartı 

ba~lı 

tayin 

P den geçen e tanzim dOQrusu üzerinde bulunan bütün P, .. 

noktalarının ( pm,P~ iıdUeUm çiftleri gözönUne alınırsa,bunlar 

adı geçen münasebete göre e üzerinde muayyen bir baQıntı mey-

dana getirirler. Bu bagıntıda her pm noktasına bir tek 

nokta.ı tekabUl ettigini gösterdik. Ter9 olarak e nin 

p8 
i 

keyfi 

bir p. 
i noktası e üzerinde bulunan muayyen bir P noktasının 

Sfero-Stereografik izdü.ümü olarak alınırsa bu noktayı M t ra

fındn küre Uzerine izdü,Uren 82 izdU,Um dogrusunun • Uzerin-



10 

deki H den farklı P 1 noktasını Mı ile birleştiren sı dog

rusunun e üzerindeki izi pm noktasıdır ve bu nokta P ile ça

kışır. Bu sebepten e ilzerindeki (pm , p~) nokta çiftleri bir 

projektivite teşkil ederler. Her çift ile küre ilzerinde belirti-

len P ı noktası e den geçen E çekirdek düzleminde bulundu-

gundan bu dUzlemle ~ nin k kesit çemberinin noktalar dizisine 

aittir . Bu dizinin her P 1 noktası. M ı tarafından izdUsürUle-

rek e ilzerindeki pm noktası elde edilir ve M den resim 

düzlemine izdilsürUIUrse e üzerinde bu nokta~a tekabül eden 

noktası meydana çıkar. 

Böylece görUlUrki k çemberi üzerindeki k ( P ı , ... ) nokta-

lar dizisi k nın M ı ve M noktaları tarafından izdUsürülmüş 

düşünülürse M ı ( s ı " ") i M(S L "" ) demetleri arasında bir pro-

jektivite meydana gelir. 5öyleki bu pro j ektivitenin hasılası k 

dır ve aynı projektivitenin e üzerindeki kesit projektivitesi 

( pm,p~ ) çiftleri ar~sında mevcut olan izdüsüm ba~ıntısı ile 

identikdir . 

Bu projektivitenin karakteristik elemanları, yani esas nok-

taları ve karşıt noktaları su sekilde tayin edilebilir: Projek -

tivitenin her esas noktasında e nin muayyen bir P noktasını 

gösteren çift çakışık durumda bulundu~undan bu nokta a) ya göre 

çakısma küresi üzerinde bulunmalıdır . Dolayısıyle e üzeri n-

deki projektivitenin esas noktaları ~ ile e nin kesişme nok-

talarıdır . Bu iki nokta ile e den geçen her dOzlemin ke-

sişme çemberi üzerinde bu lunduklarından , bilhassa ~ nin ~ de-

ki s ı fır çemberi üzerindedir . Bu sıfır çemberi bilindi~i gibi M 

nin deki dik izdUşUmü. yani ~1erkezi İzdUsUmUn E esas nokta-

sından geçen minimal doqrularıdır . Bu doqrular e yi öyle iki 

imaginer noktada keserki bunların (L) Lague rre n oktas ı E i l e 

çakış ı r . Bu şekilde , adı geçen p r ojektiviten i n esas no k taları 
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t ayin edilmiş olur. Projextivitenin her karşıt noktası e nin 

sonsuzdaki noktası ile intıbak eden birinci ve ikınci dizinin 

noktalar ına tekabül eden noktalardıc. Adı geçen sonsuzdaki nokta 

e(p~, ... ) dizisinin o· i. elemanı olarak dU,ünülürse bu noktaya 

bilinen temel çizima göre 1 çekirdek noktası tekabOl eder.Son-

suzdaki aynı o· i noktası, e(pm, ... ) dizisının elemanı olarak 

kabul edilirse bu noktaya tekabül eden noktası M, /! e do~-

rUBU ile k nın Kı. kesişme noktasının izdU,Omü olacak 

edilir. Kı_ noktası, e d09rusuna dik ve M ızdUeUm 

elde 

merke-

zind n geçen dUzleme nazaran Mı ile sıme riktıc. Dolayısıyle 

bu iki noktanın e üzerindeki 1 çekirdek noktası ve KŞe kar

,ıt noktası bu t simetri düzleminin e üzerindekı O noktası-

na göre de simetriktir. 

Aynı fikir nin her P noktası için tatbik edılırse bu 

noktaları gösteren nokta çiftleri her tanzim doqrusu Uzerinde bu 

tipten bir projcktivite teekil ederler. Bu projekLivıtelerın K~ 
• » 

ka rşıt noktalarının geome rik yeri olarak 1 den geçen, merkezi 

E olan vS 
i çemberi elde edilir ve bu çember "'" M ı den ge-

çen vı paralel çemberinin Merkezi izdU,UmildUr. Bu mUnasebetle-

re göre vi çemberine karşıt çeMberi ve 

dek çemberi adını veriyoruz. 

vS 
i 

ızdü,timüne çekir-

Yukar ıda ispat edildi~i gibi 1 çekirdek noktası ! den 

geç e n her e dogrusu üzerindeki projektivitenın c(pm, ... l dizı

sin in elemAnı olarak dU,UnOIUrse bu noktaya e(pr, . . . ı dızısının 

s ons uzd a ki noktas ı tekabül eder, yanı l:lm nok asına deki 

bü t ün noktaları gösteren ba9ıntıda " nin sonsuzdaki dogrusu 

üzerindeki bUtUn noktalar tekabUl ederler . t=ı m noktası öyle 

singül e r bir noktadır ki bu nok aya adı geçen anlamda bir tek 

nokta degil, bir dogru karşılık gelır. t nok ası e ilzerınde-

ki e(p~ , ... ı dizisinin bır R~ elemanı olarak dUşUnOlUrse bu 
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noktaya diger dizide tekabül eden Rm noktasının k çemberinin 

Hı deki t ı tegeti ile e nin kesiame noktası oldugu , esas 

prensibe göre ispat edilebilir . Bu fikir yine t den geçen bU-

tUn tanzim dogruları için tatbik edilmiş dUşUnUlUrse t ye bu 

anlamda tekabül eden noktalar M ı deki u ı tali teget dUzlemi-

nin " deki t o izi üzerinde bulunan bUtUn noktalar 

gelirler . 

karşılık 

[ilhassa ı noktasını izdUeüm sisteminin E esas nokta-

sına birleştiren dogru üzerindeki projektivitc tetkik edilirse 

bu projektıvıtenin esas noktaları M den geçen mınimal dogrular 

ile dogrunun kesim no~taları oldugundan her ikı esas noktası E 

noktasında çakı,mıetır. DolayısıyJe bu dogru üzerindeki projek-

tivite paraboliktir. Diger öze likleri. örnegin üzerindeki 

karşıt noktalar genel hale göre degişmez kalır. 

d) Sonsuzdaki O dUzlemındeki noktalar 

Uzayın keyfi ıstikamette bulunan sonsuzdaki bir U. nokta-

8ı " Merkezi ve S[ero-Stereografık izdUeUm " sıstemıne tabı tu-

tuluraa U. un Merkezi izdüşOmU olarak MUs dogru5unun dek ı 

u: noktası ve Sfero-5tereografık izdOeOmO o larak da U~ nokta-

sını Mı ile bırleetiren dogrunun üzerindekı M ı den fark-

lı ul. noktasını M ye birleetiren ı8ının yı deldıgi u· 
ı. 

noktası elde edilir. (U~,U~ .. ) nokta çifti U..- dan geçen çe-

kirdek düz l eminin e izi üzerindedir . Bu dUılem y i M ve Hı 

den geçen k ç~beri boyunca keser . U: noktası e üzerinde 

keyft bir nokta o larak alınırsa, bu noktayı Merkezi izdüeUmU o la-

rak kabul eden sonsuzdaki U. noktasını Sfero-Stereografik ı2-

dUeUmde gösteren US 
ı_ 

noktası 

lunur (Şekil : 3 ). 

Ters o l r k, e nin bir 

e ni n muayyen bir noktasında bu-

nok ası bir u. noktasının 
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Sfero-Stereografik izdU,ürnU olarak alınırsa bu noktanın u: Mer-

kezi izdUşümU aynı çizime göre e nin bir tek noktası olarak 

elde edilir. Böylece ( düzleminin sonsuzdaki d09rusu üzerinde 

bulunan noktaları Merkezi ve Sfero-5tereografik iZdüşümde gös -

teren (U~,U~z) nokta çiftleri e üzerinde bir projektivite tee-

kıl ederler. Bu projektivitenin esas özeliklerinı tayin etmek 

için U~ noktasını M ye birleştiren d09runun k çemberi üze

rindeki U._ noktası gözönüne alınır. Kolayca görUIUrki sonsuz

daki her Um noktasını Mı ve M noktaları tarafından k üze

rıne ızdUsürülmüs düşünülürse Mı ve M den geçen, birbirine 

paralel sı 'S i d09ruları elde edilir. Bunların k üzerındeki 

ikinci kesişme noktaları Uı~ ,U 2_ dir. Bu mUnasebet [ un bO

tün sonsuzdakı noktaları ıçın tatbik edilmiş düşünülürse [ un 

sonsuzdakı dogrusu üzerindeki noktalar dizisi k nın sabit du

rumdaki Mı,M noktaları tarafından birer dogrular demeti ile 

ızdüeürUıür. Aynı sonsuzdaki noktayı izdUsüren demet dogruları 

bırbirıne paraleldir. Her iki demet k çemberi ile kestirılir

se çember üzerinde iki k(U ı "" ... ), k(U, ." ... ) dizilerı elde e

dilır. Her iki dizi sonsuzdaki noktalar dizisi ile perspektif 

durumda bulundugundan k üzerindeki nokta dizileri 

bir projektivite mevcuttur. Bu projektivitenin esas 

araEında 

noktaları. 

Projektif Geometri'nin temel özeliklerine göre k çemberi ile 

düzlemin sonsuzdaki dogrusunun kesişme noktaları, yani k yi 

taşı.yan dilzleminin mutlak noktaları.dır. kilzerindeki 

k(Uı~, ... ) / k(U, ~/ ... ) dizıleri k nın M noktası tarafından 

un e ızı üzerine izdUşürUlUrse birınci dizinin izdileOmU 

olarak e üzerindeki e(uTı/"') dizisi ve ikinci dizinin iz

dUşümü olarak da e(U~/ ... ) dizisi elde edilir. 

Çember üzerindeki diziler arasındaki projektivite bu iz-
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dUoümde etu? , ... ) e(~ , . .. ) nokta d~zileri arasında bir pro-

jektivite meydana getirir. Bu projektivitenın esas n~ktaları k 

üze rindeki projektlvi enin esas noktaları, yani k nın 

noktalarının e üzerindeki izdUoUmleridir. 

KUrenin bUtUn sonsuzdaki noktaları sonsuzdaki i~ 

mutlak 

mutlak 

koniQi ilzerinde bulunduQundan bu noktaları M noktası tarafın

dan izdU,Oren minımal d09rular M tepeli mınımal koni verirler 

ve bu koninin deki iz çemberi bilındı9l gibı öyle sıfır par

ça lı bir ım çemberıdickı bu ı m çemberınin reel milmessıli M 

nin dıstans çemb rınden ıbare tir. Bu sebepten e üzerı n-

dekı so nsuzdakı nok aları emsıl eden nokta çLftlerı arasındakı 

projdktıvitenin esas nok aları e ıle ı m çemberının kesışme 

noxtal rıdır . Bu ikı ımaqincr nok anın Lu Laquerre nok ası bı-

lindı9i gıbı M nin ~ dönmüe 1 z,HleUrıünd bu lunur . 

Adı geçen proJektıvı enin ıxı çıftı daha doqrudan ~oqruya 

verilebilir. ÇUnkü un sonsuz la~ı lo.,r'JQI) " lJzlcmını aynı. 

dUzlernın e resim ı zıne aıt olan sonsuzdakı noktada keser. Bu 

noktayı ~ deki noktaların ızdileUm çıftlerı arasındakı b~qıntı-

da temsil eden t ve Ks nok aları c) ye göre çekirdek çcm-

beri Uzerinde tesbi edilmıo bulunduqundan bu ıkı nokta çıfti 

aynı zamanda sonsuzdakı noktaları lemsı L eden proJek ivitenin 

ib çiftidir . 

Aynı fikir , n nın bUtUn noktaları ıçin ta bık edılmı. dU

,UnUlUrse bu U. noktalarının (Um,U~) çıftlerı arasındaki ba-

9 ıntı yukarıda belirtilmı'tir. SözU geçen ba9ıntı her tanzim doq

rUBU üzerinde bir projektıvite meydana getirir. Projektıvıtenın 

esas noktaları M nin distans çe~berıni reel temsilcisi kabul 

ede n i magincr çembere aittir. Projektivltenin kar, ıt 

çeki rdek çemberi üzerindedır. 

noktalarl. 



16 

nı ;,. 1 

e) Lı TeOet dOzlemi nde k i noktalar 

~ küresinln Mı 

ıle gösterelim . 

tali lzdüsüm merkezindeki teget dilzlemi-

de bulunan Mı den farklı her T 

noktasını Mı merkezine birleştiren 1şın ~1 düzleminde o laca-

gından küreye Mı de teget olur . Dolayısıyle bu ışın1n kilreyı 

deldıgi ıkinci nokta, yani Tı noktas1 da '1 1 i le identikdir . 

Başka kelimelerle, , 1 deki bUtUn noktaların S[erık izdUşUm l eri 

tali ızdUsüm merkezi ile çakışırlar . M ı merkezini '1 esas 

izdUsüm merkezine birleştiren ışın i çekirdek ekseni oldu9un -

dan bu dogrunun deki iZ1 1 çekirdek noktası. ile ıntibak c-

uer. Yanı , 1 de bulunan her T noktasının '{'S 
i 

Sfero-Stereog-

rafık ızdUsümü ı çekirdek noktası ile identikdir , ~1erkezi iz-

düşi.1mU ise resim düzleminde bu]~nan muayyen bir Tm noktası-

dır. noktasının ~erkezi ve 5fero-5tereografik izdUşümlert 

noktası. ıle çakışır (Şekı.l : 2 ) . 

Ters olarak, deki bir noktalar çifti nin keyfı. bir 

,.ın nok tas ı ve İ -TS noktasından ibaret olursa , bu şekilde ta- i 

rı.f edilen çift 
- i 

düzlemınin muayyen bir T noktası.nı temsil 

eder. T noktası M~ izdUsüm l$ın ı. ile ~ ı in kesişme nokta-

sı.d ır. 

E) i Çekirdek ekseni üzerindeki noktalar 

1 çekirdek ekseni üzerinde bulunan M ve M ı 

.her W noktasının Wm Mprkezi izdüşümil 1 çekirdek 

den farklı. 

noktası 

ıle çakısır. Aynı noktanın SEerik tzdilşUmil M esas izdUşUm mer-

kezı ile identik oldu9undan Sfero-Stereografik ızdü sUmli belir-

sızdir ( Sekil : 2 ) . 

1 nin noktaları. arasında şu noktalar özel r oloynarlar 

1 L M esas izdUşUm merkezı : Bu noktanın hem Merkezi ve 

hem de sfero-Stereografik izdUşUmU belirsizdir . 

tali izdUşlim merkezi : Bunu n Merkezi izdüşümü t 
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ekırdek nok aS1 ile çakışır. 5fero-Stereografik izdüşümU ise 

dekı l' tegct düzlcmınin LZL üzerınde belirsizdır . 

) ) t çekırdek nakLısı : 'Icrkezı izdUşümü kendisi ıle 

çakışır . Oıı nok a nın lı r nok ası olarak dUşUnillOese cL ve 

qöre bu no.;. aya nın ~onsuzJakı u dogrusu tekabüı eder . 

4 ) Sonsuzdakı noktasının '-1erkczi IzdileürnU , 1 nin her nok-

asınd.1 OllJqu qıbi çekirdek noktası ıle çakışır. Bu nokta 

.rı nın t. .. r :ıoktası olarak alınırsa bu noktaya Sfero-5 ereoqra-

fık ızilt.1$~llT\de II ye ,öre nın sonsuzdakı dogrusu Uzecın-

Jckı bilL]n noı.tillılc ıkabUl ederler. 

11- DrıCRULARI'1 ;"STE~ıLMESı 

\ r . i'" t"\fl [)1 R:\I['\~'t ı ut.MLLAK 

tz'lilş 1"" SIS ('Mı~ııde tc'"1f'l eleman nokta oldu~undan her 

.ekıl "aktıLıc yerı aliH.ü. JOsünUlecek ıl". Dolayısıyle dogruyu 

J noktal~rın ~eo~ctrık verı olarak bırparametre1ı bır nokta-

laf dızısının tnşıyıcısı ol~rak ~labılırız. 

d(p ••.. ) dooırıısal n("vt-ılar dızısının '-1erkezt izdüelimU bı-

lınuıgı -jıbı bu ltZl ı le perspektıf durumda bulunan dm(pm •... ) 

noktalar dızl5idır. Aynı dıloının S fero-5tereografık ızdOşOmü ı-

sc. dıziye aıt her li nokt-ısının dekı r" 
ı 

} zdUsümlerının 

~eome rık yerıdır. Bu q("orıctrık yerı bulmak ıçın d(P, ... ) di-

zı8ının nokıal~rını 't üzerıne ızdO,üren ıetınların 

eekı 1 ettıOı d;lzlemını qözönOn{' alalım.lzdOeüm ışın-

larının yi deldiqı nok olların teşkıl c tit)ı dızi , , 1 le ıı 

nın ci ar.-ıkccu çeT"'lherını taşıyıcı ol,lrak kabul ederler.Oola-

yısıyle J(P, ... l lo~rusal noktalar dızisının 5ferık ızdO,UmO 

olarak ,i. (P ı •... ) çembersC"l nokt.ıl<"lr dızısi elde edılir. Ta,ı-

/ ıl"ı den ıpı,;er Bu l~l Ilzının elemanları kar-
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eılıklı bi r e - bi r o l a r a k tekabül ettikleri nde n, dizile r aras ın-

d a ki ba Q ın t ı projektivitedir . 

dı epı , ... ) dizisi ,., es a s izdilelim merkezi taraf ı ndan 

r esim düzlemine izdUeü r Ol Orse . d(P , ... } ni n Sfero-Ste r eogra fik 

izdUşUmü olara k d~ (p7 i •• • ) çembersel noktala r dizisi elde edı-

li r. dı (P ı •. · . ) çembe r sel noktalar dızısı n e aıt ~11 noktas ı nın 

ızdUşümü t ç ekirdek noktası oldugundan dS 
ı 

taşıyıcı çembe r ı , 

de t den geçer . 

Böylece görülür ki uzayın her ct d09rusunun Merkezi 1Z -

dil.ilmü nın muayyen bır dm do~rusu ve Sfero - Ste r eografik 

İzdüsümü ıse çekırdek noktasından geçen bir dS 
i 

çembe r ıdır 

( Şekıl 4 i ct üz~rındeki dCP, . .. l noktalar dızısının 1Z-

düstimlerı dm üzerıneekı dmCpm, ... ) dızisı ve dS çemberi üze 

rınde bulunan d~(P~ , . .. ! dizısinden ibare tır . Bu ıki dızi a-

r as ı ndaki bagıntı tanzim do~rusu şartına ba~lıdır. Yan) t den 

geçen keyf i bir tanzım dogrusu dm dogrusunu bır pm noktasın-

da ve çember ini ye tekabül eden den fa r k lı bır p S 

noktasınd a keser . 

Ohalde sonuç olarak şunu söylıyebılırız : 

TEORE H . 1: l'zavdA gı.>npj durumda buiunan hlr d dn8 r usunun 

reslm dii71emlndeki "1o!rk~z t v\" S f ~·ro-St(' r t.'('~-

ro1flk tzdUşi.im çifti bir Jm dc:ıA,rusu ılı.> ,e-

klrd~k noktasından R~ç~n bı r d' 
i 

\t>mht.'ridi r. 

d dog r usu üzerındekı noktalar a r as ında cı -Nr . li e göre 

bır taraftan çakısma küresı , kaybo l ma düzlemı ndeki , " ı 

tali teget düzlemindeki , deki noktası ve sonsuzda bu l unan 

n o~ ta önemli roloynar . Bu noktaların izdüşUm çıftleri şu şekil-

de tayın edilebibir 

aL d dog r usu ~ küresini iki E, F no k tasında keser . 
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Bu noktalar (I-Ne.),a) ya göre Eı,F ı Sfecik izdU,Umleriyle 

çakı.tıklarından Em,rm merkezi izdU.Umleri sırasiyle Efı F~ 

Sfero-Stereografik izdU,Umleriylc çakı,ırlar, yani d nın dm 

Merkezi izdU,üm dogru8u ile Sfero-Stereografık İzdU,Um çeb-

berinin kesişme noktalarıdır. Bu iki nokta dm(pm, ... )ve d~(P? . . ; 

dizileri arasındakı projektivıtede kendikendine LekabUı eden 

noktalardır. Yani bu projektivitenin esas nok alarını teekil e-

derler. Ohalde adı geçen projektivitenin esas noktaları cl ıle 

t nin durumuna göre reel farklı,e,lenik imaqiner veya çakıoık 

olabılir. 

b) d nin K kayhnlma noktası d ıle kaybolma dUzıe-

minin kesi,me aoktasıdır. Bu noktanın Merkezi ızdU,Umü(l-Nr.3,bl 

ye göre dm do~rusunun sonsuzdakı noktasından ibarcttır.K~ Sfe-

ro-Stereografik izdOeUrnO ise bu noktayı ye birleetıren tan-

zim dogrusu ıle çemberınin ıkinci kesiame nok aSLdır. 

cl d nın J \ talı teqet uilzle~ınd~kı T noktası(I-Nr.3,e) 

ye göre Sfero-Stereografık ızdüelimde çekırdek noktası olarak 

görülür. Bu sebepten aynı nok ayı Merkezi izdUeUmde gösteren ~ 

noktası çemberinın t deki teqeti ile dm doqrusunun ke-

si,me noktasıdır. 

d) d dogrusunun dekı O lz nok ası bilındiqi gibl 

om merkezi ızdü,ümU ile çakı,ır. O~ Sfcro-Stereografık izdU-

.ümü ise deki noktaların izdU,üm çiftleri arasında mevcut 

olan ba9ıntı yardımı ıle belirtilen noktadır. Bu nokta d Uze-

rindeki noktalar dizisini gösteren izdUeUm dizılerı arasındaki 

projektivitede om noktasına tekabül ettıginden tom tanzim 

dogrusu ile df çemberinin ikınci kesieme noktasıdır . 

e) d nin sonsuzdaki n dUzlemindeki U. noktasının Mer-

kezi izdUeOmü bilindigi gibi ~ merkezli izdUeOmde d nın Um 

kaçma noktası olar ak elde edilir. U.. un US 
\ Sfero-Stereogr -
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fi k izdU,ümü n daki nok tala r ı gösteren nokta çiftleri aras ı n

daki ( i -Ur . 3 , d) de i zah edi len bag ın tıda u: nok tas l.na tekabül 

eden noktad ı r. U. noktası d üzerindeki noktalar dizisinin 

elemanı ola r ak alını r sa u· i. izdOeUm noktası u~ den geçen tan-

zlm dogru9u ile df çembe r inin iki nci kesieme noktası olarak e l 

de edilir. 

Nr.l- IZDVSU~C~ KARSILIKLI 8IRE-8IRLICI 

Ne. 1 lde ispa edildigi gıbi uzayın her ct dogrusu ~er-

kezi ve Sfcro-Stereografik izdU,ümde gösterılirse , d nin Mer-

kczi izdO,UmU olarak rcsım dOzleminın muayyen bir dm dogru-

su ve Sfero-Stereografık ızdU,UmU olarak da 1 çekirdek nokta-

sından geçen belli bir çernberı elde edilır . 

Ters olarak, " resım dUzleminde herhangı bır dm dogru-

su bır uz y dogrusunun MerkezI ızdüşümü ve 1 noktasından geçen 

herhang ı bi r çemberi aynı d09runun Sfero-Stereoqrafık izdü-

eUmü olarak alınırsa bu d d09rusunun uzay durumu şu şekilde dü

eünülebılir: dl'fl d09ru8unu ~'erkezi ızdUeUmü olarak kabul eden 

bUtUn zay d09ruları dm yı ~ izdU,üm merkezıne birleştiren r 

dti7.lemJn~~ hulunmalıdır. Yanı un herhangı bir d09rusu olabı-

lir. Buna mukabil çemberi bır d09runun Sfero-S ereografık ız-

dü,timü olarak dü,UnUIUrse bu d09ru adı geçen çemberi S tereografık 

izdü,UmU olarak kabul eden üzerınde bulunan dı çemberını ta-

eıyan 3 düzle~ınde bulunmalıdır. Bu nedenle hem dm d09rusunu 

Merkezi ızdU,ümU ve hem de çemberini Sfero-Stereografik ızd~-

80mü olar k kabul eden do9ru l , l düzlemlerının d arakesıt d09-

rUBU olmalıdır ve bu özelıkten dolayı tek bır d09rusu olarak be-

lır l idır ( Seki l : 4 ). 

Böylece görU 1Ur ki de keyfI bir d09ru ve t den 

her h a ngi bi r çembe r d a i ma u zay ın mu ayyen bi r d 09 r usu n u n 

geçen 

Merkezi 
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ve 5fero-Stereografik izdUsümdeki izdUsUm çifti olarak dU,ünüle-

bilir. 

Ohalde uzayın dogruları ve bu sekilde tarif edilen ~ deki 

dogru-çember çiftleri arasında bire-bir bir ba~ıntı mevcuttur 

Uzay dogruları bilindigi gibi dörtparametreli bir çokluk teskil 

ederler. n deki dogrular ve sabit t noktasından geçen çem-

berler de birer ikiparametre!i çokluk teskil ettiklerinden bu 

iki çoklugun çarpımı yine uzay ç okluklarının teşkil ettigi çOk-

lugun parametre sayısına eşittir, yani dörtparametreli bir aile 

kurarlar. 

Bu özelik gösterirki, aynı dm dogrusunu Merkezi izdUsOmil 

olarak kabul eden dogrular ~1 den geçen, yani ~1erkezi i zdOsUmde 

izdüsüren bir düzlemdedir. BUtOn bu dogruları Sfero-Stereografik 

izdüşümde gösteren çemberler ise düzleminde tepesi ! olan 

ikiparametreli çemberler destesin! teşkil ederler. Ters olarak 

bu destenin her dS çemberi H ı tali izdU,üm merkezinden geçen 

bir ~ düzleminde bulunan bUtün do~ruların ortak Sfero-5tereog-

rafik izdü,ümünü teşkil eder, aynı do~ruların Merkezi izdü,Umle-

rı ~ deki do9rular alanını doldururlar. 

Bu neticelere göre " resim düzleminde herhangi bir dm 

do~rusu ve ! den geçen keyfi bir çemberi bir d do9ru8u-

nun izdUeUm çiftini teşkil ettiginden d üzerindeki d( P, ... 

noktalar dizisini izdU,ümlerinde gösteren, dm(pm,.o.) ve 

d~(P~!o . o} nokta dizileri arasındaki, tepesi ! olan perspektif 

projektivite dogrudan dogruya tayin edilmi, olur. Çünkü t den 

geçen her dogru, yani izdU,Üffi sistemimizin bir tanzim dogrusu,dm 

ve çizgilerini bu projektivitenin bir (pm,p~) noktalar çif-

tınde keser ki bu çift d üzerinde bulunan P noktasının Merke-

zi ve Sfero-Stereografik izdüsümOdOr. 

Adı geçen projektivıtede d üzerinde özel durumda bulunan 
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noktalar da önceki paragrafta izah edilen neticelere göre dogru-

dan dogruya belirtilebilir : 

a) d nin • çakışma kUresi üzerındeki EıF noktalarını 

gösteren F"'-F" - i izdU,üm noktaları dm ıle d~ çemberi-

nin (d nin uzay durumuna göre) kesişme noktalarının reel,eele-

nik imaginer veya çekışık olmasına göre reel farklı,e,ıenık ıma-

giner veya çekı8ık olabilir. 

b) dm,d~ izdU.Um çifti ile belirtilen d do9rusunun K 

kaybolma noktası yukarıda izah edıldigi gibi d nın öyle bir 

noktasıdır ki bunun Merkezi izdU,UmU dm d09ru9unun sonsuzdaki 

K~ noktasındadır. Bu sebepten K yı 5fero-Stereografik ızdU-

,ümde gösteren K~ noktası do~rudan dogruya dm d09rusuna pa

ralel tanzim dogrusu yardımıyle bulunabılıc. K~ noktası bu tan

zım doqrusu ile d~ çemberinın ıkınci kesişme noktasıdır. Bu şe-

kilde elde edilen çızimde açıkca görülürki K nın uzay durumu 

gösterilmeksizin doqrudan doqruya izdUşUm çiftı ıle belirtıImiş 

olur. 

c) d nin alı eqet dOzle~indeki T noktasını gösteren 

izdO,Um çıftı yıne dırekt olarak gösterılebılir . Çünkü yukarı.da 

açıklandıgı gıbı bu noktanın Sfero-Stereografik ızdU,UmU t 

çekirdek noktası ile çakışır , ~ ~erkczi izdüşUmU ise d~ çem

berınin t deki teqetı ıle dm do9 rusunun kesişme noktasıdır . 

d) d nin ~ deki lz noktası bır taraftan d nin uzay du-

rumunun gösterilmesinden sonra dm doqrusu üzerinde belirtılebi-

lir, diger araftan nin noktası olarak farzedilirse deki 

noktaları gösteren izdUşUm çiftleri arasındaki ba91 nt~ yardımıy

le tayin edilebilir. Bu yol Aea9ıdaki kesieme problemlerı bahsin

de izah edilecektir. D iz noktas~nın om Merkezi izdUeUmU D 

ile çakıeır, D~ Sfero-Stereografik izdU,Omü D den geçen tan

zim dogru8u üzerindedir. 
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e) d nin sonsuzdakl U~ noktası benzer şekilde ya d nin 

uzay durumunun gösterilmesinden sonra d nin u~ noktası 01a-

rak veya sonsuzdaki noktaları gösteren (I-Nr.3,d) de açıklanan 

baqıntı yardLmiyle tesbit edilebilir. U~ kaçma noktası belir

tilmiş ise U. nun ui. Sfero-5tereografik izdü~ümü u~ den ge

çen tanzim doqrusu üzerinde elde edilir . 

Nr.l- IZDUSUM SI STEMINE GÖRE ÖZEL DURUMDAKI DOOR ULAR 

a) it KUresinin tegetleri 

~ kOresin!n her d tegeti küreye muayyen bir noktada te-

gettir. Bu noktada ~ ile d nin ortak E,F noktaları çakış-

mıetır. EıF noktalarının Merkezi ve Sfero-Stereografik izdüstim

leri (I-Nr.3,a) da açıklandıgı gibi d nin ( dm,d~) :izdüslim çif 

tinin ortak noktaları olduklarından sözü edilen teget halinde he! 

iki noktada çakısmı$lardır. yani çemberine 

Em • E~ ve aynı zamanda Fm = F? noktasını gösteren no ktada te 

gettir. ~ nin tegetleri üçparametreli bir çOklUk teşkil eder

ler. " deki d09rular ve bunlara teget olan ve t çekirdek nok 

tasından geçen çemberlerin teşkil etti9i aile üçparametreli bir 

çokluk meydana getirdiklerinden ~ nın tegetleri ve onları tem-

sil eden do9ru-çember izdüsüm çiftleri arasında bire-bir bir ba-

9ıntı mevcuttur. 

bl ~ Resim düzlemine paralel ,özellikle bunlar arasında u 
kaybolma dUzlemindeki doQrular 

" resim düzlemine paralel her d d09rusu Merkezi izdUsüm 

de d ye paralel bir dm do9rusu ile gösterilir. d nin 90n-

suzdaki U. noktası aynı zamanda d d09rusunun n deki D ız 

noktası ve u kaybolma düzlemindeki K kaybolma noktasını teş

kil eder. Bu U. = D. a K. noktasının Merkezi izdü,ümü dm dog 

rUBunun sonsuzdaki noktasında bulundu9undan aynı noktayı Sfero ' 
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Stereografik lzdU,Umde gösteren U~. = D~ = K~ noktası (I-Nr.l,d: 

de açıklanan münasebetlere göre ı den geçen dm dogru8una pa' 

ralel olan tanzim dogru8u ile izdU,Um sistemimizin vS 
ı 

çekirdel 

çemberinin ı den farklı kesi,me noktasıdır. v~ çemberi ilgi · 

li paragrafta izah edildig i gibi • kUresinin Mı den geçen v ı 

kar,ıt çemberinin Merkezi i zdU,UmUnü te,kil ettiginden E esaı 

noktasını merkez olarak kabul eden ve 1 çekirdek noktasındaı 

geçen çemberdir ( Şekil : 5 ). 

Ohalde d dogrusunu 5fero-Stereografik izdUeUmde gösterer 

d~ çemberi 1 V~ u~ . noktasından geçer ve dm dogru8unu ge· 

nel halde oldugu gibi d nin EıF çakı,ma noktalarını" izdU· 

,Umlerinde keser. Bu durumdaki bir dogrunun gösterilmesi için kı 

rakteristik olan t ve noktaları, ~=E~ ve 

ları gibi d ye dik aynı bir r düzlemine nazaran simetriktir. 

• ye paralel dogrular uzayda üçparametreli bir çokluk te, 

kil ederler. ft deki dogrular ikiparametreli aile kurarlar ve 

bu ilenin her d09rusuna yukarıda ispat edilen lK? i dm ,artıne 

göre birparametreli bir çemberler çoklugu tekabUl eder. Bu çOk-

luk temel noktaları t ve olan çemberler demetidir. 8Öyle-

ce adı geçen dogrular ve çemberlerden meydana gelen izdU,Um çift 

leri yine Uçparametreli bir çokluk te,kil ettiklerinden • ye 

paralel uzay dogruları ve bunları temsil eden Dogru-Çember çift-

leri arasında bire-bir bir bagıntının bulunduqu gösteriımi, oluı 

Bu özeliklerden kolayca görU1Urki uzayda aynı yatay dogrultuda 

geçen bUtUn dogruların MerkezI izdU,ümleri bir paralel dogrular 

demetini, 5fero-5tereografik iZdU,Umleri ise çemberler demetini 

teokil ederler. 

w ye paralel dogrular ar sında izdU , Um sistemimizin u kay 

bolma düzlemindeki dogrular özel roloynarlar . Böyle bir dogru-
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runun Herkezi ızdUşUmU bilinditJi gıbı nın sonsuzdak! dogru-

Budur. Sfero-S ereografık ızdU,Umü ise 1 çekırdek noktasından 

geçen bUtUn çemberlerdır. Her tanzım dogruBu sonsuzdaki dogruyu 

ve çemberi , sansuzda bulunan ve öZ birer noktada keser.Elde edi

len bu ıkı nokta d nın muayycn bir noktasını ızdUsUm sistemi-

mızde temsıl eder (I-Nr.3,b ye b~kınız). 

c) Resım dUzlemindeki d09rular 

de bulunan her a dogrusu m ~erkezr izdU.UmU ile ça-

kısır. Böyle bır do~ru, keyf! yatay dogrularda oldugu gibı " nın 

sonsuzdaki u dogrusunu bir U~ . K. noktasında kestıginden b) 

de ya ay dogrular içın ıspat edilen özelikler " deki her dog-

ru için de mevcuttur . Yanı nin Sfero-5tereografık izdUoUmUnU 

eşkil eden 

rusu ı.le VS 
ı 

çer. Ayrıca 

nokta lar 

~ çemberı 1 çekirdek noktası.ndan ve t i/d dog-

çekı.rdek çemberının K" 
ı 

kesieme noktasından da ge-

düzleminde bulunan her dogru üzerindeki bUtUn 

ye aı. olduklarından bunları ızdUelim sistemimizde 

emsı.l eden nokta çıftleri (I-~r . 3 , c) de ispa edilen $arta bag-

lıdır. Buna göre deki her dogrunun izdUeUm çıfti arasındaki 

proJck ıvı enın sas noktaları, Merkezi ızdUelim sıstemının E 

esas nok asından geçen minimal dogrular üzerındedir. Vani bu iki 

ıma J ıncr nokta C yı La~uerrc noktası. olarak kabul ederler . Bu 

sebep en dekı her a dogrusunu gösteren ızdOeUm çıftı için 

ikınci karak erıstık özelik eu şekilde ifade edılebilı.r : a yı. 

Jösteren • . çcmberı. bir taraftan ı ve reel noktaların-

dan geçer , diger taraf an a = am dogrusu üzerinde bulunan ve 

bır Laqu rre nok ası. E olan eşlenik ı.maginer noktaları ta8ır . 

t,Kr ve adı geçen eelenık ı.maginer noktalar aynı r düzlemine 

göre sımetrı.k olduklarından dm dogrusuna tekabUL eden d~ çem-

beri 1 noktası ve ı.ki imaqiner noktadan geçen çember olarak 

belirlidır (Sekd , 5). 



28 

Böylece ii deki her cl dogrusu dm dS ) izdileüm çifti • ı 

ile belirtiımleıtir. am dogrusu " de ,,,eyfi seçilmie ise bu 

do9ruya tekabUl eden d' çemberi yukar>da aç>kland>9> gibi bel-

ıldir . Yani hirparametre sayısını verir. Dolayısıyle" deki doq-

rular ve bunları te~sil eden dogru-çember çiftleri arasında bi -

re-bir bir bagıntı mevcuttur. 

d) Sonsuzdaki n dUzlemindeki d09rular 

Sonsuzdaki n düzleminde bulunan her d~ dogrusunun Mer-

kezi izdOeilmO. bilindlgi gibi öz bir d~ dogrusudur. Bu 

aynı zamanda M izdUeUm merkezine göre, d~ dan geçen her dOz-

lemin kaçma izidir. 

Aynı d. dogrusunun Sfero-Stereografik izdUeümünü göste-

ren çemberi ise, c) de ispat edilen, ii ye paralel dogru-

ların izdüeüm çiftleri arasındaki bagıntılara göre , t çekirdek 

noktası ve t Qd~ dogrusu ile ". ı çekirdek çemberinin t den 

farklı kesişme noktasından geçer. Ayrıca n da bulunan bU-

tün nokta dizilerini gösteren projektivitelerin esas noktaları 

(I-Nr.3,d) ye göre M izdi1şUm merkezinin distans 

çemberini reel temsilcisi olarak kabul eden sıfır parçalı çember 

üzerinde bulunduklarından sonsuzdaki her d~ do9rusunu gösteren 

( d~ , d~~ ) izdUsUm çiftinin çakışma noktaları d: ile adı ge

çen sıfır parçalı çemberin kesişme noktalarında bulun'Jr.d~ d09-

rusu verilmiş kabul edilirse, bu imaginer çakışma noktaları 

(I -Nr.3,d ) de açıklandı9ı gibi MO Laguerre noktası ile belir-

tilebilir ( Şekı l, S ). 

Ohalde, ~ de alınan her d~ d09rusu sonsuzdaki n dUz-

leminde bulunan bir d~ do9rusunun Merkezi izdileilmil olarak alı-

nırsa, buna 5fero-5tereografik izdUeUmde tekabül eden s 
dı~ çem-

beri, t çekirdek noktasından ve M nin CM distans çemberini 

reel temsilcisi olarak kabul eden imaginer çember ile d~ nin 
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kesişme noktalarından geçen çember olarak belirlidir. Bu çem-

ber aynı zamanda simetri özeliklerinden dolayı v· i Üzerinde bu-

lunan karşıt noktasından da geçer. 

el " Resim dUzlemine dik doqrular 

• ye dik her d dogru9unun Merkezi izdU.UrnU bilindigi gi-

bi bu izdU,Umün E esas noktasından geçen bir am dogrusudur . 

Yani adı geçen dogruların Merkezi i zdU,Umleri E (.) dogrular de-

metini teşkil ederler. 

~ ye dik durumda olan herhangi bir d dogru8unu Sfero-

Stereografik izdU,ümde gösteren çemberi , genel tariflere 9Ö-

re M ı noktasını cl ile birleetiren Q düzlemi ile t nin dı 

kesit çemberınin izdÜ,ümUdUr. o dUzlemi Mı den geçen ve d ye 

paralelolan dogruyu da ihtiva ettiginden Q daki dı çemberi t 

~1 den farklı Ul ~ kesi.me noktasından geçer. Uı- noktası veri

len a dogrusunun sonsuzdaki U. noktasının Mı merkezine gö

re ~ üzerındeki Sferik iZd(ı,ümüdUr . a ı çemberi U ı • den geç

tiginden a~ Sfero-Stereografik izdO.üm çemberi U ı • in U~.Sfe

ro-Stereografik izdUşUm noktasından geçer (Sekil 6) . 

ye dik bOtOn dOQruların sonsuzdaki noktası aynı bir U. 

noktası 01du9undan bu durumdaki bUtOn dOQruların Sfpro-Stereogra

fik izdU,Um çemberleri u? den geçerler . Yani 1 çekirdek nok-

tası ve u9 
i 

noktasını emel noktaları olarak kabul eden 

ler demetini meydana getirirler. 

çember-

Böylece ikiparametre!i bir çokluk olan " ye dik dogrula-

rın ıZdU,Um çıftleri, " de yıne ikiparame reli olan doQru-çem -

ber çıftlerınden oluşan bir çokluk ile gösterilmie olur. İzdU,Um 

d09ruları, tepesi E olan d09rular demetini, izdUeüm çemberleri 

ise temel noktaları 1 ve U~_ olan çemberler d metıni te.kil 

ederler. 
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f) "ı DUzlemindeki d09rular 

Bu düzlemde bulunan bUtUn noktaların MerkezI i zdUşUmleri 

w deki no k t alar alanını doldurur , Sfero-Stereografik izdU,ümle-

ri ise t çekirdek noktasında çakı$mı'lardır . Tepesi ı olan 

minimal doqru l ar aynı zamanda Stereografik izdU,Umün esas pren

siplerine göre Mı (~ı) demetinin minimal d09rularının Merkezi 

iZdU,ümleridir, dolayısıyle bu dUzlemdeki çakı,ma noktalarını 

temsil ederler. Bu özelikler nedeniyle deki hUtün d d09ru-

larının Merkezi izdU,ümleri ~ deki dogrular alanını,Sfero-Ste-

reografik izdU,ümleri ise İ( w) dogrular demetındeki minimal 

dogrularını te t kil ederler . 

g) i yi kesen dogrular 

i çekirdek eksenini M ve Mı d~n farklı herhangi bir 

C noktasında kesen her d dogrusu i den geçen bir dUzle-

mine ait oldugundan d nin dm MerkezI izdU,UmU bu dUzlernin eo 

izi yani 1 çekirdek noktasından geçen muayyen bir tanzim dog-

rUBu üzerindedir. d Uzerindeki d(P, ... ) noktalar dizisinin 

Merkezi izdU,UmU e (pm, ... ) dizisıdir. Aynı uzay dizisini Mı 

den izdUeUren ıeınlar da c dUzlemınde bulunduklarından bu 

ı,~nların $ kUresi üzerindeki M den farklı P 1 "" noktala-

rını taeıyan dt çemberi de r düzlemınde bulunur. Bu nedenle 

dı (Pı , . .. ) dizisinin Sfero-Stereografik izdü,amU e (}zerinde 

bulunan noktalar dizısıdir. Böylece görOlUrki bu du-

rumdaki her d dogrusunun (dm,d~) izdU,Umleri bir tanzim dog

r u su üzerinde çakı,mı,lardır ve d üzerinde bulunan d( P , ... ) 

dizisi her iki ızdU,Umde Co Uzerindeki e (pm, ... }ve e (P~ , . .. ) 

dizileri arasındaki bir pro)ektivite yardımıyle gösterilır. d 

doQr usu keyfi iki P , Q noktası ile verilmi, ise d nin durumu 

c düz l e mi nde bellidir. Dolayısıyle d(P, . . . ) dizisini de 

gös t eren projektivite de belli olmalıdır. Bu projektivitenin iki 



32 

çifti P,Q noktalarının (pffi IP~) ve (Om,Q~) izdü$üm çiftleri

dır . Projektiviten in üçüncü çifti d ile i çekirdek ekseninin 

C kesişme noktasını izdUşümde temsil eden nokta çiftidir. Bu 

izdUşüm çifti (I-Nr . 3 , f) ye göre t çekirdek noktası ve eo in 

sonsuzdaki noktasından ibarettir. Böylece adı geçen projektivi

te belirlidir . Projektivitenin esas noktaları d ile dı çembe

rınin E,F kesişme noktalarının iZdü$ümleridir ( Seki! : 6 ). 

Ohalde, 1 yi kesen dogrular deki tanzim do9ruları üze-

rinde birer projektivıte yardımıyle gösterilebilir . Adı geçen 

L!zay doljruları yi do9rultman dogrusu olarak kabul eden komp-

leks, yanı üçpar:l'1letreli bır çokluk teşkil ederler. Bu dogrular ı 

reSim düzleminde gösteren proJcktiviteler izah edilen özeliklere 

göre de üçparametreli bir çokluk kurarlar . Çünkü her tanzim doQ -

rusu üzerındeki proJektivıtelcr iki parametreli çokıuk, tanzim 

doqruları ıse tepesi ! olan doqrular demetini teşkil ederler . 

M esas ızdilşüm merkezinden geçen do9rular Merkezi izdiJ-

şümde izdüş]ren oluuklarından nin bir noktası olarak görülür 

Sfero-Stereografik izdUşUmO ise bu noktadan geçen tanzim d09ru

su ıle çakışır. 

Mı den geçen doqrular ıçin benzer münasebetler mevcuttur. 

Bu durumdakı her doqrunun Sfero-Stereografik izdUşümü "nin mu

ayyen bi r noktasını tepe olarak kabul eden ~inimal doqrular çif

tınden ibarettir. Merkezi izdllşümü bu noktadan geçen tanzım doq

rusu ıle çakışır. 
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III- DOZLEMLER İ N GÖSTERİLMESİ 

Nr .l- GENEL OURU~OAKı OI'ZLE~LER 

Bi l i nd~9i gibi uzayın her dOzlerni , hpm noktaların ve 

he m de d09 rular ı n geometrik yeri olarak ikiparametreli nok alar 

ve dogrular alanını taekil ederler. 

c düzlemini ıık olarak noktalar alanı olarak dUşUnelım . 

( • [tP , ... ) alanı M esas izdUşlim merkezinden resım dUzle-

mi ne izdU,ürUlUrse (P, . .. l alanı ile perspektif kolıneac olan 

~(pm , . .. ) alanı elde edilir . 

Aynı [(P, . . . ) alanı Sfero-Stereoqrafik Izdil,Ume tabı tu-

t u l u r sa , ilk olarak bu al n M merkezinden ~ üzerine ızdU,U-

r Uler ek bu alan ile perspektıf durumda bulunan f(P) , • • • ) Sferık 

alanı elde edilir . Bu ıkı alan arasındaki perspek if uzay bag ın-

tıSının merkezi ,.,1 dir. ~ den qeçen bUtün deste do~ruıarın-

dan her bırı ~ izdij,üm kOresinı ve dilzle~ini bırer noktada 

keser . Bu nedenle baqıntı perspek if ve bıre-birdır . ı(p i" .)a-

l an ı M den resim düzlamı üzerıne ızdü,ürülürse P, ,, , ) 

alan~ n ~n Sfero-Stereografik izdü,ümü olarök ıp? ~ .. . )alanı el-

de edılır! Şekil, 7 ). 

Böylece res~m düzleminde dUzlem~nin Merkezi ve Sfero-

St ereografik izdUeUrnUnü tayin eden kolokal iki (pm ı" .1 ve 

~(P~ I"' ) a l anı gösterilmış olur. Bu alanlar aras~ndakı baqın-

tıyı tay~n edelim . Bunun ıçın ilk olarak ("m ı "') alanının bır 

pm nok tasına ikincı alanda tekabül edecek ,ekli arayalım. pm 

noktas ını M ye birleştiren ıeın dUzlerninı bellı bir P nok-

ta_ ında keser . Bu noktayı Mı den 1ı Uzerıne izdU,Uren PM ı 
ı,ını ız, yi "1 1 den farkl~ bi r tek P1 noktasında keser. Bu 

nok ta M den ~ Uzerine izdU,UrülUrse MP ı izdUşürn ı,ını ~ 

yi bir ve ya lnı z bi r pS 
ı 

noktas~nda keser . 
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noktasınl. 

alalım. Bu noktayı M ye birleetiren ıe1n • yi M den farklı 

belli bir Pt noktasında delar. P~ noktaS1 t düzlemine ait 

muayyen bir P noktasının Sfero-Stereografik izdU,Umü olarak 

dU,OnUldUqUnden Pt noktasını M ı e birlettiren doqru c düz

lemini adı geçen P noktasında keser. P noktasının M ye gö

re Merkezi izdU,ümU MP ı,ınının , yi deldiQi pm noktası ola-

rak bulunur. 

Ohalde LI' (I,ın, ... ) alanının keyfi. bir pm noktasına 

alanında belli bir p. 
i noktası tekabül eder ve tersi. 

pm ve p8 
i 

arasında (I-Nr.l) e göre tanzim ,artı. mevcuttur. 00-

layısıyle bu iki alan rasındaki bagıntı, merkezi ı çekirdek 

noktası olan bir perspektivitedir. 

Bagıotının ikinci öze1i9i mertebesidir. Bu gaye için [ dUz-

lemini d09rular alanı olarak dU,Unelim. Ohalde " resım dUzle-

minde birinci alanda herhangi bir dm de>qruaunu alalım. dm dCQ-

rusu dd, ... l alanının belli bir d d09rusunun Merkezt izdU,U-

mU nU teoki 1 eder. Bu d09ru, dm yi M eııas izdU,üm merkezine 

bitlettiren görme düzlemi ile < un arakesitidir. d do9rusu 

Mı den tUzerine izdU,OrUlOrse kUre Uzerinde Mı den geçen 

bir dı çemberi elde edilir. Bu çember ~ den " resim dUzle-

mı Uzerine izdUşOrOlOrse d nin 5fero-5tereografik 

ol rak ı çekirdek noktasından geçen muayyen bir çemberi 

tayin edılmi, olur (II-Nr.l e bakınız). Bu çember " deki iki 

izdU,üm alanı arasınd kı ba9ıntıda, birinci alanda verilen bir 

dm d09ru8una ikinci alanda tekabül eden ,eklidir. Bu tekil bir 

çember, yani ikinci mertebeden bir e9ri olduQundan bagıntı kuad

ratikdir. 

Simdi ikinci alanda bir doqrusunu alalım. Bu dogru c 

dUzlemindeki muayyen bir ,eklin Sfero-Stereografik izdU,UmUnU te,-
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kil eder . d09rusunu M ile birleştiren görme dOzlemi ~ yi 

bir dı çemberi boyp"1ca k.eser. Bu çemberl. ..,,1 e 

koni ile c düzlemi bir konik boyunca kesişirler. 

birleştiren 

Dolayisiyle 

Sfero-Stereografik izdüşümde d09ru olarak görülen ve ( dUzle-

minde bulunan şekil bir kanıktir . Bu kooi9i M ye birleştire~ 

koninin ~ resim düzlemindeki izi yine ikirei mertebeclen bır 

kaniktİr . 

Böylece görülOrki ikinci alanın dogrularına da birinci a-

landa yine ikinci mertebeclen egriler tekabül etmektedir. Ohalde 

herhangi bir ( dOzlemindeki alanı t1erkezi ve Sfero-Stereogra -

fik izdü$Umde gösteren izdUşUm alanları arasında perspektif , bi -

re-bir ve kuadratik bir baqıntı mevcuttur. 

( düzleminde bulunan noktalar ve doqrular arasında ~ ça-

kıema küresi üzerindeki noktalar, un yatay dogruları , bunlar 

arasında bilhassa düzlemin w deki v kaybolma izi , dekı 

e izi, sonsuzdaki d ~ dogrusu ve wı tali teget düzlemindekı 

dagrusu ile E un çekirdek düzlemlerindekı dogruları ve çekir -

dek ekseni üzerindeki noktası öneMli roloynarlar. Bu nokta ve 

dogrular izdU,Um çiftleri ile eu şekilde karakterize edilebilir: 

a) E dUzlemi kOresini bir c çemberi bayıınca keser . 

Bu çember reel, sıfır parçalı veya sıfır yarıçaplı olabilir.c nin 

sıfır yarıçaplı olması halinde ( dUzlemı nın bir teget düz-

lemi olur (II-Nr . 3,a). Kürenin bütOn noktaları izd ü şüm prensibı-

mizin çakışma noktaları oldugunda n (I-~r.3,a) , c çemberi ( da-

ki çakışma noktalarının geometrik yerini teşkil eder. Bu özelik-

ten c çemberi ne un çakıema çemberi diyecegız. c nin 

Merkezi ve eS 
1 

5fero-Stereografik izdUşUmü çakışık 

cm = c~ çemberinin bü tUn noktalarında r (P, . .. ) alanındakı nok

talar ı n izdüeüm çif t leri arasında mevcut olan bagıntıda birbirıne 

tekabül eden iki nokta çakı emı$ durumda bıılunur . Bu nedenle adı 
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geçen cm = c~ çemberi bu ba9ıntının çakıema çemberi olarak 

iıimlendırılir . da bulunan her d dogrusu ~ yı c ça -

kışma çemberi Uzerinde bulunan ikı EıF noktasında kestiginden 

bu nok talar ın E"' = E~ ve izdUeUmleri d yi izdU.Um-

de gösteren dogru8u ile 

olarak aynı zamanda deki 

çemberıne aittir. 

çemberin i n kesı,me 

B~) bagıntısı.nın 
r 

Böylece adı geçen çakışma çemberi verilmış ıse 

d, ... dogrularının izdUoüm çıftlerı arasındaki bagl.ntı 

bır ,ekilde ta~amlanebilir : Ornegin ; bır dm dogru8u 

nok ta lar 1. 

çakı,ma 

l daki 

basit 

de 

verııml.$ farzedilirse bu dogruya B 
i 

bagıntısı.nda tekabül eden 

çemberı. bir araf an ıle çakıema çemberinin 

Fm = F~ kesieme noktalarından ve diger araftan sabıt t çekir-

dek noktasından geçer. Dolayısıyle çember1 bu Uç noktas1 ile 

tamamen bel1rlidir . dm dOQrusu ile çak1ema çember1nin ke81eme 

noktalar1 eelenik imaginer ise t den ve bu iki imag1ner nokta-

d an geçen d? çemberi bilinen şekilde ç1zile bilir. 

deki d, ... dOQrular1nı g ö steren (dm,d~), . .. çiftleri 

aras1ndak1 bag1nt1, cm = c~ çakışma çemberi kullanılarak yu-

karıda bel1rtilen basıt yol yardımıyle amamlanab1ldiginden, bu 

baQ1nt1da birb1rine tekabül eden nokta çiftleri de, ad1 geçen 

çakı,ma çemberinden faydalanılarak t~sbit edilebilir: örnegin ;, 

de herhangı bır pm noktası ( daki muayyen bır P nOktası-

nın ~erkez! izdU,ümU olarak alınırsa, pm nok a s ına B baQın
l 

t1sında tekabül eden pS 
i noktasının, yani P nın Sfero-Stere -

ografik ızdU,ümUnUn bir geometrik yerı pm den geçen ıpm tan-

zim dogrusudur. İkinci geome rik yer ise (Linear gösterme me-

todlarında yapııdıgı gibi), P (ı} dogrular demetınde bulunan her-

hang1 b i r d taşıyıcı dOQrusunun ızdU,OmUdUr. Bu nedenle d 

~) cep , ... ) alanındakl nokealartn izdU,Um çi(elert a r asında _ev
c ue o l an balıneıyı kısaca Bc ola r ak ifade edecellz . 
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nin Merkezi izdU,ümü olarak prn den geçen keyfi bir dm d09ru-

eu alınır. Bu do~ruya Br bagıntısında tekabül eden 

ri yukarıda açıklandıgı ,ekilde çizilir. Bu çember p. 
i 

çembe-

noktası-

nın ikinci geometrik yeri oldu.,ıından tpm tanzim dogrusu d~ yi 

t den farklı, aranan pB 
i 

nakt, :Jında keser. 

~ dÜzlem! t kOresini sıfır parçalı bir çember 

keserse , daki alanı izdU,Om si9temimizJe gösteren B , 
boyunca 

bal)ın-

tısının çak.ıema çemberi de sıfır parçalı olup Projektif Geomet-

rinin esas özeliklerine göre belirtilebilir. 

b) r un yatay doqruları ve ~zelı~l~ v kaybolma izi: Ya-

tay durumda bulunan her ct dcırusunun (dm,d?> ızdüşüm çıfti 

(II-Nr.3,b) ye göre n nin a ye paralel bir dogrusu ve t den 

d ye paralel geçen tanzim dogru9u üzerinde bulunan v~ çekirdek 

çemberinin t* nokta~ından geçen bir çemberden ibarettir. Bu 

prensip daki bUtUn yatay do~rular için uygulanırsa ,(d, ... ) 

paralel d09rular demetinin Merkezi izdUşUmU olarak c un ~ de-

ki e izınin do9rultusunda geçen "<arn, ... ) paralel doqrular 

demetı ve Sfero-Stereografik izdüeUmU olarak da v? çekirdek çem-

berinin e ye paralel kiriein t,t~ uç noktalarını temel noktalar ka-

bul eden çemberler demeti elde edilir. Adı geçen paralel do~ru-

lar demeti ve çemberler demeti arasında projektif bir ba~ıntı 

mevcuttur. Söyleki, d09rular demetinin bir am doqrusu muayyen 

bir 

beri, 

çer. 

noktasından geçerse, bu dogruya tekabül eden çern-

ye B 
[ 

bagıntısında tekabül eden P' noktasından ge-

t daki yatay do9rular arag~nda u kaybolma düzlemindeki 

v dogrusu da bulunur. Böyle bir doqrunun izdO,Om çifti(II-Nr .), b) 

ye göre n nin sonsuzdaki d09rusu ve İ,l* noktalarından geçen 

v~ çekirdek çemberi oldugundan bu (do9ru-çember) çifti c daki 

v kaybolma dogrusunun izdüeüm çiftini de verir. 
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c un i çekirdek ekseni üzerindeki C noktasından geçen 

yatay dogru da önemli roloynar. Bu doQru M ve Mı ile bir-

likte muayyen bir çekirdek düzlemine ait oldugundan bu dogrunun 

Merkezi ve 5fero-5tereografik izdU.UmU, adı geçen çekirdek dUz

leminin • deki izi, yani 11* dogrusu olarak elde edilir. 

c) ( daki yatay dogrular arasında ( un ~ deki e izi 

önemli roloynar. Bu dOQrunun em Merkezi izdU.UmU bilindigi gi-

bi e ile çakı,ır. ef Sfero-Stereografik izdU,ümU ise,yukarı

da belirtilen, temel noktaları t,l* olan çemberler demetine a

ittir ve em ile cm. cr çakıoma çemberinin kesı,me noktala

rından geçer. Bu noktalar daima eelenik imaginerdir ve(II-Nr.3,c) 

ye göre MerkezI izdU,nmUn E esas noktasını Laguerre noktaııl. 

olarak kabul ederler. Ohalde çemberi bu koşullara göre bili-

nen .ekilde çizilebilir. L dUzlemi cm=cf ile verilmi, ise ( 

belli olduQundan e izi de bellidir. Bu iz cm.c~ çemberinin 

merkezini E ye birleetiren dOQru üzerindeki cm:cT nin çapucu 

noktalarına göre E nin harmonik e,leni9i ile E nin orta dog-

rUBU, yani L Laguerrc noktalarının orta noktasından merkezler 

do9ruauna dik geçerS). 

d) [ un sonsuzdaki d . doqrusu '1erkezt izdUeümde , un 

d! kaçma izi olarak görülür. Aynı doqruyu Sfero-Stereografik iz-

dU,Umde gösteren çemberi bir taraftan yine t,1* temel nok-

taları ile belirtilen çemberler demetine aittir, diger taraftan 

d= kaçma izi ile cm.c~ çakıema çemberınin daima e,lenık im~-

qiner olan kasieme noktalarından geçer. Bu noktalar (II-Nr.l,d) 

ye göre aynı zamanda M izdü,Um merkezının dıstans çemberini 

reel temsilcisi olarak kabul eden sıfır parçalı çemberin dm Uze-

s) Bu •• tad yardı..1.yle, 1z:dU,Um çiftLeri tıc yt'rllen herhang1 blr 
daırunun w deki iz nokta.ı. bulunabilir. 
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rindeki noktaları olduQundan bu noktaları temsil eden Mo=L nok-

tası yardımıyle çemberi bilinen prensiplere gö~e tamamla-

nabilir. 

Bir E düzlemi ~3C~ çakı~a çemberi ile verilirse bu 

dUzlernin d. do9rusunun d~ terkezi izdU,UmU ve dT. 
Stereografik izdU,ümU kolayca bulunabilir6 ). 

Sfero -

e) E dUzlemi t kUresini M. ı tali izdU.üm merkezindeki 

~ı teget düzlemini muayyen bir do~ru boyunca keser. Bu doQrunun 

Merkezi izdUşUmü (II-Nr.),f) ye göre n nin belli bir d09ru8u

dur.Aynı doqrunun Sfero-Stereografik izdU,ümü ise tepesi t olan 

• deki dogrular demetinin minimal dogrularından ibarettir . 

dUzle'Tli cm = cr ile verilmi, ise bu dUzlernin u 1 deki dogruBunun 

Sfero-5tereografik izdUsümU yukarıda belirtildigi gibi otomatik

man t çekirdek noktasıdır. Adı geçen d09runun Merkezi izdU,UmU 

i se, t nok tas ı (s ı f ır çember i) i le en. c~ nin kuvvet ekse

nidir. 

f) düzlemi ı çekirdek eksenini muayyen bir C nokta-

sında keser. da bulunan ve C den geçen her q do~rusu i 

çekirdek 0~senı ile birlikte bir y çekirdek düzlemini belirler. 

Bu nedenle 9 yi Merkezi ve Sfero-Stereografik izdUeUmde qöste-

çifti. (II-Nr.3,g) ye göre y nın 11' deki Co izi 

ile çakışırlar. güzerindeki g(O, ... l noktalar dizisi Co üze· 

rınde bulunan bir projektivite yardımıyle gösterilir.Projektivi-

tenin her çifti, 9 nin bir noktasını izdU,ümde temsil eden nok-

ta çıftidir. Projektivitenin esas noktaları co.gm-gf do9rusunun 

eS 
i çakışma çemberı Uzerindeki noktalarıdır. 

Ohalde, , dUzlarnini • de gösteren B 
< 

bal)ıntısı tara-

ile C~ nln kuvvet ekseni d~ yi verir vb . 
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fınden her çekirdek ı,ını, yani tanzim d09rusu, üzerinde teekil 

edilen Projektivite, bu anlamda aynı çekirdek ı,ınından geçen 

çekirdek dUzlemi ile E un arakesit doqrusu üzerindeki dizinin 

izdU,UmUdUr. 

g) ( düzlemi, izdU,Um sıstemimizin i çekirdek eksenini 

yukarıda açıkıandıQı gibi muayyen bir C noktasında keser. Bu 

nokta, [ ile bUtün çekirdek düzlemlerinin arakesit d09ruları

nın teekil ettiQi dOQrular demetinin tepesidir . C noktasının cm 
Merkezi izdU,UmU t çekirdek noktası ile identikdir.Sfero-Stere-

egrafik izdU,UmU ise (I-Nr.),f) ye göre ~ nin sonsuzdaki u. 

doqru8u üzerindeki bUtün noktalardan ıbarettir. Yani i çekir-

dek ekseninin Sfero-Stereografik izdU,ümü u. doqrusu ile çakı-

Ohalde, t çekirdek noktası ve nin sonsuzdaki u.dog-

ruau izdU,üm sistemimizde sabit kaldı~ından <1,u.' eleman çifti 

t un i üzerindeki C noktasını temsil eder ve t daki alanı 

w de gösteren Bı bagıntısının sabit bir çiftini verir. 

Böylece adı geçen Bf ba9ıntısı tUm olarak ,u ,ekilde ka

rakterize edilebilir : 

l- Bagıntı perspektiftir. Perspektivin merkezi 1 çekir-

dek noktasıdır. Dolayısiyle bagıntıda birbirine tekabül 

eden (pm,p~) nok aları den geçen bir tanzim dogru-

su Uzerındedir ve bir projektivite te,kil ederler. 

2- Bagıntı kuadratikdir. ÇünkU her dm dogruBuna 1 den 

geçen bir çemberi tekabUl eder. 

)- Bu bagıntıda kendikendine tekabül eden noktalar, bagın-

tının cm. c~ çakı,ma çemberıni te,kil ederler. 

4- Aynı bagıntının sabit bir eleman çifti 1 çekirdek nok-

tası ve ~ nin sonsuzdaki u. dogru9udur. 
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Aç~klanan bu özelikler BE baqıntısı için karakteristik

tir. at ba~ıntısının bu özelikleri, geometride bilinen "tnver

siyon " a benzediqini gösterir, fakat elde edilen ba~ıntı "tnver

siyon l' degildir. ÇUnkU inversiyon halinde her tanzim do9ru8u uze

rindeki birbirine tekabül eden nokta çiftleri bir tnvolusiyon 

tetkil ederler. B~ bagıntıaında ise her Co tanzim dogru8u 

üzerindeki (O'",Of),... nokta çiftleri genel tipten bir projek

tivite meydana getirirler. Bu projektivite, keyfi nokta çiftleri 

gösterilmeden, Co ın verilmesiyle do~rudan dogruya bellidir. 

ÇünkU projektivitenin esas noktaları sabit durumdaki çakıema çem

berin!n üzerindedir. Projektivitenin UçüncO çifti ise t çekirdek 

noktası ve en ın sonsuzdaki LL. doqrusu üzerinde bulunan U~ 

noktasıdır. Buradan t çekirdek noktasının projektivitenin bir 

kar,ıt noktası oldu~u görülür. Ohalde ba~ıntı, cm.c~ çakıema çem

beri ve t çekirdek noktası (Temel elemanlar olarak) ile be

Hrlidir. 

Nr.2- lZOUSUHUN KARSILIKLI B1RE-B1RLıcı 

(Nr.l) de ispat edildigi gibi, uzayın her ~ düzlemi Mer

kezi ve 5fero-Stereografik izdU,ümde gösterilirse, bu dUzlerndeki 

nokta ve dogrular alanı ~ resim düzleminde perspektif kuadra

tik bir BE bagıntısı ile gösterilir. Bu bagıotının çakı,ma e~

risi bir çemberdir. Perspektivitenin merkezi olan t çekirdek 

nokta. ı bu bagıntıda n nin u. logru9una tekabül eder. 

Bu' nedenle TO de bu tipten bir Br baqıntısı keyff se

çilmi, dü,ünülUrse bu bagıntıyı izdU,ürn baQıntısı olarak kabul 

eden ( düzleminin uzay :lurumu tayin edilebilir. Bı: bagıntısı 

n nin keyft bir cm. c~ çaxıoma çemberi ile verilmış dU'ünil

nUIUrse bu bagıntı tamamen belirlidir. ÇUnkU sabit durumdaki t 

çekirdek noktası tanzim dogrularının ortak noktası oldugundan 
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bu do~ruıar üzerinde bulunan t da muayyen bir dOQru üzerindeki 

noktalar dizisini gösteren projektivite bellidir. Projektivitenin 

eıaı noktaları cm = c~ çakıema çemberi üzerindedir. 1 noktası 

projektivitenin bir kar_ıt noktasıdır. 

Bu ba9ıntı ile belirtilen t dUzlemın!n uzay durumu Stere

agratik izdUeUmUn esas özeliklerine göre belirlidir. Çünkü cm=c~ 

çak"ma çemberi, M merkezli Stereografik izdO,Omde ~ kOresine 

ait olan c çemberi, ~ yi cm. cf çemberine birleetiren çem-

ber koniıi ile ~ nin kesieme çemberidir. Bu koni ile 'nin tam 

arakesiti, bilindi9i gibi dördüncü mertebedendir . Bu arakesitin 

bir kısmı u kaybolma düzleminde bulunan ~ den geçen minimal 

d~rular olduklarından arakesitin diger kısmı ikinci mertebeden 

bir egei , yani t kUresinin dUzlemael kesiti olarak bir c çem-

beridir. c yi taşıyan c dUzlemindeki alan w de verilen Be 

bagıntısını izdU,Um bagıntısı olarak kabul ettiginden uzay ın bU

tUn dÜzlemleri ve ~ deki Be ba9ıntıları arasında bire-bir kar

.ılıgı mevcuttur. ÇUnkU Be bagıntısı ~ nin keyfi bir çemberi 

ile belirtilebildi9inden Uçparametreli bir çokluk kurarlar.Uzayın 

dÜzlemleri de bilindi9i gibi üçparametreli bir aile teekil ederler. 

c dUzlemi uzayda bir üçgen ile verilmie dU,UnUlUrse bu 

Uçgenin P,Q,R köşelerin ı n de temsil eden (pm,P~) , (om,O~), 

(~,R~) nokta çiftleri ı den geçen birer tanzim dogrUBU Uzerin-

de keyf! durumda alınabilir. c düzlemi P,Q,R 

belirtilmi. oldugundan bu düzlemi " de gösteren 

noktaları ile 

da adı geçen Uç nokta çifti ile belirtilmelidir. Be baQıntısı 

bu ,ekilde Uç nokta çifti ile verilmiş farzedilirse ,dogrudan dog

ruya POR üçgeninin kenarları Merkezi ve Sfero-Stereografik iz

dU,Umde gösterilebilir : örne~in P,R noktalar,nı birlettiren 

d dogruBu Merkezi izdU,Umde dm ~ pm~ dogrUBU ve Sfero-Stere-
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ografik izdüşürnde de pS RS ve 
ı ' ı 

1 noktalarından geçen 

çemberi olarak elde edilir. Bu çemberin dm üzerindeki Em . E?, 

Fm=F~ noktaıar~ cm~c~ çakışma çemberine aittir. Analog işlem 

PQR üçgen!nin diger bir kenar ı için tatbik edilirse bu çakı$ma 

çemberinin diger noktaları bulunabilir. Böylece B ~ ba~ıntısı-

nın çakışma çemberi tayin edilmiş olur ve t düzleminin uzay 

durumu yukarıda açıklanan yolla belirtilebilir. Bu düzlem aynı 

zamanda çakışma münasebetl e rini kullanmadan da belirtilebilir. 

Çünkü (pm,P~) izdüsUm çifti ile verilen P noktasının uzay 

durumu (I-Nr.l ) ye göre belirlidir. Bu şekilde tesbit edilen 

P,Q,R noktalarını taşıyan düzlem t düzlemidir. 

Nr.J- I ZDUS UM SISTEMINE Gö RE ö ZEL DURUM DAKI DUZLEMLER 

a ) " KOresinin teget düzlemleri 

kOres i nin her T teget dUzlemi kUreye belli bir T 

noktasında teg e ttir. Do layısıyle küreyi T( T) demetindeki mi-

nimal dogrular boyunca keser. Başka kelimelerle, ~ nin T da-

ki c ke s it çem beri sıfır çemberidir. Bu nedenle T daki nok-

ta ve doqrular alanını n de gösteren OT baqıntısının ça-

kışma çemberi de bir sıfır çemberinden ibarettir. Bu çemberin 

merkezi, T nun T de~e noktasını Merkezi ve Sfero-Stereog-

rafik izdüşümde g ö steren T'll = T~ noktasıdır ( Seki i : 8 ). 

Böylece cm. cr çemberi yerine ~ a T~ noktasını tepe 

olarak kabul eden ve n de bulunan dogrular demetindeki mini-

mal do9rular elde edilir. Adı geçen çemberi n bozulmuş olmasına 

ra9men BT bozulmuş olmayan perspektif, kuadratik ve merkezi 

t olan bir ba9ıntıdır. Dolayısıyle bu ba9ıntının tamamlanması 

genel metoda göre yapılabilir. örnegin n nin keyfi bi r plil 

noktası T daki bir P noktasının Merkezi izdü,ümü olarak 

dU,ünülürse prn ye BT ba9ıntısında tekabül eden nokta, pm 



.' T ..... T,' u:. 

'. 
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den geçen tpffi çekirdek ı'ln1 üzerinde bulunur ve bu doqru üze

rinde Bf bagıntısı tarafından meydana getirilen projektlvitede 

pm noktasına tekabül eder. Projektivitenin eBas noktaları genel 

halde oldugu gibi bu do9ru üzerinde bulunan çakı,ma noktaların -

dan ibaret oldugu için bu iki nokta şimdiki halde ~ noktasın-

dan geçen minimal dogrulara aittir. Yani bu iki eelenik imagi-

ner nokta, ~ noktasını bir Laguerre noktası olarak kabul eder. 

Projektivitenin bir karşıt noktası İ çekirdek noktası oldugun

dan bu bagıntı bellidir ve aynı ,ekilde n nin keyfi bir dogru

suna Bt ba~lnt181nda tekabül eden çember belirtilebilir. 

~ nin teget düzlemleri arasında u kaybolma düzlemiı Mı 

deki Wı teget düzlemi ve ayrıca n resim dUzlemi de bulunur. 

~ kaybolma dÜzleminin bUtUn noktaları Merkezi izdUşUmde • nin 

u. dogrusu üzerinde bulunur. Sfero-Stereografik izdüşUmleri ise 

n deki alanı doldurur. Bu nedenle ~ deki alanı gösteren ba

~ıntı bozulmuştur. 

u ı deki alanı gösteren ba~ıntının çakışma çemberi t çe

kirdek noktasından geçen minimal d09rulardır . n deki alanı gös

teren Bn bagıntısı ~ nin keyfi teget düzlemlerindeki alanla

rın gösterilmesine eşittir. Ba9ıntının çakışma çemberi E esas 

noktasından geçen minimal dogrulardır. Bu ba9ıntı (I-Nr.3,c) de 

ispat edilmiştir. 

b) ~ Resim düzlemine paralel düzlemler 

Bu durumdaki her dOzlem ~ kÜresini bir c paralel çem· 

beri boyunca keser. c nin cm. cr izdUeUmO E esas noktasını 

merkez olarak kabul eder. Bu özelik n ye paralel her düzlem

deki alanı gösteren bagıntı için karakteristikdir. 
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c). Resim düzlemi 

• resim düzlemindeki alanı gösteren 8~ bagıntıaı a) da ta

rif edilmi,tir . Bu bagıntının çakı,ma noktaları ilgili yerde a-

ç.kland.g. qibi E esas noktas.ndan qeçen minimal dogrular Uze

rindedir. 

d) Sonsuzdaki n dUzlemi 

Uzayın sonsuzdaki n dOzlarni • kUresin! C
i

_ mutlak ko

n i g i boyunca kestiginden bu konigin M merkezli Merkezi izdU,U

mU b i l indig i qibi M nin distans çemberini reel temsilcisi ola-

rak kabul ede n sılır parçalı çemberidir. Bu çember qenel ö-

zel i klere gör e sonsuzdaki düzlemde bulunan alanı izdU,üm sis te-

mimizde gösteren 8 n ba9ıntısının çakı,ma çemberidir . Adı geçen 

baO ıntı bu aekilde keyfi bir dUzlarni gösteren bagıntıda oldugu 

qibi belirtilmi, oldugundan sonsuzdaki alan.n izdUsUm çifti bi-

linen ,ekilde tamamlanabilir. 

e). Resim dÜzlemine dik dÜzlemler 

• ye dik durumda bulunan her t dUzlemi n ye dik dog-

rularıo sonsuzdaki U~ noktasını ihtiva eder. Bu nedenle adı 

geçen noktanın izdU,üm çifti bu düzlemlerdeki alanları gösteren 

bag . nt.lar.n ortak bir çiftidir. (II-Nr.3,e) de aç.kland.g. qi-

bi bu U. noktaBının Merkezi izdU,UmO E eBas noktasında bulu-

nur . U. un t kOresi üzerindeki U ı • 5ferik izdU,UmO bu kUre 

ile Mı den geçen dO,ey d09runun ~i den farklı kesiıme nokta

. ıd ır. Bu noktanın Merkezi izdU,UmO E den geçen çekirdek ı,ını 

üzerinde bulunan muayyen bir 

d Uzlemindeki alan. qösteren Bc 

nokta.ıdır. • ye dik her < 

ba9ıntıBı um. = E US nokta la, ,. 
rın ı ort ak çift olarak kabul eder ve bu ili,ki adı geçen durumda 

bulunan bUtUn dUzlemler için karakteristikdir. ye dik dUzlem-

ler ikiparemetreli bir çOkluk te,kil ettiklerınden bunları gö8-

teren BE ba9ıntıları ~ de ikiparemetreli çokluk kurarlar. 



4B 

Yani böyle bir ba9ıntı,herhangi bir cl do9rusunun (dm/d~)izdü

,üm çiftinin seçilmesi ile belirtilebilir . Bu çift ile belirti -

len keyfi iki P,Q noktasının (pm,pi> ve (om,O~) izdUşUm çift

leri tanzim doqruları şartına uygun şekilde alınırsa bu iki çift 

sabit (E , U~cıı:ı) çifti ile birlikte E dUzlemini gösteren B(ba

gıntısı için Uç nokta çiftini verir (Şekil: B) . 

Her düşey dUzlem M deki düşey d09runun sonsuzdaki nokta-

sını ihtiva eder. Bu noktanın Merkezf izdUşümU sabit U~ = E =M' 

ve Sfe ro-Stereografik izdU,ümü sabit US 
i m noktasl.dl.r. 

Her düşey düzlemin sonsuzdaki dol;1rusunun mutlak konil;1i 

kestiqi noktalar, düzlemin çakışma çernberıne ait olaca9ından bu 

mutlak noktaların !Cerkezi izdU,Urnleri ~1 nin distans çemberi ile 

temsil edilen imaginer çember ile çakışma çemberınin Merkezi iz-

düşUmünUn ortak noktaları olacaktır. Düşey dUzlemin sonsuzdaki 

dogrusunun Merkezi izdUşUmil U~ = E :ı ~1' noktasından geçen ve dilz-

lemin e izine paralel bir do9ru oldu9undan çakışma çemberinin 

merkezini M' noktasına birleştiren ~erkezler dogrusuna dik olan 

dogrudur . Ohalde mutlak noktaların izdüşümleri merkezler d09ru-

suna distans çemberinın M' merkezinde dik olan dogru ile dis-

tane çemberinin kesişme noktaları olan çapucu nokta la rı ile tem-

sil edilen noktalardır. Ohalde çakışma çemberi mutlak konigin 

Merkezi izdUeUmUnU çapı boyunca keseceginden bunun reel temsil

cisi olan distans çemberi ni dik keser. Bu özelik bUtOn düşey düz-

lemler için karakteristik koşul verir. 

Benzer ispatla görülürki, bUtün düşey dogruların Sfero-

5tereografik izdUeUm çemberlerinin meydana getircegi 1,u~~temel 

noktalı çemberler demetinin her çemberi de adı geçen distans çem-

berini dik keserler. Yani distans çemberi kuvvet çemberi özeli-

9 i n 1 ta,ır. Bu da yukarıdaki özeligi bir defa daha ka nı tlar . 
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Ohalde dU,ey dOzlemin çakıema çemberi i~in karakteristik 

özelik "Distans çemberi ni dik kesme koeuludur "şeklinde daha 

kıaa olarak ifade edilebilir. 

t) lzdU,Um sisteminin çekırdek düzlemler ı 

i ekseninden geçen her y dUzlemi bır çekirdek dUzlemi-

dir . Bu dUzlernin Co izi t den geçen bır çekirdek ıoınından 

ibarettir. y daki noktalar alanının Merkezi ve Sfero-Stereog-

rafik izdU.Omleri Co üzerinde bulundu~undan daki her P 

noktasının (pm.p~) izdU,üm nok aları c do~rU9una aıttir.Tera 

olarak bu iz üzerinde bulunan keyfi bır 

açıklandı9ı gibi da bulunan Ttuayyen bır P n"ktısını tespıt. 

eder. Böylece y daki nok Alar Alanı c Ozerınrleki kolokal ıki 

noktalar dizisinden ibarettir. daki her q do~rusu Uzerinde-

ki noktalar dizisinı Merkezi ve Sfero-Stereografik izdOeOmde gös-

teren noktalar dizileri (II-Nr.3,g) de gösterıldıq~ qıbı bir pro

jektiviteyi te,kil ederler. Pro)ektıvıtenin bır kareıt noktası 1 

dir. Projektivitenin esas noktaları genel hallerde oldugu gibi 9 

ile ~ kOresinin kesişme noktalarını ızdOeUmlerde gösteren nok-

talardır. 

IV- NOKTA, DOGRU VE OUZLE~LER1N lNSloENS MUNASEBETLERl 

Nr.l- NOKTA VE DOCRUNI'N I'SIOE"S nURI'MU 

Bir P noktası, bır d dogru8u ıle insıdens durumunda ise , 

(II-Nr.l) de açıklandıgı gibı, P nin pm Merkezi ızdO,OmO d 

nin dm Merkezı izdUeümO üzerınde ve pT Sfero-Stereografık iz-

pm den geçen tanzim do9ru8u ile nin kesişme nok-

taBında bulunur, yani p. 
1 

noktası çemberıne aittir. 

Tera olarak, ~ resim düzlemınde d do~rusu (dm,d~) izdU

,Um çifti ile verilmi, iBe, t den geçen bır tanzim dQ9ruaunun dm 
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yi kestil}i nokta91n~ Merkezi izdO,UmU ve yi kestilli Pf 

noktasını da Sfero-Stereografik izdü,ümü olarak kabul eden P nok-

tası uzayda cl do~rusu ile insidens durumunda bulunur (Şekil:4). 

Nr.2- İKI DoeRUNUN INStOENT DURUMU ( Kesi,me durumu) 

Uzayın iki d,d doqrusu aynı bir P noktası ile insidens 

durumunda bulunursa, bu durumdaki dog-rulara " İnsident diyoruz. 

lnsident durumunda bulunan iki doqru aynı zamanda bir ( düzlemi 

ile de insidens olur. 

dıd dogruları bir P noktası ile insidens durumunda bulu-

nursa bu dogruların dm,dm Merkezi izdUşümlerinin kesişme nokta

sı P nin pmMerkezi izdüşümünU, d~,d~ Sfero-Stereografik izdü

şUm çemberlerinin t den farklı kesişme noktaları pm den geçen 

tanzim dogrusu üzerinde bulunur ve pS 
ı 

izdUşümUnU verir (Şekil:7). 

Ters olarak, resim düzleminde, Merkezi izdUsUmleri ile 

Sfero-Stereografik izdUsümlerinin kesişme noktaları aynı bir tan-

zim do~rusu ü2erinde bulunursa bu iki doqrunun izdUşUmlerinin ke-

sişme noktalarını aynı isimli izdUşUmil olarak kabul eden belli bir 

P uzay noktası ile insidens durumunda bulunurlar, yanİ insident 

olurlar. 

Nr. J- NOKTA VE DUZLEMIN INSIDENS DURUMU 

Bir P noktası, muayyen bir dilzlemi ile insidens duru-

munda ise (III-Nr.l) e göre P nin pm Merkezt izdUşUmil , 

(; (P , ... ) alanını izdUşUmde gösteren n (pm, .. . ) alanına ve 

Sfero-Stereografik İzdUsümU de "(p?, . .. ) alanına aittir. Yani 

(pm ,p ~) çifti n(pm , ... ) ve "(P~, ... ) alanları arasında mevcut 

olan Bt ba9ıntısının bir çiftidir (Şekil :7). 
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Nr.4- DOCRU VE DUZLEMIN INSIDENS DURUMU 

Herhangi bir d dogru8u, bir c dÜzlemi ile insidens du-

rumunda bulunursa, d dogru8unun t kOreai üzerindeki E,F ça

kı,ma noktaları, t un cm.c? çakıama çemberi ile insidens du-

rumunda bulunacaklarından bunların w deki izdU,ümleri de de

gitmez kalır. Bu nedenle d nin E,F çakıama noktalarının ~=Er 

izdUeUmleri t un çakıema çemberine aittir . 

Tera olarak, w de (dm,d~) izdU,üm çiftleri ile verilen 

bir d dogrusunun çakı,ma noktaları, izdU,ümde c dUzlemini be

lirleyen cm: c~ çakıama çemberine ait iae, d d~ruBu uzayda 

t dUzlemi ile insidens durumunda bulunur (Şekil: 7,8). 
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v- PROJEKTİF TEMEL ŞEKİLLER 

Nr.l- NOKTALAR DIzIsI 

Bilindlgi gibi, her noktalar dizisi, uzay ın belli bir d 

do~rusu ile insidens durumunda bulunan birparametreli noktalar 

çoklu9udur. Böyle bir dCP, ... ) dizisinin Merkezi ve 5fero -

5tereografik izdüşümU (II-Nr.l) de açıklanmıştır (Sekil :4). 

Nr. 2- onCRVLAR DEMET! 

Uzayda sabıt bir dUzlemi ve bu düzlemle insidens du-

rumunda bulunan sabit bir P noktası. gözönüne alınırsa, da 

bulunan ve P den geçen d •... do~ruıar ailesi, bilindi9i gi-

bi birparametrelı bir çokluk teşkil ederler ve pe ı ) dogrular 

demetı olarak isimlendirilır. P noktası bu de~etin tepesı, l 

düzlemi ise taşıyıcı düzlemidir. 

P ( t ) demetine aither cl dogrusu, bir taraftan düz-

lemıyle ve diger taraftan ıle ınsıdens durumunda olan P 

noktasiyle insidens durumunda bulunduÇıundan, demetin her d dog

rusunun dm r1erkezi i zdüşümü P nin pm izdUşUmUnden geçer, 

d~ Sfero-Ster~ografik izdüşüm çemberi ise, noktaları 

temel noktalar olarak kabul eden çemberler demetine aittir. 0-

halde, P(r) dogrular demetinin izdüşümü olarak resim düz-

leminde pm(dm, ... ) dogrular demeti ve yukarıda belirtilen çem-

berler demeti elde edılir. 

P(f) demetindeki her cl dogrusunun E - Eı' F:F ı çakl.şma 

noktaları r taşıyıcı düzleminın c~cı çakısma çemberine ait 

oldugundan bunların izdüşilmleri o lan Em=E~ , pm=F~ noktaları 

da cm=c~ çakısma çemberı üzerınde bulunurlar (Şekil:7). 

Bu özelıklerden açıkca görülürki, P(c) demetinin her bir 

d dogrusunun dm t1erkezi i zd{tsümü, aynı dogrunun dS 
ı Sfero-

Stereografik izdüsüm çemberi ile tasıYl.cı düzleminin cm=c~ 
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çakıema çemberinin kuvvet eksenidir. Diger taraftan aynı demetin 

Sfero-Stereografik izdU,UmU teekil eden çemberler demetinin kuv-

vet eksenı(temel noktaları taşıyan eksen) de pm den geçer . 

Ohalde pm nok ası, temel noktaları t,pS olan çemberler deme-

ti ile bu demetin her bir dS 
i çemberının ayrı ayrı ( un 

çakışma çemberiyle eşkil ettıgi kuvvet eksenlerinin kesışma nok-

tası, yani adı geçen çe~berlerin kuvvet merkezıdır. Bu nedenle 

pm merkezli ve yukarıda belirtilen çe~bcrlerden bırını dık ke

sen Çpm çemberi adı geçen bOtUn emberleri dık keSCr(Sekil:lO)~) 

Bu bagıntı aynı za~anua nokta ile düzlemin ınsidcnslık şar-

tını da verir. 

Sr.l- UeZLE~LER D~~ETı 

Uzay ın bir ct dogrusu ile insıdens durumunda bulunan 

[ , [, ... düzlemleri birparametrelı temel şekılolan düzlemler 

demetın! teekil ederler ve d( [ ,. "l seklınde gösterılir. Deme-

tln her düzlemi d ile insıdens oldu~undan d nın E=E , f=F 1 

çakı8ma noktaları { , ... dllzlemlerıne ait olan c-c çakıo-

ma çemberlerinin ortak noktalarıdır. Bu nedenle d( " .. )düzlem-

lerini de gösteren izdü,Um alanlarının cm.es , ... çakı$ma 

çemberleri em_E?, pm=r~ noktalarını temel noktalnr kabul eden 

çemberler demetini eskil ederler (Sekıl ; 9) . dr çemberının de 

adı geçen çemberler demetinın bir çemberı oldugu açıktır. 

Ters olarak, resım düzleminde, 

ile verilen bir d dogrusunun Em.Er ' Fm=F~ çakl$ma noktala

rından geçen çemberler (,L, ... düzlemlerinin cm.es, -m=~" ... 
7) 8u çembere P nln karakteristik ç~mberl diy~re~lz. Çunkıl b ö y

le blr çember , P yi tepe oıara~ ~~buı ~dcn du~rUıdr dem~tl

nı, demet dUıleminin cm.cf ç~~ı,ma ,rmbrri vv i ç~klrd~k 
noktası LLe birlikte belirl~r. 
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çakışma çember l eri o l arak alın ı rsa adı geç e n düz l e mle r uzayda d 

doQrU9U ile insidens durumunda bulunurlar , yani der , ... l dUz-

lemler demetini meydana getirirler. 

Nr , 4- DUZL EMSEL NOK TALAR ALANI 

Düzle~sel noktalar alanı , bilindlgi gibi uzay ı n muayyen 

bir ( dUzlemi ile insidens durumunda bulunan noktalar çoklugu-

dur . Bu nedenle böyle bir alanın Merkezi ve 5fero-5tereogra fik 

izdUşilmU ( düzleminin gösterilmesinden iba r ettir . Dolayısiyle 

düzlemsel no~talar alanının izdUsüm bagıntıs! (III - Nr.l) de 

açıklanmıştır. 

Nr. S- D r Z LE~SEL DOCR ULAR ALANI 

(Nr.4) de oldugu gibi düzlemsel dogrular alanı da(I I I - Nr.l ) 

de açıklandı. 

Nr.b- DO CR VLAR DESTE S I 

Uzayın sabit bir P noktası ile ınsidens durumunda olan 

d, ... d09ruları ikiparametreli bir çokluk teşkil ede r ler ve doQ-

rular destesı olarak isi~lendirilirler . Adı geçe n deste ikip a r a -

metreli bir temel şekiloldugundan , bunun deki izdUşOm l e r ini 

göste r en şeklin de ikiparemetreli olması gerektigi açıktır . 

oesteye ait her cl dogrusu izdUşümde d yı ~ esas iz -

dilşUm merkezine birleştıcen dilzler-ıinin deki dm izi ve 

~ • L dM 1 düzlemi ile nin arakesit çemberi nin 

düşüm çemberi olarak elde edilir (II-Nr.l) . Buradan açıkca görU

lürkı dm dogrusu desteye ait ~ 1 sayıdaki d dogr u sunun Mer -

kezı izdOeümUdü r. Yani destenin c düzleminde bu luna n kesi t de -

... ~ t inin taş ı y ıcı dOzlemi , Merkez! izdüşUrnde ızdO ş ü r e n oldugundan 

bU t ün demet dogruları bu izdUşUmde bir tek dogru o l a r ak gö rül Ur-

le r. Bu demetin do9 ruları Mı ta l i izdOeUm me rkez ine gö r e g e nel 
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durumda bulunduklarından bunların Sfero-Stereografık 

t ,p8 noktaları temel nok alar olarak kabul cd~n çenlıeeler demp-

tini te.kil eder . Elde edılen bu çemberler demetının muayyen bır 

d~ çemberi desteye ait herhangı bır d dogrusunun LzdU"UmU 01-

dugundan (II-Nr.l) e göre dS çemberı ct yı ~ e bırIesti""'n 

dUzlemı ile nın dı arar. SLL çemberinın ~ den Uzu 

rindeki Stereografik ızc.W,UmOd(l r. Dolayunyle dllzleminde bu-

lunan sayıdaki dcste doqrusunun Sfero-Stereoqrafık ızdU,UmU 

4n4109 mOnsscbetler sebebıyle de bir tek ~S 
ı 

çemberıni vc-

rir . 

Böylece görUlürki , P tep~lı dogrulür des esı, ~erkezi ve 

Sfero-S creoqrafik izdij"Undo pm cpc lı do~rular emcti ve c-

mel noktaları İ .p f olan çemberler demetı olarak elde eJilır.An

cak her dm doqrusu .1 sayıdakı doqrunun "'1erkezl izdüşümü ve 

her çemberi de s,ıyıdaki doqrunun Sfcro-Stcreografık ız-

dUşUmOnO gös erdiginden dogrular u0metınin her bır cl do rusu , 

çemberler demeti tle Lirlık e destenın sav ıdaM. L dot)rusunun 

izdOeUmUnü ve çemberler demetının her bır çemberı, do~rular 

demeti ile birlikte aynı destenin dnqrusunun izu "IşUm'}nJ be-

lir ler . Bu nedenle pm(dm, ... ) doqrular dcm0tı ve e~~l noktala-

rı. t,p~ olan çembcrler demetı ıkıoareMetreIL bır çokluq'J em

sil ederler . yanı adı. geçen destcyİ izdü,Umde ta'/ın edı~rler.Çem-

berler demetının kuvvet eksenı ı aynı zamanda bir tanzım doqrusu 

olarak pm nok asından geçer. Oha lde pm nın , tlc;-,\e ın bütıLn 

çemberlerine göre kuvvetı aynıdır. yani pm yı merkez k~bul e-

den ve d ~el çe~herlerinden bırını dik kesen Çpm çc~bcr\, ue

meti n bUtün çemberlerıni de dik keser gı (J=;ekıl: 10). 

8 ) pm ntn ç karıkterlstlk ~embertnLn bu öze ıı~ı .11~ride gö-
rUlecegl g~~l bazı kon.trüktiC prublemler 1~ln birtakım ko
layıtklar ~aAlar. 
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Nr.l- DUZLEHLER DESTES! 

Uzay ın sabit bir P noktası ile insidens durumunda bulu-

nan t , ••• düzlemleri, bilindi9i gibi ikiparametreli bir çOk-

Luk teşkil ederler ve P ( [ , ... ) "Düzlemler Destesi" olarak isim-

lendirilir. Böyle bir destenin Merkezi ve Sfero-5tereografik iz-

dO,Omü (III-Nr.ll e göre çakı,ma çemberleriyle gösterilebilir. 

(Nr.2) den de açıkca görOlUrki destenin tepesi olan P noktası-

nın pm Merkez! izdUsümünU merkez ve t,p~ noktalarını temel 

noktalar olarak kabul eden çemberler demetin! dik kesen Çpm çem

berini, P( c , ... l destesinin her düzleminin çakışma çemberini 

dik keser (Şekil : lDl. 

Ters olarak, ~ resim düzleminde aynı tanzim d09rusu üze-

rinde (pm,pT) nokta çifti alınırsa, yukarıda tanımlanan PJ!\ 

merkezli sabit çemberini dik kesen nin ~ 1 sayıdak.i 

çemberi, çakışma çemberi olarak kabul eden c, .•. düzlemleri 

uzayda, (prn ,P~) izdüşüm çiftinin belirlediııi P noktasından 

geçer ler. 
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VI- TEMEL DURUM PROBLE~LERİ 

Nr.l- BIRLESTIRME PROBLEMLERI 

aL İki noktan,n birle,tirilmesi 

Uzay~n iki P,Q noktasının birlettirilmesiyle bir d dog-

rusu elde edilir. Dolayisiyle P ve O noktalar,nın izdO,Om

leri (II-Nr.ll e gOre d nin iZdO,amO Ozerinde bulunurlar.Ya

ni '" resim dÜzleminde pm ,Om noktal ·"\ rl.nı birlettiren dogru d 

nin dm izdU.ümU ve P~ , O~ ve ı çekirdek noktasından qe-

çen çember de d nin df izdO,OmOnO verir (Sekil:4l. 

bL Oç nokta veya dooru ile noktanın birleıtirilmesi 

Oç P,Q,R noktasının birleetirilmesiyle bir t dUzlemi 

elde edilir. Bu .ekilde verilen c dÜzleminin gösterilmesini 

(III-Nr.ll de açıkıad'k. Bu Uç nokta iki,er iki,er birle,tiril-

diginde < dUzlemi ile insidens durumunda olan dogrular elde 

edilir (Sekil: 7l. Dogru ile noktan,n birle,tirilme.i yukar,da

ki probleme dOnO,tUrelerek yap,ı,r. 

Nr.2- KESISME PROBLE~LERI 

a) Aynı dOzlemdeki iki dogrunun kesiıme noktası 

Iki, d,d doQru8u aynı bir ( dOzlarni ile insidons duru-

munda bulunursa (IV-Nr.2) ye g öre bu i ki dogru aynl. zamanda bir 

P nokta.ı ile de ineidens durumunda bulunurlar, yani bu nokta-

da kesiıirler. P nokta.ı her iki dogrunun ortak eıeman~ oldu-

~undan dm,dm d09rul ~rın~n keBi,me nok ta. ~ p nin pm Merkeı! 

a8 d· ç.mberlerinin t den fArkl~ kesi.me nokta
l' 1 

., da P nin P~ Sfero- stereograf i k i zdU,amOnO verir (Şekil:7). 

Yani pm noktası d~,d~ çemberinin ke. i ,me ki ri,lerinin Uzerin

de bulunur . 

bL İki dOzle~in ar_ke.it dogru.u 

tki t,c dUzlami k •• i,iyorlare., bu dUzlemler mu.yyen öz 

bir d dOQru8u ile insidena durumunda bulunurlar. Bu nedenle d 
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do9rusunun çakışma nOktaları, hem un cm=c s 
ı 

çakışma çembe-

cıne ve hem de nın çakışma çemberine aittir{Şekil:9). 

ve 5fe-o-Stereografik izdUşUmdp uzayın ikı r ıL düzleminin ça

Kısma çemberleri olarak verilmişse, bu çemberlerın Em=Ef, Fm=F~ 

ortak noktalarını birleştiren d09ru, adı geçen düzlemlerın cl ara

kesit doqrusunun dm Merkezi izdUı;ıümü ve aynı noktalardan ve t 

çekirdek noktasından geçen çember de cl nin Sfero-Stereogra-

fik ızdüsümilnU temsil eder. 

Verilen ikı düzlemın, ~ çakışma kUresinin bır tegeti bo-

yu nca kesişmesı halınde, bu dUzlemlere ait çakısma çemberlerinin 

bırbirine teqet olaca~ı açıktır. 

cl D09ru ile dUzlemin kesışme noktası 

Bir cl do~rusu ile bir düzleminin kesişmesıyle bılın-

digi gibi bir P noktası elde edilır. P noktasını tayin et-

rnek için d den geçen herhangı bir düzlemı ıle verılen 

düzlemi kestirilir. Bu sekılde elde edılen arakesit Jogrusu d yi 

P noktasında keser. 

Merkezi ve 5fero-5tereografık izdDsümde d dogrusu(drn,d s ) 

ızdüşüm çi fti ve tlilzlcmi eLP çakısma çemberıvle ve-

rilmiş olsun. d den geçen keyfi bir r düzleMı olarak [d,M ı 1 

düzlemi seçilirse açık olarak görülürki bu dUzlernin cm=c~ çakıs-

ma çember i ıle identiktir. Böylece [' ve düzlemlerinın 

arakesit d09rusunun sm ~erkezi izdüşümü verilen 

çemberlerinin kuvvet ekseni olarak b) ye göre elde edilıııl;ı olur. 

sm ile dm nin kesişme noktası -ıranan pm noktasının Merkezi 

izdüşümünü verır . P~ izdi\şümi.1 ise bilindıgi şekilde pm den 

geçen tanzim do9rusunun yi kestigi 1 den farklı nokta ola-

rak bulunur (Şekil: ll) .Dıger bir düş'lnme şekli şudur: d nin 

( u del~1:1 aranan p noktası bir dogrular destesinin tasıyıcısı 
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(tepesi olarak) dU.ünOlUrse (V-Ne.6) dan bilindiqi gibi bu des

tenin Sfero-Stereografik izdü.Umleri P nin Merkeı! izdU,ümOnü 

kuvvet merkezi olarak kabul ederler. Oiqer taraftan destenın ( 

içindeki d09rular demetinin Sfero- Stereografik izdU,üm çember-

leri ve demet düzleminin çekışma çemberi de tV-Nr.2) ye 

aynı ,ekilde pm yi kuvvet merkezi kabul ettiklerinden 

bu ç~berlerin ortak kuvvet merkezi olan pm ye ait bir 

göre 

bUtUn 

geo-

metrik yer verilen ve cm_eS 
- 1 

çemberlerinin kuvvet ek-

seni elde edilir. Diger geometrik yer ise P nin insidens oldu

~u d do9ru8unun verilen dm Merkezi izdU,UmU oldu9undan pm 

noktası sm ile dm nin kesişme noktası olarak elde edilir. 

P~ ise bilinen şekilde bulunur. 

Nr.3- PARALELtTE 

a) İki do9runun paralelli9i 

Uzay~n iki dıd do9rusu birbirine paralel ise, bilind~9i 

gibi bu d09ruların sonsuzdaki n düzleminde bulunan ortak bir 

U. noktaları vard~r, yani verilen do~rular adıgeçen U. nokta-

sında kesi.irler. Bu durumda bulunan d,d do9rularının re

sim dÜzlemindeki dm,dm Merkezi izdtlşümleri U. noktasının U~ 

Merkezi izdtleümUnde kesişirler. Bu nokta d,d doqrularının kaçma 

noktasıdır. Aynı do9ruların Sfero-5tereografik izdU,Om 

çemberleri ise t çekirdek noktasından ve u: ye tekabül eden 

u~_ noktasından geçen çemberlerd i r . Bu çemberler aynı zamanda 

(V-Nr.ı) ye göre çum karakteriati( ç emberini dik keserler (Şe--kil:12) . 

Ta.ı.y~cıları aynı bir P nokt.d 8ı o lan bir do9rular deste-

si ve bir dÜzlemler deste ai dU,anUl erse (V-Nr.2) ve (V-Nr. 6) 

ya göre böyle bir de. tenin her doqrus unun Sfero-Stereografik iz

dU,üm çemberleri ile her dUzlemin çakı,ma çemberi P nin pm Mer-



63 

kez! izdU,UmUne qöre ayn. kuvveti haizdir. Yani pm ,bUtUn bu 

çemberlerin ortak kuvvet merkezinde bulunur. 

Para lel iki do~runun sonsuzdaki kesi,me noktası böyle bir 

d •• tenin tepesi olarak alınırsa, bu iki paralel do9ru ve aon-

ıuzdaki n dUzlemi bu destenin elemanları olarak dU,ünülebilir . 

oogruların verilen Sfero-5tereoqrafik izdU,üm çemberleriyle ıon-

ıuzdaki dUzlemin M eaaa izdU,üm merkezinin cM distans çem-

beri ile temsil edilen imaglner çakı,ma çemberinin kuvvet merke-

zi , dm ve am nin keBı,me noktasıyle belirlenen ~ 

olmalıdır . 

b) 009ru ile dUzlemin paralelli9i 

noktası 

Bir d dogru8u uzayın bir [ düzlemine paralel iae, a) 

ya göre c ile dı Bonsuzdaki n düzlemi ile insidens olan bir 

U. nokta.ında kesi,irler. Ohalde yukarıda açıklanan özeliklere 

qöre izdU,Umde, U. noktasının ç~ 
• 

karakteri.tik çemberi 

nin Sfero-Stereografik izdU.Um çemberin! ve < un ~= 

d 

ce 
1 

çakı.ma çemberini dik, n nın çakı.ma çemberinin reel tem.ilc!.i 

olan cM dietane çemberini ise ,ap. boyunca keeer (Şekil : 12). 

Ter. olarak, ~ de U: merkezi ile belirtilen ve cM dia-

tan. çemberini çapı boyunca keeen karakterietik çemberini 

dik keeen çemberini çak., çemberi olarak kabul eden 

~ dOzlemi ile, ç~ yi dik ke.en ve 1 çekirdek nokta.ından qe

çen d~ çemberini Sfero-Stereoqrafik i'dO,UmU ve u: den qeçen 

dm d09rueunu da MerkezI izdU,UmU olarak kabul eden d 

paralel durıwda bulunurl_ı . 

c) tki düzlemin paralelli9i 

tki <,< dOzlami uz.vda paralel durumda i •• , bunlar.n ar.-

keei~ d09rueunun eoneusd.ki o dUsl~inde bulunan bir u. d09-

ru. u olacagı açıktır. au dogru her Oç dQzl~in ortak Oogru.u 01-
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du9undan dogrunun çakıema noktaları, dUzlemlerin çakişma çember

lerinin ortak noktaları. olurlar. tzdUeUrnde ortak nokta ö zelHti 

degi,mez kalacagından adı geçen dOzlemleri izdO,ümde belırleyen 

çakıema çemberlerı, u~ dogrusunun imaginer olan çakıema nokta

larını temel noktalar kabul eden hiperbalik bir demet teskıl e

derler . Bur dan açıkca görüleceqı gibı demetın sıfır çcmberlerı

ni çapueları alan Vo çemberı (dem tin temel çemberıl, ~ nın 

cM distans çemberıni çapı boyunca keser ($ekıl : 12). 

Ohalde de C~ distans çemberıni çapı boyunca kesen 

çember.l tenıel çember alan hiperbalik çemberler deme ınin çember-

lerini, çakışma çemberlerı ol rak kabul eden düzlemler 

paralel durumda bulunurlar. 

uzayda 



s o N U ç LAR 

1- Uzayın noktaları ve bunların Merkez! ve 5fero-Stereog -

rafik izdU,üm çiftleri araaındaki bagıntının 

lıkIı bire-bir bir bagıntı • oldugu gösterilmi.tir. 

2- Noktaların lzdU,ümleri olarak, ~ resim düzleminde 

! çekirdek noktasından geçen aynı bir tanzim 

üzerinde bulunan nokta çifti elde edilmi,tir. 

dogruau 

)- Do9ruların izdU,ümleri olarak, bir dogru ve sabit t 

çekirdek noktasından geçen bir çember (do9ru-çember 

çifti) bulunmuştur. 

4- Uzay ın düzlemlerinin iZdü,Umleri, verilen dUzlem ile • 

izdU,Um kOresinin arakesit çemberi (çakı,ma çemberi)nin 

izdU,ümU olarak bir çemberle gösterilmi,tir. 

5- Nokta, do~ru ve dUzlem arasındaki birle,tirme, kesı,me 

paralellik bagıntıları Merkezi ve Sfero-Stereografik iz

dU,ümde incelenmi, ve bunlarla ilgili prOblemlerin çö

zümleri açıklanmıetır. 

6- Do9ru ile dUzlemin kesişme noktasın~n iZdU,Um çiftinin 

di~er izdOeümlerden farklı olarak ta.ıyıc~ dÜzlem kul

lanmadan do~ru ile dÜzlam izdÜ,üm çiftleriyle verilince 

d09rudan d09ruya tesbit e di lebilecegi görUlmU,tür. 

7- Her c dilzleminin izdüeümd eki ba9ınt18~n~n perspektif 

ve kuadratik bir ba9ınt ı oldugu, perapetkivin merkezinin 

1 çekirdek noktası oldugu saptanmı,tır. 

8- Düzlemsel dogrular demeti, iZdü,ümde, ta,ıy~cı dÜzlarnin 

çakıema çemberi ve demet tepesinin karakteristik çembe

ri ile gösterilmiştir. 

9- Dogrular destesi, deste tepesinin karakteristik çemberi

ni n verilme. iyle belirlenebilecegi açıklanmı . t~r . 
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10- İzdUoüm sistemine göre özel durumdaki uzay elemanları

nı gösteren izdO,nm bagıntıları ve bunların karakte

ristik özelikleri belirtilmi.tir . 

11- Bulunan sonuçlar yardımıyle, dUzlemsel bir çemberler 

sistemine ait problemlerin çözUmOnde uzaysal problem

lerin çözüm yollarının uygulanabileceQi gösterilmi,tir. 


