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OZET

Bu galigmada, nonlineer elastisite teorisinin referans konu—
mundaki {ic boyutlu denklemlerinin asimptotik amnalizi yardimiyla geo-
metrik nonlineerlii oldupu gibi fiziksel nonlineerligi de igeren bir
ince plak teorisi geligtirilmigtir.

Caligmanin ilk bSliimiinde asimptotik agilim teknipginin plak teo-
rilerinin ¢ikarilmasinda kullanilmasinin gimdiye kadarki Srnekleri tize-
rinde durulmugtur. Onceleri lineer plak teorilerini daha sonra geomet-—
rik nonlineerligi igeren plak teorilerini elde etmede kullanilan ydn-—
temin geligimi kisaca Szetlenmigtir.

Ikineci bdliimde ilk olarak nonlineer elastisite teorisinin alan
denklemleri maddesel koordinatlarda sunulmugtur. Ince plak tarafindan
iggal edilen bdlge kargilagtirilabilir boyutlara sahip yeni bir bdlgeye
doniligtiirlilmtis ve daha sonra yerdefigtirme vektdrii ve gerilme tansdrii
kalinlik parametresinin yardimyla von Kdrmén teorisinde oldupu gibi
dlgeklenmigtir.

Ugtincli bsliimde yerdegigtirme vektdrii ve gerilme tansdriinii ka-
linlik parametresi cinsinden asimptotik kuvvet serisi olarak agtiktan
sonra bu agilimin denge denklemleri ve sinir gartlarinda kullanilmasiy-
la, bu parametrenin kuvvetlerinin katsayilarini sifira egitleyerek,
denklem hiyerargileri elde edilmigtir. Benzer bir yaklagim ile, izo—
trop elastik cisimlere ait biinye denklemi hiyerargisi de gikarilmigtar.
Bu gekilde elde edilmig denklem hiyerargilerinin ilk iki mertebesi ay-
rintili olarak incelenmig ve sifirinci mertebe yaklagimin von Kdrmdn
teorisine kargi geldigi gdsterilmigtir. Ayrica fiziksel nonlineerligin
etkisinin birinci mertebede ortaya ¢iktipina igaret edilmis ve sikiga-
bilir hal igin bulunmug sonuglardan sikigmaz elastik cisimler igin
olanlara nasil gegilecepi agiklanmigtir.

Son bdliimde, dnceki b&liimde geligtirilen teorinin bir uygulamasi
olarak iist yiizlinden uniform yiike maruz sonsuz gerit problemi incelenmig-
tir. Hem ankastre hem de basit mesnetli haller icin ¢bziimler analitik
olarak elde edilmigtir. Ko, Mooney-Rivlin ve Neo-Hookyen cisim halinde
bulunan sayisal sonuglar sadece geometrik nonlineerlikten hareket ede-
rek bulunanlar ile kargilagtirilmig ve fiziksel nonlineerligin nem
kazandi1g1 bolge igin gtkmelerin mertebesi agisindan yaklagik bir sinir
verilmigtir.



AN ASYMPTOTIC THEORY OF THIN HYPERELASTIC PLAIES
SUMMARY

There exist several works in the literature dealing with
asymptotic derivation of the nonlinear equilibrium theory of plates.
In these works, the plate theories of various orders are obtained by
asymptotic expansions of field variables in terms of a small thickness
parameter., However, it should be noted that approximations assumed in
those papers are mostly valid only for linear stress—strain relatioms.
The aim of present work is to develop a theory of thin plates which
is physically as well as geometrically nonlinear, using an asymptotic
analysis of three dimensional equations of nonlinear elasticity in the
reference configuration. To this end the nonlinear field equatioms,
the asymptotic expansion technique and the results will be briefly
summarized.

As is known, the strain-displacement relations in the curvi-
linear material coordinates X (K=1,2,3) are given by

Zeer = Uk P Uk t UM;KUM;L

where U is the displacement vector, E is the Lagrangian strain temsor,
semicolon denotes the partial covariant differentiation and the
summation convention is employed. For a body occupying a region R

in the reference configuration the equilibrium equations are in the

form
L L
(Tm‘ + Ty -,n);x + poF =0

where T is the second Piola-Kirchhoff stress temsor, p is the initial
density and FX is body force per unit mass. Similarly} at the boundary
dR of R, or on a part of it, the surface tractions t® satisfy

L “L
TKL + 1;351 =

( ;M)N'K t
where N is the unit exterior normal to 9R.

On the other hand, the constitutive equations of isotropic
nonlinear elasticity are

o )EKL

KL %
¢ - (a‘nE" * Tg 310n

L % oL 5%
T = (Tﬁ; + L 3T1, + 1L a:‘nE')

% K ML
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wvhere G is the metric temsor, I is the strain emergy function and IE’
I1_ and III_ are the basic invariants of E. Eowever for an
incompressible nonlinear elastic material whenm the Cayley-Hamilton
theorem is used these equations take ,the form '

3% oL ~ ,
TKL = [2(—81—(:"’ IC ﬁ-ig) - P IIC]Gn

~ © 3% _~ KoM
+ (P IC— Zm'g)cn‘ P CKMC'

where I and II_, are the basic invariants of Cgy» Green deformation

tensor ghich iscdefined by Cer, = Gep * 2EKL'

The plate occupies the region bounded by the two faces, X}=n
and X} = - h, where 2h is the uniform thickness of the plate, and a
cylindrical surface having generators normal to the middle plane such
that X? = 0 represents the middle plane of the plate. If the diameter
of the plate is denoted by 2L then the thickress parameter which
specifies the order of deflection of the plate is defined by € = h/L.
Moreover X* (a=1,2) which are the curvilinear coordinates in the
middle plane are chosen such that X“Ei—L,IJ azad X shows the coordinate
in the normal direction of the middle plane. The dimensionless
coordinates £ are introduced by

Xa = Lga 3 x% = ELEB s EI,E2’€3€[_1’1:|

This mapping transforms the domain occupied by a thin plate to a domain
of comparable dimensions. Later it is assumed that the displacement
components are scaled as in the von Kdrmédn theory. Namely, the
dimensionless displacements and stress compoments in EX coordinates

are described in the form

X = ewE) , T = e’ (@)
3 3
™ = 1e0®@, ™M@ = 1™ ®,
T33(x) = Toe'bo.33(£)
where T, is an appropriately chosen factor of stress dimension.
Moreover, if it is assumed that the surface tractions t,_ and t_ are
prescribed on the upper and lower faces, respectively and the stress

vector on the lateral surface is denoted by ¥ then the nondimensional
surface and body force densities are defined by

¥

@ e h, o @ -reel @b
tHD = 1D , T® = 1D, X, g

p LEX(D/T = €*£X(D) ,  pLF(D/T = e’£3(E)
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where C and ¢ are the boundaries of the middle plane of the plate in
X and £ coordinates, respectively.

Using the above equations the equilibrium equations in the
dimensionless coordinates become

(UGB + EZOGYUB.Y + ezoa B 3) + (o.aB + 62030.“3

H He

+ Ezoaauﬁ ) o+ fB
937,38

=0

3
(ou3+owu3_Y+ouu3 2. + (0%% + o*Yu? 4+ g%3,° ) 3+f3=0

»  J ,u ? » »

where derivatives are taken with respect to & coordinates. Similarly
the boundary conditions are obtained in the “form

3 3 -
B4 e26°%E 4 e2688,B -3 gB
e s3 + 4, + -
on W and w
3 -
33 o 2 33 3 3
c°"+ 0 u + 0" u =+ g
s O 93 +,=
(GOLB + EzoaYuB' + ezcasuB 3)na » TB
? ]

on O

3
(Ga + c™Mud 4+ %38 Yn = 1°
’ s3 Q

where d+ and w are the upper and lower plane faces of the plate in

the transformed domain, respectively, o is the lateral surface and n

is the exterior unit normal to 0. In this case the strain-displacement
relations take the form

E_ =1 ¢e2(u +u

&
B - +u u B) + 3¢ UY; u :B

B;a 3:Q 3,

= % e(u +u +u u )+ %€ u’
3 Oy 3 3,0 3,0 3,3 Y3O 38

E =u +3u u + % g2y
38 3,3 353 3,8 Oy 3 »3

The follcwlng asymptotlc expansions for u(E) and 0(5) in the
dimensionless coordlnates are defined:

a® = & B, o) = & B o (E)
- n=0 - ~ T n=0 -

If these expansions are introduced into the governing equations in £
coordinates successive systems of the equations are obtained by -
equatlng coefficients of the like powers of € in both sides of the
equations. The equilibrium equations corresponding to the lowest two
order members in the hierarchy of equations so obtained are given by
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for the zeroth order approximation and
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for the first order approximation. Similarly the boundary conditions
for the lowest two order are obtained in the form

0538 - ;gB
+, -~ + -
on w and W
0.33 0.3C o0 3 0.33 03 - .3
(¢ + o u + 0 u =+
s O 3 g+,-
oo.aB n = TB
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If the asymptotic expansion

EocB £ EaB € aB .o

where OEGB and IEGB depend on the displacement components as follows

0 - 0 0 0 0.3
EOLB 3 ( ua;B+ uB;a+ Y10 u,B)

1 — 1 1 0 1.3 1 0.3 0 0. Y
E_ =1 (tu + + + +
of o3 B



is employed in the constitutive relations, then, after some
calculations, the stress components °cO8 and 098 take the following
form

%9 = 2n (a %Y A% 4 g%
1 0 Y

1,08 _ 1Y 408 L 1508y o 4 0,33 ,0B oY ogd
o 28 (& El AT+ ET) +A "o’ A +[irA3( v Es

~ogY 08 3 4 0gY 0p8 7,08 opy o0p08
E's EY) " 5]A A Y

+ A g% opYB
2 Y

where AaB is the metric tensor of the middle plane and An (n=0,1,2,3,4)

are the material constants evaluated as some derivatives of the

stress potential ¥ with respect to invariants at the natural state.

The values of these coefficients are given below for some well-known

materials. For the Ko solid the strain energy function is defined as
II1

5 =B (L 42 /TTT -
z 5 (IIIC +2 IIIC 5)
where u is constant. Choosing the scale factor To =y it is found that
21 - . A = -4
Ao =3 A1 1, A2 8, A3 3 » Au 5

The strain emergy function for the Murnaghan solid is given by

=31+ 2u)1§ - 2uIT; + zr_; + mI T+ nIll;

E

where A, U and &, m, n are Lamé and Murnaghan's constants respectively.
In this case the above coefficients are obtained as

= A = = .n_ = Z(m + n)
Ao TV Al 1, A2 T A3 YT

A
4

[8u2(32 + m) - 4A(A + W) (m + n) - A*n/u] /(A + 21)*

vhere T, = u. It is obvious that A, = A, = A, = 0 for the classical
linear stress—strain relations. As is seen from the above constitutive
equations for the lowest two order the effect of physical nonlinearity
comes into effect at the first order approximation.

If the condition that the components of stress tensor with a
negative supercript vanish in the hierarchy of constitutive equations
is imposed then this leads to forms

o.

0u3(§) = OW(EI’EZ), Oua(g) = Ova(gl’g?.) - ES ow

for the displacement field. After some calculations the first order
displacement components are also found in the form

1u3(§) = lw(gl’§2) + 1U3(€1’€2’€3)

o

1ua(§) = 1va(€1,£2) - 53 lw. + an(gl,Ez,Ea)
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where 'U® and 'u® are known functions of only the zeroth order

terms, These equations prove that the lowest order displacement field
is a Kirchhoff-Love field. But it is not possible to forward the

same claim for the first order approximation.

The theories corresponding to the lowest two order members in
the hierarchy of field equations so obtained is. studied in detail and
it is shown that the zeroth order theory corresponds to.the well-
known von Kdrmdn theory. On the other hand, in first approximation
it has been observed that the total stress cannot be decomposed into
bending and membrane stress components due to the coupling between
bending and stretching. Moreover the stress components in the
transverse direction have been determined and the Cauchy stress tensor
vhich represents the actual state of stress in the deformed plate is
also evaluated.

A similar expansion is given for an incompressible nonlinear
elastic material and the incompressibility condition is used to
eliminate the arbitrary pressure function. Later, it is shown that
the results obtained for the compressible elastic solid are also valid
for the incompressible solid under the following transformation

A »~1, A »A, A »-4(A -A), A >4A , A »~-4(A + A)
e 1 0 2 0 1 3 0. 0 1

where A and A, are the material constants for the incompressible
solid. %As is known, for the Mooney-Rivlin material the ¥ function is
given as

L= C1(IC -3) + Cz(IIC - 3)

where C. and C_ are the material constants. In this case A and A
take the following values 0 !

A
)
where § = C /C and T is chosen as C . If § =0 (or C, = 0) is
substituted? !in the’ above expressidns then the results are valid
for a material which is called Neo-Hookean.

2(1 + 6), A = - 28

Finally, as an example the problem of infinitely long strip
under uniform lateral load is studied for various edge conditions.
Using the plane strain assumption the solutions are calculated
analytically for both simply supported strip and clamped strip problems.
Later these problems are numerically investigated for the various
thickness parameters and for the various materials. In the special
cases of Ko, Mooney-Rivlin and Neo-Hookean solids, the maximum
deflections are plotted versus the lateral load. The results are
compared with the solutions based upon the geometric nonlinearity and
at very large deflections it is found that the material nonlinearity
plays an important part. Moreover, for this range of deflections
the variations of the axial force, the bending moment and the Cauchy
stress along the length of the strip are plotted. From these figures
it is seen that the solutions are dominated by membrane field.



BOLUM 1
GIrisg

¢ boyutlu elastisite teorisinin denklemlerinden iki boyutlu
plak teorilerini tiiretmek igin gegitli galigmalar yapilmigtir. Bu
galigmalarda en yaygin olarak izlenen ydntem, gerilme ve yerdegistir-
me bilegenlerinin plak igersindeki dagilimlari hakkinda a priori var-
sayimlarda bulunmak ve daha sonra bu varsayimlar igiginda plak denk-
lemlerini g¢ikarmaktir. Diger bir yaklagim ise gerilme ve yerdegig—
tirme bilegenleri gibi alan biiyiikliiklerinin kalinlik parametresi cin-
sinden asimptotik ag¢ilimlari sonucu bulunan denklem hiyerargilerini
plak denklemleri olarak benimsemektir.  Gergekte asimptotik agilim
teknipi de, alan biiyiikliiklerini kalinlik parametresi cinsinden Bléek-
lemesi nedeniyle a priori varsayimlardan bafimsiz degildir. Fakat
bu ySntem denklemler giderek karmagik bir gekil alsa da, yukar:i mer—
tebe plak teorilerine ulagma imkani verdigi i¢in daha sistematik bir
yaklagim olarak gSriinmektedir. Yakin zamanlarda ise, asimptotik agi-
lim teknigi Gusein-Zade [1], Niordson [2], Ciarlet ve Destuynder [3],
Sayir ve Mitropoulos [4] tarafindan statik wve dinamik lineer plak
modellerinin elde edilmesi ve analizinde kullanilmigtir. Bu iki ydn-
teme ek olarak burada plafy bir Cosserat ylizeyi, yani ylizeyin her nok-
tasina gekil degigtirebilen bir ydn vektdri baglanmig, olarak kabul
eden yaklagimi da saymak gerekir. Esas olarak lineer modeller igin,
' bu metodlarin daha gemig bir tartigmasi Naghdi [5] tarafindan veril-

migtir.

Bilindipi gibi, ince lineer elastik plaklarin bilylik ¢Skmeleri-
ni inceleyen nonlineer bir teori ilk olarak a ﬁriori varsayimlardan
hareket ederek von Kdrmén [6] tarafindan sunulmugtur. Geometrik non-
lineariteyi igeren yani kiiclik gekil degigtirmeler igin gecerli olan
bu teorinin daha sistematik bir elde ediligi ayrica Koppe [7] tarafindan
da verilmigtir. von Kdrmén plak teorisi olarak ta anilan bu teoriyi
ic boyutlu elastisite teorisinin denklemlerinden bir asimptotik agilim

teknigi ile elde edebilmek igin gegitli galigmalar yapilmigtir. Bu
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konuda Ebcioglu ve Habip [Q] ve Habip [9] tarafindan yapilan galigma-
larda baglangi¢ noktasi olarak bilinen gekil depigtirme - yerdefigtirme
iligkileri yerine, bunlarin daha basit bir gekli alinmig ve referans
konumundaki denge denklemleri yeni gekil degigtirme - yerdefigtirme
iligkilerinin yardimiyla bir varyasyonel denklemden tiiretilmigtir.
Yazarlar tarafindan kismi nonlineer teori olarak ta adlandirilan bu
denklemler lizerine inga edilen asimptotik agilimin ilk mertebesi bili-
nen von Kdrmdn denklemlerini vermistir. Bunun yaninda Westbrook [10]
tarafindan yapilan bir galigmada da i{i¢ boyutlu elastisitenin dinamik
denklemlerine pertiirbasyon teorisi, 8zel olarak ta depigik zaman &1~
gekleri ydnteminin uygulanmasi ile nonlineer dinamik plak teorileri
incelenmigtir. Bu inceleme sirasinda ¢Skmelerin kalinlik parametresi-
nin kiipline, kendisine ve karek&kiine orantili olmasina gbre depigik
plak denklemleri elde edilmigtir. Yukardaki galigmalara ek olarak
Ciarlet [11] ve daha sonra Blanchard ve Ciarlet [li] téraflndan yapi-
lan galigmalarda ise {ig boyutlu elastisite probleminin varyasyonel
formda tanimlanmasindan sonra asimptotik agilim teknigi kullanilmigtir.
Esas olarak Ciarlet tarafindan bulunanlar ile ayni sonuglara ulagan
fakat asimptotik ag¢ilimin nonlineer alan denklemlerine direkt uygulan-
mas1 nedeniyle, varyasyonel denklem ile konulmug bazi kisitlamalari
kaldiran ve yukari mertebe teorileri elde etmeye daha uygun bir yak-
lagim Suhubi [13] tarafindan verilmigtir. Bu yaklagimin anizotrop
cisimlere genigletilmesi igin ise Suhubi [14]'e bagvurulabilir.

Daha sonra gene bu yaklagim gergevesinde Erbay ve Suhubi [15] tarafin-
dan n. mertebe plak denklemleri elde edilmig ve Srnek olarak ilk iki
mertebe igin uniform ylike maruz sonsuz gerit probleminin ¢bziimii sunul-
mugtur. Unutulmamasi gereken, yukaridaki tiim galigmalarin kiiciik gekil
degigtirme ve biiylik yerdegigtirme varsayimini icerdigi ve referans ko-

numunda ¢aligmayl benimsedigidir.

Geometrik nonlineerlik yaninda fiziksel nonlineerlifi de gz~
Oniine alan galigmalarin gereklilipi giinlimiizde kendini bir ihtiyac¢ ola-
rak hissettirmektedir. Gerek bu agidan gerekse von Kdrmdn teorisinin
gegerlilik b&lgesinin irdelenmesi agisindan nonlineer elastik cisimler
igin bir plak teorisi geligtirilmesi birgok aragtiricinin ilgisini
gekmigtir. Taber [16], [17] Kirchhoff hipotezinden hareket ederek,
uniform yiike maruz ve Neo-Hookyen malzemeden olugmug biiyiik gekil

degigtirme yapan dairesel plaklari incelemig ve gerilme hesabi agisindan
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ortadaki g¢bkmelerin, plak kalinliginin iki katindan daha biylik olduBu
durumlarda fiziksel nonlineerlifin &nem kazandifini vurgulamigtir.

Abé ve Utsuil [18]'de ise gekil degigtirme taﬁs6rﬁ diizlem d:igi koordinat
cinsinden kuvvet serisine agilmig ve bir mertebe analizi yardimiyla
Mooney-Rivlin malzemesinden olugmug dairesel plaklara ait denklemler
elde edilmigtir. Ayrica sdzkonusu denklemlerin Neo-Hookyen bir cisim
icin sonlu fark ‘yéntemiyle ¢ziimi verilmig ve nlimerik olarak mertebe
analizinin uygunlufu lizerinde durulmugtur. Bu galigmanin sonuglarindan
biri de, maksimum ¢Skme, kalinlifin on katindan daha kiiglik ise von
Kdrmdn plak teorisinin gegerli oldufudur., Jkinci mertebe elastisite
teorisinin dinamik denklemlerinden hareket ederek nonlineer plak denk-
lemlerine ulagén bir ¢aligma da Sugimoto [lgﬂ tarafindan sunulmugtur.
Bu galigmada uygulanan ydntem, yerdefigtirme bilegenlerinin kalinlik
parametresi cinsinden Slgeklenmesi ve ardindan diizlem digi koordinat
cinsinden kuvvet serisine agilmasi geklindedir. Yapilan inceleme sonucu,
fiziksel nonlineerlifin geometrik nonlineerlik yaninda ikincil oldugu
sonucuna ulagilmigtir. Jobnson ve Urbanik {20ﬂ tarafindan sunulan ga-
ligmada ise von Kdrm#n denklemlerinin nonlineer anizotropik gerilme-
gekil degigtirme iligkilerini igeren bir genellegtirilmesi {izerinde du-
rulmug ve asimptotik agilim tekniginin referans konumundaki {i¢ boyutlu
elastisite denklemlerine direkt olarak uygulanmasi yoluna gidilmigtir.
Galigmada simetrik olmayan Piola-Kirchhoff gerilme tansdriiniin kullanil-
masi denklem ve bilinmeyen sayisinin artmasi sonucunu vermigtir. Ay-
rica nonlineer biinye denklemlerine komplemanter emerji fonksiyonunda
diizlem digi gerilme bilegenlerini ihmal etme varsayimi ile yaklagilmig
ve teori 6zel bir kafit tiirine ait biinye denklemini deneysel verilerden
yararlanarak elde etmede kullanilmigtir. Daha sonra bemzer bir yaklagim
Johnson [21] tarafindan diizlem gekil depigtirme altindaki ince elastik
plaklarin silindirik deformasyonu problemine uygulanmigtir. von Kdrmdn
teorisine ait Slgeklemeyi benimseyen, yani plak dizlemindeki yerdefig-
tirme bilegenlerinin ¢Bkmeye gbre bir mertebe daha diigiik oldugunu kabul
eden 8nceki galigmanin aksine bu galigmada biitiin yerdepistirme bilegen-
leri ayni mertebede, 8zel olarak ta plak genigligi mertebesinde, alin-
migtir. Bimun yaninda, von Kdrmin teorisinde kalinlik parametresinin
karesi mertebesinde olan gekil degigtirme tans®rii bilegenlerinin kalan-

11k parametresi mertebesinde oldupu varsayilmigtar.
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Bu caligmanin amaci, baglangigta yapilan Slgekleme diginda higbir
ek varsayim yapmaksizin von Kdrmdn teorisinin nonlineer izotrop elastik
cisimlere genellegtirilmesini incelemektir. Bunun igin ikinci b3liimde
iic boyutlu nonlineer elastisitenin denge denklemleri, gekil degigtirme-
yerdegigtirme iligkileri ve sikigabilir ve sikigmaz izotrop elastik
cisimler ig¢in bilnye denklemleri verilmigtir. Ayrica sBzkonusu denklem—
ler bir koordinat dbniiglimii yardimiyla boyutsuzlagtirilmig ve yerdepig-

tirme bilegenleri von Kdrmdn teorisine benzer gekilde Slgeklenmigtir.

Uglincii b5limde ise yerdefigtirme ve gerilme bilegenlerinin asimp-
totik agilimi sonucu gekil degigtirme-— yerdegigtirme iligkileri, denge
denklemleri ve sinir kogullarina ait denklem hiyerargileri elde edil-
migtir. Teorik olarak istenildigi kadar yukari mertebelere ilerleme
imkani olmasina ragmen, ifadeler giderek karmagiklagtifi i¢in ilk iki
mertebeye ait denklemler ile yetinilmigtir. Invaryantlarin fonksiyonu
olan gerilme potansiyelinin de boyutsuz kalinlik cinsinden kuvvet seri-
sine agilimi sonucu biinye denklemleri bulunmug ve bu denklemlerde gb&-
riinen katsayilarin bazi bilinen nonlineer elastik cisimler ig¢in aldadi
degerler verilmigtir. Sifirinci mertebe yerdegigtirme bilegenlerinin
Kirchhoff hipotezini sagladigini g&sterdikten sonra moment tanimlari
yardimiyla plak denklemleri g¢ikarilmigtir. Momentler {izerine yazili
olan plak denklemlerinin yerdegigtirme bilegenleri cinsinden ifadesi de
bulunmug ve bir gerilme fonksiyonu tanimiyla von Kdrmdn denklemlerine
ulagilmigtir. Sifirinci mertebeye ait diizlem digi gerilme bilegenleri
ve birinci mertebe denge denklemlerinin sap tarafindaki terimlerin,
sifirinci mertebe yerdeBigtirme bilegenleri cinsinden agik olarak he-
saplanmasinin ardindan ilk iki mertebe igin Cauchy gerilme bilegenle-
rinin nasil hesaplanacagl tizerinde durulmugtur. Son olarak sikigmaz
elastik cisimler gdzdniine alinmig ve daha Snce bulunan sonuglarin &zel

bir dOniiglim altinda sikigmaz halde de gegerli oldugu belirtilmigtir.

Dérdiincii bliimde teorinin bir uygulamasi olarak biiyiik ¢Skmeler
yapan, iliniform yiilke maruz nonlineer elastik gerit problemi irdelenmig-
tir. Lineer halde Timoshenko ve Woinowsky-Krieger [22] tarafindan
incelenen bu problemin hem ankastre hem de basit mesnetli haller igin
¢ozimli analitik olarak bulunmugtur. Bu g¢¥ziimler degigik kalinlik
parametreleri ve degisik malzemeler igin sayisal olarak degerlendirilmig

ve maksimum ¢Skmelerin enine yiik ile degigimi grafik olarak gSsterilmigtir.
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Ko, Mooney-Rivlin ve Neo-Hookyen cisim halinde bulunan ¢dziimler wvon
Kdrmén teorisinden elde edilen sonuglar ile kargilagtirilmig ve gok
bilylik ¢ékmelerde fiziksel nonlineerligin nemli bir faktdr oldufu be-
lirtilmigtir., Ote yandan ¢bkmelerin bu mertebesinde mambran etkisinin

belirleyici oldugu vurgulanmigtir.



BOLUM 2
TEMEL DENKLEMLER

2.1, Temel Denklemler

Bu bdliimde nonlineer elastisite teorisinin temel denklemleri,
esas olarak Eringen [23J'den yararlanmak suretiyle kisaca hatirlati-
lacaktir. Bunun igin referans konumu olarak alinmig dogal durumdaki
bir P noktasinin deformasyon ile p noktasina tagindi: homojen, izo-
trop elastik bir cisim g8zSniine alinmigtir. Maddesel P noktasinin
konumu XK, (k=1,2,3) egrisel koordinat takimi ile uzaysal p noktasinin
konumu ise xk, (k=1,2,3) egrisel koordinat takim: ile belirtilmigtir.
Literatiirde XK koordinatlari maddesel veya Lagrange'yen koordinatlar,
= koordinatlari da uzaysal veya Euler'yen koordinatlar olarak adlan-

dirilmaktadir. Bu cisme ait statik deformasyon
& = &) veya X = ) (2.1.1)

fonksiyonlari ile g8sterilir ve d8niigiimiin tersinin varolmasi, j donii-

glime ait jakobiyeni g&stermek {lizere,

Bxk
j = det(—=) #0 (2.1.2)

I

gsartinin saglanmasina baglidir. Eger, $ekil-2.1.1' den de gdriildiigi
gibi, dogal durumdaki P noktasinin konum vektdrii P ile deformasyondan

sonraki p noktasinin konum vektdrii p ile ifade edilir ise,

_® _%
G (X) = g;ﬁ s §k(§) = S;E (2.1.3)

geklinde tanimlanan EK ve g vektdrleri sirasiyla XK ve xk egrisel
koordinatlarindaki baz vektdrlerini gSsterirler. Bu baz vektdrleri
X ve xk koordinat egrilerine tefet olup, kargit baz vektdrleri olan
gK(§) ve §k(§) vekt8rleri de

g = sKL g.g, = 6y (2.1.4)

ortonormalite gartlari ile tanimlanir. Ote yandan, bir vektdriin iki

koordinat sistemindeki bilegenlerini birbirine baglayan kaydiricilar da



Sekil - 2.1.1
Koordinat sistemi

£iE0 = F@.g @, SE = 8@ .G®
g 5% = g (%X = g (0.6 (2.1.5)
5@ = @0 = £ @.C®
tanimlari ile verilir. Bum:n y.an:.nda,
G ® = &b B T kg (2.1.6)

denklemleri ile tanimlanan kovaryant metrik tansrler ve kontravaryant

metrik tans8rler arasinda
G M = 8. g E = 5" (2.1.7)

iligkileri vardar.

Bu durumda, P noktasindan p noktasina uzanan u yerdefigtirme

vektdrii, galigilmak istenen koordinat takimina gbre,
k k
u UKEK ngK ug “ug (2.1.8)

yaziliglarindan biri ile ifade edilebilir. Eger kaydiricilar kulla-
nilir ise deformasyon gradyani ve yerdepigtirme gradyani arasinda,

noktali virgiil kismi kovaryant tiirevi gtstermek tizere,

2 = (G * U ;K)ng (2.1.9)
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iligkisi oldufu kolayca goriilebilir. Ote yandan Cauchy ve Green de-

formasyon tansdrleri sirasiyla
(x) = G X & Cr(® = g x X (2.1.10)
AL k5,8 2T &e*r XL

denklemleri ile tanimlanir ve bu tansbdrlerin tersleri olan Finger ve

Piola tansdrleri ise, sirasiyla,

-1k _ k _2 —-1KL _ k&
c dKL x’K x’L C ka ifz (2.1.11)

geklinde verilir. Maddesel koordinatlardaki Lagrange gekil degigtirme
tanstrii ile Green deformasyon tansdrii arasinda

CKL = GKL + 2EKL (2.1.12)

iligkisi olup, ayrica gekil depistirme tans@riinlin yerdegigtirme bile-

gsenlerine baglilig:

2 = Upop * U * Ug UM;L (2.1.13)

geklindedir. Bunun yaninda E

ve IIL, biiyiikliklerinin tanimlari

'nin asal invaryantlari olan Ip, II;

I .= trE, 1II_= % [(trE)? - trE?]

E E (2.1.14)
= 1 3 2 1
IIL, = 5 [erE® - 5 (LrB) (exE?) + 5 (exE) ]
e me ] . . ¢ »
olarak verilir. CKL nin asal invaryantlari olan IC’ IIC ve IIIC igin

de benzer iligkiler saglanir ve bu iligkileri elde etmek igin sag
taraftaki E tans8rii yerine C tansdriinii koymak yeterlidir. Ayrica EKL
ve CKL tansdrlerinin invaryantlari arasinda

I . =3+21 II. = 3 + 41E + 411

c E’ C IIIC =1+ ZIE + 4IIE + 8IIIE

(2.1.15)
iligkilerinin varoldugu (2.1.12) denklemi kullanilarak gSsterilebilir.

E’

Referans konumunda R b&lgesini iggal eden cismin denge denk-
lemleri
™k 4 pofk =0, Rde (2.1.16)

olarak verilir. Burada TKk ile birinei Piola-Kirchhoff gerilme tan-
sori, po ile baglangi¢ yogunlupu, fk ile birim kiitleye ait kiitle kuv-

veti ve iki nokta ile tam kovaryant tiirev gSsterilir. R b8lgesine ait



oR sinirinin tamam1l veya bir kismi {izerinde saflanmasi gereken sinir
. -~k . . . . .
kogullari ise, t sinir kuvvetlerini ve N sinira ait dig§ birim norma-

1i gbstermek tizere,

TKkNK =, 3R de (2.1.17)

gseklindedir. Bilindigi gibi simetrik olmayan birinci Piola—Kirchhoff
gerilme tans®rii TKk ile simetrik olan ikinci Piola-Kirchhoff gerilme

tansorii fKL arasinda
LR SE ST ok b o (2.1.18)

iligkisi vardir. (2.1.16)-(2.1.17) denklemlerinde (2 1.9) ve (2.1.18),

-~

iligkilerinin kullanilmasiyla, tK = tkg x Ve FK = f g Kk olmak iizere

L_
(TKL+1KM11’;M)»;K+;>°F =0, Rde
(TKL+I'KMUI;‘M)NK«='EL , 3R de

(2.1.19)

sonuglari elde edilir. Denge denklemleri ve sinir kogullarinin yu-
karidaki gekilde ifade edilmesinin nedeni asimptotik agilim sirasin-
da TKL gerilme tansdriiniin ve dolayisiyla (2.1.19) denklemlerinin kul-
lanilacak olmasidir. Bunun yerine [Zﬂﬂ'de yapildigi gibi asimptotik
agilim igin TKk gerilme tans®rii ve dolayisiyla (2.1.16)-(2.1.17) denk-
lemlerini de kullanmak miimkiindiir. Fakat bu yéntem ile bulunan meoment-
ler simetrik olmayacak ve bilinmeyen sayisi yapay olarak artmig gibi
gorinecektir. Bu nedenle yeterli sayida denkleme ulagmak igin,
(2.1.18)2 yardimiyla, N gerilme tansdriiniin simetri kogulunu kullan-
mak gerekecektir. Belirtilen sakincalar nedeniyle, daha sonra

Johnson [21]'de de o gerilme tansdrli kullanilmigtar.

Bilindigi gibi, homojen, izotrop hiperelastik bir cismin biinye
denklemi

™Loo &y e By o X T (2.1.20)
1 2 3 M

geklinde verilir. Buradaki ;k (k=1,2,3) katsayilari ise, E(IE’ IIE,

IIIE) gerilme potansiyelini gSstermek lizere
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o% 3% % ~ % ... 5%
e I L S, .S
1T Ik BTT, I 3TTL, 2 BIT, I 3TIL,

=~ 82

. = ST (2.1.21)

E

olarak tanimlanir, Yukaridaki iligkilerden, dogal durumun gerilmesiz
olmas1 igin, yani E = 0 oldugunda T = 0 olmasi igin,

~

ﬁ; 1E=IIE=IIIE=0

kogulunun saflanmasi gerektii agiktir. Eger T piola-Kirchhoff ge—

=0 (2.1.22)

rilme tansdriinden th Cauchy gerilme tans®riine gegmek istenirse

R o TP S8 (2.1.23)
K L,L

>
iligkisi kullanilir. Burada J = /cg-j olarak tanimlanmigtir. g ve G
uzaysal ve maddesel koordinatlarda metrik tansdriin determinantlaridir.
Ayni zamanda J ile C 'nin iglincli invaryanti arasinda J = III% ilig-
kisinin varoldugu da hat1r1at11ma11d1r.

Sikigmaz cisimlerde ise, III_, = 1 kogulunun saplanmasi gerek-

C
1iligi bir P(x) bilinmeyen basing fonksiyonunun biinye denklemlerine

katilmasina neden olur. Bu durumda sikigmaz cisimler igin
™ = - Bx) &, + &
k 2Rt
X x
denklemi ile verilen biinye denkleminden (2.1.11) ve (2.1.18) iligki-

(2.1.24)

lerinin kullanilmasiyla

P A (2.1.25)
3y,
sonucuna ulagilir. Izotrop cisimler igin gerilme potansiyelinin

E(IC’ IIC) gseklinde olmasi nedeniyle yukaridaki denklem

-G < A B KL
KL Boily 28+ 1, e 9L oKL _ 5 3L 3T (2.1.26)

olarak yazilabilir. Bilindigi gibi, Cayley-Hamilton teoremine gSre
C tansbrii

-cd+ IC cz - 11, C + IIIC I=0 (2.1.27)
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denklemini saglar. Eger bu ifade soldan C™ ile garpilir ve sonug
(2.1.26) denkleminde kullanilir ise sikigmaz elastik cismin biinye

denklemi

< = Elcm‘ + ichL - P cKM o (2.1.28)

geklini alir. Buradaki gk (k=1,2) katsayilari ise

~ 3% o% ~ ~ s 9L
b1 2(-5-1—0--*1:0-51—1(:) PIIC, b2 PIC 2aIIC (2.1.29)

tanimlari ile verilir. Ayrica dogal durumun gerilmesiz olmasi igin,

yani C = I oldugunda T = O olmas:i igin

3%

)| (2.1.30)
11 v o
C IC IIC 3

kogulunun saglanmasi gerektigi agiktir. Ote yandan cismin dogal halde

Bl = 2(3? + 2
x=X C

basing tagidifi gibi bir yanilgiya meydan vermemek igin gercek basing

farkina egit olduBunu vurgulamak gerekir.
x=X

~ o~

fonksiyonunun §(x) - P

2,2, Olgekleme ve Temel Denklemlerin Boyutsuzlagtirilmasz

Referans konumunda X = * h diizlemsel yiizleriyle sinirl: 2h
kalinlikli R = Q% [-h,hﬂ bélgesini iggal eden homojen, izotrop ve
elastik bir plak g&zoniine alinir (Sekil-2.2.1.a). Plagin orta diizle-
mi olan ?, X® = 0 diizleminde C sinirina sahip sinirli agik bir kiime
olarak diiglintiliir. Bu durumda plagin iist, alt ve yanal yilizleri sira-
siyla §F = @ x{h}, © = Q x {-h} ve L = C x [-h,h] seklinde gBsteri-
lir, Benzer gekilde plagin iist, alt ve yanal yiizlerine etkiyen kuv-
vetler de sirasiyla t» t_ve E geklinde ifade edilir. Plaga ait
herhangi bir E konum vektdrii, éa orta diizleme dik birim normal vektdrii

gostermek lizere,
P = R(XY) + x3éa (2.2.1)

olarak yazilabilir. Burada ve bundan sonra Latin harfleri 1, 2, 3 de-
gerlerini alirken, Yunan harfleri plak diizlemi igindeki biiytikliikleri
gostermekte kullanilacak ve 1, 2 degerlerini alacaktir. Yukaridaki
yazilig sonucu, G baz vektSrleri ile diizleme ait éu baz vektdrleri

ve és normal vektdrli arasinda

3R
(XN =—s=AE), € =A =43 (2.2.2)
~0 BXU, ~0 ~3 ~ ~
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iligkilerinin varoldupu hemen gSriilebilir. Bu durumda Cer, metrik
tansbriiniin bilegenleri, A aB(xY) = Aa'AB ylizey metrik tansdr olmak

tizere

Y =2 Y = =
Cug(X) = Ao(XD), 6, =0, G =1 (2.2.3)

geklini alacaktar. Metrik tans®driin yukaridaki formu 3 indisinin

alt veya iist indis olmasinin bir Snemi kalmadifimi belirtmektedir.
Ute yandan uzaysal koordinatlardaki E, vektbrintin de Es ile ayna
dogrultuda bir birim vektBre egit oldugu kabul edilmektedir. Dola-
yisiyla (2.1.5) denklemi ile tanimlanan kaydxncxlann a= 1,2 defie-
rini almak {izere By = §a'§3 =0, .o ° gs.g = 0 ve g, G =1
iligkilerini saglayacafy agiktar. Boylece Green ve Zema [21::] da da
belirtildigi gibi, kismi kovaryant tiirev alma iglemi sirasinda kulla-

nilan Christoffel sembollerinin sifirdan farkli olanlara

- A ) (2.2.4)

[ Sy

= A A
{ } 3 ( B BY. o8,y
denklemi ile verilir. Geri kalan Christoffel sembollerinin sifir ol~-
mas1 nedeniyle de 3 indisine gdre alinan biitiin kismi kovaryant tiirev—
ler 3 indisine gbre adi tilireve indirgenir. Bunun yaninda diizlem digi
biiyiikliiklerin diizlem koordinatlara gtre kismi kovaryant tiirevi de

. .o o o 0 * 3 = 3 =
adi tiirev geklini alir, Smmegin U;or. U,a’ Us;a Us,o.'
GSzbniine alinan plagin ince plak olmasi nedeniyle, asimptotik

acilimda kullanilacak € parametresi, 2L Q orta diizleminin maksimum

gapi olmak iizere ' g"’

4N

~ Sekil - 2.2.1

a) x koordinatlarinda ve b) £ koordinatlarinda plaga ait geometrik
biiyliklikler
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£ =%<< 1 (2.2.5)

geklinde tanimlanir, A§r1ca orta diizleme ait X koordinatlarini
X%;[—L,IJ olacak gekilde segelim ve plak tarafindan iggal edilen b&1-
geyi bir koordinat doniigiimli yardimiyla ayni mertebede boyutlara sahip

olan bir bolgeye doniigtiirelim. Bunu gerceklegtirmek igin
a
=%, x*=erg?®, &,8%,E%([-1,1] (2.2.6)

geklinde tanimlanan EK boyutsuz efrisel koordinatlarina gegilir. BOy-
lece diizlem igindeki B(XY) vektdriiniin de B(XY) = LE(EY)aglarak boyut—
suzlagtirilmasiyla diizleme ait baz vektdrleri éa(EY) = —:a geklini
alir. Yeni koordinatlardaki plagin list, alt ve yanal ytZleri ise, W
orta diizlemi £3 = Q diizleminde ¢ sinirina sahip sinirli agik bir kiime
olmak {izere, sirasiyla, ur, ® ve 0 ile gdsterilir (Sekil-2,2.1.b).
Fung_[Zi] taraf1ndan da belirtildigi gibi, von K4rmén plak teorisinde
¢bkmelerin kalinlik mertebesinde diizlem ig¢i yerdegigtirmelerin ise
daha éﬁgﬁk mertebede oldugu kabul edilir. Bilinen bagka bir gergek
ise diizlem digi gerilmelerin diizlem igi gerilmeler yaninda ufak oldu-
gudur. Bu gbdzlemler 1g1ginda, boyutsuz SK koordinatlarindaki boyutsuz
yerdegistirme ve gerilme bilegenleri
'@ = (), U(D = eLa®(®)
- - W - (2.2.7)
@ = 1e%0®@), 1@ = 1@, T = 1607E)

olarak tanlmlanmaktadxr. Burada T gerilme boyutunda bir garpan olup
8zel bir 2 gerilme potansiyelinin segllmesl durumunda ayrica Szelleg-—
tirilecektir. Diger yandan, biiyllk ¢Skmeler yapan ince bir plagin umu—
lan davranigini yansitmak iizere kabul edilen yukaridaki Slgeklemenin
[8], [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15] ve [20]'de yapirlan 8lgek-
lemeler ile ayni oldugunu belirtmek gerekir. Fakat bu galigmalardan
[20] digindakilerin tamam1 fiziksel nonlineerligi g&zdnline almamig ve
sadece geometrik nonlineerlik ile ilgilenmigtir. Plagin {ist, alt ve

yanal ylizlerine etkiyen sinirdaki kuvvetler ve kiitle kuvvetleri igin de

t_c:’_(xe) = TQESgg’_(EB) , t:’_(xﬁ) = Tgekgi’—(gs) §€9+.,—’ §€‘w-l-’-.

) = T e*1%(E), (% = Te’()) , XC, Eee  (2.2.8)

p LF%D = 1 2% , poLF:*(g) = T e3(E)
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tlgeklendirmesi yapilsin. Bu Slgeklendirmede kalinlik sifira giderken
dig yliklerin de sifira gitmesi gerekliligi ve € parametresine bagla

3 fa

olmayan gg’_, B4, Ta, Ta, ve £3 fonksiyonlarinin ilk mertebe teo-

ride kendilerini gtstermesi istepi rol oynamigtir.

Boyutsuz koordinatlardaki denge denklemleri ve sinir kogullarini
elde edebilmek igin (2.2,6)-(2.2.8) iligkileri (2.1.19) denklemlerinde
kullanilmalidir., Bdylece n, & koordinatlarinda yanal ylizeye ait dig

birim normali gstermek iizere, denge denklemleri igin
(0™ + e26™uf 4 c26®uB )+ (03B + e20%%P + e20%%By) 4 P =0
Y »3 30 30 33 »3

((Sa3 + GaYusY + Oaauaa).a + (o3 + caYu3Y + Osauss) . + £2 =0 (2.2.9)
] 1 4 1 4 2 4

sonuglari, sinir kogullar:i igin ise

3 -
5%8 + 2¢ au? + 20338 =% gB
30 23 +,= + -
3q w ve w de
033 4+ %3 + o33 =% gi _

» »3 ’

3
+ ezoowu? + 20%f ) = 4B
Y s3 a

(00‘B
o da (2.2.10)
3

3 8
> + ®ud + o®*ud )na =T

’ 93

sonuglari bulunur., Agiktir ki bu denklemlerde girimen tiirevler artik
boyutsuz § koordinatlarina g8redir. Benzer gekilde, (2.2.6)-(2.2.7)
dbniigiimlerinin (2.1,13) denkleminde kullanilmasiyla boyutsuz koordinat-

lardaki gekil depigtirme - yerdefigtirme iligkileri

1l 2 4 Y
E = = + + =
w8 =7 € et Uiat 0 %,e) Y28 Yo e
E = 3 e(u + u + u u )+ l-ea u u’ (2.2.11)
a3 2 Qs 3 350 3,0 353 2 Y30 3
E =u + %-u u + %—ez u ua
33 353 353 353 Cs3 3

olarak elde edilir.

Asimptotik agilima ge¢meden Snce, son olarak, gerilme boyutunda
olan bazi biiyiikliikkleri To carpanl yardimyla boyutsuzlagtirmak yararla
olacaktir. Bunun igin biinye denklemlerinde gdriinen I gerilme potansi-

yeli, P basing fonksiyonu, e, ve ga katsayilarinin

k
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R

z P K a
z T P T v e =T ba T (2.2.12)
0 0 /] 0

gseklinde boyutsuzlagtirildigi kabul edilmektedir.



BOLUM 3
ASIMPTOTIK AGILIM

3.1, Asimptotik Agilim ve Sekil Degigtirme lle 11gili Biiyiikliikler
Boyutsuz koordinatlardaki alan denklemlerinde € éarametresinin
gorinmesi nedeniyle bulunacak ¢bziimlerin de € parametresine bagli ol-
mas1 dogaldir. Yani bir sinir deger probleminin ¢¥ziimii olarak buluna-
cak yerdegistirme ve gerilme ifadeleri g koordinatlarindan ayri olarak
€ parametresine de bagli olacaktir. Bu agidan yerdegigtirme vektdrii
ve gerilme tansSriiniin bilegenleri ig¢in, (2.2.9)-~(2.2.11) iligkilerine
de dikkat ederek, bu biiylikliiklerin € cinsinden analitik olduklari var-

sayimi altinda

wE) = I e PE), o) = & e ) (3.1.1)
- n=0 = - n=0 Fo

agilimlarinin gegerli oldugu kabul edilecektir. BSyle bir agilim ile,
geometrik nonlineerlie sahip lineer elastik plaklar igin [15]'de ya-
pildig1i gibi, her mertebede uyumlu plak denklemleri tiiretmek miimkiindiir.
Fakat burada iglemlerin karmagiklifindan bir parga olsun kurtulabilmek
igin, sadece sifirinci ve birinci mertebe plak teorilerinin elde edil-
mesi ile yetinilecektir. Dolayisiyla agagidaki denklemlerde yalniz

ilk iki mertebe teori igin gerekli olan iligkiler sunulacaktair.

(3.1.1) ile varsayildigi gibi, yerdegigtirme bilegenlerinin ¢
parametresine baglilifinin asimptotik kuvvet serisi geklinde olmasi,
(2.1.13) ve (2.1.12) tanimlari nedeniyle EKL ve Cpp tansSrlerinin ve
ayrica bu tans8rlere ait invaryantlarin da € parametresine asimptotik
kuvvet serisi geklinde bagli olmasini gerektirir. Eger (2.2.11) denk-
lemlerinden hareket ederek E; tansbriiniin bilegenleri igin

©o

E } = I

{E R
as 33 =0

2 2n
E {e nEaB’ £ nEaa, nEss}e (3.1.2)

aB’
agilimlari kabul edilirse, (3.1.1)-(3.1.2) iligkilerinin (2.2.11) denk-
lemlerinde yerine konulmasi ve € parametresinin ayni kuvvetlerine ait

'

katsayilarin egitlenmesiyle
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'E =1 °u + % + ‘u % )
af 2 ( asB Bsa 3,0 3,B” °’
1 1l .1 1 0 1 1 0 0 0. Y
E, == (Cu + *u + %u u + ‘u u u'))
aB .2 G;B B;G 3,0 3:6 3,0 338 Yso ;B~
g = l-(°u + 0y + 0y % Y,
a3 2 O,3 3,0 3,00 3,3
1 1 3 1 ) 1 1 ) ) oY
E == ("u + ‘u + "u u + ‘u u + u' )
az 2 a, 3 3,0 3,0 3,3 3,8 3,3 Yia ,3"
1
0p = 0y + 1o, 0y ,
33 353 2 3,3 3,38
o
lg =1y + % la +-l % %% s
33 3,3 353 3,3 2 0,3 »3
1
2 =2y %% 2y 4o ly 1y 40 L,% . (3.1.3)
33 353 353 353 2 3,3 353 a,s »3

sonuglari bulunur. Benzer gekilde (3.1.2) agilimi (2.1.12) denklemin—

de yerine konur ve Green deformasyon tansdriiniin bilegenleri igin

(>}
- n n n 2n
{CaB’ Cyr css} = 3 { Cyg» € Cyaos cas}g (3.1.4)

n=0

aci1limi kabul edilirse

0 - 1 =9 0 2 i,y
Cog ~ A8 * Cug ™2 Eggr Cug =2 Eygseee
0 = 0 1 = 1
CGS 2 Eaa, C("3 2 Eus o T (3.1.5)
% =1+2°% , ¢ =2 , 2% =22 ,...
33 33 33 33 33 33

iligkileri elde edilir. Invaryantlar iginde benzer bir agilim yapma-
dan 8nce, (2.1.14) denklemleri ile verilen invaryant tanimlarini bi-
legenler cinsinden yazmak yararli olacaktir. Bu iglem sonunda

(2.1.14) tanimlari diizlem ig¢i ve diizlem digi bilegenlere bagli olarak

I, = E* +E°
o 3
=L g® gB _ g% By, g®* g3 _ g% g3
I =3 @ E° - EX E° ) + B E L
a1 =1 2e® g B 4+ ex® EP E® +E® EP EY 4+ 3E® EY E°
E 6 B "y «a B" 3 a o B ¥y o Y 3
- 3% gY B _ 0 3 B _ 0 B _3 1.
By Eg— 6B EP Ep - R EE) (3.1.6)

seklini alir. Bdylece EKL tans8riiniin invaryantlari i¢in kabul edilen
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oo
- n 2 N 4 I 2n
{IE, IL;, II]'.E} nEO { I, € 1L, ¢ IIIE}e (3.1.7)
agiliminin ve (3.1.2) agiliminin (3.1.6) denklemlerinde konulmasiyla

0y -~ O0p3 11 = 0% , 1p3 21 = 1% 4 2R3
IE E 5 ? IE E o E y? E o E NERRR

°III; = %,oEs (oEG& oEBB - oEGB DEBa)'+ op% oEB3 oEsa
3

_ 0% op3s opB 1.8
E . E a E greee (3.1.8)

sonuglar: elde edilir. Bilindigi gibi (3.1.6) denklemlerinin benzer-
leri Cer, tansdriinlin invaryantlari icin de gegerlidir. Eger bu invar-

yantlar igin .

2n

{1., II IIIC} = (3.1.9)

g

n n n
c? C’ 0 { Ic, IIC, IIIC}E

ag1limi kabul edilir ve °CGB = GGB olmasi ile (3.1.4) tanim, (3.1.6)
denklemlerinin benzerlerinde kullanilirsa

0y - 03 17 _ 10 103 21 = 200 4 208
I;=2+ ¢, rg=tci s, Ig="C + ¢ ...

°IT = 1+ 2 %3, l1I,.='c® + 2 3c® + 1c* ¢c? - o g3
C 3 C o 3 a

2 20 2n3 2,0 0n3 1 1.0 1.8 1,0 1.8
= <+ + =
IIC C o 2 “C . + “C o C . 5 (‘c o C 8 C 8 C u)
+ 1¢® g3 -2 0c* 1g3 |
o 3 3 o
0111 = 0(3 . 11T = lc3 + lca 0C3 - Oca, 0c3
C 3 C 3 [0 ] 3 3
2711 = 2¢% + 1¢® 1¢® 4 2¢® 0¢3 4+ X (1c® 1B 12 1B )oc3
c 3 a 3 o 3 2 o B B o 3
+1¢% ocB ogs _0c0 ogs 1B 5 00 1ps yeeo  (3.1.10)
B 3 o 3 o B 3 o

iligkileri bulunur. 11k iki mertebe igin gerekli olan gekil degigtir-
me ile ilgili biiylikliikleri bu gekilde elde ettikten sonra, bundan son-
raki altbdliimde denge denklemleri ve sinir gartlari {izerinde durulacak-

tir,
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3.2. Denge Denklemleri Ve Sinir Kogullara

11k iki mertebeye ait denge denklemleri ve simir kogullarini
elde edebilmek icin yapilacak ig, (3.1.1) agilimlarini boyutsuz koor-
dinatlardaki (2.2.9)-(2.2.10) denklemlerinde koymak ve €? ye kadar
olan kuvvetlerin katsayilarini sifira egitlemektir. Bu iglem sonucun-

da denge denklemleri ilk mertebe igin

o
»a 3
0,03 4 0433 4 (850Y 0.3 , 0,03 a3 + (O%Y 0,8
¢ sa o »3 (‘o u’Y u,s);a ( Y
+ 9533 9,3 ) 4+ £ =0 (3.2.1)
93 »3

olarak ve €2 mertebesi igin

108 4 1538 4 (0% 0 B L 0,03 0By L (05300 B Logss 0By g

. . R S ) u
sQ »3 'Y »3 3O Hs 3 53 »3
3 3
1693 4 1933 4 (0% 143 4 160V 03 4 1508 043 4 0607 12
FRv s3 Y sY »3 53 30
3 3
+ (°o Y 1,3 4+ 15 Y 043 4 0g33 1,3 4 14533 0.3 ) =0 (3.2.2)
Y sY »3 23 93

olarak bulunur. Benzer bir iglemle sinir kogullari da sifirinci merte-
bede

0o 38 _7 B
g gy - + .
14
w ve w de
3 -
0533 4 O a 0,3 4 0433 0,3 _ % ga
s O s3 +,=
(3.2.3)
0508 n, = ©
o da
o 3
(%™ + %% 043 4 9% 03 y)p = 13
) »3 O
geklinde ve birinci mertebede
3 3
1538 4 04530 ou?a + 0533 0B _ g . _
’ 3 w ve w de
3
1533 4 0530 1,3 4 1,30 5.3 4 0533 1,3 . 1533 0.3 _ g
s s O 3 3
Q. o 3
(‘o B 4 0g®Y °u?Y + 0% 0B )na =0
’ »3 o da
(1o 4 06%Y 143 4 1507 03 L 0508 13 4 1508 03y, =
s Y sY 53 +3 0O
(3.2.4)

geklinde elde edilecektir.
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3.3. Biinye Denklemleri
Invaryantlar igin (3.1.7) ag¢iliminin kabul edilmesi nedeniyle,

invaryantlarin fonksiyonu olan e biinye katsayilari igin de

(-]
2n
= 1 Pe € (k=1,2,3) (3.3.1)
kT o k
agiliminin varolduu diiglinlilecektir. Ayrica invaryantlara bagli olan
bir f(IE, 1L, IIIE) fonksiyonunun € parametresine gdre Taylor agili-

minin
£(1_,I1I_,II1_) = £(I_,,II_,III ) + —— 11 ) €
I, 1L, 1L g Mg 1 |€=0 31 I 311E

Bf of of

2 1 [+
IE I * 51 L, e * 51 oTIL, 1,
+— o' ¢ )2+2af 13 017
a2 I IO, E E
a L (°11.)2|} e+ ... (3.3.2)
311.; E —

geklinde oldugu kolayca goriilebilir. Bdylece (3.3.2) acilimindan Z
gerilme potansiyelinin invaryantlara gdre tiirevini hesaplayarak ve so-
nucu (2.1.21) tanimlarinda kullamnarak (3.3.1) denklemindeki nek (k=1,2,3)
katsayilarini agik olarak bulmak miimkiin olur. Bu igleme gegmeden Once,
(2.2.7), (3.1.1), (3.1.2) ve (3.3.1) denklemleri (2.1.20) biinye denk-
lemlerinde kullanilir ise, negatif indisli gerilme bilegenlerinin de

s1fira egit olmasi gerektifi g&zbnilinde tutuldugunda

"20,33 =0 - Oe + (Oe + Ue 0E3 )OES =0
1 2 3 3 3
-IGGB =0~+>Y% =0
1
“16% = 0+ (e + % %E? )'E® =g
2 3 3 3

—1033 =0 » le + Oe IES + le 0E3 + Oe (2 OES IES
1 2 3 2 3 3 3 3

+ 6% %E% )+ le "B °E] =0

3 3 3

0 08 _ 1, 40B L o, 0g®B L o, 0g03 o0p3B

1 2 3
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3 3 3 as a3
o = 0e 1% 4 1, 008 4 oo, (ep® 0pY3 4 0g03 1p3s 4 ap 0g33)
2 2
3
0533 = 25 4 0p 2533 4 1, 1533 4 2, 0p33 4 oe3(2 0p33 233
1 2 2 2

4+ 1g33 1533 4 5 oEsa 13y & 1e8(2 033 1533 4 oEaa 0g %3y

+ 2o 033 0g33
3
1098 225 208 40, 1508 41, 0g0B 0, (050 0pYB  0p03 1538
1 2 2 3 Y
+ 198 op3By L1, 0p0s op3B (3.3.3)
3

sonuglari elde edilir. Yukarida da belirtildigi gibi, bu denklemler-—
de gdriinen nek katsayilarini agik olarak hesaplayabilmek igin (3.3.1)-
(3.3.2) agilimlari (2.1.21) tanimlarinda kullanilmalidar. (3.3.3)

denklemlerinde g¥riinen nek katsayrlari bu gekilde

1,2,3

0 oL 0 o 0 oL 0 oL
e =2 I, 2, % =- (2| +° 2 __| ),
LT g | E O : BTTg (.., B OIIL;| o
0 ox
e =92 (3.3.4)
s T T g

olarak bulunur. DiBer nek katsayilarinin hesabi ileride ayrica veri-
lecektir. Eger (3.3.4), (3.1.8) ve (3.3.3)2 kullanilirsa (3.3.3)1 3
b ]

kisitlamalara

—20.33 =0 » °E3 giI =0
3 E{e=0

—10,0.3 = 0 > OEa gi: = 0 (3.3.5)
s Igleg

geklini alir. Bagtan beri I gerilme potansiyelinin keyfi oldufu durum
ile ilgilenildiginden ve ¢ikacak sonuglarin lineer teoriyi de kapsamasi

beklenildiginden yukardaki kisitlamalar
g3 =, g% =0 (3.3.6)

sonuglarini verir. EBer gimdiki teorinin hangi mertebede gekil degig-
tirmeler ile ilgilendigi sorulursa, yukaridaki sonuglar ve (3.1.2) denk-

leminden EaB ve E  iin €2 mertebesinde fakat Eaa tin €3 mertebesinde

33
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varsay11d1§1 goriiliir. Diger yandan (3.3.6) kisitlamalarinin (3.1.8)
denklemlerinde kullanilmasiyla QIE = °IIE = 0IIIE = 0 sonuglari bulu-
nur, Bu ise (3.1.7) agilimindan € = 0 da I; = IIE = I'IIE = 0 oldugu
sonucunu verir. BBylece, (3.3.3)2 garti da dogal halin gerilmesiz
oldugunu ifade eden (2.1.22) gartina doniigiir, dolayisiyla ek bir ki~
sitlama getirmez. Eger (3.3.6) sonuglari geri kalan (3 3. 3)4 5,6,7,8
denklemlerinde kullanilirsa bu denklemler

“lg33 =0+ le +% ! =0
1 2 3

o e
1 2 2 (3.3.7)
0533 = 2o 4 0o 2533 4 1 1p33 4 0, 1p33 1p33
1 2 2 3

0,%8 = 1, 208 4o, 0g0B , 0508 - 0, 1503

1,98 = 2, ,0Bp0, 1508 L1, 0508 4 o

0p0 oEYB
1 2 2 3 Y

geklini alir. Bunun yaninda invaryantlar ile ilgili sonuglarin (3.3.2)

Taylor agiliminda konulmasi

of

£(I_,IT_,III) = £(0,0,0) + 11_ S g?
E’ E’ E | B ] E 31 _ _ il
E IE—IIE—IIIE—O
of 1 2 9%f 4
+ [21 L= 4 171 ( ) —_-] St N
E 91 E 311 Iy |
E 1| | Tp=TI=ITT, 0

(3.3.8)
sonucunu verir. Boylece (2.1.21), (3.3.1) ve (3.3.8) denklemlerinin
kullanilmasiyla (3.3.7) denklemlerinde gdriinen nek katsayilary

o, _ 0 1 1 1 1
e =T e =T e =T ‘I = -T I
2 1’ 3 2’ 1 ¢ E°? ©, 3 E°

(]
]

2 2y 4 1 + 13 42
. Fo I P3 I, Pu ( IE) (3.3.9)

olarak bulunur. Buradaki T, (k=0,1,2,3,4) katsayilari ise

r o= @2, r o= - 22 ’
0 31 - _n’ 1 o1II l =TT = -
IE IE I =11 =IIT =0 E|I=TI=ITI =0
) 3%L oL
I =5+ r = ¢ + )
2 9III | T P 3 91 211 °I1T ‘ oTT = - ’
E| I =I1,=II1_=0 E°E E |I=TI=III_=0
3 2
r =g, gxzsrr ) (3.3.10)
“ BIE E°TE |I=I1=11I1.=0
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off

geklinde tanimlanir. Dikkat edilirse (3.3.7)2 ile verilen %c
me ifadesinin iginde gbriinen 'e, katsayisi, 'I; biiylkliglniin tanim

nedeniyle birinci mertebeye ait 'E®, gekil degigtirme bilegenini ige-

geril-

rir. Yani sifirinci mertebeye ait °ou8 gerilme ifadesinin iginde bi-
rinci mertebeye ait 1u3 yerdegigtirme bilegenleri bulunmaktadir. Bu
durumu ortadan kaldirmak ve uyumlu bir asimptotik agilim elde etmek
ancak geride kalan (3.3.7)1 kisitlamasini kullanmak ile miimkiin olur.
Bbylece (3.3.7)1 kisitlamasindan (3.3.9) iligkilerinin kullanilmasiyla
g3 = -——rﬂ-— Og® (3.3.11)

+
3 Po Pl o

sonucu elde edilir. Bu durumda (3.3.6), (3.3.9) ve (3.3.11) iligkileri~

nin (3.3.7) denklemlerinde konulmasiyla gerilme bilegenleri

05%8 = T ¢ r,o oY 0B 4 0g0By 0508 = ¢ 108
1 T +T Y 1
0 1
%% =(r_ +T)2E*+T EY + S (oY 085 - o8Y g% )
0 1 0 Yy 2 Y 8 8 Y
r’r +r3(r -r)
RS S 3~ ogY ogb
r +T )2 iy 4
) 1
10.008 = |r (lEY + 2E3 ) + i[’_s. (OEY OEG - OEY OEG )
0 Y 3 2 Y S S Y

T?r =TI +T)
1 & 03 0 b

ogY °E66}A°‘B +T 1508

+
(r +T)2 Y
T;Pg ’ Yl 8 o o,YB
0 00Ol 0 [
Po T I-l E Y E™ + rz E Y E (3.3.12)

10(18

yukari mertebeye ait yerdegigtirme bilegenleri bulunan 2E3? biiyiikliigii

geklini alir., Dikkat edilirse gerilme bilegeninde, iginde daha
goriilmektedir. Bu aykirilifin 8niine gegebilmenin yolu °03%? gerilme
ifadesinden 2E3? biiyiikliigiinii gekmek ve sonucu 1598 gerilme ifadesinde

koymaktir. Eger bu iglem yapilair ve daha kisa bir yazilig igin

l-'0 rl rlra
ATt e 42 AT, s AT T

0 1 0 1
A =[r(rr -rr)=-r3rr +2rr)]/(r +r)8 (3.3.13)
4 1 1 4 0 3 0 0 2 1 3 0 1

seklinde tanimlanan Ak (k=0,1,...,4) katsayrlari kullanilir ise, °Ua8

ve loaB diizlemsel gerilmeleri
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0o 0B _ 0Y 0B o 0,08
o 2A1(Ao E y AT+ ET)

A

Y )
oY 058y L 0gY o8 7,08 4 ogY o008 . 4 0.0 o YB
Elg E)*A CE y E G]A A e e A 'EE
(3.3.14)

olarak yazilabilir.

Goriildiigli gibi gimdiye kadar I fonksiyonu iizerine hicbir kisit-
lama getirilmemig ve invaryantlarin keyfi bir fonksiyonu oldugu var-
sayilmigtir. [20]'de ise E33 bilegeninin gerilme-gekil depigtirme
iligkilerine girmesini Snlemek i¢in, tamamlayici enerji ve dolayisiyla
gekil depigtirme enerjisinin sadece EGB bilegenlerine bagl:r oldugu
kabulii yapilmigtir., Yazarlar tarafindan da belirtildigi gibi plaga
olugturan malzeme iizerine bilyiik bir kisitlama getiren bu yaklagim daha
sonra [ZIJ'de ince elastik plaklarin silindirik deformasyonu problemine
de uygulanmigtir. Dogal olarak I fonksiyonunun keyfiligi biinye denklem—
lerinde gdriinen Pk ve dolayisaiyla Ak katsayilarinin da keyfi olmasina
yol agar. Eger (3.3.10) ve (3.3.13) tanimlarina veya (3.3.12) ve
(3.3.14) biinye denklemlerine dikkat edilirse bu katsayilardan Pz, Pa,

Pq veya Az’ As’ Au iin fiziksel nonlineerlik ile ilgili oldugu gdriiliir.
Geri kalan Po, FI veya Ao’ A1 katsayilari ise lineer elastisiteye ait
katsayilardir ve sifirinci mertebe denklemlerde sadece bu katsayilar
goriinlir. Yani sifirinci mertebe teori sadece geometrik nonlineerligi
igermekte ve fiziksel nonlineerlik ancak birinci mertebe teoride kendini
gbstermektedir. ' Dolayisiyla, bu yaklagim gercevesinde fiziksel nonli-
neerligin ikinecil oldufu sonucu ¢ikarilabilir. Her ne kadar iglemlere,
keyfi I fonksiyonu (veya Ak katsayilari) igin devam edilse de bazi
‘s1k1gabilir hiperelastik malzemeler igin Snerilmig I fonksiyonlarina
iligkin Ak katsayilarinin aldifi degerler tizerinde durmak yararli ola-
bilir. Agagida Ko malzemesi ve gekil defigtirmelere gbre ikinci mertebe

malzeme igin s8zkonusu katsayilarin verilmesi ile yetinilecektir.

a) Ko malzemesi: Bu tiir malzemeye ait Z(IE,IIE,IIIE) fonksiyonu,
u kayma modiiliinii - To olarak almak tizere

1 c
=3 [-H—IE +2 /T, - 5] (3.3.15)
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gseklinde verilir (Ko [26]). Sézkonusu fonksiyonun, deformasyonun
sinirli bir bdlgesi igin (8rnegin basit gekmede 2.4 uzama oranina
kadar) % 47 bogluk igeren poliiiretan kdpiiklii lastiffie ait deneysel so-
nuglar ile iyi uyum safladifi g8zlenmigtir. Eger (2.1.15), (3.3.10)
ve (3.3.13) iligkileri kullanilirsa Ko malzemesine ait Ak katsayilari

A =3, A =1, A 8 A =3, A 5 (3.3.16)

olarak bulunur,

b) Sekil degigtirmelere gdre ikinci mertebe malzeme: Ko malze-
mesi igin yapildigi gibi Tn ¢carpani M kayma modiili olarak alinmirsa
ikinci mertebe elastik bir malzeme igin E(IE,IIE,IIIE) fonksiyonu
2

A+ 20 o 3 , m n
= - -+ - &+ — + -
I 2 11 m IE I'E'. IIE IIIE (3.3.17)

z 20 E E

geklinde ifade edilir.(Murnaghan [Zi]). Buradaki A ve H katsayilari
lineer elastisitenin Lamé sabitlerini gdsterirken nonlineerligi ka-
rakterize eden £, m, n katsayilari ise Murnaghan sabitleri olarak ad-

landairilir., Bu durumda boyutsuz Ak katsayilarinin hesabi

Y S - =1 - 2(m + n)
Ao A+ 2 Ax L, Az TR As A+ 2p
A, = [8u%(3% + m) - 4A(A + W (m + n) - APn/ul/AX + 2u)° (3.3.18)

sonuglarini verir. $ekil deBigtirmelere gbre lineer teoride £ = m = n=0
A“ =0 oldugu agiktir. Ayrica v = A/2(X + )

ve dolayisiyla A2 = A3
ile tanimlanan v Poisson orani kullanilirsa Ao = v/(1 - V) oldufu go-
riilir. Eger bu galismada elde edilen sonuglarda A°==v/(1 -v),

A1 =1lvelA =A =A =0 geklindeki lineer elastisiteye ait katsayi-

lar kullanilir ise [15]" deki denklemlere ulagilar,

3.4. Nonlineer Plak Denklemleri

Bu bdliimde denge denklemlerinin kalinlik boyunca integrasyonu
sonucu moment denklemleri elde edilecek ve bu denklemlerin yardimiyla
sifirinci mertebe igin von Kfrmén plak denklemlerine ulagilacaktir. Bu
sonuca varmak igin (3.3,6) ve (3.3.11) denklemlerinin verdegistirme bile-
genlerine getirdigi kisitlamalari incelemek yararli olacaktir. Ote
yandan bundan sonra boyutsuz enine koordinat £* yerine daha kolay bir

yazilig igin Z kullanilacaktir. (3.1.3) iligkilerinden kolayca
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goriilebilecegi gibi (3.3.6)1 gartinin saflanmasi ancak %% = 0 olmasi

]
ile miimkiindiir. Diger segenek olan %® = - 2 hali lineer teoride ge-

»3
L4 4 L4 13 .9 oe o
gersiz oldugu igin gSzdniine alinamaz. Buradan sifirinci mertebe ul

¢bkmesinin I degigkeninden bagimsiz oldufu yani
Su = %w(gl,E?) (3.4.1)

yazilabilecegi ¢ikar. (3.3.6)2 garti ise (3.1.3) iligkileri ve yuka-

ridaki sonug nedeniyle
u == (3.4.2)

geklini alir. Bu denklemin integrasyonuyla plak diizlemindeki sifirinci
mertebe yerdegigtirmeler, °va = °va(51,£2) keyfi bir fonksiyon olmak

lizere

%y =% - % (3.4.3)

gseklinde yazilabilir. GSriildiigli gibi sifirinci mertebe teori Kirchhoff-
Love yaklagimini saglamaktadir. Birinci mertebe yerdefigtirme bilegen-
lerinin formunu belirleyebilmek igin yukaridaki sonuglar ve (3.1.3)
iligkileri kullamilirsa (3.3.11) kisitlamasi

1 = - 6. _ o0 Oy _ 1 . o 0 0, O
us’3 Ao( V;a T w; a) 5 (1 Ao) w;a w; (3.4.4)

geklini alir. Eger bu denklem I degigkenine gtre integre edilirse

birinci mertebe ¢kme
tu = Tw(EER) + U (EN,E2,D) (3.4.5)

olarak bulunur. Buradaki U fonksiyonu
3

1 0. 0 1 o 0O 1 0 o, O
U = - -= - + 4.

. Ao z( v, 5 L w; o) 3 (1 AO)C w; v, (3.4.6)
seklinde olup sifirinci mertebe biiylikliiklere bagli bilinen bir fonk-

siyonu g8sterir. !

w ise { degigkeninden bafimsiz olan ve birinci mer-
tebe alan denklemlerinden bulunmasi gereken keyfi bir fonksiyondur.

Benzer gekilde !u® yerdepigtirmesinin formmu belirlemek igin (3.1.3)

iligkileri ve yukaridaki sonuclar, (3.3.12)2 ile verilen °0a3 ifadesin-
de kullanilir ve lua , Gekilirse
?
S N AL AN " S N £ e AR By
03 30 330 30 3,3 s Yo 3y’ A o3

1
(3.4.7)
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elde edilir. Bu denklemin [ degigkenine gdre integrasyonu ise,
lva(gl,gz) ile integrasyon sonucu g¢ikan keyfi fonksiyon gsterilmek

lizere

1. -1, _ 1 1 1 g2
u, Y 4 L + Ua(E »E°,0) (3.4.8)

sonucunu verir. Buradaki lva fonksiyonunun belirlenmesi ancak birinci
mertebe alan denklemlerinin ¢Bziimli ile miimkiin olacaktir. Sadece sifi—
rinci mertebe biiylikliiklere bagla ‘Ua(gl,gz,c) fonksiyonunun agik formu ise,
ileride sayfa 39'da, °oa3gerilmesi sifirinci mertebe yerdegigtirme bilesen~
lerine bagli olarak bulunduktan sonra yazilacaktir. Fakat birineci

mertebe denklemler ile ilgilenilirkenlql fonksiyonuna, gu anda agik

ifadesi verilmese de, sifirinci mertebe biiyiikliklere bajli bilinen

bir fonksiyon olarak bakmak dofru olacaktir. Ote yandan sifirinci mer-
tebeden kaynaklanan terimler nedeniyle (3.4.5) ve (3.4.8) denklemleri

ile verilen birinci mertebe yerdegigtirmelerin Kirchhoff-Love yakla-

§1m1n1~éaglamadlgl agiktir.

(3.3.14) gerilme ifadelerini yerdegistirme bilegenleri cinsin-
den yazma sirasinda daha sade bir gdriiniim elde etmek igin, sadece plak

diizlemindeki koordinatlara bagli olan

k
Ky (g1 g2y o K k 8. kL .

biiyiik1liglinii tanimlayalim. Boylece (3.4.1)-(3.4.9) iligkilerinin

(3.1.3) denklemlerinde kullanilmasiyla kEuB (=0,1) igin

%w=% %w'gkﬂw*kis (3.4.10)

yazilabilecepi gdriiliir. Burada oEaB = 0 olup, 1EaB ise sadece sifirinca

mertebeye ait biyiiklilkleri bulunduran ve

1p 1 1 ) 1 0 1 0 6.Y
E 5 + +
o8 "7 Ulp * Tgia* in Uysg* “ig Vot Vysa ViB
- r(? 0,Y 0 o, Y Y42 0 o, Y
G A R AT A R I AV v, Yl (3.4.11)

geklinde tanimlanan bir fonksiyondur. Bu durumda (3.3.14) gerilme bi-
o008
o

legenleri, = 0 olmak {izere

KB - p [%0%B 4 a KoY A% _2p(K B4 p K Y 498y 4 K58, k=01
1 0 Y H 0 s Y
(3.4.12)
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1o 3 of
?

yaziligi ile verilebilir. Burada ~¢ 0" gerilme tansdriime ilk
mertebeden gelen katkiy:i gdsterir ve (3.3.14)2 denkleminde lEaB yerine
‘Eas koymakla elde edilir. (3.4.12) denklemlerinden goriildipli gibi
sifirinci mertebeye ait gerilmeler plak kalinlifi boyunca lineer olarak
degigirken birinci mertebe gerilmelerde bu 6zellik kaybolmaktadir.
Ayrica yukaridaki iligkilerden, her mertebeye ait yerdegigtirme prob-
leminin ¢6ziimilyle o mertebeye ait diizlemsel gerilmelerin hemen belir-
lenebilecegi ve dolayisiyla sdzkonusu denklemlerin uyumlu oldupu agik-

tar.

Gerilme bilegenlerinin sifirinci ve birinci mertebe gegitli

momentleri
~ 1 ~
{knaB, kﬁo's} = J' { 003 k5 aB}dC , {km“B, kooBy - {koae, -koas}cdc
-1 =1

k a -a 1 k o o3 z
{ b= 10 %t %®lag , ("n®?, ‘m’®}= J {%%,z %c*'lag
-1
k=0,1, (3.4.13)
~ 0;1(16

seklinde tanimlansin. Burada 'n™* = = 0 oldufunun unutulmamasi

gerekir. Eger (3.4.12) gerllme ifadesi yukaridaki tanimlarda kulla-
k_afB k_aB

nilirsa 0,1 igin n " ve m  momentleri

kol 2A1(k6°"6 + A eY A%y 4 kgoB
k0B - - % Az(kw.“B A kw.YY A%y 4 IGoR (3.4.14)
9 *

olarak bulunur. Ayrica (3.4.12) ve (3.4.14) denklemlerinden gerilme
ve moment bilegenleri arasinda

k aB

-8 _ % (Ka0B8 _ kjoy 3 r(kp®® _ kgoBy L KZoB 01 (3.4.15)

iligkisinin varoldupu kolayca gdriilebilir. Dikkat edilirse sifirinca
mertebe gerilmeleri mambran ve egilme gerilmelerinin toplam olarak
yazmak miimkiin iken birinci mertebe toplam gerilmeleri mambran ve egilme

gerilmelerine ayrigtirmak miimkiin degildir.

Plaga ait moment denge denklemlerini elde edebilmek igin, (3.2.1)~-
(3.2.2) denklemleri ve [ kere (3.2.1)1 ile (3.2.2)1 denklemleri, -1 ve

1 sinirlari arasinda { lizerinde integre edilir. (Cikan sonuglarda
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(3.2.3)1 o Ve (3.2.4)1 o sibir kogullariyla birlikte (3.4.13) tanim-—
14 b

larinin kullanilmasi, bazr iglemlerden sonra k=0,1 igin

kna? kB .o
.
k
k o L _ay k-4 _ .Y k-4 k_ _
LI +2§0 ("n Veva r w,Y) + p=0 (3.4.16)
koB _ qu + 5B g
. 20

a8

denklemlerini verir. Burada %0 " gerilme tansbriiniin ikinci mertebe

momentinin hesaplanmasinda (3.4.15) iligkisi kullanilmig ve dig ylikler
ile ilgili

0B _ B, B .t .B 08 _ B _ B ,F..B

r =g tg +/[fdr, s=g+-'g__+{§fdc,
-1 -

1 .
p=gl+gd+ Sl (3.4.17)

tanimlari yapilmigtir. Ayrica birinci mertebe denklemlerde g®riinen

fakat sadece sifirinci mertebe biiyiikliiklere bagli olan er, 168 ve s

terimleri ise

1.8 _ (0p0Y N °w,8 - 0g¢ °w;8).
s Y s 30

Y
168 = (0,07 o B _ Loy o B _o=0 0B _o0.0 0B
s "m 3Y 3 B w; ¥ q wg )'a q v;a
+ Oaa Ow.8a+ 0n33 OW.B (3.4.18)
1) 9
1, o - 0, 0Y 0.0 _loay o, 8 L o, 80,y _ o0, Y
P {Ao( m v soy "B n v, 8y q v;Y qa Cw, Y)

1 8
+ = (1 + o, 0 o o..Y + 0 Yo 0
SRR T S T AP S
denklemleri ile verilir.

Eger (3.4.16)2 ve (3.4.16)3 arasinda kqa yok edilir ve (3.4.1&)2
iligkisi kullanilirsa (3.4.16) denklemleri

kha? + krB =0
s O
k
-iA(l"’A)k o B Z(R,a'yk.?, _ZrYk-lw) kOLB
0 ’ GB £=0 ;Ya sY QG'B
+ ko 4 kg (3.4.19)

;0,



geklini alir. Ornek olarak incelenecek problemde oldugu gibi, eger

sinir gartlari yerdeBigtirmeler lizerine verilmig ise o zaman (3.4.19)
denklemlerinin yerdegigtirme bilegenlerine bagli olarak yazilmasi da-
ha uygun olur. Bu durumda yukaridaki denklemlerde (3.4.9) ve (3.4.14)

iligkilerinin kullanilmasi, k=0,1 ig¢in

k
(1+2A)ka3 ka.ua,, 5 [SLGkSL B+(1+A) k!l,w.OtB
3% 90 3 e ;
9, ol k- 2. k~ aB k B
+ =
A w : Q] 2A >+ )y=0
3 0 ; L . a,Y Yie _p ¢ 3Y 3
A
+A (2 £v§6 + ¥ nw.a f-n 6)k -5 Y ]+ [Z (2 oy k—&w’
e ’ =0 H ! l 2=0 {24
lyk—z +k~aB + k0o kT _
v ) o8 ¥ Siq p] =0 (3.4.20)

sonucunu verir, GOrildiigi gibi lic tane kvg ve kw (k=0,1) bilinmeyeni
igin ii¢ tane denklem vardir ve bu denklemler asimptotik agilim tekni-
ginin bir sonucu olarak sifirinci mertebede nonlineer iken birinci

mertebede lineer denklem geklindedir.

Eger sinir gartlari gerilmeler {izerine verilmig ise, genellik-

2% ve ¥y biiyiikliklerini segmek daha uygun

le bilinmeyenler olarak
olabilir. Bu durumda ¢&ziilmesi gereken (3.4.19) denklemleri {i¢ tane
iken bilinmeyen sayisinin ddrt olmasi nedeniyle (3.4.19) denklemleri~-
ne bir uygunluk kogulunun ilave edilmesi gerektigi ¢ikar. Bunun igin,
eaB iki boyutlu alterne tansdrii gSstermek iizere,

(B8 _ B 58 _ 5B s
EGY 6 6 GY o (3.4.21)

Szdegliginin ([24]) (3.4.9) taniminda kullanilmasz

k
BS ka ¥ _ _ % k-R
oy € Op;6 2,50 [fw, = ] (3.4.22)

sonucunu verir. Burada denklemin sag tarafi igin ¢ ve V, £% nin ska-
ler fonksiyonlari olmak i{izere

o
[o,¥] = LIS AP A (3.4.23)
k0B

notasyonu tanimlanmigtair. Ayrica (3.4.14) denkleminden "6 g¢ekilirse
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k.0 1 k o k™o
GB='2—A—[I!B‘ nB

A
-0 ky _ kv ,,0b
T+ Co'y = "ol )a™] (3.4.24)

yazilabilecefi goriilir. Bu sonucun (3.4.22) denkleminin sol tarafin-

da konulmasiyla uygunluk kogulu olarak

1+A k
ka Y 0 kay=2 T + Ko Y
Y3 O 14 2A " oasy A1£=0[ w] nY;a
. .
1+A k~a Y

(3.4.25)
denklemi bulunur. Bylece (3.4.19) ve (3.4.25) denklemleri kno"B ve
kw bilinmeyenlerini belirlemek ig¢in yeterli sayida denklem olugtu-—

rurlar, na'B
ig¢in (3.2.3)3 ve (3.2.4)3 denklemleri C degiskenine gore [-1,1] ara-

l1ginda integre edilirse, k=0,1 igin

{izerine yazilmasi gereken sinir kogullarini bulabilmek

khaB n, = khB c lizerinde (3.4.26)

sinir kogullari elde edilir., Buradaki khB fonksiyonlari ise

1
I T B dr , 18 - (*n®Y ov? - 0O oW'B _ 0 ow’B)n
—1 ’Y s Y ' O,
(3.4.27)

geklinde tanimlanmigtar.

Bir gerilme fonksiyonu tanimlayarak (3.4.19) ve (3.4.25) denk-
lemlerini daha basit bir formda yazmak miimkiin olabilir. Bunun igin
(3.4.19)1 denkleminin ¢8ziimii homojen ¢Sziim ve 5zel ¢Sziimiin toplami
geklinde, yani

k-aB

- =0, ‘a =~ r (3.4.28)
olmak {izere
koB _ kof , koB (3.4.29)

§ek11nde yazilir., Bunun yaninda (3.4. 28)1 denkleminin ¢&ziimii,
¢(§1 £2) gerilme fonksiyonu olmak iizere

kEGB - €Ya€68 k

® (3.4.30)

)
ile ifade edilebilir. Eger yukaridaki tanimlar (3.4.19)2 ve (3.4.25)

denklemlerinde kullanilirsa, bazi hesaplamalardan sonra k¢ ve w
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bilinmeyenleri igin

1+ 24 k
k, aB _ _ 0 2 k%4 .,.kwa B ,ka
% ag” 1+4 (24, Eo[w’ LR N S
k~a B ka B
+ - %
Do B8 Mo B
NP T - R N 5 (%, %]
3 0 ;U:B 2=0 »B730 2=0 ?
ke L,ko ,k
tmlst st P (3.4.31)

denklemleri elde edilir. Bu denklemler k=0 i¢in nonlineer olup von
Kdrmé&n denklemlerinin genellegtirilmesinden bagka birgey degildir,

k=1 igin ise asimptotik ag¢ilim tekniginin bir sonucu olarak lineer
denklem sinifina girerler. Yukaridaki denklemlerin ¢&ziilebilmesi

i¢in simir kogullarinin da kw ve k@ {izerine yazilmasi gerektigi acik-
tir. Eger (3.4.29)-(3.4.30) tanimlari (3.4.26) denkleminde kullani-
lirsa %0 fonksiyonu ile ilgili sinir gartlari

gr? 866 k¢;6y n, = khB - knmB n, c lizerinde (3.4.32)
olarak bulunur. Bunun yaninda yerdefigtirme tipi bir sinir deger
problemi igin sinir kogullarinin kw ve akw/Bn izerine yazilmasi gerek—

lidir. Bu durum ileride ayrica incelenecektir,

Eger gerilme tipi bir sinir deger problemi sdzkonusu ise sinir
boyunca momentlerin ve kayma kuvvetlerinin tanimlanmasi gerektigi agik-
tir. Bunu gergeklegtirmek igin Z kere (3.2.3)3 ve (3.2.4)3 denklemleri
ve ayrica (3.2.3)4 ve (3.2.4)4 denklemleri { degigkenine gdre kalinlik

boyunca integre edilirse, k=0,1 igin

k
kB o = KB , k =k%n =¥ - 5 WO KL | drerinde
9h = 1 7y o

o - ,
40 (3.4.33)
smir kogullari bulunur. Buradaki kmB ve kh3 biiytikliikleri ise
B. ©.8 1

‘o’ = ftordr, °n®= [ tldr,

-1 -1 ]
18 = & o oY 0,8 0g® oy B _ o 0v o,B o

3 >y 3 3Y o
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o oy o 6 $0g% oY _0gdo Yy

3 - oy o0 6
{Ao(m 3 Oy Y

Viby T

+1la+ Ao)["qc‘ Oy

6 Y 4 o CGY.o0 () 4.3
5 v, m (v W );Y]}na (3.4.34)

Y
olarak tanimlanir. Bilindigi gibi kqu momentlerinin kw biiyiikliigline
bagliy ifadesi (3.4.14)2 genklemi ile verilir, benzer gekilde kqa
kayma kuvvetlerini de w cinsinden ifade etmek igin (3.4.16)3 kul-
lanilirsa

qu = —-A (1. + A )k o B k> aB + ksB (3.4.35)

¢ ]

bulunur. Dikkat edilirse sinirda gerilmeler verildigi zaman (3.4.33)
ile verilen #i¢ sinir gart: kw biiylik1iigiinii tek olarak belirlemek igin
gerekli olandan fazladir. Bu durumu ortadan kaldirmak, klasik plak

teorisinde yapi1ldigr gibi, sinir gartlarini km.n = kmmB n, ng ile ve-

rilen efilme momenti ve kqe = kqn -Bkmtlas ile verilen effektif
kayma kuvveti {izerine yazmak ile miimkiin olur. Burada t birim teget
_koB ~

vektdrli, s sinir boyunca yay uzunlugunu ve kmt = "m t o 78 ise bu-

rulma momentini g¥sterir. B6y1ece yeni sinir gsartlara

k- =km8n kha L. 0 k=% ] ko

h w “5;(

t c ilizerinde
n B ? 2— 30 )

(3.4.36)

gseklinde verilir,

Goriildiigli gibi bu b&liimde iglemler k=0,1 igin yani sifirinci
ve birinci mertebe igin birarada yliriitlilmis ve denklemler bu iki mer-
tebe igin kapali olarak verilmigtir. Bundan sonraki iki b&liimde &nce
sifirinci mertebe denklemler kisaca Szetlenecek ve daha sonra birinci
mertebe denklemlerde g¥riinen fakat sifirinci mertebeden kaynaklanan
bazi terimlerin agik yaziliglarinin belirlenmesiyle birinci mertebe

denklemler {izerinde durulacaktair.

3.5. Saifirinci Mertebe Yaklagim
3.5.1. Plak Denklemleri:
Yerdegigtirme tipi formiilasyonda;

0,0 B, o, B a oB o, o 0 o B4 L o B _
1+ 2A )'v - Voo + (1 + 2A ) v, V.ot LARLA 28, 0
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4 0. 0B 0 [ o OB 0. 0
= A + A - 2A + + A (2
3 1(1 o) w; o B 1[( va;s vB;a) w; o( V;a
0 0, 0y0 B L0 0 0,087 L0 Q0.  _o0_ 00
+ w;a w; ) w; B+ w;a w;B w; ] T w;a P s;a
(3.5.1)
Gerilme tipi formiilasyonda;
ona? +98 -9
>
4 0. 0 B 0_0B o 0. 0o 0 0 O
= + A - + = + 3.5.2
FAAFAD N e T Vet T VT P sy )
0.0 B 1+ Ao o B 0., ©
n B o -l—_i_—iA—o- " B = ZAI[ w, w] (uygunluk kogulu)
veya
1+ 2A .
0 @B _ _ 0 o, o0 0. &, _o0 B

1 0 ’

b o o= [°8, %] + %o+ %6 (3.5.3)

y O

;B);

3.5.2. Sinir Kosullara:

Plak diizlemiyle ilgili sinir kogullari yerdegigtirme tipi
formiilasyonda
%% =0 ¢ {izerinde (3.5.4)

olarak, gerilme tipi formiilasyonda ise

0B = 08 _ 0,08

-'n n, ¢ tizerinde
(3.5.5)

geklinde verilmektedir. Enine yerdefigtirme ile ilgili sinir kogul-~

- veya er® 668 °®_
L]

o ¥$ Bo

lari1 da, ¢, ¢, ¢ sirasiyla c sinirinin ankastre, basit mesnetli
17 2 3
ve serbest kenar olan kisimlarini g8stermek {izere agapida verildipi

gibi alinacaktar.

0
a) Ankastre kenar: ‘w=0, gn ¥=0 c de
b) Basit mesnetli kenar: ‘w = 0, °mn = 0P ng ¢ de
2

(3.5.6)
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c) Serbest kenar: ’m = °m§ n, ,
n B
0 0 3 'm 0.3 _ 0,0 0
%™ 9% "5 =h h w;a
9 ,0 O
ETY ("m ta) c3 de

Bu kogullarin her biri ¢ sinirinin tamaminda gegerli olabildigi gibi

birbiriyle ayrik olan c,c vec alt bdlgelerinde de gegerli olabilir,

3.6. Birinci Mertebe Yaklagim

Dikkat edilirse, (3.4.12) denklemleri ile plak diizlemine ait
gerilme hilegenlerinin kw ve kv“ yerdegigtirmelerine nasil bagli ol-
dugu verilmig olmasina rafmen, gu ana kadar diizlem digi gerilmelerin
nasil elde edilecegi konusunda birgey sdylenmemigtir. Bunun yaninda
(3.3.12) denklemleri ile verilen %°g%® ve °g3? bilegenlerine ait biinye
denklemleri sirasiyla 1,8 yerdegigtirmesinin formunu belirlemekte ve

10d8 gerilmesinden 2u® biiylikliiglinii elimine etmekte kullanilmigtar.

3
0.3 ’
00. 0.33

Bu nedenle gerilmesini iceren !U% biiylikliginiin ve %033 gerilmesi-

ni igeren IEQB biiylikliiglinlin yerdegistirmelere bagli agik yazilisi

15aB’ 1503’ 0g%, 033 yo 0433 pi-
yiklikleri de sadece tanim olarak sunulmugtur. Bu durumu ortadan kal-
dirmak icin yapilacak ilk iglem [13], [14] ve [15]'de izlenen yolu kul-
lanarak °c®® ve 9G3% gerilme bilegenlerini belirlemektir. 11k olarak

(3.2.1)1 denklemini (3.4,15) ve (3.4.16)1 iligkilerinin yardimiyla

verilememigtir. Benzer nedenlerle

038 _ _ 3 o_0B 1,8 _ (B
c.=-3 z 'm at2 T £ (3.6.1)

gseklinde yazabiliriz. Eger bu denklem 7 {izerinde integre edilirse,
FB(gl,gz) integrasyon sonucu ¢ikan keyfi bir fonksiyon olmak iizere,
4
0638 o -2 20 L L oB o fBar s B, e2) (3.6.2)
4 3o 2 -1

iligkisini buluruz. °036 gerilme bilegeninin (3.2.3)1 sinir kogulla-

rinda kullanilmasi ise

-8 _.% L %_orB + FB(g1,€2) (3.6.3)
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8

denklemlerini verir. Bu iki denklemin toplanmasiyla da F° keyfi
fonksiyonu
Brrl g2y o 30 08 _ 10.8
F(E,E%) s - + 7 1 (3.6.4)
olarak belirlenir. Burada
B_ B_ .8 . ¢
R e A Par (3.6.5)
-1

tanimi yapilmigtir. Kolayca gdriilebilecegi gibi (3.6.3) denklemleri-
nin gikartilmasi ise bir Szdeglik verecektir. BSylece (3.6.4) ve

o B3
(o

(3.4.14)2 iligkilerinin kﬁllan11mas1y1a gerilme bilegeni

s

~ 4
6B -a (s AN - £2)0w 2 B, L z 0B 4 LogB -f de; (3.6.6)
1 0 o 2 2 3

olarak elde edilir. Benzer bir iglemle %c®® gerilmesini de hesaplamak

igin (3.2.1)2 denklemi, (3.2.1)1 denkleminin de vardimiyla

0533 = = 0503 _0g0Y 0y 4 R0y - £3 (3.6.7)
s3 20 sYQ Ol

geklinde yazilir. Eger bu denklemde (3.6.6) ve (3.4.15) iligkileri
kullanilir ve g¢ikan ifade ¢ degigkenine gdre integre edilirse, F(E!,E?)

keyfi bir fonksiyon olmak {iizere,

632 = a (1+ A )zl - Lozyog o B3 2 008 oy
1 0 3 B 4 ’

3o aB
4
-—;— z 0% o'w;aB -%cz °r(:u-—%-z; °i(:a+ t J f?a 14
4 4 4
- gf‘;‘a, g+ v, f £%r - f £3dr + F(E',E?) (3.6.8)
-1 1 -1

bulunur. Bu sonucun '(3.2.3)2‘sm1r kogullarinda kullanilmasi ise

3 _ 0o -2, 0, 0B _ 39 0B o _1p 0B
& " & Yia 3A1(1+Ao) YsaB & T ;08 2 O YiBa
1 1 1 1 1 a
~2 0% 0% f® ar - rf® oar+ Ow. S g
4 sC 2 ’ -1 ? -1 3O 30 4
1
~ [ £3dy + F(E,E?)
-1
- o3 o o __2 0,08 _ 39 0B o
B2+ g W, =-3 Az(l + Ao) VouBg TF T Vi
1, 08 1,0 1.0 1 ;2
+__° n - — .60
5 o W;Ba % r;a+2 1;a+ F(E',E%) (3.6.9)
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denklemlerini verir. Bu iki denklemin toﬁianmasmdan F fonksiyonu

1
%2 =g} -gd+ [ £lag (3.6.10)
-1

tanimini da kullanirsak

1 1o 1 .00 0 O 0.0
+ = + = -= -
z T 2 % 7 * w;a+ 2 ( s;a l;a)

(3.6.11)
geklinde belirlenirken g¢ikartilmalarindan ise yine bir 8zdeglik bu-

lunur. Bdylece (3.6.11), (3.4.14), (3.4.17) ve (3.!&.19)2 iligkile~
0533

{GR SRR

rinin kullanilmasiyla gerilme bilegeni

0.33 - 1 _ ayo, 0B _ y2y(0 o 0B
o) §A1(1+Ao)(; C)“;as A1(1 C)(w'as w;
4
+ A °w°‘°w,BB)-l°w Ci%+ g % - 2 ffdc)+ (°2
-1
+z 'p-2 ffdc)+—<1+c)(°°‘ - i)+ 7 -
il
x 0%+ f(c-n)f (¥ myan (3.6.12)

.
s

olarak elde edilir. Goriildiizii gibi %0 ve °03% gerilmelerini belir-
leyebilmek igin sadece 'w bilinmeyenini bulmak yeterlidir. Bdylece

gimdiye kadar sadece tanim olarak verilen ve birinci mertebe denklem
lerin sag tarafina giren °q®, °n33 ve %m3?® biyiikliikleri (3.4.13) ta-

nimlarinin kullanilmasiyla

1 ¢
Pt s f B

-1 -1
4 af a B .0 o
033 - - 2 0 0 0 0 - 030 p o 0
n 3 Ax( w;aB w; + Ao w; o w; S) i w;,u + %9 4 s;a
: 1 ¢ , 1 z
—05® w10 yow 5 F %R yandr - £ F 2% n)dndr
sa 3 o 5o 3
-1 -1 -1 -1
1 ¢ 8
+ J S ( ’n)f (E »n)dndz
-1 -1
. 14, .0 aB o 0.0 0; .0,
'3 = 3 [71-5- A 1+ A;)ow, a8~ O °w;a+ % + s;a =i
o 1 1 4
+ e J' 4 f 2 mdnar - [ ¢ @ mand ¢ St J(gn)
’ -1 -1 -1 -1

x f?a(gs,n)dndt; (3.6.13)



- 38 -
geklinde belirlenebilir.

Birinci mertebede gdriinen fakat sifirinci mertebeden kaynaklanan
diger terimlerin hesabina gecgmeden 8nce (3.6.12) ile verilen 0533 ge—
rilmesinin bir 8zelligini belirtmek birinci mertebe teorinin sonugla-
rini yorumlamak agisindan gereklidir. Wittrick [2@] tarafindan da
belirtildigi gibi, klasik plak teorisinde ve birgok daha yukari merte-
be teoride enine yiikiln sadece plagin bir yiiziine uygulanmasi veya iki
yiz arasinda egit gekilde ﬁaylagtlrllma51 sonuglar agisindan Snemsiz-
dir, Yine ayni yerde vurgulandifi gibi, bunun nedeni bu teorilerde
ii¢ boyutlﬁ teorilerden farkli olarak g¢Bkmenin { dan bagimsiz kabul
edilmesidir. Bu durumu gimdiki yaklagim cergevesinde daha agik bir
gekilde gdrebilmek amaciyla, bir an igin, kiitle kuvvetleri ile iist ve
alt ylizlere etkiyen plak diizlemindeki kuvvetler sifir alinsin yani

gg = g? = f%=£%=0ve dolayisiyla 0,% = 95% = 93% = 0 kabul edilsin.

Eger, P, diizgiin yayili yilk olmak iizere, iki boyutlu teorilerde fark
yaratmayan g: = p0 ve gi =0 ile gi =3 p, ve gf =3 po durumlari kar-
silagtirilirsa, her iki halde °p = P, olmasina ragmen birinci durumda
Og = p, ve ikineci durumda °%2 = 0 olmasi nedeniyle sonugta bulunan %033
gerilme bilegeni bu iki durumda % P, kadar farkeder. Diger bir Srnek
olarak bir ylize uygulanan yiikiin gekme veya basing olmasi hali kargi-
lagtirilabilir. Bilindigi gibi iki boyutlu teorilerde bir yiize uygu-
lanan yiiklin gekme veya basing olmasi sadece ¢tkmenin igaretini degig-
tirir fakat onun mutlak deBerini degigtirmez. $Simdiki teori ile ilgili
bir sonuca ulagabilmek igin her iki durumda da gi = 0 olmak iizere

gi = p, ve gi = - P, durumlari gdzbniine alinsin. Bu hallere karg: ge-
len %°p ve %% sirasiyla ’p = 0 = p, ve 0p = 9% = - P, geklinde bulu-
nur. Her iki haldeki g ve %w biiylikliiklerinin ters igaretli oldugu di-
glniiliirse bu iki duruma kargi gelen °03° gerilme bileseni mutlak deger—
de P, kadar fark eder. Dolayisiyla her iki Srnekte de °% teriminden
kaynaklanan bu fark (3.6.13) denklemiyle tan1méanan %133 bityiikliigiinde

de kendini gdsterir. Ayrica bu fark gerek 16%
0533

gerilmesinin iginde
gerilmesinin bulunmasi nedeniyle gerekse (3.4.18) tanimlarinda
9n33 piiyiik 1{igiiniin goriinmesi nedeniyle birinci mertebeye ait denge denk-
lemlerinde de kendini g8&sterecektir. Sonug¢ olarak von Kdrmdn plak
teorisine kargi gelen ve %u? yerdegistirmesinin ¢ degigkeninden bagim-
s1z oldugu sifirinci mertebe plak denklemlerinde yiikiin ¢ekme veya

basing olmasi ¢okmenin mutlak degeri agisindan 8nemsizdir. Fakat u®
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yerdegigtirmesinin (3.4.5) ile verildigi birinci mertebe teoride, bek-

lenebilecegi gibi, ylikiin nasil uygulandigi Snem kazanir.

Bu vurgulamayi yaptiktan sonra, artik 0508 gerilme bilegeni-
nin belirlenmis olmasi nedeniyle g biiylikliiglinli agik olarak yazmak
miimkiin olur. Bunun igin (3.6.6) ifadesi (3.4.7) denkleminde yerine

konur ve [ degigkenine gdre integre edilirse,
1(1=_ + _l + 0 6(1+l 206&
U [+ ) -5 @+ 8t 5" + 78 T 0%,

_060(1+ uYo(!._l__]_.o oa+l 0.8 o O
A A AR AR RS ER A

.

oY

ZA @+l oL fa-nfE e 6614
t -1

sonucu bulunur. Yukaridaki sonucun (3.4.11) taniminda kullanilmasiyla

aB

da 'E™® biiyikligi
~ o
159 - _ [+ a)r -1 @+ 8%’ Py 1 7 o[ ( 0gS of
0 6 1} s 8 6,
‘ZOWGB °W6)+2°W Qowss]_l_lc(z OWG ov GB
3 5 8 36 7 2 ;5 63
$ of ) af 1 a9 88
4+ 0 ) 0 + 0 0 + 10 )
Y - By O vy )Ty v
s
o
- ﬁ— F - m ,B + fB,°5dn (3.6.15)
1 -1 ’ ’
olarak elde edilir. Daha 8nce de belirtildigi gibi, IEGB gerilme tan—
s8riiniin EGB buyuklﬁgd cinsinden yaziligi (3.3. 14) denkleminde 'E of
yerine EaB ve lo of yerine 0 of koymakla bulunur. Eger bu iglem yapi-

lir ve (3.6.15) iligkisi kullanilirsa 15a8 gerilme tansdri { degigke-

ninin kuvvetlerine gbre

1508 _ (I @B, IGB + 2 IQB + 3 IGB) - A [ f (¢ - n)f dn

-°waffdz;+ ffd;]A -f(t;-n)(f.aB-i-fB“)dn

s0 _ -

1 1 (3.6.16)
gseklinde yazilabilir. Buradaki IzB (n=0,1,2,3) tansdrleri ise
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0o.Y o. O _o oYﬁ__A(lYo.(S
(28,8, Cvis "oy = Toye My T Ty )
08 1, 0aY opd
eY)+2A“ eye

°
st Ao(k

3 Y ) S

Loy Loy oY oY Oy, )]AGB+ oA Oy O oVY.B
2 3y 3Y 3Y 3Y 10Y3 H
1 0Y 0n08 . 1 0,0 0,YB
—_ %) +* -
5 Aa e‘ ¥ ) Az e Y 8

(S‘Y
38 Y

+ 0% Oy Y °w. Y- A (°w_Y o9
9 9 6 3 ’

§ oY

- 0 0
[-+ AA(1+A) + 208 @ %0 fwy s 8 ¥

6§ _ogY 0,0 )_ 2A 0, Y og
6 § s Y

+ A COp+ 1YY+ °st-°rY v, )]A“B—AA 1+ 4w AR
o ’

+ 20 4 %0 o 0B g0y Yo, OB, O Oy Y °w.a8)
10 § 3 5 Y3 Y s ;
+ A (OeY Ow.as + OW.Y OeaB) - A .(Oea OW.YB + Wa Oe B)
3 Y ’ s Y 2 Y H s Y
0i% B 0B @
H H

+

0,0 Y 0 YG) 0, Y 0,8 _ o 0
[AOAI (AD e 3 Y+ 4 W;Ya H * As( sy ’ § W’ § w;‘Y)

0. Y o, 8 1 oY of 050‘3 0. 0B o Y
+2Au W;Yw;5+2A ]A +AA( ZW; W;VY)

+ 28 Ow %oy YB _ o "w.Y °w.aB + 20 Ow,  Ow,
1 "y H 3 s Y 3 2 s Y s

1
t3

§

2 0 Y 0B 0, 0 aB
RN LR AN L RN WL AN (3.6.17)

olarak verilir. Benzer gekilde (3.6.16) sonucunun (3.4.13) tanimla-

rinda kullanilmasi ile

1508 oo 1508 biiylikliikleri yukarida tanimlanan

tans8rlere bagli olarak

1501.8 -

1;1',0LB -

0 3 1 -1 -1 -1 -1
x A% - 1 F - P £ %ana
T S, .
L1108, 1% Ire f(c-n)dendu fooF e
A -1 -1 -1
of 1 C B
- £Y S, Jandg]a™ - S g f (- n)(f °‘)dndc (3.6.18)

-1 -1

8,1 1“3 Al f 7 - my£) dndz + I 7o - o ", )dndt]
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geklinde bulunur,

. . 3 . . . s
Sifirinci mertebeye ait °6%* ye %033 gerilme bilegenlerini be-

lirlemek i¢in uygulanan yéntemi izleyerek birinci mertebeye ait 1503

ve '0%% gerilme bilegenlerini de belirlemek miimkiindiir. Bunun igin

yapilacak gey (3.2.2) denklemlerinin 7 iizerinde integre edilmesi ve

1592 j1e 1g33 i¢in bulunan ifadelerde (3.2.4)

1,2
16%3 ve 1033 gerilme bilegenlerinin

sinir kogullarinin
kullanilmasidir. Fakat gerek
ératik agidan ﬁlak teorisinde 8nemli bir iglevi olmamasi nedeniyle

(¢linkli onlar bir yukari mertebede gerekmektedir) gerekse bu gerilme
bilegenlerinin belirlenmesinin uzun ve karmagik iglemlere yol agmasi
nedeniyle bu konu iizerinde durulmayacaktir. Yukarida elde edilen

sonu¢larin 1giginda birinci mertebeye ait denklemler agagida kisaca

Ozetlenmigtir.

3.6.1. Plak Denklemleri:

Yerdegigtirme tipi formiilasyondaj;
(1 + 28 YW g + lvB,a + (1 + 27 )W, 1w.c‘B + lw °w;a8)
0 30 L 0 0 3 s s

Cotw o+ tw fw o=
s G 3 y a5

0,0 1.8 10, B 1 4~oB 1. B
2A1(n;oz+ ™)

4 1,08 _ 0 0 1, 08 1.
3 Al(l * Ao) Y5 o B ZAx[( Yoz 8" vB;a) A3 ( Vo38

+ A (2% ¢+ O, °w_°‘)"w.s + 28 (W 4 O 1 %0y
0 QL s Ol ’ ; B (] QL s O ’ 3 B

A ’w,O"B + 2y, Oy, °w.°‘B] + %y =1p
sQ 3B ’ 0 3B ’ s0

1,0 0, 1508

a o] soB
Gerilme tipi formiilasyonda;

1508 O

saB (3.6.19) .

+

lna',B + er =0
s O

3 H ‘ H
+ ’s?a + lagEaB - 1,0 °w;a ' (3.6.20)
s 14+A 1+A
108 ___Q_IGB_ ()} 1 1~ab _ o 1~a B8
B 5Ba T+ 2 Pa; B 4A[w v]+ T Ba 1-|-2Ao D a; B

(uygunluk kogulu)

veya
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1,08 __ 0 o, 1 1708 1.0 170 B _ 10 B
Q;aB' 1+A° (M;[w’ v + n;Boc+ r;a)+ non;B Mo B

4 B ' | .
38+ 8yt Fo- On® ta = [P0, 2] + [, )

3a 308 583 3.6.21)

sQ

3.6.2. Sanir Kogullari:

Birinci mertebeye ait sinir kogullarini yazmak sifirinci mer-
tebede yapildigi kadar kolay degildir. Bunun nedeni (3.4.5) ve (3.4.8)
denklemlerinden de gﬁrﬁldﬁgﬁ gibi birinci mertebeye ait 1uk (k=1,2,3)
yerdegistirmelerinin sadece E! ve E? degigkenlerinin degil fakat T
degigkeninin de fonksiyonu olmasidir. Dolayisiyla keyfi r degerleri
ig¢in sinir kogullari yazildiinda bu sinir kogullarinin sayisi integ-
rasyon sabitlerinin sayisindan fazla olacaktir. BSylece, sifirinci
mertebeye ait yerdeBigtirmeler ilizerine fiziksel olarak anlami olmayan
kisitlamalar getirilmig olur. Bu durumu ortadan kaldirmak igin burada

izlenen yol sinir kogullarini
1

fu (€,€%) = [ w (g),E%,0)dz (3.6.22)
-1

geklinde tanimlanan ortalama yerdegistirmeler lizerine yazmak olacaktar.
Aslinda burada sunulan yaklagimin gergek sinir defer problemine bir

dig ¢8ziim oldupu ve bu yaklagimin bir sinir tabaka ¢8ziimi ile tamamlan-
mas1 gerektipi agiktir. $imdiki yaklagimin sinir tabakasindan uzak
bblgelerde gegerli oldugu diigiiniiliirse sinir kogullarini enine koordinat
boyunca alinan ortalama biiyiikliikler iizerine yazmanin uygun oldugu go-
riilir., (3.4.5), (3.4.6), (3.4.8) ve (3.6.14) denklemlerinin kullanil-

masiyla yukarida tanimlanan ortalama yerdepigtirmeler

1l ¢
17 _ o1 1 0B _ o 0B o 1 0. _1 _
Uy =2 v, + g 8,C00% =2 g, )+ Iy T, iy _{ _{ (t - n
X fa(EB,n)dndc
1T _ 5 1 1 o, & \
u3 =2 ‘w+ 3 A° w; o (3.6.23)

olarak elde edilir. Bu durumda plak diizlemi ile ilgili sinir kogullari
yerdegistirme tipi formiilasyonda

lﬁa =0 ¢ iizerinde (3.6.24)
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geklinde, gerilme tipi formiilasyonda ise

lnaB n, = 1hB e¥? 868 1p n = 1hB - lnu'B n_ c lizerinde

veya .v6 %o o
(3.6.25)

gseklinde yazilacaktir. 153 ile ilgili sinir kogullari da, c siniri-

nin tamami veya bir kismi {izerinde gegerli olmak {izere, ankastre,basit

mensetli ve serbest kenar igin

3
. 1--.= 3=
a) Ankastre kenar:. u o, an 0 c, de
. . . 1= 1 1. B.
b) Basit mesnetli kenar: u =0, m =‘'mn c de
3 n B 2
c) Serbest kenar: ‘1mn = lmB ng »
3 n
1 =l ot _ 1,3 _ 001 - 1,00
e 9% B . h hﬁ w;a h w;a
-2 e
as_( m ta) e de (3.6.26)

geklinde verilecektir.

Integrasyon sabitlerinin sayisi ile uyumlu sinir kogullari ta—
nimlamanin diger bir yolu, yukarida yapildigi gibi kalinlik boyunca
yerdegigtirmeler ile galigmak yerine, sinir kogullarini orta diizlemde

yazmaktir. Kiitle kuvvetlerinin ihmal edilmesi halinde { = 0 igin

IUG = 1U3 = 0 olmasi nedeniyle bu iglem sinir kogullarini v velv

o
lizerinde yazmaya denktir. Bu durumda sinar kggullar1 ankastre mes~-

netli hal igin c izerinde lva =0 ve ly=2¥

= 0 geklinde verilir-
ken basit mesnetli halde yukarida verilmig olan efilme momenti ile
ilgili kogula ek olarak yine c, izerinde lva =0ve lw=0 seklinde
verilecektir. Ornek problemin incelenmesi sirasinda bu iki tip sinir

kogulunun kargilagtirilmasi iizerinde ayrica durulacaktir.

3.7. Cauchy Gerilme Tans&riinlin Hesabi
Bilindigi gibi pratik agidan deforme olmug durumdaki plak tize-
rine etkiyen gercek gerilmeleri yani Cauchy gerilmelerini bilmek daha
tnemlidir. Bu nedenle, gimdi, (2.1.23) tanimindan yararlanarak Cauchy
gerilme tans¥rii bilegenlerinin, asimptotik agilimn ilk iki me;tebesi

igin, nasil belirlenecegi ilizerinde durulacaktir. Eper J = IIIC bagin-
tisindan ve (2.1.15), (3.1.8), (3.3.11) ile (3.1.3) iligkilerinden
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yararlanilirsa J~! igin
=1-(-8)Cu 3 "u ®)e? + 0(e") (3.7.1)
s

yazilabilir. Bu durumda, uzaysal koordinatlari g8steren a ve b indis-
leri 1, 2 degerlerini almak iizere, (3.7.1), (2.1.9) ve (2.2.7) iligki-
lerinin (2.1.23) taniminda kullanilmasiyla Cauchy gerilme bilegenleri,
bazi uzun hesaplardan sonra,

1 _ab 20,08 a b _ ur1 08, oy o B + 0,YB 0 0
—— = . o
 t e %0 g 8 g e*[1o o u u;Y

_Lta3=a(oaa+oaﬁos)g _,,65[100!3_,,1&309_,_00‘813
To ] sB 98
+ 0% 1,3 L oBi o 03300 0 BS 00 o
% %8 >3 3B 36
+ 0% 0% 0~ (1 - 8O0+ F b o % O
b3 3B B RNT R
x (9% + 0598 o us )]g o 0(87)
1 pss 4(033.,,2003&03_,_00&803 088)4_66[133
To 30
+ 29530 1,3 4 9 1530 0.3 4 50,33 13 4 o5 0,08 0.3 1.3
3a sa s 3 %o 8
+ 1508 0y 0y3 42 0G0 043 s _ (g _ )(ou.5
50 ’B 9(! »3 ’
1o 0y 0,33 0530 0,3 0,08 0.3 03 8
+ = + + )+
7 Uyss Yy )( 2 uyt o o Y 1+ o(e®)
(3.7.2)

geklinde elde edilir. Burada ga3 kaydirici bilegenlerinin sifir olmasi

kullanilzr.

3.8. Sikigmaz Cisimler l¢in Asimptotik Agilim
Bu b8liimde Snceki bSliimlerde sunulan yaklagimin sikigmaz cisim-—
lere nasil uygulanaca: tizerinde durulacaktir. Bilindigi gibi sikigmaz

elastik cisimler igin III_, = 1 kisitlamasi gegerlidir ve bu kisitlama

c ~
sonucu sikigmaz cisimlere ait biinye denklemleri, P alan denklemlerinden
belirlenecek bilinmeyen bir basing fonksiyonu olmak {izere, (2.1.28)-

(2.1.29) tanimlari ile verilir. GBriildiigi gibi ek bir kogula kargilik
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ek bir bilinmeyen vardir ve bunun diginda uygulanan ySntem Snceki
bbliimler ile tamamen aynidir. IIIC i¢in (3.1.9) agilamr kullamilir
ise yukaridaki sikigmazlik kogulunun °IIIC = 1 ve nIIIc = 0 (n=1,2,...)
geklini alacafr agiktir. Bu senuglarin (3.1.10) iligkilerinde kulla—
nilmasiyla da Gy, tansdriinin bilegenleri igin

0111 _ =1+ 0% =1
C 3

111 =0+ Ic? + I1g® - 9% 0% = (3.8.1)
C 3 o 3 o

2 = 208 4 200 L 1.0 1.3 41 1.0 1B _ 1.0 1B
IIIC o—f c3 ca cacs z(cacB cha)

+ 1¢% oCB 0c3 _ 0o0 0.3 ‘CB -2 0% 13 -
B 3 o 3 o B S o
kisitlamalari elde edilir. (3.1.5) iligkilerine dikkat edilirse
(3.8.1)1 sonucunun daha &nce sikigabilir hal ig¢in elde edilmig olan
°E33 =0 (veya u® = °w(§‘,§2)) kogulundan bagka birgey olmadlgl
goriilir. 1lleride diger iki kls1t1ama Ca3 Cs buyﬁkluklerlnl

diger bilegenler cinsinden ifade etmekte kullanllacaktlr.

Sikigmaz cisme ait biinye denkleminde g8riinen ve (2.2.12) denk-
lemleri ile boyutsuzlagtirilmg olan ba (0=1,2) katsayilari ve P ba-
sing fonksiyonu igin

© o
P=3 "pe® , b = 1" &P (3.8.2)
n=0 a
agilimlarini kabul etmek uygun olur. B&ylece yukarida da belirtil-
dipi gibi agilimin her mertebesi igin bir "P bilinmeyenine kargilik
gene her mertebeye ait ek bir kogul vardir. Daha 8nce sikigabilir
halde yapildigr gibi, yukaridaki agilimda gﬁrﬁnenIH%Ikatsay11ar1n1n
hesabinda da bir f(IC,IIC) fonksiyonunun € parametresine gtre Taylor

agilimindan yararlanilacaktir. Bu agilimin ise

= 1, of 1 2
£(1eITo) = £(1,110) =0 + 1, 'ST(':'* e 8II )l

2 _Bi_ 2 of 3 2 52§
+ { I, g + 211 + [( ID" —

c 3IT,, >
c 317,
2
+2 %1, ‘IIC—ng—aﬁ—+(II )zaf]} e* + ... (3.8.3)
c o1If, |e=0
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geklinde oldugu kolayca gdriilebilir. Bu katsayilarin hesabina gegme-
den 8nce biinye denklemlerinin agilimindaki negatif indisli gerilme
bilegenlerini sifira egitliyerek elde edilen kisitlamalar {izerinde
durmak uygun olur., Bunun igin (2.2.7), (2.2.12), (3.1.1), (3.1.4) ve
(3.8.2) iligkileri, °033 = 1 olmak tizere, (2.1.28) biinye denkleminde

kullanilirsa negatif indisli gerilme bilegenlerinin sifir olma garti

1508 = —2533 = ¢ °b + °b - % =
g% = 0 > (b -2 %p)0c¢*® = 0 (3.8.4)
1633 = 0 >t 41 -+ (" -2 Rt - 20t ¥ =0

kisitlamalarini verir. 11k iki kisitlamay:i daha yakindan inceleyebil-
mek igin bu kisitlamalarda gbriinen °b1 ve °b2 katsayilari hesaplanma-
lidir. Bu iglem (2.1.29) tanimlari ve (3.8.3) agilimx kullamilarak

kolayca yapilir ve °b1 ile °b2 katsayilari

BE
BII

b =-30p4 2¢(% 4 33 , % =3"% -
i 31

SII e 2
IC—IIC-3

IC=IIC=3
(3.8.5)
olarak elde edilir. Burada C3 = 1 olmasi nedeniyle, (3.1.10) ilig-
kilerinden goriilebilecegi gibi, oIC = °IIc = 3 ve dolayisiyla € = 0 da
I.=1I1_ = 3 olmasi kullanilmigtir. Dikkat edilirse yukaridaki katsa—

ySlar1nC(3.8.4)1 denkleminde konulmasi (2.1.30) gartina benzer bir
denklem verir. BBylece P basing fonksiyonuna ait agilimdaki ilk terim
olan °P biiytikliigtiniin esas olarak basing fonksiyonunun dogal haldeki
formundan bagka birgey olmadipi gbriiliir. Ote yandan, daha 8nce de vur-
gulandigi gibi, gergek basing fonksiyonunun P - °P olmasi nedeniyle
kalinlik sifira giderken basincin da sifira gidecepi agiktir. Sonug

olarak (3.8.5) ve (3.8.4)1 iligkilerinden °P fonksiyonu

—II =3

0p = 2324 2 (3.8.6)
e ), s
olarak bulunur ve bu durumda (3.8.4)2 kisitlamasi da
003 =
c ( 311 )‘ 0 (3.8.7)

gseklini alar. Agiktir ki keyfi bir Z(IC,IIC) fonksiyonu igin bu kogu-—

lun saglanmasi ancak °¢® = 0 olmasi ile mimkiindiir. Bu kosul ise, esas
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olarak, (3.1.5) iligkilerinden de gdriild{igii gibi sikigabilir halde
bulunmug olan 0% = 0 kosulu ile aynidir ve dogal olarak sifirinci
mertebe %u® yerdefigtirmesi igin (3.4.3) denkleminde bulunan sonucu

o8

verir. Bbylece oC’a = 1 ve °C™" = 0 gartlarinin da kullanilmasiyla

diger gerilme bilegenleri (2.1.28) biinye denklemlerinden
0,08 - (1b1 + lbz - IP)AQB £ (obz - 2 0py1c®B 0,03 (obz - 2 9py1c0t
0533 = 2b1 + 2b2 - 2p 4 (°b2 - 2 9p)2(¢33 4 (xbz - 2 1p)lg?s _ 0p 1033 1033
1598 - (b + % - 2% + (b - 2°n)2c® + (b -2 1pyi B

- % 1 168 (3.8.8)

geklinde bulunur. $imdi yukaridaki denklemlerde gdriinen ve (3.8.5)
ile verilmemig olan nba katsayilarinin agik formu elde edilmeye gali-
gsilacaktir. Ote yandan, (3.8.1)2 kogulu yardimiyla 1033 diger bile-

o3

genler cinsinden ifade edilir ve °C™ = 0 olmasi g&zdniine alinirsa

(3.1.10) denklemlerinden invaryantlar igin

i = 1 _ 20 _ 2 1 a0 18 1.0 1.8
I II,= 0, Io=?II, =3 (ic L C g ¥ C 8 c 0L) (3.8.9)

yazilabilecegi gdriilir. Boylece (3.8.3) denklemi ile verilen Taylor
agilimx da

of

of b
aT ) € + ..
c 3IC

C 311
c IC—IId=3
(3.8.10)

gseklini alir. (2.1.29) tanimlarinin kullanilmasiyla, ilk mertebedeki

) + (%1 + 211
I~II=3

£(IG,I10) = £(I,IT,

formlarr (3.8.5) ile verilen nba katsayilarinin (3.8.8) denklemlerinde

goriinen daha yukari mertebeleri

' =-31 , ' =31
1 2
2 2 2
o= =32 - 2s 22 Gl s Bh e s BE L 2
2 = =
317, c’ e oIIZ C|[1sI1 =3
2 2
2y, =32p4+ 9 2Ic -2 2Ic(glzaII + 22 ) ‘ (3.8.11)
2 ¢ ¢ BII} [T I3

olarak bulunur. Eger (3.8.1)2 3 kosullarindan 'c® wve 203 bityiik 1k~
’
leri diger bilegenler cinsinden ifade edilir ve sonug (3.8.8) denklem-

lerinde konursa, (3.8.11) iligkileri yardimiyla, gerilme bilegenleri
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008 _ - 1p 208 4 ‘Cds , %% p 1%
0 []
0938 = - 2p = 4 2¢¥ - 1pigY Ll 1Y 18, 1y 18
o Ao C y y + 5 (Ao + Az)( y st 5 Y)
+ (A =AY 18 (3.8.12)
1 0 Y 8

1698 = —2p 208 4 2¢® L ap g L 1, agY 18 4 1gY. 1 yp08
0 2% "y 8§ § v
+ (A=A )Y 1cYB
1 [} Y

geklinde yazilabilir. Buradaki‘A s A ve A katsayilari ise

A, = z(az 311 ;T > A=-2 g?l l
3%z 32K %L, oI
A =22, 3 + 2 ) (3.8.13)
2 a1z Mo a2 * oL |1 =11 =3

olarak tanimlanair.

Dikkat edilirse yukar1daki denklemler keyfi bir Z(IC,IIC) fonk~
siyonu igin gegerli olup buradaki Ao’ A1 ve A2 katsayilari verilen
fonksiyon igin (3.8.13) tanimlarindan hesaplanacaktir. Ornegin lastik
tlirii malzemeleri belirtmekte kullanilan Mooney-Rivlin malzemesine ait

% fonksiyonu C ve C malzeme sabitleri olmak iizere
1 2

~

1=C(I,-3)+ C(I1, - 3) (3.8.14)
1 C 2 C
geklinde verildigine gBre karsi gelen katsayilar, 'I'o = C1 alinirsa,

Ao = 2(1 + &), A1 ==-25 , A2 = 28 (3.8.15)

olarak bulunur. Burada § = C /C geklinde verilir ve Neo-Hookyen
cisme ait katsayilari elde et;ekligin yukarida § = 0 koymak yeterli
olur. Ote yandan kiiglik gekil degigtirmeler icin kayma modiilii ile
C ve C malzeme sabitleri arasinda y = 2(C1 + Cz) (veya u/C1 = Ao)

1 2
iligkisinin varoldugu gbsterilebilir.

Goriildligi gibi (3.8.12) ile verilen ooaB ve 10&6 gerilme bile-
genleri iglerinde Eilinmeyen olarak !P ve 2P bilylikliklerini de bulun-
durmaktadirlar. Eger yukaridaki iglemler sirasinda (3.8.4) denklemleri
ile verilen kisitlamalarin ilk ikisinin kullanildipy diigiiniilirse

geriye sadece (3.8.4)3 kisitlamasi kalir ve bu kisitlama agafida da
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goriilecegi gibi 1p biiyiik1ipinil Green deformasyon tansdrii cinsinden
belirlemekte kullanilir. BBSylece (3.8.5), (3.8.6), (3.8.11) ve
(3.8.13) denklemlerinin (3.8.4)3 kisitlamasinda kullanilmasiyla 'P
biytik1iigi

Ip = - p 1 (3.8.16)
0 o

olarak bulunur. ? QB biiylik liglindeki 2p jfadesini elimine etmek igin

de sikigabilir halde IUGB den 2E3

ifadesini yok etmek icin kullanmi-

lan ydntem izlenir. Yani (3.8. 12) denkleminden 2P geklllr ve (3.8.16)

ile birlikte bu sonug (3.8. 12)4 denklemlnde kullanilirsa plak diizle-
0,08 af

mindeki ve 1™ gerilme bilegenlerini

A
108 _ 2,Y L,08 . 2,08 038 ,08 _ro 1.y 1.6 1Y 1.0
o R (et A% + 2y + 00®2 A [—2'(0Y g+ TClg T

0 20T 3¢ 7498 _p 10y 1% 4 op - opyre® 16YB (3.8.17
A CYCG]A A, "¢l e (A -4, "¢t ( )

gseklinde yazmak miimkiin olur. Sonug olarak, sikigmaz halde yeni bir
bilinmeyen olarak gtriinen P basing fonksiyonu, IIIC = 1 geklindeki
sikigsmazlik kogulununda yardimiyla, burada ilgilenilen ilk iki merte-
beye kadar belirlenmis olur. Agilimn ilk terimi olan °P biiylikliigi,
yukarida da belirtildigi gibi, basincin dogal haldeki formuna kargi
gelir ve malzeme katsayilarina bagli olarak ' = Ao - A1 geklinde ve~-
rilir. Sifirinci mertebeye ait yerdegigtirme bilegenlerinin bulunma-
siyla da lcda ve dolayisiyla (3.8.16) denkleminden !P basing fonksiyo-
nu elde edilir. %g?® gerilmesinin sikigabilir halde yapildigi gibi,
(3.2.1)2 denkleminden belirlenecegi diigiiniiliirse birinci mertebe prob-
lemin ¢bziilmesiyle 2p basing fonksiyonu (3.8.12)3 degkleminden bulu~
‘nur., Bdylece, denklemlerden basing fonksiyonunun yok edilmesiyle
problem katsayi farkliliklari diginda esas olarak sikigabilir hal ile
ayni forma gelir. Eger (3.1.5) iligkileride hesaba katilir ve siki-
gabilir ile sikigmaz hallere ait plak diizlemindeki gerilme bilegenleri
kargilagtirilirsa, sikigabilir halden sikigmaz hale gegmek icin kat-

sayilar arasinda

A +1, A A, A >4 ~A), A +4A, A +-4(A +A)
0 1 0 2 1 0 3 ° 4 ] 1
(3.8.18)
dtniliglimiiniin yapilmasi gerektii gikar. Dolayisiyla tekrardan kagin-

mg olmak igin sikigabilir halde (3.4.1) denkleminden itibaren bulunmug
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olan sonuglarin tamamini tekrar elde etmek yerine, biitiin bu sonuglarin
yukaridaki doniisim altinda sikigmaz cisim iginde gegerli oldufunu be-
lirtmek yeterlidir. Benzer gekilde, bundan sonraki b&liimde ele ali-
nacak problemi sikismaz cisimlere zellegtirmek igin de katsayilar

arasinda yukaridaki dniigiimii yapmak yeterli olacaktir.

Eger asim@totik agilim (2.1.28) denklemi yerine sikigmaz lineer

elastik cisme ait
L= - 3 &+ 2T (3.8.19)

blinye denklemine uygulanmak istenirse, bu durumda IIIc = 1 sikigmazlik
kogulu (2.1.15) den gdrildipi gibi I; = 0 geklini alir. Bu ise (3.1.7)
ve (3.1.8) iligkilerinin kullanilmasiyla EKL tansdriiniin bilegenleri
lizerine

0 03 _ 1. - 13, 0p0
IE 0=+ "E . 0, IE 0> E . E e o,

21E =0+ 23 + 1E°‘a =0 (3.8.20)

3

kisitlamalarini verir. Ote yandan (2.2.7), (3.1.2), (3.8.2)1 denklem-
leri ve °E33 = 0 kogsulu (3.8.19) biinye denkleminde kullanilirsa, nega-
tif indisli gerilme bilegenlerinin de sifira egit olmasini gBzdniinde

tutarak
“15%8 2533 _ g4 0% 2 g "% 20> %E*® =0
“10% = 0+ - pa2h ' =05 %™ - - A% o ¥ (o821

%% = 2h g% %3 - - 2p gy 28 2g38 ; 1508 _ _ 2p 408, 28 1508
sonuglari elde edilir. Burada To = C1 kabul edilir ve dsha dnce belir-
tilen p = AOCl iligkisi kullanilir. Eger bu elde edilen sonuglarda
(3.8.20) kasitlamalarindan gekilen 1E33 ve 2Ea3 biiyiiklilkleri konursa

1P ve 2P basing fonksiyonlari igin
Ip= -2p0 %% , 2p=-2p 1 E® - 0433 (3.8.22)
0 a 0 o

iligkileri bulunur. Bu iligkilerin kullanilmasiyla da 06 ve IGQB

gerilme bilegenleri
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1598 - ZAO(IEYY A28 4 1508y 4033 408 (3.8.23)

geklini alir. Eger bulunan sonuglar (3.3,.14) ile verilen sikigabilir
hale ait gerilme bilegenleri ile kargilagtirilirsa, sikigabilir halden
sikigmaz lineer elastik hale gecmek igin katsayilar arasinda, (3.8.18)
den farkli olarak,

A »>1, A A, A >0, A -0, A +0 (3.8.24)
0 1 0 2 3 P e

déniliglimiiniin yap1lmas1 gerektipi gakar.



BOLUM 4
BUYUK GUKME YAPAN SONSUZ SERIT PROBLEMI

4,1, Problemin Tanimi

Bu bbliimde, &nceki bdliimlerde geligtirilmis olan metodun basit
bir probleme uygulanmasi iizerinde durulacaktir., Bunun igin bilyiik
¢Skmeler yapan ve {iniform yiike maruz sonsuz uzun bir gerit gbz®niine
alinacak ve bu gerite ait deformasyonun diizlem gekil degigtirme kogulu-
nu sagladigi kabul edilecektir, Geometrinin basitligi ¢oziimlerin ana-
litik olarak bulunmasi sonucunu vermig ve dogal olarak nonlineer plak
teorilerinde kaginilmasi miimkiin olmayan karmagik niimerik iglemlerden
kurtulmak miimkiin olmugtur. Ozellikle birinci mertebe yaklagimda orta-
ya ¢ikan bazi uzun ve karigik ifadelerin hesaplanmasinda ise REDUCE
sembolik dili yardimiyla bilgisayar kullanilmigtir. Ayni problem bura-
dakine benzer bir yaklagimla fakat lineer elastik plaklar icin [15]'de
incelenmig ve sifirinci mertebe ¢ziimiin [22, Chapter 1]'de verilen ile
ayni oldufu vurgulanmigtir. Daha 8nce fiziksel nonlineerligin birinci
mertebede kendini gSsterdigi agiklandipi igin, dogal olarak burada
ilk mertebe igin bulunan ¢dziimler [15] ve [22]' deki ¢Bziimler ile ayni
olacaktir. Bunun yaninda I fonksiyonu lineer elastik cisimlere Szel-
lestirilirse buradaki tiim sonuglar [15]' de bulunanlara indirgenmekte-
dir. Ayrica burada elde edilen, sikigabilir hale ait, denklem ve ¢&-
ziimlerin (3.8.18) doniiglimi altinda sikigmaz cisimler igin de gegerli
oldupu agiktir. Son olarak kartezyen koordinat sisteminin kullanil-
msg olmasi nedeniyle kovaryant ve kontravaryant biiyiikliikler arasinda
bir fark kalmadigini ve kovaryant tlirevlerin adi tiireve doniigtiigiini

hatirlatmak yararli olur.

Yukarida da belirtildigi gibi, homojen, izotrop ve nonlineer
elastik bir sonsuz geritin, X koordinatlarinda, - < X1 Lo, -L< X2 <L
ve -h é:xs < h bblgesini iggal ettigi, geritin iist yiiziiniin q, diizgiin
yayili cekmesine maruz kaldigr ve kiitle kuvvetlerinin ihmal edildigi
kabul edilmektedir. Ayrica deformasyonun diizlem gekil degigtirme

kabulilinli sagladig1r yani yerdegistirme bilegenlerinin
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ul =0, u2 = u2(€2’C)9 uS = u3(£2’C) (4.1.1)

geklinde olduBu varsayilmaktadir. Agiktir ki deformasyonun bu formda
olabilmesi igin X; = + L (veya g = * 1) sinirlari boyunca verilen
sinir kogullari X (veya 51) yonunde tiniform olmalidir. Yukarida ta-
nimlanan problem 191n dig yiklerin (qb,-)a,= (t_) = t = t3 = 0 ve
(tz*_)3 =_q° geklinde yazilacafy agiktir. Bdylece E koordlnatlarlndakl,
dig ylikler ve kiitle kuvvetleri ile ilgili boyutsuz biylikliikkler ise
(2.2.8), (3.4.17), (3.6.5) ve (3.6.10) denklemlerinden

£ . (gh_)a (g_)s To= T, r 8 i ’

Op = 9 = (g) =v» (4.1.2)
3 0

olarak bulunur. Burada, q = q /T ile boyutsuz ylik gbsterilmek iizere,

P = q /e* tanim yap11m1§t1r. A§ag1da geritin basit ve ankastre mes—
°

netli olmasi halleri igin sirasiyla sifirinci ve birinci mertebe ¢Ozlim-

ler verilecektir.

4,2, Sifirinci Mertebe Yaklagim
Sifirinci mertebeye ait denge denklemleri, (4.1.1) ve (4.1.2)

sonuglarinin kullanilmasiyla (3.5.1) denklemlerinden

Ow - 3(% + %-°w O'w )ow 3

= ————p————r 4.2.1
22222 232 22 92 322 4A1(1 + Ao) P ( )

olarak bulunur. 1lk denklemin § degigkenine gSre integrasyonu ve
2

sonucun ikinci denklemde konulmasiyla denge denklemleri,

v  + %-ow % =c¢
222 22 22 1
3
0 - 3c 0 = ——— 4.2.2
Y2222 v a2z 4A1(1 + Ao) P ( )

geklini alir. Burada ¢ integrasyon sabitidir. BBylece kuﬁle nonline-
er (4.2.1) denklemleri ;ine kuple, nonlineer fakat ¢&ziimi miimkiin olan
(4.2.2) formuna indirgenmis olur. Tahmin edilecegi gibi 8nce lineer
bir diferansiyel denklem olan ve sadece %w biiyiikliigtinii iceren (4.2.2),
denklemi ¢&ziilecek ve sonug (4.2.2)1'de konarak integre edilecektir.

Diferansiyel denklemin ¢&ziimii ve integrasyon sonucu ortaya ¢ikan sabitler
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ise 0‘vz ve w ile ilgili sinir kogullarinin kullanilmasiyla belirle-
necektir. Her iki halde de, yani hem ankastre hem de basit mesnetli
halde, plagin dlizlemde hareket etmedifi varsayilacaktir. Bagka bir

deyigle, ov2 ile ilgili sinir kogullarinin gz =% 1 de °v2 = 0 gek-
linde verildigi kabul edilecektir. Ayrica, Gzellikle birinci merte-
bede karmagik bir hal alan ¢8zlimlerin daha basit bir formda yazilma-

sinl saglamak icin bundan bdyle

3
2 _ = = ————
o 3(:1‘ ’ y agz ’ Y 4A1(1 T Ao) ‘po Y
o o - 1
¢ tanha * Kl sinha °* Kz cosho (4.2.3)

tanimlari kullanxlacaktir. Son olarak ta Ez ekseni boyunca olan

gerilme ve momentlerin sifirinci mertebe igin

2
0 o 0 0 b 2
=2 + A - =2 + A
%2 Ax(l Ao)(3 t w,zz)’ P 3 Ax(l o)a ’
0 4 0
S + el e
mzz 3 A1(1 Ao) w,zz (4.2.4)

geklinde yazilabilecegi (3.4.12) ve (3.4.14) denklemlerinden hemen
goriilebilir. Dikkat edilirse (4.2.2) denklemleri, Y parametresinin
tanimi diginda, lineer elastik hal igin [15]' de verilenler ile ayn:
formdadir. Dolayisiyla agafida sadece sinir kogullarinin ve ¢dzim-

lerin verilmesiyle yetinilecektir.

4.2.1. Ankastre Mesnetli §erit Problemi:

Ankastre mesnete ait sinir kogullarai

52 =11 de (4.2.5)

% =0
»2
geklinde olup kargi gelen ¢BSziim
O =.J% [% (a? - y?) - k_ (cosha - coshy)]
] 2

2 K 3
by =~% y - - 7% (sinh2y ~ 2y) -~ 2k (ycoshy ~ sinhy) + ;%ﬂ (4.2.6)
2 2(!7 1
olarak bulunur. Buradaki o sabiti ise v = 0 bagintisindan
2 (y=t
y=to
2 5. Y 2 .5 2
F() =350 +1-(3+¢*~3a>-4) =0 (4.2.7)
1 3 zas 3

transandant denkleminin k8kii olarak elde edilecektir.
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4,2,2, Basit Mesnetli Serit Problemi:

Benzer gekilde, basit mesnetli halde sinir kogullari

‘%w =0
Ez =+ 1 de (4.2.8)
0 0
=0 =0
m, (veya w’22 )
olarak verilir ve kargi gelen ¢dziim
O = ;%-E% (o - yz) - Kz(cosha'- coshy)]
a 2
2 3
0y = %‘- y - - [# (sinh2y - 2y) - 2¢_(ycoshy - sinhy) + 25-] (4.2.9)
2 207 2

geklinde elde edilir. Yukarida oldufu gibi yine a sabiti

2 2
F (a) = .g. az - _Y._ _5- + g—"‘ .2-..(12 - 5) = (0 (4.2.10)
2 3 2(16 ¢ ¢2 3

transandant denkleminin ¢8zilimii olarak bulunur. Dikkat edilirse (4.2.6)
ve (4.2.9) denklemleri ile verilen ankastre ve basit mesnetli hallere
kargi gelen ¢bziimler form olarak aynidir. Aradaki farklilik bu denk-
lemlerde gBriinen Kl ve K2 biiyiikliiklerinin her iki hal igin farkli ta-
nimlanmig olmasi ve 0 sabitini belirleyecek denklemlerin farkli olma-—
sindan kaynaklamir. Bu ¢Szilimlerin form olarak ayni olmasi agafida

bazi ifadelerin tek olarak yazilmasinda kullanilacaktir.

4.3. Birinci Mertebe Yaklagim
‘Eger (4.2.2)1 kullanilirsa birinci mertebe denklemler (3.6.19)

dan

~

1 1 1 1 _

1 0
+ + + =0
( Vor2 Y2 w,z),z 4A1(1 + Aos ( M2z rz)

3 ~
1w - uz 1W - 3(1v + Ow lw )OW (ln OW
22

92222 222 252 52 92 522 4A1(1 + Ao) »22

'n + s + 1p) (4.3.1)
2 s2 22522 2

seklinde elde edilir. Bu denklemler !r biiyiikliigiine ait (3.4.18)1
2

taniminin kullanilmasiyla

1 + 0 I + =0
[ v2’2 W’Z W’Z g(EZ)]’Z

1y ~a?lw =3[ + % lw o+ gE)]% = f(E) (4.3.2)
292 22 s2 2 222 2
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geklini alir, Buradaki g(€2) ve f(Ez) fonksiyonlari ise

e 1 aZ 4o 0 _ 0 0 _o0_ 0
g(Ez) 4A1(1 + Ao) ( % B Va2 ™2 Y, 22 9, w,z)
3 1> 1 1 0. 0
£ S — + + 15 -
(Ez) 4Ai(1 + Ao) T2,22 $2s2 p - [ B2 Vo,
=% Y% =% % (v ] 1} (4.3.3)
22 222 2 2 22 2

olarak tanimlanmigtir. Sifirinci mertebe yaklagimda yapildigi gibi
(4.3.2)1 denklemi Ez deggigkenine gbre integre edilir ve sonug (4.3.2),
denkleminde konursa (4.3.2) denklemleri, c2 bir integrasyon sabiti
olmak {izere

1 + 0 1 + = C
v w w
2 g(gz)

292 »2 2

1w ~a2ly =fE)+ 3 w (4.3.4)
92222 222 2 2 222

denklemlerine déniiglir. Bu denklemlerin ¢Sziimiinii bulabilmek igin sifi-
rincl mertebe bilyiiklilklerin fonksiyonu olan g(Ez) ve f(Ez) fonksiyon-
larinin agik bir gekilde hesaplanmasi gereklidir. Bu igleme gegmeden

Snce Ez ekseni boyunca olan gerilme ve momentler (3.4.12) ve (3.4.14)

denklemlerinden

o =28 QA+A)c -gg)-zg%w ]+ s
22 1 o b 2 2 222 22

In =4A (1+A)[e -gE)] +'n '
22 1 6 "2 2 22

lm = -dAQ+adw  +'m (4.3.5)
22 1 0" s22 22

seklinde yazilir. Buradaki, sifirinci mertebeden gelen katkilari g8s-

teren g , n  ve !m biiyiiklikkleri ise (3.6.16)-(3.6.18) denklemle~
22 22 22
rinden

+ (z2 - Ao)°w O

22 222

o= A (1+A)[-F0 6+ 58 -2
22 1 0 0

22222
2 a2 1
+ C(§'A 0'2 0w - Ow Ow 0w ) + (ﬁf'- E_Ow 0w )2
0 922 22 22 922 22 2

4
a' _2 2.0 2 0 0 2 ‘
+ AN( 5 "3 %¢ LA + LI w’zz) + 3 Ao(l + Y]
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y
17 = Z. 1 + A SL.+ 0 0 + (1 - 3A 0 0
B 3 Al(l u)[AN(<3 ?,22 w,zz) - ( 3 b) w,zz W,zz
2
o} 1 ] 2 ~
+ 3(= - = ° + 2A
3(3 5 w’z w,z) 2 oy]
- ) 24 + 258 ) .
=2AQ+ - . + 2 -A
B 3 1(1 Ao)[ 15 Vio2222 3 o (Ao N) w,gz
_ 0 0 0 + 2 '
w,z w,z Vi 3 AoY] (4.3.6)

olarak bulunur. Buradaki AN katsayisi ise

A +A -A

b = Aj(l +4A0) : (4.3.7)

seklinde tanimlanmigtair. Fizikselrnonlineerligi gbsteren Az’ Aa ve A#
katsayilarinin fonksiyonu olmasi nedeniyle AN esas olarak fiziksel non-
lineerlii karakterize eden katsayidir. Bagka bir deyigle, gimdiye
kadar ve bundan sonra gikarilan biitiin denklemlerin lineer elastik
plaklara indirgenmesi Ao ve Al igcin (3.3.18) denklemiyle verilenleri

ve AN = 0 koymakla miimkiin olur. (3.8.18) donfigiimiinden sikigmaz cisim
halinde AN katsayisinin AN = ~ 6 geklinde oldugu kolayca gdriilebilir.

Simdi g(EZ) ve f(Ez) fonksiyonlarinin yerdegistirme bilegenleri
cinsinden formunu bulmak igin (4.3.6) ve (3.4.18) iligkileri (4.3.3)

tanimlarinda kullanilirsa

1 a o 0 a? 1, 0 2,2 &
= = = 4 + 3(3— - = + £
g(EZ) 6 [AN( 3 Y22 ?,22) 3( 3772 Y, W,z) 3@
-2 % %% + 301 -4)" O + 2 0% Oy + 2A y]
»2 s2 0 222 922 »2 2222 0
) 1 24 + 25A0 . -
£ =z [-—-2 + -
(€2) 6 [ 5 w,22222 (SAo 2)o w,zzz
-6 ' ("w Yw + Oy Oy Y + 32 %w O Oy
»2 222 222 2 9222 2 2 2
+ (y - 2a")% -2A_0a? O 4.3.8
(Y o ) wa AN w!222 22 ( )

sonuglari bulunur. Daha 8ncede belirtildigi gibi, ankastre ve basit
mesnetli haller igin verilen, sifirinci mertebeye ait (4.2.6) ve (4.2.9)
¢bzlimleri ayni formdadir. Dolayisiyla bu gSziimler yukaridaki fonksi-
yonlara yerlegtirilirse i=1 igin ankastre mesnetli, i=2 igin basit

mesnetli hallere kargi gelen g(gz) ve f(£ ) fonksiyonlari
2
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6
. Y é at
+ 2y(k;sinhy = y)} + 3 Ao + 35 3+ 4Y

o X (cosinhy - v + L {[A - - 12
g(gz) a2 (k;sinhy - )" + " {[AN + 3(1 AQX](Kicoshy 1)

3
f(E£) = -1;-[(Kicoshy - 1)3 + %{5K§sinh2y-—-yz)(Kicoshy - 1)
2 6

a
2
1 2 e . . 2 h -
+ E*ﬁﬂKiSInhy 3y)sinh2y + k;ysinhy + y 1+ " (k;coshy - 1)
- %— az[(%z- + Ak coshy - 1] (4.3.9)

olarak elde edilir. Ayrica (4.3.4)2 lineer diferansiyel denkleminin

genel ¢ziimiiniin
o, ok,
lw=A + AE +Ae “+Ae + w () (4.3.10)
1 272 3 b P "2
geklinde oldupu agiktir. Buradaki 1wp fonksiyonu s8zkonusu denklemin

sag tarafindan kaynaklanan Gzel ¢bziimii gbsterir ve uzun iglemler sonucu
3

3 K.
'w () =- {?; (cosh®y + %-coshy - ysinhy) + k%(cosh?y - ysinh2y
P "2 8(110 1
+y2 + 4) + Ki(7y2coshy + %g»coshy - é'yasinhy - 15ysinhy)
Yy + 3¢) 5
- (y2 + 4)?} + —————;——3— [Ki(ysinhy = E-coshy) + y2 + 2]
20
- [ (A + 23)( sinhy _ 2 coshy) + y? + 2] (4.3.11)

olarak bulunur. Yukarida da belirtildipgi gibi, Ky biiylikliigiindeki i
indisinin 1 ve 2 degerlerini almasina gbre bu ¢8ziim sirasiyla ankastre
ve basit mesnetli hallere kargi gelen ¢&zlimlii gdsterir. Homojen denk-
lemin ¢8zilimii sirasinda ortaya g¢ikan Al, Az’ A3 ve Au sabitleri ise,
agafida, ankastre ve basit mesnetli hallere ait sinir kogullarinin kul-

lanilmasi ile belirlenecektir.

Daha 8nce de belirtildigi gibi, birinci mertebe igin bilinmeyen
say1si ile uyumlu sinir kogullari elde etmenin iki yolu vardir. Bunlar-
dan birincisi sinir kogullarini yerdegistirmelerin kalinlik boyunca
integrasyonu olan ortalama yerdegigtirmeler iizerine yazmak, digeri sinair
kogullarini 7 = 0 ile belirtilen orta diizlemde yazmaktir. Eger (3.6.23)

denklemleri kullanilirsa bu problem igin ortalama yerdegigtirmeler
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A A
13 =21y -2 0y Oy . 13 =2 lu+ L% (4.3.12)
2 2 3 22 22 3 3 522

olarak elde edilecektir. Sifirinci mertebede yablldlgl gibi, hem an-
kastre hem de basit mesnetli hallerde plak diizlemindeki yerdegigtirme
ile ilgili sinir kogulupun gz =% 1 de 152 = 0 geklinde oldugu kabul
edilir. Fakat (4.2.5) ve (4.2.8) kogullari hesaba katilirsa bu sinir
kogulu, her iki hal igin 52 =t 1 de 1v2 = 0 geklini alir. Asgagada,
diger sinir kogullar:z ve kargi gelen ¢Sziimler ankastre ve basit mesnet-

1i haller ig¢in ayri ayri verilmektedir.

4.3.1. Ankastre Mesnetli Serit Problemi:

Bu durumda sinir kogullari

1u =0
3

gz =+ 1 de (4.3.13)
1 =0
392

gseklinde alinir. BSylece, (4.3.10)-(4.3.11) ¢bziimlerinin bu kogullar-—

da kullanilmasiyla integrasyon sabitleri

% y? N 3 4 o 2 2 13 o
A=A = [o* - ¢ + (3 o® + 12)¢” + (150 + 62)¢ - 5 a
1 1 160,10
Y(y + 3¢ ) .
- 5407 - 32] + ————2— (¢* + 3¢ - 207 - 2) - —— [5A.(¢* + ¢
2¢° 3002
- 0?) + 22¢% + 32¢ - 270% - 5(2 + AO)]
A2 =0 (4.3.14)
- 3
A =A =2 =k {-—Y— [4¢° - 15¢* + (ia2+8)¢+27a2+ 156]
3 " 2 1 198010 3
Y(y + 3¢ ) 5
—— 2 (1 + 2¢) + [5 Ag(20 - 3) + 22¢ - 58 - 23]}
8a® 6002 0

olarak bulunur. Bu durumda 'w fonksiyonu
w = A + 2A coshy + 'w_(£) (4.3.15)
1 2 P "2

geklini alir. Eger v biiyiik 1iigi (4.3.4)1 denkleminde konur ve sonug

denklem Ez degigkenine gbre integre edilirse v fonksiyonu, ¢ bir
2 3

integrasyon sabiti olmak iizere,

v = ¢c + cV(E)+V(E) (4.3.16)
2 3 2 1 72 2 72
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geklinde bulunur. Buradaki Vi('éz) ve VZ(EZ) fonksiyonlari ise

2 K2
V)= [& (5+ 2§)(sinh2y - 2y) -k (6+ ¢)(ycoshy — sinhy)
1 2 zae 1

KZ

- - ysinh?y + « yzsinhy-i- E y3] + -;1
V()= X {—-‘~ [¢° - % L2+ (——+ 2)¢ + —3 2 + 37] (sinh2y - 2y)
2 2 80.13

, 2
o .
- —zl- [o° + G5+ 2)¢ + 30? + 160] (ycoshy - sinhy)
K" K3 2
+ —1-16- (sinh2y - 4y)sinh?y - —41— (ysinh2y - 3 sinh?y - 2y?)sinhy

K
K2 (y?sinh2y - %y:”sinhzy - -; ysinhzy' - ’:2;' y3) + —3L (2y"sinhy

+

- 23y3coshy + 72y?sinhy) + 5 y + = y3} + bl [K (¢ + —)
8o

x (sinh2y - 2y) - 4 (¢ + 6)(ycoshy - sinhy) - 2|<2ysinh2y
1
K2

{10AN[-— (— - ¢)(sinh2y - 2y)

+ 4¢ y?sinhy + §y3] +
! 120 s
+ 2K1¢(ycoshy - sinhy) + K 2 (ysinh?y - g- sinh2y + y)

+ K (4ycoshy - 2y?sinhy) - 2y] - Ki(22¢ - 20Ao - 23)(sinh2y - 2y)
1
+ 4K1(22¢ - 50 + 54)(ycoshy - sinhy) + k?(44ysinh®?y -~ 59sinh2y
0 1

+ GOAoy + 58y) + 1201(1(1 - Ao)sinhy - 88¢ y?sinhy - 60(1 - Ao)y}
] A 1
(34 4
- X Ay - 3
30 Aay —gg— &Y (4.3.17)
olarak tanimlanir. (4.3.16) denkleminde g¥riinen c vec, sabitlerini
belirlemek igin yapilacak gey !v ile ilgili sinir k0§ullar1n1 kullan-
2
maktir, \71 ve Vz fonksiyonlarinin tek fonksiyon olmasini da hesaba ka-
tarak bu sinir kogullari kullamilirsa
V2(1)
ez = - -‘7;-(1—) . C3 =0 (4.3.18)
sonuglari elde edilir., Burada Vl(l) ve Vz(l) ile VI(EZ) ve vz(gz) .
fonksiyonlarinin § = + 1 deki degeri gBsterilmektedir.
2

§imdi sinir kogullarinin ortalama yerdegigtirmeler fizerine depil

de £z = 0 ile gisterilen orta diizleme ait yerdegigtirmeler lizerine yazilmasi
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halinde ¢Szimlerin nasil elde edilecepi gBsterilecektir. Daha Snce

de belirtildigi gibi bu durumda sinir kogullari ?!

v, ile 'w tizerine
yazilir., Bunun sonucunda lv ile ilgili sinir kogullari ayni kalirken
(4.3.13) kosgullara 2
w= 0

' g2 = % 1 de (4.3.19)

g =0

2
seklini alir. Eger yukaridaki sinir kogullarini kullanarak bulunan
¢dziimler "o" indisi ile gSsterilirse, (4.3.14) ve (4.3.17) ile verilen
ifadelere bagli olarak Kg, K:, vg ve v; blyiiklikleri

A=3 -X a, =2 +-TL Ak, V=V,
1 1 gg2 O 2 2 9242 01 1 1
2 K
Vv=yv +—Y—A|<[ycoshy—sinhy--Tl(sinth—Zy)] (4.3.20)
2 2 S 01

gseklinde hesaplanir. Yeni yerdegigtirme ifadelerini ve Cz integrasyon

"0 "

sabitini bulmak igin yapilacak gey yukaridaki indis1i bilyilikliikleri
(4.3.15), (4.3.16) ve (4.3.18) denklemlerine, indissiz biiyiikliikler ye-
rine, koymaktir. Bu iki tip sinir kogulu ve ¢Sziimiin kargilagtirilmasi

ileride ayrica yapilacaktir.

4.3,2, Basit Mesnetli Serit Problemi:
(4.2.8) ve (4.3.12) denklemlerinden gpriildiigi gibi Ez =% 1 de

133 = 2 v olmasi nedeniyle, basit mesnetli hal igin sinir kogullarini

ortalama yerdegigtirme iizerine veya = 0 ile gbsterilen orta diizlem
igin yazmanin higbir farki yoktur. Dolayisiyla bu durumda sinir kogul-

lari

E =% 1 de (4.3.21)

olarak yazilabilir. Eger (4.3.10), (4.3.11), (4.3.5)3 ve (4.3.6)3

denklemleri bu kogullarda kullanilarsa Al, Az, A3 ve A“ sabitleri

- 3 2 4 2 Y(Yy + 3¢)
A =3 =--J_ 4% +2 4182 4 g% - 902 - 21) + 2
1 1 gall 02 ¢? ¢ 205
x (2 - o? +._;Y_. Y - -
( o) o (o 3Ao ZAN 4)

A =0 (4.3.22)



- 62 -

3 ’4 [ 2
A =4 =k =x{-—T (-4—-+7-—+%°‘T-4ﬁ-+72a2+153)
3 2 19gg10 ¢a ¢2 ¢
Y(y + 3¢ ) 2 2
SSRGS LAPPRP- N [58,(% -2 + 22 & - 531 +5)]}
8o’ ¢ 6002 ¢ ¢ 0

geklinde bulunur. Bdylece 'w fonksiyonu yine (4.3.15) ile verilir ve,
ankastre mesnetli halde yapildifi gibi, bu ifadenin (4.3.4)1 denklemin-
de kullanilmasi ile 1v2v fonksiyonu (4.3.16) ile ayni formda elde edi-
lir. Fakat bu durumdaki v1(£2) ve VZ(EZ) fonksiyonlari

2

32 a? a?
v (£) =3 [ (7 + 2 %) (simh2y - 2y) - k (7 + 55) (ycoshy - sinhy)
172 20‘92 % ¢

K2 2 v?
—-—yslnhy-l-Ky s:l.nhy+ + L
2

2
y K Y 2 4 2
V(E) = # & - %; - 75;%2— +-‘31%- - % + 1802 + 27y (sinh2y - 2y)
K [ 2 [ 2
+ —52- (o"—3 + -a? = % % + % - 18a% - 162)(ycoshy - sinhy)
Lo g

+ —{32- (cosh®ysinhy - 2ycosh?y + y) + —32— (cosh?ysinhy - 3ycosh®y

K2

+ 3y2sinhy + 2sinhy) - —63 (2y3cosh?y + 15ycosh?y - 6y%sinh2y

K
+ 25° - 15y) + -2 (2y*sinhy - 23y°coshy + 72y’sinhy) + 3y

+

{? yi + - o [K ( + %5)(sinh2y - 2y) - 4K2(7 + %;)

(ycoshy - sinhy) - 2K§ysinh2y + AKZyzsinhy + .g. v?]

X

2
2 K 2 2
+ X {580 [=2 (1 - 2 &) (sinh2y - 2y) + 4k (1 + %-)
12005 ¢ 2
x (ycoshy - sinhy) + Kz(Zycoshzy - 3sinh2y) + 4K2(2ycoshy

KZ

y%sinhy) - 4y] + 60AD(—§2— sinh2y - szcoshy - Kzsinhy +vy)

2 2
+ 2.<§(9 - 11 a—¢)(sinh2y - 2y) + 88¢ (1+ %—)(ycoshy -sinhy)

+ 4K§(11ycosh2y - 13sinh2y) + 8K2(15ycoshy - 11y2sinhy)
3+ AN)
- - L _—— 8
60y} 35 Aoy 18 a’y (4.3.23)

seklinde verilir. Ankastre mesnetli halde yapildigi gibi, 1

v ile
2
ilgili sinir kogullari kullanilirsa ¢ ve c sabitleri igin yine
2 3

(4.3.18) sonuglari elde edilir,
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(4.2.6)1 ve (4.2.9)1 denklemlerinden de gdriildiigii gibi, hem
ankastre hem de basit mesnetli hal ig¢in sifirinci mertebe ¢dkme Y pa-
rametresinin (veya (4.2.3) tanimi nedeniyle Eo boyutsuz yikiiniin) tek
kuvvetine baglidir. Yani yiikiin cekme veya basing olmasi sifirinci
mertebe ¢Skmenin sadece igaretini degigtirir fakat mutlak degerini
degigtirmez. Ote yandan, hem ankastre hem de basit mesnetli halde,
birinci mertebe lw ¢Szlimiiniin Y parametresinin ¢ift kuvvetlerini de
bulundurdugu gdriillir. Dolayisiyla artik yiikiin igaret degigtirmesi
ile sadece igaret degigtiren bir yerdegigtirme yerine biiyiikliik olarak
ta degigime ufrayan bir yerdefigtirme s&zkonusudur. Bunun nedeni,
B6liim 3.6'da da belirtildigi gibi, sifirinci mertebede gdzbniine alin-
mayan enine kayma ve normal gerilmelerinin birinci mertebede hésaba
katilmasidir. Ayrica 1u3 bﬁyﬁklﬁgﬁnﬁn enine koordinata bagli olmasi
nedeniyle sifirinci mertebede kalinlik boyunca #iniform olan g¢Skmelerin
birinci mertebede kalinlik boyunca degigecepi aciktir. Asagida bu
problem igin gimdiye kadar bulunan sonuglarin degigik malzemeler igin
degerlendirilmesi iizerinde durulacak ve geometrik nonlineerlik ile

fiziksel nonlineerligin kargilagtirmasi yapilacaktir.

4,4, Sayisal Sonuglar

Sayisal olarak verilmig malzeme sabitleri ve Yy parametresi
(veya ao boyutsuz yiikdi ile € boyutsuz kalinlik) ig¢in yukarida verilen
gbzlimlerden sayisal sonuglar elde etmede ilk adim, sirasiyla, (4.2.7)
ve (4.2.10) denklemleriyle verilen Fl(a) ve Fz(a) fonksiyonlarinin
kokii olan ¢ degerlerini bulmak olacaktir. Gerek c integrasyon sabiti-
nin gerekse °n22 eksenel kuvvetinin reel olmasi istenildiginden (4.2.3)-
(4.2.4) iligkileri o? biiyiikliigliniin de reel olmasi gerektigini belirtir.
Bu ise ancak bulunacak o kSkiinlin reel veya tam sanal olmasi ile miim-
kiindiir, Fl(a) ve Fz(a) fonksiyonlarinin sayisal bir incelemesi ise,
o kokiinlin tam sanal kabul edildigi durumda bu denklemlerin higbir k&kii-
niin varolmadifini ve sadece *o geklinde (Fl(a) ve Fz(a) fonksiyonlarinin
¢ift fonksiyon olmasi nedeniyle) iki reel kbkiiniin varoldupunu ortaya
koyar. Diger yandan, efer o << 1 igin bu iki denklemin yaklagik kdk-

leri hesaplanmak istenirse sirasiyla Fl(a) ve Fz(a) fonksiyonlari igin

2 2
o= — o2 =—1683Y (4.4.1)
vy% + 1575 1364y2 + 20790

ifadeleri bulunur. Benzer bir yaklagimin a >> 1 b8lgesi ig¢in de yapil-

masiyla her iki denkleme ait yaklagik kdk
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o = (_72_2)1/3 (4.4.2)

geklinde elde edilir. Bu denklemlerden de gorilldiigi gibi, o ve dola-
yisiyla y parametresinin kiigik oldugu durumda ankastre ve basit mesnete
ait kdkler birbirinden farkli iken o veya ¥ 'min biiyiik degerleri igin

her iki halde yakin sonug elde edilir. Y parametresinin artmasi ancak
plagin daha da incelmesine veya yikiin artmasina bagli oldugu ig¢in bu
parametrenin artmasi ile birlikte ¢Skmelerin de artmasini beklemek
dogaldir. B8ylece, kiiciik deformasyonlar igin ankastre ve basit mesnetli
geritlere ait ¢bzlimlerde gbrinen fark, deformasyonlar biiyiidilkge ortadan
kalkar ve ¢Ozlim sinir gartlarindan gok az etkilenir hale gelir. Bu
caligmada fiziksel nonlineerligin katkisini ortaya ¢ikarmak amaciyla

gok bilylik deformasyonlarla ilgilenildigi igin sBzii edilen durum hemen
kendini gBsterir. Dolayisiyla agafida fiziksel nonlineerlik ile geomet-
rik nonlineerligi kargilagtirma amaciyla ¢izilen maksimum ¢Skme - ylik

egrilerinde sadece ankastre mesnete ait sonuglar verilmigtir.

Kargilagtirma icin ilk olarak Ko malzemesi g8z®niine alinmig ve
yik ile maksimum ¢Skme arasindaki iligki amkastre mesnet halinde
Sekil-4.4.1.a-b ile verilmigtir. Fiziksel nonlineerligi karakterize
eden ve (4.3.7) ile tanimlanan AN katsayisinin Ko cismi igin AN = - %%
ile verildigi (3.3.16) iligkileri kullanilarak goriilebilir. Bu katsa-
yinin sifir olarak alinmasinin geometrik nonlineerlife kargi gelmesi
kullanilarak Sekil-4.4.1'de fiziksel ve geometrik nonlineer cisme ait
davraniglarin bir kargilagtirmasi yapilmigtir. S&zkonusu geklin diigey
ekseni, (3.1.1)1 agiliminin ilk iki terimi ile verilen u biiyiik 1ii giiniin

0u+€21

3
niin gz = ¢ = 0 noktasindaki deBerini g8sterir. Bu kargilagtirmalarin

plak diizleminin ortasindaki degerini, yani u3 = u biiyiik 1iigii-
ve sayisal incelemelerin g¥sterdigi gibi, € parametresinin degigimi ile
fiziksel nonlineerlifin etkili oldupu bSlge arasinda yakin bir iligki
vardir. Yani e kiiglildilkge daha kiiglik yilklerde fiziksel nonlineerlik
kendini g&stermeye baglar. Ote yandan fiziksel nonlineerlik ile geo-
metrik nonlineerligin kalinlik kadar yani 2h kadar farketmeye bagladipa
gbkmeler ¢ = 1/100 igin u = 27 (veya U3 = 27h) iken € = 1/200 igin

u = 45 (veya U3 ~ 45h) geklinde bulunur. Dolayisiyla € = 1/100 ve

€ = 1/200 igin, sirasiyla, kalinlifin 13-14 ve 22-23 katindan daha

biiylik olan ¢Bkmelerde fiziksel nonlineerlifi ihmal etmek miimkiin degildir.
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gekil - 4.4.1
Ankastre'mesn?t ha}inde a) € = 1/100 ve b) € = 1/200 oranlari igin Ko
malzemesine ait boyutsuz yiik ile maksimum ¢Skmenin degigimi
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Eger, bu karsilagtirma kalinlik yerine geritin yari genigligi igin
yapilmak istenirse her iki hal igin sua(= U3/L) garpimi hesaplanma-~
lidir. Bu durumda yukaridaki iki hal i¢in ¢Skmelerin geritin yara
genigliginin, sirasiyla, yaklagik olarak Z 27 ve % 22'sine ulagtifa
durumda fiziksel nonlineerligin $nem kazandifi ve kalinlik mertebe-
sinde farklarin meydana gelmeye bagladifi gdriilmektedir. Son olarak,
ilgili b8lgede, basit mesnete ait ¢Skmeler ankastre hale gére gok
kiiglik bir artim g8stermesine ragmen (ki bu artimlar nonlineerligin
etkili olmaya bagladifi bslgede Z 2 mertebesinde olup deformasyon
arttikga bu oran giderek kiigliliir) esas olarak yukaridaki iligkiler

basit mesnetli halde de gegerlidir.

Sekil~4.4.2 ile benzer bir kargilagtirma Mooney-Rivlin ve Neo-
Hookyen malzemeler igin verilmektedir. (3.8.18) ve (3.8.24) donliglim~
lerinin (4.3.7) taniminda kullanllma51y1g AN katsayisinin sikigmaz
cisimler icin fiziksel nonlineerlik halinde AN = -~ 6 ve geometrik non-
lineerlik halinde AN = 0 degerlerini alacapi gikar. Ayrica (3.8.15)'deki
Mooney-Rivlin malzemesine ait katsayilar § = 0 konulmasiyla Neo-Hookyen
cisim igin Ao =2, Al = A2 = 0 geklini alir. Dolayisiyla Sekil-4.4.2"'de
8§ =0ve §=0.2 ile, sirasiyla, Neo-Hookyen ve Mooney-Rivlin malzeme-
lerine ait epriler gdsterilmigtir. S&zkonusu gekil ve sayisal hesap-
lar, fiziksel veya geometrik nonlineerlik kabuliinden dolayi g¢Skmelerin
kalinlik yani 2h kadar farketmeye bagladipi bSlgeler igin su sonuglar:
ortaya koyar. Meoney—Rivlin malzemesi igin u, 249 (veya U3 > 49n)
ve Neo-Hoockyen malzeme igin U > 46 (veya 03 2 46h) bolgelerinde ar-
tik von Kdrm&n denklemleri gecerli olmaktan gikar. Dolayisiyla fizik-
'sel nonlineerlik, ¢Bkmeler kalinlifin yaklagik olarak 23-24 katindan
daha bilyilk ise &nem kazanmaya baglar. Yukarida yapildifr gibi bu ¢Bk-
meler geritin yar: genigligi ile kargilagtirilirsa, bu yar:1 genigligin
yak1a§1k olarak % 23-24'den daha biiylik ¢Skmelerde biiyiik gekil defigtir-
melerin meydana geldifi ortaya g¢ikar. Ote yandan s¥z konusu gek-
lin Neo-Hookyen malzemeler igin [lﬁl'de verilen 8, gekle form olarak
benzerligi dikkat gekicidir. Gerek dairesel plaklarin ele alinmasi
gerekse burada oldufu gibi € ve ao parametrelerini 8zellegtirmek yerine
Y parametresine benzer bir parametre ile galigmayi tercih etmesi nede-
niyle tam bir kargilagtirma miimkiin degildif. Fakat her iki g¢aligmada
da fiziksel nonlineerlik halinde bulunan g¢kmelerin von Kdrmdn teorisi
ile elde edilenlerden daha biiylik oldufu goriiliir. UOte yandan [ljl'de
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Sekil - 4.4.2

1.5

Ankastre mesnet halinde Moomey-Rivlin (8 = 0.2) ve Neo-Hookyen (§ = 0)

cisimler igin yiik ve maksimum ¢Gkme

arasindaki iligki

von Kdrm&n denklemlerinin, buradaki parametreler cinsinden ai << 4g?

bSlgesi igin gegerli oldufu belirtilmigtir,

Simdiye kadar elde edilen

sonuglarinda bu kogulu sagladipy € = 1/200 ve Sekil-4.4.2"den de ao
icin yaklasik olarak 0.1 X 10™2 alarak hemen gdriilebilir.

Sekil—-4.4.3.a~b ile fiziksel nonlineerlifin Onem kazandi¥i b8l-

ge igin eksenel kuvvet ve efilme momentinin eksen boyunca defigimi wve-—

rilmektedir.
vem = ¢e?(°m
22 22

momentini gBstermektedir. Sonucta, [17]"de

Buradaki diigey eksenler sirasiyla o,

B ez(onu * el lnzz)

+ €2 In ) ile tanimlanan eksenel kuvvet ve efilme

de belirtildipi gibi, bu

mertebedeki ¢Skmeler igin geritin kenmarina yakin yerler harig heryerde
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momentinin eksen boyunca degigimi

mambran etkisinin belirleyici oldufu gdriilmektedir. Yani sinira yakin
yerler disinda eBilme rnomen.tinin~ katkisi gok kfigiik olur. Dolayisiyla
yik arttik¢a veya kalinlik parametresi kiigiildikge daha biiylik ¢dkmeler
meydana gelir ve eksenel kuvvet efilme momentine gbre dominant olmaya
baglar. Sekilde ankastre mesnet igin kalinlik parametresinin kiiglilme-

siyle eksenel kuvvetin artimi agik bir gekilde gdzlenmektedir. Benzer
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bir durum sabit bir € ve giderek artan ylikler igin de ortaya gikar
fakat burada sadece bu durumu vurgulamakla yetinilecektir. Ote yandan
basit mesnet halinde sinira yakin btlgelerde de eksenel kuvvetin ar-
tima slirer ve burada gbriinen biikiilme meydana gelmez. Ayrica gene basit
mesnet halinde, efilme momenti burada oldugu gibi sinira yakin yer-
lerde negatif deferler almayacak ve tam sinirda sifir olacak gekilde
azalacaktir., Son olarak, Sekil-4.4.3.a-b ile verilen egrilerin Mooney
malzemesinden olugmug bir silindirik kabufun sinir tabakalarini incele-
yen Taber [29]'in 5. ve 8. gekillerine nitelik olarak benzerligiAil—

gingtir.,

Sekil-4.4.4 ile ankastre mesnet halinde Ko malzemesi igin gerit
orta diizleminin deformasyondan sonra aldig:i bigim gegitli yiik ve kalin-
lik parametreleri igin verilir. Bu gekilden de g®riildiigi gibi yiik
arttikga veya kalinlik parametresi kiiglildiikge sinirdaki b&lge giderek

kiiciillir. Esas olarak bu, ¢8kmelerin giderek biiylimesiyle sinira daha

0.8

----- Lineer Teori

Nonlineer Teori

Sekil - 4.4.4,
Ankastre mesnet halinde Ko malzemesi igin ¢Bkme egrileri
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yekin balgelerde kalinlik mertebesinde yerde@igtirmeler olmzsi ve
dolayisiyla gbkmelerin kalinlik mertebesinde oldufu varsayimina daya-
nan asimptotik agilimin giderek sinira daha vakin b&lgelerde gegerli
hale gelmesinden kaynaklanir. Ote yandan ankastre mesnet igin veri-
len (4.3.19) sinar kogullarinin ve (4.3.20) sonuglarimin sayisal bir
incelemesi yapilirsa goriiliir ki burada incelenen mertebedeki ¢&kmeler
igin bu sinir kogullarinin bulunan maksimum ¢Skmelere katkisi Z 0.001
mertebesindedir. DoBal olarak bu sinir kogullarinin seritin orta

diizlemindeki ¢Skmenin tam sinirda sifir olmasini saflayacapi agiktar.

Hatirlanacagil gibi daha 8nce, plapin yiizlerindeki yiiklerin
basing veya gekme olmasina gdre birinci mertebe yerdepigtirmelerin
mutlak degerinde, von Kdrmdn teorisinin aksine, farklalik olusacafi
belirtilmigti. Bu farklilipi ortaya gikarmak igin Sekil-4.4.1'de
list ylize gekme (yani + ao) uygu}anarak yapilan hesaplar basing (yani
- qo) igin tekfarlanm1§t1r. Sonugta maksimum ¢8kme igin bu farkin
€ = 1/100 ile q = 0.012 oldugu durumda yaklasik olarzk % 0.8-0.9
mertebesinde ve € = 1/200 ile q, = 0.004 oldufu durumda ise yine yak-

lagik olarak Z 0.4 mertebesinde oldupu gdriiliir.

Son olarak §ekil-4.4.5 ile cisimdeki gercek gerilmeleri

0.4 4

0.3
t22
¥
0.2 q,.=0.004, € = 1/200
..... Lineer Teori
. : y
0.1~ Nonlineer Teori »
1 ] ki R '}
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
L

Sekil - 4.4.5

Ankastre mesnet halinde Ko malzemesi igin Cauchy gerilmelerinin £ ekse-
nl boyunca degigimi. Burada + ve - sirasiyla geritin fist ve alt 2 yiizle-

rine etkiyen gerilmeleri gdsterir.
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gosteren Cauchy gerilme tansSriine ait t22 bilegeninin eksen boyunca
depigimi verilmektedir. Burada + ve - igaretleriyle geritin sira-
siyla § = 1 ve [ = - 1 ylizlerine etkiyen gerilmeler g8sterilmektedir.
Sekilden de farkedilaigi gibi, geritin ortasina yakin b3lgelerde,
nonlineer hiinye denklemlerini kullanarak bulunan gerilmeler von Kérmdn
teorisi yardimiyla bulunanlardan daha kiigiik degerlere sahiptirler.

Ote yandan, yine ayni bblgede, yiikiin uygulandipi list yiizdeki gerilme-
lerin dig kuvvetlerden bagimsiz olan alt yiizdeki gerilmelerden daha
bilylik oldugu gdriiliir.

Son olarak bu bdliimii bitirmeden, burada bulunan sonuglarin
gercek probleme bir d1§ ¢Sziim olarak diigiintilmesi ve bu sonuglarin
bir sinir tabaka ¢oziimii ile tamamlanmasi gerektigini hatirlatmak ya-
rarli olur. Ayrica gimdiki sonuglarin, farkli geometrilere sahip ol-
salar da bu tiir problemlerdeki belirleyici yanlari kalitatif olarak
ortaya gikarmakta yararli oldugunu ve benzer galigmalar ile uyum

icersinde oldupunu vurgulamak gerekir.



SONUGLAR VE UNERILER

Bu galigmada, {ic boyutlu nonlineer elastisitenin denklemlerinden
hareket ederek, asimptotik agilim teknipinin kullanilmasiyla, von
Kdrm#n teorisinin biylik gekil depigtirme yapan ﬁlaklara genellegtiril-
mesi {izerinde durulmugtur. Esas olarak izotrop cisim hali g&z¥niine
alinmig fakat gekil degigtirme enerjisinin gekil degigtirme tansBriiniin
invaryantlarina bagliligi {izerine higbir kisitlama getirilmemigtir.
Gerek maddesel koordinatlar ve yerdegigtirme bilegenleri perekse ikineci
Piola~Kirchhoff gerilme tansdriiniin bilegenleri, kalinlik parametresinin
yardimiyla, von Kdrmdn teorisinde oldugu gibi &lgeklenmig ve bu 8lgek-—
leme temelinde inga edilen asimptotik ag¢ilimin ilk iki mertebe denklem—
leri ayrintili olarak incelemmigtir. Sonugta sifirinci mertebe yerdefis-—
tirmelerin Love—Kirchhoff hipotezini safladipi fakat sifirinci mertebe-
den gelen katkilar nedeniyle birinci mertebe yerdefigtirmeler igin ayni
geyi sSylemenin miimkiin olmadigi gSriilmiigtlir. Ayrica ilk iki mertebe
igin uyumlu, yani sadece o mertebe ve daha kiigciik mertebedeki yerdegig-
tirmeleri igeren, biinye denklemleri elde edilmig ve bunun yaninda denge
denklemlerinin gerek yerdegigtirme bilegenleri cinsinden gerekse bir
gerilme fonksiyonu kullanarak yaziligi i{izerinde durulmugtur. Asimptotik
agilim tekniginin bir sonucu olarak sdzkonusu denklemlerin sifirinca
mertebe igin nonlineer iken birinci mertebede lineer olduguna igaret
edilmigtir. Ote yandan ilk iki mertebe denklemlere giren katsayilarin
formu fiziksel nonlineerlifin birinci mertebede ortaya giktifini g&s-—
termigtir., Yani ilk mertebede kendini g&steren geometrik nonlineerlik
yaninda fiziksel nonlineerlik, bagtaki &lgeklemenin bir sonucu olarak,
dabha zayif bir etki geklindedir. Diger bir sonug ise, klasik teori ve
sifirinci mertebe yaklagimin tersine birinci mertebede toplam gerilme-
nin egilme ve mambran gerilmelerinin bir kombinasyonu olarak yazilama-
masidir. Ayni sonucun sikigmaz dairesel plaklarin biiyiik gekil degig-
tirmesini inceleyen [16]'da da belirtildigini vurgulamak gerekir.
Ayrica genel olarak sikigabilir cisimler igin elde edilen sonuglaran
nasil bir doniiglim altinda sikigmaz cisimleri de kapsadifi gSsterilmig-
tir. Cisimdeki gergek gerilmeleri gBsteren Cauchy gerilme tansdriiniin

ilk iki mertebe igin nasil hesaplanacagi da belirtilmigtir.
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Son bdliimde, teorinin bir uygulamasi olarak, list yliziinden
uniform gekmeye maruz sonsuz gerit ﬁrohlemi hem ankastre hem de basit
mesnetli olmasi halleri igin incelenmigtir. Birinci mertebe sinir
kogullarini tam olarak saplatmak miimkiin olmadigi igim sinmir kogullara
ya kalinlik boyunca ortalama yerdefigtirmeler {izerine veya gerit orta
diizlemindeki yerdeBigtirmeler iizerine yazilmigtir. Sonugta bu iki
tir sinir kogulunun basit mesnet halinde analitik olarak gakigtifi,
ankastre mesnet halinde ise sayisal inceleme sonucunda ilgilenilen
mertebedeki maksimum ¢dkmeler igin farkin ihmal edilebilecek kadar
kiiclik oldupu goriilmiigtiir. Hem ankastre hem de basit mesnete ait ¢8—
ziimler analitik olarak elde edilmig ve klasik teoride jhmal edilen enine
kayma ve normal gerilmelerinin hesaba katilmasi nedeniyle birinci mer-
tebe ¢8zlimde yiikiin ¢cekme veya basing olmasinin maksimum ¢8kmenin mutlak
degerini etkiledifi gbzlenmigtir. Sayisal inceleme sirasinda, bu
etkinin mertebesinin kalinlik parametresi ve yiikiin biiylikliigiine bagli

oldufu vurgulanmigtair.

Geometrik ve fiziksel nonlineerligin gegitli agilardan bir kargi-
lagtirmasini yapmak igin, bulunan analitik ¢8ziimlerden degigik kalinlik
parametreleri ve yiikler igin Ko ve Mooney-Rivlin cisimlerine ait katsa-
yilari kullanarak sayisal degerler bulunmugtur. Ko, Mooney-Rivlin ve
Neo-Hookyen cisimler igin gizilen yiik-maksimum ¢Skme egrileri fiziksel
nonlineerligin kabaca geritin yari genigliginin % 20'sinden daha biiyiik
olan ¢Skmelerde Snem kazandiini ortaya koymaktadir. Kalinlifa oranla
gok biiylik olan bu g¢bkmeler igin, eksen boyunca ¢izilen eksenel kuvvet
ve efilme momenti efrileri kenarlar harig heryerde mambran etkisinin
belirleyici oldugunu gdstermektedir. Bu mambran gibi davranig nedeniy-

le ¢Skmeler sinir gartlarindan gok az etkilenmekte ve bunun sonucu

ankastre ve basit mesnetli haller igin cok yakin degerler bulunmaktadir.

Ayrica g¢tkmeler arttikga sinirdaki b3¥lpenin giderek kiiciildiigi gdzlen-
mektedir.

Ote yandan, bulunan ¢8ziimlerin gergek sinir degier problemine bir
dig ¢6ziim olarak diiglinlilmesi ve dolayisiyla bu ¢8ziimlerin bir sinmir ta-
baka ¢oziimli ile tamamlanmasi gerektigi agiktir. Bu agidan elde edilen
sonuglari problemin tam sayisal sonuglari olarak degil de problemin
genel karakteristiklerini ve efilimlerini ortaya gikaran bir ¢bziim

olarak diigiinmek gerekir. S&zii edilen bakigla gimdiki sonuglarin benzer
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caligmalar ile tam bir uyum igersinde oldufu giriilir.

Son olarak, bundan sonraki galigmalarin, elde edilen sonuglarin
1g1ginda, ilk mertebe yaklagimda fiziksel nonlineerlifi igeren bir
asimptotik teoriye ybnelmesi gerektigi stylenebilir. Dogal olarak bu
durumda burada yapilandan daha degigik bir 8lgekleme kabul edilmesi
gerekecegi agiktir. Bu tiir bir 8lgekleme sirasinda, Srnek probleme ait
sayi1sal incelemeden de gdriildiigii gibi, fiziksel nonlineerligin etkili
oldugu bslgedeki c¢tkmeleri plak yari geniglipi mertebesinde kabul etmek
daha uygun bir yaklagim olur.
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sek lisans egitimine baglamig ve Ocak 1981'Ade yine ayni yerde teknis-
yen kadrosuna atanmigtir. Haziran 1982'de mezun olmug ve Eyliil 1982
den itibaren TUBITAK Marmara Aragtirma Enstitiisli Uygulamali Matematik
B3limii'nde Aragtirma Asistani olarak gdrev almigtir. Eyliil 1984'de
doktora Sgrenimine baglamig olup halen TUBITAK Temel Bilimler Aragtirma
Enstitiisii Uygulamali Matematik BSliimii'nde Aragtirma Asistani olarak

galismasina devam etmektedir.
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