iISTANBUL TEXNIX UNIVERSITES® * FEN BiLIMLERI ENSTITUSU

MIKROPOLAR ORTAMLARDA NONLINEER DALGA YAYTLMASI

T. C
Yiikeoksz, oo
Dokg X2

.. Kurmy?
Qk"‘mantasyon o

Merkezi

DOKTORA TEZI

Y.Mih. Saadet ERBAY

Tezin Enstitliye Verildigi Tarih : 18 Nisan 1988

Tezin Savunuldugu Tarih

20 Haziran 1988

Tez Danigmani Prof.Dr. Erdogan S. SUHUB1

Diger Jiri Uyeleri

Prof.Dr. Avadis HACINLIYAN

Prof.Dr. Yavuz NUTKU

HAZIRAN 1988



BNSbZ

Gerek bu calisma sliresinde, gerek doktora galismasy &Sncesi
dbnemde hocam Sayin Prof.Dr.Erdogan Suhubi'nin lizerimdeki emekleri-
nin bilylikk oldugunu sdylemek isterim. Caligma siiresince gosterdigi
yakin 1ilgi ve yardimlarindan dolay: kendilerine tesekkiirlerimi

sunarim,
Ayrica kendileriyle yaptigim yararli tartigmalar igin Prof.Dr.
Metin Gtirses, Dog.Dr.Mevlut Teymur ve Hilsnii Ata Erbay'a tesekklr

ederim.

Tezi biyllkk bir titizlikle ve sabirla yazan Sayin $Sehnaz

Madenci'ye de tesekkiirlerimi sunmayi bor¢ bilirim.

-1I-



TCINDEKILER

BT veeeerevecencaccaoncscanssnescasceoscssaccosscssnscaananes ee. IV
‘SUMMARY ve.evveenen ceesecsssscssstestsesestansccssnnees csescscnee \')
BSLOM 1. GIRlsS ....... cecectenceecacnenccasasacns eecesecanacnne 1
BOLUM 2. TEMEL DENKLEMLER .....ccceececceccccccccnns ceceaceeccone 3
2.1, GIrig ..ccceececcncoccaccsncnnnes crescssnces cceccscne 3
2.2, Hareket ...ceececenccennncecacasascancsscannsana ceeen 4
2.3. Bilnye Denklemleri ................................... 7
BSLUM 3. INDIRGEYiCl (REDUKTIF) PERTURBASYON YONTEMI............ 16
3ol GIPig cuveeeeeeneenooensosonsencevenveoncanocnscscnsne 16
3.2. Indirgeyici (Rediiktif) Pertiirbasyon Yéntemi ......... 17
BOLUM 4. MIKROPOLAR ORTAMLARDA BIR BOYUTLU DALGALAR.....ecceeec.. 21
L IO 5 o - 21

4,2, Polar Ortamlarda Dlizlem Dalgalar ve
Lineer Dispersiyon Ba@int1si ....cieiecienceccnncnnas 21
4,3, Zayif Dispersif Dalgalar .......ccceeeevecoceccccanss 30
4 4, Bzel Hal: Kuadratik Katl ....eeeeececcenaccocncaceans 87
4.5, KMKAV Denkleminin Soliter Dalga Cézlmleri ........... 89
BOLUM 5. KMKdV DENKLEMININ INTEGRE EDILEBILIRLIGI.......cc...... 99
5el. GiPiS viieeeeeeeeneeenceonccocenssscsnssssonasscanaes 99
5.2. Tekil Nokta BAnalizi ......ccccveeeecccccecccacscnnnons 101
5.3. KMKdV Denkleminin Tekil Nokta Analizi ........c.cc... 104
5.4, KMKdV Denkleminin Tekil Manifold Analizi ............ 107
SONUGLAR VE ONERILER....veeeereeeeoaceceoccoacancessnnoaconnnnen 111
KAYNAKLAR. . . i eevenne. ctesccecsssesestsesecasosscsssassesesaanne 113
BZGECMIS. ¢ ieieeeeeeecrencacacaacaeneancaceceacenasesacasncananans 17

-III-



BZET

) Bu caligmada, nonlineer mikropolar ortamlarda bir boyutlu
dalga yayilmasi problemi asimptotik olarak incelenmis, asimptotik
analiz sonucunda elde edilen Kompleks Modifiye Korteweg-de Vries
denkleminin integre edilebilirligi tartasilmistair.

Calisma bes bdlimden olusgmaktadir.

Birinci bollimde nonlineer dalga denklemleri kisaca g&zden
gegirilmis, nonlineer dalga hareketleri siniflandirilmigtir. Hiper-
bolik ve dispersif olarak siniflanan denklemlerin ¢ozlm ydntemleri
anlatilmistir.

Ikineci b®liim, nonlineer mikropolar katiya ait alan ve biinye
denklemlerinin Szetlenmesine ayrilmistir.

Uclincl b&liimde nonlineer alan denklemlerini incelemek igin
secilen Indirgeyici (Rediiktif) Pertiirbasyon Yéntemi tanitilmistair.

D&rdiincti b&liimde bir boyutlu alan denklemleri Indirgeyici
Pertiirbasyon Yontemi ile incelenmig, denklemlerin uzak alan davrani-
sini karakterize eden kuple nonlineer evrim denklemleri elde edil-
mis, katinin izotrop olmasi durumunda evrim denklemlerinin Kuple
Modifiye Korteweg-de Vries denklemlerine indirgendigi gdzlenmistir.
Bu duruma ait soliter dalga ¢6zlimleri aranmis ve 0Ozel durumlar
tartisilmistair.

Beginci boliimde KMKdV denkleminin integre edilebilirligi
tartigsilmig, bu anlamda Painlevé analizi yapilmigtir.
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NONLINEAR WAVE PROPAGATION IN MICROPOLAR MEDIA

SUMMARY

In this work, the plane wave propagation in nonlinear micropo-
lar solids is considered. The reductive perturbation method is used
to examine the plane wave propagation in weakly nonlinear dispersive
‘media.

The theory of microelastic solids is developed by Eringen and
Suhubi [2],[3]. Such solids are affected by the local deformations,
not encountered in the classical elasticity, of the material parti-
cles in a volume element. The aim of the theory is to enlarge the
limits of classical continuum theory so that it can explain the
mechanical properties in a volume element AV smaller than some
critical volume element AV¥, It is assumed that a material point in
a microelastic solid has six degrees of freedom, three of them
related to micro rotations and the other three related to an affine
deformation. Micropolar solids which constitute a subclass of
microelastic solids are named as couple stress theory in the works
mentioned above. Later Eringen recapitulated and renamed it micro-
polar theory [5]. A material particle in a micropolar elastic
medium has only three degrees of freedom associated with micro
rotations. General nonlinear theory of micropolar media is given by
Kafadar and Eringen [6]. Throughout this work field equations given
in [6] are used.

In material coordinates, equations of motion in the absence
of body forces and body couples may be written as

L]
v

Tk, k= Po Yk
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where T is the first Piola-Kirchhoff stress tensor, p_ is the
mass density associated with undeformed state, v, is the 3elocity,
M K is the material couple stress tensor, p o, is the spin density.
S%ress and couple stress tensors in materia? coordinates are defined
as
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and X is free energy density per unit mass in reference configuration..
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Finally, field equations for a general nonlinear anisotropic polar
medium may be written as

a oz
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where Akz and Ykl are defined as

A J. A

ke~ po KL "rk (Xr'K 'Xm_L Aml * XI"K ,xmL Aml * Xpg xmL Aml)

e © Po kL Ark Xrk XmL Sme

for microanisotropic materials, and
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for microisotropic materials. Here A is given as
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In the present study, the plane wave motion in a homogeneous,
macro- and microisotropic micropolar solid is investigated. This
motion may be described as

xk(x,t)=XK6 -+uk(x,t)

Kk

where X is a coordinate along the direction of propagation. In the
reference state equations of motion may be written as
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In the region where the long acoustical waves propagate the
dispersion relation has the form

w:ak+bk3+ cee, k=0

and the phasor of waves is

3

kKX -wt=k(X-at)-bk t+0(k5)

where a and b are constants, the relevant Gardner-Morikawa coordi-
nate stretching is taken as

E= 51/2 (X-at) , == 83/2‘5

where €is Za/small parameter measuring the weakness of dispersion,
i.e. e=0(k ). In order to balance the dispersive effects with
nonlinear effects, we expand the dependent variables about the
undeformed uniform state as a power series of the same parameter e:

o M () () (1) (n)

1/2.n
(pk! vk, ‘Pk- q’kn wk) - n§1(pk, vk' wk’ ¢ky wk) (e )

After using the suitable coordinate stretching and expanding
dependent variables in half 9gwers of e, it is arrived at sets of
equation for each power in 51 . Eliminating the higher order terms
in these equations, it is finally found the following third order
coupled nonlinear dispersive equations
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where o«,,a,,B., ...,B, are material constants containing derivatives
of free energy function with respect to p . Because of t*e
isotropy of the medium there exist some res%rié%ions on the admiss:Z
ble forms of Z, direct approach in employing isotropy of the medlum
is to assume thatZ is a function of all invariants of its arguments
under the orthogonal group and calculate all the_relevant derivatives
thereafter to obtain coefficients a_ ,a ,...,B . However since this
way is quite tedious and provides 1n %he meantime several informs-
tion which we do not need in the analysis we have adopted instezd
an indirect approach exploiting the effect of isotropy on the fieid
equations proper. If the solid is isotropic,the equations satisfied
by the palr (p ,pj) must be the same equations satisfied by the
pair (p ,Pz ) whlch can be obtained by rotating plane coordinates
with an argitrary angle @, In this way we obtain that for an isc-
tropic solid we should have

Nonlinear evolution equations may then be written as

2 3
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These equations are of appropriate invariant form under the proper
orthogonal group. Therefore they are valid for hemitropic solids.
For isotropic solids the invariance is under the full orthogonzl
group, that is, reflections are allowed. Hence if thepairs(ng-p3)
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and (-p } both satisfy the evolution equations, it is easily
seen that t%e coefficient B8, should vanish. Thus for a general iso-
tropic solid, evolution equations take the following form

——+a—-—-(p2)+B 3 +0 (p2p3)=0
ot ot of ot
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——+¢!—(P3)+5 3 + o (P3p2)=0-
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These equations are called as Coupled Modified Korteweg de-Vries
equations. If a complex function w is defined as w= 4-ip where P,
and p3 are real, the equations may be written as a s ngle one

ow 0 63w

_ a-———(lwlzw)-fB 3
o1 og 13

= 0.

It can be named as Complex Modified Korteweg-de Vries (CMKdV)
Equation.

In order to find a solitary wave solution to CMKdV equation
we try the form w= |w| exp(i6) (B=constant). Assuming w and its deri=~
vatives tend to zero for E-—%, lwl is found as

a 1/2 T,
fw] =a-sechl(—) a(E-—oaa"t)+6]
28 2

where a and 6 are defined as

2¢c o
a2:-——— , 6= G———)/

o 2B

For P, and p3 , expressions written below are valid

a 1
p,=a sech[(——)”za(éj- ——aazt) +6] cos 6
2B 2

o 1
P = asechl:(—)"/2 a(E-~— aaz t)+6]sin6.
2B 2

They are reminicent of plane polarized waves in finite elasticity
[2). 1f |w|, amplitude of wave is taken as a constant value, then
the phase function 6({,t) will become
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where A= |w| and B, are constants. In this case p, and p; are
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Similar to the case mentioned above, they are reminicent of. the
circularly polarized waves in finite elasticity [2]. For quadratic
solids, second order longitudinal displacement gradient p‘“/is e-

qual to ¥ (p( )2 + p(")z)and has a solitary wave solution: 1
o 1
P(Z) - v a? sech? [—)"2a(g-—aalv) 46l
1 2B 2

At the end of these calculatlons, it is observed that first
order components p()and are equal to zero, and first order
shear components (p (1) (1‘3 and ((p(1 g cp(1)) satisfy coupled Nonline-
ar Evolution equatlons (éoupled MK Equations). These couples have
both solitary wave solutions which are similar to plane polarizec
waves of classical finite elasticity. If a solid is taken as =a
quadratic one, the second order longitudinal displacement gradierit
p,l2 has also solitary wave soclution.

In the last section integrability of CMKdV equation is dis-
cussed, Related to the integrability of nonlinear partial differen-
tial equations (NPDE) Painlevé Property is defined. Painlevé proper-
ty is discussed for both NPDEs and Nonlinear Ordinary Differential
Equations (NODD). In order to verify whether CMKdV equation is
integrable, Painlevé analyses are carried out for both situations.
In both analyses, CMKdV fails to pass the Painlevé test. This
result conforms with Carney, Sen and Chu's observations [29]. They
obtained CMKdV while they were studying electrostatic waves in a
magnetized plasma. They observed that there were only four constants
of motion. This situation is in contrast to equations soluble by
the inverse scattering method which have an mfinite number of
constants of motion.



BOLUM 1
GIRIS

Dalga yayilmasi olaylarinin incelenmesi ondokuzuncu yizyilan
ortalarinda bagslamis ve giniimizde de ilgi ¢eken aragtirma konularin-
dan birisi olmugtur. Bunun nedeni fiziksel olaylarin gok &nemli bir
kisminin dalga tabiatinda olmasidir. Dalga yayilmasai olaylarina
giinlilk hayatimizdan da g¢egitli -&rnekler verilebilir; su ylizeylerinde
¢esitli nedenlerle olugsan hareketler, ses ve 1sifin yayilmasi v.s.
Dalga yayilmasi olaylarinin karakterini anlamak ve bunlar icin
gelistirilen modelleri ¢8zmek igin defisik ve 2zengin matematik
teknikler gelistirilmigtir.

Ortamin bir yerinden bagka bir yerine belli bir yayilma
hiziyla iletilen sinyal olarak tanimlanan dalga hareketleri hiper-
bolik ve dispersif olarak iki ana sinifa ayrilabilir (Whitham [1])
Kisml ttirevli hiperbolik denklemlerle modellenebilen dalga olaylari-
na hiperbolikler denir. Dispersif denklemler hiperbolik denklemler
gibi kolaylikla siniflandirilamaz. Genel olarak denklemin dispersif
olup olmadigl, lineerlestirilmis denklemin harmonik dalga c¢8zimleri
incelenerek yani agisal frekansla dalga sayisi arasinda bir iliski
olan dispersiyon bagintisina bakilarak karar verilir. Dispersiyon
bagintisiw agisal frekansi, k dalga sayisini gdstermek lizere w=w(k)
formundadir. Efer dalga hareketinin c= % olarak tanimlanan faz hizi
dalga sayisina bagli ise dalga dispersiftir denir. Dispersif dalga-
laran siniflanmasi, hiperbolik dalgalarda oldufu gibi denklemlere
degil, g¢dzlmlere bakilarak yapilir.

Hiperbolik dalga denklemlerini inceleme ydntemleri dispersif
olanlara gtre daha geligmigtir. Hiperbolik dalga yayilmasini incele-
mek igin karakteristikler, basit dalga ¢6zlimli, hodograf transformas-
yonu ve tekil ylizeylerin (sok ve ivme cephelerinin) yayilmasi ydn-
temleri geligtirilmigtir. Bunlardan bir tanesi uygulanarak dalga

olayinin belli baslangi¢ kosullari altinda ne sekilde gelisecegi
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hakkinda bilgiler elde etmek milmkiindlir. Dispersif dalgalar ig¢in,
hiperbolik denklemlerde oldugu gibi gelismig ve genel ydntemler
yoktur. Bazi dispersif sistemleri baZimli defisken déniigiimii veya
Bidcklund ddnisgiimleri yardimi ile ¢8zmek miimkiin ise de biitiin disper-
sif denklemlere uygulanamadiklari icin genel ydntem olma 6zelligini
yitirirler. Ustelik cofu zaman Bicklund déniiglimlerini bulmak denkle-
min kendisini ¢&zmek kadar zor olabilir.

Nonlineer siirekli ortamlarda ¢esitli dalga yayilmasi problem-
leri ¢ok sayida aragstairici tarafindan incelenmigtir. Hiperbolik
karakterde olan denklemleri incelemek i¢in basit dalga ¢8zimii teori-
si, tekil ylizeyler teorisi problemdeki baZimsiz degigkenlerin sayi-
sina gbre etkin olarak kullanilabilen ySntemlerdir. Elastik katilar-
da basit dalga cbziimleri ve tekil ylizeylerin yayilmalari iizerine
genis bilgi Eringen ve Suhubi'de [2] bulunabilir. Yukarida da bahse-
dildigi gibi dispersif sistemleri incelemek icin genel ydntemler
yoktur. Bununla birlikte dispersif sistemleri de asimptotik olarak
incelemek ic¢in gesitli pertiirbasyon yodntemleri geligtirilmistir. Bu
yéntemlerde amag, genel denklem sistemini incelemek yerine onun
belli asimptotik davranisgini karakterize eden bir veya birkac¢ denk-
lem elde etmektir. Dogal olarak nonlineer kismil tiirevli skalerbir
denklemle ufrasmak nonlineer kismi diferansiyel denklem (NKDD)
sisteminin kendisiyle ugragsmaktan daha kolaydir. Buna karsi &denen
bedel ise skaler denklemin, NKDD sistemin ancak belli bir asimptotik
davranigini karakterize etmesidir. Nonlineer dalga yayilmasi ilzerine
gerek silrekli ortamlarda gerek difer fizik dallarinda bu kadar c¢ok
caligilmasinin bir nedeni de NKDD'lerin 6zellikle dalga denklemleri-
nin ¢bziml igin 6nerilen Ters Sacgilma ydntemi ve ydntemle birlikte
ona bagli olarak ortaya ¢ikan solitonlar, sonsuz korunum yasalari,
Bédcklund donilislimleri, Hamiltonyen yapilari, pséddpotansiyeller,
uzatilmis yapilar, benzerlik doéniigliimleri, integre edilebilirlik ve
Painlevé ©&zellikleri arasindaki bagintilar v.b. gibi konularin
matematiksel fizikte Nonlineer Olaylar baslikli ¢ok genis ve popiiler

bir g¢aligma alani iginde olmasadir.

Bu ¢alismanin amaci nonlineer mikropolar ortamlarda bir boyut-
lu dalga yayilmasi problemini asimptotik olarak incelemek ve asimpto-
tik analiz sonucunda elde edilecek skaler NKDD'in bazi yapisal &zel-

liklerini arastirmaktar.



BOLUM 2

TEMEL DENKLEMLER

2.1. GIRis

Ve

Mikroelastik katilar, maddesel noktalarinin yerel deformas-
yonlarindan etkilenen malzemelerdir. Polar teorilerin gelistirilme-
sindeki amag¢ klasik elastisite limitlerini genigletmektir. Klasik
stirekli ortam teorisi sonsuz kiiglkk dv hacim elemaninda p siirekli
kiltle yogunlugu oldugunu varsayar. Malzemenin molekiiler yapisi
dilsiinlildiglinde bu varsayimin ancak ideal bir durumu yansittiga
sOylenebilir. Maddenin ayrik yapisi AV hacminin bir AV* hacminden
kiiglik olmasi durumunda bu varsayimin dogru olmayacagini agikga
gosterir. Klasik siirekli ortam teorisinin sinirini genigletmek ig¢in
kritik AV* hacminden kii¢lik hacimdeki fiziksel olaylar agiklanmali-
dir. Bu nedenle dv hacminin her noktasinda siirekli kiitle yogZunlugu
oldugu varsayilir ve makro klitle elemanr dM'nin dv hacmi igindeki
blitliin kilitlelerin ortalamasi oldugu kabul edilir. Btyle bir teoriye
ihtiya¢ duyulmasinin bir baska nedeni de malzemenin dig kuvvetlere
kargi tepkisi arastirildifinda, efer karakteristik bir uzunluk
malzeme molekiiliinlin boyutlariyla karsilastirilabilir biliylkliikte ise
molekiiller arasi etkilesmenin &nemli olmaya baglamasidir. Bu durumda
melekiiler taneciklerin etkilesmeleri de hesaba katilmalidir. G6zoni-
ne alinan dv hacmindeki her noktanin 9 afin deformasyonundan
olusan 12 serbestlik derecesine sahip bir siirekli ortam kabulili ile
mikroelastik malzemenin biinye teorisi Eringen ve Suhubi [3], [4] ta-
rafindan elde edilmigtir. Eger mikroyapinin sadece rijit ddénmeler
yaptaigl kabul edilirse mikroelastik malzemelerin bir alt sinifini
elde etmek mimkiindiir. Suhubi ve Eringen [4] buna iligkin c¢alismala-
rinia "couple stress theory" basligr ile isimlendirmislerdir. Daha
sonra Eringen bu g¢aligsmalardan héreketle mikrodlizeyde yalnizca
rijit dénmeler yapan malzeméler igin lineer biinye denklemlerini
elde etmis ve bunlari mikropolar ortamlar olarak adlandirmistir [51.
Daha sonra mikropolar ortamlarin nonlineer blinye teorisi Kafadar ve

Eringen [6] tarafindan gelistirilmistir. Bu ¢alismada mikropolar
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ortamlar: modelleyen alan denklemleri olarak [6] sayili kaynakta
verilenler kullanilacaktir. Ilgilenilen problem kartezyen koordinat-
lari gerektirdiginden, polar ortama ait alan denklemleri Kartezyen

koordinatlarda elde edilmigtir.

2.2. HAREKET

Siirekli ortam t=zo aninda uzayin V hacimli, S ylizeyli bir B
blgesini iggal eder. Bolgedeki bir P noktas: XK(K=1,2,3) koordinat-~
lary ile bellidir. Cismin hareketi B btlgesindeki maddesel P nokta-
sinin koordinatlari xk(k=1,2,3) olan p noktasina donilislimlinden

ibarettir,

X;

Sekil 2.2.1. Maddesel ve Uzaysal Koordinatlar

xk=xk(XK,t) ¥xeB icin. (2.2.1)
Doniiglimiin birebir ve tersinin var olmasi ig¢in hareketin jakobyeninin

pozitif olmasi gerekir,

Bxk
j=det(—)>0 Vt, XeB ic¢in.
) ‘

K
Mikropolar malzemelerde ortamin makro hareketi (2.2.1) ile bellidir.
Maddesel ve uzaysal koordinat takimlarinda vektor ve tansdr bilesen-
lerini gBstermek i¢in sirasiyla biiyiik ve kiiglik harf indisleri,
kisml tiirev icin virgiil ve maddesel zaman tlirevi ic¢in bir Ust nokta
kullanilacaktir. Calismada kartezyen koordinatlar kullanilacagindan

tansérlerin kovaryant ve kontravaryant bilesenleri arasinda fark




olmayacak, yalniz alt indisler kullanilacaktir. Tekrarlanan indisler
iizerinde aksi belirtilmedikge toplama oldufu kabul edilecektir.
Maddesel ve uzaysal koordinatlarda birim vektSrleri sirasiyla IK ve
ik(K,k=1,2,3)11e gbsterilmigtir. Maddesel IK birim vekt&rleri ile

uzaysai ik vektdrlerinin skaler garpimlara

ng:ik° IK (2.2.2)
gseklinde tanaimlanirsa, burada gorillen &k bliyukliigli kaydirica
olarak adlandirilir. Maddesel ve uzaysal koordinatlar O&zdes veya
birbirlerine paralel ise kaydiricilar Kronecker deltasi olurlar.
Biitlin c¢alisma boyunca maddesel ve uzaysazl koordinatlar paralel
segilmigtir. Bunun sonucunda kaydiricilar Kronecker deltasi gibi
davranmis ve gereksiz terimlerin tutulmasindan kaginilrigtair.
Mikropolar malzemelerde rijit bir cisim gibi kabul edilen noktalarin

donmesi ise

6

Xem Xom = Sk det x=1 (2.2.3)

Xieg = Xpeg Ko 8)

proper ortogonal tansdrii ile "verilir. Bfylece malzemenin mikro

hareketi de (2.2.3) ile tanimlanmis olur. X proper. ortogonal tansodri,

¢k2 antisimetrik bir tansér olmak izere
= erz €
Xye = v e T T ke ¥
veya
®.%, ®mn
X p = COS O 6k2+(1-cose) ) -smeekm—e—- (2.2.4)

seklinde yazilabilir [6]. Burada e;e=(¢m¢m)1/%30 olarak tanimlanmig-
tir ve ¢ malzemenin mikroddnmesini gtsteren dSnme vekt&riidiir. x don-

mesine bagli olarak tanimlanan ag¢isal hiz (jirasyon tansérii),

d

Vip® XRK‘;; (ka)z -v (2.2.5)

2k

ikinci mertebe antisimetrik bir tanstrdiir. Buna iliskin ag¢isal haz

vektori ise
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V, = = (2.2.6.)

K Ckem Vem ' Vke® T %kem Vm

N =

ile ifade edilebilir. (2.2.4-5) bagintilari (2.-2.6)1 de kullanilarsa

v vektdrii
+8in6 (—) 4 (1-cos @) e, — (—3° (2.2.7)

0 kim o ¢

\):é

9, ) 9, ©
k e

olarak bulunur. Burada terimlerin {izerine konan nokta maddesel
tilretme islemini gtstermektedir (2.2.7) bagintisi kencdi ig¢inde

diizenlenerek, A tansdri

sin®© sin © P9 1-cos©
A = 6 + (1= ) -( e (] (2.2.8)
k2 6 k& o . e2 e2 k&m "m
olmak Uzere
vszkﬂ ?, ’(2.2.9)

formunda yazilabilir. Polar cismin herhangi bir maddesel roktasinin
rijit cisim gibi davrandigi kabul edildiginden rijit cisirde oldugu
gibi her maddesel noktaya klasik kiitle yogunlugu p ve. pozitif simet-
rik tansér yogunlugu I baglanabilir. I'ya maddesel Euler tansoér
yogunlugu denir. Rijit cisimde olduBu gibi eylemsizlik yogZunlugu
maddesel tansdri

dJd

I I

ke = Tvm Ok~ Tk

ile tanimlanir. I'nin uzaysal formu

i I

ke = Xkk Xg1, "KL

ile verilir. J'nin uzaysal formu ise

e = 1om Ok ~ ke

dir. x ortagonal bir tansér oldugundan

e = Xk X1 k1 (2.2.10)



egitligi gegerlidir. Klasik ortamlara benzeterek polar ortamlarda
momentum, momentumun momenti kavramlarini genellestirmek miimkiindlr.
Polar ortamin momentum yogunlugu, v hiz vektérii olmak {izere pv
dir. Momentum yoZunlufunun momenti ise rx pv + po dir. r ilgilenilen

noktanin uzaysal konum vektdridir. o ise

o, = Jep Vo (2.2.11)

olarak tanimlanir. po ya spin yoZunlugu denir ve maddesel noktaya

ait donmeden ileri gelen momentum yofunlugunun momentidir.

2.3. BUNYE DENKLEMLERI

Mikropolar silirekli ortamin yerel alan denklemlerinin uzaysal

formu [6]
T — PV, (Momentumun korunumu) (2.3.1)

m, + € t _+pl = p&z(Momentumnmmentininkorunumu) (2.3.2)

2

pe=t, (v +V + ph (Enerji korunumu) (2.3.3)

ke Ve, k * Vke) * ke Ve, kT %,k

pR+ (—) - — >0 (Entropi esitsizligi) (2.3.4)

seklindedir. Burada tkl simetrik olmayan gerilme tanséril, fl kiitle

kuvveti yogunlugu, vy hiz, mg gerilme ¢ifti tansﬁrﬁ,ﬁl kiitle kuvve-

ti ¢ifti yogunlugu, p&z spin yogunlugu hizi, hiz gradyani, v

Ve, k k2

acisal hiz tansdril, v agisal hiz tanstriine ait donme vektori

2,k

gradyani, 1s1 akisi vektdrll, h ortamda birim zamanda birim kiitle

q
k
basina 1si (lretimini, n entropi yofunlugunu ve T mutlak sicakliga

gbstermektedir.

Mikropolar bir ortama ait serbest enerji, entropi, gerilme
tanstri, gerilme ¢ifti tanséril ve 1s1 vektdril gibi bagimli biliylikliik-
ler bagimsiz degigkenlere genel olarak

¢= 0 (x T) (2.3.5)

k,K, ‘pky wk’K'
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seklinde baglidir. Bagimli bliylikliikler icin verilen (2.3.5) ifadesi
(2.3.4) entropi esitsizliginde kullanilirsa baZimli bilyiiklilklerin

08¢
q =0 ] ns = —
k aT
d¢ 1 %
tep ™ P ¥y P Bep= P ¥y x Ang e (2.3.6)
2,K ®n,k
GLY
e - * €t ke Arn T "ok Aun, e = 0
n

formlarinda olacaklari ortaya g¢ikar. Burada ¢=€-nT serbest enerji

yogunlugudur. A-1 ise (2.2.8) ile tanimlanan A'nin tersidir ve

1 3] e o L 9.9 1
Al = —cot—6 ,+(1=-—cot—) ——+ —¢€ ®
ke™ , k2 > p—y: > kim'm

(2.3.7)

olarak verildigi kolayca gb&riiliir. (2.3.6)5 denklemi polar ortamlarda
objektivite ilkesinin ifadesini olusturmaktadir. Uzun hesaplardan

sonra bu denklemin genel ¢Oziimliniin

~

$=¢ Cppy Ty )

oldugu gdrilir. Burada CKLve PKL

C r, = (2.3.8)

KL= X,k Xk * "kLT T Skmn X XN

1
2 kM, L
olarak verilmektedir. x icin verilen (2.2.4) ifadesi (2.3.8) de.

kullanilirsa

LA ?

. m
CKL-xk,K[coseakL-'-(1-cose) 2 6, -sin® ekzm‘e—ézL]
(2.3.9)
? ? 9 ?
Kk . k k 2
PKL-G,L;_6kK+Slne(:),L6kK-(1_0056)em:bkM(—e_)’LdzN

sonucglary elde edilir. (2.3.9) ile verilen yeni sekil defistirme

tansdrleri polar ortamlarda ortaya cgikar. C Cosserat sekil degis-

KL

tirme tanséri, ‘FKL egrilik (wryness) tans3rii adini alir. x xT =1

oldugu hatirlanacak olursa- { Cosserat deformasyon tansdrlli ile



elastisiteden bilinen C Green deformasyon tansérii arasinda

c..C c-ccT

Cr® Cxmlin o

bagintisinin var oldufu gdrilebilir (2.3.7) ve (2.3.8) ifadeleri

(2.3.6)3 ve (2'3'6)4 denklemlerinde kullanilirsa gerilme tansdriiniin
ve gerilme ¢ifti tanstrinin I ve C ye bagli ifadeleri
¢ o¢
tye =P Xy k XoL Y Tee = P Xy x XoL o (2.3.10)
KL LK

ile verilir. Uzaysal koordinatlarda yazilan t ve m tansdrlerini
referans konumundaki maddesel koordinatlarda yazilan T ve M tansér-

lerine baglayan ifadeler, p:.pro esitligi de disgiiniilerek

t =J’1

) X & Xo1 Tk (2.3.11)

-1
Tee + Mee=9 %ok Xor ke

seklinde yazalabilir. Sekil degistirme enerjisi i¢in X= p°¢ tanimi

kullanilirsa
82 oz
TKL: " , MKL: o (2.3.12)
KL LK

oldugu goriliir. Burada X=X (C

denklemlerinin maddesel formu

KL’PKL) dir. (2.3.1) ve (2.3.2) alan

Tew® Ten X Mg = Mo %o (2.3.13)
tanimlari ile

TKk,K+po fo=p U (2.3.14)

MKk,K+ekmn xm,KTKn."poik: Po % (2.3.15)

seklini alar. (2.3.173) tanimlari (2.3.11) ifadelerinde kullanilirsa

X (2.3.16)

T, =Jdt, X , M Mok K, 2

Kk 2k K, 2 J

Kk =

esitliklerinin gegerli olduBu goriiliir. (2.3.16) denklemlerinde t ve
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m yerlerine (2.3.6) denklemlerindeki ifadeleri yazilirsa maddesel
koordinatlardaki gerilme ve gerilme ¢ifti tansérleri

3z 4 0%

Tgk = ox v M= Agy 5
k,K Pp.x

(2.3.17)

olarak elde edilirler. (2.3.17) ifadeleri alan denklemlerinin
maddesel formu olan (2.3.14) ve (2.3.15) denklemlerinde yazilirsa,

kiitle kuvvetleri ve kiitle kuvvet g¢iftlerinin olmamasi durumunda

d )
ox, ox . O K #38
K k,K
4 0 8z » ) 2 .
Alk ?X— —;__ * AIlk,l( 8 * €xmn xm,K ax = Po% (2.3.19)
kK %2k Pe,x n,K

sonucu elde edilir. (2.3.6)5 denklemini kullanarak (2.3.19) denkle-
mini daha diizgiin bir gekle getirmek miimkiindiir. (2.3.6)5 denkleminde
t ve m yerine (2.3.16) ifadelerindeki esitleri yazilir ve (2.3.17)

denklemleri kullanilirsa

e & > 4 8T ez
kmn “m,L + A —— +A —_—=0 (2.3.20)
v 2% 2,1
n,L Pe Pe,L

sonucu elde edilir. Bu denklem (2.3.19) da kullanilirsa alan denk-

lemlerinin maddesel formu

0 oz
=p ¥ (2.3.21)
ok
OXy  dxy
3 oz 8z ]
- =p A o (203-22)
o Rk &
axX

kK 9% x 9%

seklini alir. (2.3.21) ve (2.3.22) denklemleri nonlineer, anizotrop
polar bir katinan kiltle kuvveti ve yutle kuvvet c¢iftinin olmamasa
durumunda genel alan denklemleridir. Hatirlanacagi gibi polar bir
kati i¢in o (2.2.11) ile verilmigti. (2.2.11)in agik yazilmasi ile o
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Alm ch

% = ke Ve = Ik Xuk XoL (2.3.23)

olarak bulunur. Mikro dlizeyde anizotrop olan polar bir cisim ig¢in o
nin ne kadar karigsik oldugu (2.3.23) ten agikga gdriilebilmektedir.

Ozel olarak polar cisim mikro diizeyde izotrop ise, oldu-

JKL='16KL
gundan o

Azm q’m =

% =9 OkL Xk XaL Ao %
seklinde yazilabilir. Bu durumda mikro ve makro dilizeyde anizotrop

olan polar bir kati icin (2.3.21) ve (2.3.22) 8lan denklemleri

o oz
=p_ ¥ (2.3.24)
o'k
BXK 6xk’K
8 8 )2 -
o - = Akz (9,¢p)q>£+'yk2 (9)(})2 (2.3.25)

k %%k 9%

~

olarak elde edilir. Burada g®riilen A ve v biliyliklikleri kat:r mikro

dizeyde anizotrop ise

Meg = Po kL Ark ek Xur, Amp * Xk Xur, Ame * Xrk Xor Ame)

(2.3.26)
Yo * Po kL Ak Xk XmL Ame

seklinde, kati mikro diizeyde izotrop ise JKL=J6KL olacagindan

lld: poJ"*tnk Aml
2(1-cos @) 1 (2.3.27)
= poJ[2(1-cos )8, ,+ (- ————+1) °k°’£]'7

¥
k& o e

seklinde yazilirlar,

Eger polar ortam izotrop olarak alinirsa, i¢ enerji fonksiyo-
nu I, arglmanlari olan ve hig¢ bir simetri 6zelligine sahip olmayan
C ve I ikinci mertebe tansdrlerinin ortak invaryantlarin izotropik

tansér fonksiyonu olarak yazilabilir. C ve I' tansdrlerinin ortak
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invaryantlari onbes tanedir ve bu invaryantlar (tr=trace)

1 1

I,.=trC , I ,=-trc2 . I =—1;r~c3
1 2 3
2 3
! 1 2 A1 L 2 21
I, =—trCC ' I._.=trC° C . I,=—-trC C
b 5 6
2 2
2 2
I7=tr'CI' , 18=tr{3r , Ig=tr'c r (2.3.28)
1 ’ 1 3
Im: tr I , I,”:— tr T , I1z=—trl‘
2 3
L 1 2.1 T 20
I,,=— tr PT , I, =trrTr , I z-—trrr
1375 1% 1575

olarak verilmiglerdir [6]. Izotrop durumda eger I argiimanlari olan C
ve I' tansrlerinin invaryantlari cinsinden yazilacaksa I' nin mutlak

bir tansdr olmadifina dikkat edilmelidir. Gergekten

KL

XL eKMN xm L

M: XmN

[SCR

olarak tanimlanan I’ ikinci mertebe tansoriiniin X koordinat takimindan

X’ koordinat takimina gegisi gbsteren

K L
8X X
KL MN
r = 7 5 r (2.3.29)

aXx 0Xx

doniiglim kuralini saglayip saflamadigina bakildiginda (2.3.29)
ifadesinde ddniigimiin determinanti garpan olarak ortaya g¢ikmaktadar.
Bunu gdrmek igin X° takiminda T' tansdrid yazilarsa

KL ! JKMN .m L .,
=—E€ X

r . X
2 M: mN

elde edilir. X’ takimindaki bilyiikliiklerin X takimindaki bilesenleri-
ne sekilde bagli oldufuna bakilirsa
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BXK ax'K ax'M ax'N
KMN PQR
€ = det ( L) 3 5 7 €
ax’ X ax ax
ax> ax>
[ _ -n n .. n - 3
X'mN=Xpn €& N=%;n& Oy = Xp, & Cg ax N Xmn & ax N
.L 4]
X" L__xm L'gn'_ X v X 2" ox
M: n; M n: axV U ax'M
donlisim kurallarini sagladigi goriillir. Burada eKMN agirlikla bir
tansdr oldugundan X— X° donlislimiinin determinanta c¢arpan olarak
gelmigtir. Bitln bu ifadeler P'KL ifadesinde yazilarsa
1 ax¥ ax® ax™ ax N axl axV xS
rKL_ det ( y <FOR X" v X
= . <
2 axt axP ax? ax" ax’ axMax’V U: “mS

elde edilir. Bu ifade Kronecker deltalarinin kullanilmasiyla basit-

lestirilirse
K X oL
! ox” ax’" X" o
I =—det (—) — N ° X Xmr
2 ax’"  ax’ 8x :
K
oX X .ol
r KL get o o) axM axN ' (2.3.30)
ax”’ 8x  8Xx

oldugu goéritltir (2.3.30) ifadesinden T 'nin agirlikla bir taﬁsbr
oldugu agikca gtrilmektedir. I'nin agirligr 1'dir. Hemitropik malze-
melerde yani donme matrisinin proper ortogonal gruptan olmasi
durumunda (2.3.30) P ifadesinde c¢arpan olarak gtrilen doniislimiin
determinant: isaret degigtirmez. D&nme matrisinin tam ortogonal
gruptan ailndlél izotrop malzemelerde yani yansimalara da izin
verilen durumda doniiglimiin determinanti isaret degigtirir, -1 olur.
Hemitropik malzemelerde %, (2.3.28)  invaryantlarinin izotropik
tansdr fonksiyonu olarak yazilabilirken, izotrop malzemelerde bunu
yapmak mimkiin olmaz. Tam ortogonal doniisiimler altinda degismezlik
olan izotropi durumunda T 'yi igeren invaryantlarin tek kuvvetli
terimleri bu dénilisiimler altinda isaret degistirdigi ig¢in % fonksiyo-

nu form invaryant kalamaz. lzotrop halde Z'nin invaryant kalabilmesi
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icin I''y1 igeren invaryantlarin tek kuvvetli terimlerinin katsayila-
ri sifir olmak zorundadir. I bu durumda T'yi igeren invaryantlarin

¢ift kuvvetlerine bagli olmalidir.

(2.3.12) ifadeleri kullanilarak, izotrop polar bir kati igin

nonlineer biinye denklemleri

Ts 3 — —
or, aC (2.3.31)

15 8% oI,

M=% T

*' o1, or

seklinde yazilabilir. (2.3.28) ifadelerinde g®riilen invaryantlarin C
ve I’ biylikliiklerine gbére tlirevlerinin

8T o1 81 oI
Ay, 2o, .7, e
aC aC aC aC
8T a1
—S.c.c'e.ce’, —b.c?c.c'c?
aC aC
a1 a1 a1
o', BT Borlelse' !
aC aC aC
(2.3.32)
a1 a1 a1
—T.e, Z-rec.cr, —3-¢?
ar T T
8149 81,4 01, o 8L;3 4
-—T:I N =T, — =r , - =T
ar ar T ar
81 8T
-—11—"=rr7+r7r+rTZ , -—?:rrmaf r'’r
aT ar

olduklari hemen gbérilebilir. Bu durumda (2.3.31) ifadelerindeki

gerilme ve gerilme ¢ifti tansérlerinin maddesel formlara



=15

T=2,T+2,C 42 %42, Cxa c?.c'csceh

3 5

2 «c?e'.e'e?y . A, r . A T s A, a'e’.e'rh

(2.3.33)

2 2
M= A7C+18 (rc+Cr) +A9c +A1OI+A11P+ AT

T T T 12 T2 T2
+A131' +A1"(I‘l‘ +PIra+T )+X15(l'l' +Tr)

olarak elde edilirler. (2.3.33) denklemlerinde gbtriilen I birim
matrisi gtstermektedir. Ai(i=1,15) katsayi fonksiyonlari

oz
A, = ——

aIi

olarak tanimlanmiglardir ve onbes invaryanta bagli ifadelerdir.

Makro dlizeyde izotrop olan bir katida I i¢ enerji fonksiyonu
onbes invaryanta bagli olacagindan (2.3.24) ve (2.3.25) alan denk-

lemleri makroizotrop bir kati igin

3 9 @9z oI
_F — i

GXK i=1 aIi ox

= Po¥xk

k,K

8 15 9z aIi 15 98I aIi . .
pX - =Ak£(v,v)¢£+'ru(v)¢2

GXK i=7 aIi a‘pk,K i=1 aIi acpk

seklinde yazilabilir. Katinin mikroizotrop olup olmamasina gtre Akl
ve Y, igin verilen (2.3.27) ve (2.3.26) ifadeleri gecerliligini

korumaktadir.

Bu ¢aligsmanin amaci nonlineer polar ortamlarda diizlem dalga
yayilmasi problemini asimptotik olarak incelemek oldufundan, bundan
sonraki b&liimde bu galismada kullanilacak olan ve Taniuti ve Wei [7]
tarafindan gelistirilmis olan indirgeyici (rediktif) pertiirbasyon

yéntemi tanaitailacaktar.



-BULUM 3

INDIRGEYiCT PERTURBASYON YUNTEMI

3.1. GiRrls

Son yillarda fizigin birgok dalinda ortaya ¢ikan NKDD sistem-
leri defisik pertiirbasyon teknikleri ile incelenmigtir. NKDD sistem-
lerinin degisik pertiirbasyon teknikleri ile incelenmesi sonucunda
sistemlerin asimptotik davraniglarini karakterize eden bir, bazen
de birden gok nonlineef denklem elde edilmistir. Bunlar arasinda su
dalgalarindan plazmaya, nonlineer optikten defisik siirekli ortam
modellerine kadar genis bir yelpazede dalga yayilmasi problemleri
sayirlabilir. Ilgilenilen konuya yakinligi itibariyle viskoelastik
ortamlarda dalga yayilmasi ile ilgili olarak [8], [9], [10], termo-
elastik ortamlarda [11], [12], [13], Diatomik katilarda [14], cubuk
ve plaklarda [15], [16] calismalary referans olarak verilebilir.
Simdiye kadar verilen &rnekler bir boyutlu yani tek konum boyutunu
igeriyordu. Nonlineer, elastik plaklarda iki boyutlu dalga yayilim:
problemi pertiirbatif bir ydntemle Potapov ile Soldatov [17] tarafin-
dan incelenmig ve iki boyutlu skaler bir denklem olan Kadomtsev-
Petviashvili denklemi elde edilmistir. Esaslari [18] numarali refe-
ransta verilen isin metodu kullanilarak degisik silirekli ortamlarda

elde edilen iki boyutlu evoliisyon denklemleri [19] da verilmistir.

Kabaca bagliklarandan bahsedilen bu c¢aligmalarda bir boyutlu
diizlem dalga veya boyuna dalga yayilmasi problemleri incelenmis,
degisik pertirbasyon teknikleri veya yaklasimlarla denklem sistemi-
nin uzak olan davraniglarini veren nonlineer skaler denklemler elde
edilmistir. Bunlar sistemin dispersif veya dissipatif olmasina
bagla olarak uzun dalga yaklagsimi igin Korteweg-de Vries (KdV),
Burgers denklemleri veya onlarin genellestirilmis formlari, kisa
dalga yaklasimi icin Nonlineer Schrédinger (NLS) denklemi olmakta-
dir. Bu ¢alismada nonlineer polar katilarda diizlem dalga yayilmasi
problemini asimptotik olarak incelemek igin segilen ydntem indirge-

yici pertilirbasyon ytntemidir.
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3.2. INDIRGEYICI PERTURBASYON YUNTEMI

Indirgeyici pertiirbasyon ybntemi genel NKDD sistemini, siste-
min uzak-alan (far-field) davranisini karakterize eden bir veyz
birka¢ nonlineer dénkleme indirgemek igin sistematik bir yol &nerir.
Yontemin uzun dalga yaklasimi durumunda genel formiilasyonu Taniuti-
Wei [7] tarafindan verilmistir. Yéntem hem disipatif hem de dis@er-

gif sistemleri karakterize edebilen

ou ou S P 0 8 0
— +A(U) —+[z I (H:——-(-Ku—)]U:O, p>2 (3.2.1)
ot oX B=1 a=1 at [6) 4

denklem sisteminin uzak-alan davranisini incelemek igin gelistiril-
mistir. Burada U, u1, u2,...,un bilegsenlerine sahip bir kolon wek-

tér; A, HB, KB
o a

U'nun fonksiyonlara olan nxn seklinde matrislerdir.
Yazarlar Once Gardner ve Morikawa'nin soguk plazmada hidromanyetik
dalgalarin uzak alan davranisini incelerken yaptiklari doniisiime

benzer bir koordinat déniislimii &nermislerdir [20]:

1
E=e® (X-2t) , t:ea+1t , = — (3.2.2)

p-1

Burada € kiiclk bir parametredir ve daha sonra goriilecegi gibi
lineer denklemlerin uzun dalga yaklagsiminda asimptotik davranigindan
elde edilir, A ise U:!&)igin A(Uo)=no matrisinin &zdegerleridir.

B _B

U, A, Ha’ Ka ifadelerinin U::Uo sabit ¢bzimii civarinda

v: ¥ Ju, , a- %I,
= j:O J
(3.2.3)
HB= °z°e‘] HB s KB: GZ,EJKB.
a L) aj

seklinde seriye acilabildikleri varsayilmistar. (3.2.2) koordinat
donligiimii ile birlikte (3.2.3) agilimlari (3.2.1) denklem sisteminde
yazilarak e'un kuvvetlerine g&re denklemler hiyerarsgisi elde edil-

mistir. Bu denklemler €'un kuvvetlerine gbre siralanacak olursa
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a+1 aU'I
O(e” ): (-XI#—AO) —=0 (3.2.L)
13
ou au ou
O(ea*z): (-AI+A)——E=———1-—[U « (V A) ]——l
o 1 u ‘o
i1 a1 ot
P
5B U
+zn(-xnﬁo+xgo) —1.0 (3.2.5)
B o BEP

seklinde denklemler elde edilir. Burada Vu, U'ya gbre gradyzn

n
operattriinli gbstermekte; UsV = .3 ve A= U1 . (VuA)o tanirlar:

u” 2t du,
kullanilmaktadir.

Ao'ln A bzdegerine karsi gelen sabit sag 6z vektdri R 1ile

gosterilirse
(A -XI)R=0
o

yazilabilir. Bu durumda (3.2.4) denkleminin ¢&ziimi

U1: R 01(§,1)4-V1(T) (3.2.61]
seklinde v?rilebilir. 01(5,1) ve V1(1) keyfi fonksiyonlardir. E—o

icin U*Uo oldugundan, E—-® jicin U1*0 gecerlidir. B&ylece (3.2.6)da-
ki t'ya bagla V1 fonksiyonu sifirdir. (3.2.5) denkleminden Uz‘ nin
¢Ozlilebilmesi ig¢in U1'in, uygunluk kosulu denebilecek bir denklemi
saglamasi gerekmektedir. (3.2.5) denklemi Ao'ln A bzdegerine kars:

gelen L sol Gzvektdrui ile carpilirsa

o, au, 'S B 8 8 a”u1
Le—a+Lo[U (V&) J—+LeIT(-AH _+K ) ——=0 (3.2.7)
Bt u-'o” o B a Y. To] ®o aEP

elde edilir. U1=1261(£,1) ifadesi (3.2.7) denkleminde yazilirsa ¢1
igin

P
64)1 6@1 8 4’1

—a+C, 0, —— +C, —— =0 (3.2.8
ar | ' ag 2 5P

denklemi elde edilir. Burada
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C,= Le[R- (vula)o R1/ (L*R)

C.=L- (-AH2°+K20)R/(L°R)

™M »m
e W™

olarak tanimlanmislardir. Dikkat edilirse (3.2.8) denklemi p=3 ig¢in
KdV, p=2 ig¢in Burgers denklemine ddniislir. Genel olarak p'nin tek
kuvvetleri icin KdV'nin genellestirilmis formlari, ¢ift kuvvetleri
igin ise Burgers denkleminin genellegtirilmis formlari elde edilir.

(3.2.1) denkleminde oldugu gibi sisteme uygun Gardner-Morikawa
dénuslimli bulunmadif: hallerde denklem sisteminin lineerlestirilmis
haline ait, k-dalga sayisainin kiiglik deferleri igin (uzun dalga
yaklasimi) dispersiyon bagintisina bakilir, efer dispersiyon bagin-

tisi1 a ve b reel sabitler olmak lizere
3
w=ak+bk’+...

seklinde ise sonlu genlikli dalga yayilmasi incelenmesi durumunda
orijinal NKDD sisteminin asimptotik olarak KdV veya onun genellegti-
rilmis formlarina indirgenecegi s&ylenebilir. (Cilinkii sonlu genlikli

dalga yayilmasi probleminden gelen zayif nonlineerlik ilem:a.k-+bk3

gseklindeki zayif dispersiyonun birbirini dengelemesi sonucunda
sistemin asimptotik davranisini karakterize eden denklemin KdV veya

genellestirilmis formlarindan biri olmasi beklenebilir.

Dispersif veya dissipatif sistemlerin hangi kosullarda nonli-
neer skaler denklemlere indirgenebilecegi heniliz tam olarak belirlen-
memistir. Taniuti ve Wei [7] (3.2.1) sinifindaki denklemler icin u-
zun dalga yaklagimi altinda asimptotik ydntemi geligtirmislerdir.
Gene bu konuda Washimi ve Taniuti [21], Kakutani, Ono, Taniuti ve
Wei'nin c¢alismalari sayilabilir [22] . Dispersif sistemlerin uzak
olan davraniglarinin genis bir incelemesi Jeffrey ve Kakutani'nin
[23] calismasinda verilmistir. Biitlin uzayda baslangic deger problem-
lerinin daha genel bir incelemesi Teymur ve Suhubi'de [24], yarim
uzayda sinir deger problemlerinin incelenmesi Teymur ve Suhubi'’'nin

[24] ve [25] calismalarinda verilmistir. Ayni asimptotik y&ntemin
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dalga modiilasyonu durumunda incelenmesi Taniuti-Washimi [26] ve Tani-
uti-Yajima'nin [27] galasmalarinda bulunabilir. Bu ydntemin yanisira
NKDD'leri asimptotik olarak incelemek i¢in degigik pertiirbasyon
teknikleri Jeffrey ve Kawahara'nin [28] kitabinda ayrintili olarak

incelenmistir.

Bir sonraki b&limde, nonlineer mikropolar ortamda bir boyutlu
diizlem dalga yayilmasini karakterize eden NKDD sistemine bu bd&liimde
anlatilan pertilrbasyon yoéntemi wuygulanarak sistemin uzak alan

davranigsinl gtsteren denklemler elde edilmeye g¢aligsilacaktir,



BOLUM 4

MIKROPOLAR ORTAMLARDA BIR BOYUTLU DALGALAR

4.1. GIRIS

Bu bdlimiin amaci alan denklemleri (2.3.24) ve (2.3.25) ile
verilen nonlineer, anizotrop polar bir katida diizlem dalga yayilma
problemini 1Indirgeyici Pertiirbasyon Yéntemi ile incelemektir.
Ikinci kisimda nonlineer polar kati ic¢in diizlem dalga yayilmasa
durumuna ait bir boyutlu alan denklemleri elde edilmigtir. Elde
edilen denklemler, Indirgeyici Pertiirbasyon Y&nteminin tanitildiga
ticlincli b6liimdeki (3.2.1) denklem sinifina girmediZi i¢in denklem
sisteminin 1lineerlegtirilmis formunun dispersiyon bagintisina
bakilmistir. Optik (yliksek frekans) ve akustik modlarin (algak
frekans) kiicllk ve bliyilk dalga sayilari icin asimptotik davraniglari
incelenmistir. Lineer duruma ait frekans bagintisina bakilarak bu
sistem ig¢in uygun koordinat uzatmasi denebilecek Gardner-Morikawa
doénilisiimiiyle alan denklemleri yeni koordinatlarda yazilmigtar.
Bagimli degiskenler zayif dispersiyonun 06l¢iisli olan kiligiik bir
parametrenin kuvvet serisine agilmig, elde edilen denklemler hiye-
rarsisinden pertiirbasyon agilimindaki bagimli degigkenlerin sagladigi
nonlineer skaler bir denklem elde edilmistir. Elde edilen nonlineer
skaler denklemin "yalniz" dalga (solitary wave) c¢oziimleri aranmis,
daha sonra problemin fizifinden gelen &zel durumlar incelenerek

tartisilmistir.

4.2. POLAR ORTAMDA DUZLEM DALGALAR VE LINEER DISPERSIYON BAGINTISI

Alan denklemleri (2.3.24) ve (2.3.25) ile verilen nonlineer

polar katiya ait X fonksiyonu deformasyon gradyani, dénme vektdri

ve dénme vektdril gradyanina baglidir: =3I (xk k' ®r O K) [6].
Bu durumda (2.3.24) ve (2.3.25) alan denklemleri
622 622 822
X + ) + ® =p U
2,LK 2,K £2,LK o k
0% k %%, 1 8%y x 99, Ox, k2% 1.
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8’z a’s o’z oz
X + ———— + —_—0 -—
2,LK 2,K 2,LK
99,k %%y L 39y x 9% 8%,k 2%, 1 89y
= Aot Vg ¥y (4.2.2)

seklini alir. Hatirlanacagi gibi A ve ¥

sin © sin 6 P 9 1-cos @
A = 6 .+ (1- ) - ( e 9
k2 o k2 o e2 e2 k&m "m
P 90 P
Xp = coseék£+(1-cos 0) ez - sin 8 eklm:

olmak {izere (4.2.2) denklemindeki A ve y katinin mikro diizeyde an-
izotrop veya izotrop olusuna gére (2.3.26) ve (2.3.27) ifadeleriyle

verilmistir.

Alan denklemleri (4.2.1) ve (4.2.2) ile verilen nonlineer
polar katida X::XKNK yayilma eksenindeki koordinat olmak lizere
diizlem dalga hareketini karakterize eden gsekil degistirme alana

xk(){,t)=xK Gk +uk(x,t) (4.2.3)

K
ile verilir. Burada NK (K=1,2,3) yayilma dogrultusundaki birim
vektdri gostermektedir. (4.2.3) sgekil degistirme alanindan yer

degigstirme ve ddnme gradyanlari igin

axk auk oX
— - —2 — -6 __+p, (X,t)N
kK * kk T P Y K
X, X 8X,
(4.2.4)
a¢k_ 6¢k 8X_ 8¢k y
83X, ax ax, ox X

K K

ikinei gradyanlar icin de
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2 2 2

0 x op
K . Xy N - NN (4.2.5)

GXK BXL oXx

bulunur. Burada

auk(X,t)

p,(X,t) =
k ax

olarak tanimlanmigtir. I i¢ enerji fonksiyonunun gradyanlara gore

tlrevleri ic¢in

ol alx % 8%
- o = — NKNL . -~ = - NK (4.2.6)
k,K %%, L Py 9Py ek 9%,x

ifadeleri gegerli olur. X degiskenine gbre kisml tiirev operatdrii

icin

3
—()=()"
4

tanimini da kullanarak (4.2.4) - (4.2.6) ifadeleri, NKNK= 1 oldugu
gézdniinde tutularak (4.2.1) ve (4.2.2) alan denklemlerinde yazilir-

sa, yayilma dogrultusu X olan dizlem dalga denklemleri (k=1,2,3)

8’z 8’z 8%z
p£+ q)é + - tpé': poﬁk (4.2.7)
dp, 9p, 9p, 89, dp, 99,
a’s a’s 8’z P> .
, Pp+— S Eraail Vb WA FE WL (.2.8)
99, 9py 89, 09, 89, 99, o9,

olarak elde edilir. Polar katilarda dilizlem dalga yayilmasini karak-
terize eden (4.2.7) ve (4.2.8) denklemleri, I fonksiyonunun argiiman-

larina kuadratik olarak bagli olmasi diginda her zaman nonlineerdir.

Ikinci mertebeden kisml diferansiyel denklemler olan (4.2.7-8)

sistemi
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—__E-w —_—=c ()402.9)

tanimlari ile

8’z ap 8’z 3tz o¢ av
2 2 k
+ ¢2+ -po-——=0
8p, 8p, 8X 8p 3¢, 8p, 8¢, 08X at
ov ap
_.E_——kgo .
ax ot (4.2.10)
622 op 622 622 o¢, 98I
2 £
+ by ——— —-— -1, (@,W)w,
8¢, 8p, 90X 3¢, de, 3¢, 8¢, 8X B9,
ow
£
ot
ow 8¢
e My
8x ot
atpk
W -——s= 0]
ot

birinci mertebe denklem sistemine indirgenebilir. (4.2.10) birinci

mertebe denklem sistemi matris formda

A(U)Ut+-B(U)Ux4-C(U)=O (4.2.11)

seklinde yazilabilir. Burada

- 2
- 1 °x
v T 07 - ——— -
P, 9P, B89, "2
p I
U=| w A= c- 0 2
= v A% Y B N i PR
¢ T ke "2 B¢ 09, 4" By,
[ 0 I‘A o
- W, P




-25 =

1 0z 1 02
0 -— —2=— 0 _—,— 0
P Bpkapl Po apk6¢2
-I 0 0 0 0
2 2
L X 92z
B= 0 - —— 0 — — 0
84, 0, 8¢, 04,
0 0 o 0 0
0 o 0 0 o

olarak verilmektedir. U ve € (15x1) boyutlu bir vektdér, A ve B
(15x15) boyutlu matrislerdir.

Polar ortamlarda diizlem dalga yayilmasini Kkarakterize eden
(4.2.10) denklem sisteminin matris formda (4.2.11) ile ifade edile-
bildigi g&rildii. Onceden de belirtildigi gibi bu ¢alismanin amaci
diizlem dalga denklemlerini asimptotik olarak incelemektir. Ancak
denklemlerimiz (3.2.1) formunda yazilamadifi i¢in uzun dalga yakla-
siminda indirgeyici pertiirbasyon yéntemini hemen uygulayabilme
olanagy yoktur. Bu durumda izlenecek yol Jeffrey ve Kakutani'de[23]
belirtildigi gibi orijinal denklem sisteminin 1lineerlestirilmis
dispersiyon bagintisina bakmaktir. Adi gegcen yazarlarin belirttifine
gbre lineerlestirilmis dispersiyon bagintisi, k dalga sayisinin
kiigllk degerleri igin, a ve b sabitler olmak {izere

ws= ak+bk3+ .o
formunda ise, 1ilgilenilen sistemde kiiclik fakat sonlu genlikli
dalgalar asimptotik olarak KdV . .denklemi, bazen de KdV'nin genelles-
tirilmis formlari ile karakterize edilirler. Bu fikir izlenerek
(4.2.10) sistemi sabit bir durum civarinda lineerlestirilirse
(k=1,2,3)

ol ap, als als 24, av
( ) + ( )b, + ( ) -p =0

8p, 00, ° 98X  8p 29,° £ op, 84,° 8  ° 8t

(4.2.12)
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8%z op, alx 8’y 8¢, o 2%z
(a 5 5 X +(aq, 3 Yo ba (a¢ 8¢ £ ax (a 0" (a 8 Y0Py
b, Op, k9% k%% Py k9P,
3%z 8’z ow,
- (;—a-—)o ‘Pz- (a——a¢—)o ¢2 - (lkl)o W2 - (Ykl)o -——=z=0
Py 9% P 0%y at

denklemleri elde edilir (4.2.10)'un difer denklemleri lineer formda-
dir. Bu lineerlegtirme esnasinda henilz katinin makro ve mikro

diizeyde izotrop oldugu kullanilmamgtir. Izotrop lineer bir kata
igin I fonksiyonu

1

z:—[xsubmn»f(u+‘nv)5km5m+g6 & ](uz’k"

> kn 1m '*elkp¢p)(un,m*'enmrqr)

1

+—~(ad 6§ +v6

B6
2 kf mn

km 62n * kn 62m) "’k,z q’m,n

olarak verilmistir [5, 691s.]. Bir boyutlu problemler ig¢in I fonksi-
yonu

1

2
=~ [Ap,] + (n+n) (pn P,+ 2P €

2
" ¢p+2¢m¢m)+u(p1+2pme

nir 1mr q’!‘

20 ) +ag v ye b B9, ] (4.2.13)

formunda yazilabilir. (4.2.13) ifadesi kullanilarak (4.2.12) denkle-
minde goriilen sabitlerin

z = 2H+ A+, =X =2z =2 =0
P P, P4Pp  P4P3  P4® . Pty

z =p+n , I =-x, I =X =X =z =0

z = U+ pA =2 , z =2z =3 =0
P3Ps P39, P39, P3@3 Pgd, (4.2.14)
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Z z a+B+y, Z =2n, X =2 =2z =2 =2 =X =2z =0
z =y, Z =2x , X =2z =Z =2z =0

b4, 9,9, bobs @,y 9P, 9,03
) = , Z =2 , X =2z =2 =2 =X =0

b345 i ?395 b4, P3Py P3P; 030, 930,

olduklari goriiliir. Burada Z p =(622/6p16p2 tanimi kullanilmistir.

PqP; o
Lineer teoride A , =6 6, .. oldufu disiinillrse (A y),= 0,

e ke Xk~ %kk
(Yk2)0= JKLﬁkKZGIL oldugu kolayca goriilebilir. Mikroizotrop kati
igin (Ykl)o:‘Jakz dir.

Makro ve mikroizotrop kati igin

azu 1 622 azu
L ., N
B 20 2
8t e, Op, 9 X
azu 1 622 azu 1 azz op
2 2 3
o oy 07 ° Ok 5, Smyow,® ox
Py P2 Po P2 9%3
azu 1 622 aZu 1 622 d¢
3 3 2
5 - ( 2)0-———5 -— )o =0
ot p0 ap3 0x Py ap36¢p2 0xX
(4.2.15)
32¢1 1 622 62¢1 1 622
- ( ) + ( 2) ¢1 = o
2 2% 2 o
at poJ a¢1 oX poJ 6¢1
62¢ 1 622 82¢ 1 622 1 622 du
22‘ —3) 22+ (— )0+ ( ) - 0
ot poJ a¢2 oX poJ 6¢2 poJ a¢zap3 oX
62¢ 1 622 82¢ 1 622 1 622 du
3-— Po=F + — 70 O3+ — )o <0
ot poJ 6¢3 oX pOJ 8¢3 poJ 6¢36p2 aX

seklinde verilen lineer denklemlerde, boyuna yerdegistirme ve ddnme
vektdrid bilesenleri u, ve o, diger bliylikllklerle bagintili degiller-

dir ve sirasiyla lineer dalga ve lineer Klein-Gordon denklemlerini
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saglarlar. (4.2.15) denklemlerinden g¥riildiifli gibi ug
¢3 bilyiiklilkleri kendi aralarinda baglantili ama grup olarak kuple

ve ¢, ile u, ve

degildirler. (u2,¢3) ve (u3,v2) gruplari kuple lineer dalga ve Klein-
Gordon denklemlerini saglarlar. (4.2.15) lineer denklem sistemine
exp [i(kX-wt)] seklinde harmonik dalga ¢dzimleri aranirsa dispersi-

yon bagintilari u, ve P4 igin sirasiyla

1

w=z— X k™, w =z — X kn + — I (4.2.16)

(u2,¢3) grubu icin

4 2 2 2 2 2.2 2.2 2. 2 2. L 2
m+w(—a2k-a3-a1k)+a1k (azk-i-a3 )‘-akk:O (4.2.17)

seklini alair. Burada

1 1 1
2 2 2 4
a — 2 a, = a3 = —32 y 8y :——5—2

1 P2P; 2 pJ “’3"’3 p d *3%3 p.c3 P2®3

tirlmlarz yapilmistir. Zp P, g é ¢ ¢ ¢ ¢2 2 Z¢2¢2
Z 0 = Z esitllkleri gecerll 1 ugundan (u3, ¢2 ) gi%ti i¢cin de
(42 317) gispersiyon bagintis: gecerlidir. (4.2.16) ifadeleri boyu-
na dalgalar igin sirasiyla akustik mod (algak frekans) ve optik
modu (yilksek frekans) gostermektedir. Boyuna dalga durumunda
lineer dispersiyon bagintisina bakilarak akustik dalgalarin disper-
sif olmadifi, optik dalgalarin ise kuvvetli dispersif oldufu sdyle-
nebilir. Lineer durumda boyuna ve enine hareketi karakterize eden
denklem gruplari arasinda kuplaj olmadigi i¢in, ortamda bir sekilde
u

1

bilegsenleri uyarmadan ortamda yayilacaktir. Ayni gekilde u, enine

boyuna yer degigtirmesi

boyuna yerdegistirilmesi yaratilirsa bu sinyal uz,uB,wz, ¢3 enine

1
yaratmadan ortamda yayilacaktir. Benzer bir yaklasim 113 bilegeni

yerdegistirmesi ¢3 dénmesini uyaracak ama u

icin de gecerlidir. Enine dalga durumuna ait (4.2.17) dispersiyon

bagintisi ¢ozililirse

1
mi:;l(ai+a§)k2+a§i[(ai-ag)k4+(4a2+2a§a§-2a§a§)k ;i”z}
(4.2.18)
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sonucu elde edilir. Burada w, optik dali, w_ akustik dalil gbstermek-

tedir. k=0 i¢in

1
w=a :——-Z ’ wi:o
pJ 9393
3

z
dir. Bu sonuca bakarak optik dalgalarln( )'den bliyllk frekans-

larda, akustik dalgalarin biitiin frekanslar;;.:%;%labilecegi sbylene-
bilir. Yani a3 optik mod icin bir "cut-off" frekansi olusturmakta-
dir. k dalga sayisinin kiiglik degerleri ig¢in (4.2.18) ifadesi seriye
acilirsa optik ve akustik modlar i¢in sirasiyla

a# + a2 a2

w =a§+ -—l-*—2—2—lk2+0(klt) k-0

a
5 (4:2.19)

k O(ke) k-0

4
w? = azfl;z +a k +0(k 2) k—e
1 72
w = R kK" + 0k ) k-
a1-a2

sonuclary elde edilir. (4.2.19) ve (4.2.20) sonuglarindan yalniz
k=0 icin akustik modun =zayif dispersif, diger modlarin kuvvetli
dispersif olduklar: gérﬁlmektedir. k-0 icin akustik mod, a ve b

reel sabitler olmak lizere
we ak + bko+ ... (4.2.21)

formunda yazilabilmektedir. Burada a ve b sabitleri

azaz-al' al'(a azaz-a a.) a2
az (——3 SR B 23 13 2 't wez.z2)
a 2 a a,a,-a
3 3 193 %4
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olarak tanimlanmislardir. a ve b sabitleri lineer izotrop malzece

sabitlerine
2u+n 1 J 2 2p
1/2 1/2
as (— YTy (Cmape ) (—Y
.’f_‘p° 16 Py J 2+

seklinde baglidirlar. [5] sayili kaynakta verilen 2u+x >0ve x> 0,

[32] sayil: kaynakta verilen (%-u-n)zo esitsizlikleri geregi a ve
b sabitlerinin pozitif olduklari goriilmektedir. BSlimiin baginda da
sbylendigi gibi dispersiyon bagintisinin kiiglik dalga sayilari icin
u::ak-+bk34-... formunda olmasi (sistemin 2zayif dispersif olmas:

ilgilenilen sistemde sonlu ama kiiglik genlikli dalgalarin (zayif
nonlineerlik) asimptotik olarak KdV denklemi veya genellegtirilmig

formlari ile temsil edilebilecegini bekleyebiliriz.

4.3. ZAYIF DISPERSIF DALGALAR

Bu bdlumde (4.2.21) ile belirlenen =zayif dispersif bdlgede
uzun akustik dalgalarin yayilma problemi incelenecektir. Uygin
koordinat secimi yapmak icin, lineer dispersiyon bagintisinin klglk
dalga sayilari icin verilen (4.2.21) agilimi kullanilarak dalga
hareketinin faz fonksiyonu, k-0 igin

3

kX - wt = kX - (ak + bk )t+0(k5)

(4.3.1)
31:+(.)(k5)

zk(X-at)-bk
formunda yazilair. (4.3.1) faz ifadesi incelenirse,e (0<e<<1) dis-
persiyonun zayiflik derecesini gdsteren bir parametre yani e= O(kz)

olmak ilzere
£= e1/2(x-at) , T= 53/2t (4.3.2)

seklindeki Gardner-Morikawa koordinat uzatmalarinin yapilabilecegi

1/2

ortaya cikar [20]. E=¢ (X-at) doniislimil ile, a sabit hiziyla gi-

den bir gezen dalga (travelling wave) lizerine koordinat takim
tasinmis olmaktadir. (4.2.22) ifadesinden a blylikliigu, a:(2u+x/2p0)1/2
olarak hesaplanmigtir. Burada a'nin ifadesinde gbriilen u ve x enine

yerdegigstirme ve enine mikro ddnme dalgalarin yayilmasiyla ilgili
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sabitlerdir. (E,t) yeni koordinat takami, a sabit hiziyla hareket
eden dalganin {izerine tasinmis durumdadir. (§,T) koordinatlarinda

kisml tilrev operatérleri

0 i) 0 0 o
—=e1/2— , == e1/2(-a—+e-—-) (4.3.3)
aX 8k ot ot ot

bagintilarindan faydalanarak hesaplanirlar. (4.2.10) alan denklemle-

ri yeni koordinat takiminda yazilirsa

2 2 2
"z dp d°z 3"z 3¢ d )
31/2 2+ ¢2+ 31/2 z-poe1/2(—a——+ e—)vk=0
apkapz ot apka¢2 apka¢2 oF okF ot
ov o o
91/2—1(-81/2 (-a—+e—)pk=0
8¢ g o1
2 2 2
9z 1/2 ap‘e oz 0 I 1/264;2 o
£ + ¢2+ € - -Akzwz
d¢, dp o& 0¢ O0¢ 0d, ¢ 8t deo
k 2 k "% k™ "2 k (4.3.4)
0 0
e e1/2 (-a—+e——)w2=0
ot ot
ow o] 0
91/2——1‘—51/2(-a—+ €—) ¢k=0
8g dE ot
o 0
wk-e1/2(-a—+e——-) (pk:O
ot ot

denklemleri elde edilir. Burada zayif nonlineer dalgalarla ilgile-
nildiginden bundan sonra yapilacak is alan billylikliiklerini sifair
uniform durumu civarinda e'un kuvvet serisine agmaktir. Bagimla
degigkenlerin yanmisira, I i¢ enerji fonksiyonu da bagli olduZu alan
biyliklikleri aracilifiyla e'un kuvvet serisine agilacaktir. Ilk asa-
mada bagimli degiskenlerin e'a baglilifinin e'un kuvvetleri seklinde
olmasi hemen daima izlenen bir yoldur. Ancak bizim durumumuzda
kapali Z i¢ enerji fonksiyonunun argiimanlari olan pk,vk ve ¢k fonk~-

siyonlarina ne gekilde bagli oldugu bilinmediginden ve koordinat
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1/2

gériindiigiinden, biitiln bagiml: alan defigkenleri sifir tniform durumu
1/2

yonu ve onun bagimli defigkenlere gbre tirevlieri p,¢ ve ¢'ye bagli

1/2

oldugundan, £ ve ZI'nain tirevlerinin de € ' 'nin kuvvetlerine gbre

uzatmasi sonucunda (4.3.4) denklemi sisteminde e 'nin kuvvetleri

¢civarainda € 'nin kuvvet serisine agilacaktir. I i¢ enerji fonksi-

agilamlari gerekmektedir. Keyfi bir f analitik skaler fonksiyonun

sifar civarindaki Maclaurin agilima

2 3

df 1 d°f 1 d&f
1/2 1/2 3/2
£(e4)=£(0) + ( ) €/ b (——) et —(—) ...
de1;2 ° 21 de1/22 ° 3 de1/23 °

verilebilir. Keyfi f fonksiyonu, herbirinin e'a bagliliklari

@ 1/2 \n @ n 1/2

LR R CE LIS IR

n=1 n=1 n=1

ile verilen p, ¢ ve ¢ fonksiyonlarina bagli oldugundan, f ig¢in veri-
len agilim kisml tiiretmeler sonucunda uzun bir ifadeye ddniisecektir.

Gergcekten f fonksiyonunun agilimi

of ar of 1 of
£2100) 4+ L— ol + (—)_ Ve =) _pP1e" — (2 (—) 0P
6¢k 6¢k Bpk 2! a¢k
of of azf azf
s2(—)_ 4P v20—) P 2e—) oM 4P 2 (——_ ol PpV
¢ op, ° a9, 8¢, ° 8¢ dp, °
k k k 2 k £
2 2 Z
9 f ofr af
22— p el e ) Pl ——_¢{PelV
ap, 9¢ 8. 8¢, ° ag, a¢, °
k 2 k 2 k 2
2
arf 1 of of of
s ——) p M ew — 16— 0P s 86— P4 6(—)_pP
8p, 0p, 3! 6% 8¢, 9p,
2 Z 2
ar o f of
26— o 4P 6 (——) ¢£’)p§2)+6<—)° (0,(D
a¢k6¢z 9¢,8p, op, 0p,
2 2 2
0 f o f L
(1) (2) (1) (2) (1> (2)
+6(———)_ 9, 0, + 6(———)_ 4y B2+ 6(——)_ D, 9,

6¢k6¢2 op, 3¢, 8¢, 0p,



-33-

2 2 2
a°r 8- f o‘r
+ 6 ) p(1)¢(2)+6( ) ¢(1)¢(2)+6( ) ¢(2)¢(1)
3 3 ok £ 8 3 o 'k 2 8¢ 8¢ o 'k 2
P 9%, b 0%, k%%
3 3
a°f ORORO) o r ORORD
+ (—————) + (——) ¢ ¢, ¢
8 o 'k £ m o'm 2 k
<Pk6¢£6q>m 6¢k6¢16¢m
3 3
o’ r o’ f
o NROROROI. MRORONS
5 3 3 ok 2 m 5 5 3 o 'k 2 "m
Py 9P, 9Py ? 89,08¢, (4.3.5)
3 3
a’r o’ f
N YRR L0 AR [ A
8¢, 8, 0p 3¢, 08¢ ,34¢
k9P OPp . k% 9%y
3 .3
8’ f o’ f
60 EONOROND IRONORO
39 8¢ 8 m £ 'k 80. 8D 8 k "2 "m
Py 00y 9Py Py 0Py Py
o’ ORORO) o’ ) (1) (1, 32 2
+3(‘———"—‘_)0¢k d? ) +3(—"—_—_') ¢k pl P }9 "'"O(E)
8¢, 8p, 8¢ n 8¢ dp,dp O m
k OPg 0%y k OPg 9Py

seklini alir. Pertilirbasyon ag¢iliminda gerekli olacagindan Akﬂ(q,w)

1/2

ve Ykz(’) fonksiyonlarinin € ' 'nin kuvvetlerine gbre agilimlari

2
8 8 1 8°a
[(—Xk2y (D kz)o ":511)] V2, o kg , (1) (1)

Au(v,w) = (Ak2)0+ )o ®,  + ( (——_——gtpm ?,
d¢ aw 2 0J¢ 09
m m m n
3% azx LY
e 2( k2 )¢(1)w(1) . ke w(1)w(1)+2( 2y ¢(2)
om n o m n onm
0¢ 8w ow_ Ow de
m n m n m

i}
(ﬂ) w(z)] €+0 (83/2)

+2
ow
m
(.3.6)
oy 1 627
ke (1) _1/2 k2 (M (D
7k2(°)=(7k2)o+(a—)o¢m € +-‘_'[(__)o 0 %
¢m 21 a¢maqn
dv
+2 (——H)ocp;Z)] e+ 0 (33/2)
6¢m

olarak heéaplanlrlar.
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Biitlin bagimli deZigkenlerin

o= oM (/2

n=1
formunda yazilabildigi varsayilir ve Ongdrillen bu pertirbasyon

serileri (4.3.4) " denklemlerinde yazilirsa

2,4,5
a o0 i)
(-a— + ¢ —) (pl((1)e1/2+ pl(<2) £+ ...)-—(vl((1)e1/2+ vl((z)e-n- ...)s0
ot or 8¢ (k=1,2,3)
0 0
(~-a — + e—) (¢l((1) 1/2 L((Z)E + eea) = __(w}((1)e1/2+ wf{z)e+ vee)=0
CAT 0% (k=1,2,3)
(4.3.7)
0 0
2 ca—re—) 0" P gPen - Ve hu Per o0
ag 0t (k=1a213)

ifadeleri elde edilir. (4.3.7) denklemleri 91/2'nin kuvvetlerine gbre
diizenlenirse hiyerarsik denklemler elde edilir.(Burada ilgili alan ti-

yukleri ve tlirevlerinin £-= ig¢in sifir oldufu varsayilmistir.)

2, () ) () () (1) .
et v =-ap T, W ‘.-a¢k =0 , Wy =0 (k=1,2,3)
aq)(‘l) (4.3.8)
@__, @ @ _ @ @ Kk i
v =-ap o, W k Loe W =-a——— (k=1,2,3)
ot
€ igin bulunan denklemler dlizenlenirse
) (1)
o¢ de¢
v]((z):_ap}(f) , wl((z):-a k , l((Z)_ L (4.3.9)
oE X3
sonuclari elde edilir. 53/2 ve'e2 igin
(3) 1) (3) (2) (2)
3/2 8p, " Op " BV O ROB %9~
€ : -a + - =0, wk = -a ) k
ag o1 13 ot 8g
(4.3.10)
(&) (2) (%) (3) m (3)
dp dp av do oo 8¢
82 . _a k . k _ k -0 , w(‘r)_ a k . k ¢(4):__k__

3E a1 BE k BE st K ag
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m_,M

sonucglari elde edilir. wk = (bk =0 sonuglari, f fonksiyonunun:ag¢ili-
m1 olan (4.3.5) ve Akz 'nin agilim: olan (4.3.6)1 denklemlerinin
basitlesmesini beraberinde getirecektir. Bu sonuglari kullanarak
ilgili alan biiyilkliiklerinin pertilirbasyon serileri (4.3.4)1 ve
(4.3.4)3 denklemlerinde yazilir, I ve Z'nin tiirevleri ic¢in (4.3.5)

ifadesi kullanilirsa

0 i) 1
51/2(-a—-—+ e —) (vS) e1/2+ V1(<2)€+Vl(<3)83/2+...)-—— 51/2,
3E ot P, PPy

1
M, = My M2, _(25 @, 23 (2)

+(2 e+ P ¢
PPe®py PPgPp @ 2 PyPe%p © PPedp 1

p(2)+22 (1) (1)+z ¢(1)¢(1)
P PyP, W P, P,%. P, n P Pp®, %, n

(1) 0@ 5

ap P
(1)pr(11))s+...]( - 91/2+ 2 .-t 83/2-1-...)

PPePpPy M oE aE 8E

+22

1
P A 51/2+—(2Z qp(z)
p Pk Pp®,® PPy 2 Py%%

o 4 ,512)“2’3 (1) r(l1)+z ¢(1)¢(1)
P ?, P Py P PP, PP PPp®n®, n

(2) (3) 3/2 _ 1/2 (1)
+zpk"’zpmpnpm N ...](4,2 e+ ¢, e +.o..) - [(zpk"’z"m%

172 1 (2) 2)

(2)
+— (22 o ‘+22Z ¢ "+ 22
PybgPp 2 Pedpop Pbydy m PréyPpy

W, (1) (0 )_()
P g ®qP *m Pn +Zpk¢2¢mq)n Pn P +2pk¢2pmpn P, Pp e+ ... ]

20 (3)

94
( €+ 2 93/24-...):0

12 ag

(4.3.11)
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2

oy 1 0 v ay,
1/2{71(20) ( kz)o S) 1/2 [( k2 )o S) r(11) 2 (K2 k2 o¢(2)]e+.
acpm 2 acpma(pn aqam
3 P
(- aa— + €& — ;2) w?) 53/2+ ced) + {Akio)-;» (——kﬁ)0 1511) 12
£ ar 89
a2 B oA
+-[( xkl o ;1) S) 2'(-——k—'c)o tpélz)+ 2(—-If£)o w;Z)] e+ ...}
2 acpmacp aq:m awm
(2) (3) 3/2 1/2 (1) (1) 1/2
(w, e+ LRI S {[Zq’kpz‘pm O +)I‘[)kp2 Je
1
(2) (2) (2) CIRED)
- [2x
* 5122 e %o P2 p,0, ' 2% 0,0 Pn * 2%y g p Pn P
(1) (2)
) () (1) (1) 8P, " 42 9Py
(lapcptp O ?, +Z¢p . Je+...}( e+ E+..
) 2P ag ok
1) (1) 12, ; @) (2)
- {[z ¢ '+ Z Je —-[2z ¢ ‘+2% ¢
\LTL Y ®yPy " 2 Heoey m b Py T
(2) Mm_ O]
2z
T o,p, P T2 000 % Pn * % g0 ¢ "n ¥n
(1) (1) (2) (3) _3/2 1/2
+Z¢kq’1p p Jes ...} (¢ +¢2 e’ T+ . )=-¢ {Z¢k¢£+
(2) (3)
(1) (1) 172 8¢, 89, 3/
[z ¢+ Z ) €+ e eel)
GebpOp m T T 4Py aE aE ’
1) M, 12 ! (2) (2)
T _
+{[ X3 9, + z“’k"m Py Je '+ n [Zz‘Pk"m o +22"kpm Py,
Vo3 (N (1, 4 M (1, 200 ey o(e¥)) 0

9, P 9
%P, ™ n "9 9 'm 'n Y% pp P
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ifadeleri elde edilir. (4.3.11) denklemleri c1/2
re dilzenlenirse hiyerarsik denklemler elde edilir. (4.3.11)1 denkle-

'nin kuvvetlerine gb-

minden elde edilen hiyerarsik denklemler takimi

) .
o 1) 1 apl 1 ¢(2):

]

(2)

dp 1
(1))——£-—+—(22 cp(2)+22 ¢

PuPePp ™ " 5 2 PPy ® PLPotn

@, 55 (D (1), RRQ

+22 P, P n
PPgPn P Pe®m Py n PPo®n®,

(1)
op 1
(W Dy 72 4 g "’?) (z

(0
zppppppn P, ® ?
kPe 3k k%2

o Pr®e%n

1
.3 ())¢23) _(2x @ 55 "

?
P ®,P, W 5> P90 m PL®p Y

(2)

+22Z pr(nZ) +22 (p('l)pr(:) + Z q>(1)<p(1)
pk¢2pm Pk¢£ P Pk¢2¢ ¢ n

(2)

(1) 1, (2, 1) (1), 2%
z - —(Z 9 z
P9, PPy n )b "o( P bp®y B pkd»,lpmpm ) oF

=0

(k=1,2,3) (4.3.12)

olur. (4.3.11)2 denkleminden ise
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‘Pk‘Pm m ztvkpm m 0
F 2 ooy a o, a 2%, ? PPy, "’(1)pr(11)*zwk¢m¢n % %
*Zy b o p{ VeV 0
. -‘Yk?)a E—:g)- " Taepyoy ¢§‘1)+ ", pyp, "m . a:(g) ~% 0,0 "
+z¢k%pm (1), ¢512)',z¢k¢2 a:%:) ) _;_(62%% ;£3)+ 6z¢kpm pS)
+6z"’1<“’ by M (1)%(!2) LY q;é1)p§12)+6 9 PPy p(1)pl(qz')
"e 2:q’kq’ *n (1) I(]Z)+ ° z:‘pkq’mpn pr(’1)¢’('12)+ 6 Z‘Pkpm‘l’z (1)4’22)
. "1(111)":(11) 511)+ szkPmpnpz P,(nﬂpiﬂps)
.+3z¢k¢m¢2pn¢;0 2” gﬂﬁ'3z¢k¢mpnpz¢(n ﬁﬂ (0)_ (4.3.13)

hiyerarsik denklemleri elde edilir. (4.3.12) ve (4.3.13) denklemleri

k=1,2,3 igin gecerlidir ve tekrarlanan indisler iizerinde toplam

vardir. Bundan sonra yapilacak ig lineer izotrop malzeme sabitleri

ile

I'nin tilirevleri arasindaki baZintilarin verildiZi (4.2.14)

ifadelerini ve (4.3.8-10) sonuglarini kullanarak denklem hiyerarsi-
lerini diizenlemektir. (‘4.3.12)1 denklemi k=1,2,3 ic¢in yazilirsa

¢ —-a

-a

(1 1
ov(" i apg’_o
P, P -
G143 o, 171 8 |
(1) (n (1)
av 1 ap do
2 -— I 2 -lz 3 =0 (4.3.14)

ot o, P2P2 08 o, P2 %3 ok
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§)) (1) (1)
8v3 _l): ap3 1 atp2
88 p, P;P3 3E Py P3% ar

-a =0

1) 1)
k

sonuglari elde edilir. (4.3.14) denklemlerinde v =-ap, yerine

yazilir Z = 2A4+U+2, = M+n, I = -2 oldu-

pX = Z = =2
pz p2 p3 p} pz (93 p3 Qz

Bu gb zﬁnﬂn‘le ;1 inirsa

—(2u+n+221) 6p§1)

€ : =0

Ps 12

1
3 ap?) aq>§)
= -2
2 0¢E ot

. 6p§1) aq>§1)

- — =N

2 08¢ 0E

ifadeleri bulunur. Bu denklemlerin c¢&ziimiinden

ORERON

&))
p1 = 3 ) P3

0, pé”: 29 —2<pg1) (4.3.15)

sonuglari elde edilir. Benzer sekilde (4.3.13)1 denklemi k=1,2,3

igin yazilirsa

12 M _
€ : Z% 3 ?4 =0
&) ) _
"’2“’2% z¢2p3 3 =0 (4.3.16)
(1) (M _
¢3¢3°3 ¢3pzp2 =0

ifadelerinin gegerli oldugu goriliir. Z 2n, I -z =2 ol=-

9, 9, %, P3 93P,

dugu diisiinliltirse (4.3.16) denklemlerind%n

¢S1)= 0. p§1)=_2¢§1), p21)= 2¢§1) (4.3.17)
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esitlikleri bulunur. (4.3.15) ve (4.3.17) sonuglarinin son ikisi
aynmidar. (4.3.13)2 denklemine k=1,2,3 i¢in bakilacak olursa

€: 22 cp(2)+22 ) (1).,.); ) (1)+2 &) (1)=0
P07 ? 9, P, m N 99,9, m 'n 9,p,p, B N
() (2) (1 (1 (1 (1)
2Z 22
9, 9, 12 +22w2p3 P35 *<%,0.p, *n Pn +2<p2 9 9, m *n
(4.3.18)
+2Z (1) (1):0
¢2 Pmpn m n
(2) (2) 1 _(1 M ()
2% 2%
05057 "0, P2 T e qp 0 Pn TRy q 0,70 M
+I R

9;3P,P,'®m 1

ifadeleri bulunur. Bu ifadeler vyazilirken (4.2.14) esitlikleri
kullanilmistir ve daha &nce belirtildigi gibi tekrarlanan indisler
lizerinde toplama vardir. (4.3.18) ifadeleri diizenlenirse ikinei
mertebeden mikroddénme bilesenlerinin, birinci mertebeden yerdegis-
tirme gradyanlari (birinci mertebe mikrodénme ve yerdeéistirme
gradyanlari (4.3.17) ile birbirlerine baglidirlar) ve ikinci mertebe

yerdegistirme gradyanlarina

e: hnolPs(2x ONOW (D, (1 (),
PP, B P 9%, m N 9 PP, m N
un¢§2)=-2np§2)-(2z MM SV

¢ P
q’Zq’mpn mn ‘PZ‘Pm‘Pn mon

(_M
9,p,p_"n Pn ) (4.3.19)
'4w§2)= 2npgz)_ (2% q’(1) M, 5 (M (1)

b3 PPy ™ D ?3 % n m 'n

(1 (),
9;P P, W 0

+ X
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seklinde bagli oldufBu ortaya gikar. Denklem hiyerarsilerinin dilizen-
lenmesine devam edilir ve (11.3.12)2 denklemi k=1,2,3 ic¢cin agik

olarak yazilirsa

(2) (2) (1
ov 1 op 1 op
S a1 Tz ¢;1)+z (10, "2
ot o, P1Py sk P, PPy PiPyPp @ 3k
1)
s oz 0, %%,
p P19y T P1®yPp ™ 5
(s}
(2) (2) (1)
AL BN CHS oV ), Pr
8k p P2P2 &g PyPy®y M Py Py Pp aE
(2) &)
-—1-[2 °% +(Z () 1)y 2% 2 1.0
p P2%3 3¢ Pp®p¥p M Pp%Pp ™ B¢ (4.3.20)
(2) (2) (1)
Bvy T 9p; ) (1) Op,
-a -— [z + (2 n ) ]
9t p_ P3P3 a5 P3P,y Pz Py Py Y
(2) (1)
__‘[z 99, W 1) (1)) 89, 1-0
P, P9 ar Py @0y M P3®pPp ™ 5F
denklemleri elde edilir. Bu denklemlerde (4.3.9) kullanilarak viz)
nin yerine egidi pi )ya2111r ve ifadeler dizenlenirse
(2)
3f2,_ ZHrreBh 0pq PR CIRONIN EENONOS
2 ot P1Py® a¢ EIRC IS A or * P
:
(1) (1)
+ —3 ((P 1]
2 P19 % T £
(2) (2)
aidic BN B PNONCONEI EPRONOR
2 ot Bk PPy % aE e *n T3 %, p,p, oc % Pm
1
1) (’l)
+—3Z (¢ )l=0
2 P2% % 5 £ *m
(2) (2)
0 0
et B [z (,,,< )y, 1 (m (1),
2 8¢ o¢ P3P,® mog 2 2 p3p2pmag Pe Pn
1 NOK

2 P3%% aF
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bulunur. Bu denklemlerin E- lizerinde integrasyonu ile (E—= icin @i
ile gbsterebilecegimiz alan billylikllklerinin sifira gitmesi kosulu
altinda)

2 1
(2) 1) 1) (D
3/2: p, ‘== —— (2 p, ¢ “+—ZI p, P
€ 1 2usns2n P1Pp%p £ B 5 ppep L T
! (1 _(1)
+-2Z

9 9
2 Ppoye, m L

b= an g "p,p,0, Py % * 2 Ty Py Py RN
+22Pz¢¢¢m"’i1)";1) (4.3.21)
negx -2np® -4 "oy P9, by 7y + 2 "n By P, p VoV
+ 273 €)) (1))

¢
P39,®, £ 'm

sonuglary elde edilir. (4.3.19) ve (4.3.21) sonuglarina birlikte
(2)

bakildiginda ilk olarak ikinci mertebe mikroddénme bileseni ¢, ve yer-
degistirme gradyana pgz) bliylikliklerinin sadece birinci mertebe biliylik-
liiklere bagli: oldufu gériilmektedir. Ikinei olarak her iki grupta da
yer alan cpgz) ve q,;z) biiyliklilklerinin ilk Dbakista birbirine egit
olmadiklari g&zlenmektedir. (4.3.19) ve (4.3.21) denklem gruplarain-
dan elde edilen ¢§2) ve :pgz) biiyliklilklerinin birbirlerine esit oldugu-

nu syleyebilmek igin genel makroizotrop bir kati igin

- NONRONS (D, 4 NORQ

®20pPy M N 9,99, m 'n " “e,p p m ‘n

. NOROIP (D (D, 5y RONO

P3Ppbp 0 1 P3P, P, 0 "M P; 9,9, n m
(4.3.22)

. (N (1, (D, 5 (1 _()

‘p3‘pmpn m n q)}q’m‘pn n n ¢3 pmpn m n

=4z oMM _ 55 D (D _,y (1 (1

PP o 9
pan(pm nom panpm nom qu’nq’m nom
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esitliklerinin gegerli oldufu gdsterilmek =zorundadir. Daha Once
lineer denklemleri incelerken genel olarak I gseklinde kendini
gbsteren birinci mertebe sabitlerle 1ineer'k f%otrop katiya ait
sabitler arasindaki iliskiler bilindiginden (4.3.22) tipinde kasit-
lamalar goériilmemisti. Ancak katinin makroizotrop olmasi durumunda,
ikinci mertebe sabitler diyebilecegimiz I seklindeki ifadele-
rin ne gibi kisitlamalar sagliyacaZi he‘%i}% "ilinmemektedir. Bir
boyutlu durumda ZI fonksiyonu p,® ve ¢ degiskenlerinin fonksiyonudur.
Bu degiskenler xi(i=1,9) olarak adlandirilirsa, genel bir I fonksi-

yonu (argiimanlarinin analitik fonksiyonu) her zaman

2 2

8z 1 8z 1 2%

Z(xi+0)=zo+ ———.xiq-———é———— xix.+——-————————— xix.xk+...
8%, 21 8x, 0x, 43 ox, 8% 8x, J

o Jo I %o (4.3.23)

seklinde yazilabilir. (Tekrarlanan indisler {izerinde birden dokuza
kadar toplama vardir). Burada gdsterilmek istenen genel makroizotrop
bir kati icin (4.3.22) ifadelerinin gegerli oldugudur. Ikinci
mertebe sabitler arasindaki kisitlamalar gibi gorilen (4.3.22)
denklemlerine giren terimler, Z'min (4.3.23) seklindeki agiliminda
gbriilen doérdiincli grup terimlerden ibarettir. ESer genel izotrop bir
Z'ya (4.3.23) formunda agabilirsek, Zp 0. 9 seklindeki sabitlerin
izotrop kati ig¢in ne oldugunu hesaplami§ o ufuz. Bunun igin Z fonk-
siyonu argiimanlari olan ve hig¢ bir simetrisi olmayan C ve I' tansdr-
lerinin (2.3.28) ile verilen ortak invaryantlarinin izotropik
tansér fonksiyonu olarak yazilir. C ve T tansérlerinin yerdegistirme

gradyaﬁlarl, dénme ve ddnme gradyanlarina bagli ifadeleri

1 1 1

2
C, =6 -;9 6 +—2-q> 9 6 6 ékK+Eek£me 9891 Ok

KL = kL KL m ®n Ok ®nL ™ Skem ®m OeL

1 1
2
R A Y " P 2 e ®mOmL Yk K~ kom m

6 ('k)

oL Yk, k* ©

o1 2

6 6

= €men ‘Pn,LélM mN ~ %n,L % 6rM 6

nN ~ ; €nen % ®r, L% 6 oM OmN

5 +0(s"))

mN’+
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olduklara disiiniliirse, I 'nin invaryantlarinin kilbik fonksiyonu
olarak yazilabilecegi goriiliir. OUnceki bdlimlerde sdylendigi gibi
I agarlikli bir tansér oldugundan, tam ortagonal déniigiimler altinda
degismezlik olan izotropi durumunda I isaret degigtirebilir. Eger Z
fonksiyonu TI'yi igeren invaryantlarin tek kuvvetlerine bagli ise
invaryant kalamaz. Bu durumu Snlemek ig¢in Z fonksiyonu, TI''yi igeren
invaryantlarin ¢ift kuvvetlerine baglr olarak alinmak zorundadir.
(2.3.38) ile verilen X agiliminda yer alacak invaryantlarin p, ¢ ve ¢
fonksiyonlarina bagli ifadeleri

1 1

2 2
I,=3-8 +uk,K6kK-;e K,k kk* % Ok Yk, K
€ 6 0(‘#)
kem ¥m Cok Y,k *
1 2 2
12’2(3'”9 +2u, pbp-407u, o8+l 08 u ¢
= e om ®m Y,k Oax * Yk, k kL U, L Ork Yk, K OkL Ve, L Ok
-2¢ 9, 6 0('4))
kem ®n ek Yk, L Yr,k OrL *
1 » _ 27 2 27
Iz=—(3-96"+3u, g6 p-—0 u b+ — 90 ExY k
3 2 2
-0e + 3u 9¢

kem %m Ok Yk, k r. K OrM Up M %ok ™ 9 Siom ®m Gk Yk, M U,k Orm

L
Uk OkL Up L Opm Up M Op v OC0 D)

1

T,= 2(3+2uk k Sk * Y,k Yk, K’
3~ 9 +3u Equ 6 E 5 _u 6
Ig= K, K Ok > kK kx*z"’k"m mK Yk, K~ xem ®m Yk, L CoL

U L %k Yr K OrL ~ Skem ®m %,k U, %21 Ork * 2%,k Yk, K

4
€xom ®n oL Okk Yp, L Up k * k,Luk,Kur,KérL+o(. )
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1 2 2
; MmN On,L O Sy Spy * -3- % %L pL"
1 1

s €rom ®m Okk 0,k * Yk, Kk Pk ,K " > u

—Gch 6

Ip= ® x Ok - 37 ¥n,L 0L

K,k %L ELun ®n K ®r Orm Ony

4
=~ €pom O Y,k Pp,x * O )

1
Tg= 9, N ®m,m Onm Onn - > NeR %n,N ¥m,m % 65p Omp ®nm
1
-—€

5 MRP % .M %, N ¥p ®pr Onp %N = Skep ®p Okk %2, %m,k SN

- 4
* Uk PN ®m,k Omn * 0C")

1
T10% 2 €y ¢~ Emen ®n,k Oom Onn ~ ®n,k Or 8rm Onn

2 2 2 4

3 €nen ®r ®r k ®n oM 6mN+; €oen ® %n.k Oam Suy v O )

1 1 \
Tia= > ®n.N ®m,M Onm Omy ~ g ey ¥n,L P,k ¥p Opm Opn Ok * O )

1 by
I,]}: -2- ‘Pr',R ‘pr,R +0(s ) (4.3.24)

olarak elde edilir. Biz alan bUyﬁklﬁklefimizi sifir durumu civarinda
seriye agtigimizdan bu durumda &zellikle € ile ilgili invaryantlarin
aldaklari deferleri gdzdniine alarak I ac¢ilimini yapmak zorundayiz.

Gercekten sifir durum civarinda invaryantlarain

8= I10= Iq= I43=0

olduklarina dikkat edilmelidir. Zp seklindeki tlirevler kiibik

terimlerden gelecegi icin Z, € ve ﬂ‘tg%sgrlerinin ortak invaryantla-

rinin kilbik terimlerine kadar yazilirsa



46~

2 2 3 2
3= a, (I1-3)+a2(I1—3) +a3110 +a4(I1-3) +u5(I1—3)

T
3 3
a6(I1-3)(IZ-;)+u7(I -3) (Il, )+u (I1—3)I11+u9(11-3) 113
3 3
1OI1OI?+°‘ (IZ-;)*’“’IZ(I}-”"’a‘l}(Ilr-'z_)"'a14(15—3)+°‘15I8
Lo I’l‘] + o I13 + e (4.3.25)

elde edilir. (4.3.24) ifadeleri (4.3.25) te yerlerine yazilarsa
£'nin yerdegistirme gradyanlarina, dénme ve dénme gradyanlarina
bagli ifadesi asagidaki gibi verilir:

1 1

2 2
Zrog (=0 kO T % Yok Gkt S e ? m Omk Yk, ~ Skem %n Sex Vi, k!

2
+ qz(-ze ul,L 6£L— 2¢

em ®n %ok %,k Yr, R Orr * YK,k Okk Ur,R 5.’
[o ]

3
= - ) (-
* y l:SKMN ERQS( “men (pn,K 62M émh' ( epr~s Qs,R 6r*Q 6pS

n,R ?p 6r'Q 6nS) * EkMN q)n,l( P 6r‘M 6nN €Rros smlq ‘pq,R 62Q 6mS]

6 u 6 6

@), Uy k Ok Yo, 2L Yr,R 6

é u
rR* % kO %2150 R Orr’

Q

6 2
2 [-e°2 6
* 2[ U, Crr * Yk, Ok (- ue’ *2u, o8 = Mo O Y k Oak
07 2
e i 8% Yo Ok’ 2 kom Om Ook Y,k Up R OrRY* '2'('9 2uy ¢ Sk
2 6 -
*2u ¢ Ok Yo Oen t Uk k YK,k Ye,L O2n " Skem ®m Ok Y,k Yr,R Org’
%
*+ %3 % N ®m,M Onm Oy YK,k %kk * " °~.Rr ®r,R %,k %Kk
o 1 1
RN

> 2 kN (= Smen ®n,k Som O (Op g GrR_;eLRS ®n.L ®r OrR %ns
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1 1

3 €eem ®m Okk %2,k * Y,k Pk, k)~ > kMmN ®n,k ®r OrM 8o Or, R 6.5
[+ 3
11 2 2

* (-8 +2u, 6o -40° U O+l 08 U g

~ B e om ®m Y,k Sox * Y,k Ok Ur,L Ok = 2 %kem ®m ok Yk, L Y,k 6p)

oy, 21 27

M- (-96+ 3u ,RGrR—_z-e Y. R Grﬂ*;"’k“’mbmx U

= 9 € om ¥ Oox U,k * 3% x Orm YoM Cpk = 9 Skcom ®m Cax Yk, M Ur Kk OrM

o
13
U MO%L Y1 8rm Yp,m Opk) " (2uy g S+ U x Y k!
2 3, 3
+og (-07+ 30 6y~ ;e U K 6kK+;¢k P Omk Y,k

€xem ®m %, L Son * %L Ok Ur,L OrL T Skem ®m %,k r,L Oon Ork

22U e W= n P O1 Sk U L Ykt YL Y,k Yrk OrL)

1
*+ %5 (@ N P, m Oy Oy~ 2 °NER ®n,N ®m,M % 55p ®mr 8o

1
R ®m,M ®n,N ®p Opr Onp CmN ~ Skep Pp Ckk P2.N m,k Omy

1
U k %%, N ®m,k Omn) 6(2 n.N ®m,M %nm SoN

1 a
17
> SLMN ®n,L ®r,k % %o Orn Onk) * T rm Ppp oo (4-3-20)

(4.3.26) ifadesi bir boyutlu durum ic¢in yazilir ve bilylikliiklerin

mertebelerine gére diizenlenirse

2
Z=(ag+ap raprag+3a,)p, 6 4+ la, (-07+e, @ p)

o
3
+ @ Py 6k‘l Pp 6r1 M —ll €IMN th:'IQS €men q’n 62M me epr-s d’s 61"Q 6pS
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a '

10
y C1MN Smen ¥n Com Sy Yy Onq %6 Pk %kt Pr Ot * %7 P Gq P By
o o
L -uefsne, o b |+P 6 6 .) + —& (-
v Tkm k %1 Pp ) S 0 IS % Py

[+
13 2
, kPl * o (=0 e eq 0 P+ P bq P By + 2 By)

6 .)+

+ 3P, 6.4 Py 649

s a16 (!17 |
5% ¥n ®n1 Omi Lt T by O Bt — 4,0 1
1 ? ' 1 ! )
* {oz,] (-; 6 Py 6k1+ ;‘pk cpm m1 pk) +°2(-29 Py 6k1 -3 2€1km Pm Py Pp 6r1)

o

3 65 . 6 : 6
* Loy 105 Tmen ¥ O P 4, 96,0 005+ 4, 91 Sy O naq Yq S Cus?

+ 0y Py 6k1 Pr 6r"l Pn 6m‘l M c"54'k 6k1 q'l 611 Pr 6r1

o
+—2£[-692pk6

6 .1

6,1 (He 1km¢mpkpr- ri

k1 * By &1 6

61_‘1 )+2¢

1km ®m Pk * Pk %k1 Pr

o
2 6

+ o (220 B Oq * P Py P Bg * i O P P Ba) + 2 4 ¥ Bt B PiBicn

o o 1 1
*';4’ ¢ Py Opq * ) —I[- 2 S €nen Yn 2 Omon T €1rs ¥n ®r Orr Cns
1 1 o
-—e 9 ¢ +p ¢)-— ¢ 6 6 .1+ 11(-—’492]) 6
1km "m "k k "k 1MN n r rM nN r' ri 2 ’ k k1
+ho o 6 2 6.) b Zg, e
Pk ®m °m1 Pk * © C1km ®m Pk Pr + 3 "3 Py k1
27 |
+_2—‘pk Pm Om1 P * 9 €1ym ®m P Pp 851 + Py O3q P Opq Py 6m1)
3, 3
+ oy (=20 Py g+ 0 O O P * S1iem ¥ Pic Pr Ot ¥ Pic Pic Pr Op)
1 1
*9‘15(‘“ €1pR ¥n Y0 ®r ©,p Onr %01 = T €1PR Ym0 ¥n ®r Orr Onp Omi

2
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1

=~ €1km ®m ¥ ¥r Sp1 * Py Y Y O )+°‘16(‘;51MN"'n¢’r-°p pM Opn On1)}

+0(e") (4.3.27)

sonucu elde edilir. Zp °, 9, seklindeki turevler'i hesaplamak ig¢in
(4.3.27) 1ile verilen ):gm,n tirevlierini almamiz gerekmektedir.
Dikkat edilirse (4.3.27) ifadesinde 93 '1d terimlerin olmadigi
hemen goérillebilir. Bu durumda

(z )°= 0]
q’k Pp ®m
oldugu acgaktar. (Zp b, P )o katsayilarini bulmak ic¢in (p)3 '1d
terimleri tiretmek ye‘ﬁecekénir Gergekten X igin
P, P, P
k" "2'm
a o

6 7
Z, = (36,,py6,qP.06,.)+ ?(3 611 Pg 899 PpSpq) + _2'(2 Py Py 8y

o
12
*PaPL B+ _3_(36k1 POy Ppbp) +oq(2p, P 6 1 +P P 6 )

o

6 .)+—L(26

3
Py Po=,(68,,6,,p.6.)+0ac(38,6,,p.6, >

k2 Pr Op1

+2P, 6yq +2Pp 6 q) + 0pp(28,16,9P,6,.9)+0(26,,P. 6,

+2p 6y +2p,8.4)

pkpz Pp= (6 oy +30ag+20a,)8 ,08,,06 4+ (a;+20a,)(8,,8 ,+8 8,

*+ 60 81)

bulunur (Z . p)katsayllarlnl bulmak igin (4.3.27) ifadesinde
(¢ p) 1i ter'in?ler‘i tiretmek yetecektir:

1 1
Z(Pk“! (-9 Py, 6r-1+_2"pm6m1 pk'*;q’mﬁld pm)+a2(-u‘pkpr6r‘1)



=50~

+E(-l¢¢ p 6 -8¢ p & )+fl(-‘¥cp p_ 6 )+:l—(-8¢ p. 6
> k" r ri k" r ri P k “r "r1 2 k' r r
o 27
+)“Pm6m1 pk+u¢m6k1 pm)+—3—(_27tpkpr6r‘1+?(q’m m1 Pk
3

+ m k‘lp ))+u,“'( 3'Pl«:p 6r1""_2'(q’m6m‘l pk"'q’mék‘l I'.’m))

1 1

",’k"’z‘°‘1('6kzpp5p1+;6m pk+;6 )

z .
g1 Pg) + o (-H46,,p.6

a
N
+ o (-6 sz P, 6r'1) + a7(-26k2 P, 6r'1) + —2—(— 8 sz P, Gr"l

9

ke PrSp1 ¥ ;(611 P * Sq Pg))

+46 + 46 )+ o, ,(-96

21 Pk k1 Py 12

3

+ay(-36,p.6., *’2‘(621 Py * 61 Pp))

1 1
3
O Pp Pp= 0q (=06, , 8+ ;621 Sm *;5 Som) + % (=46, 6p7)

ag (=608, , 8 1) +a) (=8 86 )+a, (-48 6 ,+26,8 )

+26k162 )+u12( 96k26m‘|+—6£‘16km

+oagy (=38, ,60 2621 Sem * = O%1 Oem

Bu hesaplardan sonra(Z ) katsayisi ig¢in
q’k *:z pmo

z
P, 9, Pp = (a1+ 4a2+6u6+2a7+ llaﬂ+ 9a12+ 3a14) (- sz bm’l)
o 9 3
+6 .6 )

1
+ (—+20a,, +—a ) (6
P 11 2 12 2 1‘! 21 km k1 " Zm

sonucu elde edilir. Son olar'ak (Z p p) katsayisini hesaplamak

icin (4.3.27) agilimindaki (p Q)'li temn‘ﬁer tiiretilirse
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a

6
Z¢k= az(—2£n1kpnprér1)+?( e €1k Pn prbm-Z €1k Pn Préﬂ)
@ %11
+_2—(-£n1kp Pp r"l)+—2_'(—25n1kpnpr6r1)
+ —13-(- 9¢ p.p. 8 .)+a,{(-¢€ PP )
3 n1k “n"r "rl 1h nlk “n'r r1

[+ ]
?
C (2ag+3ag+—= oy 30y aq) (= €npe P Pr O

o
7
Pp= (2oy+ Bag+ — o+ 3o+ ay) =€y Ppbpy - n1kpn621)

2o
k 2

o

3 &
W Py Py (2op* Segr —+aggr3egr agy) (= €pp Spg = Eppye 8pr)

sonucu bulunur. (4.3.22) denklemlerinde gdrilen katsayilar icin

(% ) =0
¢k ¢2 ¢
(pkpzp) = (6 o +3a6+2a12) 621 +(a +2(!l')(6k£ -
+ 6 +6 .6 .)

km 21 me k1

(X‘p 0 p')oz(a1+4a2+6a6+2¢17+4a11+9a +3a")( 6k£ m1)
k "2"m
1
*3 (ag+ Bap+9ap+3a,)(6,,6 +6 46y,
(!? .
(chk P, pm)o= (2oy+ 3ag+ o a3yt an) (- 60 - Eng Ogq)

(4.3.28)

ifadelerinin gecerli oldugu gériiltir. (4.3.22) denklemlerine giren
bu katsayilar igin k indisinin 2 ve 3 degerlerini aldigi, £ vem
(1)_ (1)

indislerinin 94 =Py = 0 olmasi nedeniyle 1 olamayacagi goriilmek-

tedir. Bu veriler gozodnilinde tutulursa
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(z (z ) = (2

Pk Po pm)°= Py Pg Py © Py Py pm)°= °

oldufunu hemen gormek mimkiindlir. Yani (4.3.22) denklemlerinde
gbrillen biitiin malzeme sabitleri Ozdes olarak sifir olmaktadir. Bu
durum izotrop katinin nonlineerlik mertebesine bagla olmaksizin
her zaman gecerlidir. Boylece (4.3.22) denklemlerinin &zdeg olarak
s?ifanma51 nedeniyle (4.3.19)2 ve (4.3.21)2 denklemlerinde gérgéen
?, fonksiyonlari ile (h.3.19)3 ve (4.3.21)3 denklemlerindeki ?3

fonksiyonlarinin birbirine esit olduklari gérilmiistiir.

Sonraki hesaplamalarda, sonuglari topluca gérme kolaylifi

verecegi igin (‘4.3.12)2 denklemlerini kapali olarak ele alalim:

1
3/2 aviz) 1 apiz) 1 1) 1) 6pi )
e’ ~a -—1Z -—(Z ®n + 2 o )
8 p, PPy g P, Py Py ¥y Py Py Py 8E
1 a(P(z) 1 a",(1)
2 (1) (1) 2
-—13 -—(z oy * I Py y ———=0
P, Pe® o e, Py g ¥ Py Pp Ppy aE
(u.3.12)2
Bu denklemin diizenlenip integre edilmesinden sonra
1
2) 2 (2 (2 1) _(1) M _(
p¢q’x(€=poa pk)'zpppf-)"zppq:q’; i'_zpppp!l m
k"2 k"R k"2 'm 2 "ktem
1
__ (1)‘P(1)
2 Py £

sonucu elde edilir. EsitligZin sag tarafaindaki ikinci terime baki-
lirsa, (4.2.14) sonuclarindan I malzeme sabitinin ancak k=£ i-

¢in sifirdan farkli oldugu hatlgié%acaktlr. Bu durumda son denkle-

min
1
2 (2) (2) (1 _ (M_(1)
(p a -2 )p, ‘=X o, +32 o ‘p,  +~—2Z p, 'p
° PP’ K TR ®p 8 TR Ry @y m L T, R PRy 4 T
! (1) (1)
+—2 (4.3.29)

0
2 P®p®p 2 m
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-

seklinde yazilabileceZi agiktir. k indislerinin altindaki ¢izgi
tekrarlanan indisler {izerinde toplama olmadiZini gostermektedir.

(4.3.13)2'den elde edilen denklem ise

(2) (2) (1)_(1) (1) (1
22z 22X 2z z
‘Pk ¢m m P P m pm * q’k ‘Pm pn Qm °n " q’k ‘pm ‘Pn tpm tpn
‘3z oMM _ g (4.3.13),,

Py PpPp @ D
dir. Son iki denklemden k=1 i¢in sirasiyla pgz)ve ¢§2) ikinci merte-
be boyuna biiylikliikleri birinci mertebe biiylikliklere baglayan ifade~
ler elde edilir. (4.3.22) denklemlerinin 6zdeg olarak saflandiklari

gbsterildiginden, k=2,3 igin elde edilen vgz)ve ¢§2)diéer denklemden

bulunan ¢§z)ve ¢§2) bllylikliiklerine esit olduklari goriiliir. Sonugta
ikinci mertebe mikrodénme bilegenleri ile yerdeZistirme gradyanlara
arasinda

p§2)= 2 ¢§2) . p§2): -2 cpgz) (4.3.30)

bagintilarinin oldugu bulunmustur. Denklem hiyerarsileri diizenleme-

ye devam edilirse, yani

3) (3) (1) (m-1)
ov dp dp d¢
Vl£1): -apl(<1), _k-: -a k + k ) (bl((m): —k-——— m>1
ot of a1t dE

ifadeleri (4.3.12)3 denkleminde yazilirsa (k=1,2,3)

(3) 1) ) (3)
9Py op) by ! 0p,” 1 (1)
-a(-a + ) -a -—3 - —(Z ?
oE 81 a1 P, PpPyp ot P, Py Pg ¥py
(2) (M
(1), 2Py ! (2) 8oy,
Pp ) —— - —(22 9, + 2% 0
Py Py Ppy °E  2p, PPy ¥p PePo% ot
.23 QY. M (), 4 (1), ()

)
PPgbp m PPgPpP, M N PPy Py, ™ 1
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(1) (3)
) (). %Pp ! O¢, ! (1)
+ X o pn ) ———— 2 - —(2 ?p
Py Py PpPp 9 b, P® st o, P e ¥
(2) (1)
o9 1 og
+ I Dy 2 ____o: (), 23 m
PP ™ ag  2p,  Pk%®m " PP % ac
(2) M. M (1)
+22 pl+22 ¢ ‘p_ "+ 2 L
pszpm m pk‘plpn(Pm m n pszvmvn mon
(1) 2 (1)
. (2% o O 0, 2%
Py®yPpPy @ 'R 8¢ b, Pe¥p®p @  Pdyppm o7
(4.3.31)

denklemi elde edilir. (4.3.31) denkleminin diizenlenmesi ile son
sekli (k=1,2,3)

(3) (3) 1)
2 OPy ! %P, % o i( (2), (1),
ot o PkPe e ot p_ PkPe%m ok g om

a

P, PuPyPp aE P, PePe®m ag

1 3 gt
(1) " "m
-—3 o (p2 —_—) - z
P, PePy®n ae 8 2p_ PePo®nPh aE

(1)¢(2))

(P, "@p

Al RNONONO!

£ "m “n

)

1 a

CRONONERS
2p, PePo®m® 5k

£ m 'n

8
— (oM (M (D

z 2 "m “n

6po PePePnPp ae

1)
! MPRORONE 8 (1) 9%
-—12 — (o, "9, )-—2 o (@
P, P ®% ae P, Py ®o%m ot 3E

(p

1 ) 1 d¢
o (‘p;'l) 15;1) r(]’l))___z J]

b — =0 (4.3.32)
6p,, P P2 %% vg o Pk% a8

olarak elde edilir. Bundan sonra (4.3.32) denkleminde, yukari
mertebe terimler yerine bunlari birinci mertebe terimlere baglayan
ifadeler yazilarak denklemin son seklinin birinci mertebe bﬁyﬁkl%k-

3)

ler cinsinden ne olacag: arastirilacaktir. Bunun ig¢in o&nce Py
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terimi (4.3.13)3 denkleminden hesaplanir:

1) (1

2 (1) M
Sz, @ 2%% o RO NONSL:
ke N b Pg®py @ b PgPy @ 5
(n 2 (1)
e o, 3 Jn)fﬁg__z 0%,
b ®e®p B he@pPpm T g ety ol
(€))]
1 8¢
+— (6% NS 23,63 ) "2
6 %% O P Pp PPy B 5
‘63 "’;1)":(12)* 63 ;1) r(12)+ 63 ;1) 512)
q’k q’m pn ‘Pk pm pn q’k ‘pm q’n
n
p OXE (1) 2%
+ 62 ot 62 o Pm ®n
Py PPy P Py Pr %y aE P P ®n P
(1) (1) (1) ORONRO)
z p._‘p, P "+ 3Z p
¢kpmpnp£ g £ n kamwzpn & n
Vs (1) (M (M,

?, P, P
? 9P, P, m "n "2

zwk¢2 malzeme sabiti k=£ ig¢in sifirdan farkli oldugundan bu denklem

n

(3) .
¢k igin
2 (1)
39
3/2 (3) (0) 2 J] (1)
e’ -3 ¢ "=(y,, a -% ) ——— ~ (Z (0]
“’15“’5 k ke b by aE2 ¢kp£¢m m
(1) (1)
(1), °Py 1) (1), 2%
+Z¢ P )—————(Z¢ ®n +Z¢ o —
% P2 Py oE k%0 %m k2 Pp oE
(1)
3 ! (1) 9% (1) _(2)
p? 4~ (62 0 ————
%P @ 5 ¥y ™ 5 P PpPp ™ D
+ 6% ;1) r(f)+ 63 ;1) r(f)+ 6% ™ rff)
¢kpmpn ¢k¢m¢n ¢k¢mpn n

2
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(1)
(1) 29, 3 ORORO,

+ 62 Py ——
o Ppty @ B¢ O P Pp®p ™ 0 L

ORORY) ORONE)
T z
* ¢kpmpnpzpm Pn Py 3 °k¢m¢zpn¢m 2 "n

(1_(1) (1)
+32Z 9, P, P (4.3.33)
P Oy PPy @ N £

geklinde yazilabilir. (4.3.33) denklemiyle verilen ¢£3) ifadesi

(4.3.32) denkleminde yerine yazilairsa (k=1,2,3)

(3) 3) I (3) T
2 9P ! op, LIRS ) 0Py, LR )
a -—z + - Z, o + —
oE o PkPg 8 o = Pm oE p_z
o UL o 9,9,
RO s ot
[(Y(O) aZ__ 5 y — T _ 3 » (<P(1) _r_,
Lr b ag? bePr®n 5 ™ bk
(1) )
s j(m)ap Y 4 9 (1)6“’ )
boPrPpn ag *n 3E $g @y O ag *n 3E
(1) (1)
z ° ((” 2% )+ T PO,
“T,0 b g P e T e b opm Top )
2% Pn aE oL 2%n % acE oE
) )
.3 S) p{Per — ) 4 s — (pVe{®)
%Py 8 P9PnPn aE ?% % ac
M
3] 0 o9
+ X (pl(11)¢;2))+2 6 (PS) -
2% Pn ag P2Pn% ot dE
s RNONONCO N RPRONONOS
6 %2%% % % 8E monor 6 %2PmPnPr oE monor
Ly RNONONONEIN RPRONO o)1
2 %% ®.Pp g ® M 2 ®2%%PnPr g T Pn
(1)
op 1 1
P S (iz) 'y 2w o)
BT o PxPe® ar *n Pe PPy aE °m

o}
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(n
_lz wM(% lz .iwma%)
p, PkPe%m o 2 P, PPe¥nae t st
1 3 1 )
ORORO: ) () ()
-—2z ~—(p, o ‘P )—2Z —(p, ‘o "9 ")
20, PkPenPn og £ 'm n 20, PkP2%n®n ot £ "m n
1 a 1
M _(n_() (1) (2)
-——3 —(p, 'P_ P )=—2 (tp
6po pkpzpmpn oL £ "m "n Py PPy oL m %2
&)
I PRI HEL ORONONES
o Px®%mar ? ag 6p pk“’z"’m"’n ag £ 'm 'n
© © (4.3.34)

sonucu elde edilir. k=1 icin (4.3.34) denklemi pg3) biyilk1{iglnt,
kiliclik mertebe bilesenlerine baglayan bir ifadeye donligir:

2 ! & @ 1 ONG)

(a - — Z )p, = z P, 9. 4+ z p.'p
p PP 7 PiPp®y & 'm PyP,P,m 4
(o] (o]
M
8
! M @ (1) %%
+-—Z 2 % + —2Z o Pa
o] Py Py %y P P1Po%m ot
o] (o]
1 1
ORONG) (1 (1) ()
M z 2 "m pn + z £ "m ¢n
2p  P1Pg®; P, 2p  P1Py %%
(o] o]
! (1) ORONE ORA)
+ z m Pn * % P P
6p P1PPyP, o P19,9
o} (o]
Q)]
1 aq> 1
YRORC
L e L SONONCY
o, Py ®g¥n OE 6e,, Py @y %

(4.3.35)

k=2 <ig¢in liciincii mertebe terimlere bakilacak olursa

(3) (3) z (3
op 1 ap T p,o ap
Q2 2 _ zp . 2_ . 273 z(p ; 2
a 2v2 @8 z 2 9o
£ Po 3 Py v 95 3 3

toplaminin sifir olduBu gbzlenir. Bu durum k=3 i¢in de gegerlidir.
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Bu durumda (4.3.34) denkleminden k=2,3 ic¢in iiclincii mertebe terimler
diigsmektedir. Bundan sonraki adim bu denklemlerden ikinci mertebe
terimlerin yerine birinci mertebeden egdeferlerini yazarak, birineci
mertebe bliylikliiklerin ne gibi bir uygunluk denklemini ya da bagka
bir deyisle hangi -evolilisyon denklemini sagladifini gbrmektir.
(4.3.34) denklemlerinde goriilen ikinci mertebe terimleri R ile
gdsterirsek
zp ¢, O
Re — X2 (5 l511) £2)+z¢ - :}1) x(12)+z¢ o o S)"’r(zZ)
Py Z¢2¢2 ok ?e%nPn 2"m%n 2'm'n

1 0
Mm@, 1 ° ORI (1) @

P, @
Po%PmPp T n Py ot PyPoPp O £ pkpzq’m £ m

+ L

Vs NORONN (2) (1)

L/ p ) (4.3.36)
Pp®p®p @ 2 PPyop 2 m

seklinde toparlanabilir. (4.3.36) ifadesinde pif) yerine (4.3.29)
denkleminden esidi yazilirsa ortada kalan ikinci mertebe terimler

¢£2)cinsinden olacak ve ikinci mertebe terimlere ilaveten birinci

mertebe terimler de gelecektir:

z
18 pee, ?2%Pn (1)‘P(2)
m ‘r

z z
Pu®e _ %PuPn @, k% NORG)
P9, @ r & P On®, ™ N

Z
Pu®s oM@ PcPuPa @) (1, (2
Z PPy ° 0 paz-z Pn®p mr PPy Py £ m
© pnpn

z
PP 9
M, @ _ __ kPn¥m (), (2), (4.3.37)

o o ¢
Pe®p®p @ 2 o 2y Pho, @ T
° pn pl’l
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1 8 Tpog %o, 9P %, 0 Zo,p_ P
R oo — — [(—K'2 2°m'n ¢(1)+ k"2 £°m"n p(1)

z z
PePuPn (1) PePrn®m (1) 1 ()
-7 Pn -7 o % ), 5 e % Py
%a-z %a-z n2'r
Pn Pn Pn Pn

1 1
1
*=Io i1)pr(,)+—zp 0 q’?)tpff))]
2 "n“2°r 2 Pn® %

Burada R=R, +R R ifadesindekiikinci mertebe

1 2 2!
terimleri, R birinci mertebe terimleri gtstermektedir. (4.3.37)

1
ifadesinde R1

denklemlerine eklenecektir. Tekrarlanan indisler {izerindeki toplam-

tanimi yapalmistar. R
ile gbsterilen birinci mertebe terimler (4.3.34)

lar yapildiktan sonra (4.3.37). ifadesi k=2 ve k=3 ig¢in agik olarak
! @ @ (2

yazilirsa, geride kalan‘ikinci mertebe terimlerin 9 90 ¢3 't 14
gruplardan olustugu gorilecektir. Bunlardan ¢§2) bilytik1igl (’4.3.19)1
den acikga gdriildiifii gibi birinci mertebe bliyliklikler cinsinden
yazilabildiginden bu terimlerden gelecek katki terimler de (4.3.34)
denklemlerine ilave edilmek durumunda olacaktir. Yukarida da belir-
tildigi gibi ama¢ (4.3.34) denkleminde iist mertebe terimleri yok
edip birinci mertebe biyliklliklerin verdigi uygunluk kosulunu bulmak-

tir. Bunun ig¢in Once k=2 ig¢in (4.3.37)1 ifadesini agik olarak

yazalim:
1 0 1
(1 _(2) (M ()
Ryz— — [- (2 z o, 9 + 2 z 9, ¢
2 Py ot x Y3%2P; P2 #3 2 73 939, P3 P39 2 "2
. (1) (2) 5 (1) (2)

2 O3 @z + 2 9z @
9395P, P93 3 3 @393P5 P30, 3 2

(D (@, 5 N OR Q)

P> P P, 9
P3P, P, P, 032 3 93P, P35 Pz @, 2 2

+ Z

() (), R ORON

+ Z b Pz @ z Pz @
‘P3p3p2 pzq)3 3 3 ‘P} p3p3 P3¢2 3 2
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1

1 1
(1 _(2) (1) _(2) (1) _(2)
-=2Z ® 9y == 9, 9 -—2I 9, @
2 P3%% 2 T 5 W399 2 T, 959,95 72 T
s NORGIN RONOI RORC
2 93939 0 7T 5 03939 3 T2, 30505 3
1 RONGN 1 ROROR (1, (@)
5 P3P, @, 72 YT 5 e3P @ 2 T2, 95P,95 72 73
L NOROT @ _ 1 RONC)
2 P3P3% 7 T 5 @3Ps® 3 L5 93P 05 3
2 s oM@, 5 L1, (@
x P2PpPp Pp®3 2 T3 " R PpP3 P30y 2 72
(1 _(2) M (@) (1 (2)
z z 5
T b, p3p, P05 3 P35 T %p psps Tpie, P32 p, b, 9, P2 ¥
(1 _(2) 1 _(2) (1 _(2)
- - % -z
p,p,9, "2 %2 T %p,p, 0572 *3 T %p poe, P3 %
(1 _(2) (0 _(2) (1) _(2)
-z P; 9, - I Pz 9z -1 ? 9
P,P3®, 3 2 PPz ®; 3 3 P, @9 2 71
(1 _(2) (1 _(2) M (2)
" p,9,0, %2 %2 " 7p 0,0, %2 %5 T % 0,0, %3
(1), (2 (n (2 (1) ()
-z -z -2z
P 039 3 2 T Tppe5es 3 T3 PPy ¥y 2 3
(1 _(2) (1 _(2) (1 _(2)
23 - -
* 2, ps0, % %2 T p e % P B pie % % !
(4.3.38)
<p,(|2) 'nin (Ll.3.‘l9)1 ile verilen ifadesinin
ix 0@ (23 (), 4 ), , 4 RONON
e, <Pm pn m n q:,] (pmqan m 'n cp,] pmpn m n
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oldugu hatirlanirsa, k=2 ig¢in (4.3.38) ifadesinden (4.3.34) denkle-

mine gidecek birinci mertebe bliylikliikler toplulufunun

1 8 1 1 1
(1, (2)_ m @_ 1 (D@

—_ —(-~—T - -

p, 08 2 "3%2% 27, 03059, 73 T, Tegp, 0, T2 T

1

(1) _(2) (1 _(2) (1 _(2)
-=2Z P; ‘9, - 1I 9, =2z P9
2 ¥3P5% 0 T PpPp®y "2 7T R Pgeq 73 I
(1) _(2) (1 _(2)

oldugu gorilir. (4.3.38) denkleminden birinci mertebe pertiirbasyon
bilesenlerini ayikladiktan sonra kalan ikinci mertebe terimler

diizenlenirse (k=2 icin)

(1) (2) !

R2= 9, 03 (-2 + 272 -—Z + Z + 432
939, P, #3Pp Pz o, @59,9; 93 P59 P, P3 Py

+ 23 -z -23 )+¢§1)¢§2)(z -23
P,P3®; P, 9,9 P, Py @,

1

z + X -4z

+22 - I + 2

+o P -23 Sl -z e,
@3950, 03Py P, 5 95 @05 9P, 95 P, P, P,
(1) _(2)
- 23 -23 z z
P, 9395 2,0, 05 2 70,p, 050 T 3 %2 Zos 9505 * 2 %0 1, b,
:
- 23

-z + 4z - -2 + 2 Zp )
2 ¢3 Q} 92 ¢3 pz ‘Pz pz pz p3 pz pz VZ pz @2 ‘93 ? p3 W}

(4.3.39)
sonucu elde edilir. (4.3.39) ifadesindeki birinei ve ddrdiincii

parantezler birbirine esittir. Bu terimler toplulugu (4.3.22)

kisitlamalarindan bagka bir gey defildir ve her bir parantez sifira
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esittir. Bu su anlama gelmektedir: k=2 i¢in yazilan (4.3.34) denkle-
mi tamamen birinci mertebe pertlirbasyon bilesenlerinin sagladig:

bir denklem olur. Benzer isler k=3 ig¢in yapilirsa

1 9

(1) (2 (1), (@) (1), ()

R,= — — (2 o, ‘9; =2 o, ‘¢, '+ 2 o @
2 p, OF 9, 9,P, 2 3 ®,9,P5 2 72 9, 93P, 3 3

(1 (2) M @ _ 5 (1) _(2)

z
Py 93 9, P, P3 P, 9,

-2z Pz 9, +
9,93P5 "3 "2 9, Py Py

(1) _(2) (1 (@) 1
Pz @53 - Z Ps 9,  + (1 _(2)
B P3Py 3 T3 @pPsPy 3 T2 =Ty g %2 *

+
™M

! ¢(1)¢<z)+lz RORC 1 ORA)
2 '2 2 9,9,9; 2 73 2 9939,

+
|
™M

<+
™M
b=
W
6
N
I
™M
W
W

1 1 1
(1) (2 M (@ 1 (@
p, ‘o, +—2 P, ‘9z +—2Z Pz @

272, e, pp e T2 T3, 90y 3 T

+
I
™M

1 1
1 (2) (1) (2) 1) ()

+—X Py @, +—13I P; ¢; -2 P, '@
572 5 9Py 3 T3 P3P, Pp 2 73

(1) (2) (1) (2) (1) (2
P, ‘9, -2Z Py ‘9; +22 P @
P3P, Py 2 72 Py P3Py 3 73 PsPyP; 3 72

OROE (1) (2) (1 _(2)

z -z P, @
P; P, #3 2 73

-2z P, ® ¢
P3Pp®q 2 U1 P3Py 9 2 2

(), @) _ (2 _
PyP3 @73 M1 B3 P3 e,

(10 _(2) (1 _(2)
ps 9 9, %2 %1 " Tn 0,0, )

_ ¢(1) (2)_ NON . 0
Pz 93 9, 3 M P3 95 9, 3 Y2 P; 95 s 3 73
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(1 _(2) M _(2) (1) _(2)
-2z o, ‘¢, + 22 9, ‘9, -2 ?: @
Pz P, ®, 2 73 Py P39, 2 72 Pz Py @y 5 3
+23 (0,2, (4.3.40)

?: @
P3 Pz ¢3 3 "2

ifadesi elde edilir. (4.3.40) ifadesinden (4.3.34) denklemine k=3
igin giderek birinci mertebe biiylikliikler

1 8 1 1 1
(1) _(2) 1) (2 1) _(2)
— —(z ?, 9 +—Z Pz @, +—Z P, @
poa€2¢2¢2¢1 27 TS0, 3 T e, p, 0 2 T
1
(1) (2) 1) (2 1) (@
+—-2Z p; ‘9, ~Z p, ‘9, -1 P: @
> 9 P39 3 M P; P, ¥ 2 M P3 P3 94 307
(1) (2) (1) (2)
-z ®, 9, -2 9, @, )
P; 9, 9, 2 1 P3 93 9, 5 "

ile verilir. (4.3.40) denkleminde kalan ikinci mertebe terimler

diizenlenirse (k=3 ig¢in)

(1) (2) !
R,= 9, 3 (z - 43 +— 2 -2z + 43
®2 %2 Pp %2 P2 P3 o 9 9 93 2 P3 %3 P3 P3 Py
+22 ) + ¢(1)¢(2)(-3 z + 6% + 1-2
P; P3 @3 z "2 ?, ¢, P3 P, P3Pz, @ 99,
(1) _(2) !
-4z )+ 9, ‘o, (22 +2Z +—Z
P3P3Py T3 T3 e 9Py BB p % 959
-y - 43 -z )+ otV ol® (5 -4y
Pz P, P, P; P, #3 Pz 93 93 5 72 e, 9, p, ®, Py P3

-23 + 43z +22 ) (4.3.41)
2 99,9 ¢, P3 93 P, P3 P3 P3 P3 @3

+

neticeleri elde edilir. (4.3.41) ifadesindeki her parantez daha

tnce elde edilen (4.3.22) sonuglari geregi sifirdir. Sonuc olarak
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(4.3.34) denkleminde gorilen yiiksek mertebe terimler elimine edile-
rek sadece birinci mertebe terimlerin safladifi denklemler elde

edilecektir. k=2 icin (4.3.34) denklemi

6p§1) 1w 2 e 1 o ) apt
- 2a — (3 a3, ) —L e — — (-2 —
8t 2p OF Y59, a¢3 2p_ oE ¥3 POy ™ 5
1) &) )]
(1) °Pp (1) %% (1) 9%,
-2 Pp ——— - I, Oy —— =2 P, ——
3pr'pm m DE Bq’rq’m ot 4'3 q’r' Pn of
1) (1) mm
. ORI NORAs . (1) 2%n
P35 P q’r' m 13 ?3 Pp ¢r m BE Py Py ¢m 2 9k
(1)
V23 (1) 2% ) - 1o (l . NORORO
Pp®pty £ g 2p, 3E 6 P3Py Py @ @ B P
. NORONONE. (1), (1) ()
6 tp3 PpPpPp B ’n Pr 2 ¢3 Oy ®pPp @ D
L NONONOI (1) (1) ()
2 ‘PB ®m Pn Pp L SE Py Pp @y Py Yo
. (0, W, 14 (1) (1 (D
Py Py @, @ £ 'm "n 3 P, Py P, P, 2 m “n
e CINORONS ‘ s s :
3 P2 9 O % 2 m n po(poaz-ilp p) 2 9 %nPn P2 %y Pn
n'n
8 OROROI ORORONE (1) (1) (1)
—(z +=z +—3Z ® 0.7

? p ¢ b, P
oF PhPp® m T £ 2 PpPy P O L r 2 Pl %o ™ £ r

1 1 8
R (-— % )— (2 (15 (1,1

-z
po(poaz-zp 2 935 PpPy Py Py P ot PpPg® ™ T £

)
n Pn
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1 1
ORONROEE (1) (. ()
+—1 p. 'p, ‘P +~Z )
2 pn pz I:)r' m L r 2 pn q’l q’r' m & 'r
%l RONN RO o
hup 0E 4 ©3929% 3y 95030, 72 03Py 0 2
1 1
1 (_ 4 Q) NOT S
> ®3P30y 3 P, P, 9, 2 P, P ® 3 5, P99 3
1
) 1 (D (1) (D
> 70,050, %2 2% 4 p %0 Pn T g ¢ *n ¥n
(1 _(1)
= 4.3.42
+Z‘P1 b P, P, P, yl=0 (4.3 )
seklini alir. k=3 ig¢in ise
ap(1) 1 a3q> ) 1 0 ap(1)
3 (0) 2 r (1 " *r
-2a +——('y2 a -2z ) 3+ —(-Z n T
ot 2p, T ¥ 4. ac 2p_ OF ¢ Pp. 9 aE
1 (1) M
: (1) 9Py, (1) 2% (1) %%
- Pp ——— - % o % P
4’2 Pr Py oF 2 q’r- m ot 2 q’r P oF
(1) M M)
(1) 2% RO (1) %%
+ X —_—+ X p —_—-2 pl ——
P 9 Ppb, M g Ps Py by "
(1)
(1) %% 1o ORORQ)
-2 ¢ q’! ) +— — (=1 m 'n r
P3Py ¥y oE 2p, BE 6 P Oy Pn
. ORONON (1), (1)_(1)
6 $2PpPpP, 0 1 °F 2 9% %Py r N
:
T “’17(11)pr§1)p£1) -3 51) ;1) I(11)
2 %2% PPy p3p£<pmpn
) M m_ 1 (1) (1) _(1)

z P, o "%
Pz P, @, @) £ "m "n 3p3p£pmpn2 m “n
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1 3 1 1
(M (1) (D
--2 o, o ‘9 ")+ (-Z -z )
3 P3 %% %, £ 'm 'n p (p az-}: y2 %2 %Py P3 ®m Pn
oo P, P,
4] 1 1
2 m m @, ORONCOR (1), (1) (1),

¢ @ P
3E pnpl‘prm r £ 2 pnpzprm 2 r 2 pntpchr.rm £ r

1 1 a
R > -z -3 )— (2 oV g0 pl)
po(poa -2 ) 2 2 PPy Ps PpPn oag PnPp ¥y r
°n Pn
1 1 1 o 1
-3 &)) (1)p(1)+_z p(’l) (1)¢(1))~__[(__z p§1)

2 PpPgP. @ "2 °r 5P 9,0, m L Yxp 8E 4 ® 9 9

1 1 1
+—-2I p§1)+ -2 p§1)+ -2 p§1)- z p§1)

m_
-—=
2p3¢3¢1p2 q>1<pp¢m n

1) (1 (M _(1,4_ ‘
9,0 0 °n o, + Z¢1 b P Py Pp yl=0 (4.3.43)

formundadir. Bdylece (4.3.34) denklemi k=2 ve k=3 igin birinci
mertebe pertiirbasyon terimlerinin sagladigi nonlineer kuple diferan-
siyel denklemlerine indirgenmistir. Ancak (4.3.42) ve (4.3.43)
denklemleri karmasik goriinlisleriyle ilk anda pek bir gey ifade
etmemektedir. Bunlarin anlasilir hale gelebilmeleri igin tekrarlanan
indisler lizerinde toplam yapilmasi ve denklemlerin ayni grup bilin-

meyenler igin yazilmasi gerekmektedir. Yukarida anilan denklemlerde
(1) 1T (M M_1 ()
%2 =72P 2 % 2P

sik hesaplardan sonra, denklemler

o0n RO R op()
2 . — (7(0)a2— 5 ) r_, — (o p('l) 3
at 2p, 3r b5 9. 5 2p, BE 175 s

(1)
ap 1 @ 3 2
1 1
+a, pg) 3 ) + =—(B1 pg ) +82 pgn p§1)
ot 2p°‘65

bagintilarini da kullanarak uzun ve karma-

2a

2 3
pg’l) p§1) (07,

+ B +'B# p3 =0

3
(4.3.44)



ap(1) 1 63¢(1) 1 @ ap('l)
3 (0) 2 r (1) 2
2a -——(’yzra-2¢ ¢) 3 + — —(a, p,

87 2p 2 'r ot 2p0 ot ot

(1
8p 18 . 3 . 2 - 2 . 3

(1) "T2 )] (1) (M 1 _ ) (1)

+a,p )+ — — (B, p +B.p p, ‘+B,p; ‘P, +B, P )= 0
173 K 290 oK 173 2%3 2 3%3 2 4 ¥2

formlarini alairlar. Yukarida sozii edilen hesaplarin yapilmasindan
sonra denklemler daha gtzle goriiliir bir hale gelmislerdir. Bu denk-
lemlerde goriilen @, 0, B‘l ...,[;,. katsayilari farkli mertebeden malze-
me sabitlerinin toplamidirlar ve asagidaki sekilde tanimlanmiglar-

dir:

1 1 1

@,z I -z -~z +—Z -~z -z
17 "b3 P59, $3P3Pz 5 439, 9, , 4 9 03 , & 93P; ¢ P, Py
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+—2Z
2 ¥2P 9

1 1 1
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2 ¥3 P393

1 1 1 1

B,I:——Z +—Z +—2 +—2
48 ‘P3 ‘P} ‘P3 ‘P3 6 ‘P3 P, Py Py 8 ¢3 ‘P3 ‘P3 P, 4 ‘P} ‘P3 pZ P,

1 1 1 1
+—=1I + =2 +—2I + A(—2

1 1

+—-3Z +-—3I ) (2 + 4z +45x )

2 1 1 1
+—3 +— 2z ) (Z + 42z
y PpPp®3 y PP Py 15 P39 9393 P, P, 93P,

1 1 1

- hX + =2 +—2X ) (2
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1

+4z + 43 )+ (-—=2 -2z )
P, 93 P3P, P, P3 5 95959, 050, 9,7, P, @,

1

(z + 2z +—Z )]
P193P, 9 PPy y 999593

1 1 1 1

~Zz -2 +—2
16 @00 ® 5 ®3P)PyPs 9 93 95DP, g 959505 Ps

1 1 1

-=3 + Z

1 1 1

-2 +2X -—2
2 pzF’z"’z"’a y P, P399 D, PP, Ps g Pp 939,93

1 1 1

+A[(~-=-2 -3 -—3Z ) (2 + 232
y PgPy®5 4 PiPpPy 46 PqP393° 939, P P2 92 Pq

1 1 1

-2z -4z )+ (- -z + =1

1 1 1
-—-z ) (2 + 4z + 4z )1+ —[(-2

1 1

+—3 —Z ) (2 + 232 -2
y PP P " g P #3935 939, P P, 9, P, #3 P3Py

1 1 1 1
- 43 )+ (=2 -3 -——3 +—3 )
P, P3 Py y PaPp®  PyP3®s 5 PPy Ps g Py 0,0

1

(22 + 42 + X + 232z Y+ (—2Z
®3 P Py P, P P 9395 D, P, ®3 P, y Py P393
1 1
+—-2X + — 2 ) (2 +22Z -22
y P3Py Py 4g P3@395  @39,DP; P, @, P3 ¢3 P3 P3
1 1 1 1
- 43 Y+ (-2 -z -—3 +—3Z )

PpP3P3 " 'y P3P, @  P3Ps @5 , P3Py P35 P39, 0;
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1

Y+ (=2

22 z

(Z 2

+22 + +
95 93 P; P, ®3 Ps 93 P, Py

1 1 1

-z + = Z ) (2 +—2Z
2 93P3 % PpP3® o PP P3Py 9939

1 1 1

+ Z Y+ (-—2 -—1I -z -—3Z )

1

(- )]

pX + X -—2 + 22
?4 9, Py ®q p3 4’3 2 919, ‘P3 ?q Py P3

1 1 1 1

= + + =2 -—2
16 ‘P3 1’3 9,9 - ‘P3 P, 93 P3 g 93 9,9, P ‘P3 ?, p3 ‘P3

1 1 1

+ =2 -2 +—2
2 P3%2P2P3 y 93%3P3P3 PPy %P3 o B P50 P3

1 1 1

+—Z -—2Z + X + -~ Z
y PpPp®2% 2 PpP3®%5 PpPpP5P; g B % %%

1 1 1 1

+A[(-2 -=3 -=3 + =23 )
y P1P2% 4 P1P3®5 5 PyPyP3 g P ¥ %3

1

Y+ (=-—2

(z -4z

2z 2%

+ -

1 1

+—2 +—2Z ) (

z + 212
y P1P3P3 46 P19 % 93930

+ 22
P2¢3 P, ‘P3 Py Py

1 1 1 1

+ 43 )1+ —[-(-2 -—3 -—3
P, Py Py 2n 4 P2P2® y PpP3®3 , P P;Ps

1

+ =23 ) (2

4+ 23 -2z
g8 P29,%9 939, P P, @, P,

-4z )
®3 P3 Py P, P3 P,

1 1 1
-(--Z +—2 +—2 ) (2 +22
y Py Ps® ) PyPsPs 1o P, 0,9  950:P, P, @5 D,
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1 1 1

4z )= (-2

+22 + -~—2I -—Z
93 P, P P, P, Py y P3P % y P3P393 , PPy P3

1

+—=2 ) (2

+ 43 )
g P399 939, P;3

2z -
¢3 P3 P3 P, P3 P3

-2z
P, ®, P3

1 1 1
- (-~ +—=2 +— I ) (2 +22Z

1 1

) +.(—-Z -—2z

4z -2
PpPaP3 'y 9399 , P3P3% PPz ¥

+ 22 +
?s3 P, Pz

1 1

+~2 ) (-

z + X -—3Z +22 )
> Py @ 9, 9,9, P, 9, 9;P; 5 09,0 9, Py Px

1 ' 1 1
+ (-2

- Y -z -—3z ) (-
y P3%3%1 o P3P % PP ¥ o P59

z
9,9, Ps

1

+—-Z + 2 )]

1 1 1 1
+—2Z +—2 -—2Z

1 1 1 1

3 +—3 + -
2 PpP3® Pz PpP3®,9, 3 P, P3P3Ps 5y P99

1. 1 1

+ A(— 2%

--x -—x ) (=
y P1P3® y P1P3Ps 45 P19 %

+22

1 1 1 1
-2z 4y )+ —[-(-2

- --3 -—3 )

1

43 ) - (=2

2z -
93 P3 P3 P, Ps P3' 'y P P3 ¥,

(Z 2%

+ -
$3 9, Ps P, @, P3

1 1

-—1Z -— ( +232 -2z
y PaP3Ps 46 P2 %% 939 P P, ® Py~ " o5 P3Py
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1 1 1

-4z )+ (=2 -—z -3 +—z )
9y P3Py T Ty 039,05, 93D3 9 TP, P30y 5P, 9,0,

1
(-2 + =3 .+ X | (4.3.45)
9,9, P59, 9,9, " "9, psp;

- 1 1 1 1
B, = —

1 z -—=2z -—2Z +—2
ug P P 9% g P, P3P3P; g 9,9, %Pz , 9,9, P;P;z

1 1 1 1

+—-2 +—2Z -—2
2 P3P3P3 % y P3P5®,% 3 PsPsPsPs oy P39 9,9

1 1 1

+A(~-—12 +—Z

+—3Z ) (
y P1P3® 4 P1PsPs 46 P12 %

pX -2z

1 1 1
43 Y+ —[-(-=-2 PR

-212 +

5 -3 -z +2% )
g P 9% o 99, P, P3P P, 9,PzD P3 P3 Py

1 1 1 1
) (-2

z +~—2Z +—2 -3
2 P3P3® 5 P3P3P; g P3® @ , @9 P; P3%P;

1 1

-z . + 22 )+ (=—Z +—12 -z
P2P3P3  P3PsPs y %2929 2 %2P3%  P3P39
1 1
+—32 Y (-2 +—Z +2z )
> P59, 9, 919, P5 4 99,9 9, P3P;
-1 1 1 1
Bz=— I

-—3 -—=13 + =2
16 92929293 2 %2PpP3P3 g P %2% P 4 9% 93P;

1 1 1

+ =X -—2 -2z +
2 P2%2P2P5 4 ®293P3P3 P3P %Py 5 P35 P33P

1 1 1

-+ -

) -—3z + Z + =X
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1 1 1 1

+Al(--2Z +=3Z +Z -—3Z ) (=2

1 1

z -2 +21% Y+ (==~2 +
P3 #2 Pq 9, P3Py P3 P3 Py 2 P1P3® 2 PyP3P3

1 1

+—3 ) (-2 +23% -—3 +Z )]
8 P1%29% %2 P2 P P3P Pq 2 %293P7 P33P
1 1 1 1
+—[-(-=-2 +—2Z +—=2 ) (=2
2 2 PpP39 5 PpP3P; g P 9,9 ®, Py P,
1 1 1
+232 -3 3 )= (=—3 +—3Z
P3P, Py , 9, 93P P3®3P, 2 PPp® , P P39
1 1
+ I -—3 ) (-2 -z -3
PpPypPz y Pp®y @3 , 9,9 P, P3® P 9P3P
1 1 1
+23Z )= (-=2Z +— I + X -—2Z )
Pz P3 P 2 P3Py % , P3P3®; P3Py;Pz , P399
1 1
- -z -z +22 )= (-—Z
2 929,P3 P3%P;  9,P3P;3 P3 P3 P3 2 P3P3 %
1 1 1
+—3 R ) (- 23 -3

z +
2 P3P3P; g P3® @ 9, Py P3 P3P, Pz o 9,93 P3

1 1 1
+ 2 )+ (-—2 + =2 -z =3 )
P3 93 Ps h 900 S e, e T Tpsps e, T ps 0, 0,

1 1

2z )+ (-2

(-2 + X -—12 +

1 1 1
+—z -z -—3 ) (-3 +—z
2 %2P2% P3Pp® p P339 P192P3 4 9 9%

+Z )]
®, P P
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1 1 1 1

z -z R -—3

1 1 1
-z -3 +—Z + 3
y P29 PP, o 9 93P;P; , P3P 9P, P3P 0@3P3

1 1 1

+—=2Z + X -—1Z
2 P3P 9 93 Pz Ps3 93 9?3 Pz P, Py P; g P3 ?, 93 P35

1 1 1 1
Al(-=x + -3 +—32 Y (-2 -z

1 1

z +22Z )+ (-—2 +—-2 + X
%2 P3 Py P3 P3 Py 2 P1Py® o PqP3®; PPy P3

1 1

-2z ) (-2 22

+ )1
s P9, 05 9, P, P,

-=2Z + X
P3 PPy - @ ‘P3 P, P3 ‘P3 P4

1 1 1 1 1
—[-(-z + -3 +—3 ) (—Z -3
2x 2 PpPp®3 o PpPyPy g P393 5, 9,9,P, P3P

1 1

P +2% )= (=— 3 +—3 + 3
?, P, P3 Pz P3 P, 2 Pp %% , PpP3®; PP, P3

1 1

-z ) (-

z +22 -—12 + X )
y P99 9,.P, P P; PpPp , 9,%3P, P3®zDy

1 1 1 1
( —2Z +—2Z +—=2 ) (=2 -z

1 1
Z )=-(-—-12 +—2 + 2

~ 2 + 2
¢, P3 P3 P3 P3 P3 2 P3P % , P3P3®3 P3P, P3

+

1 1

-3 Y (-

bX + 22 -—12 + X )
y P39 % 9, P, P3 P3P, Ps o, 9,%3P; P393P;

1 1 1
(-—2 +—3 -z +—Z ) (2
b %2% % 2 %2P3® P3P3® 5 P3® % 9P %



1
+ ~
4 ¢1‘P3‘P3

+ Z

1

-——

) (-
2 P393%

z
9,9,

- 1 1

Ty 92939395 g
1 1

+—2 +—2X
y P3P 9393 3 P3

1 1
+ A(~2 +—2
2 P1P2% 2 Py

1

2 92 93Py
(- %

1 1
+ -
2 P3Py P

1
+ I Yy o+ (

-2z
P3 P393 4 %29

1
(z

z -

+ 2

+23% -—3 +
?2 Pp Py P3P, P o 993D

+—Z
g P3%39;

+ =X +
?q Py (P3 y 94 93 @3

Y-

1 1
)+ (-2
Y

+ -z
929359 2 P2P2 % P3P %

1

)]

+ X -—2Z +22
P, 91 Ps3 ‘P3 2 999, 9%; 94 P, Ps

1 1

-2 +

1 1

+ —Z -~
P2P2 P2 2y P393%3%5 ¢ %2P2 PP

1

) (-2 + 2

+—Z z
P2P2 8 P1%39%; P2P2P1 P3Py Py

1 1 1 1
)+ — [-(-2 +~Z

+—2Z
2x 2 PpPp®3 5 PpPpP; g Pp @303

1 1
) - (=2

Z
p3 ‘P3 P, 2 p3 P, ‘P;

1

) (-

pX + 212X -—2I
®, Py P3 P3 Py 93 > 9 ‘93 p}

1 1
--z )

+ -2 -2z

)] (4.3.46)

3
9, P, Py

(4.3.45) ve (4.3.46) ifadelerinde gdriilen A, (-2/2p+n+2X) blylikliigl

yerine kullanilmistar.

diyebilecegimiz liglincii grup terimlerin a,, o,
denklemde de gériiliirken, Bi ve Bi (i=1,4) katsayilari arasinda

(4.3.44) denklemlerinde dissipatif terimler
katsayilari her iki
bu

asamada bir iligki gdzlenmemistir. Yalniz burada hatirlanmasi gere-

ken durum sgudur: Baslangig¢ta (4.2.12) lineer denklemlerinde gériilen

Z'nin ikineci tlirevlieri ile lineer izotrop malzeme sabitleri arasainda



=75-

iliskiler kurarak, daha sonra (4.3.22) denklemlerinin gecerli oldu-
gunu gostermek icin ZI'nmin lclinci tilrevlerinin genel izotrop bir
kati igin ne oldufunu hesapladigimiz (4.3.27) ifadesi ile izotropiyi
kullandik. Ancak Bi’ Bi (i=1,4) katsayilarr ig¢inde I 'nin dbrdincli
mertebe tilirevleri de bulunmaktadir. Izotropinin I 'nin dordiinci
derece tiirevlerini igeren katsayilarini nasil etkileyecegini bu
asamada bilmemekteyiz. Bunu bilebilmek ig¢in Z 'nmin {giincli derece
tiirevlierini igeren sabitlerin izotrop kati durumunda aldifi formu
bulmak i¢in yaptifimiz islemleri, bir ilist mertebeyi de igeren terim-
lerle benzer isleri yapmamiz gerekir. Bunun i¢in Z'yi C ve I''nin or-
tak invaryantlarina gdre dérdincii mertebeye kadar seriye acgmak,
acilima giren terimleri de p, ¢ ve ¢ fonksiyonlaranin dérdiincii kuvvet=
lerini igerecek gekilde seriye acgmak gerekir. ay, 8y, °"ék "katsayi-
larinin izotrop ortamlar igin ne olacagina bakmadan &nce (4.3.44)
denklemlerinde bulunan YS? bilyiikliiglini hesaplamak  gerekmektedir.
Mikroizotrop katilar igin (2.3.27)2i1e verilen ¥ acik olarak

Py Pp !
:pOJ[2(1-cos 0) (6k£-—2—)+q>kcp£]—7 (4.3.47)

Y
k2 9 o

seklinde yazilabilir. ¢ bagimli degigkeninin sifir durumu civarinda

RGN ORT
k

2
Pz, €+ + 0(e ")

olarak yazilabildigi diigliniiliirse, agsagidaki

92 =9 9 = q;él1)(pl$]1)e+ 2 (ps)cpéz)e}/z + 0(82)
() _(2)
e2.¢et L **n_*n 2, o(e)]
= ONONINORON: € +Ule
q’m ‘pm 'Pn ‘Pn
1 "
cosB=z1-— <p:)q>;1) €+ 0(:-:3/2)

2
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N 1) (2) (1) (2) (2) (1)
Pk ¢2 P P 2 29, "o (1) (1) %% % *% % 1+ 0(e)
2 M m*E ‘71—(‘)— k P2 * M) +olE
6 q’m q’m q’m q’m

acilimlar gecerlidir. Bu fonksiyonlar ¢ ifadesinde yazilirsa

Teg = Pod [Gk + 0(:-:1/2)] (4.3.48)

sonucu elde edilir. Buradan 7£2)- poglé oldugu hemen goriillmektedir.

Bundan sonraki adim izotropinin (4.3.4;f denklemlerindeki katsayilara
ne gibi kisitlar getirdigini bulmaktir. (4.3.44) denklemlerinde
izotropiyi tam ve dogru olarak kullanmak ig¢in a1,...,ébkatsay11ar1n—
da gdrillen I i¢ enerji fonksiyonunun ¢ ve p fonksiyonlarina gére
tiirevlierinin,C ve P'nin invaryantlarina gore tiirevleri cinsinden he-

saplanmasi gerekir. Bunun icin € ve I''nin onbes invaryantini &nce

I(O) I(1)e1/2 . I(Z)e

FIEE P i + ou. (i=1,15)

formunda yazmak gerekmektedir. C ve I''nin p ve @'ye bagliliklari ne-

deni ile

(0) (1) 1/2 (2)
CL=CKL+CKLs +CKLe+

Oz (@)
Tkp = Tk + Tk © * Tgp €+ ---
yazilabilecegi aciktair. Burada Cég? C(zf,... ¢£1) Q( ),... ve pi %
(2) (0) (1 (1) " (2) ) X@)

pk s eoe PKL’ FKL"" ise ¢k . ¢k y ees VE ¢k y ¢ , «.. fonksiyon-
larina bagli olacagindan Ii (i=1,15) 1nvaryantlar1 da € ve T 'min
fonksiyonu olduklarandan ayni argiimanlara icermelidirler. Bu durumda

Z¢ ifadesini invaryantlar cinsinden
k

X 15 8z aI, 8C 9I, ar
(—) /2= [ = —L K L K
39, i=1 aIi acKL a¢k arKL a¢k

o (4.3.49)

formunda yazmak mimkiindiir. Esasen bu zahmetli is X 'nin {glincli derece

tirevlerini igeren sabitler icgin (4.3.22) ifadesini gercgeklemek ig¢in
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yapilmisti. I ic¢in &6nerilen (4.3.23) ag¢ilimini bir mertebe ileri
gétilrerek doérdincli tiirevleri de hesaplamanin g¢ok uzun ve karmagik -
bir is oldufu aciktir, fakat izotropinin oy, 0y, °-'9Bz, katsayilaraina
getirdigi kaisitlamalarin bulunmasinin ger¢ek yolu budur. Bu yolun
cok uzun ve zahmetli olmasindan dolayi, burada kolay ve sonuca
gdtlriici bagka bir yol izlenmistir. Bir boyutlu alan denklemlerine
uygulanan pertiirbasyon sonucunda katinin uzak alan davranislarini
veren (4.3.44) denklemleri pgn ve p§1) bilegenleri icin kuple NKDD
lerinden ibarettir. Eger ortam izotropsa veya baska bir deyisle
dogrultularin birbirlerine gbre {istiinliifil yoksa (1:>2 ,p3) ¢iftinin
sagladigi denklemlerle, bu ¢iftin diizlemde a agisi kadar déndiriilmils
halleri olan (pz', pg) ciftinin saglayacagl denklemler form olarak
ayni olmalidir. (Yazim kolayliZ: bakimindan pz ve p3 fonksiyonlarinan
(1) Ust indisi kaldairilmigtir.) p, ve p3 fonksiyonlarin diizlemde

o ac¢isi kadar dondiikten sonraki formlari olan pz' ve p3' fonksiyonlara:

pz' = cos ap, + sin ps

(4.3.50)

p3'= -sinap, + cos ap;

ifadeleri ile verilir. Izotropi ile kastedilen, (pz,pB) cifti (4.3.44)
denklemlerini saglarken (pz', p;)gif‘tinin de aynidenklemleri saglamasi-
nin gerektiZidir. (4.3.44) denklemleri daha diizenli bir formda

yazilirsa
2 3
ap, (poJa ~q) @ P, 1 ] op ap3
+ 7+ —(a1p3—+u2p2——)
o1 8poa oE l&poa 8k ok ok
1 0
3 2 2 3
+ — (B, p, +B, P, Pz +B.p,p.+B, pz)=0
’-lpoa 3E 152 27273 37273 §*3
(4.3.51)
ap (p Jaz-'y) 63p 1 o dp dp
3 0 3 2 2
+ 3 + —(a2p2—+ a1p3—)
81 8p_ a dE 4p a dE 3L oE
o o
1 o . - - -
2 2
+ ——(81p§+82p3p2+33p3p2+84p2)=0

E
)-lpoa 0 s
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elde edilir. (4.3.51) denklemlerinin (pz' .p3') ¢ifti tarafindan da
saglandigl diigiiniiliirse

op, (p da’-y) 8°p; 18 ap; ap;
2 [o] 2 ’ 3 , 3
+ 3+ —(a1p3-——+a2p2——)
ot 8p a ] 4p a BE oF oE
o] o
1 6]
rd '2 L4 L4 '2 ’
llpoa 9t
(4.3.52)
ops (p Jaz-'y) a3p' 1 8 dp., ap.
3 o 3 , 2 . 2
+ 3+ —(a2p2—+a‘|p3 —)
8t 8p°a dE llpoa 8E of RS
1 0 -
- 4 - lz ’ - r'd ’2 »
+l; ——(81p33+32p3 p2+B3p3p2 +84p23)=0
P2 otf

denklemleri yazilabilir (4.3.52) denklemlerinde (pz',p.;) ¢ifti ic¢in
(4.3.50) ifadeleri kullanilirsa

2
ap2 (poJa - %) 63p2 1 G ap3

cos a { + 3+ —[(cos a @, + sina az)ps——
at Spoa ag llpoa 8k LS

6p3 ap3 (poJaz-‘Y)63P3
1+cosaa2)p2——]}+Sin°t{ + 3

oF K 4 . Spoa 8E

+(-sina «

— [(sina @, -cosa a,) p, — +(-cosa o, -sina a,) p3——]}
llpoa o oE oE

-+

1% 3 3 2 2

— [p, (cos”"a B, -cos"asina B, +cosa sin“a B
2 1 2 3

llpoa oE

3
+ - sin"a B,)

+ p§ P3 (3 cosza sina 81 + cosja 82 -2cosa sinza 82 - 20032a sina B3
3 2 2 2 2 .
+ 8Sin‘a 33+3cosa sin a BL')+ P, p3(3cosa sin « B,,+2cos a sina B2

- sinBu BZ + 003301 83 -2cos o sinzu 83 -3 coszu sina Bk) +’p; (sinBu B,]
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+ sinza cos o B2 + sina coszu B, + cos3a Bk)] =0

3
2 3 (4.3.53)
ap3 (p Ja -y) 8 p 1 3 8p
o] 3 2
cos o {—= + 3+ — [(cosa @,- sina o) p, —
81 8p a a8t 4p a dE ot
o o
2 3
dp, ép, (p Ja -v) 8p
R o 2
+ (sina @, + Cos a a1)p3——]}-51nu{ + 3
8E at BpOa ag
1 0 iip3 E)p3
+ — [(- sina a, - cos a a1)p3——+(-cosa az-sinu a,')pz———]}
llpoa 0E oL og
LA I 2 - 2 - 3 -
+ —-—[p3 (cosuB1+cosasinu B, + cos a sinu83+sina84)

Mpoa oE

~

+ p; pz (-3 coszu sina B‘l + cosBa Bz ~2cosa sinzu 82

-~ -

+ 2 cosza sina 83 - sin3a 83 + 3 cosa sinza B,') + pg p3(3 cos a sinzu 81

-~ -~

-2 cosza sina B2 + sinsa Bz‘+ cosBa 83 - 2cosa sinza B

3

+ 3 cosza sina Bh) + pz (- sin3a B,] + sinzu cos u 82 -sina coszu 8

3

cos3u éz,)] =0

+

ifadeleri elde edilir. (’4.3.51)1_2 denklemlerindeki ilk iki terim
(4.3.53) denklemlerinde yazilirsa disipatif terimlerin katsayilara

olan a, ve a, izotropinin geregi asagidaki kisatlara saglamak zorunda-
dir:

cosuu1+sinaa2 %y, -sina a, + cosa o

1 2

"
R
"
I
Q

(4.3.54)

sine a, - cosa a
1 2

n
!
Q

-cosa o, - sina o

n
)

Bu kosullari saglayan o, ve °2 katsayilarinin sifir olmasi gerektigi
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(4.3.54) denklemlerinden agik¢a gdrilmektedir. BSylece ilk adim
olarak izotrop mikropolar kati icin dissipatif terimlerin katsayila-

rinin sifir olacagi goriillmistir. B Bi (i=1,4) katsayilarinin sag-

i!
lamasi gereken kisitlamalaran

8 3
— [pz (cos
13

3

(] B‘I - coszu sina 82 + cosa sinza 83 - sin3a Bz, - cos a B,]

-sina B,') + pg Pz (3 cosza sina 81 + cos3a 82 - 2cos o sinza 82

- 2cosza sina 83 + sin3a 83 + 3cosa sinz-a B‘} - ¢cosa 82 - sina 63)

3

+p, pg (3 cosa sinza 81 + 2 cosza sina Bz -~ sin“a BZ + cosja B3

~-2cosa sinza 83 -3 cosza sina B,, -~ cosS a B3 - sina BZ)
+ p; (sinsa B,l + sinzu cos o BZ + sina cosza 83 + cossa 84

- cosa Bz, - sina 81)]= 0 (4.3.55)

o 3 3 - ? - 5 =~ 3 -
— [p; (cos”’a B, + cos'a sina B, + cosa sina B, + sina B
o 3 1 2 3 &

+ sina Bk - cosa B,I)-a-p; P, (-30032a sina B,, + cos’a B2

- - - 9 ~
-2c¢cosa sinza 82 + 2 cosza sina B, - sin3u 83 + 3cosa sin a Bl,

3

. o 2 2 2 -
+ sina B3 - cosa BZ) + p2p3(3cosa sin a B,l - 2cos a sina 82

+ sin3a BZ + cossu 83 - 2cosa sinza B3 + 3 cosza sina BlI

+ sina B2 - cosa 83) + pz (- sin3a B,l + sinza cos o Bz - sina cosza 83

-~

3 ~
+ cos o Bk + sina B,' - cos a B")]:O
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oldugu gbriliir. Parantez igindeki fonksiyonlarin 1lineer bagimsiz
olmasi toplamin sifir olmasi ic¢in her bir katsayinin sifir olmasini
B

gerektirir. Bu bize B (i=1,4) katsayilari arasinda agagidaki

i* i
bagintilara verir:
~ 1 2 2 2 3
8, = (-cosa sina B, - cos a sina B, + cosa sina B, - sina B,)
1 2 3 b
sina
~ ! 2 2 2
83= [3cosusina81-3cosusina82+(-2cosasina
sina

+ sinzu) 83 + 3cosa sinza B,*]

(4.3.56)
-~ ! 2 2 3
82= [3cosa sin“a 81 + (2cos @ sina - sin“a) 82
sina
L2 2 .
-3cosa31na63—3cosa31naBl’]

. ! 3 2 2 2
B,]: (sinaB1+sinacosa 82+sina cosaBB-cosa sinaBl')
sina '

! 2 - 2 - 2 - 3 -
B, =~ (~cosa sina B, + cos a sina B, + cosa sin o B, + sin“a B, )
4 1 2 3 b
sina
! 2 -~ 2 - 2
83=- [—BCosasinaB1-3cosasina52+(Zcosasina-
sina
3 \a .2 -
- sin’a) 33 + 3cosa sin‘a B,'] (4.3.57)
! 2 - 2 3 .-
By=~ [3cosa sin“a By + (-2cos"a sina + sin’a) B,
sina
2 - 2 -
- 3cosa sina33+3cosasina84]
! 3 - 2 - 2 - 2 -
B,]:- (-sinaB,l+sinucosa32-sinacosaBs-cosasinth)

sina
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(4.3.56) denklemlerinden cekilen Bi (1=1,4) katsayilari (4.3.57)

denklemlerinde yerlerine yazilirsa 81, BZ’ 83 ve 84 katsayilarinin sag-
ladigi (4x4)'lik homojen bir denklem takimina varilir. Kolay fakat

uzun iglemler sonucunda Bi (i=1,4) katsayilari igin gecerli olan bu

denklem sisteminin aslinda (81-83) ve (BZ_B") ciftinin saglamasi ge-
reken iki denklem oldufunu gdrmek miimkiindiir:

sina (sinza -3 coszo.) (81-83) + cos a (3 sinza- coszc) (82-84) =0

(4.3.58)
‘cos a (3 sinza - cosza) (81-83) + sina (3 coszu- sinza) (BZ-B") =0

(B1—B3) ve (BZ'B‘r) ¢ifti igin bu denklem sisteminin ¢&zimlii olmaszi
igin katsayilar determinantlarin sifir olmasa gerekmektedir. Halbuki
bu determinant hesaplanirsa (-1) oldugu gbériilecektir. Buradan tek
miimkiin gﬁzﬁmﬁn 81:8 =0, BZ-BA: 0 oldugu gériilecektir. B1=83’ 82=B,'
kisitlamalarinin Bi (i=z1,4) katsayilarini ne sekilde degistirdigini

goérmek igin (4.3.56) denklemlerine bakmak gerekmektedir. Bu yapilirsa

™ 2
e
"
™
"
|
™
™ @
n
™
"
»

oldugu kolayca gbrililr. Mikropolar katinin keyfi o acisi dénmesi
altinda (4.3.51) denklemlerinin form invaryant kalmasi sonucunda
denklemlerin katsayilari igin elde edilen kaisitlamalar kullanilarak

evoliisyon denklemlerinin son sekli yazilirsa

8p, ("oJaz"” a3pz 19 3 2 2 3

+ 3+ ——-[81(p2+ p2p3)+82(p2p3+p3)]=0
9T 8p°a ok llpoa ok

' (4.3.59)
2 3

op (p Ja -v) 8 p 1 o

2, 2 33* _[31“’;*"3";)‘52‘pgpz”’g)]:"
ot 8p°a ot llpoa 3k

elde edilir. Evoliisyon denklemlerinin bu sekliyle, yayilma dogrultu-
suna (X::X1) dik bir diizlem icin de (X2 X3—dﬂzlemi) yansimalara izin
verilmedigine dikkat edilmelidir. Bu formuyla denklemlerin hemitropik
katilar (invaryantligin proper ortogonal grup altinda kabul edildigi)
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icin gegerli oldugu sSylenebilir. Katinin izotrop olmasi ig¢in X{: X1,
X2'= 'XZ’ X3' = X; veya X»,]' =X, XZ' =X, XB’ = -X3 gibi dbniislimler altinda
da alan denklemlerinin invaryant kalmasi, yani sirasiyla (-pz, p3)
veya (pz, -p3) ciftleri ic¢in (4.3.59) denklemlerinin form invaryant
kalmalari gerekmektedir. Bu kogul ise bize 82=o olmasi gerektigini
sbyler. Nihayet izotrop polar bir kati i¢in (4.3.59) evoliisyon

denklemleri

ap, R Gpr 3 )
— +a—(p,)+B 3+(Jr.—(1:>2;>3)=0
R - 13 o 13
(4.3.60)
ap3 8 3 63p3 0 2
—+a—(p3)+B————3+u——(p3p2)=0
o1 8¢g 23 oF

formuna indirgenirler. Burada

B,I (p Jaz—y)
(@]
o= . e S

Mpoa 8poa

tanimlari yapilmigtir.

Bir boyutlu alan denklemlerine uygun bir koordinat uzatmasindan
sonra pertiirbatif ¢Szilimler arandiginda karsimiza ¢ikan denklem
hiyerargilerinde yliksek mertebe terimlerin yok edilmesinden sonra,
izotrop katilar igin (4.3.60) denklemlerine varilmigtir. (4.3.60)
denklemlerinde ilk i{i¢ terim Modifiye Korteweg-de Vries (MKdV) denk-
lemlerinden ibarettir. Son terimler ise difer denklemle kuplaj:
gbstermektedir. (4.3.60) denklemlerini bu4durumda Kuple MKdV olarak
adlandlrmacmﬁmkﬁndﬁr.pz ve p3 reel fonksiyonlar olmak lizere w(E,tT)
kompleks fonksiyonu w=p, +-ip3 olarak tanimlanirsa (4.3.§0) denklem-
leri

ow 0 63w

—+a—(|w|2w)+8-—3:0 (4.3.61)
ot E 13

tek denklemine indirgenir. Bu denklem Kompleks Modifiye Korteweg-de
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Vries (KMKdV) denkleminden ibarettir.
p§1)= 2¢§1)'ve p§1)=-2¢§1) bagintilarin gegerli oldugu disiini-
liirse ?, Ve o5 ¢ifti icin (list indisler kaldirilmastir) (4.3.60)

denklemleri agagidaki formu alirlar:

8¢3 0 3 63¢3 ¢] 2
—2 4 ua—(¢3)+8-—3+‘4a-—(¢3¢2)=0
B8t ot oL 9E
(4.3.62)
6@2 0 3 83¢ 0 2
—+4u—(q>2)+8 3+4a—(¢2¢3)=0
ot of 13 8E

veya l_’,:tp2+ :ltp3 tanim: ile w= -2iZ ve

oz 0 635

—+ o —([t)fryv B —=0
dr ag ot

elde ederiz. (pz, p3) ¢ifti igin burada elde edilen KMKdV denklemi
daha ©nce, magnetize olmug plazmada yayilabildigi go6zlenmis iki
konum boyutlu elektrostatik dalgalarin nonlineer self modiilasyonu
incelendiginde Karney, Sen ve Chu tarafindan da elde edilmistir [29],
[30].

Nonlineer mikropolar katilarda bir boyutlu dalga yayilmasinda
farkli argiimanlar kullanan Maugin ve Miled [31] degisik evoliisyon
denklemleri elde etmiglerdir. Bu yazarlar ferromagnetlerde goériilen
Bloch ve Néel duvarlari kavramlarini mikropolar katilarin tanimlanma-
sinda kullanmiglardir. Ferromagnetik Bloch duvarinda, magnetik bir
spin x1= ~o'daki {iniform bir durumdan etkisini arttirarak dar bir
tabaka iginden X1 ekseni etrafinda 180° dénerek x1= +®'daki bagka Uni-
form bir duruma etkisi azalmig olarak geger. Ferromagnetik Néel
duvarinda da benzer limit durumlar gecerlidir, ancak dénme spinin

hareket ettigi X1 eksenini igeren dlizlem iginde gergeklesir.
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Xz xz
e}~

’

L 4 |
! !
I v Ny > X ] ot d a X
| Ce 7™M > 9

X
3 X3
(a) (b)

Sekil 4.3.1. (a) Bloch duvari, (b) Néel duvara

Yazarlar I i¢ enerji fonksiyonunu lineer mikropolar elastik
katilar i¢in kullanilan formda segmisler, fakat sonlu gekil degigtir-
me tans®rlerinin invaryantlarini kullanarak nonlineer davranigi
probleme sokmuslardir. Difer bir deyisle nonlineerlik malzemenin
bagl:y oldugu € ve I' tans®rlerinden gelmektedir. B&yle bir igenerji
fonksiyonunu kullanarak bir boyutlu hareket denklemlerini yazmiglar-
dir. Burada ilging bir segim x mikrorotasyon tans®ril ile ilgilidir.
X, X3 ekseni etrafinda © kadar donmeyi gosteren x1 ve X1 ekseni etra-
finda ¢ kadar dénmeyi g&steren X, 'nin kompozisyonu olarak alinmig-
tir: x= X, © Xq- Dénme agilaranin bu sekilde segilmesi Bloch ve Néel
duvarlari ile kurulmak istenen ilgiden kaynaklanmaktadir. Mikropolar
katilarin yukarada anlatildifi gibi elde edilen alan denklemlerinde
©=0 alinirsa Bloch duvari, ¢=0 alinirsa Néel duvari tanimlanms

olur.

Yazarlar Bloch duvari durumunda boyuna dalga yayilmasi igin

boyutsuz degigkenlerle

azu azu i) ]
2 -
——Z-VL—-zz a — (cos =)
ot 0X oX 2
(4.3.63)
2 2
006 8¢ ¢ _ Bu o
-—2-——2—=e sin~+a — sin -
at 8X 2 oX 2

NKDD takamini elde etmislerdir. ((4.3.63) denklemleri (4.2.15)

denklemlerini hatirlatmaktadir). Burada verilen sabitler
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J. (A+21+x) A
V2= g , a= [2(a+8+y)(l+u)]1/2 y €z ———
(a+B+y) 2(x+u)

olarak tanimlanmiglardir. (4.3.63) denklemleri boyuna elastik yer-
degigtirmeler igin d'Alembert dalga denklemi, ¢ icin(mikro dSnme a-
cis1 ¢-nin iki kati) Cift Siniis-Gordon denkleminden ibarettir. ki
denklem o parametresiyle birbirine baglanmistir. Néel duvari durumun-
da (¢=0) boyuna ve enine yer degistirmeler birbirinden bagimsiz
olmadigindan durum biraz daha karisiktir. Yazarlar bu durumda,

boyutsuz degiskenlerle

62f azf 0 (]

——2--Vi——2-= a — (cos —)

ot X X 2

a’g 2 o’g 8 ®

'——2 - VT ——2 = O — (sin —) ()4.3-6“)
ot aX aX 2

62¢ 62¢ or ] dg (]

—- - sin® = a(— sin— - — cos—)

ot aX 8X 2 aX 2

denklemlerini elde etmiglerdir. Burada

A+2U+x ? H+2 1
vV, 2 ———— vV, = —mm a:u(JB/Z‘Y)

/2
T y
90(7/J3) po(y/JB)

=26

| il AN

olarak tanimlanmiglardir. f ve g fonksiyonlari reel kismi boyuna yer
degigtirme, sanal kismi enine yer degistirme olan Ui =U+1iV seklinde
tanimlanan Ui fonksiyonlarinin Ui:=Fi:exp(iie) seklindeki Fi genlik-
leri ile ilgili boyutsuz biliylikliiklerdir. Ana hatlari kabaca yukarda
anlatilan makale, bildigimiz kadaraiyla nonlineer polar katilarda bir

boyutlu dalga yayilmasi lizerine yapilmis tek galismadair.
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4.4, OZEL HAL: KUADRATIK KATI

Hatirlanacafy gibi (4.3.22) denklemi ile karsimiza g¢ikan ve
Z'nin lUgilincli mertebe tiirevlierini ig¢eren malzeme sabitlerinin katinan
izotrop olmasi durumunda ne gibi kisitlamalar sagladifini bulmak
igin, Z fonksiyonu (4.3.25) serisine acilmigti. Oradaki amacimiz yu-
karida belirtildigi gibi Z 'nain iglincl mertebe tilirevlerinin izotrop
durumda aldiZi sekli bulmakti. Ama biz 6zel olarak kuadratik kati
ile ilgilenmis olsaydik, ayni ac¢ilimr yapmak durumunda kalacaktik.
(4.3.25) agiliminin kuadratik kati igcin gegerli oldufu diisiinilerek
(4.3.61) evoliisyon denkleminde gtriilen a ve B katsayllarlnln'ne ol-
duguna bakmak miimkiindlir. Bunun ig¢in & ve B'nin iginde bulunan X 'nin
p ve @'ye gbre tiirevlerini hesaplamak gerekir. (4.3.28) ifadeleri de
kullanilarak kuadratik kati durumunda Z'nin tiirevleri ile o, (i=1,17)

sabitleri arasinda agafidaki iliskilerin oldugu gdzlenmigtir.
Z = X = Z = 2 = 2 = Z

= Zq)z (p} pm:O (m=1,3)

1

z = 2 =—(a, +4a,,+90, .+ 3a,,)
?, ¢, P, 91 95 P 5 1 1 12 1

z -(a, + 4o, + 6a6+ o, + lla,”+ 9&124- 3011#)

2 z 1 2

z z =X = 2 = Z = X

= I = 3 = I = I =0 (2,m=1,3)
®, Py P3 ?, P3 P3 93 P, P3 9, P, P,

a

7
z ==z = 20, + 30, + —+ 0, + 30,,+ O
P4 Py ¢3 P, p3 ?, 2 6 5 1 12 1%
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z = 2 = a,
p»] pZ p2 P»] p3 p3

Elde edilen bu ifadeler (4.3.45)_ ile agik ifadesi verilen B, katsa-

, 3 1
yisinda yerine yazilirsa, kuadratik kati ig¢in
2 3 5 3 9 2
B, = -~ ——— (—a6+—a7+ -, 4+ —a,]‘t)
1 2u+n+2A 2 y 4 4

olarak elde edilir. [5] numarali kaynakta verilen 3A+2u+x>0 esitsiz-
1igi kullanilarak (2A +2p+x ) biiylikliiglinlin her zaman pozitif oldugu
gbriilebilir. Yine ayni kaynakta 2p+x>0 esitsizlifinin gecerli oldugu
verilmigtir. A>0 icin 2p+x+2A20 esitsizligi 2u+x>0"1n kuvvetlendiril-
mis halidir. A<0 igin 2A+2p+x> -A> 0 yazilabilir. Bdylece A'nin hem
pozitif hem negatif degerleri ig¢in 81 katsayisinin her zaman negatif
olacagl gtsterilmistir. Bu sonucun sadece kuadratik kati igin gegerli
oldugunu stylemek gerekmektedir. Clinkli Z'nin d3rdiincii tirevieri bu
hesaplamada gozdniine alinmamistir. Genel bir kati igin (4.3.61)
evoliisyon denklemindeki a 'nin isaretinin ne oldugunu sOyleyebilmek
i¢cin bu tirevlerin de hesaba katilmasi geregi acgiktir. (4.3.61)
evoliisyon denklemindeki B katsayisinin sadece kuadratik kati igin
degil herhangi bir kati ig¢in de negatif olacag1 sbyle gosterilebilir:
Parfitt ve Eringen diizlem dalgalarin dilizgiin mikropolar elastik

yarimuzaydan yansimasini inceledikleri calismalarinda [32]

Y
— 2 U+
J

esitsizliginin gegerli olduBunu gdstermislerdir. Bu esitsizligi

(p Jaz-Y) | 2u+x
o 2
gz —m—oe— , a =
8p 2 2p,.
-xnJ

ifadesinde kullanirsak B< — buluruz, x>0 oldufundan B'nin herzaman
16pda
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negatif oldufu gbriliir. Sayisal bir sonugla 1ilgilenildifinde en

azaindan tutarli degerlerle ufrasmak miimkiin olacaktir.

Bir sonraki bbliimde soliter dalga g¢bzimleri oldufunu gbzleyece-

gimiz psz) ikinci mertebe yerdegistirme gradyani genel halde
(2) 2 ORON QRO (1) (1)
Py ze——— (z P, 9y +—I Pp Py *+—Z )

2usns2r P11 Pp g m 5 PP By m 5, PPy e,m L

ile verilmigti. Tekrarlanan indisler iizerindeki toplamlar yapilir ve

kuadratik kati ic¢in pgz) ifadesine bakilirsa

1 2 2 o 5 3 9
p(z)z—— (pg]) + p§1) ) (- —1+ 2a2 + 3a6+ e T —a,]li)

Yr+lp+2n 2 2 2 2

2 2
sonucunun:elde edildigi gériiliir. Genel halde ng{ p§1), p§1), pg1) p§1)

garQ;mlarﬁ?a bagli olurken, kuadratik kati durumunda yalniz

p§1), p§1) terimlerine bagli olarak elde edilmistir.

4.5, KMKdV DENKLEMININ SOLITER DALGA COZUMLERI

Bu b&liimde (4.3.61) denklemi ile verilen KMKdV denkleminin
soliter dalga tipinde g¢dzlimleri olup olmadigina bakilacaktir. Bunun
igin

w_+ u(lwlzw) +Bw =0 (4.5.1)
T 3 EEE

denklemine w= |w| exp (i@) (O sabit) sgeklinde g¢bziimler arayalim.
Denklemin yeni formu

|w|T+ o |w|3E + B |w] (4.5.2)

geg = 0

olacaktir. Soliter dalga bir nevi gezen dalga olacagindan, T=E-ct
déniistimii (4.5.2) denklemini

P T R I R W I gy (4.5.3)
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gekline getirir. (°, T'ye gére tiirevi gdstermektedir). Bu denklem T!'

ya gbre integre edilirse

o 3 c
[w|”+ = [w]® == |v] =c (4.5.4)
8 8

sonucu elde edilir. Burada C integrasyon sabitidir, T-= ig¢in lwl've

tirevlerinin sifir olmasi kosulu C =0 sonucunu verir. w::p2+ip3 ta-
2 2.1/2

2+ P3) /

p3 yerdegistirme gradyanlary saifira gittiginden béyle bir sinar

nim1 hatirlanacak olursa |w|= (p yazilabilir. &—~= ig¢in'p, ve

kosulu anlamlidir. (4.5.4) denklemi |w|’ ile ¢arpilip bir kez daha
integre edilirse

(<]
(ul )%= == Jw[*+ T [ul?+D (4.5.5)
2

a c
bulunur.Burada &= —, c = — olarak tanimlanmistir. Bir &nceki adimda-

kine benzer bir aJ%ﬂmanlg ikineci integrasyon sabiti D = 0 olarak ali-

nabilir. Bu durumda |w|=f ile

daf

- tdz (4.5.6)

ok

(--2- f +3f2)1/2

elde edilir. (4.5.6) ifadesini integre etmek icin fz =u tanim
yapilirsa (4.5.6)

du

= iZdC (u05¢7)

@0 (1w

sekline gelir. Burada A= a/2c olarak tanimlanmigtar. (1-Au)1/2= v ta~-

nimiyla integral

2 dv .
- _1/2{ =+2d¢g (4.5.8)

formunda elde edilir. (4.5.8) ifadesinin integre edilmesiyle



-91-

1+v _ 1/2
1n = 2(C+n) (c)
T=v

sonucu elde edilir. (Uygunluk igin Z'nin isareti (-) olarak alinmig-

tir). Buradan v ve u

exp[2(3)1/2(6+n)]-1 gy
= tanh [(c) " (T+n)]

exp [2(3)1/2(§+n)]+1

1 1
u= —[1 -tanh2 (‘5)1/2 (T+2)] = — sech2 (3)1/2 (T+x)
A A

olarak bulunurlar. Burada

1 o :
-, 6= (—)1/2au (4.5.9)
A 2B

2
a =

tanimlari kullanilarak, f= |w| = (u)’]/2 igin

o 1
|w| = a sech [(—)1/2a (E-—aaz‘r) +6)] (4.5.10)
28 2

sonucu bulunur, bu fonksiyona ait egZri sekil 4.5.1'de verilmistir.

1
cz—aa
2

3
L= (—)ma (E-cT)
28

Sekil 4.5.1. KMKdV Denkleminin Soliter Dalga (oziiml

W= leveie = P, + .’Lp3 oldugu diigiiniiliirse, p, ve p3 icin

LY T,
p,= a sech[(—)'"a (E~-~aa" 1)+ 6]cos® (4.5.11)
2B 2
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o 1
Py=a sech [(—)1/2a (E- —a azt) +6]sine
28 2

yazailabilir. C ve D, integrasyon sabitlerini sifair almadan benzer
isleri ylirlitmek milmkiindliir, ancak burada oldugu gibi integraller
elemanter fonksiyon integrallerine gelmez, Jacobi Eliptik fonksiyon-
lari cinsinden elde edilebilirdi.

Yukarida incelenen ¢ozim, A=A(E,1), 6=0(E 1) olmak lizere (©

ve A reel)
w=A(g,t) exp [10(E,T)] (4.5.12)

seklindeki c¢6zilmlerin © = sbt durumu ig¢in 6zel bir durumunu olustur-
maktadir. (4.5.12) ifadesi (4.5.1) denkleminde yazilirsa A(E,t) ve
8 (E,t) bilinmeyen fonksiyonlari igin kuple nonlineer denklem sistemi
elde edilir:

2 2
A'r+ 3aA Ag+ B(Aggg- 3A€6€- 3A9g egg) =0
(4.5.13)
3 By
AST+ al e€+B(3e€ AE€+ 3A§ egg+AeE€€- Aeg)- 0

Gercekten 6 =sbt icin (4.5.13) denklemi (4.5.2) denklemine indirge-

nir, bu denklem ise MKdV denklemindgn ibarettir. w= p(1)+ ip(1) tanima
v4 2 3

ve kuadratik kati ig¢in p,(lz)z Yy (pg’) + p§1) ) tanaimlari hatirlanacak o-

olursa p,(lz): ;AZ oldugu agaiktir.
Bzel olarak faz fonksiyonu 9:90 sabit olarak secilirse (4.5.13)
denklem sistemi A(E,t) genlik fonksiyonunun sagladifi tek denkleme

indirgenir

E+BA£§E:0 (4.5.14)

A+ a(a’)
Bu yukarda sOylendigi gibi MKdV denklemidir. Dalga cephesi iginde
bulunan toplam enine yerdegistirmenin ydnelimi © =e° agisiyla belir-

lenir. (pz = Acos@ p5 = Asine6, yukarida incelenen &zel durum).



Dalga cephesi icindeki yerdegistirme gradyanlarinin biliyitkluigi A (E,T)
genlik fonksiyonuna bagli olmaktadir. (Sekil 4.5.2)

(1) -7 1
p
3 4 IC))
P

—

Sekil 4.5.2. Diizlem Polarize Olmus Dalgalar

A(E , 1) fonksiyonunun evoliisyonu MKdV denklemine gbre olmaktadir.
Boyuna ikinci mertebe yerdegistirme gradyana p$2)’ Az ile dogru oran-
tilidir. Enine yerdefistirme gradyanlarinin diilzlemde y&nelimlerinin
ayn1l kalmasi, elastisitedeki dalga denklemlerine basit dalga ¢dziliml
aranirken karsilasilan diizlem polarize olmug dalga durumunu hatirlat-

maktadar ([2], pp.183).

Faz fonksiyonu 6 (£,t) yerine genlik fonksiyonu A(E,t)::Ao'ln
sabit kaldigi disinilirse (4.5.13) denklemleri ’

-38 Aoegeggzo

(4.5.15)

2 3
B_t+aA°9 + B (8 -0

£ geg =% =0

formuna indirgenir. (4.5.15)1 denklemi integre edilirse (B,Aoi(J)

2 2
ec- B” (1)

elde edilir. B(t) keyfi fonksiyondur. E'ye gbre bir kez daha integre
edilirse

6(E,1)=B(t)E+ C(1)

0
sonucu bulunur. Elde edilen 6(E,t) fonksiyonu — (© 4-nA? e
; og T o £ EEE
-86§)= 0 denkleminde kullanilirsa B (t) = Bo olarak hesaplanir,

+f80
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(4.5.15)2 denkleminde yazilarsa C(1) = b-aAiBo+-BB§)t elde -edilir.
Sonugta ©(E,T) faz fonksiyonu

9‘5"“30[5“““2'”2“] (4.5.16)

olarak elde edilir. Nihayet yer degistirme gradyanlari ig¢in

p§1)= A cos[B (E-(a Ai - BBz) 1)]

(4.5.17)
(1)

2 2
Py = Aj sin[Bo (€ - (o A - BBO)T)]

bulunur. (4.5.15) ifadesi 6yle bir yerdegigtirme alani olusturur ki

ikinei mertebe boyuna yerdeZistirme gradyani pgz)=:;Ai sabit kalir,
(4.5.17) ile verilen birinci mertebe enine yer degistirme gradyanlari

da uglari Ao yaricapli g¢emberin izerinde kalacak sekilde degisim

gésterirler (Sekil 4.5.3).
1)
/
1
p()

. (2)_—,2
=
(o]
L~

——>p,l -'YAO
Sekil 4.5.3. Dairesel Polarize Olmug Dalgalar

Bu durum elastisitede dalga denklemine basit dalga ¢6ziimid aranirken
8zel bir hal ic¢in karsilasilan dairesel olarak polarize olmus dalga-
lari hatirlatmaktadir.

Diger ilging bir durum p§2)=7(p§1)2+ p§1)2) =Yz biylkldzinin
sagladigyl denklemdir. Hatirlanacagi gibi (4.5.3) denkleminin bir kez
integre edilmesiyle

a 3 ¢
[w]”+ = |w]’~ = ]w]=0 , (4.5.4)
B B

denklemine geliniyordu. Bu denklemin lwl'ile carpilip tekrar integre
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edilmesinden

2 %, C 2
|7+ — |w]" = = |w]
28 B

lw =0 (4.5.5)

elde ediliyordu. Her iki durumda ortaya cikan integrasyon sabitleri
rg-+® icin |w| ve tiirevlerinin sifir olmasi kosulundan sifir olarak
alinmigti. (4.5.4) denklemi |w| ile carpalar, |w|2= z (z reel) tamm
yapilarsa

”

lw] Jw| "= = - |u]? (4.5.18)

NN

egitliginin gecerli oldugu gdrtilir. (4.5.18) ifadesinde lwl'z yerine
(4.5.5) denkleminden esiti yazalir ve |w|2= z tanimi hatirlanirsa

2= 0

o C
uf w”s — ]t = w

denklemi, z fonksiyonu cinsinden
” - - 2
z”-4cz +3az =0 (4.5.19)

diferansiyel denklemi elde edilir. % degigkeninin sagladigi bu
(1) &) (2)

denklemle ilgilenmemizin nedeni, z= p, ~ + p3 < Py bagintisinin gts-
terdigi gibi boyuna ikineci mertebe yerdegigtirme gradyaninin sagla-
dig1 denklemin gdzlmlerini bulmak istememizdir. (4.5.19) denklemi =z

4

ile g¢arpilip integre edilirse

dz
(—42=4322-23z3+3

dg

(4.5.20)

ifadeleri elde edilir. Eger ¢
(4.5.20) ifadesi

1 integrasyon sabiti sifir olursa

dz

=2 (C-Ht)
(T)z (1-2r2) 2

integraline gelir. Bu (4.5.7) integrali ile aynidir ve sonucu
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1
Zz— sech2 (3)1/2 (T+n)
A

ile verilmistir. Bunun diizenlenmis hali

3
a (E-—uazt)-o-b] (4.5.21)
2

a
z = al se(':l’:2 [(—
28

1/2

seklini alir, bu fonksiyonun efrisi sekil (4.5.4) ile verilmigtir.

1
z=—0a
2

o
1
z=(—"2 (g-c1)
28
Sekil 4.5.4, pgz) Biyiikliigiiniin Soliter Dalga Coziimil
o
Burada (4.5.9) tanimlar: kullanilmistir. Burada gdriillen — oram

kuadratik kati icin her zaman pozitiftir, dolayisiyla %ll.s.21)
kuadratik kati icin gegerlidir. Bu oranin negatif oldufu durumda
sech fonksiyonunun sec fonksiyonuna bozunduguna dikkat edilmelidir.
(4.5.20) denkleminde c

1
da integrasyonun nasil yapildigina bakalam:

integrasyon sabiti bastan sifir alinmadifin-

1 dz c 2
— (—)=z-2"+2=-2"+C =f(2) (4.5.20)
2a d a

nonlineer adi diferansiyel denkleminin reel ¢dzlimleri f(z)>0 kosulu.

1 72

altinda mimkiindlir ¢.<c,< Cg olmak lzere f(z)-= (z-c,l ) (z-c2 ) (c3—z)
olsun. Bu kabullerden sonra diferansiyel denklem

dz
= (22)1/2 dg (4.5.22)

I:(z-c1 ) (z-cz) (c3-z)]1[2

seklini alir. z-= t2+ c, d8nilisiimii ile (4.5.22) ifadesi

1
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2 dt

5 T (23)1/2dc (4.5.23)
[(t +c,-c,) (03-01-1: )]

formuna girer.a2=c3—c1, b2=c2-c1 tanimlari yapilairsa (a>b) (4.5.23)
denkleminin agik ¢6zlUmil Jacobian Eliptik fonksiyonlarai cinsinden
bulunabilir. ([33],pp.56) f(z):(z-c,l) (z-cz) (c3 -z) fonksiyonunun
kaba bir grafifi asagida verilpistir. (Sekil 4.5.5)

£(z)

c zZ
1\/02 03

Sekil 4.5.5. f(z) Fonksiyonunun Grafigi
f(z)'in pozitif degerleri igin (4.5.20) denkleminin c¢8ziimii olabile-
ceginden (4.5.23)'lin sol tarafindaki integralin sinirlari c, ve cg

kdkleri arasinda olmalidir. z=t2+c,] déniiglimi de diislinlilerek inte-

grasyon sinirlari a>y>b olarak bulunur,

dt

- (E)”2 f i (4.5.25)
[lovdyai-tH1? ~ 2 %

<

Ters Jacobian eliptik fonksiyonlar cinsinden bu integralin degeri

1 o
— sn”] (sin ¢,k) = (—)112;
2

a
2 2
1/2 a8 =Y 97
olarak bulunur. Burada a= (03-c1) , sin¢= (2—2) , ez E-cT ve
2 2 a ~-b
, 2 -b 03-02
k™ = 5 = dir. (4.5.25) ifadesinin tersi alinairsa.
a c5=c,

@ 1/2
sin¢ = sn [ (- (e -01)) (E-c1);k] (4.5.26)

> 3

bulunur. sn2 (y,k) + cnz (y,k) =1 bagintisi kullanilirsa (4.5.26) esit-
1igi
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[+ ]
cos? ¢ = en’ [(= (e5-e,0) "7 (E-ct); k] (4.5.27)
2

zZ-C

formunu alir. Burada cosz4;= e oldugu kolayca gbriiliir. (4.5.27)
sonucundan, (4.5.20) denkleminin ¢6zlimii Jacobian Eliptik fonksiyonlar

cinsinden

[+ 3
z=c,+ (CS'CZ) cn2 {[- (c3-c1)]1/2 (E~c1); k} (4.5.28)
2 .

elde edilmigs oldu. Gorilldigi gibi C, integrasyon sabitini sifir
olmadan f(z) fonksiyonunun iic ayrik koékil oldufu kabulit ile denklem
integre edilirse ¢oziim elemanter fonksiyonlar cinsinden bulunamamak-
tadir. C  integrasyon sabitinin sifir oldugunu varsayarsak f(z)
fonksiyonunun k6kleri icin c, ™ c, ve c1::0 bilgilerinin gegerli
oldugu gdriiliir. Bu durumda k=1'dir. k=1 i¢in cn(y, 1) = sechy oldugun-
dan (4.5.20) denklemin c¢&ziimii elemanter fonksiyonlar cinsinden

yazilabilir.

a
sechZ[(—-03)1/2(E-ct)] (4.5.29)
2

zZ=C

N

a2 oldugundan (4.5.29) ifadesi (4.5.21) ¢bziimiiyle aynidar.

0

"

n
ell ol

"



BOLOM 5

. KMKdV DENKLEMININ INTEGRE EDILEBIiLIRLIGI

5.1. GIR1S

Dérdincii bdliimde nonlineer polar katinin bir boyutu alan
denklemlerinin diizlem dalga yayilmasi halinde uzak alan davraniginin
uygun bir pertiirbasyon yéntemiyle incelenmesi sonucunda kuple MKdV
denklemleri veya tek bir denkleme indirgenirse KMKdV denklemi elde
edilmisti. Bu b6limiin amaci KMKdV denkleminin integre edilebilirlik

kosullarinin incelenmesidir.

Ablowitz, Ramani ve Segur (ARS) isimli yazarlar ters sagilma
yontemi ile ¢ozlilebilen NKDD'ler ile hareketli kritik noktalara
olmayan NADD'ler arasinda bir iliski oldugunu gézlediler [34]. Daha
sonra ARS, NKDD'lerin integre edilebilirligi ile ilgili olarak
Painlevé 06zelligini ortaya attilar [35]. Burada kisaca sdylenen
sonug¢larin ve onlara kaynaklik eden fikirlerin ayrintili bir incele-

mesini [36] sayili referansta bulmak miimkiindiir.
n. mertebe lineer ADD'in

(n)

w o+ p1(z) W

(n-1)

+...*D 4 (z)w’ + P, (z)w=0

kompleks diizlemde 2, noktasi civarinda denklemin n katsayisi da
analitik ise z, denklemin regililer noktasidir ve zo civarinda denkle-
min n tane lineer bagimsiz analitik ¢8zlimii vardir. Denklemin ¢odziimle-
rinin tekilligi denklemin katsayilarainin tekilliklerinde olabilir.
Yerleri n-integrasyon sabitinden bagimsiz olan tekilliklere sabit
tekillikler denir. Lineer ADD'ler ic¢in ¢&zimlerin sabit tekillikleri
olmasi genel bir ®zelliktir. NADD'lerde bu &zellik kaybolur. Ornegin
basit NAAD'in

genel ¢ozilimi
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dir. z, integrasyon sabitidir ve ¢bziimin tekillifinin yerini belirle-
mektedir. Bdyle yeri integrasyon sabitine bagla tekilliklere hareket-
1i (movable) tekillik denir.

19. ylizyilan sonlarina dogru Painlevé ve g¢alisma arkadaslari
wW'=F(w,w’, 2)

formundaki ikinci mertebe ADD'leri incelemiglerdir. Burada F, w ve w’
ye gbre rasyonel, z'e gore analitik bir fonksiyondur. Amaglara
ikinci mertebe denklemleri sahip olduklari tekilliklere gbre sinifla-
makti. Painlevé ve arkadaslari hareketli kritik noktaya (movable
critical points) sahip olmayan 50 tane kanonik denklem elde ettiler.
(Bir ADD'in kutup olmayan cebirsel ve logaritmik dallanma noktalara,
esasli tekillik noktalaraina kritik nokta denir. ADD'in ¢6zilimliniin
hareketli kritik noktaya sahip olmama 0©6zelligi, ARS tarafindan
Painlevé ©6zelliZi olarak adlandirildi). Bu 50 denklem ya daha &nce
¢bzlilmils bir denkleme veya Painlevé ve Gambier tarafindan elde
edilmis ve adina Painlevé transandantlari denilen otonom olmayan 6
NADD'lerden birine indirgenebilir. (Painlevé ve Gambier bu alta
denklemin daha basit ADD'lere indirgenemeyecegini g&stermiglerdir).
Bu konularin genis bir incelemesini Ince'nin kitabinda bulmak miimkiin-
dur [37].

1977 yilinda Ablowitz ve Segur ters sagilma ile c¢&zililebilen
NKDD'ler ile hareketli kritik noktalari olmayan NADD'ler arasinda
bir iligki oldugunu gbtzlediler. Daha sonra ARS NKDD'lerin integre
edilebilirlifi ile benzerlik ddniiglimi araciligr ile ortaya g¢ikan
NADD'lerin Painlevé ozellifine sahip olup olmamasi arasinda ilgi
kuran bir tahmin (conjecture) ortaya atmislardir: Eger bir NKDD'den
benzerlik déniisiimil yardimi ile elde edilen NADD'in Painlevé &zelligi
varsa bu NKDD ters sagilma anlaminda integre edilebilirdir denir.
Burada Painlevé &zelligi mutlaka 50 kanonik denklem veya Painlevé
transandantlarina indirgeme seklinde anlagilmamalidir. ARS onerdikle-

ri tekil nokta analizi (singular point) ile bir NADD'in P-5zellifini
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agikca tanimlamislardir. Tekil nokta analizi su agsamalarda uygulanar.

a) Bir NKDD verildifinde buna benzerlik déniisiimleri ile karsl gelen
NADD bulunur.

b) Ayrintilara agafida agiklanacak tekil nokta analizi NADD'e uygula-
nir. Eger NADD'in P-8zelligi varsa (belki bir déniisimden sonra)
kargsi gelen NKDD ters sagilma ydntemi ile g¢8zillebilir. Aslinda
benzerlik doniigiimiinden elde edilen biitiin NADD'lerin P-6zelligine
bakilmasi gerekir. Ancak bir veya iki denemeden olumlu sonug
alinirsa denklemin Bicklund doniigiimleri veya Lax ¢ifti aranabilir.
Eger bunlar bulunabiliyorsa NKDD ters sac¢ilma ile c¢dzililebiliyor
demektir.

5.2. TEKIL NOKTA ANALIzI

n. mertebeden bir ADD

(n)

w =F(z;w,w,w”, ...,

1) (5.2.1)

ile verilir. F, z'e gbre analitik diger arglimanlarina g&re rasyonel

bir fonksiyondur. Céziimlerin 2 hareketli tekil nokta komsulugun-
daki dominant davranisini incelemek ig¢in (5.2.1)'in dominant terimle-
rinde

wnoa(z-z )P (5.5.2)

yazilir. (5.2.1) denkleminin hareketli kritik noktalarinin olmasi
istenmediginden analizin ylriimesi igin p'nin negatif tamsayar olmasa
istenir. (5.5.2) yazilisi ile logaritmik dallanma ayirdedilemez,
ancak cebirsel dallanma noktalari segilebilir. Ornefin dominant
davranisin incelenmesi sonucunda p tamsayr olarak elde edilemezse
(yani ¢8zilimiin z, hareketli tekilliZinde p-ci mertebeden cebirsel
dallanma noktasi varsa) NADD'in P-6zelliZinin olmadifi hemen sdylene-
bilir. (5.5.2)'in denklemin dominant terimlerinde yazilmasiyla (a,p)
¢ifti genellikle belirlenir. Denklemin yapisina gére birka¢ (o ,p)
¢iftinin belirlenmesi miimkiindiir, o zaman her ¢ift icin analiz yapil-
malidir, Bitlin mimkiin p'ler tamsay: olarak elde edilirse (5.5.2)
ifadesi, z0 hareketli kutbu civarinda gecgerli Laurent serisinin ilk

terimi olur. Bu durumda (5.2.1) denkleminin ¢dzimi

7. G
Yiksekogretim Kuralu
Bokiymantasyon Merkez
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w(z)= (z-zo)pj):loaj (z-zo)J |z-z°|<R (5.2.3)

seklinde yaz1labilir. Burada z, keyfi sabittir. Eger zo'a ilaveten

(n-1) tane keyfi a, katsayisi bulunabilirse, n integrasyon sabiti

bulunmug olacak v;j (5.2.3) ifadesi (5.2.1) denkleminin genel
¢bzlimi olacaktir. Keyfi katsayilaran bulundufu mertebelere rezonans-
lar adi verilir. Anlatildigi kadari ile P-analizi ilgilenilen NKDD'e
kargsi gelen NADD'in kritik olmayan keyfi zg noktasi civarainda genel
¢6zumiin olup olmadifinin arastirilmasidir. Bunun igin n.mertebe olan
diferansiyel denklem ig¢in keyfi zo noktasindan baska (n-1) keyfi
integrasyon sabitinin varoldugunu gbstermek gerekir, yani keyfi
katsayilarin goriildigu ﬁsler_olarak tanimlanan rezonanslari bulmak
gerekmektedir. Ilk terimi a(z-—zo)p olan ¢dziim fonksiyonuna, keyfi
sabitlerin bu terimden sonra gelen r-sayili indiste ortaya g¢ikacagi

varsayilarak B keyfi bir sabit olmak iizere B(z-—zo)p+r ilave edilir,

yani w ig¢in
wzo(z-z )P + B(z-2z )P*" (5.2.4)
o o}
yazilir. Bu durumu daha agik style ifade edebiliriz,

o)p"'3+ .

o _ p - p+1 _ p+2 -
w=zoa(z zo) + a1(z zo) + az(z zo) + a3(z z

ifadesinin (5.2.1) denkleminin ¢6zimi oldugunu varsayalim. Bu su
anlama gelmektedir: Bu sonsuz toplam iginde keyfi olan sabitlerin

sayis1 n-dir. Ornegin ilk keyfi sabitin a_ oldugunu kabul edelim. Bu

3

durumda

W= a (z-zo)p+ a (z-zo)p+3

3
ifadesi (5.2.1) denkleminde yazilir ve ilgili bliytikliikler ag parante-
'in keyfi olmasi nedeniyle, a katsayisinin

23 3

carpanl olan parantez sifir olacaktir. Burada ag¢iklamaya g¢alistigimiz

zinde toplanirsa

durumu (5.2.4) ile genellestirelim. B keyfi katsayi, r bulunmak
istenen keyfi katsayilarin sayisadir. (5.2.4) ifadesi (5.2.1) denkle-~

minde yazilir ve denklem B-ya g&re dilzenlenirse, elde edilen
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Q(P)B(z-zo)q=0 g>p+r-n

Q(r)=0 denkleminin kékleri aradigimiz keyfi katsayilarin bulundugu
islerin numaralarini verecektir. (5.2.1) denkleminin en yilksek
mertebeden tiirevi dominant davranisi belirleyen terimler arasinda
ise gz p+r-n ve Q(r) n-ci mertebe bir polinomdur. En yiiksek mertebe
tirev dominant terimler arasinda degilse q>p+r-n ve Q(r) dominant te-
rimler arasinda bulunan en yilksek mertebe tiirev kuvvetinde bir
polinomdur. (Q(r)=0, Lineer ADD'in Frobenius metodu ile diizgin
tekillik civarinda ¢6zimdi aranirken ortaya ¢ikan indis denklemine
karsi gelir.) Q(r)=0'an pozitif kokleri bulmak istedifimiz keyfi
katsayilarin sayisini verecektir. Q(r)'nin varsa negatif kokleri
bizi ilgilendirmemektedir. Ciinkli negatif kbokler g¢&zlm fonksiyonunda
olmayan terimleri verir. (5.2.1) denkleminin n-ci integrasyon
sabiti olarak bakilan z tekil noktasinin keyfiligi Q(r) =0 denklemi-
nin pozitif k8klerinden elde edilemez. Ancak Q(r)=0 denkleminin bir
k6kii (-1) olarak bulunursa (p-1) {slii bir terim ¢dziim fonksiyonunda
bulunmayacagi icin (~1) kokiiniin z noktasinin keyfiligini gtsterdigi
sGylenebilir. Denklemin dominant davranisinin belirlendigi 1ilk
agsamada o katsayisi keyfi kalmigsa Q(r)'nin bir kékii sifir olmalidir.
Gercekten (5.2.4) ifadesine bakilacak olursa r=0 durumunda B= a oldu-
Zu gdrilir. EZer Q(r)'nin reel olmayan k&kleri varsa, zo'da ¢Szimiin
hareketli cebirsel dallanma noktasi vardir ve denklem P-$zelligine
sahip degildir. Eger n-tane keyfi integrasyon sabiti belirlenebili-
yorsa (5.2.3) ilgilenilen NADD'in genel c¢d8zimil olacaktir ve (5.2.1)
denkleminin P-6zellifi var olacaktir Q(r)=0 cebirsel denkleminin
pozitif tamsayi kékleri (n-1)'den kiiclik ise genel ¢6ziimii yazmak igin
yeteri kadar keyfi sabit bulunamayacagindan denklemin P-6zelligi

yoktur denilir.

Dikkat edilirse P-tahmini NKDD'lerin integre edilebilmesi igin

gerek bir kosuldur, yeter degildir. Tersine bir NKDD integre edilebi-
3

lirse P-6zelligi vardir denemez. Bunun Ornekleri ut=11 uxxx ile

tanimlanan Harry Dym denklemi ve u =(u_2ux)x ile verilen nonlineer

t
difizyon denklemleridir. Harry Dym denklemi ters sagilma metodu ile
¢bzilllirken, nonlineer diflizyon denklemi lineer difilizyon denklemine
déniigebilmektedir. Fakat Harry Dym [38] ve Nonlineer difiizyon denk-

lemlerinin [39] Painlevé &zellikleri yoktur.
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Painlevé tahmini, NKDD'lerle iliskisi, tekil nokta analizi,
ters sacilma ile iliskileri gibi konulari genis olarak Ablowitz ve
Segur'un ilging kitaplarinda bulmak miimkiindiir [36].

5.3. KMKdV DENKLEMININ TEKIL NOKTA ANALIZI

Yazilis kolayliZi nedeniyle KMKdV denklemini

wt+a(|w|2w)x+ waxx=0 (5.3.1)
seklinde yazalim. Burada t ve x indisleri sirasiyla zaman ve konuma
gére kisml tilirevlieri gdstermektedir. Bu alt bSlimin amaci (5.3.1)
denkleminin integre edilip edilemedifinin aragtirilmasidir. Bunun
icin (5.3.1) denkleminin P-tahminine uyup uymad:ifi yani bu denklemle-
re benzerlik ddniistimleri yardim1 ile karsi gelen NADD'in Painlevé

S8zelligine sahip olup olmadigi arastirilacaktir. (5.3.1) NKDD' i

W X
W= R Z =
(3t) 17 (36) 17

benzerlik doniisimili ile
rr 2 ’ ’

Bw™ + a(|w| w)’ = (zw)’=0 (5.3.2)
NADD'ine indirgenir. Burada z'in reel degigsken olduguna dikkat
edilmelidir. (Yazilis kolaylifl nedeniyle w'nin {izerindeki tilda
kaldirilmigtar.) °, 2z degiskenine gtre tiretmeyi g&stermektedir.
(5.3.2) denklemi z degZiskenine gbére bir kez integre edilirse

Bw” + alwlzw—zw=C1 (5.3.3)

ikinci mertebe NADD'i elde edilir. c, integrasyon sabitidir. (5.3.3)

NADD'inin dominant davranisini incelemek igin
wiz) ~ ’Y(Z-Zo)p , wiz) N.‘?(z—zo)p

ifadeleri (5.3.3) denkleminin bir ve ikinci terimlerinde yazilairsa
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Byp(p-1) (z-zo)p_2 + alylzy(z-zo)Bp'\'O (5.3.4)

elde edilir. Keyfi z tekil noktasa civarlqdaki dominant davranis

incelendifinden w fonksiyonunun eglenifi olan w fonksiyonunun da

aynmyr nokta civarindaki davranisi gerektifinden z, tekil noktasi bu
durumda reel olmak durumundadir. y sabiti komplekstir ve ¢izgi isareti
kompleks eglenik anlaminda kullanilmaktadair. (5.3.3) denkleminin w
igin verilen agilima kabul etmesi icin (5.3.4) ifadesinde iisler
arasinda bir denge olugsmasl gerekmektedir. Bu nedenle p-2= 3p olmali-
dir. Buradan p=-1 olarak bulunur. O halde (5.3.3) denkleminin Laurent
serisi geklinde yazilabilecek ¢éziimleri (z-zo)-1'li terimler ile
baglamak zorundadir. p'nin negatif tamsayi olarak elde edilmesi bu
agsamada umut verici goriilmektedir. Logaritmik defilse bile cebirsel
dallanma noktalara ihtimalini ortadan kaldirmaktadir. p'nin deferi
belli olduktan sonra (z-—zo)-3-1ﬁ terimlerin katsayilarina bakilacak

olursa

2oz -28 (5.3.5)

v
denklemi elde edilir. Bu ifade vy sabitini (5.3.1) denkleminin katsa-
yilari olan a ve B sabitlerine baglar. Su ana kadar {iciincii mertebe
(5.3.2) NADD'in bir kez integrasyonundan C1, tekil nokta z olmak
lizere iki keyfi sabiti vardir. Bu denklemin genel c¢6zlimiinll yazabilmek
igin bir keyfi sabite daha ihtiyacimiz vardir. Simdi yapilmasi
gereken rezonansi yani diger keyfi sabitin goriildigil kuvveti bulmak-
tar. Bunun ig¢in (5.3.3) denkleminin dominant davranisini karakterize

eden basitlestirilmis denklemlerde w ve eslenifi w igin

Wy (z—zo)-1 + n(z-zo)lﬁ-1 , ;'\a?(z-zo)_1 +ni(z-z )r-‘l
(5.3.6)
ifadelerini yazalim. (5.3.6) denklemindeki r, w'nin (5.3.3) denkle-
minde yazildiZinda rezonansin yani keyfi sabitin gbriildigli issil
gbstermektedir. (5.3.6) ifadesi (5.3.3)'lin basitlestirilmis formunda

yazilirsa

Bl2y (Z-Zo)-3 + n(r-1) (r-2) (z-zo)r_3] + a[l‘ylz (z-—zo)"2
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+ ‘Yﬁ(z--zo)r"'2 + YN (z-zo)r-z] [‘\r(z-zo)-1 + 1N (z-zo)r-1]'\'0

(5.3.7)
elde edilir. (5.3.7) ifadesi n'ya gdre diizenlenirse
Q(r)n (z-2)%=0 , q=r-3
yani
[8(r-1) (r=2) + 2a |y|* I n(z-2 )" = 0 (5.3.8)

denklemi elde edilir. Bulmayi umdugumuz rezonans, yani w(z) ¢oziim
fonksiyonundaki keyfi sabit (5.3.8) cebirsel denkleminin negatif
olmayan kdkleridir. (5.3.5) ifadesi de kullanilarak (5.3.8) denklemi-

nin
2
B(r =3r-2)=0 (5.3.9)

oldufu gdriiliir. Ancak (5.3.9) cebirsel denkleminin pozitif tam sayi
ktkii yoktur. Bu da bulmayi umdugumuz liglincli keyfi sabitin olmadigina
gbstermektedir. Bu durumda yeteri kadar (ii¢ tane) keyfi sabit olmama-
s1 nedeniyle (5.3.2) NADD'inin genel c¢bézlimiinli yazamamaktayiz. Bu da
(5.3.1) NKDD'ine karsi gelen NADD'in Painlevé 0&zellifi olmadigini
gésterir. Bunun sonucunda Painlevé tahmini geregi (5.3.2) NADD'ine

karsi gelen (5.3.1) NKDD'inin integre edilemeyebilecegi sBylenebilir.

Sonug olarak ARS'un 6nerdigi y®ntemle (5.3.1) KMKdV denkleminin
ters sacilma metodu ile integre edilemez oldugu goriilmistiir. Bu
sonug daha o©nce KMKdV denklemini magnetize plazmada elektrostatik
dalgalarin asimptotik incelenmesinde ortaya ¢ikaran Karney, Sen ve
Chu'nun gozlemleri ile uyumludur [29], [30]. S&6zil gegen yazarlar
yalniz ddrt hareket sabiti bulabilmislerdir. Halbuki ters sag¢ilma
metoduyla c¢odziilebilen NKDD'lerin sonsuz hareket sabitlerinin varol-
dugu bilinmektedir. (5.3.1) KMKdV denkleminin ters sacilma ile
cbzlilebilmesi igin Ablowitz, Kaup,' Newell ve Segur'un (AKNS) [40]
dnerdigi denklem sinifina girmesi gerekmektedir. Bunun miimkiin olma-
diZ1 hemen goriilebilir. 1974 yilinda Kaup ve Newell [41] ters sagilma

semasindaki lineer sacilma denkleminin formunu degistirerek
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A 2
iq = -q  *1(]a]"a), (5.3.10)

NKDD'i ters sagilma tekniklerini kullanarak ¢bzdiller. Bu denklem
Tiirev Nonlineer Schrédinger (TNLS) denklemidir ve plazmada dairesel
polarize olmus nonlineer Alfvén dalgalarinin yayilmasini karakterize
eder. (5.3.10) denklemi t=1it, E=ix koordinat donisilimi ile

2
q. = g * (Ja]” a) (5.3.11)

formuna indirgenir. Bu denklem katsayi ve dispersif terimin tilirev
mertebesi farkiyla (5.3.1) KMKdV denklemine benzemektedir. (5.3.10)
TNLS denklemi ters sacilma ., teknikleri ile tam olarak g¢bziilebil-
digine gbre qgg'li terimden gelen dispersiyon ile (|q|2 q)g'li terim-
den gelen nonlineerligin birbirini dengeledigini séylemek mimkindiir.

Halbuki

2
wt+a(|wl w)x+ BW =0
KMKdV denklemi durumunda nonlineerite mertebesi (5.3.10) daki gibi
olmasina ragmen, dispersiyonun mertebesi daha yiiksektir. Yani disper-
siyon ve nonlinearite birbirlerini dengeleyememektedirler. Burada
KMKdV denkleminin degistirilmis bir ters sagilma semasina da oturtu-

lamadig:r benzetme yolu ile gbzlenmigtir.

Painlevé analizi ile ilgili olarak konunun biitiinliigli agisindan
Weiss, Tabor ve Carnevale'nin (WTC) NKDD'lere genislettigi hali de
incelemek yararli olabilir [42]. Boylece ARS'nin ydntemiyle karsilas-
tirma imkani dogar, sonug¢larin birbiriyle cgelisip gelismedigi kontrol
edilir.

5.4. KMKdV DENKLEMININ TEKIL MANIFOLD ANAL1ZI

Bir kompleks degiskenli ve c¢ok kompleks degigkenli analitik
fonksiyonlar arasindaki Snemli farklardan biri gok degiskenli fonksi-
yonun tekil noktalarainin ayrik olmamasidir [43]. n kompleks degis-
kenli (2n reel degiskenli) f(z1, Zyy eens zn) fonksiyonunun tekillik-
leri (2n-2) boyutlu reel analitik manifoldlar {izerindedir. Bu tekil



~-108-

manifoldlar, ¢ degigkenlerinin analitik bir fonksiyonu olmak Uzere
¢(z1, Zyy eees zn)z 0 kosulu ile belirlenir.

Ablowitz, Ramani ve Segur'un Nonlineer Adi Diferansiyel Denk-
lemler (NADD) ic¢in tanimladifi Painlevé &8zellifi Weiss, Tabor ve
Carnevale (WTC) tarafindan NKDD'lere genisletilmigtir. WTC, NKDD'ler
icin Painlevé ©6zellifini ¢6ziimlerin hareketli tekil manifoldlar
civarinda tek deferli olmasi geklinde tanimlamiglardir. NADD'lerdeki
tekil nokta analizine benzer bic¢imde, w(z1 ’22 s eoey zn) NKDD'in

¢bzlimll olmak lizere
W= tppuf qurj (5.4.1)
3<0

acilimi Snerdiler. Burada ¢z ¢ (z.1 12y ees zn), wJ. =W (zT,‘ z zn)_ dir.

p st indisi tekil nokta analizinde oldugu gibi‘jgﬁzﬂmé; dominant
davranisini gosterir ve analizin ylirimesi ig¢in p'nin negatif tamsayi
olmasi gerekir. Ilgilenilen NKDD'in Painlevé &zelliginin olmasa,
denklemin ¢dziimii olan (5.4.1) aciliminin yeteri kadar keyfi fonksiyo-

nu igermesi anlamina gelmektedir.
Bundan sonra yapilacak is yukarida kisaca &zetlenen yéntemi

2
W, + @ (|w] w)x +Bw =0 (5.4.2)
KMKdV denklemine uygulamaktir. Ilk adim (5.4.2) denklemine ait
w(x,t) ¢bzlim fonksiyonunun dominant davranigsini belirlemektir.
bunun ic¢in (5.4.2) denkleminde w ve w fonksiyonlari igin

n (5.4.3)

w'\:woq:tn , WA e
yazilir. Hatirlanacagi {izere w(x,t) kompleks bir fonksiyondur.
Cozimlerin bir ¢ (x,t) tekil manifoldu civarindaki davraniglaraini
inceledigimizden, ilgilenilen ¢ (x,t) fonksiyonu reel deferli olmak
zorundadir. (5.4.3) ifadelerinin (5.4.2) denkleminde yazilmasi
sonucunda

n-1

ne e w_+Bn(n-1)(n-2) ¢n'3 3

3n-1 2
o W +a3n g lw |“w_ o, ~ 0 (5.4.4)
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elde edilir. En kiiglik {isll ¢'ler ikinci ve iiglinci terimler olabilir..
Bu terimlerin {islerinin esgitlenmesi sonucunda n ig¢in -1 degeri
bulunur. Hatirlanacak olursa tekil nokta analizinde de dominant
davranigi gosteren n, -1 olarak bulunmustu. (5.4.4) ifadesinde
iisleri ayni olan terimler yazilirsa |

28¢i= -alwblz (5.4.5)

bagintisi elde edilir. Dominant davranisi belirledikten sonra (5.4.2)

denkleminin ¢&zimii olan w ve eslenifi w fonksiyonlari

w=z 3 WJQj-1 ., w= 3% W,QJ—1 (5.4.6)
j=0 j=0 9

gseklinde yazilabilir. (5.4.6) ifadeleri (5.4.2) denkleminde yazilirsa

:EO [wjt q,j"1 + (F-1) w\_j ‘pj—Z ‘Pt] + Bj‘i [wjxxx q,j’T + 3(5-1) wjxx (pj-2 v,
+ 3(3-1) (§=2) ¥ix ¢j_3 ¢§ + 3(J-1) L wj-z L.
+ (J-1) (3-2) (3-3) wj (Pj-u <p)3( + 3(@Ji-1)(3-2) wj (pj—3 9, Py
+ (3-1) Wy q>j-2 ‘pxxx] + uj:fo m:)‘l’o EO [(wjx ;m LS ;mx W
+ v Gm w) eI P=3 L (4imen-3) vy v wn.¢j+m+n-u 9.1 =0 (5.4.7)

sonucu elde edilir. Bu denklemde j indisi Uzerindeki toplam kaldiri-

larak blitlin terimler wJ-u‘ﬁn katsayisi olarak vyazilirsa wj(x,t)

fonksiyonlarinin sajlamasi gereken rekiirsiyon bagintisi,

+ Blw + 3(j-3) w. Q

! J=3,xxx J=2,%x "%

j-3,¢ Y= wy 0,

+ 3(3=2) (j=3) w, )3(

5=1,% <p§ + 3(3-3)w

3-2,x Pox * (3-1) (3=2) (3-3) wj 9

+ 3(j-2) (j-3) W1 % Oy * (3-3) LA q’xxx]
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3 j1 m _ iom -
+a— ¥ I w W w, +a(j=3)e. I Z w w w,=0
_axn=0 g0 o1 m-2 74 Xpeogp 470 B 4

(5.4.8)
olarak elde edilir. (5.4.8) bagintisindan w‘_j fonksiyonunu igeren
terimler toplanmirsa, j=0,1,2,... ig¢in gegerli olan

IZ

193+ a (33 0, 2uy |w

(o)

B (3-1) (3-2) (J-3) w

= F(wj-1’ cesy wO’ WJ, wj—1’ ceey wO’ ‘an q’xx’ ees)

ifadesi elde edilir. (5.4.5) sonucu da kullanilarak bu denklemin sol

tarafi diizenlenirse
B (4=1) (3=2) (3=3) @ w, = 4B (J=3) @O w, = F(W, 1 eeeuen )
X X J j=-1?
ya da son sekliyle

Bo vy (3-3) (1%-33-2) = Fluy (oo v, W5, o) (5.4.9)
ifadesi elde edilir. (5.4.9) ifadesine bakilirsa j=3 ve j2-3j-2= 0
igin wjzfonksiyonlarl tanimlanmamistir, yani keyfi fonksiyonlardir.
Ancak j*-3j-2=0 denkleminin kokleri tamsayi olmadifindan keyfi wj
fonksiyonlarina karsi gelmemektedir. (5.4.8) denklemi j indisinin
tamsay:r deferleri ig¢in gegerlidir. Eger j2-3j-2= 0 denkleminin
kSkleri tamsayl olsaydi, tamsayi kdklere kargi gelen wj fonksiyonlara
keyfi olarak kalacakti. (5.4.2) denkleminin tiiglineli mertebe denklem
oldugu hatirlanacak olursa, ¢ keyfi fonksiyonundan bagka keyfi iki
fonksiyon bulunabilseydi, (5.4.6) ifadesi KMKdV denkleminin genel
¢Bzimii olacakti, ve Painlevé tahmini geregi ters sacilma ile integre
edilebilir denecekti. KMKdV denkleminin yeteri kadar keyfi sabit
bulunamadigindan Painlevé testini gegemedigini sdylemek durumundayiz.
Painlevé ©zelligi olmamasi hedeniyle KMKdV denkleminin ARS'nin
tahminine g&re integre edilebilir bir sistem olmadifi sdylenebilir.
Tekil manifold analizi ile bulunan sonug¢larin tekil nokta analizi
ile bulunan sonuglarla gelismedifi de bdylece gozlenmis olmaktadar.
KMKdV denkleminin Painlevé analizine gdre integre edilemez oldugu
gbzlemi, ayni denklemin d8rt hareket sabitini bularak denklemin
integre edilemez oldugunu sdyleyen Karney, Sen ve Chu'nun [29], [30]

sonucuyla uyumludur.
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SONUGLAR VE UNERILER

Bu galismada nonlineer homogen ve izotrop mikropolar katilarda
dlizlem dalga Yyayilma problemi asimptotik olarak incelenmigtir.
Ifkinci bdliimde polar kati igin alan denklemleri yazildiktan sonra,
liclincii bolimde bir boyutlu alan denklemlerini asimptotik olarak
incelemek ig¢in seg¢ilen indirgeyici pertiirbasyon ytntemi tanitilmig-
tir. Dordiincii bSliimde indirgeyici pertiirbasyon yéntemi kullanilarak
nonlineer polar katiya ait bir boyutlu alan denklemleri asimptotik
olarak incelenmistir. Unce uygun bir koordinat uzatmasi yapilarak
alan denklemleri yeni eksen takiminda yazilmigstir. Koordinat uzatmasa
ile probleme dispersif etkilerin bir &lglisi olarak ithal edilen e kii-
¢lik parametresi, bagimli degiskenlerin bu parametrenin kuvvet serisi
seklinde yazilmasi sonucu ayni zamanda nonlineerlifin de O6lgiisi
olmustur. Bbylece bagimli degigkenlerin kiiclik € parametresinin kuv-
vet serisi geklinde yazilmasi, dispersif etkilerin nonlineer etkiler-
le dengelenmesi sonucunu beraberinde getirecektir. Bagimli degigken-
lerin yeni koordinatlarda yazilmig alan denklemlerinde yazilmasi

1/2

edilmistir. Bu denklem hiyerarsilerinin adim adim ¢ozlilmesiyle,

sonucunda € 'nin kuvvetlerine gbtre denklem hiyerarsileri elde

ylUksek mertebe pertlirbasyon terimlerinin yok edilmesiyle birinci

) (1)
2

mertebe enine yerdegistirme gradyanlari olan p ve py 'in sagladig

uygunluk denklemleri olarak karsimiza g¢ikan KMKdV denklemleri elde

edilmigtir. Ayni denklemlerin birinci mertebe ddnme bilesenleri ¢§1)

(1

ve ¢3 tarafindan da saglandifi g&zlenmigtir. Lineer denklemlere
bakildiginda boyuna bilesenlerin sagladigi denklemlerin enine bile-
senlerin sagladifi denklemlerden bagimsiz oldugu goriilmisti. Bunun

sonucu olarak nonlineer durumda birinci mertebe enine bilesgenler

((p§1),p§1)) ve (¢§1),¢§1))) nonlineer kuple denklemler saglarken,

,(.1), ¢§1)) sifir oldugu gbdzlen-

mistir. Ancak ikinci mertebe boyuna bilegenlerin (pgz) ve ¢$2)) birin-

1
29p3

birinci mertebe boyuna bilegenlerin (p
ci mertebe bilegenler (p ) cinsinden yazilabildifi gbzlenmis-
tir.

Ozel halde nonlineer polar kati kuadratik oldugu zaman KMKdV
denkleminin katsayilarinin ne oldugu hesaplanmigtir. Genel nonlineer
kat:1 i¢in B sabitinin herzaman negatif oldugu bilinmesine ragmen,

o katsayisinin isareti bilinmemektedir. Kuadratik kati durumunda
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a'nin negatif oldugu gorilmistir.

KMKdV denklemine soliter dalga ¢6zimleri arandifinda birinci

(1) (1
2

mertebe enine yerdegistirme gradyanlari p ve p3 'in dilizlemsel pola-

riie olmus soliter dalga c¢oziimleri oldufu gbzlenmis. boyuna ikineci
(2)
1

munda soliter dalga ¢bzilmlerinin oldugu gériilmiistiir.

mertebe yer degistirme gradyani p, “'nin de kuadratik kati &zel duru-

Begsinci botlimde KMKdV denkleminin integre edilebilirligi
incelenmigtir. NKDD'lerin integre edilebilirligi ile ilgili olarak
Painlevé Analizi tanitilmis, KMKdV denkleminin hem Tekil Nokta
Analizi, hem de Tekil Manifold Analizi yapilarak denklemin her iki
anlamda Painlevé &zelliginin olmadig gézlenmis, ve Painlevé tahmini-

ne gore denklemin integre edilemez oldugu sonucuna varilmisgtir.

Bu ¢alismada nonlineer polar ortamlarda, uzun dalgalarain
yayi1ldig1l zayif dispersif b&lgede dilizlem dalga yayilmasi asimptotik
olarak incelenmigs ve alan denklemlerinin uzak alan davranislarina
veren kuple MKdV denklemleri elde edilmistir. Carney, Sen ve Chul29]
bu denklemlerin dért tane korunan biliyltikliigli oldugunu Noether teoremi
yardimiyla gdstermistir. Cartan'in diferansiyel geometrik kavramlari-
n1 kullanarak Wahlgquist ve Estabrook korunum yasalarini elde etmek
icin sistematik bir yol Snermislerdir [44]. Bu metod sig su dalgala-
rinda [45], bir boyutlu izentropik gaz akimlarinda [46] bir boyutlu
sonlu elastisitede [47], Benjamin-Bona-Mahoney denkleminin [48] ko-
runum yasalarini elde etmek ic¢in basariyla kullanilmisgtir. Benzer
bir yaklasimin kuple MKdV denklemlerinin korunum yasalarini elde
etmek igin kullanilmasi diigliniilebilir. Diferansiyel geometrik kavram-
lari1 ve Lie gruplarini kullanan Harrison Estabrook [49] NKDD'lerin
tam ¢o6ziimlerini vermiglerdir. Harrison ve Estabrook'un Onerdigi

yolla KMKdV benzerlik g¢oziUmlerinin bulunmasi da miimkiin gériinmektedir.
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