KUANTUM TEKILLIiK ANALIZININ MATEMATIKSEL
TEMELLERI:

HORAVA- LIFSHITZ TEORISINDEKI UYGULAMALARI

Mert Mangut

YUKSEK LiSANS TEZi
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Ozay Giirtug

Istanbul
T.C. Maltepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Haziran, 2018



JURI VE ENSTITU ONAYI

Mert MANGUT un * Kuantum Tekillik Analizinin Matematiksel Temelleri:Horava-Lifshitz
Teorisindeki Uygulamalan * bashkl: tezi ©Z/6/2017 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan
degerlendirilerek “Maltepe Universitesi Lisansiistii Egitim ve Ogretim Y netmeligi™nin ilgili
maddeleri uyarinca, Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans/Doktora tezi oy birligiyle /

—oy-golduguyla olarak kabul edilmistir.

Unvani. Adr ve Soyadi
Uye (Tez Damismani) : Prof. Dr. Ozay GURTUG

Uye : Prof. Dr. Hiiseyin CAKALLI

Uye : Prof. Dr. Kamuran SAYGILI

Prof.Dr. [lter BUYUKDIGAN

Enstitii Miidiirii




ETIK ILKE VE KURALLARA UYUM BEYANI

Bu tezin bana ait ézgiin bir galisma oldugunu; ¢aligmamin hazirhk, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim asamalarda bilimsel etik ilke ve
kurallara uygun davrandigimi; bu ¢aligma kapsaminda elde edilmeyen tiim veri ve
bilgiler igin kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi;
galismanin Maltepe Universitesinde kullamilan “bilimsel intihal tespit programi™ ile
tarandifim ve Ongoriilen standartlart karsiladigimi beyan ederim. Herhangi bir
zamanda, ¢aligmamla ilgili yaptifim bu beyana aykiri bir durumun saptanmasi
durumunda, ortaya gikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglara raz1 oldugumu bildiririm.

08/06/2018

Mert Mangut




TESEKKUR

Bu c¢alisma konusunu ve arastirma problemini bana veren, arastirmalarim
sirasinda hep yanimda olarak bana matematiksel fizigin derinliklerini ve
bilimsel problemlerin tespiti ile ¢oziimiinii 6greten danismanim sayin Prof. Dr.
Ozay Giirtug’a (Maltepe Universitesi Fen ve Miihendislik Fakiiltesi), bana
verdigi lisansiistii dersler ile yiiksek matematiksel analizi ve ileri topolojiyi
ogreten saym Prof. Dr. Hiiseyin Cakalli’'ya (Maltepe Universitesi Fen ve
Miihendislik Fakiiltesi), kendisinden aldigim diferansiyel geometri dersleri ile
bana verdigi Ozel problemler ve tavsiyeler sonucunda bana diferansiyel
geometriyi ogreten saym Prof. Dr. Kamuran Saygili’ya (Istanbul Universitesi Fen
Fakiiltesi), ayrica hayatim boyunca yanimda olarak verdigim kararlar ve
tercinlerimde beni hep destekleyerek tiim fedakarliklar ile beni okutan sevgili
anneme en i¢ten duygularimla tesekkiir ederim.

Mert Mangut

Haziran, 2018



(0Y/
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Maltepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, 2018
Hazirlayan: Mert Mangut

Tez Yéneticisi: Prof. Dr. Ozay Giirtug

Bu tezde, kuantum tekillik analizinin matematiksel dayanak noktalari ve bu
analizin matematigi ele alinarak Horava — Lifshitz teorisindeki uygulamasi
yapilmistir. Ilk olarak, gerekli matematiksel altyap: olan; topolojik uzaylar, metrik
uzaylar, vektor uzaylari, normlu uzaylar, i¢ c¢arpim uzaylari ve Hilbert uzayi
gozden gecirilerek temel teoremler ispatlanarak, gerekli temel tanimlar
yapilmustir. Ikinci olarak ise, uzay — zaman tekillikleri tanimlanarak kuantum
tekillik analizinin dayandigi matematiksel temel ve kriterler verilerek,
operatorlerin  6zde (essentially) self — adjointliginin belirlenmesi i¢in gerekli
teoremlerin ispatlar1 yapilmis ve bu analizin iki temel metodu olan 6zde
(essentially) self — adjointligin temel kriteri ve Weyl limit noktast — limit
cemberi kriteri, ispatlart ile verilmistir. Daha sonra uygulama, 6nemli bir
alternatif gravitasyon teorisi olan Horava — Lifshitz teorisinde yer alan Kehagias
— Sfetsos kiiresel simetrik  karadelik ¢Oziimiiniin ~ ¢iplak  tekillik  sarti
cercevesinde yapilarak, Klein-Gordon ve Dirac denklemlerinden elde edilen
diferansiyel operatorlerin uzaysal kisminin 6zde (essentially) self — adjointligi bu
iki farkli metot ile incelenmistir. Yapilan analizde klasik olarak tekil olan uzay
—zaman yapisinin kuantum mekaniksel olarak tekil olmadigi gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler: 1. Hilber uzayi; 2. Ozde — self adjointlik; 3. Kuantum tekillik;
4. Horava — Lifshitz gravitasyon teorisi; 5. Klein — Gordon denklemi; 6. Dirac
denklemi
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In this thesis, the mathematical foundations of quantum singularity analysis
together with its application in Horava- Lifshitz gravity theory is considered.
First, the necessary background including topological spaces, metric spaces,
vector spaces, normed spaces, inner product spaces and Hilbert spaces are
reviewed and basic theorems are proved. Secondly, the definion of space — time
singularities and quantum singularities are given. The essential theorems
required for essentially self — adjointness of operators are proved. These
theorems are known as the basic criterion of essentially self — adjointness and
Weyl limit point — limit circle criterion. Finally, the naked singularity in
spherically symmetric solution of Kehagias — Sfetsos metric within the context
of Horava — Lifshitz gravity theory is probed with bosonic and fermionic fields
obeying Kilein — Gordon and Dirac equation. Analysis have revealed that the
classical singularity becomes quantum mechanically non — singular.
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KISALTMALAR LIiSTESI

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

F R veya C kiimelerinden herhangi birisi

N Dogal sayilar kiimesi

C([a,b],R) [a,b] araligindan R ye siirekli fonksiyonlar uzayi
C([a, b], C) [a, b] araligindan C ye siirekli fonksiyonlar uzayi
C*([a, b],R) feC(ab,R):1<n<k f™varve f*"€C(lab],R)
Co°(a,b)

(a,b) de kompakt ve her mertebeden tiirevlenebilen

fonksiyonlar uzay1
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1. GIRIS

Einstein’in  genel gorelilik  teorisinin  en Onemli  Ongdriileri  arasinda,
karadelilikler, kiitle ¢ekim dalgalart ve uzay — zaman tekillikleri gelmektedir.
Daha bir ka¢ yil oncesine kadar karadelik yada kiitlegekim dalgalari, kuramsal
matematiksel fizik konular1 arasindaydi. Ancak, 14 Eylil 2015 tarihinde, LIGO
detektorleri tarafindan ilk kez, kiitlecekim dalgalarinin varlig1 tespit edilmistir.
Detektorlerin  tespit ettigi bu kiitlegekim dalgalari, iki devasa karadeligin
carpismasi neticesinde, Uzay — zaman dokusunda olusan dalgalardi. Boylece, bu
tarihe kadar kuramsal olan bu iki Ongérii artik deneylerle varligi kanitlanmig
fiziksel ~gerceklerdir. Einstein’nin  genel gorelilik teorisinin  bu iki fiziksel
gergekle iligkili bir diger heniliz kanitlanmamis Ongoriisii ise uzay — zaman
tekillikleridir. Her karadeligin merkezinde barindirdigi bu tekillikler aslinda
karadeliklerin sahip oldugu kuvvetli ¢ekim alanlarmin kaynagidir. Bu tekillikler
aslinda tam olarak anlasilmis degildirler. Bundan dolayidir ki, bu uzay — zaman
tekilliklerinin anlasilmasi i¢in bilim insanlar1 inamilmaz efor sarf etmektedirler.
Kimilerine gore, Einstein teorisinin zayif noktasidir. Bunun en Onemli sebebi
Einstein genel gorelilik teorisinin, gorece daha makro Olgekteki fiziksel
objelerin (yildizlarin, galaksilerin, vb.) dinamigini tasvir edebilirken, gorece daha
kiigiik olgeklerdeki dinamigi tasvir edememesidir. Bunun bir sonucu olarak da,
uzay — zaman tekilliklerinin meydana geldigi gorece bu mikro o6lceklerde
Einstein’in genel gorelilik teorisi yetersiz kalmaktadir.

Bu tekil noktalar, Einstein teorisine gore fiziksel parametrelerin 6rnegin; enerji,
kuvvet gibi fiziksel gbzlemlenebilir parametrelerin 1raksamasi, bir baska deyisle
fizik yasalarmin ¢aligmadigi noktalar olarak bilinir.

Bu temel problem, giiniimiiz matematiksel fizikgilerinin ilgilendigi, ¢6zmeye
calistigi ve yogun arastirmalarin yapildigi bir alan olarak karsimizdadir. Bu
mikro Olcekteki fizigi betimlemek i¢in kuantum alan teorisine basvurmak bu
problemi ¢ézmenin en gergek¢i adimudir [5]. Ancak, heniiz literatiirde tutarli bir
kuantum gravitasyon alan teorisi bulunmamaktadir. Bundan dolay1 alternatifler
gelistirilmis ve / veya gelistirilmeye devam etmektedir. Bunlar arasinda, sicim
teorisi (String Theory), loop kuantum gravitasyon teorisi (loop quantum
gravitation theory) ve son yillarda olduk¢a popiiler olan Horava — Lifshitz
teorisi Ornek gosterilebilir.

Bu tezin arastirma konusunu, Horava — Lifshitz gravitasyon teorisinin, kiiresel
simetrik ¢Oziimii olan Kehagias — Sfetsos karadelik ¢oziimiiniin  belirli
parametrelerinde ortaya ¢ikan ¢iplak tekilliklerin, kuantum mekaniksel olarak
incelenmesi  olusturmustur. Kehagias — Sfetsos ¢oOziimii iki parametreli bir
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¢oziimdiir. Bu parametrelerden bir tanesi kiitle ile iligkili M parametresi digeri
ise kuantum etkileri betimleyen w parametresidir. Eger, oM? > 1/2 ise ¢Oziim

bir karadeligi tasvir etmekte, eger wM? < 1/2 oldugunda ise bir ¢iplak tekilligi

tasvir etmektedir. Bu durum Penrose’un kozmik sansiir hipotezine aykirilik
teskil etmektedir ve fizik diinyasinda sevimsiz istenmeyen bir durumdur. Ancak,
gozlemsel bir takim sonuglar [15], [16], [17]; w parametresinin ¢iplak tekillik
iceren degerlerini dislamamaktadir. Bu nedenle, Kehagias — Sfetsos ¢oziimiinde
ortaya c¢ikan bu ¢iplak tekilliklerin incelenmesi 6nem arz etmektedir.

Bu tezde, olusan bu ciplak tekillikler kuantum mekaniksel olarak incelenmistir.
Bu inceleme, R.M. Wald tarafindan ortaya atilan [26] ve Horowitz — Marolf
tarafindan gelistirilen [10] ve literatiirde Horowitz — Marolf kriteri olarak bilinen
bir yontemle yapilmistir. Bu yonteme gore tekillik, kuantum alanlarla sonda
(probe) edilmekte ve bu alanlar1 tasvir eden matematiksel uzaysal operatorlerin
0zde (essentially) self — adjointligi arastirilmaktadir. Buna gore operatoriin 6zde
(essentially) self — adjoint olmasi durumunda, operatoriin genislemesi tek tiirlii
olarak belirlendiginden dalgalarin zamandaki evrimi Ongoriilebilmektedir.
Boylelikle fizik yasalar1 gegerliligini yitirmemektedir. Ancak, operatér 6zde
(essentially) self — adjoint degilse, dalgalarin zamandaki evrimi
ongoriilememektedir. Bunun en Onemli nedeni, operatoriin  tek tlrli  bir
genislemesi olamamasidir. Boyle bir durumda, s6z konusu uzay — zaman
kuantum mekaniksel olarak da tekil olur.

Bu tezin ilk boliimiinde, kuantum tekilligin matematiksel alt yapisi
derinlemesine incelenmis ve konu ile ilgili tim tamimlar yapilip, gerekli
teoremler ispatlart ile verilmistir. Ikinci béliimde, bir operatdriin  dzde
(essentially) self — adjointliginin analiz edilebilmesi i¢in iki farkli teorem
verilmistir. Bu teoremler 6zde (essentially) self — adjointligin temel kriteri ve
Weyl limit noktast — limit cemberi kriteridir. Ucgiincii béliimde, kuantum
tekilligin genel tanimi ile Horowitz — Marolf kriteri tanimlanmistir. Dordiincii
boliimde, Horava — Lifshitz gravitasyon teorisinin kiiresel simetrik ¢6ziimii olan
Kehagias — Sfetsos karadelik ¢6ziimiinde olusan ¢iplak tekillik, Klein — Gordon
ve Dirac denklemlerinin ¢6zlimleri olan, sirasiyla, bosonik ve fermiyonik
alanlarla incelenmistir. Son bodliimde ise g¢alismanin sonucu verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde konu ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1. X herhangi bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir 7 toplulugu
eger;

1) X ve 9,7t ya aittir,
2) T nun herhangi iki elemaninin kesisimi T ya aittir,

3) 7 nun elemanlarinin herhangi bir ailesinin birlesimi T ya aittir.

ozelliklerini sagliyorsa T ya X iizerinde bir topoloji, (X,7) ikilisine de
topolojik uzay denir. [13]

Tamim 2.2. X herhangi bir kiime olsun. X X X den R, reel sayilar kiimesi igin
asagidaki Ozellikleri saglayan d fonksiyonuna X igin bir metrik veya X
lizerinde bir metrik denir:

1) d(x,y)=0
2) dx,y) =0 &x=y
3) Vx,y €X icin d(x,y) =d(y,x)

4) Vx,y,z€ X icin d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)

Bir d metrigi ile bir X kiimesine bir metrik uzay denir ve (X,d) bir metrik
uzay veya kisaca X bir metrik uzay denir. [13]

Tamim 2.3. (X,d) metrik uzay ve (x,) X uzayinda bir dizi olmak tiizere
Ve > 0 igin AN, € N ve Vn = N, iken d(x,,x) <¢

kosulunu sagliyorsa (x,) dizisi x € X elemanma yakinsar denir. Bu durumda
(x,) dizisine yakinsak dizi ve x elemanimna ise (x,) dizisinin limiti denir. [7]

Tanmim 2.4. (X,d) metrik uzay ve (x,) X uzayinda bir Cauchy dizisi ise

Ve >0 icin 3N, €N ve Vn,m = N, iken d(x,, x,) < ¢



kosulu saglanir. [7]

Tanmmm 2.5. (X,d) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak dizi ise X
uzay1 tam’ dir denir. [7]

Tamm 2.6. (X,d) bir metrik uzay x, € X ve reel bir r >0 sayis1 olmak
uzere,

1) B(xy,r) ={x€X:d(xyr)<r}
2) Blxg,r]={x€X:d(xyr)<r}

3) S(xg,r)={x€X:d(xy,7) =71}

kiimelerine sirasiyla x merkezli r yarigapli agik yuvar, kapali yuvar ve yuvar
yiizeyi denir. [7]

Tamim 2.7. (X,d) bir metrik uzay A c X olsun. Eger Va € A igin
B(a,r)c A

olacak sekilde, a noktasina bagl, bir pozitif r reel sayist bulunabiliyorsa A
kiimesine d metrigine gore acik kiime denir. [13]

Teorem 2.8 (X,d) bir metrik uzay olsun. Bu taktirde asagidakiler saglanir:

a) X ve @ agik kiimelerdir.
b) X in iki acgik alt kiimesinin kesisimi yine agik bir kiimedir.

€) X in herhangi sayida agik alt kiimelerinin birlesimi yine agik bir
kiimedir.

[13]

Ispat. a) Vx € X i¢in B(x,r) € X yazlabileceginden X kiimesi aciktir. @, bos
kiimesinin a¢ik oldugunu gostermek i¢in @ nin acgik olmadigmmi varsayalim. Bu
takdirde @, bos kiimenin hi¢ elemaninin olamayacagi gercegine aykir1 bir
durum c¢ikar ki bu ise c¢eliskidir. O halde @ bos kiimesi acik kiimedir.

b) X in iki acik alt kiimesi A; ve A, olsun. A; ile A, nin her ikisinin de bos
olmadiklarmi1 kabul edebiliriz. Ciinkii aksi takdirde en az biri bos kiime ise
kesisim bos olacagindan acgik olacaktir. Simdi A; N A, nin agik kiime oldugunu
gostermek i¢in herhangi bir x € A; N A, alalim. Bu takdirde x € A; ve x € A,
dir. A; agik oldugundan,



B(x, 1) c A
olacak sekilde bir r; reel sayisi ve A, acik oldugundan,
B(x,1,) C A,
olacak sekilde bir pozitif 7, reel sayisi vardir. Dolayisiyla,
B(x,r1) NB(x,1,) c A; N A,
bulunur. r = min(ry,r,) denilirse,
B(x,r) c A, N A,
bulunur. Bu ise A; N A, nin agik bir kiime olmasi demektir.

c) X in agik kiimelerinin herhangi bir smifi {4; : i € I} olsun. Birlesimi
olusturan kiimelerin en az birinin bos olmadigin1 kabul edebiliriz. Aksi takdirde
birlesim kiimesi bos kiime olacagindan birlesim agik olacaktir. Simdi U;¢; 4;
nin agik oldugunu gostermek igin herhangi bir x € U;¢; 4; alalim. Bu takdirde,
x € A;, olacak sekilde bir i, vardir. A;; kiimesi agik oldugundan,

B(x, rio) C A;, olacak sekilde bir pozitif r;  vardir. Buradan,
B(x,1;,) UAi
i€l
bulunur ki bu da U;e; A; nin agik olmasini verir.

Sonu¢ 2.9 Bir (X,d) metrik uzayinda X in d metrigine gore biitiin agik alt
kiimelerinin smifim1 7 ile gosterirsek, T tanim 2.1 deki Ozellikleri saglayacaktir.
O halde (X,d) metrik uzaymin biitiin agik alt kiimelerinin 7 simfi X {izerinde
bir topolojidir. Boylece bir (X,d) metrik uzayindan (X,t) topolojik uzay1 elde
edebilmekteyiz. Bu topolojik uzaya d metriginden elde edilen topolojik uzay
denir ve (X,d) metrik uzayma da (X,7) topolojik uzayini dogurur denir. [13]

Tamim 2.10. Bir vektor uzayi ( lineer uzay ), V {izerinde tanimli + ve - islemler
ile birlikte asagidaki aksiyomlar1 saglayan elemanlarin kiimesidir.

1) Eger x ve y, V nin herhangi iki eleman1 ise x + y de V nin
elemanidir.

a) V deki her x ve y igin, x + y =y + x.

b) V deki her x,y ve z i¢in, x + (y +z) = (x +y) + z.



c) V deki her x i¢in, x + 0 = 0 + x = x olacak sekilde bir 0
eleman1 bulunur.

d) V deki her x i¢in, x + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde
bir —x eleman1 bulunur.

2) « herhangi bir say1 ve x, V nin herhangi bir eleman1 ise a - x de
V' nin elemanidir.

a) Herhangi bir a ve [ sayillart ve V deki her x igin,

a-(B-x)=(a-p) x.
b) V' deki her x i¢in, 1 - x = x.

c) Herhangi bir a sayist ve V deki her x ve y ig¢in,
a*(x+y)=a-x+a-y.

d) Herhangi ki « ve B sayilan ve V deki her x igin,
(a-(B-x))=C(a-pB)" x

Burada V nin elemanlarina vektorler ve «,f, ... sayilarina skalerler denir. Eger
a reel sayr ise V ye reel lineer (vektor) uzay, eger a kompleks ise V ye
kompleks lineer (vektor) uzay denir. [1]

Tamm 2.11. V bir vektor uzayr ve [F bir cisim, @ # M c V olmak {izere
i) Vx,yEM,x+y€EM
i) Va€F ve Vx€E M,ax EM

kosullar1 saglaniyorsa M ye V nin bir alt vektér uzayr denir. Bu durumda
toplama fonksiyonu V x V den M X M ye ve skalerle carpma fonksiyonu
F XV den F x M ye kisitlanirsa (M,V,+,") kendi basina bir vektér uzayi
olur. [1]

Tamm 2.12. Bir V vektoér uzayindaki xq,x,,..,x,, vektorlerinden olusan bir
A kiimesini ele alalim. a4,a,, ... ,a,, skalerler olmak {izere,

a1x1 + arx; + -+ apx,;, =0

esitligi, ancak ve ancak, a; = a, = - = a,,, = 0 olmas1 halinde gerc¢ekleniyorsa,
Xq1,%X5, ... , Xy vektorleri, diger bir deyisle A kiimesi, lineer bagimsiz, aksi halde
lineer bagimli’ dir denir. [7]



Tamm 2.13. n pozitif tamsay1r olmak iizere, bir V vektér uzayr lineer bagimsiz
n tane vektor iceriyor ve n+1 ya da daha fazla sayida vektorii lineer
bagimliysa, bu V vektér uzayr sonlu boyutlu’ dur denir. n sayisina V nin boyutu
ad1 verilir ve n=dimV olarak yazilir. Tanim olarak, V = {0} uzay1 sonlu
boyutlu olup dimV =0 dir. Eger bir V wuzayr sonlu boyutlu degilse, sonsuz
boyutlu uzay olarak adlandirilir. [7]

Tamim 2.14. Bir V vektér uzaymin alt kiimesi olan E vektér uzayinin span’i
asagidaki  sekilde  tanimlanan E  nin  elemanlarmin  sonlu  lineer
kombinazonlarmin kiimesidir,

n
span(E) = xEV:x=Zajej,nEN,ajEIF,ejEE )
Jj=1

Eger span(E) =V ise E kiimesi V uzaymi gerer denir. [30]

Tanim 2.15. @ # E kiimesi V vektdr uzaymmin bir alt kiimesi olsun. Eger E

kiimesi lineer bagimsiz ve span(E) =V ise E kiimesine Hamel bazi denir.
[30]

Ornek 2.16. Asagida bazi Hamel bazlarma ornekler verilmistir;

1) R™ uzayindaki her baz Hamel bazidir.
2) E={1,x,x% ..} kiimesi biitin polinomlarin uzayr igin bir Hamel
bazidir.
[30]

Lemma 2.17. E, bir V vektor uzaymin bir Hamel bazi ise herhangi bir x € V
eleman;n €N, @; €F ve e; € E olmak lizere,

X = Z ajej
j=1
seklinde tek tiirli yazilir. [30]

Ispat. Kabul edelim ki herhangi bir x €V elemani, x =Yi-1a;ej Ve

x = Z;‘ﬂ&} ej seklinde iki farkli yazilist olsun. Buradan,

n
jej = Z me = Z(“j ~@)e; =0
=

Jj=1 J=1



elde edilir ve lineer bagimsizliktan a; = @ bulunur ve ispat tamamlanmis olur.
Ornek 2.18. Asagida bazi temel vektor uzaylarma ornekler verilmistir;

1) R™ bir reel vektor uzayidir.

2) C" bir kompleks vektor uzayidir.

3) Asagidaki sekilde tanimlanan tiim polinomlarin kiimesi bir vektor

n
Pz{Zakxk: akEIF,nEN}.

k=0
4) Asagidaki sekilde tanimlanan tim smurh dizilerin kiimesi bir vektor

uzayidir,

uzayidir,

£°(F) = {(xl,xz, . )ixg €F,Vk €N igin sup|x| < 00}.
keN

5) 1 <p < o olmak iizere, asagidaki sekilde tanimlanan p ninci kuvveti
toplanabilir dizilerin kiimesi bir vektor uzayidir,

2P (F) = {(xl,xz, L)ixg € F,leklp < oo}.

k=1

6) C[0,1], [0,1] kapali araligindaki tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin
uzayr bir vektor uzayidir.

[30]

Aksiyom 2.19. (Maksimal Aksiyom) S, E kiimesinin bir alt kiimelerinin
kiimesi olsun ve U, § tarafindan kapsanan bir zincir olsun. Bu takdirde
UC M S S olacak sekilde maksimal bir M zinciri vardir. [4]

Teorem 2.20. L, E vektor uzayimnin lineer bagimsiz alt kiimesi ve S kiimesi L
yi iceren ve E yi geren bir alt kiime olmak iizere, E uzayinda bir B bazi
vardir ki L € B C S dir. [4]

Ispat. S nin biitin lineer bagimsiz alt kiimelerini S ile temsil edelim ve

U = {L} olsun. Maksimal aksiyom geregince maksimal bir M zinciri vardir ki
UcCI|cS dir.

B=U{m:m€im}



olmak tizere L € B €S buluruz. Ayrica B, lineer bagimsizdir ¢iinkii B nin
elemanlarinin herhangi sonlu lineer kombinazonu Mt nin kiimelerinin sonlu bir
birlesimi tarafindan kapsanir, dolayisiyla en biiyiikleri icinde kapsanir. Son
olarak S nin her elemani B nin elemanlarinin lineer kombinazonlaridir, eger
Oyle olmasaydi, B U {x}, MM ye eklenebilirdi ve bu ise 9 nin maksimal olmasi
ile celisirdi.

Sonu¢ 2.21. Her vektér uzayr bir Hamel bazina sahiptir.

Tamim 2.22. Bir X vektdr uzayr ve bunun Y ve Z gibi iki alt uzayr verilmis
olsun. Eger Vx € X elemani, y €Y ve z € Z olmak iizere, x = y + z seklinde

tek bir gosterime sahip ise, X vektor uzayi, Y ve Z alt uzaylarinin direkt
toplamidir denir ve X =Y @ Z olarak yazilir. [7]

Tammm 2.23. Bir X vektdor uzaymin verilen x ve y gibi iki elemanini
birlestiren dogru pargas;; z=ax+ (1 —a)y, (e €ER, 0 <a <1) seklindeki
biitin z € X eclemanlarindan olusan kiime olarak tanimlanir. X in bir M alt
kiimesi verilmis olsun. Her x,y € M i¢in x ve yyi birlestiren dogru pargasini
M de igeriyorsa, M kiimesi konvekstir denir. [1]

Tamim 2.24. V reel veya kompleks vektor uzayr olsun. V' iizerinde bir norm V
lizerinde asagidaki gibi tanimlanan negatif olmayan reel degerli ||.]||
fonksiyonudur:

1) llxll =0
2) lx+yll < llxll + iyl
3) llaxll = lalllx]l; « € F

4) |lx]l=0 &x=0

V' tizerinde bu sekilde belirlenen bir norm ile birlikte V' vektér uzayma normlu
uzay denir ve kisaca (V,||.]|]) seklinde gosterilir. V iizerinde bir norm, V
tizerinde, d(x,y) = |[x — y|l; Vx,y € V ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu
metrik, norm tarafindan iretilen (dogrulan) metrik olarak adlandirilir. [1]

Ornek 2.25. Asagida bazi temel normlu vektér uzaylar1 verilmistir;

1) R™ vektor uzayr asagidaki normlar ile bir normlu vektor uzayidir:




n v
b) lxll, = <Z|xk|p> 1<p<e
k=1

&) lixlloo = max x|

2) 1<p<o olmak ftizere #P(F) vektor uzayr asagidaki norm ile bir
normlu vektér uzayidir:

[e's) 1/p
Ixller = (lekv’) .

k=1

3) ¢*(FF) vektor uzayr asagidaki norm ile bir normlu vektor uzayidir:

llx|[ g0 = suplx] .
keN
4) C[0,1] vektor uzayr asagidaki normlar ile bir normlu vektoér uzayidir:
a) Supremum norm olarak bilinen asagidaki norm,

Ifllew = trerl[3>1<]lf(t)|

b) L' norm olarak bilinen asagidaki norm,

1
Il = f F(O)lde
0

¢) L? norm olarak bilinen asagidaki norm,

. 1,
IF N, = ( f |f(t)|2dt> .
0

[30]

Tamm 2.26. Bir x, € V noktast ve reel bir r > 0 sayisi verilmis olsun. Buna
gore, li¢ tip kiime tanimi yapilir:

1) B(xg;r)={x€V: |lx —xl <7} (Actk Yuvar),

2) Blxg;r]={x€V: ||x—xll <1} ( Kapali Yuvar),
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3) S(xg;r)={x€V: |lx—x0l =71} (Yuvar Yizeyi).
Her ii¢ kiimede de x, merkez, r ise yarigap olarak adlandirilir. [7]

Tamm 2.27. Bir V normlu uzayr ve bunun bir M alt kiimesini goz Oniine
alalim. Eger M kiimesi her bir noktasinin etrafinda bir yuvar igeriyorsa M
kiimesi agik’ tir denir. K, V nin bir alt kiimesi olsun. Eger, K nin V deki
tiimleyeni, yani K¢ = V\K acik ise K ya kapal’ dir denir. [7]

Tamim 2.28. ¢ yarigaphi bir B(xy; €) agik yuvarina, x, in & — komsulugu denir.

[7]

Tamim 2.29. M,V normlu uzaymnin bir alt kiimesi olsun. V nin ( M nin noktasi
olabilen ya da olamayan ) bir x, noktasin1 ele alalim. Eger, x, in her bir
komsulugu, x, dan farkli en az bir y € M noktasi igeriyorsa, x, noktasina, M
nin bir yigilma noktasi (ya da M nin bir limit noktasi ) adi verilir. M nin
noktalariyla, M nin yigilma noktalarindan olusan kiimeye ise M nin kapanisi
denir ve M ile gbosterilir. M, M yi igeren en kii¢iik kapali kiimedir ve M
kiimesi, M kiimesini kapsayan tiim kapali kiimelerin kesisimine esittir. [7]

Tamm 2.30. Bir V normlu uzaymm bir M alt kiimesi verildiginde eger M =V
ise, M kiimesi V de yogun’ dur denir. [7]

Teorem 2.31. M,V normlu uzaymin bir altkiimesi olsun. M kiimesinin kapali
olmasi icin gerek ve yeter kosul M = M olmasidir. [7]

Ispat. M kiimesi kapali olsun. M, M yi igeren en kiiciik kapali kiime
oldugundan M €M dir. M € M oldugunu gosterecegiz. M kiimesi kapali
oldugundan M in tamimi geregince M S M elde edilir. Sonug olarak M = M
bulunur.

Tersine olarak, M = M ise, M kiimesi kapalidir. Sonu¢ olarak M kiimesi
kapalidir.

Tanmm 2.32. Bir X metrik uzayinda, bir x € X elemanindan, bos olmayan bir
M c X alt kimesine olan § uzakligi,

O = 5o 104

olarak tanimlanir. Bu tanim, normlu bir uzayda,

0= yelnr;g(bllx =7l

sekline doniisiir. [7]
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Tamim 2.33. (V,||.||) normlu uzay ve (x,) V uzayinda bir dizi olmak iizere
Ve > 0 icin AN, € N ve Vn > N, iken ||x, — x|| < &

kosulunu saghyorsa (x,) dizisi x € V elemanma yakinsar denir. Bu durumda
(x,) dizisine yakinsak dizi ve x elemanina ise (x,) dizisinin limiti adi verilir
ve kisaca, x, = x yazilir. (x,) dizisi yakinsak degilse iraksak’ tir denir. [31]

Teorem 2.34. Normlu uzaylarda yakinsak her dizinin limiti tektir. [31]
Ispat. (x,) yakinsak ve (x,) dizisinin x ve y gibi iki limiti olsun. Yani,
Ve >0 igin 3N, € N ve Vn > N, iken ||x, — x|l < ¢/,
Ve >0 igin AN, €N ve Vn > N{ iken ||x, —yll < ¢/,
yazabiliriz. N' = max{N., N/} alalim.

lx —yll = llxp —x =20 + Yl < Nl —xll + llxp =yl <8/ + 8/, =¢

lx —yll<e = Ve>0 oldugundan |lx—y||=0 =>x—-y=0=>x=1y olur
ve ispati tamamlamis oluruz.

Teorem 2.35. M, bir (V,||-]]) normlu uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ve M
bu kiimenin kapanist olsun. Buna gore,

a) x € M olmasi igin gerek ve yeter kosul M de x, —» x olacak sekilde bir
(x,) dizisinin varolmasidir.

b) M nin kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul ise, x, EM ve x, = x
ise x € M olmasidir.

[7], [23]

Ispat. a) x € M olsun. x € M ise, bu tip bir dizi (x,x,..) dizisidir. x ¢ M ise,
X, Mnin bir yigilma noktasidir. O halde, her bir n =1,2,.. i¢in, B(x;1/n)
yuvarl, bir x, € M eleman1 igerir ve n — 00 igin 1/n — 0 oldugundan, x,, —» x
olur.

Tersine olarak, (x,,), M de ve x,->x ise, x €M olur, ya da x in her
komsulugu x, # x noktalarmi igerir; dolayisiyla, x, M nin bir yigilma noktasidir.
Buna gore, kapanisin tanimi geregince, x € M dir.

b) M nin kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul M = M olmasidir. O halde
(a) dan agik bir sekilde ispatlanmis olur.

12



Tamim 2.36. (V,||.||) normlu uzay ve (x,) V uzayinda bir Cauchy dizisi ise
Ve > 0 icin 3N, € N ve Vn,m = N, iken ||x, — x,|| < ¢

kosulu saglanir. [31]

Teorem 2.37. (V,||.]]) normlu uzayinda her yakinsak dizi Cauchy dizisidir. [31]

Ispat. (x,) yakmsak olsun yani Ve>0 i¢in 3N, €N ve vn >N, iken
X, — x|l <€/, dur. Gostermemiz gereken ifade, Ve >0 i¢in IN. EN ve

vn,m = N, iken ||x,, — x|l < €.

ot = Xl = N — x5 + 2 = x| < Ml — xll + |l — x|l </ + 8/ =€ olur

ve ispati tamamlamis oluruz.

Tamm 2.38. (V,||.|]) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak dizi ise bu
normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayi denir. [7]

Ornek 2.39. Asagida bazi temel Banach uzaylari verilmistir;

1) R™ normlu uzay1 bir Banach uzayidir.
2) C"™ normlu uzay: bir Banach uzayidir.

3) ¢P(F) normlu uzayr lizerinde tanimli standart #P normuna gore bir
Banach uzayidir.

4) £°(F) normlu uzayr tlizerinde tanimli standart £® normuna gore bir
Banach uzayidir.

5) C[0,1] normlu uzay1 iizerinde tanimli supremum normuna gore bir
Banach uzayidir.

[7]

Teorem 2.40. Bir V tam normlu uzayinin bir M alt uzaymin da tam olmasi
igin gerek ve yeter kosul M nin V de kapali bir kiime olmasidir. [7], [23]

Ispat. M tam normlu uzay olsun. Dolayisiyla, her x € M igin, M de x e
yakinsayan bir (x,) dizisi vardir. Ayrica (x,) bir Cauchy dizisi ve M tam
normlu uzay oldugundan, (x,) dizisi M de yakinsak oldugundan limiti tektir.
Dolayisiyla x € M yazabiliriz. Bu ise, x € M nin keyfi olarak secilmis olmasi
nedeniyle, M nin kapali oldugunu ispatlar.

13



Tersine olarak, M kapali bir kiime ve (x,,) M de bir Cauchy dizisi olsun. Buna
gore, x, » x €V yazabiliriz. Bu ise, x € M sonucunu gerektirir. Ve, kabul
geregi, M = M oldugundan, x € M bulunur. O halde, keyfi olarak alinan (x,)
Cauchy dizisi M de yakinsamaktadir. Bu da M nin tam normlu uzay olmasini
ispatlar.

Tanmim 2.41. (V,||.||]) bir normlu vektér uzayr olsun. Eger V, Vx €V igin bir
tek (a,,) skaler dizisi var olmak fizere,

k
X — Z Anen
n=1

olacak sekilde bir (e,) dizisi igeriyorsa bu (e,) dizisine V nin bir Schauder
bazi denir. ).;_; aie, serisine x in (e,) ile agilimi denir ve

o)
X = Eakek

k=1

-0 (k » o)

seklinde yazilir. [7]

Ornek 2.42. ¢P(F) vektér uzay, e, = (Snj), n.terimde 1 ve diger terimlerde
0 olan e, dizisi ile bir Schauder bazina sahiptir ve acik olarak bu dizi,

e, = (1,0,0,0,...)
e, = (0,1,0,0,...)

e; = (0,0,1,0,...)

seklinde yazilir. [7]

Tamm 2.43. V reel veya kompleks vektdr uzayr olsun. V uzayr iizerinde bir i¢
carpim, V uzayindaki vektorlerin her sirali c¢iftini bir skalerle esleyen ve
asagidaki ozellikleri saglayan bir fonksiyondur:

1) (x+y,z)={(x,2)+(y,2)
2) (ax,y) = alx,y)
3) (xy)=(yx)

4) (x,x)=0; (x,x)=0 x=0

14



Boyle bir i¢ carpim ile donatilan V uzaymna bir i¢ c¢arpim uzayr denir.
x|l =+/{x,x) formiili V iizerinde bir norm ve d(x,y)=I|x—-yl| =

(x —y,x —y) formiilli V iizerinde bir metrik belirtir. [7]
Ornek 2.44. Asagida bazi temel i¢ garpim uzaylari verilmistir;
1) R™ vektor uzayr asagidaki i¢ ¢arpim ile bir i¢ ¢arpim uzayidir,

n

(x,y) = Z XYk -

k=1
2) C" vektor uzayr asagidaki i¢ ¢arpim ile bir i¢ carpim uzayidir,

n

(x,y) = z Xk Y -

k=1

3) ¢2(F) vektdr uzayr asagidaki i¢ carpim ile bir i¢ garpim uzayidir,

oo}

(x,y) = z Xk Y -

k=1

1/19
||f||Lp=<j IfI”) <
1

olmak {izere tiim Olciilebilir fonksiyonlarin uzayma Lebesgue uzayr denir ve

4) 1<p< o igin,

LP(I) seklinde gosterilir. L?(a,b) uzayr asagidaki i¢c ¢arpim ile bir i¢c ¢arpim
uzayidir,

b —_
(f, g) = f FCOg0Idx .

[30]

Sonu¢ 2.45. Topolojik uzaylar, metrik uzaylar, normlu vektoér uzaylar1 ile i¢
carpim uzaylari arasindaki kapsama iliskilerini asagidaki gibi bir diyagramda
toparlayabiliriz,

15



Topolojik Uzaylar

Metrik Uzaylar

Normlu Vektor
Uzaylar:

ic Carpim
Uzaylar

Sekil 2.1 Uzavlar arasmdald kapsama iliskileri

Tamim 2.46. Bir V i¢ carpim uzaymin x ve y gibi iki elemani verildiginde,
eger,

(x,y)=0

ise, x eleman1 y elemanina dik ( ortogonal )’ tir denir. Ve x L y seklinde yazilir.
Benzer sekilde, A, B ¢ V altkiimeleri verildiginde, eger, Va € A i¢in x L a ise,
x1lAveVaeAve VbeEB igin alb ise AL B yazlr. [7]

Tanim 2.47. @ # E kiimesi bir V i¢ carpim uzaymin bir alt kiimesi olsun.
Ve€E igin |le|]l=1 ve Veje, €EE igin e; #e, iken (e, e;) =0 ise E
kiimesine ortonormal kiime denir. [30]

Ornek 2.48. L?(—m, m) uzaymdaki

einx
E={fn= :nEZ}

V2r

kiimesi her x i¢in:

s

alls = [ IR dx =1
-1

ve n #= m olmak iizere,

2T

-7

T S 1 ™
(for fn) = f_ () frn(x)dx = —f elm-mx gy =
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oldugundan L?(—m,m) uzayinda ortonormal bir kiimedir. [30]

Teorem 2.49. V bir i¢ carpim uzayr olmak flizere, i¢ c¢arpim uzayi iizerindeki
bir norm, paralelkenar esitligi olarak bilinen

llx + ylI2 + llx — ylI? = 2(llxI* + llyll*) x,y eV
esitligini gergekler. [7]

Ispat. [x +ylI?+ llx =y’ =(x+y,x+y) +{(x =y, x —y) = (x,x) + (y,¥)

+(0,y) + (¥, x) + (6, x) = (v, x) = (6, y) + (1, y) = 20, x) + (y, ¥) =
2(l1x11% + llyll?) ve esitligi ispat etmis oluruz.

Teorem 2.50. ( Cauchy - Schwarz Esitsizligi ) Eger x ve y, V i¢c carpim
uzaymin herhangi iki eleman ise,

[, )| < llx [yl
esitsizligi gergeklenir. [7]

Ispat. y =0 olmasi halinde, (x,0) = 0 oldugundan ifade gerceklenir. y # 0
olsun. Her a skaleri i¢in,

0<lx —ayll® = (x —ay,x —ay) = (x,x) — &(x,y) — al{y, x) — a(y, y)]
yazabiliriz. Buradan, @ = (y,x)/(y y) alinirsa koseli parantezli ifadeyi yok olur
ve geriye kalan esitsizlik,

BT D (501
0 < (x,x) ) (x,y) = llxl| T

dir. Bu ifadeyi ||y||? ile carpip, son terimi sola gecirdikten sonra karekok
alinirsa esitsizligi ispat etmis oluruz.

Teorem 2.51. (Bessel Esitsizligi) V' bir i¢ ¢arpim uzayr ve E = (ey)p=q Dbir
ortonormal dizi olmak {izere, Vx € V i¢in,

(o)
> I el? < all?
k=1

esitsizligi gerceklenir. [30]

Ispat. vn € N igin,
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2 n n
={x— Z(x, exer, X — Z(x, ex)ex)
k=1 k=1
n n
= Il =2 ) el + ) 1x, el
k=1 k=1

n
= 2 = ) I, e
k=1

ifadenin sag tarafi negatif olamayacagindan dolayi,

n
> K el? < lxl?
k=1

olur ve dolayisiyla n = oo igin,

co
D I el? < lall?
k=1

n
X — Z(xl ek>ek
k=1

elde edilir.

Sonu¢ 2.52. Bessel esitsizliginin asagidaki esitlik durumu,

co
> I el? = lxll?
k=1

Parseval bagntis1 olarak bilinir. [30]

Tanmim 2.53. V uzayi, tlizerinde ||x|| =+/(x,x) formiilii ile belirlenen norma
gore tam ise V uzayna Hilbert uzayr denir. [7]

Ornek 2.54. Asagida bazi temel Hilbert uzaylar verilmistir;

1) R" asagidaki i¢ ¢arpim ve norma goére bir Hilbert uzayidir,

1
n n /2
(x,y) = Z XYk » l|x|| = (Z xk2> .

k=1 k=1

2) C" asagidaki i¢ carpim ve norma gore bir Hilbert uzayidir,
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" n A\
vy = xye,  lxll = <Z|xk|2> .
k=1

k=1
3) ¢2(F) asagidaki i¢ carpim ve norma gore bir Hilbert uzayidur,

1
. - A
)= xy, ||x||=<2|xk|2> .
k=1

k=1

4) I*(a,b) asagidaki i¢ ¢arpim ve norma gore bir Hilbert uzayidir,

b - b 1,
(f,9) =f f)g)dx, |Ifll = (f |f(x)|2dx>

[30]

Lemma 2.55. Bir V i¢ ¢arpim uzayindaki her w igin, (vy, w) = (v, w) ise
v, = v, dir. Ozel olarak, Yw €V icin (v;,w) =0 olmasi v; =0 olmasm
gerektirir. [7], [23]

Ispat. Kabul geregi, her w igin, (v; — v,, W) = (v, w) — (v, w) = 0 dir. w =
v, — v, icin, bu esitlik ||lv; — v,||2 = 0 sonucunu verir. Buna gore, v; — v, =
0, dolaysiyla v; = v, bulunur. Ozel olarak, w = v; olmak iizere, (v, w) =10
esitligi, ||v4]|> = 0 yani v; = 0 verir.

Lemma 2.56. Bir V ig¢ ¢arpim uzayinda, x,, — x Ve y, —y ise (x,, V,) —
(x,y) dir. [7]

Ispatt. n— o icin, y,—y—>0 ve x,—x-0 ile Cauchy - Schwarz
esitsizliginden,

0 S I(xn;yn) - (x:y)l = |<xn:yn> - (xn;y> + (xn:y) - (x;Y)l
< |<xnryn _y)l + Ixn _x:yl
< [Ixullllyn = 1l + llxn, — xllllyll = 0.

Tanm 2.57. X # @, H Hilbert uzayinin bir alt kiimesi olsun. X nin ortogonal
tiimleyeni X+, X1 = {u € H: (u,x) = 0,Vx € X} seklinde tamimlanir. [7]

Onerme 2.58. X # @, H Hilbert uzaymin bir alt kiimesi olsun. X nin ortogonal
tiimleyeni X+, H nin kapali bir alt vektdr uzayidir. [30]

Ispat. x,y € X' almmas1 halinde, Vv € X ve V a,f skalerleri icin,

(ax + By, v) = alx,v) + B{y,v) = 0
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olur ve dolayisiyla ax + By € X* oldugundan, X+ bir vektdr alt uzayidir. Simdi
kabul edelim ki u, —» u € H olacak sekilde bir u, € X% dizisi var olsun.
Dolayisiyla, V x € X igin,

(w,y)=(lim up,y) = lim (u,,y) =0
oldugundan, x € X+ olur ve X! kapalidir.

Teorem 2.59. (Minimumlastiran Vektor) X bir i¢ carpim uzayi ve M # @
i¢c carpimla dogrulan metrige gore tam olan konveks bir alt kiime olsun. Bu
durumda, verilen Vx € X igin, § = infyey|lx — JI| = [[x — y|| olacak sekilde bir
tek y € M vardir. [7], [23]

Ispat. Varligmin ispati, infimum tanimi geregince, M de &, = ||x — y,|| olmak
tizere, 8, & & olacak sekilde bir (y,,) dizisi vardir. Simdi bu (y,) dizisinin bir
Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. y, —x = v, Yyazarsak, |[|lv,|| =6, ve M

kiimesi  konveks oldugundan %(yn + y,,) € M dir. Dolayisiyla ||lv, — v, || =
1 .
|V + Vi — 2|l = 2 ”;(yn + V) — x” > 28 elde ederiz. Ayrica, y, — Vi, =
v, — V), dir. Buna gore, paralelkenar esitligi geregince,
”yn = ymllz = ”vn F Umllz = _”vn + vmllz + Z(HUnHZ + ”Umllz)
< —(26)* + 2(65 + 65)

yazabiliriz ve §, - & oldugundan (y,) in bir Cauchy dizisi oldugu ortaya
cikar. M tam oldugundan (y,) vyakimnsaktir. y, -y € M diyelim. yeM
oldugundan, |[x — y|| = § dir. Ayrica,

llx =yl < llx = yull + llyn — Il = 8 + llyn —yll = 8
bulunur ki bu da, ||x — y|| = & oldugunu gosterir.

Tekliginin ispati, y E M ve y, € M in her ikisisinin de, [|[x —y||=38§ ve
llx —yoll =8  esitliklerini  gergeklediklerini  varsaylp, y =y, oldugunu
gosterelim. Parelelkenar esitligi geregince,

ly = woll? = 1y — x) = (yo — 0)|I?

= 2ly — xII? + 2llyo — xII*? = |y — %) + (o — 0I?

2
=26%2426%2-2%

1
§(y+yo)—x
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yazabiliriz. Sag tarafta, %(y +y,) EM olup dolayisiyla, ”% y+yo) — x” >4

2
dir. Bu ise, 262 + 262 — 22 ”%(y + Vo) —x” < 26%+26%—46%=0 sonucuna

ulastirir. Buna  gore, ||y — yoll <0 olur. Asikar olarak ||y —yoll =0 dur.
Dolayisiyla zorunlu olarak esitlik ortaya g¢ikar ve y =y, bulunur,

Lemma 2.60. X bir i¢ carpim uzayr ve M # @ i¢ ¢arpimla dogrulan metrige
gore tam olan konveks bir altkiime olsun. Y, X in tam olan konveks bir alt
uzayr ve x € X sabit olsun. Bu durumda, z = x — y, Y ye ortogonaldir. [7], [23]

Ispat. z L Y, degil ise, (z,y,) = B # 0 olacak sekilde bir y, € Y vardir. A¢ik¢a
goruldigi gibi, y; # 0 dir; aksi halde (z,y;) =0 olmasi gerekirdi. Ayrica
herhangi bir a skaleri i¢in,

|z — ay: > = (z — ay,, z — ay;)
=5 (Z,Z> - CY(Z'.’yl) - (Z[(yl,Z) - a()’l'yl)]

= (z,2) — apa[f — a(y1,y1)]
yazabiliriz. a = 3 / 1, y1) secmemiz halinde, koseli parantez igindeki ifade

sifirdir. Ayrica teorem 2.59 den, ||z|| = |[|x — y|| = § yazabiliriz, ve buna gore
esitlik,

2
| <5

lz — ayill* = llzI|* -
! V1, y1)

sonucunu verir. Ancak, bu sonu¢ olanaksizdir; ¢linkli, y, =y + ay; €Y olmak
lizere, z — ay; = x — Yy, Yyazabiliriz ve dolayisiyla, § nin tanimi geregince,
|z —ay,|l =6 dir. O halde, {(z,y,) = B # 0 ifadesi gecerli olamaz dolayisiyla
ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.61. (Projeksiyon Teoremi) Y bir H Hilbert uzaymin kapali
herhangi bir konveks alt uzayr olsun. Bu durumda, H =Y @ Z, Z = Y* dir. [7],
[23]

Ispat. H n tam ve Y nin kapali olmasi halinde Y de tamdir. Y konveks
oldugundan, teorem 2.59 ve lemma 2.60, Vx € H i¢in x=y+2z, z€Z=Y"
olacak sekilde bir y €Y nin varligimi gerektirir. Tekligini ispat etmek ig¢in,
Y, V1 €Y ve z,z; € Z olmak iizere, x =y + 2z =y, +2z; oldugunu varsayalim.
Bu durumda, y —y, =z—2z, olmaktadir. z;, —z€Z =Yt iken, y—y, €Y
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oldugundan, y —y; €Y nY+ = {0} oldugu ortaya c¢ikar. Bu y =y; olmasimi
gerektirir. Dolayisiyla, z = z; dir.

Lemma 2.62. Y, H Hilbert uzaymin kapali bir alt uzayr ise Y =Yt dir. [7],
[23]

Ispat. x €Y = x L Y! = x € Y*. Dolayisiyla Y ¢ Y++. Karsit olarak, x € Y+
alahm. y €Y c Y11 olmak iizere projeksiyon teoremi geregince, x =y + z
yazabiliriz. Y*+ bir vektdr uzayr oldugundan ve x € Y% oldugundan z = x —
y € Y+t olur ve dolayisiyla z L Y+ dir. Ancak, projeksiyon teoremi geregince
z €Yt dir. O halde z L z olup, z=0 olur ve dolayisiyla x =y bulunur, yani
x €Y dir. Sonucta Y+t c Y bulunur ve Y =Y+t dir.

Lemma 2.63. H bir Hilbert uzaymm herhangi bir M # @ alt kiimesi
verildiginde, M nin span’min H da yogun olmasi igin gerek ve yeter kosul
M+ = {0} olmasidir. [7], [23]

Ispat. x € M+ olsun ve V =spanY nin H da yogun oldugunu kabul edelim.
Dolayisiyla x € V = H olmak iizere V de, x,, — x olacak sekilde bir (x,)
dizisi vardir. x € M+ ve Mt 1V oldugundan, (x,,x) =0 dir ve ayrica
(xn, x) — (x,x) oldugundan, (x,x) = ||x||> =0 ve dolayisiyla x =0 bulunur.
Bu sonu¢ M+ = {0} oldugunu ispatlar. Karsit olarak M+ = {0} olsun.x LV ise
x L M olup, dolayisiyla x € M+ ve x =0 bulunur. Buna gére V1 = {0} elde
edilir. V, H nin bir alt uzay1r oldugundan Y =V olmak iizere projeksiyon
teoreminden V = H elde edilir.

Tanmm 2.64. Bir T operatoriniin tanim (D(T) veya Dom(T)) ve gorintii
(R(T) veya Ran(T)) kiimesi ayni cisim iizerinde lineer uzaylarsa ve cisimdeki
her a skaleri ve T nin tanim kiimesindeki her x,y vektor cifti igin

T(x+y)=Tx+Ty
T(ax) = aTx
kosullarin1 gergekliyorsa T operatdriine lineer operatdr denir. [7]

Tamm 2.65. T nin sifir uzayt (N(T)), Tx =0 kosulunu gergekleyen tiim
x € D(T) elemanlarindan olusur. [7]

Tamm 2.66. Iy : X - X birim operatorii, her x € X igin, Iyx = x esitligi ile
tanimlanir. Iy yerine kisaca [ yazilirsa; 0 halde Ix = x olur. [7]

Tanmm 2.67. 0:X —-Y sifir operatdrii, her x € X icin, Ox = 0 esitligi ile
tanimlanir. [7]
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Tanmim 2.68. X, [a,b] lizerinde tanimli tiim polinomlardan olusan vektor uzayi
olsun (+) notasyonu, t ye gore tiirevi gostermek iizere, her x € X i¢in,

Tx(t) = x(t)

olmak iizere, X iizerinde bir lineer T operatorii tanimlanabilir. Bu T operatorii
X 1 kendi lizerine doniistiiriir. [7]

Tanmmm 2.69. X bir vektér uzayr olmak iizere, KerT ={x:Tx =0,x € X}
seklinde tanimlanan kiimeye T operatoriiniin ¢ekirdegi denir. [30]

Tammm 2.70. T; ve T, gibi iki operatdr verilmis olsun. Eger bu iki operator
aynt D(T,) = D(T,) tanim bdlgesine sahip ise ve her x € D(T;) = D(T,) igin
Tyx = T,x oluyorsa, T; ve T, operatorleri esittir denir ve T; = T, yazilir. [7]

Tanmmm 2.71. T :D(T)—>Y operatorinin bir B c D(T) altkiimesine olan
kisitlamasi, T'|5 ile gosterilen ve T|p:B - Y,Vx €B i¢in T|gx = Tx seklinde
tamimlanan bir operatordiir. [7]

Tanmm 2.72. T:D(T) »Y operatoriniin  bir M D D(T) kiimesine olan
genislemesi, T|D(T) =T, yani Vx€D(T) icin Tx=Tx olacak sekilde

tanimlanan bir T : M — Y operatoriidiir. [7]
Teorem 2.73. T lineer bir operatér olsun. Bu durumda,

a) R(T) deger bolgesi bir vektor uzayidir.
b) dimD(T) =n < oo ise, dim R(T) < n dir.

c) N(T) sifir uzayr bir vektér uzayidir.

[7], [23]

Ispat. a) Her hangi y,,y, € R(T) elemanlarmi alip, her hangi «,fB skalerleri
icin, ay; + fy, € R(T) oldugunu gosterecegiz. y,,y, € R(T) oldugundan, uygun
X1,X, € D(T) elemanlan igin, y; =Tx; ve y, = Tx, yazabiliriz. Ayrica D(T)
bir vektér uzayr oldugundan ax; + Bx, € D(T) dir. T nin lineerligi nedeniyle
de, T(ax; + Bx;) = aTx, + BTx, = ay, + By, olur. O halde, y;,y, € R(T) dir.
Y1,Y2 € R(T) elemanlart ve alinan skalerler keyfi secildiginden, bu sonu¢ R(T)
nin bir vektoér uzayr oldugunu ispatlar.

b) R(T) den keyfi bir bi¢cimde, n+ 1 tane, y;,..,Yn41 clemanint secelim.
Buna gore, D(T) deki bazt xq,..,x,41 elemanlart igin, y; = Txq, ..., Vpy1 =
Tx,,, Yazabiliriz. dimD(T) =n oldugundan, {x;,..,x,,1} Kkimesi lineer
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bagimli olmalidir. Dolayisiyla, hepsi birden sifir olmayan baz1 a, ..., oy41
skalerleri icin,

a1x1 + -+ Ay X1 =0
yazabiliriz. T lineer ve TO = 0 oldugundan, T nin her iki yana uygulanmasi
T(aixy + -+ Anp1Xns1) = @Y1+ + Qi1 Yne1 = 0

sonucunu verir. Bu ise, a; lerin hepsinin birden sifir olmamasi nedeniyle,

{y1, . ,Vn+1} kiimesinin lineer bagimli oldugunu gosterir. R(T) nin  bu
altkiimesinin keyfi bir bi¢imde segildigini hatirlarsak, R(T) nin n+1 ya da
daha fazla sayida eleman iceren lineer bagimsiz bir altkiimeye sahip
olmadigint sonucuna variriz. Bunun anlami, tanim geregi, dim R(T) <n
oldugudur.

c) Her hangi x;,x, € N(T) alalim. Buna gore, Tx; = Tx, =0 dir. T lineer
oldugundan, her hangi «a,f skalerleri igin,

T(ax; + Bx;) = aTxy + BTx, =0

yazabiliriz. Bu da, ax; + Bx, € N(T) oldugunu gosterir. Dolayisiyla N(T) bir
vektor uzayidir.

Tanmim 2.74. X ve Y normlu uzaylar ve T : D(T) » Y D(T) € X olmak iizere,
lineer bir operator olsun.

I'(T) ={(x,y) : x € D(T),y = Tx}
seklinde tanimlanan kiimeye T operatoriiniin grafigi denir. [7]

Tamm 2.75. I'(T) , X XY normlu uzaymnda kapali ise T ye kapali lineer
operator denir. [7]

Onerme 2.76. H, ve H, iki Hilbert uzay1 ve G, H; X H, nin bir alt kiimesi
olmak {izere; G kiimesi bir operatoriin grafigidir ancak ve ancak G < H; X H,
ve (0,g) € G iken g =0 dir. [29]

Ispat. Eger G bir operatoriin grafigi ise, agik bir sekilde ifade saglanir. Tersine,
G cH xH, ve (0,g) €G iken g =0 saglansin ve

D(T)={f€Hy;3g€H, dyle ki (f,g) €EG}

olsun. Hipotez geregi, f ile iligkili olan g tektir ve D(T) bir alt uzaydir. Eger
D(T) de Tf =g ise T lineerdir. Boylece, T, H, den H, ye bir operatdrdiir ve
grafigi G dir.
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Tamm 2.77. Bir T operatoriiniin, tanim kiimesindeki farkli noktalara farkli
gorlntiiler karsilik geliyorsa, yani, her hangi x,,x, € D(T) igin,

X1 Fxy, 2Tx; #Txy

oluyorsa, T operatoriine bire —bir operatér adi verilir. Vy € R(T) igin dx €
D(T),Tx =y ise T operatoriine Orten operator denir. [7]

Tamim 2.78. T bire — bir operatér olmak {lizere, V y, € R(T) elemanm, Tx, =
Yo olacak sekilde, x, € R(T) tlizerine doniistiiren,

T-1:R(T) — D(T)
Yo — Xo

T~ operatdriine, T nin tersi denir. Dolayisiyla, V x € D(T) igin T™1Tx = x ve
Vy € R(T) i¢in T 1Ty =y dir. [7]

Teorem 2.79. V ve Z, her ikisi de reel yada kompleks, iki vektér uzayir olsun.
Tanim kiimesi D(T) €V ve deger kimesi R(T) € Z olan lineer bir
T : D(T) —» Z operatdrii olsun. Eger T~! mevcut ise, lineer bir operatdrdiir. [7],

[23]

Ispat. T=!in mevcut oldugunu kabul edip, lineer oldugunu gosterelim. Tt in
tanim kiimesi R(T) olup, bir vektér uzayidir. Her hangi xq,x, € D(T)
elemanlariyla ve bunlarin goriintiileri olan, y; = Tx; ve y, = Tx, elemanlarim
gdz Oniine alalim. Buna goére, T~' mevcut oldugundan x; =T 1y, ve x, =
T~ 'y, yazabiliriz. T lineer oldugundan, her hangi o ve B skaleri igin,

ay, + By, = aTx; + fTx, = T(ax; + fx;)
yazabiliriz. x; = T~'y; oldugundan,

T~ ay, + By2) = ax; + fx, = aT 'y, + Ty,
elde ederiz. Bu da T~ in lineer oldugunu ispatlar.

Teorem2.80. T: X -»Y ve §:Y — Z iki terslenebilen lineer operatorler olsun.
(burada X, Y ve Z birer vektéor uzayidir ). Bu durumda, ST ¢arpiminin
( bilesiminin ) tersi olan (ST)™!:Z — X operatdrii mevcut olup,

(ST)~! = T-1§5-1

dir. [7], [23]
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Ispat. T: X >Y ve S:Y — Z iki terslenebilen lineer operatorler oldugundan
ST : X > Z operatorii terslenebilirdir. Dolayisiyla (ST)~! mevcuttur. Buna gore,
I, Z iizerindeki birim operatdrii olmak iizere, ST(ST)™! = I, yazabiliriz.
Esitligin her iki yanma S~1i uygulayip, S™1S =1, (Y iizerindeki birim
operatorii) oldugundan,

STIST(ST) 1 =T(ST) 1 =571, =5"1

elde ederiz. Bu kez de T~1i uygulayp, TT™! = Iy esitligini kullanirsak,
T-IT(ST) 1 = (ST)™* =T71S71 olur ve ispat tamamlanir.

Sonu¢ 2.81. T:X—>Y terslenebilen lineer bir operatér olmak iizere
(T~ =T dir. [7]

Ispat. T terslenebilen lineer bir operatér oldugundan, TT-' =1, dir.
(TT™H™1 = (T~ IT~! = I, yazabiliriz ve sagdan T operatoriinii uygularsak,
THITIT=LT=T elde ederiz. TT™'=1; esitligini kullanirsak,
(Tt =T olur ve ispat tamamlanur.

Tamim 2.82. X normlu uzay ve T lineer operatdr olmak iizere, x # 0 igin;
Tx = Ax

kosulunu saglayan A sayisina T operatoriiniin 6zdegeri, x e ise A ya uygun
Ozvektorii denir. [1]

Tanmm 2.83. H bir Hilbert uzayr ve T:H — H bir operatér olmak iizere,
A €C icin (T — AI)~! operatdriine T operatdriiniin rezolvent operatdrii denir ve

Ry(T) = (T—2aD7"
olarak gosterilir. [1]

Tamim 2.84. H bir Hilbert uzay1 ve T :H — H bir operatér olmak tizere, T
operatdriiniin rezolvent operatoriiniin mevcut ve smirli oldugu tiim kompleks A
sayilarinin  kiimesine T operatoriiniin rezolvent kiimesi denir ve p(T) ile
gosterilir, yani

i. Ry(T) mevcut
p(T) =41: i R;(T) simirh
iii. D(Ry(T)) = H

olarak tanimlanir. [8]
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Tamim 2.85. H bir Hilbert uzay1 ve T:H — H bir operator olmak iizere,
o(T) = C\p(T) kiimesine T operatoriiniin spektrumu denir. [8]

Tamm 2.86. H bir Hilbert uzayr ve T : H — H bir operator olmak fizere, T
operatériiniin  rezolvent operatoriiniin - mevcut olmadigi tim A  kompleks
sayilarinin kiimesine T operatoriiniin 6zdegerler kiimesi adi verilir ve a4(T)
olarak gosterilir, yani

04(T) ={A: 1€ C, Ry(T) mevcut degil}
seklinde tanimlanir. [8]
Tamim 2.87. H bir Hilbert uzayr ve T : H — H bir operatér olmak iizere,

4. Ry(T) mevcut
0, (T)=41: 4. Ry(T) smurh
iii. D(Ry(T)) = H

kiimesine T operatoriiniin siirekli spektrumu denir ve o.(T) olarak gosterilir.

[8]

Sonuc¢ 2.88. H bir Hilbert uzay1 ve T:H — H bir operatdor olmak {izere,
tanimlardan ¢4(T) < o(T) ve 6.(T) € a(T) oldugu agiktir. [8]

Tanim 2.89. X sonlu boyutlu normlu uzay olmak iizere, X; € X alt uzayr ve T
lineer operatorii igin;

TX,)={Tx:xeX}ckX,
kosulu saglandiginda X; e T operatorii i¢in invaryant alt uzay denilir. [9]

Teorem 2.90. X sonlu boyutlu normlu uzay ve T bir lineer operator olmak
tizere, T min farkli O6zdegerlerine uygun olan ozvektorleri lineer bagimsiz bir
sistem olusturur. [9]

Ispat. A, € 6,(T),(k=1,s) T nin farkli o6zdegerleri, x;, € X, (k =1,s) uygun
ozvektorleri  olsun. {x,x,,..,xs} sisteminin lincer bagimsiz  oldugunu
gosterelim. s = 1 i¢in Tx; = A;x; kosulunu saglayan x; vektori sifirdan farkli
oldugundan {x;} sistemi lineer bagimsiz olur. s =2 i¢in Tx; = A;x;, (i = 1,2),
A1 # A, kosulunu saglayan {x;,x,} sistemi lineer bagimh olsaydi, baz
a;,a; €ER,|ay| + |az] >0 sayilarn i¢in, a;x; + ayx, = 0 bagmtist saglanirdi.
Bu baginttya T yi uygularsak, T(a;x; + azx;) =0 = a;A;0 + axd,x, =0
olur. Simdi kabul edelim ki, ilk bagintida a; # 0 olsun. O halde ilk bagmtiyi
A, ile carpip ikinci bagmntidan ¢ikarirsak, a;(4; — A,)x; = 0 buluruz ki, bu da
A #FA,x; #0 ve a; # 0 kosullar1 1ile ¢eliski olusturmaktadir. Demek ki,
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{x1,x,} sistemi lineer bagimhi degildir. Teoremin ispati tiimevarim uygulamakla
tamamlanir.

Sonu¢ 2.91. n boyutlu X normlu uzayinda etki gosteren lineer bir T
operatoriiniin n tane farkli 6zdegeri oldugunda, onun 6zvektorleri X de bir baz
olusturur. [9]

Tammm 2.92. X ve Y normlu uzaylar ve D(T)c X olmak iizere,
T :D(T) = Y lineer bir operatoér olsun. Eger, V x € D(T) igin,

ITx|l < clix|l

olacak sekilde, reel bir ¢ sayisi1 varsa, T operatorii sinirlt’ dir denir. V x € D(T)
ve ||x|| =1 olmak iizere, en kiigiik ¢ sayisina operatériin normu denir ve ||T||

ile gosterilir. Kisaca, ||T|| = supxepr)|ITx|| yazilir. [7]
llxll=1

Ornek 2.93. Normlu bir X # {0} uzay1 6zerindeki I:X — X birim operatorii
siurlt olup, ||I]l = 1 normuna sahiptir. [7]

Ornek 2.94. Normlu bir X uzayr iizerindeki 0:X — Y sifir operatorii smirli
olup, [10]] = 0 normuna sahiptir. [7]

Ornek 2.95. X, j=][0,1] iizerindeki tiim polinomlardan olusan ve
x| = max|x(t)|, t €j ile verilen norma sahip bir normlu uzay olsun. (%)
notasyonu, t ye gore tiirevi gostermek lizere, X tzerindeki Tx(t) = x(t), T tiirev
operatorii lineer oldugu halde smrli degildir. Ciinkii, n € N olmak iizere,
xn(t) = t™ alalm. Bu durumda, ||x,|| = 1 dir ve Tx,(t) = x,(t) = nt™ ! olur;
dolayisiyla, ||Tx,|| =n bulunur. n € N keyfi olarak alindigindan, bu sonug,
ITx,|| < c olacak sekilde bir ¢ sayisimin var olmadigini gosterir. Dolayisiyla T
nin smirsiz oldugu ortaya ¢ikar. [7]

Tamim 2.96. Projeksiyon teoremi, P: H — Y Oyle ki x - y = Px seklinde bir
operator tanimlamaktadir. P ye, H nin Y {izerine izdiisiim operatorii denir. Acikca
gorildigi gibi, P, sinirli lineer bir operatordiir. P, H y1 Y {izerine, Y yi kendi
lizerine doniistiiriir ve P? = P dir. [7]

Tanmim 2.97. X ve Y normlu uzaylar ve T :X — Y lineer bir operator olmak
tizere, Vx € X i¢in ||Tx|| = ||x|| ise T ye izometrik operator denir. T : X =Y
operatorii  bire — bir, 6rten ve lineer olan bir izometrik operator ise T ye
izometrik izomorf operatér denir. Eger X ve Y arasinda bir izometrik izomorf
donlisim varsa X ve Y ye izometrik izomorf uzaylar denir ve X =Y ile
gosterilir. [1]
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Teorem 2.98. T sinirhi lineer bir operatdr olsun. Buna gore, x € D(T) olmak
tizere, x,, > x ise Tx, — Tx dir. [7]

Ispat. x, » x ve T smrh lineer bir operatér olmak iizere, n — oo igin,
0 <0< |ITx, — Tx|l = IT Cxn, — Il < ITI[ll2x, — x| >0

dolayisiyla Tx,, — Tx dir ve ispati tamamlamis oluruz.

Sonug 2.99. N(T) sifir uzayr kapalidir. [7]

ispat. Vx € N(T) igin, N(T) de, x, - x olacak sekilde, bir (x,) dizisi vardir.
Dolayisiyla, Tx, = Tx yazabiliriz. Ayrica, Tx, =0 oldugundan, Tx = 0 dur;
dolaysiyla, x € N(T) olur. Buna gore, x € N(T) nin keyfi olarak secildigini
diisiiniirsek, N(T) nin kapali oldugu ortaya ¢ikar.

Tanim 2.100. T operatoriiniin tanim kiimesi D(T) olmak fizere, eger T
operatori, x,, € D(T), Tx, >y ve x, > x ise x € D(T) ve Tx =y O0zelligini
sagliyorsa T ye kapalidir denir. [29]

Tanmm 2.101. T operatoriiniin kapali bir genlesmesi mevcut ise T operatoriine
kapatilabilir denir. Her kapali operatoriin en kiiciik kapali genlesmesi mevcuttur,
buna T operatdriiniin kapanist denir ve T olarak yazilir. [29]

Teorem 2.102. I'(T), bir T operatoriiniin grafigi olmak {izere, eger T operatorii
kapatilabilir ise T'(T) = I'(T) dir. [29]

ispat. Eger S, T nin herhangi bir kapali genislemesi ise, ['(T) = I'(S) dir.
Sonug¢ olarak, T'(T) alt kiimesi, Gnerme 2.76 geregince bir R operatoriiniin
grafigidir. Buna gore, R € S ayrica R kapalhdir. Boylelikle, R, T nin en kiigiik
kapali genislemesidir, dolayisiyla R = T dir ve ispat tamamlanmis olur.

Lemma 2.103. X ve Y i¢ carpim uzaylari ve Q :X - Y, smirli lineer bir
operator olsun. Buna gore,

1) Q@ =0 olmasit i¢in gerek ve vyeter kosul, Vx€X ve Vy€eY igin
(Qx,y) = 0 olmasidir.

i1) X kompleks ve Vx € X i¢in (Qx,y) =0 ise,Q = 0 dir.
[7], [23]
Ispat. i) Q =0 ise Vx icin Qx = 0 olup bu durumda,

(Qx,y)=(0,y)=0
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olmasimi gerektirir. Tersine olarak, V x,y igin, (Qx,y) =0 olmasi, Vx igin
Qx = 0 sonucunu verir ve tanim geregince, Q = 0 dir.

i1) Kabul geregi, Vv = ax +y € X igin, (Qv,y) = 0 ; yani,
0=(Qlax +y),ax +y)
= |al*(Qx,y) +(Qy,y) + a(Qx,y) + @(Qy, x)
dir. Sag taraftaki iki terim, kabul geregi sifirdir. ¢ = 1 alirsa,
(Qx,y) +(Qy,x) =0
bulunur. « =i ise, @ = —i olup,
(Qx,y) = (Qy,x) =0

bulunur. Bu iki ifade taraf tarafa toplanirsa, (Qx,y) =0 olur ve 4) den de
Q = 0 elde edilir.

Tanmm 2.104. D(f) tanim bolgesi, normlu bir V uzayinda, deger bolgesi ise, bu
normlu V wuzaymin skaler cismi iginde bulunan, sinirli lineer bir operatore,
siirht lineer fonksiyonel adi verilir. Dolayisiyla V x € D(f) i¢in, |f(x)| < c||x]|
olacak sekilde reel bir ¢ sayisi vardir. Ayrica, f in normu;

Il = sup_[If oIl
x€D(f)

lIxll=1

[7]

Tanim 2.105. (Sesquilineer Fonksiyonel) X ve Y,ayn1 F cismi iizerinde iki
vektor uzayr olsun. X X Y izerinde bir h sesquilineer fonksiyoneli, Vx,
X1,Xy €EX Ve Yy, y;,y, €Y ve Va,[ skalerleri igin,

a) h(x; +x3,¥) = h(x1,y) + h(xz,y)
b) h(x,y1 +y2) = h(x,y,1) + h(x,y,)
¢) h(ax,y) = ah(x,y)

d) h(x,By) = Bh(x,y)

seklinde bir, h: X X Y - [F operatoridir. X ve Y normlu uzaylar ise Vx,y
icin, |h(x,y)| < cllx|lllyll olacak sekilde reel bir ¢ sayisi varsa, h a smirhdir
denir ve
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|h(x )l

IRl = = sup |h(x,y)|
S TR~ Su, 1Y)
yey—{o} [lyll=1

sayisina da h nin normu denir. [7]

Teorem 2.106. (Riesz Teoremi) Bir H Hilbert uzayir iizerinde, her smirh
lineer f fonksiyoneli, i¢ carpim cinsinden ifade edilebilir, yani, z, f e bagimh
olmak tizere, f(x) = (x,z), f tarafindan tek tirlii belirlenmis olup, [|z|| = ||f]|
normuna sahiptir. [7], [23]

Ispat. Ispat ii¢c asamada yapilir. ©) f nin f(x) = (x,z) seklinde bir gdsterime
sahip oldugunun gosterilmesi. 44) z nin tek oldugunun gosterilmesi. 444)
llz|| = lIf]] formiiliiniin saglandiginin gosterilmesi. Buna gore,

i) f=0 ise, f(x) =(x,z) ve |lz|| =|fll, z=0 almamiz halinde gergeklenir.
f # 0 alalim. Oncelikle ispatta kullanmak igin, f(x) = (x,z) gosteriminin sahip
olmas: halinde z nin hangi &zelliklere sahip olmasi gerektigini bulalim. Ilk
olarak, z # 0 dir; ¢iinkii, aksi halde, f =0 olmas1 gerekir. Ikinci olarak,
f(x) =0 kosuluna uyan her x ig¢in, (x,z) =0 dir; yani, fin N(f) sifir
uzayindaki biitiin x ler igin, (x,z) = 0 dir. Dolayisiyla, z L N(f) dir. Bu durum,
N(f) ve bunun ortogonal tiimleyeni olan N(f)' uzaymi goz oniine alirsak,
N(f) bir vektdor uzayr olup, kapalidir. Ayrica, f =0 olmasi, N(f) # H ve
dolayisiyla projeksiyon teoremi geregince, N(f)* # {0} olmasim gerektirir. Buna
gore, N(f)*, bir zy # 0 elemanini igerir. x € H keyfi olmak iizere, v =
f(x)zg — f(zp)x yazalim. Bu ifadeye f i uygulayarak,

f) = ff (20) = f(20)f(x) = 0
elde ederiz. Bu ise, v € N(f) oldugunu gosterir. zy L N(f) oldugundan,
0 = (v, z0) = (f(x)zo — f(20)x, 2o)
= f ()20, 20) = [ (20){x, 20)

buluruz. Buradan, (zy,zo) = ||Zol|> # 0 oldugunu da goz 6niine alarak f(x) i
¢Ozersek,

f(2)

(ZO' ZO)

f&) =

(x, ZO)

olur. Bu ise,




olmak tizere, f(x) =(x,z) seklinde yazlabilir. Boylece, x € H keyfi
oldugundan ispat tamamlanmis olur.

it) Simdi de f(x)=(x,z) ifadesindeki, z nin tek oldugunu ispatlayalim.
Vx € H igin,

f(.X') = (x,Zl) = (X,Zz)

olsun. Bu durumda, her x igin, (x,z; — z,) =0 dir. Ozel olarak, x = z; — z,
secersek, (x,z; — z,) = {2y — 23,21 — Z3) = ||z; — z,]|> = 0 buluruz. Dolayisiyla,
7z, — z, = 0; yani, z; = z, elde edilir ve bu sonug ispati tamamlar.

ii1) Son olarak [|z|| = ||f]| ifadesini ispatlayalim. f =0 ise, z=0 olup ifade
gerceklenir. f =0 olsun. Bu durumda z=#0 dir. x =2z alinmak iizere
f(x) =(x,z)den ve f in norm tanimindan,

IzII* = (z,2) = f(2) < lIfll|zIl

elde ederiz. Bu ifadeyi ||z|]| #0 ile bolersek, ||z|| < ||f|] buluruz. Ayrica,
f(x) = (x,z) den ve Cauchy — Schwarz esitsizliginden,

If )] =[x, 2)| < lxlllz]l

dir. Bu ise, [|If]l = supjy=1l¢x,2)| < llz]| sonucunu gerektirir. Dolayisiyla,

lIz|| = lIf]] bulunur ve ispat tamamlanmis olur.
Teorem 2.107. (Riesz Gosterimi) H; ve H, iki Hilbert uzay1 ve
h: H, x Hy, > F

siirlt sesquilineer fonksiyonel olsun. Bu durumda, S : H; — H,, smirli lineer
bir operatér olmak ftizere, h, h(x,y) = (Sx,y) seklinde bir gosterime sahiptir. S,
h tarafindan tek olarak belirlenmis olup, normu ||S|| = ||h|| dir. [7], [23]

Ispat. h(x,y) yi goz oniine alalim. Ust ¢izgi nedeniyle, bu ifade y ye gore
lineerdir. Riesz teoreminin uygulanabilirligini saglamak i¢in, x i sabit tutalim.
Bu durumda, y degisken olmak iizere bir gosterim elde ederiz; h(x,y) = (y, z)
diyelim. Buna gore, h(x,y) = (z,y) yazabiliriz. Burada, z € H, tek olup, sabit
tuttugumuz x € H; e baghdir. x degisken olmak izere, h(x,y) =(z,y)
ifadesinin, z = Sx ile verilen bir S: H; — H, operatoriini tanimladigini
buluruz. Dolayisiyla h(x,y) = (z,y) ifadesinde z = Sx vyazarsak, h(x,y) =
(Sx,y) ifadesini elde ederiz ve ispatin ilk kismini ispatlamis oluruz.

S lineerdir. Ciinkdi, S in tanim kiimesi H; vektor uzayr olup, h(x,y) = (Sx,y)
ifadesinden ve sesquilineerlikten, H, deki her y igin,
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(S(axy + Bx3),y) = h(ax, + Bxz,¥) = ah(xy,y) + Bh(xz,y)
= a<Sx1' y) + ﬁ<5x1'y>
= (aSx, + fSx2,¥)

yazilabilir ve dolayisiyla, S(ax, + fx,) = aSx; + Sx, elde edilir ve bu da
S nin lineerligini ispat eder.

S, ayrica, sinirhidir. Ciinkii, S = 0 asikar halinin disinda,

I( 1S, ) I(Sx Sx)l 1Sl _

Al = 2 Sup ~—m——r = sup
II 1yl xth ISzl ~ 325 Tl

y

elde ederiz. Bu ise, sinirli oldugunu kanitlar. Ayrica, Cauchy — Schwarz
esitsizliginden,

|( x, ) || x|yl
|A|l = sup +——— < su = ||S]|
=" x|yl x==0 TNyl
y#0 y#
dir ve dolayisiyla, ||h|| = ||S|| ispatlanmis olur.

Son olarak S tekdir. Ciinkii, Vx € H; ve Vy € H, igin,

h(x,y) = (Sx,y) = (Tx,y)

olacak sekilde, lineer bir T : H; —» H, operatoriiniin varoldugunu kabul
edersek, Vx € H; igin, yurakidaki ifadeden Sx =Tx oldugunu buluruz ve
dolayisiyla, T = S dir.

Teorem 2.108. H; ve H, Hilbert uzaylari olmak ftizere, T : H; — H, , smirh
lineer bir operatér olsun. Bu durumda, T nin T* Hilbert — Adjoint operatori,
Vx € H; ve Vy € H, igin, (Tx,y) = (x,T*y) olacak sekilde bir T*: H, —» H;
operatorii olmak {tizere, T nin, T* Hilbert — Adjoint operatorii tektir ve ||T*| =
IT|| normuna sahip sinirli lineer bir operatordiir. [7], [23]

Ispat. ¢ carpimin temel 6zellikleri ve T nin lineer olmasi nedeniyle,
h(x,y) = (y,Tx)
formiilii, H; X H, iizerinde, sesquilineer bir fonksiyonel tanimlar. Ciinkii,
h(y, axy + Bx2) = (v, T(ax; + Bx;))

=(y,aTx, + BTx,)
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= a(y, Tx,) + By, Tx;)
= @h(y,x,) + Bh(y, x;)
dir. Ayrica, h sinirhdir. Ciinkii, Cauchy — Schwarz esitsizliginden,
|hGe, )1 = [, T) < ly[ITxll < T HIxHI I
yazabiliriz. Bu ayrica, [|h|| < ||T|| sonucunu da verir. Bunu yani sira,

[y, T) [(Tx, Tx)|

|h]] = su = su = |7l
w0 [Ny = x=0 TxlllITxll
y+0 Tx+0
den, ||k]| = ||IT|| elde ederiz ve ||h|| = ||T|| sonucuna ulasiriz. Dolayisiyla h igin
bir Riesz goOsterimi Yazabiliriz; S yerine T* yazarsak, h(x,y) = (T*y,x) elde
ederiz. Ve sonugta, T*: H, — Hy in, ||[T*|| = ||h]| = ||T|| normuna sahip olan

ve tek olarak belirli sinirli lineer bir operatdor oldugunu biliyoruz. Bu sonug,
IT*| = |IT|| ifadesini ispatlar. Ayrica, h(x,y) = (y, Tx) ifadesi ile
h(x,y) = (T*y,x) ifadesini Kkarsilastirirsak, (y, Tx) = (T*y, x) oldugunu buluruz.
Eslenik alarak ta (Tx,y) = (x,T"y) elde ederiz ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.109. (Hilbert — Adjoint Operatériin Ozelikleri) H, ve H, ,
Hilbert uvzaylan, S: H; - H, ve T: H; —» H, sinirli lineer operatorler ve «
herhangi bir skaler olsun. Buna gore,

a) (T"y,x)=(y,Tx),x € H, ve y € H,
by (S+T) =S"+T"

c) (aT)* =aT*

d (T)'=T

e) IIT*TIl = TT*|| = ITI|?

f) T'"T=0 &T=0

g) (ST)* =T*S*,H, = H, olmak {izere,
dir. [7]

Ispat. a) (Tx,y) = (x,T*y) ifadesini kullanirsak,

(T*y,x) ={x,T*y) =(Tx,y) = (y, Tx).
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b) (Tx,y) = (x,T*y) ifadesinden, Vx,y igin,
(x, S+ T)y)=(( +Tx,y) = (Sx,y) +(Tx.y)
=(x,S"y) + (x,T"y) = (x,(S" + T")y)

yazilir. Buna gore, Vy igin tamim geregince (S+T)*y = (S +T*)y olup, bu da
tanim geregince (S+T)* =S"+T* dir.

¢) (Tx,y) = (x,T"y) ifadesinden, Vx,y igin,
((@T)*y,x) = (y, (aT)x) = (y,a(Tx)) = aly, Tx)
=a(T"y,x) =(aT"y, x)
yazilir ve buradan, (aT)* = aT* bulunur.

d) (T*)*,T* olarak yazilir ve Vx € H; ve Vy € H, i¢in, (T"y,x) = (y, Tx)
ile (Tx,y) =(x,T"y) den,

(T)x,y) = (x, T"y) =(Tx,y)
yazilabileceginden, (T*)* = T bulunur.
e) T*'T: H, - H; ve TT*: H, — H, dir. Cauchy — Schwarz esitsizliginden,
ITx|1? = (Tx, Tx) = (T*Tx, x) < |T*Txll|lx|l < IT*TllxII?

yazilabilir. Normu 1 olan Dbiitin x ler izerinden supremum alirsak,
IT||? < |IT*T|| elde ederiz. Ayrica, ||T*|| = ||T|| bilgisini kullanarak;

ITI? < IT*TI < IT*NTI = IT1I?

de yazabilecegimizden, ||T*T|| = ||T||> bulunur. Buna ek, T yerine, T* alarak ve
yine ||[T*|| = ||T|| bilgisini kullanarak,

NITT*|| = IIT*|I* = IT|I?
yazilir ve T** =T bilgisinden, ||T*T|| = ||ITT*|| = ||T||*> bulunur.

0 IT*T|| = |ITT*|| = |IT||? bilgisini kullanarak, T*T =0 0= ||T|| T =0
bulunur.

g) (Tx,y) = (x,T*y) ifadesinden,

(x,(ST)"y) = ((SDx, y) = (Tx,S"y) = {x,T*S")
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sonucunu verir. Buna gore, (ST)*y =T*S*y olup, bu ise, tanim geregince
(ST)* =T*S* dir.

Tamim 2.110. T operatoriiniin tanim kiimesi olan D(T) kumesi, H Hilbert
uzayinda yogun bir alt kiime olsun. Eger Vx,y € D(T) igin,

(Tx,y) = (x,Ty)
gergekleniyorsa T operatoriine simetrik operatdr denir. [7]

Tamm 2.111. Bir H Hilbert uzayinda, siirli lineer bir T : H — H operatorii
verilmis olsun.

i) T* =T ise, T ye self —adjoint ya da Hermitian

i) T* =T 1 ise, T ye iiniter (T terslenebilir)

444) TT* = T*T ise, T ye normal operatér adi verilir.

[7]

Sonug¢ 2.112. Tanim geregince T self —adjoint operator ise T simetriktir. [7]

Sonu¢ 2.113. T nin (Tx,y) = (x,T*y) olarak tanmimlanan T* Hilbert — adjoint
operatorii, T self —adjoint ise tanim geregi, (Tx,y) = (x,Ty) sekline doniisiir. [7]

Sonug 2.114. Tanim geregince T, self —adjoint ya da tniter ise, T normaldir. [7]

Ornek 2.115. I : H —» H birim operatorii ise, T = ail , « € R\{0} olmak iizere,
T* = —ail dir ve dolayisiyla, TT* = T*T = a?I olup, T operatdrii normal olup,

buna karsihik, T*# T ! = —%il olmas1 ile beraber, T" # T = «ail dir.

Dolayisiyla, bir normal operator, self — adjoint ya da initer olmak zorunda
degildir.

Teorem 2.116. T:H — H , bir H Hilbert uzay1 iizerinde smirh lineer bir
operator olsun. Bu durumda,

i) T, self —adjoint ise, (Tx,x),Vx € H igin reeldir.

ii) H kompleks ve (Tx,x),Vx € H igin reel ise, T operatorii self — adjointtir.
[71, [23]

Ispat. i) T self —adjoint ise, her x igin,

(Tx,x) = (x,Tx) = (Tx, x)
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dir. O halde, (Tx, x) , kendisinin kompleks eslenigine esittir, yani reeldir.

ii) (Tx,x),Vx igin reel ise,

(Tx,x) =(Tx,x) ={(x,T*x) = (T"x, x)
yazabiliriz. Buna gore,

0=(Tx,x) —(T"x,x) = ((T —T")x, x)
olup, H m kompleks olmasi nedeniyle buradan, T —T* = 0 dir.

Teorem 2.117. Bir H Hilbert uzayi iizerinde, sinirli self — adjoint lineer iki S
ve T operatorlerinin carpimin self — adjoint olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
operatorlerin komiitatif (degismeli) olmasidir. [7]

Ispat. (ST)* =T*S* =TS dir. Buna gore, ST = (ST)* < ST =TS dir ve ispat
tamamlanmis olur.

Teorem 2.118. H bir Hilbert uzay1 ve T, T:H — H bir operatér olsun. T,
self — adjoint ise; T operatoriiniin 6zdegerleri reel sayilardir. [1]

Ispat. T self — adjoint operator, A, T nin 6zdegeri ise, 6yle 0 # x € D(T) vardir

Ki, Tx =Ax  dir. Sonuncu esitligi sagdan x ile i¢  carparsak,
(Tx,x) = Mx,x) = AIx||> = 1= f;”’;) € R olur.

Teorem 2.119. H bir Hilbert uzayr ve T, T:H — H bir operator olsun.
xX,Xx, €H ve Ay #A,, T nin iki 0Ozdegeri olmak {izere, Tx; = 1;x; Ve
sz = Azxz ISE xl 1 xZ dlr [1]

Ispat. Tx; = A;x, ifadesini sagdan x, ile ve Tx, = A,x, ifadesini soldan x,
ile i¢ carpip, taraf tarafa c¢ikarirsak,

(Txy,x2) — (x1, Tx2) = A1{xq, %) — A_Z(xl: X3)

ve T =T oldugundan bu esitligin sol tarafi sifirdir. Diger taraftan 6zdegerler
reel olduguna gére A, = A, dir ve esitlik (1; — A,)(xy,x,) = 0 seklinde yazilir
Ki, buradan da A1; # A, kosulu geregince, (x;,x,) =0 = x; L x, dir.

Teorem 2.120. (Uniter Operatériin Ozellikleri) H bir Hilbert uzayr olmak
tizere, U: H - H ve V: H — H operatorleri liniter olsunlar. Buna gore,

a) U izometriktir; dolayisiyla Vx € H igin ||[Ux|| = ||x]|,

b) H # {0} olmak iizere, [|U] = 1,
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c) U~ iiniter,
d) UV dniter,
e) U normal,

f) Bir kompleks H Hilbert uzayinda, sinirli lineer bir T operatoriin {lniter
olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul, T izometrik ve iizerine,

dir. [7]

Ispat. a) ||Ux||> = (Ux,Ux) = {x,U*Ux) = (x,Ix) = ||x||*> dir. Dolayisiyla,
NUx|| = [|x|| dir.

b) [[Ux|| = [[x]| dan [[U]l =1 dir.

o) U HY)y=u»=U= W) dir. Dolayistyla, U™ {initerdir.

d) (UV)*=v*U*r=Vv-1Uu~! = (UV)™?! dir. Dolayisiyla, UV iiniterdir.
e) U'l=U* ve UU™' =U"'U =1 oldugundan, U normaldir.

f) T nin izometrik ve iizerine oldugunu varsayalim. Izometri bire — bir olmay1
gerektirir, ve dolaysiyla, T, bire — bir ve iizerinedir. T*=T"1 oldugunu
gosterelim. Izometri nedeniyle,

(T*Tx,x) = (Tx,Tx) = (x,x) = (Ix, x)

yazabiliriz. Buna gore, ((T*T —I)x,x) =0 ve buradan, T*T —1 =0 olup
T*T =1 bulunur. Buradan da,

TT* = TT*(TT™Y) = T(T*T)T* =TIT ' = |

elde edilir. Bu iki ifadeden, T*T = TT* =1 ve dolayisiyla T* =T~! bulunur;
yani T tniterdir.

Ispatin tersi, T iiniter ise a) geregince izometrik ve tanim geregince iizerinedir.

Tamm 2.121. H bir Hilbert uzayi, A,B: H — H iki operatéor ve U:H - H
bir {initer operatdor olmak {iizere,

A=UBU™! veya A=U"1BU

ise A ve B operatorleri H Hilbert uzaymnda tiiniter denk operatorler denir ve
A~B olarak gosterilir. [8]
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Teorem 2.122. H bir Hilbert uzayi, A,B: H — H iki operator ve U: H - H
bir tliniter operatér olmak tizere, A~B ise R;(A)~R;(B) dir.[8]

Ispat. A~B ise A=UBU™ dir ve A— Al =UBU™*— Al yazabiliriz. Buradan
da, A— M =UB-ADU =2A-A)"1=UB -1 elde ederiz ve bu
da Ry(A)~R,(B) oldugunu ispatlar.

Sonug¢ 2.123. H bir Hilbert uzayi, A,B : H — H iki operator ve U: H — H bir
Uniter  operatéor  olmak  tzere, A~B ise p(A) = p(B), d(A) = a(B),
04(A) = 04(B) ve o.(A) = o.(B) dir. [8]
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3. STONE TEOREMi VE OZDE SELF - ADJOINTLIGIN TEMEL
KRITERLERI

Bu boliimde, Stone teoremi anlatilmis ve bir operatoriin  6zde self — adjoint
olmasi igin temel kriter verildikten sonra 6zde (essentially) self —adjointlik igin
bir bagka analiz olan, Weyl limit cemberi ile Weyl limit noktasi durumlari
anlatilarak bazi gerekli teorem ve tanimlar verilmistir.

Onerme 3.1. H; ve H, iki Hilbert uzayr ve T, H; den H, ye yogun tanimli
bir operatér olsun. Bu durumda,

1) KerT* = (RanT)*,
2) Eger D(T*) yogun ise, T c T™,

3) T operatorii smirlidir ancak ve ancak T* smirlidir. Bu durumda;
IT*[l = 1ITl
dir.

[29]
Ispat.

1) Bir ¢ € H; vektérii, (Ran T)* kiimesine aittir ancak ve ancak

(@, TY) = 0; her bir Y € D(T).

Bu ifade acik bir sekilde ¢ € D(T*) ve T @ =0 ifadesine esdegerdir. Bir
baska degisle, ¢ € KerT".

2) g€ D(T*) ve f €D(T) olsun, bu durumda,

(f,T*g) =(Tf, 9).

Bu ifade g nin D(T*) da siirekli oldugunu gosterir. Buna gore, f € D(T**) ve
T™f =Tf.Dolaysiyla, T ¢ T** dur.

3) Her bir f € H; ve g € H, i¢in,

g, TO < IIFNIT gl
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dir. Bu ifade f nin H; de siirekli oldugunu gosterir. Buradan, D(T*) = H, dir
ve

KT*g, AL < IFIITI g1l

Bu esitsizlik T* operatorinin ||T*|| < ||T|| ile smirhi bir operatér oldugunu
gosterir. Bu islem T* a uygulandiginda, T** n ||[T*|| normu ile sinirli oldugunu
gosterir. Ancak 2) geregince, T =T** dir ve bu ||T|| < ||T*|| anlamina gelir.
Dolayisiyla, ||T|| = ||T*|| dir.

Teorem 3.2. H; ve H, iki Hilbert uzayr ve T, H; den H, ye yogun tanimli
bir operator olsun. Bu durumda,

1) T* operatorii her zaman kapali bir operatordiir.

2) T operatorii kapatilabilirdir ancak ve ancak D(T*) yogundur. Bu
durumda, T = T** dur.

3) Eger T operatorii kapatilabilir ise (T)* = T* dur.

[29]
Ispat. U, H, x H, den H, X H; e;
U(‘/’: l/J) = (_l/)' (P)

seklinde tamimlanan bir dontsim olsun. U*(y, ) = (¢, —y) oldugundan
U* = U~! dir. Bu gosteriyor ki U*U = UU* = I. Sonug olarak, eger E, H; X H,
nin bir alt uzay1 ise,

U(EY) = U(E)*
ve ayrica,
U~Y(EY) = U~Y(E)*
dir.
1) Bir (¢,%) swrah ikilisi U(T(T))" ye aittir ancak ve ancak
(o, ¥),(=Tn,m)) =0
her bir n € D(T), bir bagka ifade ile,

(W,n) ={p,Tn)
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her n € D(T), yani, (i, ¢) € ['(T*). Dolayisiyla,
1
r(r*) =Uu(r(m)".
Buradan, I'(T*) kapali ve T* operatorii kapalidir.

2) Eger D(T*) yogun ise (T*)* operatorii iyi tamimlidir, 1) den dolay:
kapalidir ve onerme 3.1 dan dolay1 T nin genislemesidir. Boylece T operatorii
kapali genisleme igerir, yani T kapatilabilirdir. Karsit olarak, eger D(T*) yogun

degil ise, dyle bir 0 # ¢ € (D(T*))l vardir ve buradan (¢,0) € I'(T*)* dir.

Sonug olarak, (0,¢9) = U 1(—¢,0) e UTL((TH') = U‘l(F(T*))l. Diger
taraftan,

UTH(N(T))" = Ut U@ T)H*
= U Y (u(m*h))
= [(T)**
=TI (7).

Dolayisiyla T['(T), bir @ #0 ile (0,¢) yi igerir. Boylece Onerme 2.76
geregince, ['(T) bir operatoriin  grafigi degildir. Bu nedenle, T kapatilabilir
degildir.

Simdi T = T** oldugunu gosterelim. 1) deki U ile izledigimiz yolu izlersek, H,
den H; olan her S operatorii igin,

U=1(r(S))" = I(s").
Yani,
T(T) = U=Y(T(T")" = I(T™).
Buradan T** =T oldugu ispatlanmis olur,
3) T*=T7 =T = (T)" d.

Tamm 3.3. Bir T operatoriin kapamsi, T self — adjoint ise T operatdriine 6zde
self — adjoint (essentially self — adjoint) denir. [28]

Onerme 3.4. Bir T operatoriiniin simetrik olmasi igin gerek ve yeter kosul
T € T* olmasidir. [28]
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Ispat. TcT* ise, D(T)SD(T*) ve Vx€D(T) ig¢in Tx=Tx dir.
Vx,y € D(T) € D(T*) olmak tzere, (Tx,y)=(T"x,y) =(x,T"y) = (x,Ty),
dolayisiyla T simetriktir. Karsit olarak, T simetrik ise agik bir sekilde T S T*
dir.

Onerme 3.5. Bir T simetrik operatori her zaman kapatilabilirdir ve
asagidakiler saglanir:

1) T operatorii simetriktir, ancak ve ancak T € T* € T".
2) T operatorii simetrik ve kapalidir, ancak ve ancak T =T** € T".
3) T operatorii self —adjointtir, ancak ve ancak T =T* =T".

4) T operatorii 6zde self —adjointtir, ancak ve ancak T S T** =T".
[28]

Ispat. T operatorii simetrik, D(T) € D(T*) oldugundan yogun tanimhidir ve
ayrica T* da yogun tanimlidir. Onerme 3.2, 2) geregince T operatorii T**
kapanist ile kapatilabilirdir. Béylece T*, T nin bir genislemesi ve T** en kiiciik
geniglemelerinden Dbirdir, boylelikle 1) saglanir. Eger T hali hazirda kapali ise
2) saglanir ve eger T =T" ise de 3) saglanir. Son olarak T o6zde self —
adjoint olsun. T = T** self — adjointtir. Boylece, (T**)* = (T*)** = T* = T*. Kars1t
olarak, eger T** =T* ise T = T** self — adjointtir.

Onerme 3.6. Eger T 6zde self — adjoint ise tek bir self — adjoint genislemesi
icerir. [29]

Ispat. Eger S, T nin bir self — adjoint genislemesi ise, S teorem 3.2 geregi
kapalidir ve boylece T** =T c S. Ancak, tanim geregince T C S ise S* c T*.
Boylece, S = S* ¢ T* = T** = T*. Dolayisiyla S = T** =T.

Teorem 3.7. H bir Hilbert uzay1 ve T, H da simetrik bir operatér olmak tizere
asagidakiler denktir.

i) T self —adjointtir.
ii) T kapali ve Ker(T* +il) = {0}.
iii) Ran(T +il) = H.

[29]
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Ispat. i) = 4ii): Eger T self — adjoint ise teorem 3.2 geregi kapalidir. Bundan
baska, eger (T* +il)ep =0 ise To = —ip ve (Ty,p) = i{p, ) bununla beraber

(p, Tp) = —i{p, ). Dolayisiyla (T¢,p) ={(p,Tp) oldugundan ¢ =0 dir.
T* — il i¢inde benzer ispat gegerlidir.

ii) = 4ii): Ran(T + i)t = Ker(T ¥ il)* = Ker(T* ¥ il) = {0}  oldugundan
Ran(T +il) yogundur. Gostermemiz  gereken, Ran(T +il) nin kapali
oldugudur. Bunun igin, (¢,,), D(T) de bir dizi olsun 6yle ki ((T + il )(pn), bir
Y € H ya yakimsasin. T simetrik oldugundan,

(T + iD@ulI? = ITEull* + Nl@nll? + (Ton, ipn) + i@y, Tey,)
= ”Tgonllz + ”(PnHZ — <i§0n1 T§0n> + (i¢n' T(pn)

= IT@ull* + llgnll*.

Bu gosteriyor ki, (¢,) dizisi, bir limit ¢ ye yakinsar ve (T¢,) de yakinsar.
Cinki, yukaridaki ifadede ¢, yerine ¢, —@,, yaziirsa her iki dizininde
Cauchy dizisi oldugu gorilir. T kapali oldugundan ¢ € D(T) ve T = limT¢,
dir. Dolayisiyla, ((T + il)¢,) dizisi ¢ = (T +il)¢ ye yakinsar ve bdylece
Y € Ran(T + il) dir. Aym ispat Ran(T — il) iginde gecerlidir.

iii) = 1): Eger @ € D(T*) ise hipotez geregi n € D(T) oyle ki,(T* +il)p =
(TtiDn. D(T) de T*, T ile gakistk oldugundan, (T* +il)(¢ —n) =0 ve
n — @ € Ker(T* + il). Ancak, onerme 3.1 ve hipotez geregince Ker(T* +il) =
Ran(T F il)* = {0}. Dolayisiyla 1 = ¢. Sonug olarak, D(T*) = D(T) ve bdylece
T self — adjointtir.

Sonug 3.8. (Ozde Self — Adjointligin Temel Kriteri) H bir Hilbert uzay1 ve T,
H da simetrik bir operatdr olmak {izere asagidakiler denktir.

i) T 06zde self — adjointtir.
ii) Ker(T* til) = {0}.
ii1) Ran(T +il) yogundur.
[29]

Ispat. 1) = 4ii): Eger T o6zde self — adjoint ise T self — adjointtir. Teorem 3.7
geregince, Ker(T* +il) = {0} dir. Ancak, teorem 3.2 geregince T* = T*.

ii) = 4ii): Ran(T +il) = Ker(T* ¥i)* =H oldugundan, Ran(T +il)
yogundur.
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iid) = 4): ¢ € D(T*) ise D(T) de bir (n,) dizisi vardir &yle ki ((T —il)n,)
dizisi (T* —il)¢ ye yakinsar. Ancak, T simetrik oldugundan,
I(T = iDngll = ITH. 117 + lIna 1%

Dolayisiyla, her iki (Tn,) ve (n,) dizisi de H da yakisaktir. n = limn,
olsun. T simetrik oldugundan kapatilabilirdir ve dolayisiyla n € D(T) olmak
lizere Tn = limTn, dir. Bu gosteriyor ki (T —il)n = (T* — il)@. Dolayisiyla
(T*—iD(mn—¢@)=0 ve bdylece n=¢ dir. Buradan ¢ € D(T), boylece
D(T*) = D(T) dolayisiyla T o6zde self — adjointtir. Aymi ispat Ran(T + il)
icinde gecerlidir.

Tamim 3.9. T simetrik bir operatér olsun. Bu durumda,
N, = { € D(T*), TP = Z,, ImZ, > 0}
ve
N_ ={€ D(T"),T*¥ = Z_, ImZ_ < 0}

Z, =iAZ_=—il ve 1€ R" olmak iizere, ifadelerine T operatoriiniin defekt
alt uzaylar1 denir. [19]

Tanim 3.10. n, (T) = dim[N,] ve n_(T) = dim[N_] sayilarina T operatoriiniin
defekt indisleri denir. [19]

Sonuc¢ 3.11. T , H Hilbert uzaymda simetrik bir operator ve A1 =1 olmak
tizere,n, (T) =n_(T) =0 ise T operatorii 6zde self —adjointtir.

Tanmm 3.12. T, H Hilbert uzayinda simetrik bir operator olmak {izere;
T*¢p* =+ipt , ¢t € H ve U, Ker(T*—1i) den Ker(T*+1i) ye bir izometri
olmak iizere, T nin genisletilmis tanim kiimesi,

DV={Yp=¢p+¢*+Ud™: ¢ €D}
dir. [14]
Ornek 3.13. H = [?(0,1) olmak iizere,
D(T) = € (0,1)

__.df
Tf——l&

seklinde tanimlanan T operatoriinii ele alalim.
Ilk énce T operatdriiniin simetrik oldugunu gosterelim. Vf,g € D(T) igin,
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1 1 1
(9.7) = | gC-ifdx = —igflh +i | gfdx = [ =igifdx = 1g.f)
0 -0 0 0
dolayistyla T operatdrii simetriktir. Ayrica; C5°, L?(0,1) de yogun oldugundan, T,
L?(0,1) de yogun tanimldur.

Simdi, T operatoriiniin  Hilbert — Adjoint operatoriinii bulahm. Vf € D(T) igin
(g, Tf)=(g",f) olacak sekilde, (g,g*) € D(T*) X L?>(a,b) ciftleri igin,

1

(9" f) = (g, Tf) = (g, —if ") = —i(g, f') = —i ] Gf'dx
0

= igfly+i [ Ffdx= [ Tigfdx = (-ig" )
e 0 0
olur ve dolayisiyla, T*g = —ig' dir. Eger g, € L?(0,1) ve g; = —ig’ € L? s,
(91, f) = (=ig1. ) = g1, /) = {91, —if ) = (91, Tf)
dolayisiyla g icin gerekli bir sinir kosulu bulunmamaktadir. Sonugcta,
D(T*) ={g € L*(0,1) : g’ € L*(0,1)}

dg
T g = —i—
9 de

olur ve T operatorii self —adjoint degildir.
Simdi, Ker(T* £ i) bulalim,
(—ig' Fig)=0=>g9'=Fg 2g=e7*

dir. U: e™* —» e 1e* , y € R seklinde tanimlanan U, Ker(T* —i) den
Ker(T* +1i) ye bir izometridir. Ciinkd,

1
. 1
y-1,x|| = Y-1pX|2¢dy = 2_1=|e*
ler="ex]| Jjole efdx = =1 lle~1

dir. Dolayisiyla, T nin genisletilmis tanim kiimesi,
DY ={f+e*+eleX: f € D(T)}
olarak belirlenir. Ayrica, 1 € DY olmak iizere,

Y(0)=f0O)+1+ elV=1 =1 4 eir-1
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YO =fD)+e T +eV =e T+
dir ve buradan,

-1 4 oly

e +
bulunur.

e~ 14 el
1+er-1|

oldugundan,

(1) =eP(0), 6 ER

yazabiliriz. Sonug olarak, T operatoriiniin self — adjoint genislemesi,
D(Tp) = {(x) € L2(0,1) : ' € L2(0,1) , (1) = "y (0)}
To = —iy’

dir. Yukaridaki sekilde tanimlanan T operatorii Fizik de tek boyutta momentum
operatorii olarak bilinir. [14], [11]

Tanmm 3.14. T operatoérii sonlu boyutlu Hilbert uzayinda bir self — adjoint
operatér olsun. Kabul edelim ki, {4;}j=; self — adjoint T operatoriniin
ozdegerleri, {e;}]=; ise onlara uygun Ozvektérlerden olugmus bir baz olsun. e;
nin dogurdugu T ya gore invaryant alt uzay1 E;, bu alt uzaya ortogonal
projeksiyon operatoriinii P; ile temsil edersek, T operatorii igin,

n
T = z ){iPi
i=1

spektral ayrilisint yazabiliriz. [9]

Sonu¢ 3.15. T operatorii sonlu boyutlu Hilbert uzayinda bir self — adjoint
operatér olsun. T self — adjoint oldugundan T nin A; ozdegerleri reeldir ve
dolayisiyla siralanabilirlerdir. Bunlarin 4; < 4, < -+ < 4,, big¢iminde siralandigini
kabul edelim. P; projeksiyonlarin1 kullanarak,

E), =0
Ey, =P
E,, =P, +P,



Eln :P1+P2++Pn
projeksiyonlarini tanimlayalim. Buradan,
Py = E;, — E,

P2 = E)lz - E/ll

Pn = Eﬂn - Eﬂn—l

olur. Dolayisiyla,

n
T = zlipi = /11(E/11 - EAO) + AZ(EAZ - E/ll) + + An(Eln - Eln—l)

=1

n
= ai(Ea —Ei,,)
i=1

dir ve 8E;, = E;, — E,,_, denilirse,

n
T = Z A,8E;,
i=1

bulunur. Ayrica bu gosterim ile herhangi x,y € H igin,

n
(Tx,y) = z Ai(8Ey,x ,y)
i=1
olur. Bu ifade Riemann — Stieltjes integrali ile
+00
(Tx,y) =f Ad(E;x,y)
seklinde yazilir ve ayrica
+ 0
Tl = [ APdlEIP.

[7]
Tanmm 3.16. U(t) tek parametreli fonksiyon operatorii olsun. Buna gore,
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i) Her bir teR i¢in, U(t) Tlniter operator ve Vs,t€R igin
Ult+s)=U@)U(s) ve U0) =1

il) YpEH vet - ty ise U - U(ty)y.
ise U(t), stirekli tek parametreli initer grup olarak adlandirilir. [18]

Teorem 3.17. A, H Hilbert uzayinda self — adjoint bir operatér olsun. U(t) =
et olmak iizere, Vi) € D(A) igin,

uy -y .
t t - oLAlp
dir. [18]

Ispat. Vi) € D(A) igcin,

eitA_l
=)

2 eitxl_lz

. 2|1 _ 2
Jim [ 2|1 =) allzs

lim
t—->0

2
dllExx|l*> = 0

(o) eitxl_l
=f lim A% |1 — —
ot~ 0 itA

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.18. (Stone Teoremi) U(t), H Hilbert uzayinda siirekli tek
parametreli {initer grup olsun. Bu durumda, H da U(t) = e'*4 olacak sekilde tek
bir self —adjoint A operatorii vardir. [28]

ispat. fEC®(R) ve @€eH icin, ¢p= ). f(OU)pdt integralini
tanimlayalim. U(t) ve f(t) nin tanmimi geregi bu integral iyi tanimhdir. Vo € H
icin @f ve f € C;°(R) nin sonlu lineer kombinazonlarinin kiimesi D olsun ve
ffooo j(x)dx =1 olacak sekilde j(x) € C*(R) fonksiyonu igin j.(x) = é j(%)
fonksiyonunu tanimlayalim. Buna gore,

[oe)

| Jeoupde=g | ot

(°9) — 00

loj. — ol =

[ wcocoman—] -

co

o)

[ Jwwoe -

o

< f JONU® P — p)lldt

< <J je(t)dt> sup ]II(U(t)<p — @)l = sup ]II(U(t)w — o)l

o te[-€e te[—e€,e
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olur ve U(t) tek parametreli iiniter grup oldugundan, e — 0 i¢in ¢@; — ¢ dir.
Dolayistyla D, H da yogundur.

@5 € D igin,

(F2=) o = (52 [ rouerpa

_ f‘*’ £ <U(s + tz - U(t)) odt

j Fy 2D e j FO 22 par

- f_o:of(t—s)— dt f PO pat

b, f (f(t—sz —f(t)>U(t)<pdt o - j POVt = oy

(f (¢ —Sz—f (t))

dolayisiyla s — 0 i¢in , —f'(t) ye dizgin yakinsar.

Simdi, D de Agof = —ig_gp olacak sekilde bir A operatoriinii  tanimlayalim.
Ut):D - D ve A: D — D dir. Ayrica,

U0y =V | FOU@de = [ FOUE+s)pde

f f(t =) U®gdt = g,

—g(t)

ve
AU(S)pp = Apg = —ip_, = —iU(s)p_p = U(s)Apy

dir. A simetriktir. Ciinki,

U(s) — 1
(Aps,q) = lim <<%> Of Pg)

= lim (¢, (w) Pg)

s =0 [A)

= <§0f' _i(p—g’) = (QOf,A(Pg>-
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Simdi sonug¢ 3.8 i kullanarak A operatoriiniin  6zde self — adjoint oldugunu
gosterelim. Kabul edelim ki ¥ € D(A") i¢in A% =iy olsun. Her bir ¢ €
D(A) =D igin,

d U+ U@
U -1
= lim (% U, )
€D

= ({AU (D)@, ) = i{U(t)p, A7)
= l<U(t)§0r llp) = (U(t)(p' 1!1) .

Dolayisiyla, f(t) = (U(t)p, ) kompleks degerli fonksiyon olmak tizere, f' = f
adi diferansiyel denkleminin ¢oziimii, f(t) = f(0)e® dir. Diger taraftan U(t)
tiniter ve dolayisiyla normu 1 dir. f(t) , pozitif ve negatif t i¢in smirli olur ve
bu ancak f(0) =0 =(p,y) i¢cin mimkiindir. D, H da yogun ve ¢ Kkeyfi
oldugundan, ¥ = 0 dir. Benzer ispat A"y = —iip igin de yapilir ve sonug 3.8
den A, D de zde self - adjointtir, yani A := A self - adjoint.

Simdi, V(t) = e y1 tamimlayalim ve D de U(t) ile V(t) nin cakistigim
gosterelim. ¢ € D olsun. Teorem 3.17 den, ¢ € D(A), V(t)¢ € D(A) olmak iizere
V'(t)p = iAV(t)¢ dir. Ayrica, Vt € R ig¢in U(t)e € D € D(A) dir. Eger w(t) =
Ult)p —V(t)p alinirsa, w(t), U(t) ve V(t) nin tanimi geregi H de
diferansiyellenebilir. Dolayisiyla,

w'(t) = iAU()p — iAV ()@ = iAw(t)

olur ve buradan,
d
aIIW(t)II2 = —i{Aw (1), w(t)) + i{w (D), Aw(t)) = 0

ve tanim geregi, w(0) = 0 oldugundan, Vt € R i¢in w(t) =0 dir. Sonucta,
VteER ve Vo €D igin U(t)e =V (t)e bulunur. D, H de yogun oldugundan
vt € R i¢in V(t) = U(t) dir.

Son olarak tekligini gosterelim, A ve B, e'ft = U(t) = e’ olacak sekilde iki
self — adjoint operator olsunlar. Teorem 3.17 den A = B bulunur ve bdylelikle
ispat tamamlanmis olur.

Tanmm 3.19. 1€ C ve (') notasyonu x e gore tirevi gOstermek fizere,
—@" (x) + V(x)p(x) = Ap(x) difarensiyel denkleminin VA igin tim c¢ozimleri
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x=0 da (x=o da) L%(ab) uzayindaysa, V(x) e limit ¢emberi
durumundadir denir. Aksi halde x =0 da (x = da) V(x) e limit noktasi
durumundadir denir. [19]

Teorem 3.20. (Lagrange Ozdesligi) x € C([a,b],C), p € C*([a,b],R) Ve
q € C([a,b],R) olsun. (") notasyonu t ye gore tiirevi gostermek tizere,

Tx = —(p()x")" + q(t)x

T operatorii verilsin. x,y € L?(a, b) olmak iizere,

{x,y}(®) = p®O[y' ®Ox(®) - y(©Ox' ()]
{x, y}(t) tanimlansin. Bu durumda,
y(Tx) = (Ty)x = {x,y}’
dir. [6]
Ispat. p ve q reel oldugundan,p = p ve q = g olur. Sonucta;
y(Tx) = (Ty)x = y[—(px") + qx] = [-(»7") + qy]x
= @Py)'x —ypx")' = [(py)x —y(px"]
= [pO'x —yx)I' = {x, ¥}
dir.

Sonu¢ 3.21. x,y € L?(a,b) olmak iizere, Lagrange o6zdesliginin a dan b ye
integralini alirsak,

Green formiiliinii elde edilir. [6]

Teorem 3.22. (Weyl Limit Noktasi — Limit Cemberi Kriteri) V(x), (0, o)
araliginda reel degerli siirekli fonksiyon olmak iizere, V(x) hem sifirda hem

2
sonsuzda limit noktasi durumunda ise H = —%+V(x) operatoric Cy° (0, 00)

da 6zde self— adjointtir. [19]

Ispat. Eger V(x) hem sifirda hem sonsuzda limit ¢emberi durumda ise H
operatoriiniin defekt indisleri (2,2) dir. Eger V(x) bir noktada limit c¢emberi,
diger noktada limit noktas: ise H operatoriiniin defekt indisleri (1,1) dir.
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Simdi kabul edelim ki V(x) hem sifirda hem sonsuzda limit noktasi
durumunda olsun. f,g € D(H*) ve {f,g}(o) =Ilim,_ o{f,g}(b) ile
{f,9}(0) =1lim,  o{f, g}(a) limitleri mevcut olmak iizere, sonug¢ 3.21 den;

{f,93(0) = {f,g}(0) =(H"f,9) = {f,H"g)

yazabiliriz ve eger yukarida ki ifadenin sol tarafinin sifira esit oldugunu
gosterirsek H operatoriiniin 6zde self — adjoint oldugunu gostermis oluruz.

Simdi, ¢ € (0,00) secelim. B, H nin C{°(0,¢) © L?(0,c¢) olmak iizere kisitlamasi
ve

D(A) ={p : ¢ € C*(0,c); sifir civarinda, ¢ = 0,¢(c) = 0}

2 — —
icin A= —%+ V(x) olsun. Bc A oldugundan B c A dir. ¢'(c) # 0 olmasi

nedeniyle tiim fonksiyonlar D(A) da dir ve A, B m uygun bir simetrik
genislemesi oldugundan dolay1, fonksiyonlar D(B) da degillerdir.

—@" + Vo = tigp

denkleminin ¢oziimleri, ¢ civarinda L? dir ama sadece bir tanesi sifir civarinda
L? dir. Dolayisiyla, B nin defekt sayist (1,1) dir. Sonugta, A operatoriiniin
defekt indisleri (0,0) olur yani A operatorii self — adjointir.

Simdi, f,g € D(H*) olsun ve f(c)+ fi(c)=0, g(c)+ g,(c)=0 olacak
sekilde f;, g1 € C5°(0,0) secelim. f, = f + f; ve g, = g + g; olmak iizere;

—{f, 9} = {f2, 923c — {f2, 92}0

= (Afy, g2) — (f2, Ag2) = 0

olur. Ciinkii, f,,g, € D(A*) = D(A) dir. Dolaysiyla, {f,g}o =0 bulunur ve
benzer ispat ile {f,g}. = 0 bulunur.

Tanmm 3.23. ¢"'(x) = V(x)@(x) diferansiyel ifadesinin en az bir ¢éziimi oo
civarinda ( veya 0 civarinda ) L? degilse V(x), o da (veya 0 da) tamdir
denir. [19]

Teorem 3.24. ¢" (x) = V(x)@(x) diferansiyel ifadesinde V(x), (0,0) araliginda
stirekli reel degerli bir fonksiyon ve kabul edelim ki,

1) V(x) = —M(x)

i) f Me) e dx = o
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4i4) M (x)/ 3, ; 0o civarinda sinirh
M(x)) 72

sartlarin1 saglayan pozitif diferansiyellenebilir bir M(x) fonksiyonu var olsun.
Bu durumda V(x), o da limit noktasi durumundadir. [19]

Ispat. ¢ (x) = V(x)p(x) diferansiyel ifadesinin iki ¢dziimiiniin de oo da L?
olmadigint gosterirsek ispat tamamlanmis olur. Eger 0 <c¢; <c <o ve u, oo
da L? olan reel bir ¢oziim ise,

‘V()u?(x)dx _ qu”(x)u(x) i

—K, = quz(x)dx < —Lcuz(x)dx SL M (x) M(x)

1 1 1 1

olur ve kismi integrasyon ile her ¢ igin,

u' (x)u(x)
T M®X)

© W@, [w UM (dx
+L M(x) d"_fc Moy S

1

bulunur. Ayrica 444) sartin1 kullanirsak,

C .,/ ’ c 14 2 1/ c 1/
[ ([ ) [ )

olacak sekilde K, yi buluruz.

oo (ur(x))?

Kabul edelim ki, fcl M)

kabulii ve ikinci esitsizlikten, u'(x)u(x) ifadesi oo civarinda pozitif olur yani
u'(x) ve u(x) her zaman aym isaretli olmak zorundadir ve bu durum u nun

co ! 2
oo civarinda L? olmasi nedeniyle miimkiin degildir. Dolaysiyla, fC1 (1;((3;)))

dx = oo olsun. Bu durumda son esitsizlik, . nun

dx <

oo dur.

Simdi kabul edelim ki, ¢ ve ¥, —¢" + V¢ =0 denkleminin o civarinda L?
olan iki lineer bagimsiz ¢6ziimii olsun. Bu durumda ¢ ile ¥ nin reel degerli
ve ()Y’ (x) — @' (x)(x) =1 oldugu kabul edilebilir ve bu kabulden,

M(x) M)z (M)

, 2 . ..
WO gy < oo ifadesi dikkate alinirsa,
M(x)

oo
bulunur ve [
1
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P (@) _ ¢ )|

men  mepyl ST

fCX)
C1
1

1
bulunur ama (Wx)) ? ifadesi ii) den dolay1r (0,c0) araliginda integrallenebilir

degildir ve bu son bulunan ifade ile c¢elisir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis
olur.

Sonug 3.25. V(x), (0,0) araliginda diferansiyellenebilir ve [1,00) araliginda bir
K ile smirhi olsun. Kabul edelim ki,

oo

0 .l'°° dx _
1 VK=V

A1) v (x)/ 3, ; oo civarinda sinirh
V()| 72

olsun. Bu durumda V(x), o da limit noktas1 durumundadir. [19]

Teorem 3.26. V sifir civarinda siirekli ve pozitif olsun. Eger sifir civarinda

V(x) 2%x‘2 ise —dz/dx2 + V(x) diferansiyel ifadesi, sifir da limit noktasi

durumundadir. [19]

_ 1+/1+4c

Ispat. ¢ >0 olmak iizere, V(x) = C/xz olsun. Bu durumda a; = > ve
a, = = 21+4C olmak tiizere x* ve x%2, —¢''(x) + (C/xz)go(x) = 0 diferansiyel

denkleminin iki lineer bagimsiz cozimiidiir. x%t, sifir civarinda her zaman L2
b

. . . 1 . 1 .
dir ama x%2, sifir civarmda L? dir ancak ve ancak a, > -3 dir. a, > -3 dir

ancak ve ancak c <% diir. Dolayisiyla —¢"' (x) + (C/xz)(p(x) = 0 diferansiyel
denkleminin iki lineer bagimsiz ¢dziimii sifir civarinda L? dir ancak ve ancak

c <% diir. Sonug olarak, V(x) = %x‘z ise — dz/dx2 + V(x) diferansiyel ifadesi,

sifir da limit noktas1 durumundadir.

55



4. UZAY - ZAMAN TEKILLIiKLERIi

Einstein’in  genel gorelilik  teorisinin  6nemli  Ongoriilerinden  biri  olan
karadeliklerin isim babasi John Archibald Wheeler, Einstein’ nin genel gorelilik
teorisini  tasvir ederken, “ madde; i¢inde bulundugu uzay — zamani nasil
biikecegini, biikiilen uzay — zaman ise maddeye bu uzay — zaman yapisi iginde
nasil hareket edecegini soyler. “ olarak ifade etmistir. Bu yorum, aslinda, Newton
mekanigi ile Einstein’ in genel gorelilik teorisi arasindaki en biiyiikk ayrimi da
ortaya koymaktadir. Einstein’in genel gorelilik teorisine gore, yercekimi, uzay —
zamant blikmektedir ve 1s18in da dahil oldugu tiim cisimler egri bir uzay —
zaman yapisi i¢inde hareket etmektedir.

Egri bir uzay — zaman yapist Riemann geometrisi kullanarak ifade edilebilir.
Einstein genel gorelilik teorisinin insa edildigi uzay — zamani; C® smifinda
Hausdorff manifoldu M ile Lorentz metrigi g,, tasvir eder. Bu tanima gore
uzay — zaman igerisinde herhangi bir tekilligin olmamast Ongoriilmektedir.
Ancak, Einstein denklemlerinin kesin ¢oziimleri uzay — zaman tekilliklerini
ongormektedir. Bu tekil noktalarda, fiziksel parametreler iraksamakta ve bilinen
fizik kurallarn gegerliligini  yitirmektedir. Bir baska ifadeyle, parcaciklarin
zamandaki evriminin  bilinemeyecegi uzay — zamandaki deliklerdir veya
jeodeziklerin bitim noktalaridir. Bu durum, klasik fizigin en 6nemli problemidir.

Uzay — zaman tekillikleri, klasik ve kuantum tekillikleri olarak iki ana gruba
ayrilir. Klasik tekillikler, G.F.R. Ellis ve B.G. Schmidt tarafindan {i¢ grupta
smiflandirilmistir [12]. Buna gore, uzay — zaman tekillikleri; kuasi — siirekli
tekillikler, skaler olmayan egrilik tekillikleri ve skaler egrilik tekillikleri
seklindedir.

Kabul edelim ki g tekil bir nokta olsun, eer Rgpcaere,.e, RIEMANN
tensoriinin  PPON (Parallelly — Propagated — Orthonormal) catisinda ki tiim
elemanlarmin tiirevleri q tekil noktasinda iraksiyorsa, bu q tekil noktasina kuasi
—siirekli tekillik denir. Bu tip tekillikler en zayif tekillikler sinifina girer. Eger
Riemann tensoriiniin bazi bilesenlerinin tiirevleri g tekil noktasinda sinirsiz ise
bu q tekil noktasina skaler olmayan egrilik tekilligi denir. Eger, Riemann
tensoriiniin biitiin skalerleri g tekil noktasinda sinirsiz ise, bu q tekil noktasina
skaler egrilik tekilligi denir ve bu tiir tekillikler diger tekillikler i¢inde en
kuvvetli olan tekilliklerdir ¢iinkii bu tekillikler genisletilemez ve gravitasyonel
alan, enerji yogunlugu ve med cezirsel kuvvetler bu tekilliklerde iraksarlar.

Kiiresel simetrik karadelik uzay — zamaninda r = 0 noktasi tekilligin bulundugu
noktadir ve ufuk (ufuklar) tarafindan Ortilmiistiir. Tekillikler, ufuk (ufuklar)
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tarafindan saklandigi siirece R. Penrose’un heniiz ispatlanmamis olan kozmik
sansiir hipotezi [25] ile c¢eliski olusturmaz. Ancak, Einstein’ nin genel gorelilik
teorisindeki bazi kesin ¢oziimlerinde karadelik olusmamakta ve tekil nokta
ufuk (ufuklar) tarafindan ortiillmemektedir. Bu tekilliklere ¢iplak tekillikler [2]
denir ve R. Penrose’un kozmik sansiir hipotezine aykirilik teskil ederler.

Ciplak tekilliklerin analiz edilmesi ve anlasilmasi genel goreliligin ¢oziilmeyi
bekleyen belli basli problemlerinden biridir. Ciplak tekillikler, kiiresel simetrik
cozlimlerde r = 0 noktasinda bulunmaktadir, dolayisiyla ¢ok kiigiik bir uzunluk
Olgegi karsimiza ¢ikmaktadir yani bu kadar kiigiik Olgeklerde dogru bir analiz
klasik genel gorelilik yerine kuantum gravitasyon teorisi ile yapilmalidir. Ancak
tutarli bir kuantum gravitasyon teorisi mevcut degildir. Bu nedenle alternatif
yontemler gelistirilmistir. Bunlardan bir tanesi de, R.M. Wald’in (1980) de
yaptig1 caligmadir [26] ve Wald’in yaptigi calisma, G.T. Horowitz ve D. Marolf
(1995) tarafindan [10] gelistirilerek, zamansal tekilliklere sahip olan statik uzay
— zamanlarda Klein — Gordon denklemine uyan kuantum test parcaciklar ile
analiz edilmistir. Horowitz ve Marolf ‘a gore uzay — zamanin tekil karakteri
dalga fonksiyonun evrimindeki belirsizlik olarak tanimlanir. Yani uzay —
zamanin tekil karakteri kesin belirsizlik yoniinde oldugunda Klein — Gordon
denkleminin ¢o6ziimiinden elde edilen uzaysal diferansiyel operatoriin self —
adjoint genislemesi Hilbert uzayindadir ve bu durumda bu uzay kuantum
mekaniksel olarak tekildir. Eger operatoériin bu genislemesi tek ise bu uzay
kuantum mekaniksel olarak siireklidir. Bu analiz literatirde Horowitz — Marolf
kriteri [10] olarak bilinmektedir.

Bu analize temel teskil eden en carpici O6rnek olarak hidrojen atomunu oOrnek
gosterebiliriz. Hidrojen atomu klasik olarak 7 = 0 noktasinda tekildir. Ancak,
Schrodinger dalga denklemi c¢o6ziimlerine bakildigi zaman, r = 0 noktasinda
stireklidir. Sonug olarak, klasik olarak tekil olan bir yapi, kuantum mekaniksel
olarak tekil olmayabilir.

4.1 Kuantum Tekilliklerin Matematiksel Analizi

&* bir Killing vektor alaniyla bir (M, gw) statik uzay — zamani verilsin. t
Killing parametresini, m bir sabiti ve ¥ ise statik dilimi gdstermek {iizere; bu
uzayda Klein — Gordon denklemi,

(VFV, —m?)p =0

dir ve bu denklem, f = —¢#¢, ve D;, X lizerinde uzaysal kovaryant tiirev
olmak iizere,
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92 .
a—tlf = VFDI(JfDip) — fmip = —Ay

formunda yazilabilir [10]. H (LZ(Z)), Y lizerinde karesi integrallenebilen
fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzayr olsun. A operatoriiniin tanim kiimesi
D(A), kapaniginda uzay — zamanin tekilliklerini barindirmamak {izere ve uygun
bir C;°(X) kiimesi igin; A operatorii reel, pozitif ve simetriktir [10]. Dolayisiyla
bu A operatoriiniin self — adjoint genislemesi daima mevcuttur. Eger Ag, A
operatoriiniin tek self — adjoint genislemesi ise A Ozde self — adjoint olarak
adlandirilir. Sonug olarak, Klein — Gordon denklemi,

Ay
Yar VY Ap Y
olur ve bu diferansiyel denklemin ¢dziimii ise,

P(t) = eI (0)

dir. Eger A operatorii 6zde self — adjoint degilse, yukarida buldugumuz dalga
¢Oziimiiniin zamanda ki evrimi belirsizdir ve bu durumda Horowitz — Marolf
kriteri geregince bu uzay — zaman kuantum mekaniksel olarak tekildir. Fakat, A
operatorliniin sadece bir tek self —adjoint genislemesi var ise yani A operatorii
0zde self — adjoint ise, yukarida buldugumuz dalga ¢6ziimiiniin zamanda ki
evrimi, baslangi¢c kosullarmin bilinmesi halinde tek tiirlii olarak bulunur ve bu
durumda Horowitz — Marolf kriteri geregince bu uzay — zaman kuantum
mekaniksel olarak siireklidir.

Dolayisiyla bu tekillik analizi dogrudan dogruya bulunan operatoriin 6zde self
— adjoint olup olmamasma dayanmaktadir. Bir operatoériin 6zde self — adjoint
olup olmadigimi belirlemenin iki yolunun oldugu onceki boliimlerde anlatilmis
ve gerekli teoremler ispatlanmstir.

Bu yollardan ilki, elde edilen A operatoriinin Ny = Ker(A* +i) defekt alt
uzaylarinin belirlenip ve bu alt uzaylarin boyutlar1 olan ny(A4) = dim[N4]
defekt indislerinin her ikisinin de sifir oldugunun bulunmasi yani 6zde self —
adjointligin temel kriterinin uygulanmasidir. Dolayisiyla,

AY+ip=0

denkleminin tiim ¢6ziimleri karesi integrallenebilir ise dolayisiyla Hilbert
uzayma ait iseler A operatorii 6zde self — adjoint degildir. Fakat yukaridaki
denklemin ¢o6ziimi karesi integrallenmez ise dolayisiyla Hilbert uzayina ait
degil ise A operatorii 6zde self — adjointtir.
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Bu vyollardan ikincisi, Y € D(A) i¢in Ay =0 denkleminde elde edilen A
2
operatoriinli, A = —% + V(x) diferansiyel operator formunda yazarak, Weyl

limit ¢emberi — limit noktast olma kriterini kullanarak 6zde self — adjointligin
belirlenmesidir. Yani co da ve 0 da limit noktas1 olma sartlar1 uygulanip
gerekli smir sartlarinin bulunmasidir.
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5. HORAVA - LiFSHITZ TEORIiSINDEKi UYGULAMALAR

Bu bolimde, daha Onceki bolimlerde matematiksel temelleri verilen kuantum
tekillik analizinin, Horava — Lifshitz (HL) teorisindeki uygulamasi yapilacaktir.
Bu uygulama, HL teorisinin kiiresel simetrik ¢oziimii olan Kehagias — Sfetsos
(KS) ¢o6ziimiinde, ortaya c¢ikan c¢iplak tekilliklerin, boson ve fermiyonlardan
olusan kuantum dalgalar1 ile analizini kapsamaktadir.

5.1 Kisaca Horava — Lifshitz (HL) Kiitlecekim Teorisi:

Horava — Lifshitz (HL) kiitlegekimi teorisi [24], henliz olusturulmamis kuantum
kiitlegekimi teorisine alternatif bir model olarak ortaya cikmistir. Bu modelin
en belirgin 6zelligi, yliksek enerji skalasinda Lorentz invaryant olmayisidir. Bir
baska deyisle, Einstein’in genel gorelilik teorisinden ayrilir. Ancak, diisiik enerji
skalasinda Lorentz invaryant olup Einstein’in genel gorelilik teorisiyle Ortiisiir.

Bu teori ile ilgili uzay —zaman metrigi asagidaki sekilde yazilir:
ds? = —N2dt? + g;;(dx' + N'dt)(dx/ + N/dt),
burada g;; metrik tensdrii, N metrik fonksiyonu belirtir.

HL kiitlegekimi teorisinin 3 4+ 1 Dboyuttaki genel eylemi asagidaki gibi
verilmistir,

2 . K2 KAu

_ @y p3N
S = f dtd®x.[gN {Kz (KijKY — AK?) — 53 CiiCY + 53 eUkR;VR,
K2u? iy kK2u?  (1—42 2
_EHE p®pm)i) ( @) 3 _ 372 )
RIVR R AwR® —3A
g U +8(1—3/1) 2 (R®)" +Aw w
+ u4R<3>} .

burada,
1
Kij =55 (9ij — ViN; = V; ;)
ikinci temel formu ve
CU = ¢ikly, (RI(B)J' _ %R(3)51j>,
Koton tensorii olmak iizere; k , A ve w boyutsuz orant1 sabitleridir. Ote yandan,

u ve Ay kitle boyutundaki sabitlerdir ve swrasiyla [u] =1 ve [Ay] =2
boyutundadir. Ayrica, \/[g metrik tensériin  determinantini, €% levi — civita

semboliini, Ri(f) iic boyutta Ricci tensériinii ve R®) ii¢ boyutta Ricci skalerini
gostermektedir [24].
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Bu tezin inceleme konusu olan Kehagias — Sfetsos (KS) kiiresel simetrik
karadelik ¢6ziimii [3], HL teorisinin 6zel bir limitinden elde edilmistir. Yukarida
verilen eylem taniminda Ay, — 0 alindiginda, S eylemi,

2 i, Kiu .
- f dtd3x\/§N{F(Kin” - KZ)— ~C;CY + Zw’é e PV R
K2 u? K2 (1 4&)
— 2 Z RB®RB 4 ®3) U*R®
R:>’R R R
g U 32(1-32) 20 RO }

eylemine indirgenir [3]. Diisiik enerji skalasina karsilik gelen uzak mesafelerde
(r » ), A =1 alindiginda ve x° = ct olmak iizere, yukaridaki eylem, Einstein
— Hilbert eylemine indirgenerek asagidaki sekliyle ifade edilir,

Spy = Tondi f d*x,[gN(K;;KY — K? + R®)

2,,4 2
burada 21 =1, c2 =% ve Gy = —
2 32mc

[3].

KS, kiiresel simetrik bir ¢oziim bulabilmek i¢in uzay — zaman metrigini
asagidaki gibi almistir [3].

2
f@r)
Dolayisiyla sistemin Lagrangian yogunlugu,
K’ i{(f— 1)° L,U-D
16 \/7 r? r

2
seklinde belirlenir. Burada (") notasyonu r ye gore tiirevi, w = Lo /K2 ve

ds? = =N (r)%dt? + + r2(d6? + sin?0dp?) .

f'—Zw(l—f—Tf')}

boyutu [w] =2 dir. Buradan alan denklemlerinin ¢ozimii asagidaki gibi
bulunmustur [3].

N%2=f =1+ wr?—r(w?r3 +4wM),

burada M boyutu [M] = —1 olan bir integrasyon sabitidir. Dolayisiyla metrik,

dr?
2 = —f(r)dt? + ——= +12(d6? + sin?6d¢p?)
f@r)
seklindedir. KS kiiresel simetrik karadelik ¢oziimiiniin ufuklari, g, = 0 metrik
fonksiyonun kdokleri bulunarak belirlenir ve dolayisiyla wM? 2% olmak {izere
ufuklar,
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/ 1
=M1+ [1-
Tt -+ 20 M2

dir. KS kiiresel simetrik karadelik ¢oziimiiniin Ricci skaleri, 1/ 3/ fonksiyonu
r/2

ile orantili oldugundan, r = 0 noktas1 bu karadelik ¢O6ziimii i¢in ufuklar
tarafindan gizlenen dogru bir egrilik tekilligi olmaktadir. KS kiiresel simetrik
karadelik ¢oziimiiniin ilgi g¢ekici Ozelligi ise; bliyiik 7, sabit w veya biiyik w,
sabit r limitinde Schwarzchild karadelik ¢6ziimiine indirgenmesidir.

KS kiiresel simetrik karadelik ¢oziimiiniin  metriginin 6nemli  6zellikleri
Newman — Penrose formalizmi ile gosterilebilir ve burada en dikkat edici
Ozellik w parametresinin  kendisini etkin bir sekilde gdstermesidir. Bu
formalizm de 1 - form null tetratlar asagidaki gibi verilir [21]

l=dt—%,
n=%(f(r)dt+dr),

r
— ﬁ (dO + isinfde) ,

r

V2

Bu tetratlarin sifirdan farkli spin katsayilari, asagidaki gibi bulunmustur. [21]

m =

m= (dO — isinBde).

cotl

2\2r ’

f®)
2r -’

_1df()
V=% "ar

Sifirdan farkli Weyl ve Ricci skalerleri,

_1/
M 4M 2
=)

)

IM? amMy\ "2
(1+55)

11 = 5.6,
218w wr3
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A:_g ﬂ( _I_ﬂ)_l/z M( ﬂ>—3/2 5M2< 4M)_3/2.

2 * 2 wr3 r3 wr3 2réw wr3
Sadece sifirdan farkli W, Weyl skaleri bulundugundan bu uzay — zamanin
karakteri Petrov — D tipidir. Son olarak yiksek w limitinde yani w >>1

durumunda Schwarzchild uzay — zamaninda oldugu gibi Ricci skalerleri ¢, Ve
A sifir olmakta, ve W, Weyl skaleri ise ¥, = —rﬂ olmaktadir.

3

KS uzay — zamaninda c¢iplak tekillik analizi yapilabilmesi i¢in M parametresi
ile w parametresi wM? <% esitsizligini  saglamalidir. Biz  yapacagimiz
analizlerde M =% alacagiz ve bu se¢im karsisinda esitsizlik w <2 formuna
indirgenecektir. Sonu¢ olarak analiz w =1 segilerek yapilacaktir. Dolayisiyla
w=1ve M =% seciminde metrik fonksiyon,

f(r)=1+4+7r%2—r*-2r
formuna indirgenir.
5.2 KS Ciplak Tekilliginde Kuantum Tekillik Analizi:

Daha Onceki, bolimde klasik tekillikler ve kuantum tekillikler anlatilarak
aralarinda ki farkliliklar belirtilip, ¢iplak tekillikler agiklanip, Horowitz — Marolf
kriterinin dayandigi bir operatdrin 6zde self — adjoint olup olmamasi
durumunda uzaymm kuantum mekaniksel olarak tekil veya tekil olmamasi
durumu agiklanarak 6zde self — adjointligin tahsisi i¢in kullanilacak olan iki
ayrt metot anlatilmisti. Bu bdliimde, HL teorisi icinde yer alan KS kiiresel
simetrik karadelik ¢oziimiindeki ¢iplak tekilligin kuantum mekaniksel olarak
tekil olup olmadigini sirasi ile bu iki yontemi kullanarak analiz edecegiz. Bu
analiz iki farkli kuantum pargacigi kullanarak yapilacaktir. Bunlar, Klein —
Gordon denklemini saglayan bosonik parcaciklar ile Dirac denklemini saglayan
fermiyonik parcaciklardir.

5.3 Klein — Gordon Alanlar:

[Ik olarak Horowitz — Marolf kriterini uygulamak igin fizikte spin — 0 skaler
kiitleli parcacigin zamanda evrimini veren Klein — Gordon denklemini asagidaki
formda yazalim,;

1 —_
<\/—_gaﬂ[v _gguvav] - m2> Y=0,
burada g metrik tensdriin determinanti, g#V kontravaryant metrik tensor, d,, ile
dy; wv=tr,0,¢ indislerine gore tiirevler ve M skaler parcacigin kiitlesidir.

KS kiiresel simetrik uzay — zamaninin metrigine gore metrik tensor, Einstein
toplam notasyonu ile, ds? = g, dx*dx" ; p,v =t,1,0,¢ olmak iizere,
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—f(ry 0 0 0

0 L 0 0
Juv= f(r)

0 0 r? 0

0 0 0 r%sin?e

seklindedir. Buradan g,y = gV oldugundan ve g = —r*sin®6 olmak iizere,

f(r)
0 f@r) O 0
g =
o o X o
r
1
0 0 0
r?sin®o

dir. Metrik tensoriin detarminantint  Klein — Gordon denklemine yazilirsa
denklem,

1 -
2 uv _ —
{—rzsine 0#[r sinfghva, ] —m }1/1 0

formuna indirgenir ve swrastyla 0,1,2,3 ile t,7,0,¢ koordinatlar1 temsil edilip
denklemde ki bu koordinatlar tizerindeki Einstein toplami agilirsa,

[0,725inBg%%d, + 0;72sinfg'°d, + d,72sinfg?°d, + d;r%sinfg3°a,
+ dy7r2sinfg°t0, + 9,r%sinf g1, + d,r*sinfg*'0,
+ 057r2sinfg3'0, + d,r*sinfg°%a, + 0,r*sinfg*?a,
+ 0,72sinfg??0, + 0;1%sinfg320, + 0,r?sinfg®30,

{rzsine

+ 0,12sinfg130; + 0,7%sinfg?30; + 03r%sinfg3305] — n?}lp
=0

denklemi elde edilir. Elde edilen son denkleme metrik tensoriin bilesenleri
yazilirsa,

1 1 1
- 26¢ - 26f 26i —
{rzsi 5 [aor sm9< f(r)) do + 017“sinbf (r)d, + d,r*sinb <r2> d,

1 —
+0 rzsinH( )6]—m2} =0
3 r2sin’0 3 v

bulunur. Bulunan son denklemde tiirevler almip ve gerekli sadelestirmeler
yapilirsa,
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1 aZ¢ o P 21/) cotdp 1 0%y

“FeyaE OG5 G O G ag
1 oy
T 2sinZo dp? —mY =0

denklemi elde edilir. Burada () notasyonu ile r degiskenine gore f(r)
fonksiyonun tiirevi temsil edilmistir. Elde edilen son denklemde t koordinatina
gore olan tiirev denklemin diger tarafina atilip ve denklemin her iki tarafi da
f(r) fonksiyonu ile ¢arpilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

0%y %Y f(r)azl/) f(r) 8%  f(r)cotd oy
otz =fiC )Orz r2 062 +r25in29 dp? r2 90

d —
+ﬂ)(f()fﬁﬂ%$—ﬂﬂm%

ifadesi bulunur ve ikinci yontem i¢inde bu ifadeyi kullanacagimiz igin bu
ifadeyi () ile gosterelim.

5.3.1 MetotI (Ozde Self — Adjointligin Temel Kriteri):

Ozde self — adjointligin temel kriterini, sonu¢ 3.8 i kullanarak o6zde self —
adjointligine bakilacak olan A operatorii asagidaki sekilde,

02 fm 02 f(r)y 0% f(r)cotd 0
r2 962 12sin?0 0g? rz2 06

—ﬂ)(iilu%))—+ﬂnm2

A=—f*)5;

bulunur. Tlk olarak A operatoriinden, ¥ € D(A*) olmak iizere (A*+i)¥W =0
denklemini yazalim. Dolayisiyla,

e fo) o f&kmﬁ@ ﬂj<f() )

f? () r2 002  r2sin?0 d¢? r2 A

— f(rym? + i}ll’ =0
bulunur. ¥ yi W =R()Y(0,9) seklinde ayristirip ve denklemde yerine
yazarsak,

dZR f(r)R(r)a Y f(R@)0?Y f(r)cotbR(r)dY
r2  90?%  r2sin?6 02 r? a0

+Y(9,<P)< Ay )+f( )'(r )>——f(r)R(T)Y(9 p)m?
+iR(r)Y (6, go) =0

fAY O, 9)—
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bulunur ve denklemin her iki tarafim / FRMEY(O, ) ile carparsak,

[Or*dR 1 0% 1 0% cotd oY
R(r) dr? Y(6,9)060?% sin?6Y(6,¢) dp? Y(H ®) 69

Ly + 2 (r))—R—r S SR
R() f@)

denklemi elde edilir. Tekillik r koordinatinda oldugundan son bulunan
diferansiyel denklemin r degiskeni tiizerinden analiz yapilmalidir, dolayisiyla

ayrigim  sabiti [(I+1) , €N almip aynstirilan diferansiyel denklem
diizenlenirse,

G ) (R VI i r
Rt o B For rotre)f=°

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklemin hem +i hem -i
icin bulunacak olan ¢oziimleri L2(0, o), Hilbert uzayinda degil ise yani Kkaresi
integrallenemez ise n, =n_=0 dir dolayisiyla sonu¢ 3.8 geregince, A
operatorii 6zde self — adjointtir. Sonug olarak, R son bulunan radyal diferansiyel
denklemin ¢6ziimii ve t sabit Z;, hiperyiizeyi tizerinde (3 + 1) boyultta,

IRII2 = j TGN RR" %,
e

seklinde tanimlanan kare norm oo ise n, =n_ =0 dir dolayisiyla A operatorii
Ozde self — adjointtir.

Elde edilen son radyal diferansiyel denklem direkt analitik ¢oziilemeyecegi i¢in
analiz r - 0 ve r - oo limit durumlarinda ayri ayri1 yapilmali ve bu iki limit
durumlarinda bulunan ¢dziimlerin en az birisinin karesi integrallenemez ise A
operatorii Ozde self — adjointtir ve dolayisiyla Horowitz — Marolf kriteri
geregince uzay kuantum mekaniksel olarak tekil degildir, aksi durumda uzay
kuantum mekaniksel olarak tekildir.

Oncelikle, metrik fonksiyon, f(r) =1+ 12 —Vr*—2r in siras1 ile r > o ve
r - 0 limitlerinde davramsini belirleyelim; r — co durumunda, f(r) = 1+ 12 —

r? /1 +r2—3 olmak f{izere, r pozitif ve r > 1 oldugundan 2/r3 & 1 olacag igin

A+x)*=Y2, (fl) x™,|x| <1 seri agilimindan yararlanirsak,

2\ 1 1
fr)=1+r2—1r2 1+_r_+_(_) + - =1+r2—r2—;———---

elde ederiz ve dolayisiyla
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F@) ~1-2 400

bulunur. Sonugta, 7 — oo limitinde metrik fonksiyonun davramisi f(r) = 1 —%

seklindedir. 7 —» 0 durumunda, f(r) = 1+7% —v2r /% +1 olmak iizere, 7

pozitif ve r « 1 oldugundan r3/2 « 1 olacag1 i¢in yine yukaridaki seri

acilimdan yararlanirsak,

elde ederiz ve dolayisiyla
f(r) =1-+2r+0@?

bulunur. Sonugta, r = 0 limitinde metrik fonksiyonun davramisi f(r) = 1 — \V2r
seklindedir.

Simdi son bulunan radyal diferansiyel denklemi sirasiyla r - 00 ve r— 0
limit durumlarinda ¢6zlip ve bu limit durumlarinda elde edilen ¢oziimlerin
karesinin integrallenebilme durumunu inceleyelim;

r — oo durumu; bu limitin fiziksel anlami pozitif r nin ¢ok biiyiikk olmasidir.
Dolayisiyla bu limit durumunda yukarida bu limit icin yaklasik olarak
hesaplanan f(r) metrik fonksiyonu alinarak son bulunan radyal diferansiyel
denklem bu limit durumunda ¢oziilecektir. Sonug¢ olarak metrik fonksiyon son
bulunan radyal denkleme yazilirsa,

L, 2r=1  |-l+1) m? i
R"+=——R'+ - - _|R=0
r2—r r2—r (1 _ 1) 11
7)) (1-7)
elde edilir. Pozitif r nin ¢ok biiyiik degerler limitini géz Oniine aldigimiz igin,
) 2r—=1 2 —I1(l+1) m2 j
bu durumda baskin terimler, ~ =, = =~

N T R 0,(1_1) ~m? ve

L
: )

olmak tizere, bulunan son diferansiyel denklem,
2 —
R"+—R'+ [-m2+i]lR=0
diferansiyel denklemine indirgenir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimi ise,

Kk =+v+i—m? ve ¢ ile C, integrasyon sabitleri olmak iizere,
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C C
R(r) = Tlsimcr + ?2 COSKT

dir.

r = 0 durumu; bu limitin fiziksel anlami1 pozitif r nin ¢ok kiigiik olmasidir.
Dolayisiyla bu limit durumunda yukarida bu Ilimit i¢in yaklasik olarak
hesaplanan f(r) metrik fonksiyonu alinarak son bulunan radyal diferansiyel
denklem bu limit durumunda ¢o6ziilecektir. Sonu¢ olarak metrik fonksiyon son
bulunan radyal denkleme yazilirsa,

R”+[<2 _5r2> 1 ]R —1(1+1) m2 i R =0
") v =T r2 —r2\2r 1—\/_r (1-v2r) -

elde edilir. Pozitif r nin ¢ok kiigiik degerler limitini géz Online aldigimiz igin,
512 ) 1 2,5 _9 -1(1+1)
Var

olmak iizere, bulunan son diferansiyel denklem,

bu durumda baskin terimler, (Zr —_— = = , —
r2—1227 r 2r 2 1r2—1227
m?2 i _ —la+1)

vt 1z’ 12

9 I(l+1)
R"+—R - R=
2r r2

diferansiyel denklemine indirgenir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise
yi=1(-7+ /9 +1610+ D) v, =—3(7+ O+ 1610+ D) ve C; ile
C, integrasyon sabitleri olmak {izere,

R(r) = C3r"t 4 Cur?2
dir.

Simdi, sirasiyla ¥ = 0 ve r — oo limit durumlarinda kare normu hesaplayarak
¢oziimlerin Hilbert uzaymna aidiyetlik durumunu inceleyelim.

r = 0 durumunda r koordinati hali hazirda ¢ok kiigiik degerler limitinde
oldugu i¢in ¢ ¢ok kiiclik bir sayr olmak iizere kare norm,

2|R|2
IR||2~ f
(1

dir ve bu limit i¢in yukarida buldugumuz ¢oéziimde [ = 0 alinirsa, R(r) = C5 +

C4/ -, olur ve bu durumda
r'l2
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2 2

zczx/i/ g i 8ciy _SCZﬁ/ _465\/7/ _
77'7/2 37-3 T4 T 1"3/2 TS/Z

2 5/ 2..2
AC,CV2In|2VF — V2| - 46364/\/F +2C,C,n|r| - CEV2T 2/5 e
C§x/§r3/2/ _Ciry _63,2\/5\/7/ _C§ln|2\/7—\/§|/
6 4 4 4

0

bulunur dolayisiyla ¢6zim Hilbert uzaymna ait degildir. Ayrica, C3 =0 ve
C, # 0 durumunda da |[R||> - oo olur. Dolayisiyla bu limitte bulunan ¢6ziimiin
karesi integrallenemez yani Hilbert uzaymna ait degildir.

r - oo durumunda r koordinati hali hazirda ¢ok biiyilk degerler limitinde
oldugu i¢in ¢ ¢ok biiyiikk bir sayr olmak {izere kare norm,

||R||2~JOO r3|R|? dr
. r—=1)

dir ve yukarida bu limit i¢in buldugumuz ¢6ziimde, C; = C, =1 segilip
integralde yerine yazilirsa,

o)

o rdr @ (rsin2kr
||R||2~fc (m)“”“'""”os’”)dr:f r—1+fc =)

Cc

elde edilir ve ilk integral

® rdr -
j; r_1=(T—1+ln|r—1|)|C — 0

Ikinci genellestirilmis integralin karakterini anlamak icin &ncelikle sin2kr =

w (_1yn (2Kr)?ntl : o .
neo(=1) (2n + 1)1 S0 acilimim ikinci integralde yerine yazarsak,

(2KT‘)2n+1 i (2K)2n+1 oor2n+2
[ G Z(— o—tdr = -1y |
(2n + 1)! . Cn+ D), r-1
n=
elde ederiz.t =r —1 ve a = 2n + 2 olmak iizere yukaridaki son integral

t
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integrali gibi yazilirsa ve pozitif r nin ¢ok biiylik degerler limiti bdlgesinde
analiz yapildigim1 géz oOniinde bulundurursak t de ¢ok biiyiik degerler limitinde

a
olmaktadir. Sonu¢ olarak, 0 <t + 1/ £ < t+1) / ¢ esitsizligi saglanmaktadir ve

® 41
f (T)dt=(t+ln|t|) 1° - o
[

a
(Htl) dt — oo ayrica integralin

oldugundan karsilastirma testi geregince f:o
Oniinde yer alan seri,

(_1)n+1(2K)2n+3
(2n + 3)!

(2n + 1)!
(_1)n(2K)2n+1

|2k |?

I =
o b (2n + 3)(2n + 2)

n—oo

=0<1

oldugundan d'Alembert oran testi geregince mutlak yakinsak dolayisiyla
yakinsaktir. Sonu¢ olarak iki integralde bu limitte iraksamaktadir yani ||R]||? —
oo dir. Bu limitte bulunan ¢oztiimiin karesi integrallenememektedir dolayisiyla
Hilbert uzayma ait degildir.

Sonu¢ alarak, n, =n_ =0 dir. Dolayisiyla sonug¢ 3.8 geregince, A operatorii
Ozde self — adjointtir. Bu baglamda Horowitz — Marolf kriteri geregince uzay
kuantum mekaniksel olarak tekil degildir.

5.3.2 Metot Il (Weyl Limit Noktasi — Limit Cemberi Kriteri):

A operatoriiniin  6zde self — adjointligini, Weyl limit noktasi — limit ¢emberi

kriteri, teorem 3.22 ile analiz edebilmek i¢in () ile temsil ettigimiz ilk
2

diferansiyel denklemi r — oo ile r = 0 durumlarinda, A = —;7 + V(r) seklinde

bir operatdre doniistiirerek r — oo i¢in  teorem 3.24 i ve r = 0 i¢in teorem
3.26 i kullanarak A operatoriiniin 6zde self — adjointligini belirleyelim. Ilk olarak
(x) diferansiyel denklemini @ pozitif bir sabit olmak {izere,

1 .
Y = ;e“"tR(r)Y(H, ®)
seklinde degiskenlerine ayirirsak,

R" 2R’ 2R R(r) 8%y (6,
fzml r(r)_ rz(r)+ rgr) 0,99+ LQFOTVC.0)

f(r) R@)0%Y(0,9) f(r)cosdR(r)aY(6,p)
r2sin?0 r %@ + r? r 00

) (Zf(r) 4 f’(r)) <R'(r) B Rr(zr)) Y(6,0)

r r

—1 1 —
- f(T)mZ;R(T”)Y(H, Q) — ;sz(r)Y(G, ) =0
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() notasyonu r ye gore tirevi gostermek ftzere, diferansiyel denklemi elde
edilir. Analiz yine r koordinat1 iizerinden yapilacagindan, denklemin her ki

tarafi T /f(r)R(r)Y 6, ) ile carpilip ayrisgim sabiti 2I(I+ 1), € N alinirsa
ve ayristirilan diferansiyel denklem diizenlenirse,

£, 1 [f') 20+1) ~ 2]
RG] o)

radyal diferansiyel denklemi elde edilir.

R"(r)+

. 2
Ilk olarak r — co durumunu inceleyelim. Yapacagimiz bu analizde A = —% +
V(r) seklinde bir operatér formu aradigimizdan son buldugumuz radyal

diferansiyel denklemde dr*=dr/f(r) doniisimiinii  tanimlayalim. Bu limit

durumu i¢in basta hesapladigimiz metrik fonksiyonu ele alip doniisiimde yerine
yazarsak,

d dr = fr g = + In| 1]
1, = —— T, = .=1+In|r —
f() 0 1

1—=
T

seklinde iki koordinat arasindaki bagmtiyt buluruz ve bu doniisiim altinda
radyal diferansiyel denklem, yukarida tanimlanan donisiimiin zincir kurali

yardimiyla tiiretilip, d? / a2 =1 2(r) dz/ ar2 T Ff r) d/ dr seklinde bulunan

ifade ile diizenlenirse,

2 _ 2
d R+(r D1 21(l+1)_77{2 rw R =0
dr? r |r3 r? r—1

diferansiyel denklemine indirgenir. Bu diferansiyel denklem r ve 7, olmak
tizere iki degisken icermekte ve analiz bir degisken Tlizerinden yapilabilecegi
icin bu denklem tek degiskene indirilmelidir. Bunun i¢in In(x) <x—1,x >0
standart logaritma esitsizliginden, In(r —1) <r —2,r > 1 esitsizligini elde
edersek r >r —2 >In(r — 1) esitsizligini buluruz ve pozitif r nin ¢ok biiyiik
degerler limiti durumunda yani r>»1 da rn,=r+In|r—1| ifadesi bu

o T 2
bilgilerin sonucunda 7, =r durumuna indirgenir ve dolayisiyla d R/dr2—>

dZR/ dr? dir. Sonu¢ olarak,

2

d*R  ~
—W+[w +F(r)]R=0

21+ D —1) N (r — 1)m? -1

F(r) = r3 T rt
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diferansiyel denklemini elde ederiz. V(r) = w? + F(r)

14211+ 1) 77{2}
T

yazilacagindan teorem 3.24 iin (4) yargisindaki pozitif diferansiyellenebilen
M (r) fonksiyonu,

1+20(1+1) m?
1+21+1) m*

M) = r3 r

seklinde belirlenir. Teorem 3.24 iin (44) yargisi, r = 1 igin,

1+21(l+1)+1?{2<1+21(l+1)+fr72

M(r) = < " =S(r)

r3 T
(SN2 < (M) 72
olmak iizere,
f (S(r)~V2dr = 2[1 +200+ 1) +m2]r2 |P = oo
1

oldugundan karsilastirma testi geregince,

f MG adr =oo

olur ve dolayisiyla saglanir. Son olarak teorem 3.24 iin (iii) yargisi,

1

M (7))’ -
/(M(r))3/2 \/1 +2A0+D |~
r

o civarinda smirli oldugu i¢in saglanir. Dolayisiyla teorem 3.24 geregince A
operatorii 6zde self — adjointtir.

Simdi r - 0 durumunu inceleyelim. Bu durum icinde bir Onceki limit
durumunda yapilan benzer doniigtimi, bu limit  durumunun f(r) metrik
fonksiyonu ile yaparsak, . = 1 —v2r — In|1 —V2r| seklindeki iki koordinat
arasindaki bagintiyr buluruz ve bu doniisiim ile radyal diferansiyel denklem bir
onceki durum ile benzer islemler sonucunda,

d2R 1 20(0+1) —~ w?
~+ [1—Var]|- — (2 )—mz—
dr; 21 r 1—+2r

diferansiyel denklemine indirgenir. Bu diferansiyel denklem de r ve r, olmak
tizere iki degisken icermektedir ve analiz bir degisken {izerinden yapilabilecegi

R=0

icin bu denklem tek degiskene indirilmelidir. Bunun igin, ln(l — \/ﬂ) =
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—\/ﬂ—(\/ﬂ)z—(\/ﬂf—--- seri acilimimi kullanirsak ve pozitif r nin

r « 1 oldugu bu limit durumunda In(1—v2r) ~ —VZr — (VZr)  alabiliriz ve

dolayisiyla, 7, =1 —+2r — ln(l — VZr) ~1—V2r++V2r+2r=1+2r olur.
2 2

Sonug olarak, @ R/dr*z —2d R/drz olur ve

d*R  —
———+|[w?+F(™)|R=0

dr?
I+ D(1-v2r) (1-v2r)m* (1-+er
(R (e N I o i 2
r 2 2ry2r
diferansiyel denklemini elde ederiz. V(r) = w? + F(r) olmak iizere r nin
r<«<1 oldugu bu limit durumunda, L+ 1)/ 2 terimi en baskin terim
oldugundan,
I(a+1)
V)~ ——

olur ve teorem 3.26 geregince l(l+1)23/4 icin A operatorii Ozde self —
adjointtir ve dolayisiyla Horowitz — Marolf kriteri geregince uzay kuantum
mekaniksel olarak tekil degildir.

Sonug¢ olarak, iki farkli yontemle elde edilen A operatorii, 6zde self — adjoint
oldugu i¢in HL teorisi iginde yer alan KS kiiresel simetrik Kkaradelik
¢coziimiindeki ciplak tekillik Horowitz — Marolf kriteri geregince bu iki farkh
yontemle de kuantum mekaniksel olarak tekil degildir.

5.4 Dirac Alanlar::

Fizikte spin — 1/2 skaler kiitleli parcacigin zamanda evrimini veren Dirac
denklemi, kuantum tekillik analizi kriteri olan Horowitz — Marolf kriterinin

dayandigi azlp/at2 = —Ay diferansiyel denklem formuna Newman — Penrose

formalizmi kullanilarak indirilir. Bu formalizm ile Chandrasekhar tarafindan
(D+e—p)F1+((§+7T—a)F2 =0,
Q+u-y)FR+@E+B—-1F =0,
D+ée-p)G—(6+m—a)G, =0,
A+a-7)6,—(6+B—-7)G, =0,

F,,F,,G; ve G, dalga fonksiyonun bilesenlerini, €,p,m, a, 1, y,f Ve t spin
katsayilarint , “ — “ notasyonu ile bunlarin kompleks esleniklerini gostermek
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tizere Dirac — Chandrasekhar (CD) denklemleri olarak verilmistir [27]. Bu uzay —
zaman igin basta verilen Newman — Penrose formalizmi ile hesaplanan sifirdan
farkli spin katsayilarim1 kullanarak CD denklemi,

d2
<d1"2 + k2>Zi = ViZi B

{OLIN (N/_fm)l |

r dr.

V. =
* r

diferansiyel denklemine indirilmistir [20]. Burada, Zy = R; = R, CD denkleminin
iki ¢6ziimiiniin kombinasyonu, k ile A ayrisim sabitleri, f(r) metrik fonksiyon

ve d/dr* =f(r) d/dr dir. Dolaysisiyla Horowitz — Marolf  kriteri ile analiz
edilecek A operatorii,

A= ———+V,

seklinde belirlenmis olur.
5.4.1 MetotI (Ozde Self — Adjointligin Temel Kriteri):

A operatoriiniin  6zde self — adjointligini, 6zde self — adjointligin temel kriteri,
sonu¢ 3.8 ile analiz etmek icin son bulunan operatdrde 7, degiskeninden 7
degiskenine gecilirse, 6zde self — adjointligine bakilacak olan A operatorii
asagidaki sekilde

_d? f() d 1 [f(r)A? d
e T (or o e T

bulunur. ilk olarak A operatdriinden, Y € D(A*) olmak iizere (A*+ i)Y =0
denklemini yazalim. Dolayistyla,

a2 f(r)' d 1 |f()A?
dr? + f(r) a_f(r)z r2

elde edilir. Bulunan bu son diferansiyel denklemde direkt analitik olarak
cozlilemeyecegi i¢in f(r) metrik fonksiyonun r -0 ve r—=0 limit
durumlarinda ele alinarak c¢oziilecektir.

)

r

d
e

r

t+ i}l/)(?") =0

[lk olarak 7 — 0 limit durumunu inceleyelim. Bu limit durumunda basta
hesapladigimiz  f(r) fonksiyonu kullanirsak, (") notasyonu r ye gore tiirevi
gostermek tizere,

2

1 , - 3. 3\,
e L e R e it

P(r)" - Y(r) =0
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diferansiyel denklemini buluruz. Pozitif r nin ¢ok kiigiik degerler limitini goz

1
Ve

A - .. . 1
Oniine aldi@imiz i¢in, bu durumda baskin terimler, N (e R

—A2 3 3 2 .. . .
23 +A (2\/Er% — ;> ~ 4 \/ETS /s olmak {izere, bulunan son diferansiyel

denklem,

2
V2r'l2

denklemine indirgenir ve bu denklemin ¢6ziimii ise o = A / NG ve Cs ile Cq

YY"+ Y () + e ) = 0

integrasyon sabitleri olmak {izere,
4vo 4vo
Y(r) = CST1/4]1 1_\/_ + C671/4N1 _\1/_
r / 4 r / 4

olarak bulunur ve burada J,—; Bessel ile N,_; Neumann fonksiyonlaridir.
Yukarida tanmmi verilen kare norm bu ¢dziim icin ||p||? < o oldugundan
r = 0 durumunda ¢oziimiin karesi integrallenebilirdir, dolayisiyla ¢6ziim Hilbert
uzayma aittir.

Simdi 7 — oo durumunu inceleyelim. Bu limit durumunda basta hesapladigimiz
f(r) fonksiyonu kullanirsak,

¢ 1 a3, a1

dr2+r(r—1)dr (r_l)lrz " /J+l Y(r)=0

diferansiyel denklemini buluruz. Pozitif r nin ¢ok biiyiik degerler limitini goz

oniine aldigimiz i¢in, bu durumda ’r - 1/r3 -0, 1/r(r _n 0 ve /1/r2 -0

olmak {izere, bulunan son diferansiyel denklem, (") notasyonu r ye gore tiirevi
gostermek {izere,

Y@ £ip(r) =0

diferansiyel denklemine indirgenir ve bu denklemin ¢6ziimi ise 7 =%(i +1)

ve C, ile Cg integrasyon sabitleri olmak {izere,
Y(r) = Cysinnr + Cgcosnr

olarak bulunur. Yukarida tanmm verilen kare norm bu ¢oziim icin [[y||? = o
oldugundan r — oo durumunda ¢oziimiin karesi integrallenemezdir dolayisiyla
¢oziim Hilbert uzayma ait degildir.
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Sonug¢ alarak, n, =n_ =0 dir. Dolayisiyla sonu¢ 3.8 geregince, A operatorii
0zde self — adjointtir. Bu baglamda Horowitz — Marolf kriteri geregince uzay
kuantum mekaniksel olarak tekil degildir.

5.4.2 Metot II ( Weyl Limit Noktasi — Limit Cemberi Kriteri):

A operatoriiniin  6zde self — adjointliginin, Weyl limit noktasi — limit g¢emberi
Kriteri, teorem 3.22 ile analizi, yukarida verilen CD denklemlerinden tiiretilen
A =——+V(r) operatdriiniin, 7 = oo i¢in sonu¢ 3.251 ve r —» 0 igin teorem
3.261 kullanarak yapilacaktir.

flk olarak r — oo durumunu inceleyelim. Bu limit durumunda yukarida r, =r
ve limit fonksiyonu f(r) belirlenmis idi. Dolayisiyla bu limit durumunda,

LR R 3 2
t=ETEt 2Nr6 —r5  rt—13

olarak bulunur ve pozitif r nin ¢ok biiyiikk oldugu bu limit durumunda, baskin
34 34 A A A2

terimler, T 0, = Ve SR 0 olmak {izere, yukaridaki
fonksiyon;
22 _ 2
Vi = T‘_Z + T_Z

fonksiyonunu indirgenir. Dolayisiyla, sonug 3.25 iin (4) yargisi,

1 =
f,/K A f (/12+/1):E\/Kr2_(/12+/1)|?:oo

T'Z

oldugundan saglanir. Ayrica sonug 3.25 iin (44) yargisi,

Ve Ve ()|~ = —202 F 0102 F D)1

oldugundan saglanir ve dolayisiyla sonug 3.25 geregince A operatdrii 6zde self
— adjointtir.

Simdi r - 0 durumunu inceleyelim. Bu limit durumunda yukanda 7, =1+ 2r
ve limit fonksiyonu f(r) belirlenmis idi. Dolayisiyla bu limit durumunda,
v _AZ \/_AZ A - Af (1)
o PR E® | D
olarak bulunur ve pozitif r nin ¢ok kiiglik degerler limitini diisiindiigiimiizden

r«<1,(1+r)"=1+nx yaklasikhigim da goz Oniine alirsak, yukaridaki
fonksiyonu,
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fonksiyonuna indirgeriz. teorem 3.26 geregince (4% ¥ 1) = 3/4 icin A operatori
0zde self — adjointtir ve dolayisiyla Horowitz — Marolf kriteri geregince uzay
kuantum mekaniksel olarak tekil degildir.

Sonug olarak, iki farkli yontemle elde edilen A operatori, 6zde self — adjoint
oldugu i¢in HL teorisi i¢inde yer alan KS kiiresel simetrik karadelik
¢oziimiindeki c¢iplak tekillik Horowitz — Marolf  kriteri geregince kuantum
mekaniksel olarak tekil degildir.
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6. SONUC

Bu tezde, alternatif gravitasyon teorilerinden olan Horava — Lifshitz gravitasyon
alan teorisinin 6zel bir ¢6ziimii olan Kehagias — Sfetsos kiiresel simetrik
karadelik ¢Ozlimiiniin belli parametrelerinde ortaya ¢ikan ciplak tekillikler,
kuantum mekaniksel olarak arastirilmistir.

Ilk olarak kuantum tekillik analizinin matematiksel altyapist derinligiyle
arastirilmis ve bu analizin yapilmasmi olanakli kilan tiim teoremler ispatlanarak
gosterilmistir. Bunu yaparken, topolojik uzay yapilarindan baglayarak Hilbert
uzayma kadar gelen siiregteki temel teoremler, tanim ve ispatlariyla
gosterilmistir.

Tezin bir sonraki asamasinda, kuantum tekillik kavraminin ne oldugu ve klasik
tekillik analizinden farkliligt ve gerekliliginin 6nemi gosterilmistir. Burada esas
olan, uzay — zaman tekilliklerinin  olusturdugu Ol¢egin  Planck  &lgegi
mertebesinde olmasidir. Bu 0Olcekteki analizlerde klasik fizik yOntemlerinin
kullanilmast olayin fizigini dogru betimlemektedir. Bunun yerine, kuantum alan
teorisi tercih edilmelidir. Ancak, tutarli bir kuantum gravitasyon alan teorisi
heniiz mevcut degildir. Bu nedenle, alternatif yontemler kullanilabilmektedir.
Bunun geregi olarak bu tezde Wald tarafindan ortaya atilan ve Horawitz —
Marolf tarafindan gelistirilen bir kriter ele alinmis ve bu kriterin matematiksel
dayanaklar1 ispatlanarak gdsterilmistir. Bu kriterin en belirgin 6zelligi klasik
fizikte tekillik analizinde kullanilan pargacik sondasi (probe) yerine kuantum
alan sondasmin kullanilmasidir.

Bu gergegin 1s18inda, kuantum olarak bosonik ve fermiyonik kuantum alanlar
ile ciplak tekillik incelenmistir.

Bu inceleme, Horowitz — Marolf kriterinin bir geregi olan uzaysal, lincer —
simetrik diferansiyel operatoriin 6zde self — adjointliginin iki farkli matematiksel
teorem ile ki bu teoremler, 6zde self — adjointligin temel kriteri ve Weyl limit
noktast — limit ¢emberi kriteri, kullanilarak yapilmistir. Spin — 0 (bosonik) alanlari
betimleyen Klein — Gordon denkleminden elde edilen uzaysal operatoriin 6zde
self — adjointligi iki farkli yontemle incelenmis ve O6zde self — adjoint oldugu
ispatlanmigtir. Ayn1 sekilde spin — 1/2 (fermiyonik) alanlar1  betimleyen Dirac
denkleminden elde edilen uzaysal operatoriin 6zde self — adjoint oldugu
ispatlanmugtir.

Biitin bu 06zde self — adjointlik analizinin fiziksel anlami, ciplak tekilligin
kuantum alanlar kullanildigt zaman, alanlarin uzaydaki evriminin mimkiin
oldugunu dolayisiyla klasik olarak tekil olan bu uzay — zaman yapisinin
kuantum mekaniksel olarak tekil olmadigidir. Yapilan bu c¢alisma, Amerikan
fizik derneginin Onemli bir dergisi olan Journal of Mathematical Physics
dergisinin Nisan 2018 sayisinda (59, 042503, 2018) yayimlanmistir [22].
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