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Helmholtz Dalga Denkleminin Analizi:

Maxwell Denklemleri ve Silindirik Elektromanyetik Dalgalar

Ibrahim Bacanak

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dali

Maltepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, 2018

Tez Yéneticisi: Prof. Dr. Ozay Giirtug

Bu tezde, kismi diferansiyel denklemlerin fizik ve miihendislik alanlarindaki
uygulamalari kisaca ifade edilmis olup bu uygulamalar arasindan, Helmholtz denklemi
detayli bir sekilde arastirilarak kartezyen, silindirik ve kiiresel olmak iizere ti¢ farkli
koordinat sisteminde ¢oziiliip, Silindirik ve kiiresel koordinat sistemlerindeki ¢oziimler,
sirasiyla; Bessel ve Legendre polinomlar1 cinsinden ifade edilmistir. Uygulama 6rnegi
olarak da, silindirik elektromanyetik alanlar tasvir etmede kullanilan ve yapisal olarak
Helmholtz denkleminin kendisini ifade eden ikinci dereceden Maxwell denklemleri,
silindirik koordinatlarda ¢6ziiliip; elektromanyetik dalga yayilimi olan TE ve TM modlari
dairesel bir dalga kilavuzunda ele alinarak olusan dalga sekilleri maple yazilimi ile

¢izilmistir.

Anahtar Sozciikler: 1. Adi diferansiyel denklemler; 2. Kismi tiirevli diferansiyel
denklemler; 3. Helmholtz dalga denklemi; 4. Bessel fonksiyonu; 5. Legendre fonksiyonu;
6. Elektromanyetik dalgalar; 7. Maxwell denklemleri



ABSTRACT

Analyses of Helmholtz Wave Equation:
Maxwell Equations and Cylindrical Elektromagnetic Waves

Ibrahim Bacanak

Master Thesis
Department of Mathematics

Maltepe University Graduate School of Science and Engineering, 2018

Thesis Advisor: Prof. Dr. Ozay Giirtug

In this thesis, the application of partial differantial equations in physics and engineering
is briefly explained. Among the others, the Helmholtz equation is investigated in details.
Solutions to the Helmholtz equation in three different coordinates namely; the cartesian,
cylindrical and spherical coordinates are obtained. Solutions in cylindrical and spherical
coordinates are obtained in terms of Bessel and Legendre fuctions. As an application of
Helmholtz equation, Maxwell equations which describes propagation of electromagnetic
waves is solved in cylindrical coordinates. Propagation of TE and TM modes in a circular

waveguide is considered.

Key Words: 1. Ordinary Differential Equations; 2. Partial Differantial Equations;
3. Helmholtz Wave Equation; 4. Bessel Function; 5. Legendre Function; 6.
Electromagnetic Waves; 7. Maxwell Equations
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

v Napla (gradyan) diferansiyel operatorii

V2 Laplace diferansiyel operatorii

Z Tamsayilar sayilar kiimesi

Z* Pozitif tamsayilar kiimesi

J, n. basamaktan birinci dereceden Bessel fonksiyonu
N, n. basamaktan ikinci dereceden Neumann fonksiyonu
HY n. basamaktan birinci dereceden Hankel fonksiyonu
H® n. basamaktan ikinci dereceden Hankel fonksiyonu
B, Legendre fonksiyonu

r Gamma fonksiyonu

E Elektrik alan

B Magnetik alan
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1. GIRIS
Bu boliimde, konu ile ilgili temel bilgiler verilerek tezin konusunu teskil elden Helmholtz

dalga denkleminin genel halinin tiiretilmesi ile elde edilen bazi 6zel denklemler

tanimlanacaktir.
1.1. Temel Kavramlar

Uygulamali matematigin odaklandigi konulardan biri olan diferansiyel denklemler,
Ozellikle mihendislik alanindaki uygulamalar1 ile bircok fiziksel olaym tasvir
edilmesinde 6nemli bir yer tutmaktadir. Zira, diferansiyel denklemler; degisime ugrayan
olaylarin matematik terimleri ile ifade edilmesinde uzun yillardir bilim adamlart ve
matematikgiler i¢in gilivenilir bir anahtar haline gelmistir. Genel olarak diferansiyel
denklemler seklinde tasvir edilen bu denklemler, aslinda Adi diferansiyel denklemler ve

Kismi tiirevli diferansiyel denklemler seklinde 2 tiir olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
1.1.1. Adi Diferansiyel Denklemler

Eger bir yada daha fazla bilinmeyen fonksiyonun (bagimli degisken) oldugu bir denklem,
tek bir bagimsiz degiskenin tiirev veya tiirevlerinden olusuyorsa; bu diferansiyel

denklemler adi diferansiyel denklem olarak adlandirilir ve normal tek degiskenli

. o .. . . . dy dzy dsy ' ” "
fonksiyon oldugunun anlasilmasi i¢in, tiirev operatorleri ety YLy YT, vb.
X 0OX X

seklinde ifade edilir. Bu tip denklemler, igerisinde bir yada daha yiiksek mertebeden
bilinmeyen fonksiyonun tiirev veya tiirevlerini barindiracagindan, zamanla degisim
meydana gelmis ve olusan her bir durum tiirev ile ifade edilerek yeni bir diferansiyel

denklem olugmast i¢in olanak saglanmistir.

Ornegin; y= f (X) fonksiyonu istenildigi tiireve kadar tiirevlenebilen ve bir bagimsiz
degiskene sahip bir fonksiyon olsun. Burada, X degistikge y ’de degiseceginden ve

degisimin oldugu her durum tiirev ile ifade edilebileceginden X ’e gore bir tlirev vardir,

tiirevin oldugu her olayda diferansiyel denklem olarak yazilabileceginden; olusabilecek

diferansiyel denklemler y = f (x) fonksiyonu igin,



X =bagimsiz degisken

y =bilinmeyen fonksiyon (bagimli degisken)

dy d’y d"y
dx dx® " gx(™

= bilinmeyen fonksiyonun tiirevleri olmak iizere,

dy d’y d"y
° 1" (n) _ u ay
F(xy.y.y"y")=0 < F[x,y,dx,dx2 Wl

]:0 ise, homojen bir

diferansiyel denklem seklinde adlandirilan bu yapi; lineer veya non-lineer

seklinde

2 (n)
. F(x,y,y',y”,...,y(”))¢0 & F[x,y,ﬂ,d y, dy

— i # 0 olmasi durumunda
dx ' dx dx(™

ise, homojen olmayan bir diferansiyel denklem seklinde adlandirilan bu yapi da;

yine lineer veya non-lineer seklinde
toplamda dort farkli isimle tesmiye edilebilmektedir.

Diferansiyel denklemlerde lineerlik 6zelliginin saglanabilmesi i¢in de, asagidaki her iki

ozelligin gerceklenmesi gerekmektedir. Bunlar,

i). Bilinmeyen fonksiyon ve tiim tiirevlerin birinci dereceden olmasi

ii). Bilinmeyen fonksiyon ile tiirevlerin ¢arpiminin olmamasi
seklindedir.

O halde, genel sekli itibari ile bir diferansiyel denklem; bilinmeyen fonksiyon ve

tiirevlerin basindaki katsayiya gore,

e ay”+a y"Y+a ,y"?+.+a,y=0 seklinde n. mertebeden veya yiiksek
mertebeden lineer sabit katsayili homojen diferansiyel denklem,
ay"”+a y"Y+a y"+. . +a,y=P (x) seklinde n. mertebeden veya
yiiksek mertebeden lineer sabit katsayilt homojen olmayan diferansiyel denklem,

Ja,a 8. ,,..a#0veV a,a a_,,.,a ek; k=sabit sayr



o a,(x)y"+a,, (x)y"+a,,(x)y"? +..+a,(x)y=0 seklinde n.

mertebeden veya yiliksek mertebeden lineer degisken katsayili homojen
diferansiyel denklem,

n-1)

a,(x)y"™ +a,, (x)y"V +a,, (X)y"? +..+a,(x)y=P(x)  seklinde n.

mertebeden veya yliksek mertebeden lineer degisken katsayili homojen olmayan

diferansiyel denklem

3 a,(x),a,4(x),...,a (x)=0 ve 3 a,(x),a,,(x),a,,(x),....a,(x) e P(x)

seklinde ifade edilebilir.
1.1.2. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Eger bir yada daha fazla bilinmeyen fonksiyonun (bagimli degisken) oldugu bir denklem,
iki veya daha fazla bagimsiz degiskenin tiirev veya tiirevlerinden olusuyorsa; bu
diferansiyel denklemlerdeki tiirevler artik kismi tiirevler halini alir, denklem de kismi
turevli diferansiyel denklem olarak adlandirilir ve normal tek degiskenli tiirevlerden
ayirmak, ¢cok degiskenli fonksiyon oldugunu vurgulamak, degiskenlerden biri degisirken

digerinin sabit tutuldugunun anlasilmast icin; tiirev operatorleri

2 2 2 2
Q0202 0L O, 5 2..2,.2,2,vb. sekiinde ifade edilir. Aym
ox oy ox2 ' oy? oxdy ' dyox

sekilde, bu tip denklemlerde igerisinde bir yada daha yiiksek mertebeden bilinmeyen
fonksiyonun tiirev veya tlirevlerini barindiracagindan, zamanla degisim meydana gelmis
ve olusan her bir durum tiirev ile ifade edilerek yeni bir diferansiyel denklem olugmasi

icin olanak saglanmistir.

Ormnegin; z=f(x,y) fonksiyonu n. mertebeden tiireve kadar tiirevlenebilen ve iki

bagimsiz degiskene sahip bir fonksiyon olsun. Burada, x degistik¢e z *de degiseceginden
ve degisimin oldugu her durum tiirev ile ifade edilebileceginden X ’e gore bir tiirev vardir
(y sabit); Ayn1 sekilde, y degistik¢e z ’de degiseceginden y ’e gore de bir tiirev vardir
(X sabit). Dolayisiyla, tiirevin oldugu her olayda diferansiyel denklem olarak

yazilabileceginden; olusabilecek diferansiyel denklemler z = f (X, y) fonksiyonu i¢in,



X, y =bagimsiz degisken (¢ok degiskenli)
z =bilinmeyen fonksiyon (bagimli degisken)

a o o'z &z o'z "z 9"z
ox' oy oxox ' oyoy oxay' T oxkey'  ay'oxt

(k+(=n ve t+s=n) olmak iizere,

= bilinmeyen fonksiyonun tiirevleri

o F (x, V12,2020 20 2y 2y s Zpreonn Lo Z ) =0 &

ox' oy oxox ' oyay oxdy ayox T oxkay” oytoxt

kismi diferansiyel denklem seklinde adlandirilan bu yapi; lineer veya non-lineer seklinde

2 2 2 2 (n) (n)
F(x, ,z,az oz 0z 01 01 071 0’z 0 Z]:o ise, homojen bir

o F(x,y,z,zx,zy,zxx,zyy,zxy,zyx,...,zxky[,zytxs);to =
oz oz 8z oz oz 'z "z 8"z

FI XY, 20—, —, , , : v T =7 |#0 olmasi durumunda
OX Oy OXOX Oyoy OXoy oOyox — oOx‘oy oy ox

ise, homojen olmayan bir kismi diferansiyel denklem seklinde adlandirilan bu yapida;

lineer veya non-lineer seklinde
toplamda dort farkl isimle tesmiye edilebilmektedir.

O halde, genel sekli itibari ile bir kismi diferansiyel denklem; bilinmeyen fonksiyon ve

tiirevlerin basindaki katsayiya gore,

o az"+a 7"Y+a ,7"? +..+a,2=0 seklinde n. mertebeden veya yiiksek
mertebeden lineer sabit katsayili homojen kismi diferansiyel denklem,
a,2" +a,,2"Y +a,,2"? +..+a,2=P(x),Q(y),R(x,y)  scklinde  n.
mertebeden veya yiliksek mertebeden lineer sabit katsayili homojen olmayan
kismi diferansiyel denklem,

Ja,a,a.,,..az0veVv a,a,a,,..,a ek; k=sabitsay



o a,(xy)2"+a,,(xy)2" Y +a,,(xy)2"? +..+a,(x,y)z=0 seklinde n.

mertebeden veya yiiksek mertebeden lineer degisken katsayili homojen kismi

diferansiyel denklem,
a,(xy)2" +a,, (x,y)2" Y +..+a,(x,y)2=P(x),Q(y),R(x,y) seklinde n.

mertebeden veya yliksek mertebeden lineer degisken katsayili homojen olmayan
kismi diferansiyel denklem,

3 a,(xy).a,(Xy)a,(Xy)..a(xy)=0 ve
Ja, (X y),a,,(%Y).a,,(XY),a(Xy)eP(x),Q(y),R(x,Y)

seklinde ifade edilebilir.
1.2.  Helmholtz Diferansiyel Denklemi
1.2.1. Helmholtz Diferansiyel Denkleminin Genel Hali

Helmholtz dalga denklemi olarak bilinen yapi, genel olarak ikinci dereceden lineer
degisken katsayili kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olarak bilinmektedir. Bu
diferansiyel denklem, yukarida (1.1.1 ve 1.1.2 basliklar1 altinda) adi diferansiyel
denklemler ve kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin her ikisinde de belirtildigi iizere,
zamanla degisimin meydana gelmesinden Otiirii olusan her bir durumun tiirevle ifade
edilmesiyle meydana gelen ve denklemin iki veya daha fazla uzaya (konuma) ait
koordinatlarini1 belirten yere goére tim bu degiskenlerin, zamana bagli oldugu
belirtilmistir. Dolayisiyla, tezin konusunu teskil eden bu yap1 genel sekli itibari ile

r,t)

V2 (7,1)+K (7, ) (7. t) = AT )+ B (1) a"’; Ty (.Y

atZ

(1.2.1)

+C(t)

seklinde ifade edilir [1]. Burada; V> Laplace operatoriinii (buda ikinci dereceden bir
kismu tiirev operatoriidiir), w potansiyel fonksiyonu, ¥ konuma ait koordinatlari, t
zamani, A, B,C birer fonksiyonu ve k* de sabit bir say1y1 belirtmektedir. Eger buradaki
w potansiyel fonksiyonu ii¢ boyutlu uzaya ait koordinatlardan olusan bir fonksiyon ise,
bu fonksiyon koordinatlardan dolayr konuma, tiirevden dolayr da zamana bagli bir

fonksiyondur ve ayrica bu fonksiyon (V? ikinci dereceden kismi tiirev operatdrii



oldugundan) birinci ve ikinci kismi tiireve sahip bir fonksiyondur yani v, v ,w, #0

dir. O halde, ¥ konum vektorii ve y potansiyel fonksiyonu kartezyen koordinat

sisteminde asagidaki sekilde ifade edilebilecegi kolayca gosterilebilir.

i). Bilindigi iizere, F konum vektoriiniin kartezyen koordinat sistemindeki

gosterimi,

F=xi +Yyj+2zk (1.2.2)

seklindedir. Burada; T, j,k biiyiikliigii 1 br olan birim vektérleri ifade etmekte olup

herhangi bir ¥ konum vektoriiniin kartezyen bilesenlerinin hangi yonde oldugunu

belirlemede kullanilmaktadir. Ayrica, bu birim vektorlerin herhangi bir fiziksel boyutu

(m, kg,Vb...) bulunmadigindan, sadece ve sadece; vektorel fiziksel ifadelerin yonlerini
belirtmede kullanilmaktadirlar. Dolayisiyla, bu konum vektdriiniin x,y ve z bilesenleri

{ic boyutlu kartezyen koordinatlardaki I, ] ve k yonlerindeki konumlar1 belirtir ve
asagida gosterildigi gibi de, eksenlerin kesistigi O noktasi referans alindiginda koordinat
sisteminde pozitif eksen istikametinde sirasiyla x,y ve z eksenleri boyunca uzanan
yonlendirilmis dogru pargalarinin yonii +, bu yonlerin tersine olan yonler ise — olarak

alinir.

~y

"

Sekil 1.2.1: Kartezyen koordinatlarda baz vektorler

Ayrica, kartezyen koordinatlardaki konum vektdrii F=xi +Yj+2zk ’nin diferansiyel

formda gosterimi, df =dxi +dyj +dzk seklindedir.



ii). Eger v fonksiyonu bir skaler (baslangi¢ noktasi, yonii ve dogrultusu belli
olmayan ve sonucu reel olan ifadeler) fonksiyon ve ii¢ boyutlu bir uzayin her

noktasinda tanimli ise y =y (F) seklinde ve ayrica zaman bagimlihig: da varsa
W= I//(F,t) olarak  gosterilmektedir. O halde, zamandan bagimsiz

w(F)=w(xy,z) potansiyel fonksiyonu i¢in her iki tarafin diferansiyeli

alindiginda,
w(F)=w(x Yy, 2) (1.2.3)
da//:[—a‘”(x’y’z)de{—aW’y'z)jdy+(—a'”(x’y’z)]dz (1.2.4)
OX oy oz
_(%v oy
dw—(axjdXJ{adeer[ p= jdz (1.2.5)

elde edilen bu ifade, iki vektoriin skaler ¢arpimi (i¢ carpim) olarak asagidaki denklem
(1.2.6) “deki gibi tanimlanabilir,

d;,/:(%’h%’ j+8a—zkj (dX| +dyj +dzk) (1.2.6)

Bu tanimdan yola ¢ikildiginda, (1.2.6) ‘deki bu denklem asagidaki sekilde de yazilabilir,

dy =(Vy).dr. (1.2.7)

O halde, denklem bu sekilde yazildiginda; konum vektoriinden ortaya ¢ikan

[a_l/fa_l/f@_l/f

vl o s ] vektord, ﬁt// sembolii ile gosterilir ve bu vektoriin kartezyen bilesenleri
Z

de, V Nabla diferansiyel operatorii (gradyan sembolii) kullanilarak asagidaki gibi
-9,
OX

0. 0,
5 =K (1.2.8)

birinci mertebeden tiirev operatdrii olarak tanimlanir. Tek basina bir anlam ifade etmeyen

bu vektor, ancak skaler bir fonksiyona uygulandiginda anlam kazanir ve skaler



biiyiikliikleri vektorel biiyiikliiklere doniistiirmeye yaramaktadir. O halde, (1.2.1) ‘deki

genel ifadedeki ikinci dereceden ii¢c boyutlu V? Laplace diferansiyel operatorii de,

VZ=VV
8 A 8 2 8 ~ 8 a 8 8 ~
Z(&|+aj+5k].(&l+—j+ak}
2 2 2
=%+%+§_2 (1.2.9)

iki vektoriin i¢ ¢arpimu olarak bu sekilde tanimlanur.

Ayrica, yukarida 1.1.1 ve 1.1.2 bagliklar1 altinda bahsedilen;

y="f(x)= f(F)= f(x,y)= iki boyutlu uzaya (konuma) ait koordinatlar

z=f(x,y)= f(F)= f(X,y,z)= ii¢ boyutlu uzaya (konuma) ait koordinatlari
belirtir ve buradaki y =y (F) de; y, f gibi bir fonksiyondur, degisken degildir.

1.2.2. Helmholtz Diferansiyel Denkleminin Ozel Halleri

Zamana ve konuma bagli olarak ifade edilen Helmholtz diferansiyel denkleminin genel
halinin indirgenmesi ile elde edilen ve herbiri ayr1 bir uygulama konusunun tezahiirii olan
6zel denklemler, miithendislik bilim dalinin birgok temel problemi tasvir etmektedir. Bu
yol; matematiksel fizikte, teorik matematikte ve fiziksel problemlerde sik kullanilan bir
yontemdir ve bu metod sayesinde uygulamali matematigin, teorik fizik problemleri ile
miihendislik alanindaki uygulamalarinin nasil bir bagmtisinin oldugunu ortaya
cikarmaktadir. Dolayisiyla, Hemholtz denkleminin en genel halini temsil eden (1.2.1)

denkleminin indirgenmesi ile asagidaki gibi bazi 6zel denklemler tanimlanabilir.
1.2.2.1. Helmholtz Dalga Denklemi

Bu tezin konusunu teskil eden ve Helmholtz dalga denklemi olarak bilinen yapi, yukarida
(1.2.1) deki genel ifadedeki ikinci dereceden lineer degisken katsayili homojen olmayan
kismi diferansiyel denklemde A=B=C =0 ve k=0, k € R olmak sart1 ile elde edilen

yapidir ve zamandan bagimsiz olarak,



Vi (F)+k?y (F)=0 (1.2.10)

veya

Vi (xy,2)+k*w(x,y,2)=0 (1.2.11)

seklinde ifade edili. Bundan sonraki bélimde; w(F)=w(X,y,z)=y tanim

kullanilirsa,
Vi +k’y =0

denkleminde V? Laplace operatérii yerine yazildiginda,

82 62 82
(o T v = 9
veya
2 2 2
2X"2”+Zyl/;+z”2”+k2y/=0 (1.2.13)
z

denklemi elde edilir. Bu yap1 klasik mekanik, kuantum mekanigi ve ndtronlarin difiizyon

teorisi gibi konularda karsimiza ¢ikar.
1.2.2.2. Laplace Denklemi

Eger (1.2.10) deki kismi diferansiyel denklemde k sabiti k =0 olarak alinirsa,

Vi (F)=0 (1.2.14)
veya
2 2 2
0V, oV, 9V _g (1.2.15)
ox* oyt oz

denklemi elde edilir ki bu denklem Laplace denklemi olarak da bilinmektedir ve ikinci

dereceden sabit katsayili lineer homojen kismi diferansiyel denklemlerin en genel



gosterimini teskil eden bu yapi, elektrostatik, magnetostatik, hidrodinamik, 1s1 iletimi,

klasik gravitasyon teorisi; bu kapsama giren konularin baginda gelmektedir.

1.2.2.3. Poisson Denklemi

Eger (1.2.1) deki genel denklemde k =B =C =0 olarak alinirsa, elde edilen denklem,
Vi (F,t)=A(F,t) (1.2.16)

seklinde olur. Burada ve bundan sonraki boélimde; l//(F,t)=l//(X,y,Z,t):l// tanimi

kullanilip ve V? Laplace operatérii yerine yazilirsa,

2 2 2
0 '{+a ”’2’+a Y AT 1) (1.2.17)
ox: oy° oz

ikinci dereceden sabit katsayili lineer homojen olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
en genel gosterimini teskil eden bu yapi, uygulamali matematikte Poisson denklemi

olarak bilinmektedir.

1.2.2.4. Dalga Denklemi

Eger (1.2.1) deki genel denklemde A=B =0, k =sabit (k#0) ve C =sabit (C#0)

olarak alinirsa,

O’y (F .t
vzy/(r,t)+k2w(r,t)=c%) (1.2.18)
veya
2 2 2 2
OV OV TV 2y —c LV (1.2.19)
oo a at

denklemi elde edilir. Bu denklem en genel, zamana bagimli dalga denklemi olarak
bilinmektedir ve siirekli ortamlar mekanigi, ses dalgalari, elektromanyetik teori; bu

kapsama giren baslica konular arasinda yer almaktadir.
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1.2.2.5. Difiizyon Denklemi

Eger (1.2.1) deki genel denklemde A=C =0, k =sabit (k#0) ve B=sabit (B=0)

olarak alinirsa,

oy (7 t
V2 (F,t)+K2p (F,1) =B ‘/’ét ) (1.2.20)
veya
2 2 2
OV, OV OV 2, gV (1.2.21)
o¢ o @ ot

denklemi elde edilir. Bu denklem, Difiizyon denklemi olarak bilinir ve 1s1 teorisi, gazlarin

kinetik teorisi, notronlarin transport teorisi gibi konularda karsimiza ¢ikar.
1.2.2.6. Is1 iletimi Denklemi

Is1 iletimi denklemi olarak bilinen denklem ise; (1.2.1) deki genel denklemde k =C =0,

kaynak terimi A(F,t)z—ia(F,t), x st iletkenligi katsayist olmak iizere ve
X

1 .
a =B = B == 1s1 difiizleme katsayis1 olarak tanimlanirsa,
a

~ 1 1 0y (F.t)
Vi (r,t)=—=a(r,t)+— 1.2.22
v(r)=a(r)+ 1222
veya
Oy oy oy 1 10w
5 > > —a(F,t):—— (1.2.23)
ox- oy° o y a ot
seklinde ifade edilir.
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1.2.2.7. Schrodinger Dalga Denklemi

Kuantum mekaniginin en temel denklemi olan Schrodinger dalga denklemi de; (1.2.1)

deki genel denklemde A=C =0, B:Z_—;n sabit (B=0) ve k(F,t)=—i—TU(F,t)
i

seklinde y potansiyel fonksiyonu ile orantili bir terim olmak iizere,

_2moy(F.t)

1.2.24
in ot ( )

2
seklinde olan Schrédinger denklemi diizenlendiginde (her iki taraf —;— ile ¢arpilirsa),
m

—%Vzl// +U (F,t)y =—%2i—hm%’/
—ivzl// +U (F,t)y =i’ IE%//
—%V2w+U(F,t)yJ:ihaa—‘/t/ (1.2.25)
veya
—%(22’2”+(2;"2”+22;’2”j+u(F,t)t//=ih%—l';/ (1.2.26)

denklemi elde edilir.

Sonug olarak, uygulamali matematigin anahtar konularindan biri olan, genel olarak
diferansiyel denklemler seklinde adlandirilan ve iki veya daha fazla bagimsiz degiskenin
tiirevlenmesinin gosteriminde kullanilan kismi tiirevli diferansiyel denkleme ait genel bir
yapinin indirgenmesinden elde edilen tiim bu denklemler, en genel denklemin 6zel halleri

olup matematiksel fizigin miihendislik temel alanindaki uygulamalarina karsilik

gelmektedir. Bu tezde ise, Helmholtz denkleminin  V*y (F)+k?y (F)=0 silindirik

geometride elektromanyetik alan teorisinin tasvir edildigi Maxwell denklemlerine olan

uygulamalari incelenecektir.

Bu bdliimiin arastirilmasinda [1,2,3] kaynaklarindan yararlanilmistir.

12



2. HELMHOLTZ DENKLEMININ COZUMU

Bu tezin amaci, uygulamali matematigin odaklandigr konularin basinda gelen kismi
diferansiyel denklemlerin 6zel bir hali olan ve bir¢ok fiziksel olayin tasvir edilmesinde
kullanilan Helmholtz dalga denkleminin ¢6ziimiinii ii¢ farkli koordinat sisteminde
yapmak ve silindirik koordinat sisteminde elde edilen ¢dziimii, elektromanyetik alanlari
tasvir eden Maxwell denklemlerinde (ki bu denklemde bir Helmholtz denklemidir)
kullanarak silindirik elektromanyetik alanlari incelemektir. Bu amacgla Helmholtz
denkleminin kartezyen, silindirik ve kiiresel koordinatlardaki ¢oziimii bu bdliimde

incelenecektir.
2.1. Kartezyen Koordinat Sistemi

Helmholtz denkleminin kartezyen koordinatlarda,

Vi (F)+ky (F)=0 (2.1.1)
veya
2 2 2
a1/2/+a1/2/+al/2/+k2://:0 (2.1.2)
ox oyt

seklinde ifade edildigini bir 6nceki boliimdeki (1.2.10) ve (1.2.13) denklemlerinde
gosterilmisti. O halde, Helmholtz denkleminin kartezyen koordinatlarda ¢oziimiiniin

yapilabilmesi i¢in; asagidaki Tanim 2.1.1 ve Teorem 2.1.1 ‘in bilinmesi gerekmektedir.

Tamm 2.1.1: y = f (x) fonksiyonunun tiirevlendigi bir diferansiyel denklemde,

y'=g—i ve y=f(x)=f(F)= f(x,y) olmak iizere, iki boyutlu bir uzaym her

noktasinda tanimli bir skaler fonksiyon verilmisse ve bu fonksiyon f (x,y)=X(x).Y (y)

seklinde diferansiyel denkleme ait ¢ziimlerden birisi olarak hem X ’e, hemde y ’ye bagh

fonksiyonlarin ¢carpimi seklinde yazilabiliyorsa, bu diferansiyel denkleme degiskenlerine

ayrilabilir diferansiyel denklem denir.

Dolayisiyla, Tanim 2.1.1 ‘e gore, Helmholtz denklemindeki ti¢ boyutlu bir uzaym her

noktasinda tanimli skaler y potansiyel fonksiyonu t//:l//(F)=l//(X,y,Z) seklinde
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oldugundan, tanim geregi  fonksiyonunda bulunan degiskenlerin sirasiyla herbirinin
ayr1 ayr1 birer fonksiyon olarak yazilabileceginden ve bu fonksiyonlarin garpilmasi ile
1//(X, Y, Z) =X (X).Y (y).Z (Z) seklinde diferansiyel denkleme ait ¢6ziimlerden birisi elde
edilebilir. O halde, Helmholtz denkleminin kartezyen koordinatlarda degiskenlerine

ayirma metodu ile ¢oziimlerinden birisi 1//(X, Y, Z) =X (X) Y (y) YA (Z) olarak varsayilir.

Teorem 2.1.1: F(x, v, Y, y",...,y(”)):o seklindeki bir n. mertebeden (n tane lineer

bagimsiz {ortak} ¢6ziimii olan) homojen diferansiyel denkleminde, y = ¢(x) fonksiyonu

diferansiyel denklemi sagliyorsa (ki diferansiyel denklemde yerine yazildiginda ifade

sifira esit ¢ikiyorsa);
F(x8(x),¢'(),8(x),..4" (x)) =0 (2.1.3)

bu fonksiyon diferansiyel denklemin lineer bagimsiz 6zel ¢6ziimlerinden birisidir denir

ve bu diferansiyel denklemin tiim ¢6ziimleri y,, Y,,..., Y, ise de, Wronskian determinanti

A Yo oo o Y,
YooYy e Yn

W) T ST
A G A ya

olur. Dolayisiyla, tim bu Y,,Y,,.., Y, ¢Oziimleri bu diferansiyel denklemin lineer

bagimsiz ¢oziimleri olarak tanimlanir ve genel ¢6ziim olarak da,

Y (X)=C Y, (X)+C, Y, (X)+.4C Y, (X) (2.1.5)

cozlimlerin lineer kombinasyonu (n tane ¢dziim n tane parametreye bagli) olarak bu

sekilde ifade edilir. Buradaki c,c,,...,c, integral sabitleri (parametreler) dir. Ancak, bu

sabitler; diferansiyel denklem sinir sartlari ile birlikte verildiginde bulunabilir.

Dolayisiyla, kabul edilen l//(X, y,z)= X (X)Y(y)Z(Z) ¢oziimii Teorem 2.1.1 ‘e gore

denklemi saglayacagindan; (2.1.2) denkleminde yerine yazilirsa,

14



olur ve kismi tiirev operatoriinde 2. dereceden tiirev iliskisi de,
o E(ﬁj

ox* ox\ ox

o9 (Qj

oy oyloy

o ﬁ(éj

or* o\ oz

seklinde oldugundan; elde edilen denklem,

%[g(x(x)v(y)z(z))}ﬁ{ﬁ(x(x)Y(y)Z(Z))}%[a—i(X(X)Y(y)z(z)ﬂ

+k? (X (x)Y(y)Z(z))=0 (2.1.7)

seklinde bulunmus olur ve bundan sonraki boliimde; X (X) =X,Y (y) =Y ve Z (Z) =7

tanimi kullanilirsa,

15



2 2 2
d )Z(YZ+OH2(XZ+OI fXY+k2XYZ=O (2.1.8)
dx dy dz

ve k sabitinin yanindakiler yok edilirse (her taraf 1/ XYZ ile carpilirsa),

Xm d2Y1 le
a2 X de dz? Z

+k?=0 (2.1.9)

veya

2 2
d >2< 1 dv1 dZ1_ . (2.1.10)
dx® X dy Y dz? Z

denklemi elde edilir. Burada, k sabit say1 oldugundan esitligin diger tarafi da sabit say1

olmalidir. Su anda, hepsi bir bagimsiz degiskene (tek degiskene) bagli terim oldugundan;

bu {i¢ terime sirasiyla,

Xm d"‘Yl le
dx X de dz Z

_k2

—(%,—m? ve —n’ sabitleri denilirse; k* = (> + m? +n? esitligi elde edilmis olur ve olusan

ifadeler diizenlendiginde (her iki taraf sirasiyla X,Y,Z fonksiyonlari ile ¢arpilirsa),

d’X 1

e L= X =X S X X =0 (2.1.11)
X
2
j_ZY1=—m2:>Y"=—m2Y =Y"+mdY =0 (2.1.12)
y
2
((jjf%:—nZ:Z”:—nZZ:ZHnZZ:O (2.1.13)
z

seklinde 2. mertebeden lineer sabit katsayili ii¢ homojen diferansiyel denklem elde edilir
ve bu diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin bulunabilmesi i¢in, asagidaki Teorem 2.1.2

‘nin bilinmesi gerekmektedir.
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Teorem 2.1.2: y=f(x) olmak iizere, ay" +a, ,y"”+a _,y"? +..+a,y=0
seklindeki n. mertebeden veya yiiksek mertebeden lineer sabit katsayilt homojen
diferansiyel denklemin ¢oziimii igin, denklemin mertebesi kadar lineer bagimsiz
¢oziimler bulunmaya calisilir ve y =e™ seklinde ¢oziim aranir. O halde, bu ifadenin

ardigik olarak tiirevleri alinip denklemde yerine yazilirsa,

y'=me
yﬂ — mZemx
ym — mSemX
y(n) —m"e™

a,y" +a,,y" +a,,y" +.. 48y =0
am'e™+a _m"e™+a ,m"?e™+..+a,e™ =0
e™(a,m" +a,,m" +a, _,m"?+. . .+3,)=0
denklemi elde edilir ve burada; esitligin saglanabilmesi i¢in, ¢arpanlardan biri daima sifir
olacagindan ve €™ her zaman i¢in €™ >0 oldugundan; diger ¢arpan olan
am'+a _mt+a m?+..+a,=0
karakteristik denklemi sifir olur ve n. dereceden bir bilinmeyenli bu denklemin n tane

¢oziimii olacagindan; olusan bu yeni diferansiyel denklem olmayan n. dereceden bir

bilinmeyenli (m) denkleminin kdkleri m;,m,,m;,...,m, ise,
1. Durum:

Kokler birbirinden farkl ve reel ise, bu diferansiyel denklemin lineer bagimsiz ¢oziimleri;

Y= e™
y2 — emzx
Y, = e
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seklinde olur ve Wronskian determinanti

W(y11y21y3,...,yn)¢o

dir ve homojen ¢6zliim Y, asagidaki gibi

Yo (X)=C Y, (X)+C, Y, (X)+CyY5 (X)+..4C, Y, (X)

seklinde genel ¢oziim olarak bulunmus olur.

2. Durum:
Bazi kokler esit ise ve k tane m =m, =m, =...=m, esit kok varsa, bu diferansiyel

denklemin lineer bagimsiz ¢éziimleri;

y, =e™

y, = xe™
Y, = Xzemlx
Y, = Xk—lemlx

seklinde olur ve k tanesi yazilan ve toplamda n tane olan diger ¢oziimler ise,
yk+1 — Xemk+l

yk+2 — Xemk+2

seklindedir ve Wronskian determinanti
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W (Y1, Y0 Ys0eenr Yo ) %0

dir ve

Yo (X)=C Y, (X)+C, Y, (X)+C5Y5 (X)+..4C, Y, (X)

seklinde de genel ¢6ziim bulunmus olur.

3. Durum:
Bazi kokler kompleks ise ve iki tane kompleks kok varsa, bu diferansiyel denklemin
lineer bagimsiz ¢dzlimleri; her zaman icin m, =a+bi kok ise, m, =a—bi eslenigi de
kok olacagindan birinci ve ikinci ¢oziim,

a+bi)x _ _axbix

ylzemlxze( =e®e™ =e®™ (coshx+isinbx)

a—bi)x ax o—hix

y, =e™ =el =e®e ™ =e®™(coshx—isinbx)

seklinde bulunur ve iki tanesi yazilan ve toplamda n tane olan diger ¢oziimler ise (kokler

birbirinden farkli olmas1 durumunda),

yS — em3x

y4 — em4x

y — emnx
n

seklinde olur. Eger esit kokler var ise, 2. durum da oldugu gibi ¢oziimler bulunur ve

Wronskian determinanti

W (Y1, Yo, Yareer ¥y ) 20

dir ve

Yo (X)=C Y, (X)+C, Y, (X)+CyY5 (X)+..4C, Y, (X)
seklinde de genel ¢6ziim bulunmus olur.
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Dolayisiyla, Teorem 2.1.2 ‘e gore artik 2. mertebeden lineer sabit katsayili bu (2.1.11),
(2.1.12) ve (2.1.13) homojen diferansiyel denklemlerinin ¢oziimleri yapilabilir.

2.1.1. Kartezyen Koordinatlarda Hemholtz Denkleminden Elde Edilen

Denklemlerin Coziimleri

2.1.1.1. Ikinci Mertebeden Standart Lineer Homojen Diferansiyel Denklemlerin

Coziimleri

Bir onceki iist baslikta Helmholtz dalga denklemindeki skaler y fonksiyonunun

kartezyen koordinatlarda degiskenlerine ayristirilmasi ile ortaya ¢ikan ve her biri 2.

mertebeden standart lineer sabit katsayili homojen diferansiyel denklem olan

X"+ 02X =0 (2.1.11)
Y7 +m? =0 (2.1.12)
Z"+n’Z =0 (2.1.13)

bu ti¢ denklemin genel ¢6ziimii, Teorem 2.1.2 ‘e gore sirasiyla asagidaki gibidir.

1. X"+0°X =0

Ikinci mertebeden lineer sabit katsayili homojen diferansiyel denkleminde, X =e™
seklinde ¢oziim aranir. Bu durumda, bu c¢oziimiin ardisik olarak tiirevleri alinip

yukaridaki denklemde yerine yazilirsa,
X"+ 0*°X =0
m?e™ + (™ =0

e"‘x(m2+£2):0

denklemi elde edilir ve burada; esitligin saglanabilmesi i¢in, ¢arpanlardan biri daima sifir
olacagindan ve €™ #0 (e™ her zaman i¢in €™ >0) oldugundan; diger ¢arpan olan

m? + (* =0 karakteristik denklemi sifir olacagindan,

m? =—0* =>m? =i?* > m=+/i*¢* = m, =il ve m, =—i(
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seklinde kokler bulunur ve bu kokler kompleks oldugundan, diferansiyel denklemin

lineer bagimsiz ¢oziimleri;
_aMmX _ Aifx
X, =e" =e

X2 — em2x — e—i[x
seklinde olur ve Wronskian determinanti
W (Xl, Xz) #0
dir ve
Xy (X)=c¢, X, (X)+¢,X, ()

X;, =ce"™ +c,e™ (2.1.14)

seklinde genel ¢6ziim, linecer bagimsiz ¢oziimlerinden olusan ¢6ziimlerin lineer

kombinasyonu olarak bu sekilde bulunmus olur ve ayrica bu ¢6zlim asagida oldugu gibi

X, =C.e™" (2.1.15)
seklinde de ifade edilebilir.
Benzer sekilde,
2. Y"+m? =0 denkleminin genel ¢oziimii de; Y, = c,e™ +c,e”™ (2.1.16)
Y, =Cee"™ (2.1.17)
3. Z"+n’Z =0 denkleminin genel ¢6ziimii de; Z, = cse™ +cge ™ (2.1.18)
Z, =Cse'™ (2.1.19)

olarak bulunur. Dolayisiyla, Helmholtz denkleminin kartezyen koordinatlarda

degiskenlerine ayirma metodu ile genel ¢6ziimii,

v (xy.2)=X(x)Y(y)Z(2)
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Vi = XY, Zr,
w, = (Clei,(x n Czefi[x )(C3eimy n C4e7imy )(Cseinz n Csefinz ) (2.1.20)
veya
w, =Ce"*C,e"™C e™™ (2.1.21)

seklinde olur ve bu ifade genisletilmis olarak toplam sembolii ile ifade edilirse,

l//h — Z Cleii(XCSeiimyCSeiinZ (2.1.22)

£,m,n

genel ¢oziim bu sekilde elde edilmis olur ve ayrica, burada serinin i¢ kismi da

diizenlenecek olunursa,
F=xi+Yy]+2zk ve k = (i +mj +nk olmak iizere,

l//h =Cleiri,€xc3eirimyC5eiinz =C1C3C5eii£xetimyeiinz — Aeii((x+my+nz) _ AeiiE.F (2123)

genel ¢oziim bu sekilde yazilabileceginden; Helmholtz denkleminin kartezyen
koordinatlardaki ¢6ziimii,

w= Ame" (2.1.24)

‘,mn

genel olarak bu seklinde bulunmus olur.
2.2.  Silindirik Koordinat Sistemi

Helmholtz denklemi silindirik koordinatlarda,

Vi (F)+k?y (F)=0 (22.2)

veya

Vi (p,.2)+Kw(p.p,2)=0 (2.2.2)
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seklindedir ve y potansiyel fonksiyonunun kartezyen koordinatlarda diferansiyelinin

almmasi ile konum vektoriinden ortaya c¢ikan [E 9 EJ vektoriin  kartezyen

ox' oy oz
bilesenlerinin, burada V Nabla diferansiyel operatorii olarak tanimlanabilmesi igin;

kartezyen koordinatlarin silindirik koordinatlara gbre donilisiimiiniin yapilmasi
gerekmektedir. O halde,

llp

~ z Y a:

S|P SRy a3

o a, [)(I

a* . B

S o %

S S

& !

’ ) ’ !

y
>

Y=

B & BT Pp i

~ iy by ~ 1 P
x S -—“---\-\f" . s di - S x=pcosd
. \\y*pgn¢

(a) Kartezyen koordinatlar (b) Silindirik Koordinatlar

Sekil 2.2.1: Kartezyen ve silindirik koordinatlar

Burada; p =silindirin yarigapi, ¢ = silindirin yarigapinin (+X) ekseni ile yaptig1 ac1 ve

z =kartezyen koordinat ekseni olmak tizere,

X = pCOoS @ y=psing z2=12

seklinde kartezyen koordinatlarda diizlem iizerinde bulunan P(X,Y,z) kesisim noktast,

kutupsal koordinatlarla P( £, P, Z) seklinde silindirik koordinatlara doniistiiriilmiis olur.

Dolayistyla, Nabla V = [% , % , %J diferansiyel operatoriindeki kismi tiirevler de;

x=x(p,9) y=y(pr.9) z=1

bagli fonksiyonlar olmak iizere,

o x=X(p,¢) fonksiyonunda,
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1. dereceden tiirev iligkisi

0 _0dp, 0

X op ox

_90p,
op OX
_ 9%,
op OX

0 8(0 e
op OX azax

009,90,

op OXx 0z

0 9
op OX

2. dereceden tiirev iliskisi

2 _2(2), 22y

ox> oplox)ox op\ox ) ox
oo 6,0 0 Op 8,0 a
6,0 8,0 OX 8(0 OX ) OX 8(p

82_1// 0 Gwap Jy Op 8p 0

o2 opl op x O OX ) OX ago

seklinde olur.

oo, 000

op OX Op OX

07 oo AlACo
op OX

op OX

e y=y(p.p) fonksiyonunda ise,

1. dereceden tiirev iligkisi

o0 oo, oo s
oy Opdy Opdoy 0Ly
0 8,0 0 O¢ 80
" op oy 8¢8y o
_009 009
op oy O oy
2. dereceden tiirev iliskisi
o _2(2)p, 22
o oploy)oy oploy

}6_¢
o

24
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_i(ia_p+ia_¢]ap a[a 6p+86¢)j8(0

op\ap oy Opoy)oy op\op oy op oy ) oy
>y _ a(awap al//ﬁq)J_p i[@_w@_p awaq)jﬁqp
oy dp\dpdy opdy)oy Op\dpdy o¢ dy)dy

seklinde bulunmus olur.
e z =7 fonksiyonunda da,

1. dereceden tiirev iliskisi

0° 0?
82_2 0z
R % _ R %
0z*  0z°

bu sekilde olacagindan ve, X ve y fonksiyonlarinin ( p,(p) degiskenlerine bagli ifadeleri
de;
X = pCoS¢e

y=psing
seklinde oldugundan,
X2+y2=,02:>,0= ’x2+y2

X =tanp = @ =arctan (Xj
X X

esitlikleri elde edilir. O halde, fonksiyonlarin 1. dereceden ve 2. dereceden tiirev

iligkilerine bakildiginda; p degiskeninin sirasiyla X ve y degiskenlerine gore tiirev

degerlert,

25



p=x"+Yy’
1

(v

x* +y? =u denilirse,

(0] O (R0 [ O R
P 4 2(x2+y2); Je+yr e 4

seklinde olur ve diger degisken olan ¢ degiskeninin de, sirasiyla X ve y degiskenlerine

gore tiirev degerlerine bakilacak olunursa da,

Q= arctan(lj
X

b u denilirse,

X

@ = arctan(u)

u \x) X2 y Yy _ sing
¢X_1+u2_ (yjz_x2+y2__x2+y2__;__7
1+ = 2
X X
¢: uy = X = X2 = X _i:ﬂ
y 1+u2 y2 X2+y2 X2+y2 ,0 ,O
+(x] X’
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@ ‘nun X ‘e ve y ’ye bagh tiirev degerleri bu sekilde bulunmus olur. Dolayisiyla, bu

bulunan degerler silindirik koordinatlarda tanimlanan Helmholtz denkleminde yerine

yazilip gerekli islemler yapildiginda,
Vi (F)+k*y (F)=0
w(p.¢,2)+ Ky (p.¢,2)=0

Vi +ky =0

o° o8 &
(a?+W+E]W+k2WZO

81// azw o’y
aXZ ayZ 822

+k2(//:0

0 81//8,0 dy Op Gp 0 81//8,0 Jy Op | 0p
6,0 op 6X O OX ) OX a(p op 6X o OX ) OX

{a(ay/ap ay/agojap 6[81//8,0 61//8(0)8(0} 0%y V=0

op &y Op Oy Joy Op\op &y O dy)oy | oz

9 al//(cosw) 8;//[ n¢jjc08§0+i[a—vl(cosw)+a—l//£—sm(p}}(—sm(DJ
op\ op op\ p op\ op op\ p p

+ i[a_l//(sin¢)+5_WE_COS(PDSin¢+i{5W(Sm(p) 6W(COS¢D—COS¢
| op\ Op op\ p op\ op op\ p p

2
+6—V2/+k2w20

oz
- 2 _
(8 UZ(COS¢)+O+5_W[_SIH(0J aw[ chosqo+
op Opop P op\ p
2 2 : )
[ oV (Cos(ﬂ)+a—w(—sin q0)+6 "Z(——S'”‘”jﬁ_%”[_ Cos{f'pﬁ(__s'”w]
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[ A2
[Z W(Sln(0)+0+ oy (COS¢]+6—W[— Cosfj]sin Qo+
0

" OpOp op P
2 -
[ o’y (singo)+a—l’”(cos¢) 0 V/(Cosgoj 8_z,y(_smg§.pn(003¢]
2
Vo 2
+kwy =0
aZZ l//
[ 2 [_S‘”(PCOW}G_W(M]}
5pa(0 P 8(/) pz

COS(DSII’I(/) Lo sin ¢ +azw sin’ @ | Oy [cospsing
op\ p ) 09*\ p* ) oo\ p° |

2 2 H H
[alg sin p)+ O’y (COS(DSIH(DJ+6_1//[_COS(oilngoD_i_

.\ opop P op P
smgocosqoj a_z//(coszgo}Lazw[cosz¢J+6_y/[_sin(pcowD
awﬁp p op\ p ) o9’ p* ) Op P’ |
O’y 2
+—+kw=0
oz’ v

olur ve esit kismi tiirev operatorleri ortak paranteze alinirsa,

2 2 . )
a_‘/z’(cosz (p+sin2 (p)+ oy (_SIH§DCOS¢)+COS(pS|n¢j
opOgp p p

. Dy (sin @COSp  COS@sin (ijr Oy (_ cosgsing _ sin ¢)C08¢)j

o’ p° o dgop P p

+a_y/[sin2 @+ C0s> gpj+ O’y (sin2 @+ C0s> (pj+a_z//(c03(psingo _sin (pCOS¢j

op p Gl P’ op\ P P’

Oy 2
+—+kw=0
oz’ v

olur ve sin®*p+cos®’p=1 trigonometrik 6zdesligi kullanilip gerekli sadelesmeler

yapildiginda,
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2 2 2
CATANCCUA 3 R4 B ) A SR (2.2.3)
op? 8/0 p) 0p°\ p

denklemi elde edilir ve bu ikinci dereceden p kismi tiirev operatoriiniin bulundugu kisim

asagidaki sekilde yazildiginda,

pl&zl// loy 1%y Gzl//
pdp* pop paco T

+k2p =0 (2.2.4)

ve ifade 1/ p parantezine alindiginda,

2 2 2
1 81//+8:// o — ! 61// v Y i k?y =0 (2.2.5)
op° op ) p°op 62
denklemi bulunur ve tersi kendisine esit olan denklem,
2 2
LN LU U S A S (2.2.6)
L Op 8,0 p°- o0p° 01

en son hali ile bu sekilde ifade edilmis olur.

Dolayisiyla, aynen kartezyen koordinat sisteminde yapildigr gibi; Tanim 2.1.1 ‘e gore

Helmholtz denkleminin silindirik koordinatlarda degiskenlerine ayirma metodu ile

¢oziimlerinden birisi  y(p,9,2)=R(p)®(¢p)Z(z) olsun ve kabul edilen

v (p.¢.2)=R(p)P(¢)Z(z) ¢bziim, Teorem 2.1.1 *e gore denklemi saglayacagindan;

(2.2.6) denkleminde yerine yazilirsa,

L2 oL Ro00)2(2) [+ T (R 0(0)2(2)

pop\” op

aZ

t— —(R(p)®(9)Z(2))+k*(R(p)@(¢)Z(2))=0 (2.2.7)

olur ve kismi tiirev operatdriinde 2. dereceden tiirev iligkisi de,

¢ _a(a
op®  Op\ o
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O_Z_Q(gj
0z oz\ oz

seklinde oldugundan; elde edilen denklem,

%%@R'(p)@(«))zu))%%[%(R<p>®<¢>2(z>ﬂ
2 2 R()P(0)2(2) | e (P()0(0)2(2) =0
S PR (D)@(0) (1)« L (R(2) 0 ()2(2)) + S (R()(9) (2)

+k?(R(p)@(9)Z(2))=0 (2.2.8)

seklinde bulunmus olur ve bundan sonraki bdlimde; R(p)=R, ®(¢)=® ve Z(z)=Z

tanimi kullanilirsa,

2 2
19 pd—RCDZ +i2OI quZ+d ZZRd)+k2RCDZ:O (2.2.9)
pop| dp p° de dz
veya
2 2
19 pd—R q>z+i2d—q2)Rz+d 2ZRCD+k2RCDZ:O (2.2.10)
pop| dp p° de dz

olur ve k sabitinin yanindakiler yok edilirse (her taraf 1/R®Z ile ¢arpilirsa),
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16| dR|1 1d®1 dz1 ,
——lp— |zt =+—5=+k"=0
pop|l dp|R p de” @ dz Z

veya

10 dR|{1 1 d°®1 d°z1 2
P VBl I e T S B S
pop|l dp|R p°de @ dz© Z

(2.2.11)

(2.2.12)

denklemi elde edilir. Burada, k sabit say1 oldugundan esitligin diger tarafi da sabit say1

olmalidir. Su anda, sadece bir bagimsiz degiskene (tek degiskene) bagli terim z bagimsiz

degiskeninin oldugu terim oldugundan; O halde, bu terim yalniz birakilirsa,

1o RI1 1d®1 ., dZ1
pop|  dp|R p°dep® @ dz® Z
D r A 4 e

ve her iki taraf — ¢* sabitine esittir denilirse, bu esitlikten

_dzzlz_ﬁ2
dz® Z
ve
2
1o RIL 1oL .
pop| dp|R p° de” @
veya

(2.2.13)

(2.2.14)

(2.2.15)

.2.13) ve (2.2. enklemleri ortaya ¢ikar ve (2.2. enklemindeki —¢“ —k* toplami
(2.2.13) ve (2.2.15) denklemleri ortaya ¢ikar ve (2.2.15) denklemindeki—(> —k? topl

sabit say1 oldugundan bu ifadeye,

1] Rl 1d®1 , ,
——|p— |+t ==k
pop| dp|R p°de @ «_______

31

(2.2.16)



—-m? sabiti denilirse; m® = (> +k” esitligi elde edilmis olur ve buradan

2
1o RIL 1del_ @21
pop|l dp|R p°de° @

seklinde (2.2.17) denklemi elde edilir. Burada, m sabit say1 oldugundan esitligin diger
tarafi da sabit say1 olmalidir. Su anda, hi¢bir terim bir bagimsiz degiskene (tek degiskene)

bagli olmadigindan; ¢ bagimsiz degiskeni olusturmak igin, (2.2.17) denkleminde her iki

taraf p* ile carpilirsa,

La[ RIL, Lider .
pop| dp|R p° do® © r

2
0| dri1 d PL_ ey (2.2.18)
op|” dp |R do° @

ve olusan ¢ bagimsiz degiskeninin oldugu terim sadece bir bagimsiz degiskene sahip

oldugundan; O halde, bu terim

A
;____;2___'
—n’ sabitine esittir denilirse,
do1_ . (2.2.20)

do® @

(2.2.20) denklemi elde edilmis olur ve son hali ile denklem,

O, 0RIT o 22

P30l P35 R p
9 pd—R l:—m2,02+n2 (2.2.21)
op| dp|R
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bu sekilde bulunmus olur. Dolayisiyla, Helmholtz denkleminden silindirik koordinatlarda
degiskenlerine ayirma metodu ile bazi denklemler elde edilmis olur. O halde,

buldugumuz bu denklemler 6zetlenecek olunursa,

1. o* %—52 (2.2.13)
O 1 2
2. 6=—n (2.2.20)
(P
3. { }R =—m’p° +n° (2.2.21)
k* =m?® —(?

seklinde 2. mertebeden lineer sabit veya degisken katsayili iic homojen diferansiyel

denklem elde edilmis olur.

Dolayisiyla, Teorem 2.1.2 ‘e gore 2. mertebeden lineer sabit katsayili bu (2.2.13) ve
(2.2.20) homojen diferansiyel denklemlerinin ¢oziimleri yapilabilir. Ancak (2.2.21)
denkleminin ¢6ziimii i¢in ise, EK boliimiinde agiklanan 4.1, 4.2 ve 4.3 Teoremlerinden

yararlanilacaktir.

2.2.1. Silindirik Koordinatlarda Helmholtz Denkleminden Elde Edilen

Denklemlerin Coziimleri

2.2.1.1. ikinci Mertebeden Standart Lineer Homojen Diferansiyel Denklemlerin

Coziimleri

Bir dnceki st baslikta Helmholtz dalga denklemindeki skaler v fonksiyonunun silindirik

koordinatlarda degiskenlerine ayristirilmasi ile ortaya ¢ikan {i¢ denklemden iki tanesi 2.

mertebeden standart lineer sabit katsayili homojen diferansiyel denklem olan

d’z 1
3;’ ;) —n? (2.2.20)
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bu (2.2.13) ve (2.2.20) denklemlerinin genel ¢6ziimii, Teorem 2.1.2 ‘e gore sirasiyla

asagidaki gibidir.
2
L 021,
dz® Z

denkleminde ifade diizenlendiginde (her iki taraf Z ile garpilirsa),

d?z

o —(°Z=0

7' (7 =0 (2.2.22)

seklinde 2. mertebeden lineer sabit katsayili homojen diferansiyel denklem elde edilir ve

bu (2.2.21) denklemin genel ¢oziimii de, Teorem 2.1.2 ‘ye gore bolim 2.1 ‘in son

kisminda agik olarak yapildigi gibi; Z=e™ seklinde aranan ¢6ziimiin ardisik olarak

tiirevleri alinip denklemde yerine yazildiginda,
Z,(z2)=cZ,(z)+c,Z,(2)
Z, =ce” +ce” (2.2.23)
seklinde genel ¢6ziim, lineer bagimsiz c¢oziimlerinden olusan c¢oziimlerin lineer

kombinasyonu olarak bu sekilde bulunmus olur ve ayrica, bu ¢6ziim asagida oldugu gibi;
hem

Z, =Ce*" (2.2.24)

seklinde de ifade edilebilir, hem de

(z —(z (z —(z

. —e e“+e .
sin(z :T ve CoS/(z :T olmak iizere,
i

Euler a¢ilimi kullanilarak bu ifadeler diizenlenirse,
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2isinlz=¢" —g™“

2coslz=e" +e "
ve elde edilen bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa,

2isin (z +2cos (z = 2e"

e” =cos(z+isin (z

denklemi elde edilir. Dolayisiyla, e = cos (z—isin (z olacagindan;
ce” +c,e”” =, (coslz+isin(z)+ic, (cos(z—isin(z)

=(c,+¢,)cos(z+i(c,—C,)sin(z

esitligi elde edilmis olur. Burada; ¢, +c¢, =d, ve i(c,—c,)=d, seklinde tanimlanirsa,

¢oziim fonksiyonun bir diger gosterimini de;
Z, =ce” +ce’”

Z, =d,cos(z+d,sin(z (2.2.25)

olarak da ifade edilebilir.

d’o 1
dg?

2

2.

=-n

denkleminde ifade diizenlendiginde (her iki taraf @ ile ¢arpilirsa),

~=-n’®
do
d?d

- +n’®=0
do

O"+n*d=0 (2.2.26)

seklinde 2. mertebeden lineer sabit katsayili homojen diferansiyel denklem elde edilir ve

benzer sekilde Teorem 2.1.2 ‘e gore,
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®"+n’® =0 denkleminin genel ¢dziimii de; @, =c,e™ +c,e™™ (2.2.27)
D, =C,e™ (2.2.28)
olarak bulunmus olur.

2.2.1.2. Silindirik Bessel Diferansiyel Denkleminin Coziimii

Bir dnceki tist baslikta Helmholtz dalga denklemindeki skaler v fonksiyonunun silindirik

koordinatlarda degiskenlerine ayrigtirilmasi ile ortaya ¢ikan ii¢ denklemden bir tanesi de

2. mertebeden standart lineer degisken katsayili homojen diferansiyel denklem olan

/oi pd—R iz—m2,02+n2 (2.2.21)
op| dp|R

bu (2.2.21) denklemin genel ¢oziimiine gegilmeden 6nce ifade diizenlenirse (her taraf R

ile garpilirsa),

p(j—i+pj;§}:(—m2p2+nz)R
[pdd—i+p2 j;§j=(—m2p2+n2)R
( 2323 pj—z]—(—m2p2+n2)R:O
(pz g;f +pj—ij+(m2p2 -n’)R=0 (2.2.29)
veya
P*R"+ pR'+(m?p* —n* )R =0 (2.2.30)
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seklinde 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen diferansiyel denklemi elde
edilir ve bu tip denklemlere Bessel diferansiyel denklemi denir. Burada; m sabitim? >0

dir. Eger bu 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen diferansiyel denkleminde,

pZR”+pR’+(m2p2 —nz)R:O

p° olmasayd (sabit olsaydi), bu denklemin ¢dziimii i¢in; Ek béliimde detayl bir sekilde

aciklanan Teorem 4.1 kullanilabilirdi. Bu yilizden, bu tip diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii i¢in, EK ‘deki kuvvet serisi metodu (a =0 ise, Maclaurin serisi; a =0 ise, Taylor

serisi Teorem 4.2 veya Frobenius serisi Teorem 4.3) kullanilir.

Dolayisiyla, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 ‘e gore; 2. mertebeden lineer degisken katsayili
homojen silindirik Bessel diferansiyel denkleminin kuvvet serisi ile ¢6ziim yontemine

gecilmeden once (2.2.30) ’deki Bessel denklemi standart form seklinde yazilirsa,

pPR"+ pR'+(m’ p* —=n* )R =0

Bessel diferansiyel denklemindeki p bagimsiz degiskenini mp = x (m =sabit) olacak
sekilde X degiskenine bagli olarak tanimlanirsa (mp = x seklinde p degiskeninin X
degiskenine doniisiimii yapilirsa),

mp = X

X
p =— olurve
m

R= R( p) fonksiyonun tiirevlerinin, R= R(X) fonksiyonunun tiirevlerine

doniistimii de;

z R _OR o r R _d(dR)cx
dp dxdp _dpz_dx dp)dp
O _d(dR ) o
dx dx\ dx dp Jdp
=R'.m :i(R’.m).m
dx
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=(R".m).m
— Rn.mZ
seklinde olacagindan; bulunan bu ifadeler (2.2.30) denkleminde yerine yazilirsa,
X\’ X x Y’
(—j R'm* + [—j R'm +(m2 (—] —~ n2] R=0
m m m
X’R"+XR'+(X* =n’ )R =0

(2.2.31)

olarak Bessel diferansiyel denklemi standart form sekline getirilmis olur ve n € Z olmak
tizrere, Teorem 4.3 ‘deki 2. Metod ’a (Frobenius metodu) gére bu diferansiyel denklemin

silindirik koordinatlardaki ¢oziimii icin; (2.2.31) denkleminde her iki taraf x* ‘ye

boliniirse,
x? —n?
R"+12R'+( i Jaco
X X
x* —n?
R”+ER'+¥R=O (2.2.32)
X X

R"+P(X)R'+Q(x)R=0

seklinde elde edilen 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen Bessel diferansiyel

denkleminde, P(x) ve Q(x), x=0 noktasinda analitik degil (x=0 tekil nokta)

oldugundan; denklem

seklinde yazildiginda, p(x) ve q(x), x=0 noktasinda analitik ve

i . 1
lim(x—x,)P(x)= legg(x—o);=1:> Po

X=X

. 2 . z(Xz_nz) .
lim(x-x,)" Q(x)=lim(x-0)"*——==-n’ = ¢,; n=sabit

X—Xo x—0 X
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seklinde her iki ifadenin de limit degerleri var oldugundan; P(X) ve Q(X), x=0

noktasinda tekil nokta olacagindan, Frobenius seri ¢oziimii yapilabilir. O halde, indis

denkleminin kokleri,
r(r—1)+ por+q, =0
r(r-1)+1r+(-n*)=0

r’—r+r-n°=0

seklinde bulunur ve Teorem 4.3 ‘deki indis koklerinin ( a) kisminda belirtilen durum

sartlarina gore,
I >, i¢in r,—r, =n—(-n)

= 2n ¢ Z* oldugundan,
R1 — zan Xm—r1 — z az Xﬂw—r1
n=0 A=0

R2=anx"”2 =Z:b/lx’”r2 seklinde ¢oziim aranir (demek diferansiyel
n=0 =0

denklemde yerine yazildiginda denklemi saglamasi demektir).

O halde, 1. ¢6ziim (Rl) icin ifadenin ardisik olarak tiirevleri alinip (2.2.31) denkleminde

yerine yazilirsa,

R1 — Zaﬁvxﬂ.ﬂ'
=0
R = 3 (A+r)a, x>
A=0
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R’ = i/ur (A+r-1)a,x*"?
A=0

s

(A+r)(A+r-1)a +i A+r)a ialx/“”z_nzzaixiﬂ _0
4=0 =0

T
o

A+r

denklemi elde edilir ve hepsinin ortak toplamda toplanabilmesi i¢in; X**" nin kuvvetleri

esit hale getirilirse, denklem

M
s

(A+r)(A+r=D)a,x"" +> (1+r)a, +Za X*"2—n?> a,x*" =0

T
o
T
o
i“
o

A —> A—2 yazilirsa

M
s

A+r)(A+r=a x*+> (A+r)ax"" +>a, x""—n*> ax*" =0
ﬂ. A2 A

T
o
T
o
~
||

N
iy
o

halini alir. Burada; hepsinin ayni indise getirilebilmesi i¢in, toplamlar istenilen indise

kadar terimleri agik olarak toplam disina yazildiginda;
(0+1)(0-1+1)aX"" +(L1+r)(1-1+1)ax"" +(0+r)ax™" +(1+r)ax" —n?(ax™")

n(a, 1+r)+;i;‘|: (A+1)(A+r=1)a,x"*" +(A+r)a,x"" +a, ,x"*" —n’a,x**" |=0

r(r-1)a,x" +r(r+1)ax"" +rax" +(r+1)ax"" —n*ax" —n*ax""

o0

+> [(A+r)(A+r-1)a, +(A+r)a, +a, ,—n’a, [x"" =0

A=2

1+r

[r(r-1)a,+ra, —na, |x +| r(r+1)a +(r+1)a —n’a |x

Z[(/Hr)(/ﬂr 1)a, +(A+r)a, +a, ,—n’a ]x“—o (2.2.33)

A=2
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denklemi elde edilir ve ifadenin sifir olabilmesi i¢in, X* nin biitiin katsayilarmin (her bir

terimin tek tek) sifir olmasi1 gerektiginden;
[r(r-1)a,+ra, —n’a, |x" =0 (2.2.34)

[r(r+1)a+(r+1)a —n’a, |x" =0 (2.2.35)

00

Y[(a+r)(A+r-1)a, +(2+r)a, +a, ,—n’a, |x"" =0 (2.2.36)

A=2
esitlikleri elde edilir. O halde, bu esitlikler sirasiyla incelenecek olunursa;
1. [r(r-1)a,+ra, —na, |x" =0

ifadesinde gerekli diizenlemeler yapildiginda (ifade sabit deger olan a, parantezine

alinirsa),
[ao(r2 —r+r—n2)]xr =0
[ao (r? —nz)]xr =0

3,(r*-n*)=0

esitligi elde edilir. Burada; esitligin saglanabilmesi i¢in, ¢arpanlardan biri daima sifir

olmasi gerektiginden ve a, =0 icin (8, =0 kabul edilmesi durumunda biitiin terimler 0

cikacagindan ve ¢6ziim bulunamayacagindan; a, =1 kabul edilirse),

olarak indis denkleminin kokleri bulunmus olur.
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2. [r(r+1)a +(r+1)a, —n’a [x*" =0

ifadesinde de gerekli diizenlemeler yapildiginda (ifade sabit deger olan a, parantezine

alinirsa),
[al(r2 +r+r+1—n2)]x1+r =0
[ai(r2 +2r+1—n2)]x1+r =0

a(r’+2r+1-n*)=0

denklemi elde edilir. Burada; bu esitligin saglanabilmesi i¢in, indis koklerinin denklemi
saglamas1 gerektiginden ve L =n ve r,=-n igin, r’+2r+1-n>=0 esitligi

gerceklenmediginden; a, =0 olmas1 gerekmektedir.

3 il:(l—i_ r)(/?’+ r_l)a/l +(ﬂ’+ r)a‘j, +a, , _nzalilxmr =0
2=2

ifadesi i¢in de gerekli diizenlemeler yapildiginda (ifade sabit deger olan a, parantezine

alinirsa),

i[aﬂ (’12 +Ar=A+Ar+r? _r+/1+r_n2)+aHJX4+r =0

A=2

M

[aﬂ (4% +24r+17 —n2)+a)y_2]x’“r =0

~
II

2

a, (r* +2ar+r’-n’)+a, , =0; 122

ifadesi elde edilir ve elde edilen bu ifadeye gore, terimlerin ortak toplamda toplanabilmesi

i¢in, yapilan doniisiim (/1 —>/L—2) geri alinirsa; A — A+2 yazilirsa,
a,., ((/1+2)2 +2(A+2)r+r? —n2)+a“272 =0: 1+2>2

a,,((1+2)(2+2+2r)+r*—n’)+a, =0; 120
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a,,((A+2)(A+2+2r)+r*—n?)=-a,; 120

a&
a,,=- ; 420 2.2.37
2 (A+2)(A+2r+2)+ 17 -1 (2:2:31)

seklinde bir tekrar iliskisi (recurrence relation) elde edilir. Dolayisiyla,
1. Cozim: r, =n igin;
Ir =n kokii, (2.2.37) ‘daki tekrar bagintisinda yerine yazilirsa,

a/l
=— ; A2>0
iz (1+2)(A+2n+2)+n* —n’

aﬂ. .
=— 4120, A#2
(A+2)(A+2n+2) ”

esitligi elde edilir ve

. a,
=0 igin, a, =
o % =T 0 2) (0 2+ 2)

3
2(2n+2)

-~ :a,=1idi

G
(1+2)(1+2n+2)

A=1igin, a, =—

-4 -0 idi.
3(2n+3) ’ =01

=0
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A=2 igin, a, =-
& =T )2+ 2 2)

%
4(2n+4)

~ 222(n+2)

1
22222.1(n+2)(n+1)

_ 1
- 2'2)(n+2)(n+1)

A=3 =
% =T 31 2) (3420 +2)

(4+2)(2:2n+2)

A=4igin, a; =—

- 62(n+3)

1
_2°2)(n+2)(n+1)
~ 232(n+3)

1
~2°2%3.21(n+3)(n+2)(n+1)
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B 1
2°31(n+3)(n+2)(n+1)

seklinde devam eden a, sabitleri bulunur ve bu sabitlerin biitiin terimleri genel olarak,

p 1
% =(-1) 2 pi(n+p)(n+p-1)(n+p-2)..(n+3)(n+2)(n+1)

; p=123,..

sekilde yukaridaki (2.2.38) ‘daki gibi ifade edilebilir ve bu bagintiyr daha kompakt bir
formda yazabilmek i¢in, asagida Teorem 2.2.1 ‘de tamimlanan Gama fonksiyonunun

ozelliginin bilinmesi gerekmektedir.

Teorem 2.2.1: F(Z) Gama fonksiyonu olmak iizere,

~ lim -l N5 2£0,-1,-2,...
)=l a2 (zn-2)aen-Dien) - 27012

seklinde tanimlan gamma fonksiyonunda z — z+1 yazildiginda,

. 1.23...n et
F(Z+l)_r|1—>°°(Z+1)(Z+2)(Z+3) ..... (z+n-1)(z+n)(z+n+1)

esitligi elde edilir ve bu ifade de; pay ve payda z ile ¢arpildiginda,

. 1.2.3...n net 2
(2 +1)(2+2)(2+3).(z+0-1)(z+n)(z+n+1) 'z

_lim 1.2.3...n n nz
e 7(2+1)(2+2)(z+3)...(z+n-1)(z+n) (z+n+1)

_lim 1.2.3...n n nz
e 7(2+1)(2+2)(z+3)....(z+n-1)(z+n) (z+n+1)

_lim 1.2.3...n W lim nz
e 7(2+41)(2+2)(z+3)....(z+n-1)(z+n) m=(z+n+1)
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z=11igin, '(2)=T(1+1)=1I(1)=1.1=1
z=2 i¢gin, '(3)=T(2+1)=2I(2)=2I(1+1)=2.1I'(1)=2!=2
z=3 i¢in, ['(4)=T(3+1)=3I(3)=3I(2+1)=32I(1+1)=3.21I(1)=3!=6

seklinde devam eden gamma degerleri bulunmus olur ve bu degerler genel olarak,

z=n igin, I'(n)=(n-1)I'(n-1)

n—1)( )T(n-2)

(n-1)(n-2
(n-1)(n-2)(n-3)....3.2.1
(n—

n—1)!

seklinde ifade edilir.

Dolayisiyla, Teorem 2.2.1 ‘e gore (2.2.38) ‘de elde edilen bu bagintinin payda

bolimundeki

(n+p)(n+p-1)(n+p-2)..(n+3)(n+2)(n+1)

kismini elde edebilmek igin,

F(n) = (n —1)F ( n —l) esitliginde; n — n+ p+1 yazilir ve ifade acgilirsa,
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r(n+p+1)=(n+p)T(n+p)

(n+p)(n+p-1)'(n+p-1)

=(n+p)(n+p-1)(n+p-2)....(n+3)(n+2)(n+1)(n+1)

%:(n+p)(n+p—l)(n+p—2) ..... (n+3)(n+2)(n+1)

esitligi elde edilir ve bu ifade istenilen iligkide yerine yazildiginda,

p 1
% =(1) 2 pi(n+p)(n+p-1)(n+p=2)..(n+3)(n+2)(n+1)

. X I'(n+1)
=1 2°° p!T(n+p-1)
b n! ol
=(—1) m y p—1,2,3,... (2'2'39)

seklinde ifadenin daha kompakt bir bigimde gosterilmesi saglanmis olur. Dolayisiyla,

R1 — a Xn+r1 — a X}w—r1

an nix? nix* n!x®
=x"|1- + - +...
22(n+1)1 " 2°21(n+2)!l 2°31(n+3)!

; ;o nIx*
=X2,() 27 21(n+ A)!

0
A=0

n ]y 24+n

i(—l)}“ m ve pay ve payda 2" ile carpilirsa,

=0
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224n 2n

2V Feae

A=0

22+n

— oty (—1)f —— X
"2 T am )

oS (D) (xy"" 0 2.2.40

S Sz (2:2.40)
J,(x)

veya

- © (_1)/1 X 2],+n. B

=2 n!;m > ; x>0,n=0,12,.. (2.2.41)

__________ r_________'

J,(x)

veya

=c.J,(x) (2.2.42)

seklinde 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen silindirik Bessel diferansiyel

denklemin (R=R(x) fonksiyonunun x=0 diizgiin tekil noktasindaki) 1. ¢dziimii

(lineer bagimsiz {ortak} ¢ézlimlerinden birisi) bulunmus olur.
2. Cozliim: r, =—n igin;

r=—n koki de, bu 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen silindirik Bessel
diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii oldugundan; Teorem 2.1.2 ‘ye gore 1. ¢oziim bu
diferansiyel denklemi sagladigindan, 2. ¢6ziim de 1. ¢oziimdeki denklemi saglayacagina

gore ve bu iki ¢oziim birbiri ile lineer bagimli ¢dziim olacagindan, ve
I, >T, i¢in ,—r, =n—(-n)

= 2n ¢ Z* oldugundan; (2.2.40) ¢dziim fonksiyonunda (n— —n)

yazilirsa,
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3., (x)= i_(;)l(ijm (2.2.43)

S (-n+ ) 2
veya
© (_1)]L (XJZA—n
J =) ———F = ; 0,n=0,12,.. 2.2.44
=2 e) e (2.2.44)

seklinde 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen silindirik Bessel diferansiyel

denklemin (R=R(x) fonksiyonunun x=0 diizgiin tekil noktasindaki) 1. ¢dziimiine

bagli lineer bagimli ¢6ziim bulunmus olur ve asagida gosterildigi iizere,
I (x)=(=1)" J,(x)
seklinde de bir esitlik s6z konusudur [7].

- 22-n
_ - X
“( n+/1) (zj

A — A+n yazilirsa

i (- 1)““ ( gjzwn)—n

Z(A+n)(-n+A+n)!

Z<( ?ff(l) (XJW"”
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O halde,

J_,(x)=(-1)"J, () esitliginde (-1)" =cosnz ve O=sinnz oldugundan,

I (x)=J,(x)cosnz=0 ;n €Z

=N, (x) (2.2.45)

fonksiyonu Bessel diferansiyel denklemin (R = R(x) fonksiyonunun x =0 diizgiin tekil

noktasindaki) 2. ¢6ztimii (lineer bagimsiz {ortak} ¢dzlimlerinden digeri) olarak bu sekilde

bulunmus olur [8,9]. Dolayisiyla, silindirik Bessel denkleminin (R = R(X)

fonksiyonunun x =0 diizgiin tekil noktasindaki) genel ¢6ziimii;
R(X)=csR (X)+¢sR, ()
=C,J, (X)+Cc,N, (x)
R(p)=¢J,(mp)+c,N, (mp) ;n€Z (2.2.46)

seklinde lineer bagimsiz ¢oziimlerden olusan, ¢6ziimlerin lineer kombinasyonu (2 tane

¢ozlim 2 tane parametreye bagli) olarak bu sekilde bulunmus olur ve ayrica 1. dereceden
Bessel (J,(x)) ve 2. dereceden Neumann (N, (x)) fonksiyonlar1 Hankel (H,(x))

fonksiyonlari cinsinden de yazilabileceginden; bu ¢6zliim asagidaki tanimlar kullanilarak,

su sekilde de ifade edilebilir.
H,% (x)=J, (x)+iN, (x) (2.2.47)

H,? (x)=13, (x)=iN, () (2.2.48)

tanimlarina gore, 1. dereceden Hankel (Hn(l) (mp)) fonksiyonu ile 2. dereceden Hankel

(Hn(z) (m p)) fonksiyonu Once taraftara toplanirsa,

H,% (mp)+H,? (mp) =23, (mp)
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veya

3, (mp) = %(Hn(” (mp)+H,? (mp))

denklemi elde edilir ve Simdi de, bu 1. dereceden Hankel (Hn(l) (mp)) fonksiyonu ile 2.

dereceden Hankel (Hn(z) (mp)) fonksiyonu taraftara ¢ikarilirsa,
H,% (mp)-H,” (mp)=2iN, (mp)
veya

N, (mp) =%(Hn(1) (mp)—Hn(Z) (mp))

esitligi bulunmus olur ve elde edilen bu degerler (2.2.49) genel ¢6ziimiinde yerine

yazildiginda,

G G @ G G 2)
=|=>+—=|H mp)+| =—— (H m 2.2.49
(o3 1 mo)s( -5 1 () (2249
L . S C G C G, . .
ifadesi elde edilir. Burada; ?+?:dl ve ?—?=d seklinde tanimlanirsa, ¢6ziim
| |

fonksiyonun bir diger gdsterimi de;
=d,H," (mp)+d,H,? (mp) ;n €z (2.2.50)

seklinde bulunmus olur. Dolayisiyla, Helmholtz denkleminin silindirik koordinatlarda

degiskenlerine ayirma metodu ile genel ¢6ziimii;
v(p.9,2)=R(p)®(9)Z(2)

Wi (p,(p,Z)Z Ronn (p)(l)n ((D)Zm (Z)

vy =R, @, Z,
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v, = (3, (mp)+¢N, (mp))(c,e™ +c,e™™ ) (ce” +ce ) (2.2.51)

veya

v, =(cJ, (Mp)+cN, (mp))C.e™™ (d, cos (z+d, sin (z) (2.2.52)

seklinde olur ve bu ifade genisletilmis olarak toplam sembolii ile ifade edilirse,

v, =2 (cd, (mp)+cN, (mp))C,e*™ (d, cos(z +d, sin (z) (2.2.53)

m,n

genel ¢oziim bu sekilde elde edilmis olur ve ayrica, burada serinin i¢ kismi da

diizenlenecek olunursa,

v, =C5J, (mp)C,e™ +c,N(mp)C,e*™ (d, cos(z+d,sin (z)

v, =¢;CJ, (mp)e™ +¢,C,N, (mp)e*™ (d, cos(z+d,sin (z)

v, =[ A, (mp)+AN, (mp)]e*™ (d, cos(z+d,sin(z) (2.2.54)
bu sekilde yazilabileceginden; Helmholtz denkleminin silindirik koordinatlardaki
¢ozimii,

W, = Z[Ajm J,(mp)+A, N, (mp)]ei‘”‘” (d,cos(z+d,sin(z)  (2.2.55)

m,n

genel olarak bu seklinde bulunmus olur.
2.3. Kiiresel Koordinat Sistemi

Helmholtz denklemi kiuresel koordinatlarda,

Vi (F)+k?y (F)=0 (2.3.1)

veya

Vzl//(r,é?,go)Jrkzl//(r,@,(o):O (2.3.2)
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seklindedir ve y potansiyel fonksiyonunun kartezyen koordinatlarda diferansiyelinin

alimmasi ile konum vektoriinden ortaya c¢ikan E,E,ﬁ vektoriin  kartezyen
OX oy oz

bilesenlerinin, burada V Nabla diferansiyel operatorii olarak tanimlanabilmesi igin;

kartezyen koordinatlarin kiiresel koordinatlara gore doniisiimiiniin yapilmasi

gerekmektedir. O halde,

z y f y
AN ' s s >~ \p : i i -
SN 5 e . i e ‘13 : _‘_\_‘;_\f, -" N x=pcosd
y=psind
(a) Kartezyen koordinatlar (b) Silindirik koordinatlar
A-

a,

B ag
P,

S R

0
~ :

i —z=rcosd

, . 2

S - >
5 i &

__________ Q_\_\!f -=7 Nx=pcosd
Vs p=rsinf

y=psind

(c) Kiiresel koordinatlar

Sekil 2.3.1: Kartezyen, silindirik ve kiiresel koordinatlar

Burada; p =koninin yarigapi, r =kiirenin yarigapi, ¢ =koninin yaricapinin (+X) ekseni

ile yaptig1 ag1 ve @ =Xkiirenin yarigapinin (+Z) ekseni ile yaptig1 ac1 olmak iizere,

X = pCOoS @ y=psing Z=rcosd

=rsingcoso =rsingsing
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seklinde kartezyen koordinatlarda diizlem iizerinde bulunan P(X, Y, Z) kesisim noktasi,

kutupsal koordinatlarla P(r, 0, (p) seklinde kiiresel koordinatlara doniistiirtilmiis olur. O

halde, Nabla V = 9 ﬁ,ﬁ diferansiyel operatoriindeki kismi tiirevler de;
OX oy oy
=x(r,0,9) y=y(r.0,0) z=1(r,0)

bagli fonksiyonlar olmak {izere,
e x=x(r,0,¢p) fonksiyonunda,

1. dereceden tiirev iliskisi

0 86r+860 0 Jp

OX Orox o060 ox O oX

2. dereceden tiirev iliskisi

L 5(5j5r+5[5J59+i(5j5¢

o arlox)ox 00\ ox ) ox Op\ OX ) OX

a[aar o 00 aagoJar a(aar 0 00 aa(p)ae
+——+ +

+
or\or ox 060 ox 0O OX Jox 06\ or oX 00 ox Op OX ) OX

L 0o 230 0 dp)oe
dp\ or ox 00 ox 0 OX ) Ox

Oy _0(dyor oyo6 oyoplor O [oyor Oy o0 Oy dp)ol
o ol ar ox 06 ox Op OX JOx 00 or ox 00 0x O¢ OX ) OX

L0 (%wor 0yof Oy op)dp
op\ or ox 00 ox  dg Ox ) ox

seklinde olur.
o y=y(r,0,¢) fonksiyonunda ise,

1. dereceden tiirev iliskisi
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o _oar 036 00
oy aroy 00y op oy

2. dereceden tiirev iliskisi

& a(aJér a[ jae a[ j
o’ oy Joy 00
_0foar 000, 0opor o(odr 206 0 0dp)|a0
“or\aroy 060y opoy)oy o0\ardy o0y op oy )y

(oo 000 0090
oploroy 003y op oy ) oy

82_1// 0 81//6r 81//8(9 Jy Op 8!‘ 0 61//@+6_1//%+8_l//6_(p%
oy’ Gray 6«98y op oy ay 86’ or oy 060 oy O¢oy)oy

L0 (war ovao avap\op
oroy 06 oy O¢oy)oy

seklinde bulunmus olur.

e z=2(r,0) fonksiyonunda da,

1. dereceden tiirev iliskisi

2 _dor 000 22

=——+
0z oroz 0001 O¢ oz

oor o0 00 0
=——t——+—
oroz 06 0L Op

_oor 000
oroz 00 oz

2. dereceden tiirev iliskisi

i_ﬁ(ﬁjﬂ+i(2j%

0z° or\oz)oz 06\oz) oz

6(6 or o 60}8!’ 8[8 or o0 69)89
+— + - =

“or\oroz o0z )er oo\orer o0z )er
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Py 3w 2w 0N, 3 2y 2y 20)00
oz 06

o2 orlor oz 00 oz or oz 00 o1 ) oz

bu sekilde olacagindan ve, X,y ve z fonksiyonlarmm (r,8,¢) degiskenlerine bagl

ifadeleri de;

X=rsingcos¢p
y=rsingsing

Z=rcosd

seklinde oldugundan,
X2+y2+22:|’2:> rz\/m
X2+ Y2 =r2sin> @ = rsind = /x% + y?

y_ tan ¢ = ¢ =arctan (Xj
X X

X2 + V2 %2 1+ 2
N HY =tanfd = 0 = arctan[—y}
Z

esitlikleri elde edilir. O halde, fonksiyonlarin 1. dereceden ve 2. dereceden tiirev
iliskilerine bakildiginda; r degiskeninin sirasiyla X,y ve z degiskenlerine gore tiirev

degerlert,
r=4x°+y?+2?
1
=(x2 +y? +22)2
x> +y%+1z% =u denilirse,

r=(u)?

!

1 1Y , 2X
rxz((u)ZJ uxz{(x2+y2+zz)2j(x2+y2+22) = :

2(X* +y*+2° )2
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X rsiné@cos .
2P singcos g

X
X +yr+z? r r
!

ry=((u);]uy=((x2+y2+22);]’(x2+y2+22)'= 2y

2(x* +y? +22);

rsin@sin ) .
:X:—¢=SIn98|n¢

Yy
X +yr4+zr o r
!

1 1y ' 22
rzz((u)zj uz=[(x2+y2+zz)2](x2+y2+22) = :

2(X* +y*+ 2% )

z
X +yr 4z r r

seklinde olur ve diger degisken olan @ degiskeninin de, sirasiyla X,y ve z

degiskenlerine gore tiirev degerlerine bakilacak olunursa da,

[ X2 + yZ}
0 = arctan| ——
z

VX2 +y? (x2 + yz)% (V)%
— = =u denilirse,
z z z

0 = arctan(u)

z
g - Y _ _ 2’ _
X —1 2 = 1N\ 2 - 2
+u 1 2° +v 2 +v
(v)? 2
1+ z
z
2Xz Xz rsin @ cos¢.r cosd
f 1 2
2(X*+y*)2 (r*sin® )2 (rsing)z cospcosé
x> +y?+2° r2 r’ r
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u ‘ 2
0, = - 2 = 2= 2Z - 2
1+u 1 " +V " +V
(v)? 2
1+ z
z
2yz yz rsin@dsin ¢.r cos @
1 ) 1 2
B 2(X* +y*)? B (r?sin? 0)2 _ (rsin@)2  singcosd
X +yi 4zt r - r - r

1
u, z 2 0—(x*+y? )21 (r’sin’0)
92_1+u2_ LV 722 +v B 22 +v T X4yl 47?
1 Yy +2
(v)2 2
1+ , Z

_ (rsing)2 __sing
r

r2

bu degerler elde edilmis olur ve bir sonraki degisken olan ¢ degiskeninin ise, tiirev

degerleri de;
(p:arctan(lj
X
X:u denilirse,
X
@ = arctan(u)
y
~u o \x) ¢ y _y_ rsinfsing  sing
CITT yY X4y’ X+y>  p r’sin® @ rsing
1+ = 2
X
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vy x
u (Xj X X X _rsinfcosp cosg
AT . (yjz X+y2  x2+y: p  r’sin?@  rsind
LYy 2Er

X ’eve y ’ye bagl olarak bu sekilde bulunmus olur. Dolayisiyla, bu bulunan degerler

kiiresel koordinatlarda tanimlanan Helmholtz denkleminde yerine yazilip gerekli islemler
yapildiginda,

Vi (F)+k*y (F)=0
Vzl//(r,ﬁ,go)+k2y/(r,9,go):o

Vi +ky =0

o ¢ &
[674_?4_?]!//4_‘(2!//:0

2 2
61{ 81,2y 0w kl// 0
OX oy 0z°

ofoyar oyo0 oyodp\or o (oyor dv a0 oy dp)dg
or\. or ox 060 ox O¢ OX JOX 06\ or oXx 060 ox O¢ OX ) OX
O (awar oya0 oy op)op
op\ or ox 06 ox O¢ OX

=

2 or 0w 0 oy dpor 0 ([dyaor oyob Oy op|ob
0 ay aeay aq)ayayae or oy 00 oy 0O oy ) oy
+

i y or 81,//86’ Oy ¢ | 0p
op r@y 398}’ op oy

+ 2(6_‘”@_’_6_!’”% Q_Fi a_l//g+a_l//% % +k2V/:0
or\.or oz 060 o0z )oz 00\ or 6z 06 0z ) oz
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e
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r

sinpcosd c05¢)

rsingd

cos ¢

7
o
0 rsiné
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00

sing
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cosf+
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o’y

sin@
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00
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ov
00
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+
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06
sing
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rsiné
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2

2 . . W
0 Y (sinOsing)+0+ O’y (smgocose}ra_y/(_w}r
or oroo\ r 06 »

Oy ( cos @ j_'_@_l//(_ cos @sin 6’)
orop\rsin@) o\ r?sin?@

2 2 .
v (sin 93ingo)+a—l/j(cosesin(p)+a yg(sm(pcose}r _
oéor or 00 r singpcosd
8_(//(_sin(psin e.r}_ o’y (COS(p )+8—W(— COS(p.t‘.COSHj r
00 r’ 08op\rsind ) oo r’sin® 6

2 2 H
v (sin Hsin¢)+a—y/(sin Gcosg)+ Ty (smgocos@%
dor or 000 r cos @

6_{//(COS¢COS¢9.FJ+821/J(COS(/)]Jr@_l//(_Sin(o.r.sin@j rsiné
(o0 r op*\rsing) o¢ r’sin’ @

[/ A2 2 . .
o l//(cose)+0+ 0.4 ( wj+a—w(8mf}j cos@+
or? oroo r oo\ r

2 2 ; ]
v (0030) 8!//(—sint9)+8 Vg(——sme}r_@‘/’(_cosf’-fj (_smej
|\ oder or 00 r) oo\ r roJ]

+k*yw =0

sindsing+

1

?;Tf(sinzé?cos2 )+

0%y ( sin@cos® pcosd +a_w _singcos’® pcosd N
oroo r 00 re

o’y (_sin&cosmingpj Oy ( sin® HCOSgosm(p
orog rsind r’sin® @

R% (sm@cos gpcos@j az//(cos  cos’ gpj azw[cosz¢coszej+

+

o6or 06° r?
al//{ Cos (pcosesmeJ 821// COS(pCOS@Sin(/)j al//(COS(oCOS Hsmgoj

00 060 r’siné o r’sin 6
821//( singsingcosg ) oy _sin® psing . 821//( Sln(DCOSgDCOSHJ
Bqor ar 000

dy ( sin® pcosd 82 sin® @ +8_://[singocos$sim9j
060\ r*sing 8(0 r’sin’g ) ogp r’sin®@

rsin@ rsind r<siné
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- Sy

r2

(sin2

o’y

fsin’ )

sin @sin ¢ cos ¢

2
+61,//

sin@sin” pcos @ Loy _sindsin® pcosd

oroo

[

orog

o’y

rsin@

sin@sin® pcos @

J

|

odor
o

r

_sin® pcos@dsin g

|

+

+

|

o
op

|

sin® @sin pcos ¢
r’sin® @

|

singpcosé cos

|
(

J+

+

00

|

2
+8 L
06?

r2

b
|

o’y

Ay ( cos® fsin® ¢ sin® pcos’ 6

or

J+

sin g cos” 6¢os ¢

|

o’y

00

r2

cosgsindsin @

[

cos?

Ogor

rsiné

@Cosd

)+

o’y

J+

r.2
( ) +
cos @sin ¢ cosé
r’sing

"
cos’ psin @
rsind

)

060¢

|

cos’ ¢

r2sin® 6

Js

r2siné +a_l//
o’y

op
¥ )+a¢a9(

or

o

|

r2

o’y

sin@

(cos2 49) +

j+

6(p2

o’y

|

|

(_ cos psin psin @
r’sin®é

r’sin®6 ) op j

_sin dcoso

LoV

sin@cosf

2

(
|

[

Lov
or

J
)

+k*y =0

(
|

)

+8_W(
06

or? oroe

J

o0 r

sin @
rZ

sin? @
r

R4
06°

o’y
odor

sin@cosd
r

sin@cosé
r2

)

| )

olur ve esit kismi tiirev operatdrleri ortak paranteze alinirsa,

2

oy
or?

(sin® Ocos® p+sin’ Osin’ g+ cos’ 0)

2
+6W

sin@cos” pcosd . sin@sin” pcosd sinfcosd
orod

r r r

| |

sin @ cos” pcosé coszgocosasin«9+sinzgocose sin@sin’ pcosé

Loy r? r r’siné r’
o0 sin2¢cosesin9+coszgpcose+sin 0cosd sindcosd
r r’siné r r?
N o’y _sin 9005¢)sin¢+sinesingpc05go
orog rsing rsiné
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sin® @cos psin ¢ N cos @ cos” @sin @ . sinpcosgsing _sin® dsinpcosp

Lov r’sin’ @ r’sin’ r’sin® @ r’sin®
0@ | sinpcos® O cos g _cosgsingsind
r’sin®é r’sin’e@

. 0%y ( sin@cos’® pcoséd . sin@sin® pcos® sinfcosd
odor r r r

2 2 =2 H 2 a2 2 H =2
+6_:// cos” dcos (o+S|n g_osm¢9+cos asin qo+cos g_osm9+sm o0
or r rsin@ r r.sin@ r

2 2 2 HJ 2 H ]
COS“ ¢ COS sin“ ¢ cos sin

N 0 yg goz 0 N (/)2 0 LA 0
00 r r r

. o’y (_ COS oS Asin g . sin (pcosecosq)j
00 r’siné r’siné

N o’y _singsingdcos g N cosgsindsin @
Ogor rsiné rsind

. o’y (_singocowcosé’Jrcos<osin(pcos¢9j+621// sin® @ . cos’ @
000 r’sing r’sing op* \ r’sin®@ r*sin*@

+k2py =0

o’y

I,.2

(sin2 0(cos’ p+sin’ p)+cos’ 0)

sin@cos’ pcosd sindsin® pcosd sin@cosd sindcos’ pcosd
+ - + +

N % r r r r
orod| sin@sin® pcosd sinfcosd
r r

2sinfcos? pcos@ C0sO(Sin® p+cos’ @) 2sinGsin? pcosd
oy | 2 + 2 o - 2 +
+ 27 r resiné r
90| 2sin@cosd

r2

oy [ cos® 0(cos® p+sin o) sind(sin’ p+cos’ @) sin? g
== + +

or r rsiné r
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cos’ @(cos? p+sin in2 2
81/[ ( @ (P) sin HJJF@ y/( 1 )+k2y/=0

06? r? r? op° \ r*sin® @

olur ve sin® p+cos® p =1, sin” @+cos’ @ =1 trigonometrik 6zdesligi kullanilip gerekli

sadelesmeler yapildiginda,

2 2 2
6_v2/+8_w(3j+5‘/;(i2j+5_w( Cso jﬁ‘g( L j+k2w:o (233)
or or\r) 00°\r oo \r°sin@) oOp°\r-sin“@

denklemi elde edilir ve bu ikinci dereceden r kismi tiirev operatoriiniin bulundugu kisim

asagidaki sekilde yazildiginda,

L0V 200 oo L 10w csO oy, 1 OV ., _
r’or’ ror SN0 12 00° ' r’sing 00 rsin’ 0 0¢°

yukaridaki (2.3.4) denklemi elde edilir ve ifadede r ‘ye gore tiirevin oldugu kistm 1/r?

0 ‘ya gore olan kisim da 1/r?sin@ parantezine alindiginda;

2 2
i[ 81// Zra‘”] L (smagel//woseawj _;aWJszy/:O

r? or? or r’sing 00

yukaridaki (2.3.5) denklemi bulunur ve tersi kendisine esit olan denklem,

2
L a(rza—‘/’]+ 1 0 ( mea—‘”) _12 0 Y ky=0  (236)
r’ or or r’sin@ 00 00 ) r*sin*6 op

en son hali ile bu sekilde ifade edilmis olur.

Dolayisiyla, benzer sekilde kartezyen ve silindirik koordinat sisteminde yapildig: gibi;

Tanim 2.1.1 ‘e gore Helmholtz denkleminin silindirik koordinatlarda degiskenlerine

ayirma metodu ile ¢oziimlerinden birisi l//(l‘,t9,(p)= R(l’)@(@)d)((o) olsun ve kabul
edilen l//(r,é?,(p)= R(r)@(@)d)(go) ¢oziim, Teorem 2.1.1 ’e gore denklemi

saglayacagindan; (2.3.6) denkleminde yerine yazildiginda,
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F [P LRMEO(0) |+ i S0 S (R0 (0) |

r2sin@ 06 o0

e 9%<R<r>®<9>®<¢>)+kz (R(r)®(8)®(¢))=0

L2[r LRMO©O©(0) |+ i Lo L (R(NE(O)2(0) |

L1 0
r’sin® @ 0¢°

(R(r)©(0)®(9))+k*(R(r)©(8)@(9))=0 (2.3.7)

olur ve kismi tiirev operatoriinde 2. dereceden tiirev iliskisi de,
* _o(a
09’ Ol 0

seklinde oldugundan; elde edilen denklem,

L2 (1R1(1)0(0)(0)) 2 (sn0R (1) (0) ()

+——
resiné oo

i r? siln2 0%{%(R(r)®(9)®((p))}+kz (R(r)G)(e)CD((”)) =0

S PR (1)0(0) () 42— (sin0R (r)'(6) 0 )

o (R(DO(0)(0) K (R(1)0(0)0()) =0

L2 e o0l |+ 2 2 a0 R0t

R(r)@(e)}k2 (R(r)©(0)@(¢p))=0

r2sind 06 do

o0)0(0) |+t £ sno S R ()0 o)

e RNO(0) 4 (R()6(0)0(0))

0 (2.3.8)
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seklinde bulunmus olur ve bundan sonraki bolimde; R(r)=R, ©(0)=0 ve ®(p)=

tanimi kullanilirsa,

%g{rzd—R®®}+ 21_ i[sin@cj—@RCD}
r-or r‘siné oo deo

1 d*o
+ :
r’sin’ @ do°

RO +k*ROD =0 (2.3.9)

veya

ig{rzd—R}(adH 21_ i[sin@cj—@}RCD
or r‘siné oo deo

1 d’o
+ -
r’sin’ @ do°

RO +k’ROD =0 (2.3.10)

olur ve k sabitinin yanindakiler yok edilirse (her taraf 1/RO® ile ¢arpilirsa),

= +k*=0 (2.3.11)
R r°sing@ o6

18[2dR}1 1 a[. d@}l 1 d@1
=y — |= SINO— | —+———; ——
r<or dr dé |® r°sin“0dep” ©

veya

——k?  (23.12)

10 ,dR|1 1 o| . ,dO |1 1 do1
rorl dr R r°sindo6 doé |® rsin“0 de° ©

denklemi elde edilir. Burada, k sabit say1 oldugundan esitligin diger tarafi da sabit say1
olmalidir. Su anda, hicbir terim bir bagimsiz degiskene (tek degiskene) bagl
olmadigindan; @ bagimsiz degiskeni olusturmak i¢in, (2.3.12) denkleminde her iki taraf

r’sin® @ ile carpilirsa,

rzsin2¢9i£{r2 dR}l+rzsin20 1 0 [sined(ﬂl

r2or| dr |R r2sing 00 do |e

2
- _12 d—qjl:—kzrzsinze
resin“d de® ®

+r2sin% 6
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sin? eg{rz d—R}1+sin ei[sin ed—(ﬂi
or dr |R o0 de |®

dzd)l

17 =—k?r’sin’ (2.3.13)
2

ve olusan @ bagimsiz degiskeninin oldugu terim sadece bir bagimsiz degiskene sahip

oldugundan; O halde, bu terim

sin? Qﬁ{rz dR}£+sin ei[sin ed—@)}i

or| dr R 00 do |®
2
d CI;l:—kzr2 sin® @
do
\___'____l
—(?
—(? sabitine esittir denilirse, bu esitlikten
2
do1_ p (2.3.14)
dp” @
ve
sin’ Qg{rz d—R}lﬂin Hi{sin ed—(ﬂi—ﬁz =—k’r?sin’0  (2.3.15)
or dr |[R 00 do |e
veya

sin2Bé{rzd—R}iﬂin@i[sin@d—@}i:—kzrzsinz¢9+f2 (2.3.16)
or dr |[R oo de |®

(2.3.14) ve (2.3.16) denklemleri ortaya ¢ikar ve olusan ifadede bir bagimsiz degisken
olusturulamadigindan; (2.3.16) denkleminde her iki taraf 1/sin’6 ile carpilip

diizenlenirse,
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L sin® eg{rz dR}i

sin” @ or| dr |R
+— sinei[sined—G}l=%(—k2rzsin26’+132)
sin“ @ 06 dog |® sin“ @
)2
9 rzd—R 1+_Li sined—® 1 ey _fz (2.3.17)
or dr |R sin@ o6 dé |e sin“ @

ve olusan kiiresel Bessel denklemi yalniz birakilirsa,

2
2{rzd—R}£+k2r2= _[2 ——_1 i{sined—®}
dr |R sin©d sing 06

ve her iki taraf Q? sabitine esittir denildiginde,

—|r°—|=+k’r* = 2.3.18
ar{ dr}RJr Q ( )

ve

2
( 1 a[in0d®

singog|  do

1_~e
—= 2.3.19
sin®@ sind 00 }@ Q ( )

seklinde (2.3.18) ve (2.3.19) denklemleri elde edilmis olur. Dolayisiyla, Helmholtz
denkleminden kiiresel koordinatlarda degiskenlerine ayirma metodu ile baz1 denklemler

elde edilmis olur. O halde, buldugumuz bu denklemler 6zetlenecek olunursa,

2

1. d qjiz—fz (2.3.14)
do~ ©
0 drR |1

2. | r?=2 | = 4K%r? =0 2.3.18
ar{ dr}R Q ( )
p2

3. _fz —_ii[sined—e)}lez (2.3.19)
sin“@ sind 06 do |e
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seklinde 2. mertebeden lineer sabit veya degisken katsayili iic homojen diferansiyel

denklem elde edilmis olur.

Dolayisiyla, Teorem 2.1.2 ‘e gore 2. mertebeden lineer sabit katsayili bu (2.3.14)
homojen diferansiyel denkleminin ¢6ziimii bulunabilir. Teorem 4.3 ‘e gore de, bu (2.3.18)
kiiresel Bessel diferansiyel denkleminin ¢oziimii yapilabilir. Ancak, (2.3.19) ‘daki
genellestirilmis Legendre diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in ise, bazi 6zel sartlarin
bilinmesi gerekli oldugundan ve bizim igin bu tezde silindirik koordinatlarda Helmholtz
denkleminden elde edilen denklemlerin ¢dziimlerinin bilinmesi 6nem arz ettiginden,
(2.3.19) denkleminin ¢6ziimii ele alinmayacaktir. Fakat, bu (2.3.14) ve (2.3.18)

denklemlerinin ¢oziimleri asagida yapildigi tizere bilgi amagli gosterilebilir.

2.3.1. Kiiresel Koordinatlarda Helmholtz Denkleminden Elde Edilen

Denklemlerin Coziimleri

2.3.1.1. ikinci Mertebeden Standart Lineer Homojen Diferansiyel Denklemin
Coziimii
Bir onceki iist baglikta Helmholtz dalga denklemindeki skaler y fonksiyonunun kiiresel

koordinatlarda degiskenlerine ayristirilmasi ile ortaya ¢ikan {i¢ denklemden bir tanesi 2.

mertebeden standart lineer sabit katsayilt homojen diferansiyel denklem olan

d’® 1
do* @

- (2.3.14)

bu (2.3.14) denkleminin genel ¢6ziimii, Teorem 2.1.2 ‘e gore asagidaki gibidir.

d*® 1
dop* ©

=—/(?

denkleminde ifade diizenlendiginde (her iki taraf @ ile ¢arpilirsa),

2
d ? =—(*®
do

d*d

- +0?2®d=0
do

O~ (*D =0 (2.3.20)
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seklinde 2. mertebeden lineer sabit katsayili homojen diferansiyel denklem elde edilir ve

bu (2.3.14) denklemin genel ¢oziimii de, Teorem 2.1.2 ‘ye gore bolim 2.1 ‘in son

kisminda agik olarak gosterildigi ve boliim 2.2 ‘de de yapildigi tizere; @ =e™ seklinde

aranan ¢Oziimiin ardisik olarak tiirevleri alinip denklemde yerine yazildiginda,

O ((0) =¢,D, ((0)"' c, D, (CD)

@, =ce'’+ce’” (2.3.21)

h

seklinde genel ¢oziim, lineer bagimsiz c¢oziimlerinden olusan c¢oziimlerin lineer

kombinasyonu olarak bu sekilde bulunmus olur ve ayrica bu ¢oziim asagida oldugu gibi
@, =Ce"' (2.3.22)

seklinde de ifade edilebilir.
2.3.1.2. Kiiresel Bessel Diferansiyel Denkleminin Coziimii

Bir dnceki iist baglikta Helmholtz dalga denklemindeki skaler y fonksiyonunun silindirik

koordinatlarda degiskenlerine ayristirilmasi ile ortaya ¢ikan ti¢ denklemden bir tanesi de
2. mertebeden standart lineer degisken katsayili homojen diferansiyel denklem olan

0 {rz dR

2 E}L K2r? = Q? (2.3.18)

R

bu (2.3.18) denklemin genel ¢6ziimiine gegilmeden 6nce ifade diizenlenirse (her taraf R

ile ¢arpilirsa),

2{rzd—R}+k2r2R:Q2R
or dr
i{rzd—R}+k2r2R—Q2R:0
or dr
drR d’R
2r—+r? +(k?’r>=Q?)R=0
dr dr? ( Q)
d’R dr
r? +2r—+(k?r>-=Q*)R=0 2.3.23
dr? dr ( Q) ( )
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veya

r*R"+2rR"+(k’r* ~Q*)R=0 (2.3.24)

seklinde 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen diferansiyel denklemi elde

edilir ve bu tip denklemlere Bessel diferansiyel denklemi denir. Burada; k sabiti k* >0
dir.

Dolayisiyla, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 e gore; 2. mertebeden lineer degisken katsayili
homojen kiiresel Bessel diferansiyel denkleminin kuvvet serisi ile ¢6ziim yOntemine

gecilmeden once (2.3.24) ‘deki Bessel denklemi standart form seklinde yazilirsa,
r’R"+2rR"+(k’r* ~Q*)R=0
Bessel diferansiyel denklemindeki r bagimsiz degiskenini kr =x (k =sabit) olacak

sekilde X degiskenine bagli olarak tanimlanirsa (kr =X seklinde r degiskeninin X

degiskenine doniisiimii yapilirsa),
kr =x

X
r =— olur ve
k

R= R(r) fonksiyonun tiirevlerinin, R = R(X) fonksiyonunun tiirevlerine

doniistiimii de;

R,_d_R_d_R% R,,_dzR d (dedx
dr dx dr Cdr?  dx\.dr)dr
:d—Rk _d (dRdx\dx
dx “dx\dx dr Jdr
d
=R’k =—(R"k)k
+ (R)
=(R”.k).k
=R”.k2

seklinde olacagindan; bulunan bu ifadeler (2.3.24) denkleminde yerine yazilirsa,
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(5] R"k? +2(fj R'k Jr[k2 (ﬁj —QZJR -0
K K K

X’R"+2XR"+(x* ~Q*)R =0 (2.3.25)

olarak standart formuna getirilen (2.3.25) ‘deki Bessel diferansiyel denkleminde, n € Z

olmak iizere;

Z(x)

Q® =n(n+1) yazilir ve R(x)===" seklinde doniisiim

Jx

uygulanip ve (2.3.25) denkleminde yerine yazilirsa,

1 3 5

X (Z”(x)x_z—Z’(x)x_z+%Z(X)X_ZJ+ZX[Z’(X)X_;—%Z(x)x 3}

denklemi elde edilir ve kokten kurtulmak icin; her iki taraf x2 ile carpilirsa, denklem

X2 (Z”(x)x0 -Z'(x)x™ +%Z(x)x2)+2x(2'(x)x° —%Z(x)xlj
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+(x* =n(n+1))Z(x)x° =0
XZZ"(X)—XZ'(X)+%Z(X)+2XZ'(X)—Z(X)+(X2—n(n+1))Z(X):0

XZZ"(X)—I—XZ'(X)—I—(XZ+%—1—n2—an(X)=0

XZZ”(X)+XZ’(X)+(X2—%—nz—n)z(x)zo
X2Z"(X)+XZ'(X)+(X2—(nz—kn—i—%jJZ(X):O

1 2

XZZ"(X)+XZ'(X)+£X2—(n+§] JZ(X):O

halini alir ve bundan sonraki boliimde; Z(X) =7 tanimi kullanilirsa,

2
X°Z" + xZ’+[x2—(n+%j ]Z:O (2.3.26)

seklinde Z(x) fonksiyonuna gore standart form seklinde yazilan Bessel diferansiyel

denkleminde, n € Z olmak {izere, Teorem 4.3 ‘deki 2. Metod *a (Frobenius metodu) gore

bu diferansiyel denklemin silindirik koordinatlardaki ¢6ziimii i¢in; (2.2.26) denkleminde

her iki taraf x* ‘ye boliiniirse,

" X ’
Z +?Z + v
2
{xz—(njtl] )
1 2
7'"+=7"+ Z=0 (2.3.27)
X X
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seklinde elde edilen 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen Bessel diferansiyel

denkleminde, P(x) ve Q(x), x=0 noktasinda analitik degil (x=0 tekil nokta)

oldugundan; denklem

_— p(X)Z,+q(2X)Z:0
X X

seklinde yazildiginda, p (X) ve q (X) , X =0 noktasinda analitik ve

lim (x—x, )P (x)= Iim(x—0)§=1:> Po

X—Xg x—0

n+=

o _(n 1)
Iim(xxO)ZQ(x)=Iim(xO)2{ ( - ZJ Jz(nJr%jZ:qo; n = sabit

X=Xy x—=0 X

seklinde her iki ifadenin de limiti var oldugundan; P(x) ve Q(x), X=0 noktasinda tekil

nokta olacagindan, Frobenius seri ¢oziimii yapilabilir. O halde, indis denkleminin kokleri,

r(r—1)+ por+q, =0

r(r—1)+1.r+(—[n+%ﬂ:o

2
r2—r+r—(n+%j =0
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seklinde bulunur ve Teorem 4.3 ‘deki indis koklerinin (a) kisminda belirtilen durum

sartlarina gore,

rL>r, icin I, —F —n+1—(—n—1
1 - hL1em b =1, 5 5

=2n+ 1 ¢ Z* oldugundan,
Zl — Zanxm—q — Zag X/I+rl
n=0 A=0
Z,= an X" = Zbl x*"%  seklinde ¢oziim aranir (demek diferansiyel
n=0 A=0

denklemde yerine yazildiginda denklemi saglamasi1 demektir).

O halde, 1. ¢dziim (Zl) icin ifadenin ardisik olarak tiirevleri alinip (2.3.26) denkleminde

yerine yazilirsa,

Zl — zalxﬂd-r
A=0
Z = 3 (A+r)a,x"
=0

Z) =3 (A+r)(A+r-1)a, x>

A=0

K| S (A1) (A1 -D)a ) x| D (A+r)a
| o |

=0

A=0 A=0 A=0

A+r

denklemi elde edilir ve hepsinin ortak toplamda toplanabilmesi i¢in; X**" nin kuvvetleri

esit hale getirilirse, denklem
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o0 o0 2 o0
(A+r)(A+r-1)a +; (A1+r)a ”+§alx“”2—(n+%j D ax* =0

A —> A -2 yazilirsa

0 o0 0 2 0
D (A+r)(A+r=1)a,x* +> (1+r)a Za“x“—(n+lj D> axt =
=0 A=0 A=2 2 A=0

s

T
o

halini alir. Burada; hepsinin ayni indise getirilebilmesi i¢in, toplamlar istenilen indise

kadar terimleri agik olarak toplam disina yazildiginda;

(0+1)(0-1+1)a,x*" +(1+r)(1-1+r)ax"" +(0+r)ax"" +(1+r)ax""
1Y (o o IR
—(n+§j (3,x° )—(n+zj (a,x7)

= 2
+Z{(/1+r)(/l+r—l)aix‘” +(A+r)a, X" +a, X _(n+_j alx“}: 0
A=2
1Y 1)?
r(r—1)a,x" +r(r+1)a,x*" +rax" +(r+1)ax" —[n+§j a X" —(n+§j ax""
A=2

- 2
+Z{(;t+r)(/”t+r—1)ai +(A+r)a, +a,_, _(n+%j al}x*” 0

[r(r—l)ao +18, —(n+%j2 ao}xr +|:r(r+1)ai+(r+1)a1—(n+%j2 al}xl*r

+i{(;t+ r)(A+r-1)a, +(A+r)a, +a,_, —(n+%j2 al}x“r ~0 (2.3.28)

A=2

denklemi elde edilir ve ifadenin sifir olabilmesi i¢in, X* nin biitiin katsayilarmin (her bir

terimin tek tek) sifir olmasi1 gerektiginden;

l:r(r—l)a0 +ra0—(n+%)2 ao}xr =0 (2.3.29)

{r(rJrl)al+(r+1)a1—(n+%}2ai}xl+r =0 (2.3.30)
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A=2

s 2
Z{(i +r)(A+r-1)a, +(A+r)a, +a,, —(n +%) a, } x*"=0 (23.31)
esitlikleri elde edilir. O halde, bu esitlikler sirasiyla incelenecek olunursa;

2
1. {r(r—l)ao+ra0—(n+%j ao}x':o

ifadesinde gerekli diizenlemeler yapildiginda (ifade sabit deger olan a, parantezine

alinirsa),

esitligi elde edilir. Burada; esitligin saglanabilmesi i¢in, ¢arpanlardan biri daima sifir

olmasi gerektiginden ve a, # 0 i¢in (8, =0 kabul edilmesi durumunda biitiin terimler 0

cikacagindan ve ¢oziim bulunamayacagindan; a, =1 kabul edilirse),

2
r’ —(n+%j =0

olarak indis denkleminin kokleri bulunmus olur.
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2
2. l:r(r+l)a1+(r+1)ai—[n+%j %}X“':O
ifadesinde de gerekli diizenlemeler yapildiginda (ifade sabit deger olan a, parantezine

2
{a{rz +r+r+1—[n+%) }xl” =0

2
{a{rz+2r+1—(n+%] J X*"=0

2
a{r2 +2r +1—(n+%) J

denklemi elde edilir. Burada; bu esitligin saglanabilmesi i¢in, indis koklerinin denklemi

alinirsa),

0

2 1 1) .. ’
saglamas1 gerektiginden ve I =n +E ve I, = —(n +5) icin, r’+2r +1—(n +%] =0
esitligi gergeklenmediginden; a, =0 olmas1 gerekmektedir.

o0

3. Z[(/H r)(A+r-1)a, +(A+r)a, +a,, —(n+%)2 al}xl+r =0

A=2

ifadesi i¢in de gerekli diizenlemeler yapildiginda (ifade sabit deger olan a, parantezine

alinirsa),

2
Z{al (/12+;Lr—;t+/1r+r2—r+/1+r—(n+ij }ral_z}(w 0
2

A=2
1 2
{al {AZ +2Ar +1? —(n+—j ]Jral_z}x“r =0
2 2

2
ai(r2+2/lr+r2—(n+%] J+al_2 =0; 422

M

~
Il
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ifadesi elde edilir ve elde edilen bu ifadeye gore, terimlerin ortak toplamda toplanabilmesi

icin, yapilan doniisiim (l —>A- 2) geri alinirsa; A — A+ 2 yazilirsa,

2
al+2£(ﬂ+2)2+2(/1+2)r+r2_(n+%J ]+al+22:o; 1492>2
1 2
am{(ﬂ,+2)(/1+2+2r)+r2—(n+§j J+aﬂ -0; 1>0

2
a, ., [(/1+2)()u+2+2r)+r2 —(n+%) j:—aﬂ; 1>0

a,

: 1>0 (2.3.32)

aZL+2 ==

(z+2)(z+2r+2)+r2_(n+;jz

seklinde bir tekrar iliskisi (recurrence relation) elde edilir. Dolayisiyla,
- 1
1. Cozim: r, = n+§ 1¢1in;
r=n +% koki, (2.3.32) ‘deki tekrar bagintisinda yerine yazilirsa,

a,

e

—— % 150 A%2

(/1+2)[/1+2(n+;j+2j

:A>0

A=~

esitligi elde edilir ve

8

(0+2)[0+2(n+;j+2j

A=0 i¢in, a, =—
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seklinde devam eden a, sabitleri bulunur ve bu sabitlerin biitiin terimleri genel olarak,

1

A A = (=)

A :(_1)p

p=123,..

bi¢iminde yukaridaki (2.3.33) ‘deki gibi ifade edilebilir ve bu bagintiyr daha kompakt bir
formda yazabilmek i¢in, Teorem 2.2.1 ‘de tanimlanan Gama fonksiyonun ozelligi

kullanilirsa ve (2.3.31) ‘de elde edilen bu bagmntinin payda bolimiindeki

e N e

kismini elde edebilmek igin,

I'(n)=(n-1)I'(n-1) esitliginde; n — (n + %j + p+1 yazilir ve ifade agilirsa,

(oo oot
ol
ot o)

esitligi elde edilir ve bu ifade istenilen iliskide yerine yazildiginda,

o (3 R e (S
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Ay
T
o)
o)

seklinde ifadenin daha kompakt bir bigimde gosterilmesi saglanmis olur. Dolayisiyla,

(1)

p=12,3,.. (2.3.34)

-1y

Z1 — Zanxmrl — Zaz )(/1+rl
n=0 A=0

ks A+n+%
=2 X
A=0

n+l 1+{n+%j
=ayX 2+aXx +a,X

) n+ e R ER T
n+> 2 2 2

:XZl— + —

oo ) #
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1 240+
. (n +2J!x 2
-3y

A0 22%!((n+1j+zj!
2

1
ve pay ve payda 2 2 ile ¢arpilirsa,

2&+n+é

el - 1 A 2240+

- Z(M%j!z(—)lej © x>0 (2.3.35)
1‘01!(n+ﬂ,+j!
| NS _ _ ymmmmmmmmmmm e 0

J (%)

ve n+— —V yazilirsa,

D ()

=2 V!;m > ;x>0 ,v¢7Z (2.3.36)
J. (%)

veya

L o (_1)1 X 22+v -

=2 v!;m > ;x>0 ,v¢7Z (2.3.37)
J, (%)

veya

=c,J, (X) (2.3.38)
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seklinde 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen kiiresel Bessel diferansiyel

denklemin (Z=Z ( X) fonksiyonunun x =0 diizgiin tekil noktasindaki) 1. ¢6ztimii (lineer

bagimsiz {ortak} coziimlerinden birisi) bulunmus olur.
- 1..
2. Cozim: T, :_n_E igin;

1 . . .
r=-n -3 kokii de, bu 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen kiiresel Bessel

diferansiyel denklemin bir ¢6ziimii oldugundan; Teorem 2.1.2 ‘ye gore 1. ¢oziim bu
diferansiyel denklemi sagladigindan, 2. ¢6ziim de 1. ¢oziimdeki denklemi saglayacagina

gore ve bu iki ¢6ziim birbiri ile lineer bagimli ¢oziim olacagindan, ve

r>r, icin I —r. —n+£—(—n—1j
1 - L em =1, 5 >

=2n+1¢7Z* oldugundan; (2.3.35) ¢o6ziim fonksiyonunda

)
n+=——-n—= | yazilirsa,
2 2

J ;(x)zi ((1)1 1}(%)2“2 (2.3.39)

veya

2

veya

85



seklinde 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen kiiresel Bessel diferansiyel

denklemin (Z=Z(x) fonksiyonunun x=0 diizgiin tekil noktasindaki) 1. ¢dziimiine

bagli lineer bagimli ¢6ziim bulunmus olur ve asagida gosterildigi iizere,

seklinde de bir esitlik s6z konusudur.

o _ X 24~V
Z;% v+/1 (2}

A —> A+V yazilirsa

( 1)1+V X 2(A+v)-v
(A+V)! v+i+v)!(§j

: 1; : @

OMS

H /1+v

O halde,
J_, (x)=(-1)" 3, (x) esitliginde (1)’ =cosvzr ve 0=sinvz oldugundan,
J_, (x)=J,(x)cosvr =0 ;v ¢ Z

J, (x)cosnz—J_, (x)
sinvr

=N, (x) (2.3.42)

fonksiyonu Bessel diferansiyel denklemin (Z = Z(x) fonksiyonunun x=0 diizgiin tekil

noktasindaki) 2. ¢coziimii (lineer bagimsiz {ortak} ¢oziimlerinden digeri) olarak bu sekilde

bulunmus olur. Dolayisiyla, kiiresel Bessel denkleminin (Z=Z(x) fonksiyonunun

X =0 diizgiin tekil noktasindaki) genel ¢oziimii;

86



Z(x)=¢,Z, (X)+¢,Z, (x)

= Can% (x)+c4Nn%

(X) ;n€LZ
=c,J, (x)+¢,N, (x)

R(p)=c,J,(mp)+c,N,(mp) ;v & Z (2.3.43)

seklinde lineer bagimsiz ¢oziimlerden olusan, ¢oziimlerin lineer kombinasyonu (2 tane

¢Oziim 2 tane parametreye bagli) olarak bu sekilde bulunmus olur ve ayrica 1. dereceden

Bessel (J,(x)) ve 2. dereceden Neumann (N, (x)) fonksiyonlart Hankel (H, (x))

fonksiyonlari cinsinden de yazilabileceginden; bu ¢oziim asagidaki tanimlar kullanilarak,

su sekilde de ifade edilebilir.
H,"Y (x) =3, (x)+iN, (x) (2.3.44)

H,% (x)=3J, (x)=iN, (x) (2.3.45)

tanimlarina gore, 1. dereceden Hankel (Hv(l) (mp)) fonksiyonu ile 2. dereceden Hankel
(HV(Z) (m p)) fonksiyonu Once taraftara toplanirsa,

H," (mp)+H,? (mp)=2J, (mp)
veya

3,(mp) =%(Hv(l) (mp)+H,? (mp))

denklemi elde edilir ve Simdi de, bu 1. dereceden Hankel (Hv(l) (mp)) fonksiyonu ile 2.

dereceden Hankel (HV(Z) (mp)) fonksiyonu taraftara ¢ikarilirsa,
H," (mp)-H,? (mp) = 2iN, (mp)

veya
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N, (mp) = %(va (mp)—HV(Z) (mp))

esitligi bulunmus olur ve elde edilen bu degerler (2.3.43) genel ¢oziimiinde yerine

yazildiginda,

1 1
R(p)=0, 5 (H (mp) +H,7 (mp))+, (K, (mp)-H,” (mp)) ;v & Z

(%, %y Gy @
=324+ 1H 3_H 2.3.46
(2+2ij V (mp){2 Zij @ (mp) (2346

ifadesi elde edilir. Burada; C3‘°’+%:dl ve
[

C
53 - 2—4 =d, seklinde tanimlanirsa, ¢6ziim
|

fonksiyonun bir diger gosterimi de;
=d,H," (mp)+d,H,? (mp) ;v & Z (2.3.47)
seklinde bulunmus olur.

Tamm 3.1: Kiiresel Bessel fonksiyonlarmmn j, (x),n, (x) ve h, (x) cinsinden ¢oziimleri

asagidaki sekilde oldugu gibi de ifade edilebilir.



2.3.1.3. Genellestirilmis Legendre Diferansiyel Denkleminin Coziimii

Bir dnceki iist baglikta Helmholtz dalga denklemindeki skaler y fonksiyonunun silindirik

koordinatlarda degiskenlerine ayristirilmasi ile ortaya ¢ikan ii¢ denklemden bir tanesi de

2. mertebeden standart lineer degisken katsayili homojen diferansiyel denklem olan

(? 1 G{in de
sin@ sind 06

1
9@}6 =Q (2.3.19)

bu (2.3.19) denklemin genel ¢ozlimiine ge¢ilmeden Once ifade diizenlenirse (her taraf ©

ile garpilirsa),

=Q%0

®- —|sind—
sind  sind oo

02 1 a[ d@}
dé

2
1 a{sined(ﬂ— ¢ 0+Q°0=0

sing 00 d0 | sin?e

2 2
L{cosed—@Jrsin ed—®}—€—®+Q2®:0

sin@ dé do* | sin’@

{cos@d@ d2®} ( (?

— - +Q% |®@=0
sing do  do’ sin @ Q]

2 )2
%0 0s0d® [ L g7 ]e=0 (2.3.48)
do° sin@ do sin“ @
veya
2
®ry+CF)89®,+ _ -gz +Q2 ®=0 (2349)
sin@ sin“ @

seklinde 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen diferansiyel denklemi elde
edilir ve bu tip denklemlere genellestirilmis Legendre diferansiyel denklemi denir.

Burada: ¢ sabiti ¢ >0 dir.

Dolayisiyla, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 ‘e gore; 2. mertebeden lineer degisken katsayili

homojen kiiresel genellestirilmis Legendre diferansiyel denkleminin kuvvet serisi ile
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¢Oziim yontemine gecilmeden once (2.3.49) ‘deki genellestirilmis Legendre denklemi

standart form seklinde yazilirsa,

€2
sin® @

@_9@(

sin@

+Q2J®:O

Genellestirilmis Legendre diferansiyel denklemindeki 8 bagimsiz degiskenini cosé = X
olacak sekilde x degiskenine baghi olarak tanimlanirsa (coséd=x seklinde 6

degiskeninin X degiskenine doniisiimii yapilirsa),

cosf=x

@=arccosx olur ve cos@=x ise, cos’ @ =x’ oldugundan sin® #+cos’ =1
sin®@+x* =1

sin?@=1-x? ve sin@ =+/1— x

esitlikleri elde edilmis olur.

0= ®(¢9) fonksiyonun tiirevlerinin, ® =0 ( X) fonksiyonunun tiirevlerine

doniistiimii de;

o .40 _ded ®,,_d2®_g(d_®j%
do dx do dg®> dx\ deo )de
:d_®_(_sin9) :i(d_(a%j%
dx dx\ dx d@)dé
! o1 d 3 1
——@'sing = d—(—@ .sin@)[-sin 6]
X

—_'\1-x :i(—@)'Jl—xz )[—\/1— sz

dx

7\

—o"\1-x* —®'—2J%J[—J1—7 J
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seklinde olacagindan; bulunan bu ifadeler (2.3.49) denkleminde yerine yazilirsa,

O"(1-x*) - X0’ + —= (—@’ 1—x2)+(— L +Q2]®=0

1—x2 sin® @
2 ﬁz 2
O"(1-Xx)—-XxO' —xO'+| — + ®=0
( ) ( 1-x? Qj
gZ
@”(l—xz)—2x®'+[— 2+sz®:0 (2.3.50)
1-x
veya
€2
(1—x2)®”—2x®'+(—1 2+Q2j®:0 (2.3.51)
—X

olarak standart formuna getirilen (2.3.51) ‘deki genellestirilmis Legendre diferansiyel

denkleminde, n € Z olmak lizere;
Q*=n(n+1)

yazilip ve (2.3.51) denkleminde yerine yazildiginda,

2

(1—x2)®”—2x®'+(— - +n(n+1)]®=0 (2.3.52)

1-x

denklemi elde edilir ve bu (2.3.52) ‘deki diferansiyel denkleminde, ¢ =0 alindiginda da;

(1-x*)©"-2x0"+n(n+1)© =0 (2.3.53)

seklinde genellestirilmis Legendre diferansiyel denkleminin 6zel hali olan Legendre
diferansiyel denklemi elde edilmis olur. Ancak, Helmholtz dalga denklemindeki skaler
w fonksiyonunun kiiresel koordinatlarda degiskenlerine ayristirilmasi ile ortaya ¢ikan ii¢
denklemin ¢oziimiine geg¢ilmeden Once; belirttigimiz iizere, bu genellestirilmis Legendre
denkleminin ¢oziimiiniin yapilabilmesi i¢in, bazi 06zel sartlarin bilinmesi gerekli
oldugundan; bu diferansiyel denklemin ¢oziimii ele alinmayacaktir [11,12]. Fakat,

(2.3.52) “deki genellestirilmis Legendre diferansiyel denkleminin indirgenmesi ile elde
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edilen (2.3.53) ‘deki Legendre diferansiyel denkleminin ¢dziimii i¢in; benzer sekilde,

n € Z olmak tizere; Teorem 4.2 ‘deki 2. Metod ’a (Taylor metodu) gore (2.3.53)

denkleminde her iki taraf 1—x* ‘ye boliiniirse,

n(n+1
@"+£— 2X2j®'+ (1) 5o (2.3.54)
1-x 1-x

©"+P(x)®'+Q(x)®=0

seklinde elde edilen 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen Legendre

diferansiyel denkleminde, P(x) ve Q(x), x=0 noktasinda analitik (x=0 adi nokta)

oldugundan; Maclaurin seri ¢6zliimii yapilabileceginden,

® :Zanx” seklinde ¢6ziim aranir ve ifadenin ardisik olarak tlirevleri alinip (2.3.53)
n=0

denkleminde yerine yazilirsa (benzer sekilde daha dnceki boliimlerdeki seri metodunda
yapildigi iizere gerekli islemler yapildiginda),

y(x):ao[l_ n(nz!+1) 2 n(n—2)(rl!+l)(n+3) g _J

X+
3! 5!

+a1(x_(n—1)(n+2) , (n=1)(n=-3)(n+2)(n+4) e _)

seklinde bulunan ¢éziimde de,

12 135..(n-1) ve ol
= —1 /2—= _1
% =(-1) 2.4.6..n (-3)

2 2
olmak iizere,
(x)= g(_l)k > k!((nzf k_)?(kn) : 2o (2:3.59)
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N c¢iftise, N =

NS
[BEN

N tek ise, N = n-

N ‘

olacak sekilde 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen Legendre diferansiyel

denklemin (® = ®(x) fonksiyonunun x =0 adi noktasindaki) genel ¢6ziimii bulunmus

olur [13] ve bu polinomun numerik degerleri;

P3(x)=%(5x3 —3x)

P, (x)= %(35x4 ~30x° +3)

P, (x) = %(63x5 —~70x° +15x)

seklinde bulunmus olur.

Bu bolimiin  arastirilmasinda  [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13]  kaynaklarindan

yararlanilmigtir.
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3. MAXWELL DENKLEMLERININ SILINDIRIK KOORDINAT
SISTEMLERINDEKI UYGULAMALARI

Bu boliimde, silindirik koordinatlardaki Helmholtz dalga denkleminin ¢oziimiiniin,
silindirik elektromanyetik dalgalar (elektrik ve manyetik alanlar) tasvir eden Maxwell
denklemlerindeki (ki bu denklemde bir Helmholtz denklemidir) silindiriksel simetrik

¢Ozlimleri incelenerek, dalga sekilleri maple yazilimai ile ¢izilecektir.
3.1. Maxwell Denklemleri

Maxwell denklemleri, elektromanyetik alanlar1 (elektrik ve manyetik alanin birlesik
durumu) betimleyen diferansiyel denklem sistemleridir. Bu denklemlerin en belirgin
ozelligi elektromanyetik dalganin yayilmasmi tasvir eden c¢oziimleri saglamasidir.
Elektromanyetik dalgalar, elektrik yiiklii pargaciklarin (ki bunlar elektronlar ve protonlar
olarak bilinir) ivmeli hareketleri (hizlanan veya yavaslayan) sonucunda etraflarinda
olusturduklar1 ve bosluktaki hizlart 1s1k hizina esit olan dalgalar olarak bilinirler. Bu
yiiklii pargaciklarin durgun halde olmasi ile elektrik alan, sabit hizla hareket etmesi ile
sadece manyetik alan, ivmeli olarak hareket etmesi ile de elektromanyetik alan
olugsmaktadir. Dolayisiyla, bu yayilan elektromanyetik dalgalar, bir noktadan bir baska
noktaya olan enerji transferinin bir gostergesidir. Kaynaktan yoksun (elektrik yiik
yogunlugu ve elektrik akiminin olmadigi durum, diger bir ifade ile elektrik alan1 ve
manyetik alani1 olusturan kaynagin disinda kalan bir bolgedeki elektromanyetik alaninin

hesaplanmasi) Maxwell denklemleri asagidaki gibi ifade edilir,

V.B=0, (3.1.1)
€XE+%—§=0, (3.1.2)
V.E=0, (3.1.3)
ﬁxé—ﬂg§=o. (3.1.4)

Burada, E elektrik alan (yiik yogunlugu ile olusur) vektériinii, B manyetik alan (elektrik

akimi ile olusur) vektoriini ve V Nabla (gradyan) birinci dereceden kismi tiirev
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operatoriinii belirtir. O halde, elektrik (E) ve manyetik (é) alanlar harmonik zaman

baglilig1 olacak sekilde asagidaki gibi yazilacak olunursa, ve
E= \E\e*i‘“t (3.1.5)

B :\é\efiﬂﬂ (3.1.6)

(3.1.2) ve (3.1.4) denklemlerindeki gerekli tiirev islemleri bu degerlere gore yapildiginda
birinci dereceden Maxwell denklemleri asagidaki sekle indirgenmis olur. Burada, t

zamani arttikca elektromanyetik dalganin siddeti azalacagindan dolayr bu dalganin
kiigiilerek sontimlenebilmesi i¢in — kuvvetli deger olan1 alinmistir. (t — oo igin, E=0

ve B =0 olabilmesi i¢in)

V.B=0, (3.1.7)
VxE—-iwB=0, (3.1.8)
V.E=0, (3.1.9)
VxB+ioucE =0. (3.1.10)

(3.1.8) ve (3.1.10) denklemlerinin ¢6ziimlerinin bulunmasi bu hali ile zor oldugundan;
(bir denklemin i¢inde iki tane bilinmeyen oldugundan) birini digerinin cinsinden
yazilmasi gerekmektedir. Bunun yapilabilmesi iginde bu denklemleri ikinci dereceden

Maxwell denklemleri (Helmholtz denklemi) olarak yazilmasi gerekir. O halde, denklem

(3.1.8) “in her iki tarafi sol taraftan V operatorii ile vektor ¢arpimini alinirsa;

Vx(VxE)-ioVxB=0 (3.1.11)

veya

ﬁx(?x E)ziaﬁxé (3.1.12)
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denklemleri elde edilir ve vektor 6zdesligi tanimina gore, ﬁx(?x A) =§(§.A)—V2A

esitligi s6z konusu oldugundan ve buradaki A herhangi bir vektorel alan olmak iizere,

kullanildiginda (ki burada A =E dir); denklem (3.1.12)

V(VE)—VZE —iwVxB (3.1.13)

sekline dondisiir ve, denklem (3.1.9) ve (3.1.10), denklem (3.1.13) ‘de yerine yazilirsa;

~V’E =io(-ioucE) (3.1.14)

veya

V2E = -’ ucE (3.1.15)

denklemi elde edilir. Eger (3.1.15) ‘deki denklemde Kk =./uew olarak tanimlanirsa da,

(3.1.15) denklemi;

V2E =—k’E (3.1.16)

veya

VZE+k*E =0 (3.1.17)

olarak bulunmus olur. Benzer islemler (3.1.4) denklemi i¢in de tekrarlanirsa,

V2B+k*B=0 (3.1.18)

denklemi elde edilir ve elde edilen bu son (3.1.17) ve (3.1.18) denklemleri, elektrik ve
manyetik alanlar1 tasvir eden ikinci dereceden Maxwell denklemleridir. Aslinda bu
denklemler de yapisal olarak Helmholtz denkleminin ta kendisidir. Dolayisiyla, aslinda
Maxwell denklemleri elektromanyetik alanlari tasvir eden ikinci dereceden bir kismi
diferansiyel denklem sistemleri olarak da bilinmektedir. Elektromanyetik alanlar da,
sekilde goriildiigii gibi elektrik ve manyetik alanlarin birbirine dik olarak titresmeleri

sonucunda olusan ve birlikte hareket eden dalgalardir.
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Elektrik alan

Manyetik alan

Dalganin
yayilma yoni

Sekil 3.1.1: Elektromanyetik dalga diyagranmi

Bu dalgalart tasvir eden ve Maxwell denklemleri olarak bilinen denklemler aslinda
Helmbholtz denklemleridir ve asagidaki gibi elektrik ve manyetik alanlari tasvir etmek

tizere her biri i¢in ayr1 ayr1 yazilirlar.

VZE +k’E =0 (3.1.19)

V?B+k*B=0 (3.1.20)

Burada, E elektrik alan vektoriini, B vektorel manyetik alan siddetini ve k? = w* HE
olmak tizere de bir sabiti ifade eder ve sabit terim i¢indeki w =27z f olup agisal hizi, f
frekansi, ¢ ve ¢ ise de elektromanyetik alanin i¢inde bulundugu ortamin sirasiyla

manyetik ve elektrik alan ge¢irgenlik katsayilaridir ve asagidaki gibidir.

M= by (3.1.21)

E=¢.&, (3.1.22)
Eger u, =&, =1 alinirsa, p = u, ve & =g, olur ki bu durumda elektromanyetik alanin
bosluk i¢inde yayildigini gosterir. Bir bagka degisle,

0)2
V2

k? = (3.1.23)
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seklinde yazilirsa ve burada V= olarak tamimlandiginda, bu elektromanyetik

1
Jue
dalganin faz hizin1 vermektedir. Boslukta bu deger,

1 1 ~3x10°m/s (3.1.24)

" J oo \/(47z><10*7 )(8,85x10 %)

olarak 1s1k hizini belirtir.
3.2. Silindirik Koordinatlarda Maxwell Denklemlerinin Co6ziimii

Elektrik ve manyetik alanlar1 tasvir eden

Vzﬁ(p,q),z)+kzé(p,¢),z)

0 (3.2.1)
V’B(p,0,2)+k’B(p,p,2)=0 (3.2.2)

her iki Maxwell denklemi ayn1 oldugundan bir tanesini ¢ozmek yeterli olacaktir. O halde,

silindirik koordinatlarda elektrik alan vektori

E(p,gp,z):ﬁEp (p.0.2)+¢E,(p,0.2)+2E,(p,0,2) (3.2.3)

seklinde bilesenlerine ayrilmis olarak ifade edilebilir ve burada; p,¢ ve 7 silindirik
koordinatlardaki birim vektorleri, Ep,E(p ve E, ise, bu yonlerdeki elektrik alan

bilesenlerini gostermektedir. O halde, bu ifade denklem (3.2.1) ‘de yerine yazilirsa

+2E, )+Kk*(PE, +9E, +2E, ) =0 (3.2.4)

denklemi elde edilir. Yukaridaki bu ifadenin basit bir skaler alan denklemine
indirgenmesi miimkiin degildir. Ancak, birbirleri ile iliskili skaler denklem sistemine
indirgenebilir. Biz bu tezde, silindirik dalganin z— yoniinde yayildigin1 varsayarak

(0,9 olan diger yonlerde salimim gergeklesir), Maxwell denkleminin sadece

z — yoniindeki bilegkesinin ¢éziimiinii bulacagiz. O halde,
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V?(gE,)# ¢V°E,
V?(ZE,)=12V’E,

olmak iizere,

V’E(p.@.2)=V*(PE, +@E, + 2E,) = V*( pE, +@E, )+ 2E, (3.2.5)
esitligi saglanacagindan, Maxwell denklemlerini skaler alan denklemleri olarak asagidaki
gibi diistinebiliriz.

V’E, (p,0.2)+K’E, (p,9,2)=0 (3.2.6)

V?B, (p,(p,Z)JrszZ (p.p.2)=0 (3.2.7)

Dolayistyla, silindirik koordinatlardaki silindirik dalga denklemini elde ederken, asagida

genel olarak ele alinan skaler l//( 2,0, Z) fonksiyonunun ¢oziimiinii bulmamiz yeterli

olacaktir (ki y skaler fonksiyonu ¢oziildiigiinde, w yerine; E yazildiginda elektrik alan,

B yazildiginda manyetik alan denklemlerinin ¢6ziimii bulunmus olacaktir),
Vi (p,o.2)+Kw(p,0.2)=0.
Boliim 2.2 “de, silindirik koordinatlarda y potansiyel fonksiyonun degiskenlerine ayirma

metodu kabul edilen l//(p, 0, Z) =R (p)d)(go) VA (Z) ¢oziimi kullanilarak Helmholtz

denklemi sirasiyla asagidaki denklemlere indirgenmisti;

2
. ¢ zz—ﬁzzzo
dz
2
2. d qz)+n2cD:O
do
3. ,oi pd—R iz—m2,02+n2
op|  dp|R
k2 =m?2 — (2
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Bu denklem sistemlerinin ¢6ziimleri yeniden yazilacak olunursa,

2
. ¢ zz—ﬁzzzo
dz
Z"—0?°7Z=0

seklinde elde edilen 2. mertebeden lincer sabit katsayili homojen diferansiyel

denkleminin genel ¢6ziimii,

(z —(z
Z, =Ce" +Cpe

olarak (2.2.23) ‘deki denklemde oldugu iizere bu sekilde bulunmustu ve burada; c, ve c,
integral sabitleridir.

d?d

—+n’® =0
do

®"+n’®=0
seklinde elde edilen 2. mertebeden lineer sabit katsayilli homojen diferansiyel
denkleminin genel ¢oziim,
D, =c,e" +c,e™

olarak denklem (2.2.27) ‘de gosterildigi iizere bu sekilde bulunmus olup ¢, ve c, integral

sabitleridir.

O OR|1 o o
PP as R p

p°R"+ pR'+(m*p? —n*)R=0

seklinde elde edilen 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen diferansiyel

denklemi silindirik Bessel diferansiyel denklemi olup genel ¢6ziimii,

R, =CJ,(mp)+¢N, (mp) ;n €Z
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olarak (2.2.46) ‘deki denklemde belirtildigi iizere bu sekilde bulunmustu ve burada; c,
ve ¢, integral sabitlerini, J, (mp) birinci dereceden Bessel fonksiyonunu ve N, (mp)

ise, ikinci dereceden Neumann fonksiyonunu gostermektedir. Elde edilen bu ¢6ziimii
bolim 2.2.1.2 ‘de gosterildigi lizere, Hankel fonksiyonlari cinsinden denklem (2.2.50)

‘de asagida oldugu gibi yazmakta miimkiindiir.

R, = d,H," (mp)+d,H,” (mp) ;n ez

Dolayistyla, R(p), ®(¢) ve Z(z) fonksiyonlarma bagli y potansiyel fonksiyonunun
degiskenlerine ayirma metodu ile silindirik koordinatlardaki genel ¢6ziimii,
v(p.9.2)=R(p)®(9)Z(2)
Vi (£.0.2) =Ry ()@, (9) 2, (2)
v, =R, ®, Z,

Wh = Z[Ajw J,(mp)+A, N, (mp)]ei‘"‘/’ (d, cos ¢z +d, sin (z)

m,n

genel olarak (2.2.55) ‘deki denklemde tanimlandigi gibi bu sekilde bulunmustu.

Dolayisiyla, silindirik koordinatlarda Maxwell denklemlerinin genel ¢ozlimleri sirastyla,

E,(p.9.2)= Z[Am J.(mp)+A, N, (mp)}ei‘"“’ (d,cos(z+d,sin(z) (3.2.8)

m,n

B, (p.0.2)=2 [ A J.(mp)+A, N, (mp) ™ (d, cos(z+d,sin(z) (3.2.9)

m,n

bu sekilde bulunmus olur.
3.3. Bessel Fonksiyonunun Asimptotik Ozellikleri

Helmholtz denkleminin, silindirik ve kiiresel koordinatlarda degiskenlerine ayirma
yontemi ile ¢oziimlerinin bulunmasi sirasinda ortaya ¢ikan Bessel denkleminin ¢6ziimii

ile bulunan Bessel fonksiyonlar1 (ki n € Z olmak iizere, silindirik problemlerin

1 ..
¢Oziimiinde n = bir tamsay1 degeri, kiiresel problemlerin ¢oziimiinde n=n +E gibi bir
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yarim tamsayl degeri almaktadir) dalga yayilimi gibi bir ¢ok problemin ¢oziimii i¢in

dnemli bir yer tutmaktadir. Bu fonksiyonlar (birinci dereceden Bessel fonksiyonu J, (p)

ve ikinci dereceden Bessel fonksiyonu N (p)) silindirik koordinatlarda genel olarak,

22+n
= - J cosnz—J
Oﬂ' n+/1 2 sinnz
bu sekilde bulunmustu. Ancak, elektromanyetik dalga yayilimi problemlerinin
¢Oziimiinde bu fonksiyonlarin yakin ve ¢ok uzak noktalardaki degerlerinin nasil
davrandigi1 6nemli bir yer teskil etmektedir. Bunun igin bu fonksiyonlarin negatif olmayan

bu asimptotik formlari,

p<<lise, J,(p)—> ! ( j” (3.3.1)

N R

{In £j+o 5772} n=0

2
F(”)H 120

T \p

p>>1ise, J, (p)— / cos p—”—”—fj (3.3.3)
Nt =«
)— / sin p————j (3.3.4)

seklinde tanimlanirlar [13].

SHEDN

(3.3.2)

3.4. Silindirik Elektromanyetik Dalgalarin Dalga Kilavuzunda Yayilmasi

Genel olarak, enerjinin yada bu tezin ¢alisma konusu olan silindirik elektromanyetik
dalgalarin, bir noktadan baska bir noktaya iletilmesinde bir takim sistemler kullanilir. Bu
sistemlere ‘‘Transmisyon hatti’” denir. Transmisyon hatlari, ilettikleri elektromanyetik

alanin konfigiirasyonuna gore ikiye ayrilirlar.
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1. Enine elektromanyetik alan TEM modu:

Bu modda, elektirik (E) veya manyetik (E) alanlar enine dalgalardir. Ornegin;

koaksiyel koblo.

2. Yiiksek — mod tipi:

Elektirik alan (E) veya manyetik alan (E) ‘in herhangi biri veya her ikisinin birden
transmisyon iletimi yoniinde olmasidir. Ornegin; dalga kilavuzu

Bu tezde, enerjinin elektromanyetik dalga formundaki iletimi ele alinacaktir. Enerji
iletiminde frekans 6nemli bir rol oynamaktadir. Frekansin yiiksek oldugu durumlarda
(10" Hz gibi), elektromanyetik dalgalar dalga kilavuzlar1 yardimi ile iletilirler. Bu
nedenle, tezin calisma konusuna uygun olarak silindirik elektromanyetik dalganin
silindirik bir dalga kilavuzundaki iletimi incelenecektir. Bu tezin, ¢alisma konusunu
olusturan Helmholtz denkleminin ¢oziimii, elektromanyetik dalga teorisinin temelini
olusturan Maxwell denklemleri olarak da adlandirilirlar ve bu denklemin genel ¢ozimii
silindirik elektromanyetik alanlar1 tasvir etmektedir. Silindirik elektromanyetik alanlarin
yayilmasi farkli sekillerde olabilmektedir. Bunlarin en onemlilerinden birisi olarak
silindirik dalga kilavuzlarint verebiliriz. Silindirik dalga kilavuzu R yaricapli, sonlu

boylu i¢i bos metal yapilardir.

N

3

| B4

Sekil 3.4.1: Dairesel dalga kilavuzu

Elektromanyetik dalga bu kilavuzlarda yayilirken iki farkli modda yayilir. Bunlara TE ve
TM modu denmektedir. Elektromanyetik dalga z— ekseni boyunca yayildigi zaman TE
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modu i¢in, elektromanyetik alanin elektrik alan bileseni E, =0 alinir ve elektromanyetik
alanin manyetik alan bileseni B, ( 2,0, Z) ‘yi saglayan Maxwell denklemi ¢oziiliir. TM
modu i¢in ise, bu sefer manyetik alan bileseni B, =0 alinir ve E, ( L@, Z) ‘yi saglayan
Maxwell denklemi ¢oziiliir. Bu iki denklemin ¢6ziimii birbirlerinin aynisidir. Cilinkii, her
ikisi de ayn1 Helmholtz denkleminin ¢6ziimiidiir.

3.4.1. Silindirik Dalga Kilavuzunda TE Modu

Elektromanyetik dalgalar enine dalgalar oldugundan ve z— ekseni yoniinde yayildigi
varsayildigindan; TE modunda, elektrik alan elekromanyetik alanin manyetik alan

bilesenine dik olur. Dolayisiyla, yayilma yoniindeki elektrik alan; E, =0 alinarak daha

onceki bolim (3.2.7) denkleminde,

V?B, (p.¢,2)+k*B,(p.9,2)=0

olarak ifade edilen, manyetik alan bileseni B, (p,¢,2) ‘yi saglayan Maxwell denklemi

¢oziilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise, (3.2.9) denkleminde belirtildigi iizere asagidaki

sekilde bulunmustu.

B, (p.0.2)= Z[Ajm J,(mp)+A, N, (mp)Jei‘”"’ (d, cos(z+d,sin (z)

m,n

Elektromanyetik dalga, silindirik dalga kilavuzunda yayilacagindan bir takim smir
kosullarimi saglamas1 gerekmektedir. Bessel diferansiyel denkleminin ¢oziimlerinden
birisi olan ikinci dereceden Neumann fonksiyonu Bessel fonksiyonlarinim asimptotik

ozelliklerine gore p=0 -civarinda (3.3.2) ifadesi sonsuza gittiginden silindirik

elektromanyetik dalgalar1 dogru olarak tasvir eden anlamli bir ¢6ziim bulunamamaktadir.

Bu nedenle Neumann fonksiyonun dniinde bulunan integral sabiti A, =0 olarak alinr.

Bu durumda, genel ¢6ziim denklem (3.4.1) olarak asagidaki gibi ifade edilir.

B,(p.0.2)=D A J,(mp)e™™ (d, coslz+d,sin(z) (3.4.1)
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3.4.2. Silindirik Dalga Kilavuzunda TM Modu
TM modunda da, manyetik alan elekromanyetik alanin elektrik alan bilesenine dik
oldugundan, yayilma yoniindeki manyetik alan; B, =0 alinarak oneki boliim (3.2.6)

denkleminde,

V’E, (p,0.2)+K’E, (p,0.2)=0

olarak tanimlanan denkleme gdre, elektirik alan bileseni E,(p,@,z) ‘yi saglayan

Maxwell denklemi ¢oziiliir. Bu denklemin ¢6ziimii de, (3.2.8) denkleminde oldugu iizere

asagidaki sekilde bulunmustu.

E,(p.p.2)= Z[Ajw\]n (mp)+A, N, (mp)]ei‘”"’ (d, cos(z +d, sin (z)

Benzer olarak yukaridaki 3.4.1 baslig: altinda anlatilan p =0 civarindaki sinr sarti

elektrik alan bileseni i¢in de gegerli oldugundan Neumann fonksiyonun dniinde bulunan

integral sabiti A, =0 alinmasi ile genel ¢oziim denklem (3.4.2) olarak asagidaki gibi

ifade edilir.

E,(p.0.2)=D A J,(mp)e™™ (d, coslz+d,sin(z) (3.4.2)

m,n

O halde, mp =kx ve ¢ =0 olmak iizere; n,k ve ( igin, verilen degerlere gore olusan

silindirik dalgalarin degisimi asagidaki sekillerdeki gibidir.
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Sekil 3.4.2: Silindirik dalga yayilimlart

Bu boliimiin aragtirilmasinda [13,14,15] kaynaklarindan yararlanilmustir.
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4. EK

Teorem4.1: y = f (x) olmak iizere,

—1 _ n—

a,.(x—a) y"+a . (x—a) "y +a, . (x—a) "y +..+a,y=0  katsayilan

(x—a) seklinde olan n. mertebeden veya yiiksek mertebeden lineer degisken katsayili
homojen diferansiyel denklemin (cauchy-culer denkleminin) ¢dziimii i¢in, (X—a)=€'
seklinde doniisiim yapilir ve yeni olusacak diferansiyel denklem y = f (t) bagh olmak

uzere,

ay"”+a,_y"V+a, ,y"? +..+3,y=0 scklindeki n. mertebeden veya yiiksek

mertebeden lineer sabit katsayili homojen diferansiyel denklem haline getirilir ve

Teorem 2.1.2 ‘deki oldugu gibi denklemin mertebesi kadar lineer bagimsiz ¢oziimler

bulunmaya calisilir ve y=e™ seklinde ¢6ziim aranir.

Ornegin; Katsayilart (X—«) seklinde olan 2. mertebeden cauchy-euler denklemi igin,

2 14 !
a,.(x—a) y'+a.(x—a)y' +a,y=0
(x—ar)=€' doniisiimii yapilirsa (X degiskeninin t degiskenine doniisiimii),

(x—a)=¢

In(x—a)=In¢e'
In(x—a) =t olur ve

y=f(x) fonksiyonun tiirevlerinin, y=f(t) fonksiyonunun tiirevlerine

doniistiimii de;

y oy _dyat yn_dzy_i(d_yjﬂ
dx dt dx dx? dtldx/dx
_dy 1 _E(QEJE
dt x—a ~dtdt dx ) dx
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seklinde olacagindan; bulunan bu ifadeler yukaridaki denklemi yerine yazilirsa,
a,.(x—a) y' +a.(x—a)y'+ay=0
ae”(y-y)e ™ +ae'ye ' +a,y=0
8 (y-y)+ay+ay=0
a,y-a,y+ay+a,y=0
a,y+(a,—a,)y+ay=0

seklinde 2. mertebeden lineer sabit katsayili homojen diferansiyel denklem elde edilmis

olur ve Teorem 2.1.2 ‘deki oldugu gibi denklemin mertebesi kadar lineer bagimsiz
¢oziimler bulunmaya cahisilir ve y=e™ seklinde ¢6ziim aramr. O halde, bu ifadenin

ardisik olarak tiirevleri alinip denklemde yerine yazildiginda,
Yo (1) =Y (1) +C, Y, (1)

seklinde t degiskenine bagli genel ¢oziim, lineer bagimsiz ¢odziimlerinden olusan

¢oziimlerin lineer kombinasyonu olarak bu sekilde bulunmus olur ve t=|n(x—a)

yazilarak da,

Yh (X) =Gy, (X)+C2y2 (X)
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X degiskenine bagl genel ¢oziim bulunmus olur.
Teorem 4.2: y = f (x) olmak iizere,

kn n-1)

aﬂ'(x_a) y(”) -i_a‘n—l'(x_a)kml y( 'i_an—Z'(X_a‘)km2 y(n_Z) +-..+ao'(x—a)k0 y:0

seklinde X=a noktasi etrafinda seri ¢6ziimii istenen (baslangi¢ deger problemi), n.
mertebeden veya yiiksek mertebeden lineer degisken katsayili homojen diferansiyel

denkleminde a=0 ise, Maclaurin serisi; a=0 ise, Taylor serisi metodu ile seri
¢Oziimiinlin yapilabilmesi i¢in; Yy = f(X) fonksiyonunun X =a noktasinda analitik

olmasi ( X = @ noktasinin adi nokta olmasi) gerekmektedir.

Tanim 4.1.1: Eger bir f (X) fonksiyonu X = a noktasinda Taylor serisine agilabiliyorsa

(fonksiyonun x = a noktasinda her mertebeden tiirevi varsa),

bu fonksiyon X =a noktasinda analitiktir ve X =a noktasi bu fonksiyonun adi (X =a

fonksiyonu ve higbir tiirevini tanimsiz yapmayan nokta) noktasidir. O halde, boyle bir

fonksiyonun y:Z:an(x—a)n seklinde ¢oziim aranmasi1 ile Taylor seri ¢oziimii
n=0

yapilabilir denir.

Tanmm 4.1.2: Eger bir f (X) fonksiyonu X =a noktasinda Taylor serisine agilamiyorsa
(fonksiyonun x=a noktasinda her mertebeden tiirevi yoksa), bu fonksiyon X=a
noktasinda analitik degildir ve X =a noktas1 bu fonksiyonun tekil (singular, diger bir
ifade ile Xx=a noktasi; fonksiyonu veya herhangi bir tiirevini tanimsiz yapan nokta)
noktasidir. O halde, bdyle bir fonksiyonun Taylor seri ¢ozliimii yapilamaz denir. Eger,

In € Z*,Qicin, lim(x—x,)" f(x)=lim(x-a)" f(x)="f, ; f,f,,..=0
X—>Xo

X—a
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olacak sekilde f(x) fonksiyonunun limiti varsa, bu yeni olusan g(x) fonksiyonu x=a

noktasinda analitiktir ve X =a noktas1 f (X) fonksiyonunun diizgiin tekil noktasidir. O

halde, boyle bir fonksiyonun y = Zan (x— a)n+r seklinde ¢6ziim aranmasi ile Frobenius
n=0

seri ¢Oziimii yapilabilir denir.

Ornegin; f(x)= Jx fon ksiyonu x =0 noktasi i¢in analitik midir?

f (X) fonksiyonun ardisik olarak sirastyla tiirev degerleri incelenirse,

f (X) = \/; fonksiyonu x =0 noktasinda tanimlidir.

f'(x)= L fonksiyonu x =0 noktasinda tanimsizdir.

2%

O halde, fonksiyonun x=0 noktasinda her mertebeden tiirevi olmadigindan, bu

fonksiyon x=0 noktasinda analitik degildir ve X=0 noktas1 fonksiyonun tekil

noktasidir (Maclaurin seri ¢oziimii yapilamaz) denir. Ama, biz bu f (X) fonksiyonunu x

1
in bir kuvveti olan x? = /X ile carparsak (2. tiirevde tanimsiz yapan ifadeyi yok etmek

i¢in);
Ixf (%) = Vxx = Uxf (x)=x= g (x) =x
seklinde olugan bu yeni fonksiyon i¢in, yeniden fonksiyonun ardisik olarak sirastyla tiirev
degerleri incelenecek olundugunda;
g(x)=x fonksiyonu x =0 noktasinda tanimlidir.
g'(x)=x fonksiyonu x =0 noktasinda tanimlidir.

9"(x)=0 fonksiyonu x =0 noktasinda tanimlidur.

9" (x)=0 fonksiyonu da, x =0 noktasinda tanimlidr.
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O halde, fonksiyonun x = 0 noktasinda her mertebeden tiirevi oldugundan, bu yeni olusan

g(x) fonksiyonu X =0 noktasinda analitiktir ve X =0 noktas1 f (X) fonksiyonunun

diizgiin tekil noktasidir (Frobenius seri ¢oziimii yapilabilir) denir. Diger bir ifade ile,

x=0 noktast f(x) fonksiyonunun tekil noktasi ise, Maclaurin seri ¢dziimii
yapilamayacagindan;

fim (x=x, ) f(x):lxm(x—oﬁ&:mx:o

olacak sekilde x —0 giderken, f(x) fonksiyonunun limiti var oldugundan; bu yeni

olusan g(x) fonksiyonu x =0 noktasinda analitik olur ve X =0 noktasi f(X)

fonksiyonunun diizgiin tekil noktasi olur. Dolayisiyla, boyle bir fonksiyonun Frobenius

seri ¢oziimii yapilabilir denir.

Ornegin; f(x)= % fonksiyonu x =0 noktasi igin analitik midir?
X

f (x) fonksiyonun ardisik olarak sirastyla tiirev degerleri incelenirse,

f(x)= Ii fonksiyonu x =0 noktasinda tanimsizdir.
nx

O halde, fonksiyonun Xx=0 noktasinda her mertebeden tiirevi olmadigindan, bu

fonksiyon x=0 noktasinda analitik degildir ve X=0 noktasi fonksiyonun tekil
noktasidir (Maclaurin seri ¢oziimii yapilamaz) denir ve, bu f (x) fonksiyonu sonlu bir x
’in kuvveti ile carpilsada (x” ) ; hicbir zaman i¢in bu fonksiyon analitik olamayacagindan,

boyle bir fonksiyonun Maclaurin seri ¢6ziimii de, Frabenius seri ¢6ziimii de yapilamaz

denir. Dolayisiyla, boyle X =0 noktasida fonksiyonun esasli tekil noktasidir denir. Diger

bir ifade ile, x =0 noktast f (x) fonksiyonunun esasl tekil noktas ise,

lim(x—x,) f(x)=lim(x-0) Inx = 1im x.00 = 0.00 = o0

X—>Xg x—0
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olacak sekilde x—>0 giderken, f(x) fonksiyonunun hicbir n igin limiti var

olmayacagindan; X =0 noktast hi¢bir zaman i¢in analitik olamaz ve x =0 noktas1 bu
fonksiyonun esasli tekil noktasidir. Dolayisiyla, boyle bir fonksiyonun Maclaurin seri

¢oziimii de, Frabenius seri ¢6ziimii de yapilamaz denir.
Ayrica, sabit fonksiyonlar her x = a noktasinda analitiktir.
O halde,

1. Metod

az.(x—a)kz y”+a1.(x—a)kl y’+a0.(x—a)ko y=0; y(a)=m,y’'(a)=n seklindeki
baslangi¢ deger probleminde, X = a noktasi etrafinda seri ¢6zlimii istenen Ve katsayilari

(x—a) sekline getirilen 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen diferansiyel

denkleminde,

a, #0 veya a, =0 olmak iizere; X degiskenine bagl diferansiyel denklemin, X=a
noktasi etrafindaki seri ¢6ziimii igin; denklemindeki degisken katsayilar x—a =t olacak
sekilde t degiskenine bagl olarak tanimlanirsa (x—a=t seklinde X degiskeninin t
degiskenine donilisiimii yapilirsa),
X—a=t
x=t+a olurve

y=f(x) fonksiyonunun tiirevlerinin, y= f(t) fonksiyonunun tiirevlerine

doniisiimii de;

g oo pody g i
dx dt dx dx?  dtdx /dx
~Wy _i(ﬂﬂjﬂ
dt’ dt \ dt dx ) dx
d
—y -—(y).1
y dt(y)
=(y)1
=y
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seklinde olacagindan; bulunan bu ifadeler yukaridaki denklemi yerine yazilirsa,

az.(x—a)k2 y”+a1.(x—a)kl y’+a0.(x—a)ko y=0

atey+atiy+atoy=0

seklinde, t=0 noktasi etrafinda 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen
diferansiyel denklem elde edilir ve derecesi yiiksek olan diferansiyel operatoriiniin

oniindeki katsayiya her iki taraf boliintirse,

3 ko
at J1 atotkz

ate” ait

y+P(t)y+Q(t)y=0

y+ y=0

olarak standart form olarak yazilan 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen

diferansiyel denkleminde, P(t) ve Q(t), t =0 noktasinda analitik (t =0 adi nokta) ise,

Maclaurin seri ¢6ziimii yapilabileceginden;

y=> a,(x- a)' = D a,t" seklinde ¢dziim arnir (demek diferansiyel denklemde yerine
n=0 n=0

yazildiginda denklemi saglamasi demektir).

O halde, bu ifadenin ardisik olarak tiirevleri alinip yukaridaki denklemde yerine yazilirsa,
y=> at"
n=0
y=> nait"*
n=0
y=>n(n-1)a,t"?
n=0

ve ayrica, burada; P(t) ve Q(t), t =0 noktasinda analitik oldugundan, P(t) ve Q(t)

polinomlarmin ¢éziimleri de Maclaurin serisine agilabileceginden;
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P(t)=p, + pt+ p,t* + p,t° +

Q(t) =0+t +pt” +0,t° +
seklinde elde edilen polinomlarda denklemde yerine yazildiginda,

Y n(n-1)at" +(p, + p,t+.. Znat”l (0 + Ot +...) D> a,t" =0
n=0 n=0

seklinde oldugu gibi bir ifade elde edilir. Burada; once ifade carpilip diizenlendikten
sonra, hepsinin ortak toplamda toplanabilmesi igin t" nin kuvvetlerinin; n—n+1,
n—n-1, ... vb. olacak sekilde yazilarak esit yapilmas1 ve ardindan hepsinin ayni1 indise

getirilmesi i¢in bazi toplamlar istenilen indise kadar terimleri agik olarak disari

yazilmalidir. Bu durumda, gerekli islemler yapildiginda;

()t +(... ++Zt

=indis

seklinde gelecek olan ifadenin sifir olabilmesi i¢in, t" nin biitin katsayilarinin (her bir

terimin tek tek) ve c, =0 olmas1 gerekir. Sonra, bastaki yapilan doniisiim geri alinarak
ifadesi (biiyiik olan kiigiik olanin cinsinden yazilir) bulunmus olur ve n>indis igin

n

de, sadelestirme yapmadan a,,a,,... seklinde a nin biitiin terimleri bulunarak,

=a, Y, (X)+a,y,(x)

seklinde lineer degisken katsayili homojen diferansiyel denklemin (y=f (X)

fonksiyonunun x = a adi noktasindaki) genel ¢oziimii bulunmus olur. Buradaki denklem

2. mertebeden oldugundan; genel ¢6ziim de, a,, ve a, olmak iizere 2 parametreden olusur
(ki bu sabitler c, ve c, integral sabitleridir. Burada, iki tane a parametresine bagl olarak

bulunmustur)
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2. Metod

az.(x—a)k2 y”+a1.(x—a)kl y’+a0.(x—a)ko y =0 seklinde verilen 2. mertebeden lineer

degisken katsayili homojen diferansiyel denkleminde; denklem, derecesi yiiksek olan

diferansiyel operatoriiniin 6niindeki katsayi ile orantili olacak sekilde boliiniirse,

kl kc

, 9.(X—-a
(:-2) oo

(x-a
y'+ ; y’+a°( )
a,.(x-a)" a,.(x—a)

y"+P(x)y'+Q(x)y=0

olarak standart form seklinde yazilan 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen

diferansiyel denkleminde,
P(x) ve Q(x) polinomlar: analitikse (x=0 adi nokta ise), y= f:anxn seklinde,
n-0
Maclaurin seri ¢oziimii yapilabilir.
P(x) ve Q(x) polinomlar: analitik degilse (x=a tekil nokta ise), y= ian (x —a)”
n-0

seklinde, Taylor seri ¢ozliimii yapilabilir.

Ayrica, sabit fonksiyonlar (P(x) ve Q(x) sabit fonksiyonlar ise) her x =a noktasinda
analitik oldugundan; n. mertebeden lineer sabit katsayili homojen diferansiyel
denklemlerde, Maclaurin ve Taylor serisi metodu ile ¢oziilebilir.

Teorem 4.3: y = f (x) olmak iizere,

kn n-1)

a,.(x=a)" y" +a,,.(x=a)" Y +a, . (x-a)" " Y Pt v e (x-a)° y =0

seklinde X =a noktas1 etrafinda seri ¢oziimii istenen (baslangi¢ deger problemi), n.
mertebeden veya yiiksek mertebeden lineer degisken katsayili homojen diferansiyel
denkleminin Frabenous serisi metodu ile ¢6ziimiiniin yapilabilmesi igin, y=f (X)
fonksiyonunun X =a noktasinda analitik olmayip, analitik hale getirilebilmesi (x=a

noktasinin diizgiin tekil nokta olmasi) gerekmektedir.
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O halde,

1. Metod

az.(x—a)kz y”+a1.(x—a)k1 y'+ao.(x—a)ko y=0; y(a)=m,y’'(a)=n seklindeki
baslangi¢ deger probleminde, X = @ noktasi etrafinda seri ¢ozliimii istenen ve katsayilari
(x—a) sekline getirilen 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen diferansiyel

denkleminde,

a, #0 veya a, =0 olmak iizere; x degiskenine bagli diferansiyel denklemin, X=a
noktasi etrafindaki seri ¢ozlimii i¢in; denklemindeki degisken katsayilar x—a =t olacak
sekilde t degiskenine bagli olarak tanimlanirsa (X—a=t seklinde X degiskeninin t
degiskenine doniisiimii yapilirsa),
x—a=t
x=t+a olurve

y=f(x) fonksiyonunun tiirevlerinin, y=f(t) fonksiyonunun tiirevlerine

doniisiimi de;

,_ Gy _dydt v_dzy_i(d_yjﬂ
dx _ dt dx Y= 3 " dt\dx ) dx
o, afoaa
dt’ ~dtdt dx ) dx
d
_y _9 )1
y ¢l
=(Y).l
=y

seklinde olacagindan; bulunan bu ifadeler yukaridaki denklemi yerine yazilirsa,

az.(x—a)k2 y”+a1.(x—a)kl y’+a0.(x—a)k° y=0

atey+atiy+atoy=0
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seklinde, t=0 noktas1 etrafinda 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen
diferansiyel denklem elde edilir ve derecesi yiiksek olan diferansiyel operatdriiniin

oniindeki katsayiya her iki taraf boliintirse,

u ko
at - aotkz

ate”  ait

y+P(t)y+Q(t)y=0

y+ y=0

olarak standart form olarak yazilan 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen

diferansiyel denkleminde, P(t) ve Q(t), t=0 noktasinda analitik degil (t=0 tekil

nokta) ise, Maclaurin seri ¢6ziimii yapilamayacagindan; Eger denklem,

olacak sekilde bir yazimi varsa; p(t) ve q(t), t=0 noktasinda analitik ve P(t) ve

Q(t), t=0 noktasinda tekil nokta ise,

Iim(t—tO)P(t)zlim(t—O)$= Dy i PivPyy..=0

t—t, t—0

lim(t—t,)° Q(t)=lim(t-0)’ a(t)

-t t—0 t?

qo 1 qlana---:O

olacak sekilde t—0 giderken, P(t) ve Q(t) fonksiyonlariin her ikisininde limiti

varsa; P(t) ve Q(t), t=0 noktasinda diizgiin tekil nokta olmus olacagindan ve

Frobenius seri ¢6ziimii yapilabileceginden;

y=>a,(x-a)"" =) at"™ seklinde 1. ¢oziim aramr (demek diferansiyel denklemde

n=0 n=0

yerine yazildiginda denklemi saglamasi demektir) ve 2. aranacak ¢6zlim ig¢in ise,

r(r—1)+ p,r+q, =0

seklindeki indis denkleminin (r) koklerinin durumuna bakilarak (a) ;
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1. Durum:r; > nr,icinry, — 1, & Z7 ise,
1 2 161N T 2
y,=>.at" ;a,#0
n=0

y2 ZantrHrz ; bO z O
n=0
2. Durum:r, =ryicinr, — 1, = N € Z7 ise,

y,=>.at" ; a,#0
n=0

y, =Cy, Int+ant””2 ; by #0 ve C sabiti sifir olabilir.

n=0

3. Durum: r, =r, ise,

y, = at" ; a,#0

n=0

Y, =Y, Int+> b t™"

n=1

seklinde ¢6ztimler aranir.

O halde, bu ifadelerin ardisik olarak tiirevleri alinip yukaridaki denklemde yerine

yazilirsa,
Y, :iaht"”l :ian (x-a)"" =a,(x—a)" +a (x-a) " +a,(x—a)"" +
h-0 o
=a,Y;(x)
Y, :ibnt””z :ibn (x—a)"" =h, (x—a)O+r2 +b1(x—a)l+r2 +b, (x—a)2+r2 +
- ho
=b,y, (x)

y(X)=a,y;(x)+b,y,(X)
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seklinde lineer degisken katsayili homojen diferansiyel denklemin (y=f (X)
fonksiyonunun x = a diizgiin tekil noktasindaki) genel ¢6ziimii bulunmus olur. Buradaki
denklem 2. mertebeden oldugundan; genel ¢6ziim de, a, ve b, olmak {izere 2
parametreden olusur (ki bu sabitler ¢, ve c, integral sabitleridir. Burada, a ve b

parametrelerine bagl olarak bulunmustur)

2. Metod

az.(x—a)k2 y”+al.(x—a)kl y’+a0.(x—a)k° y =0 seklinde verilen 2. mertebeden lineer
degisken katsayili homojen diferansiyel denkleminde; denklem, derecesi yiiksek olan

diferansiyel operatoriiniin 6niindeki katsayi ile orantili olacak sekilde boliintirse,

kl kc

, 9.(X—-a
(:-2) W

(x-a
y'+ g y’+a°( )
a,.(x—a)" a,.(x—a)

y"+P(x)y'+Q(x)y=0

olarak standart form seklinde yazilan 2. mertebeden lineer degisken katsayili homojen

diferansiyel denkleminde,
P(X) ve Q(X) polinomlar analitik olmay1p analitik hale getirilebilirse (X =0 diizgiin

tekil nokta ise), y = Z a, x"" seklinde Frobenius seri ¢6ziimii yapilabilir.
n=0

P(X) ve Q(X) polinomlar analitik olmayip analitik hale getirilebilirse (X =a diizgiin
tekil nokta ise), y :Z:an (x—a)n+r seklinde Frobenius seri ¢6ziimii yapilabilir ve 2.
n=0

aranacak ¢0ziim i¢in ise de, yukaridaki indis koklerinin durumuna bakilmasi gerekir.
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5. SONUC

Bu tezde, fizik ve miihendislik problemlerinin matematiksel modellenmesinde etkin
olarak kullanilan kismi tiirevli diferansiyel denklemler genel bir yaklasimla ele alinmustir.
Genel olarak ifade edilen kismi tiirevli diferansiyel denklem seklindeki yapinin, belirli
limitlerinde elde edilen 6zel denklemlerin her birinin ayri bir uygulama konusunun
tezahiirii oldugu, fizik ve miihendislik alanlarinin en 6nemli konularmi tasvir ettigi
gosterilmistir. Bu tezin arastirma konusunu teskil eden ve 6zel denklemlerden biri olan
Helmbholtz dalga denklemi derinligine analiz edilerek kartezyen, silindirik ve kiiresel
olmak iizere {i¢ farkli koordinat sisteminde ¢oziimleri yapilarak, silindirik ve kiiresel
koordinat ¢oziimleri matematikte 6zel fonksiyonlar olarak bilinen Bessel ve Legendre
polinomlar1 cinsinden ifade edilmistir. Helmholtz dalga denklemi, elektromanyetik alan
teorisinde; elektromanyetik alanlari tasvir etmede kullanilan Maxwell denklemlerinin,
ikinci dereceden kismi tiirevli ifadeleri ile bire bir ortiismektedir. Bu nedenle, tezin son
boliimiinde; Maxwell denklemlerinin silindirik koordinatlardaki ¢oziimii kullanilarak,
dairesel bir dalga kilavuzundaki elektromanyetik dalgalarin TE ve TM modlarindaki
yayilimlar1 gosterilip, bulunan ¢oziimlerin degisim grafikleri maple yazilimi ile

cizilmistir.
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