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NORMLU UZAYLARDA iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

OZET

Normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik ile ilgili giinimiize kadar yapilmis
arastirmalar1 géz Oniine alarak inceleyen bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

[k béliim 6n bilgilere ayrilmstir.

Ikinci béliimde, genel tanim ve teoremler bulunmaktadir.

Ucgiincii béliimde, reel terimli istatistiksel yakinsak dizi, normlu uzaylarda istatistiksel
yakinsaklik, istatistiksel Cauchy dizisi, istatistiksel kompaktlik, istatistiksel siireklilik,
istatistiksel quasi Cauchy, istatistiksel ward kompaktlik, istatistiksel ward siireklilik

kavramlar1 tanim ve teoremleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel Cauchy dizisi, istatistiksel kompaktlk, istatistiksel

stireklilik, istatistiksel quasi Cauchy dizisi, istatistiksel ward kompaktlik, istatistiksel ward
stireklilik.



STATISTICAL CONVERGENCE IN NORMED SPACES

ABSTRACT

This thesis which analyzes the researches about statistical convergence in normed space
to this date is comprised of three parts.

The first part is dedicated to preliminary knowledge.

The second part includes the general definitions and theorems.

The third part covers the definitions and theorems of real term statistical convergence
sequence, statistical convergence in normed space, statistical Cauchy sequence,
statistical compactness, statistical continuity, statistical quasi Cauchy, statistical ward

compactness, statistical ward continuity.

Key Words: Statistical Cauchy sequence, statistical compactness, statistical continuity,
statistical quasi Cauchy sequence, statistical ward compactness, statistical ward

continuity



ONSOZ

Bu tezimin- Normlu Uzaylarda Istatistiksel Yakinsaklik- ¢alisma konusu iizerinde birgok
makalesi olan ve bu konuya degerli birgok katki sunan, c¢alismalarim boyunca yakin
ilgisini ve yardimlarini esirgemeyen hocam, Sayin Prof. Dr. Hiiseyin CAKALLI’ya

(Maltepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii) en i¢ten saygi ve minnetlerimi sunarim.

Abdurrahman APAYDIN
Istanbul, OCAK 2018



ICINDEKILER

KAPAK ..o (i)
OZE T o (i)
AB S T R A T .. e (1)
ONSOZ ..o (iv)
ICINDEKILER ...ttt (v)
SIMGELER DIZINI.....ouiiiiit e, (vi)
GIRS.... M. ... A0 49 . 4. & ... ... 1
1. GENEL TANIMVE TEOREMLER...... ..o, 2
1.1.Genel Tanim Ve TEOTEMIEr ... ..ot 2
2. NORMLU UZAYLARDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK................. 11
2.1 Normlu Uzaylarda Istatistiksel Yakinsaklik Kavrami........................... 11
2.2 Istatistiksel Cauchy DizZiSi.............ovuniuniiiiieei el 20
3. ISTATISTIKSEL KOMPAKTLIK VE ISTATISTIKSEL SUREKLILIK .....26
3.1 Istatistiksel Kompaktlik ve Istatistiksel StirekliliK............................... 26
3.2 Istatitiksel Quasi Cauchy DizZiSi..............oovvieiiniiiiiiiiiiiiiiiieiei 39
KAYNAKLAR. . 47



SIMGELERIN DiZiNI

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Rasyonel sayilar kiimesi

A kiimesinin eleman sayisi
Cesaro matrisi

Hemen hemen her k
Sinirh diziler uzay1

Karakteristik fonksiyon

vi



GIRIS

[statistiksel yakinsaklik fikri, 1935°te Varsova’da Zygmund tarafindan yayinlanan
ve ¢ok ses getiren uzun ilmi makalesinin ilk baskisinda ‘hemen hemen yakinsaklik adi
altinda resmi olarak verilmisti [22]. Bu kavram; Fast[11], sonra Schoenberg [19], daha
sonra da bagimsiz olarak Buck [1] tarafindan da takdim edilmisti. Istatistiksel yakinsaklik,
neredeyse son seksen yildir iginde g¢alisiliyor olmasina ragmen, Salat [20], Kostyrko,
Macaj, Salat ve Strauch [16], Connor [3, 4], Maio, Djurcic, Kocinac, ve Zizovic [17] gibi

birgok dnemli yazarin katkilartyla son 20 yildir aktif bir arastirma alan1 haline gelmistir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami, fonksiyonel analizde &nemli bir yer tutmakla
birlikte toplanabilme teorisinde de énemli bir yer tutmaktadir. Istatistiksel yakinsakligin
toplanabilme teorisi ile iliskisini ilk olarak 1959°da Schoenberg tarafindan verilmistir.
Yine ayni ozelliklerin incelenmesine; 1980 yilinda Salat, 1985 yilinda J. Fridy, 1990
yilinda J. Fridy ve H. Miller, 1993 yilinda J. Fridy ve C. Orhan tarafindan devam
edilmistir. Aslinda istatistiksel yakinsaklik, sayilar teorisi, 0l¢ii teorisi ile ¢ok yakindan
ilgili oldugu gibi istatistik ile de ¢ok yakindan ilgilidir.

Bu iliskiler; Freedman ve Sember tarafindan 1982, J. Connor tarafindan 1990, H. Miller
tarafindan 1995, H. Miller ve C. Orhan tarafindan 2001, M. Khan ve C. Orhan tarafindan
2007 yilinda calisilmistir. Bilindigi gibi her yakinsak dizinin alt dizisi de yakinsaktir.
Halbuki istatistiksel yakinsak olan bir dizi i¢in bu gecerli degildir. Yani istatistiksel

yakinsak olan bir dizininin her alt dizisi istatistiksel yakinsak olmak zorunda degildir.



BIiRINCi BOLUM

1.GENEL TANIM VE TEOREMLER
1.1.Genel Tanim ve Teoremler

Tamim 1.1.1. Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi, deger kiimesi ise R reel sayilar
kiimesinin bir alt kiimesi olan fonksiyona dizi denir. x4, X,, X3 ... sayilarina dizinin

terimleri, N ye bagli ifade olan x, ye ise dizinin genel terimi denir.

Diziler ya (x;,X3 ,X3,..,Xn,..) @ibi veya x, genel terimini parantez igine alarak
{xn } veya (x, ) gibi de gosterilebilir.

Simdi reel terimli yakinsak dizi tanimini veriyoruz.

Tamim 1.1.2. R de bir ( x,,) dizisini g6z oniine alalim. Her € > 0 i¢in n > n, oldugunda
|x, —x|<e
olacak sekilde bir (¢ a bagli ) n, tam sayisi varsa n — oo igin (X,) dizisinin limiti x dir

denir ve lim x,, = x yazilir. (x,) dizisini gdzoniine alalim. Eger
n—-oo

lim x, =x
n—-oo

ise (x,) dizisi x sayisina yakinstyor denir ve n—oo iken x,, = x seklinde de gosterilir. Bir

saylya yakinsayan diziye yakinsak dizi, aksi halde wraksak dizi denir.



Tamm 1.1.3. Bir XxX Kartezyen kiimesi lizerinde, asagidaki kosullari saglayan

d: XxX — R fonksiyonuna X igin bir metrik, ya da X iizerinde bir metrik denir.
VX, Y, Ze X igin,

(Dy) d(x,y) 20,

(D2) d(x,y) =0 ancak ve ancak x =y dir,

(Ds) d(x y) =d(y, x),

(Da) d(x,y) <d(x,z)+d(z,Y)

Uzerinde bir d metrigi tanimlanan X kiimesine metrik uzay denir ve ( X, d ) ile gdsterilir,

ya da kisaca X bir metrik uzaydir denir.

Ornek. X bos olmayan bir kiime ve d de asagidaki sekilde tammlanmis reel degerli

fonksiyon olsun.

0 X =
dCx,y) = {1 x;t;]

Bu durumda d, X iizerinde bir metriktir, bu metrige discre metrik, ya da asikar metrik

denir.

Tamm 1.1.4. (Yakinsak Dizi) (X,d) bir metrik uzay, (x,) , X de bir dizi olsun.
Her & >0 i¢gin n > ny, oldugunda d(x,,x) < € olacak sekilde &’a bagl bir
n, sayisinin bulunabiliyorsa (x,) dizisi X’e yakinsaktir denir, ya da x noktasina yakinsar

denir. (x,, ) dizisi yakinsak degil ise iraksaktir denir.

Bir (x,, ) dizisinin X metrik uzayinin bir X elemanina yakinsak olmasi igin gerek ve yeter

kosul lim d(x, ,x) = 0 olmasidr.
n—-oo

Eger bir (Xn) dizisinin terimleri kiimesi r yarigcapli bir agik yuvarin alt kiimesi olacak

sekilde bir r pozitif sayis1 bulunabiliyorsa (xn) dizisine sinirlidir denir.



Lemma 1.1.5: X metrik uzayinda yakinsak olan her dizi sinirli olup, limiti tektir.

Ispat:
Yakinsak herhangi bir dizi (xn) olsun.

n—o iken x, - xve x, — yolsun. Kabul edelim ki x # y olsun.
d(x,y) = a diyelim. (D2) den o # 0 dir.
X, 2 X = & >0 3 Ne € Nvardir oyle ki V n>Ng i¢in

d(xn,%) < %
X, >y = >0 3AN'¢ € Nvardiroyleki Vn>N", igin

d(x,,x) <

w R

N, = max{ N;,N'; } alalim.
‘ ‘ a a

d(x,y) <X = 3.d(x,y) <2a
3

= 30 < 2«

= 3 < 2dir.

Bu ise bir ¢eliskidir. Bu da X metrik uzaymda yakinsak olan her dizinin limitinin tek
oldugu ispatlanmais olur.
Simdi de (xn) dizisinin sinirl oldugunu gosterelim. Yakinsak herhangi bir dizi (xn) olsun,
yani n—o iken x, — x olsun. Yakinsaklik taniminda 6zel olarak € = 1 alirsak,
n > N oldugunda d(x,, , x) < 1 olacak sekilde bir N sayis1 bulunabilinr. (Ds) tiggen
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esitsizliginden M = max{ d(x1 ,x), d(x2 ,x),..., d(xn ,X)} olmak {izere her ne N i¢in
d(x,,x) <1+ M

yazariz. Bu ise (xn) dizisinin sinirlt oldugunu gosterir.

Ornek : (x,) = (1, iig %n—lz) dizisinin genel terimi x, = % seklinde

olup bu dizi yakinsaktir ve n — oo ikenlim x, = 0 dir.

n—oo

Tamim 1.1.6.(Alt yogunluk fonksiyonu) P(N) , dogal sayilarin kuvvet kiimesi olmak

uzere

§8:P(N) — [0,1]

fonksiyonu, A, B € P(N) i¢in

(D.1) A ~ B ( A ve B nin simetrik farki sonluise ) 8(A) = 6(B)
(D.2) ANB=@ise, §(A) + 6(B) < 8(AUB)

(D.3) Her A, Bigin 8(A) +6(B) <1+ 6(A n B)

(DA4) 5(N) = 1

ozelliklerini gergeklerse & fonksiyonuna bir alt yogunluk fonksiyonu denir.([10])

é bir alt yogunluk olmak iizere, dogal sayilarin bir alt ciimlesi igin S st yogunlugu
S(A)=1-5 (N\A)

ile tanimlanur. é alt yogunlugu ile 5 iist yogunlugu arasindaki bagintilar agagida verilen

onerme ile gosterilmistir.

Onerme 1.1.7. é alt yogunluk ve S st yogunluk olmak tizere

A c Nve Bc N icin
1) AcBise 6(A) < d(B)

2) AcBise 5(A) < & (B)



3) Her A,Bicin & (A) + J(B)> & (AUB)
4) 5(p)=5(¢)=0

5 S(N)=1
6) A~Bise 5(A)=5(B)
7) S(A)< S (A)

ozellikleri saglanir ([10]).

Bir A c Nigin 0 (A) = 5 (A) ise A kiimesi bir yogunluga sahiptir denir ve

6 (A) ile gosterilir.

Tamm 1.1.8.( Asimptotik yogunluk)

K € N kiimesini alalim.

S(K):Ai_r){)lo%kar{k <n:k EK}:AE&%W{ <n:k €K}

limiti mevcut ise bu limite K kiimesinin asimptotik yogunlugu denir ([18]).

Burada N dogal sayilar kiimesi olmak {izere A € N i¢in |A] ile A kiimesinin kardinal

sayisini gosterir.

Ornek: Dogal sayilarin sonlu her alt kiimesi sifir yogunluklu oldugu gibi, {m?:m € N}

kiimesi de sifir yogunlukludur.

Tammm 1.1.9. ([9]) X de (xi) dizisi bir P 6zelligini, yogunlugu sifir olan bir kiime
disindaki her K igin gergekliyorsa x dizisi P 6zelligini hemen hemen her k igin gergekliyor

denir.



Tamim 1.1.10. ( Reel terimli diziler icin istatistiksel yakinsaklik)

X = (x;) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her & > 0 i¢in,

lim=|{k <n:|x,—L|>¢ }=0

nooon
olacak sekilde bir L sayis1 varsa (yani & ({k : |x, —L| =¢€})=0ise), x = (x;) dizisi
L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st —limx = L ile gosterilir.

Eger, L = 0 ise X = (x,) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir ([11]).

Tamm 1.1.11. (Vektor uzayi) X bir kiime ve K bir cisim olsun. XxX ’den X ’e
(x+y)tz=x+(y+2)

(X, y) — x + y toplama ve (a,x ) — a.x skalerle ¢arpma fonksiyonlar asagidaki kosullari
saglarsa 0 zaman X e K cismi {izerinde bir lineer

uzay veya vektor uzay denir.

vV XY,2e Xve a, B eKigin:

Ar) X+y)+z=x+(y+2),

A2) X+y=Yy+X,

Az ) V xeXigin X + 0 = 0+ x = X olacak bi¢imde bir 0 € X vardir,

As) V xeXve x #0 igin X + (—x) = (—x) + X = 0 olacak bi¢imde bir (—X) € X vardur,

S1)a(X+y)=ax+ay,
S2)(@+P)X=ax+pX,

Ss)a(Bx)=(ap)x,
S4)1lx=x.

Tamm 1.1.12. (Alt uzay) X bir vektoruzayive A € X , A+ O olsun. A kiimesi toplama
ve skalerle carpma islemlerine gore kapali ise yani;
Vx,y EAveVa€eR igin
) X+yeA
I) a.x € Aoluyorsa A ya, X in bir alt uzay: denir.
7



Tanim 1.1.13. (Norm ) X bir vektor uzay1 olsun. VX, ye X ve a € K i¢in asagidaki

kosullar1 saglayan reel degerli x— ||x|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir.
(N1) ||x|| = 0 ve ||x|| = 0 ancak ve ancak x =0 dir.

(N2) [Ja x|l =Ja[.]| x|

(N3) [lx + yll < llxll + Iyl

Uzerinde || || normu ile tamml: olan X lineer uzayina normlu uzay denir ve

(X,]I']l) bigiminde gosterilir.

X tizerindeki bir norm, X tizerinde,

dixy) =llx =yl (xyeX)
ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu metrik, norm tarafindan elde edilen metrik olarak
adlandirilir. Tanimlamis oldugumuz normlu uzaylar1 (X, || ||), ya da kisaca, X bir normlu
uzay diye ifade edecegiz.
Tamim1.1.14. (Cauchy Dizisi) Bir (X,d) metrik uzayinda, bir (x,) dizisini gozoniine

alalim. Eger, her € > 0 sayisina karsilik, her m, n > N i¢in d(x,, , x,) <& olacak sekilde

bir N =N(g) sayis1 bulunabiliyorsa, (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Ornek: Genel terimi x, = 1; olan (x,) dizisi bir Cauchy dizisidir.
Tamim 1.1.15. (Tamhk) X teki her bir Cauchy dizisi yakinsak ise, X uzay1 tamdir denir.

Tanmm 1.1.16. (Banach uzayr ) Eger bir ( X, ||. || ) normlu lineer uzay: tam ise, X uzayina

Banach uzay: denir.



Asagidaki tanim1 vermeden once sunu ifade etmemizde fayda var. X normlu bir uzay ve

A c X olmak iizere A ¢ |JG, olacak sekilde X in alt kiimelerinin bir sinifi

iel
G ={Gi:i € I} olsun. Butakdirde G ye A nin bir ortiisii diyecegiz. Eger her bir Gi agik
ise G smifina A’nin bir agik Ortlisii diyecegiz. Burada ortiilerin alt oOrtiileri ile

ilgilenecegiz.

Tamm 1.1.17. (Kompakt kiime) X normlu bir topolojik uzay ve A c X olsun. A’nin her

acik Ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii varsa A ya kompakt kiime denir.

Tamim 1.1.18. (Dizisel Kompakthk) Bir X metrik uzay1 verilmis olsun. Eger X teki her
dizi yakinsak bir alt diziye sahip ise, X uzay1 dizisel kompakttir denir. X in bir M alt
kiimesi, X in bir altuzay1 olarak ele alindiginda kompakt oluyorsa, yani, M ‘deki her dizi,
limiti M nin bir eleman1 olan yakinsak bir alt diziye sahip ise, M ye dizisel kompakttir
diyecegiz.

Burada tanimladigimiz dizisel kompaktlik ile Tanim 1.1.17 de verilen kompaktlik
normlu uzaylarda denktir. Bu denkligi {igiincii bolimde verecegiz.

Kompakt kiimelere ait genel bir 6zelligi asagidaki lemmada ifade edecegiz.

Lemmal.1.19. Bir metrik uzayin dizisel kompakt bir M altkiimesi kapal1 ve sinirhdir.

ispat. Herhangi bir x € M alalim. Bu takdirde M de, n—o iken X, — x olacak sekilde
bir (Xn) dizisi vardir.M nin kompakt olmasi nedeniyle, M nin bir elemanina yakinsayan bir
alt dizisi vardir. Bu alt dizi de x e yakinsal olmak zorunda oldugundan dolay1 x € M
yazabiliriz. O halde, X € M keyfi olarak alindigindan, M nin kapal1 oldugu ortaya cikar.
Simdi de M 'nin sinirli oldugunu ispatlayacagiz. M smirsiz olsaydi, b herhangi bir sabit
eleman olmak iizere, d(yn,b) > N olacak sekilde sinirsiz bir (yn) dizisi i¢erirdi. Yakinsak
bir alt dizinin siirli olmasi gerekeceginden, s6z konusu dizi yakinsak bir alt diziye sahip

olamaz. Bu da ispatimiz1 tamamlar.



Bu lemmanin karsiti, genelde, dogru degildir. (Eger uzay sonlu boyutlu ise
lemmanin karsitt dogrudur) Bu 6nemli gergegi ispatlayabilmek igin, en = (dyj ), yani, n.
terimi 1, diger biitiin terimleri 0 olmak tizere, £* de (en) dizisini gbz dniine alalim.

lle, |l = 1 oldugundan, bu dizi sinirlidir. Bu dizinin terimleri, yigilma noktasina
sahip olmadiklari i¢in, kapali olan bir nokta kiimesi olusturur ve bu nokta kiimesi kompakt

degildir ([14]).

Tamim 1.1.20. (Sayilabilir kompakt kiime) A herhangi bir (X,T) topolojik uzaymin alt
kiimesi olsun. Eger A kiimesinin her sonsuz elemanli B alt kiimesi A kiimesi i¢inde bir

yigilma noktasina sahip ise A ya sayilabilir kompakt kiime denir.

Ornek: Bolzano-Weienstrass teoremi en iyi ornektir. Reel sayilarda her sinirli, sonsuz
elemanli kiime (6rnek olarak [a,b] kapali ve sinirli aralik sayilabilir kompakt kiimedir)

bir y1gilma noktasina sahiptir ([12]).

Tanm 1.1.21. (Ayrilabilir kiime) X normlu uzay ve M € X olmak iizere, M = X ise M
kiimesi X de yogundur denir. Eger X kiimesi X de yogun sayilabilir bir alt kiimeye sahip

ise, ayrilabilirdir denir.

Ornek: R reel sayilar kiimesi alisilmis topoloji ile ayrilabilirdir, ¢iinkii Q = R ve Q
sayilabilir oldugundan ve @ rasyonel sayilar kiimesi R de yogun oldugundan R
ayrilabilirdir.

Tamm 1.1.22. (Cap) Bir (X,d) metrik uzayimnin sinirli ve bos olmayan bir A alt kiimesinin

capt, d(A) =sup{d(x, y) : X, y € A} olarak tanimlanir.

Tamm 1.1.23. (Lebesgue Sayisi) (X,d) kompakt bir metrik uzay ve U = (U;);¢; ailesi,
X in agik bir Ortiisti olsun. O zaman Oyle bir 6 > 0 vardir ki X in ¢ap1 en fazla 6 olan her
alt kiimesi U ailesinin bir elemaninin altkiimesidir.
X in verilmis bir U = (U;);e; acik oOrtiisii i¢in, bu sekildeki & > 0 sayisina U nun
Lebesgue sayus: ad1 verilir.
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IKiNCi BOLUM

NORMLU UZAYLARDA iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boéliimde 6nce normlu uzayda istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsak
dizinin tekligi, istatistiksel yakinsak dizilerin toplami, istatistiksel cauchy dizisi,

istatistiksel sifir dizisi incelenecektir.

Burada N pozitif dogal sayilar kiimesini, X normlu bir vektor uzayini gostercektir.

2.1. Normlu Uzayda istatistiksel Yakinsakhk Kavram

Bu kisimda bir dizinin normlu uzayda istatistiksel yakinsakligi incelenecektir.

Tamim 2.1.1. (Normlu uzaylarda istatistiksel yakinsakhik) X de bir dizi (x;) olsun.

Eger her £ >0 i¢in,

1
[tk sn:lxx—Lllze }|=0

lim
n-on
olacak sekilde bir Le X varsa (x,) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve
st —limx = L veya st— limx; = L ile gosterilir.
Buna gore,
st-limx=LeV ¢>0i¢cind({k:||x,—L||=¢ })=0
olmasidir. S ile tiim istatistiksel yakinsak diziler kiimesini gosterecegiz.

11



Simdi her &> 0 i¢in
Ec ={k:|lxx—L|l= €}

dersek y. bu kiimenin karakteristik fonksiyonu olmak {izere st — limx = L olmas! i¢in

gerek ve yeter sart her € > 0 i¢in
lim (¢ e, () = lim ~|{k <l —Lll=¢e }I=0

olmasidir.

Burada c1 = (cnk) Cesaro matrisi olup

ile tanimlanir.

Istatistiksel yakisaklik tanimini asagidaki sekilde de ifade edebiliriz.
A < Nolmak iizere 6§ (A) = 0 6zelligini saglayan herhangi bir kiime A olsun. Eger

€ > 0 verildiginde her k > N ve her k €A igin
ka — Ll <eg

olacak sekilde bir N € N sayis1 varsa, x = (x; ) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir
denir ([1]).

Teorem 2.1.2. Normlu bir X uzayinda yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir.

Ispat : (x;,) yakinsak herhangi bir dizi olsun ve limx, = L yazalim. Herhangi bir
€ > 0 verilsin. (x;) dizisi L ye yakinsak oldugundan dolay1 k > k, oldugunda
Ixe =Ll <e
12



olacak sekilde ¢€’a bagh bir k, pozitif tamsayis1 vardir.
Buradan n > k, icin
{k<n:|x,—-L|=€ }c {1,2,3,.. ,kog—1, ko }
elde ederiz. Dolayisiyla
kard {k <n:|x,—L| =€} < ko

yazabiliriz. Her iki yan1 n sayisina bolersek ve limite gegersek

0< lim= |{k <n: g —Lll2e } < lm==0
n—-oo

n-oo N

dir.

O halde st-limx; = L dir. Bu da ispat1 tamamlar.

Bu teoremin karsiti dogru degildir. Istatistiksel yakinsak dizi yakinsak olmayabilir.
Gergekten, herhangi bir sifirdan yani X normlu vektdr uzayinin toplama islemine gore

birim elemanindan farkli sabit X € X i¢in

{4 , k = m? olacak bicimde bir m vardir.
X =

0, diger durumda

seklinde tanimlanan (xy) dizisi O a istatistiksel yakinsaktir ancak yakinsak degildir.

Gergekten her €> 0 i¢in

{k <n:llg =Ll 2¢e } <|{k <n:x #4}| < Vn
oldugundan

lim~|{k <n:lxll=e <k <n:x #4)
n—-oo

< lim =vn =0

n-oon

13



elde edilir. Buradan

st —lim x;, = 0 bulunur.

Ornek 1.

seklinde tanimlanan (x; ) reel say1 dizisini inceleyelim.

Her &> 0igin

Ik <n:llx—Lll =¢ } <|{k <n:x, #2017} < Vn

oldugundan

lim %I{k <n:|x—2017||=¢ } < |{k <n:x, #2017}
n—-o0o

elde edilir. Demek Ki,

{k €EN:||x, —2017|| = e} ={k=m?:m €N } ve

<lim<vn =0

n-oon

8k = m? :m € N })=0 oldugundan

st—limx = 2017

bulunur.
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Ornek 2. X de (x,) dizisi,

v = {kz,kzmz
& 1, k#+m?

seklinde tanimlasin. Agikga goriiliiyor ki (xj ) dizisi sinirh degildir, fakat

st — hmxk =1 dir.
Yukaridaki orneklerde goriildiigii gibi istatistiksel yakinsak dizi sinirlt olmak

zorunda degildir.

Ornek 3. X de (x; ) dizisi

1
— , k#m?
m

{183 , k =m?
X =
seklinde tanimlansin. Buradan
S({n*:n€eEN})=0
oldugu goriiliir ki bu da bize
st—limx;, = 0
oldugunu fakat genel anlamda ise yakinsak olmadigin1 gosterir.

Simdi de sinirh bir dizinin istatistiksel yakinsak dizi olup olmadigina bakalim.

Ornek 4. X de (x,) dizisi,

x _{1, k =2n
k=0, k+2n—1

seklinde tanimlansin ve ¢ = % alalim.

I 1|{k< Al 0||>1}|
nl—rEon =7 —5
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! 1|{k< Al ||>1}|—1
nl—r>rolon =N IXell = _2

ve

I 1 k< . >1 _1
Jmoflesncm-1=zf = 5

elde edilir. o € Ricin a#0 ve o # 1 olsun.

g= min{ % , % } yazalim. Bu takdirde

lim=|{k <n:|lx,—afl = €} £0
n-oon

olur.
Yukarida verilen ve sinirli olan (xk) dizisinin istatistiksel yakinsak dizi olmadigini
gosterdik. Bu da bize aslinda sinirli olan her dizinin istatistiksel yakinsak dizi olmasi

gerekmedigini gosterir.

Teorem 2.1.3. (X, ||.||) bir normlu uzay olsun. X de her bir istatistiksel yakinsak
dizinin limiti tektir.
Ispat: Kabul edelim ki (x,) dizisi istatistiksel yakimsak olsun ve L; ve L, gibi

birbirinden farkl: istatistiksel limitleri olsun. L; — L, # 0 dir.
IL; — L,|| = a diyelim. € = % yazalim V K € N igin

Zy= L — L,

olarak tanimlayalim.

st-limx, = L; oldugundan
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olur.

st-limx, = L, oldugundan

lim {k <nilll, =l = §}|=0

n-oon

olur. Buradan,

1=1lim= [{k <n:|1Zc)l = €}| = lim=|{k <n:|lL,—L,|| = &}
n-oco N n-ooon

< liml|{k <n:||Ly — x|l = i}|+liml|{k Sn:llxk—lq”zf}
n-oon 2 n-oon 2

=0+0=0.

olur ki bu da 1 < 0 geliskisi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Burada normlu uzayda istatistiksel yakinsaklik ile alisilmig yakinsaklik arasinda
nasil bir iligski olabilecegi sorusu akla gelebilir. Hemen belirtelim ki alisilmis anlamda
yakinsak olan her dizi istatistiksel yakinsaktir. Ornek 1 ve Ornek 2 den de goriilebildigi

gibi sinirs1z raksak bazi diziler de istatistiksel yakinsak olabilmektedir.

Buna gore istatistiksel yakinsak diziler kiimesini S ile gosterilse ve yakinsak diziler

kiimesi ¢ ile gosterilirse Teorem 2.1.4 den ¢ c S dir ve ¢ # S dir.

Teorem 2.1.4. ([11]) st-limx =L; ,stlimy =L, ve a € R olsun.

Bu durumda
(i) st-lim(x+y)=L,+L,

(i) st-lim (ox )=a.L; dir.
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Ispat: (i)
X=(xx) ve y = (k)
yazalim.

st-limxx =L,
ve

st-lim yk = L2
olsun. Herhangi bir € > 0 alalim.

st-limxx =1L,

oldugundan,
lim — {k <n:lx,— L] = E}|=0
n-on 2
olur.
Benzer sekilde
St 'Iim yk = LZ
oldugundan,

liml {k <n:|ly,— Lyl = ;}|=0

n-oon

dir. Buradan

1
lim — | {k <n:|lxe+ye— (L + L)l 2 €}

n-on

liml {k <n:|x,— Ll = ;} +lim%|{k <n:|y, —L = §}|

n—>oon n—oo
< 0+0=0 olur.
Buradan da

ry_rg% |[{k <n:|xe+y,—@L +L)||[=e}|=0
elde edilir ki bu da

st-lim(x+y)=Li1+L>

oldugunu ispatlar.
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(i)

Eger a=0ise
st -lim a.Xk = a.st -lim xk = st-lim 0.xk=st-lim0=0

olup, ispat asikardir.
Simdi
st-limx =L
yazalim ve o # 0 olsun. Bu takdirde, A € N i¢in 6(A)=0oldugunda, & >0 verildiginde
herk >k, veherk € (N\ A) i¢in
£
o

olacak sekilde ky € N vardir. Buradan daherk € (N\ A) ve her k > koi¢in

llx — LIl <

I Ll =lal| .~

ax, — «A. = |0 =&
k ||
olup, her £ >0 i¢in

1
limz [{k <n:l|laxy —a.Ll| = &}|=0
n—-o0o

elde edilir. Yani

st-lim (o.xx ) = a.L dir.
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2.2. Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu alt baglikta Cauchy yakinsaklik kriterinin bir benzeri olarak istatistiksel Cauchy dizisi
kavrami verilecek ve bu kavramin istatistiksel yakinsakliga denk oldugu gosterilecektir.
Klasik Analizden bildigimiz “ Cauchy dizisi ” kavraminin istatistiksel benzeri de 1985

yilinda Fridy tarafindan asagidaki gibi tanimlanmaistir.

Tammm 2.2.1. X de (xj) dizisi verilsin. Her € > 0 i¢in,
1
lim—|{k <n:|x,—xyl|= €}|=0
n-on

olacak sekilde bir N = N(g) sayist mevcutise (xi) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi
denir ([9]).

Teorem 2.2.2. ([9]) X tam normlu uzayinda asagidaki 6nermeler denktir.

(i) Xx= (xx) dizisi istatistiksel yakinsaktir.
(i) x=(x) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

(ili) Hemen hemen her k i¢in x;, = y, olacak bi¢imde yakinsak bir (y,) dizisi vardur.

Ispat: Buradan itibaren §(A) = 0 6zelligini saglayan N nin her A alt kiimesi i¢in saglanan
bir 6zelligi hemen hemen her k i¢in saglar diyerek ifade edecegiz. Kisaca h.h.k igin

saglanir diyecegiz.

(i) = (i1)  oldugunu gosterelim.

st—limx, = Lve & >0 olsun. Bu durumda h.h.k i¢in ||x; — L|| < 87 dir.
Eger N, h.hk igin |[xy — L|| < 57 olacak sekilde segilirse,
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€ €
loxx = xnll = llxk =L+ L—xyll < llxg — LIl + |lxy — LIl < —+ =
yani
lim = [ {k <n: g —xyll = e} =0
n—-oo

oldugundan x = (x;) bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

(it) = (i) : 1= B[xy, 1] kapal1 yuvari h.h.k igin X terimini igerecek sekilde bir N sayist
secelim. Yine I = B[x,,, %] kapali yuvar1 h.h.k i¢in x,, terimini icerecek sekilde bir M
secelim. Simdi iddia ediyoruz ki I; =(I N1 ) yuvari, h-hkicin xj terimini icerir. Simdi

bunu gosterelim:

fk<n:x, ¢InNI”"} ={k<n:x, & 1}U{k <n:x,¢ 1"}
oldugundan
[{k <n:x;, ¢ INT"}| =|{k <n:x, & [}U{k <n:x, & 1"}

<|{k <n:x, & 1} +|{k <n:x, & 1”}|olup

limll{k <n:x, € NI} < lim = | {k <n:x, ¢ 1}
n-oon n—-oon

+lim= [{k <n:x. & I'}|=0

n-oon
elde edilir.

Buradan

1
lim—|{k <n:x, & INI")}=0

n-on

dir. Burada h.h.k i¢in I1  x; terimini igeren ve boyu & (I)= sup{|[x — y||} sonlu olan

kapal1 bir yuvardir. Ayn sekilde N(2) secelim. Bu durumda burada h.h.k i¢in
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I” = B[ Xn(2), i] araligi h.h.k x; terimini igerirve I, = (I N1”) h.h.kigin x;, terimini

igeren ve boyu |I| = B[xn(2), i] < % olan kapal1 bir yuvardir. Bu sekilde devam edilirse

her m e N igin kapali yuvarlarin {I,};n—; dizisini buluruz. Bu durumda I, h.h.k i¢in

Xy terimini igeren ve boyu

1 1 —
Il = BI Xy 3] 2.5 = 247"

2m

olan bir kapal araliktir. Ig ige yuvarlar teoreminden | 1. ={A } olacak sekilde bir AeX

m=1
vardir. Her k icin  x; € I,;; oldugundan,

n > Tn i¢in l| {k <n:x, ¢l } < ... (1)olacak sekilde pozitif tam sayilarin
n m y

artan bir {T,};o=;  dizisini bulabiliriz.

Simdi, k>Tive Tm < k < Tm+rise x; € I, olacak sekilde xj; nin biitiin terimlerinden

olusan x’in bir z alt dizisini tanimlayalim. Bundan sonra tekrar

_ {7\ , eger X, znin bir terimi ise
Yk = lx,, diger durumda

seklinde bir y dizisi tanimlayalim. Eger € > % >0 vek>Tm ise xi’ya z’nin bir
terimidir. Burada y, = A veya yx = Xk € Im Ve ||yx — A || nin boyu
llyx — All < Im< 237™ dir. Buradan m— oo i¢in 2™ — 0 olacagindan

yk = A bulunur. Simdi h.h.k i¢in yr = X, oldugunu iddia ediyoruz. Bunu gostermek
i¢cin

Tm<n< Tmsarisebudurumda {k <n:yp #xx}S{k <n:xy €1,}.

dir.

(1) den, ~[fk <n:yc #x} < -[{k Snixe €Iy} < — elde edilir.

m — oo igin limit alinirsa

22



lim % |{k <n:yp #xx}| =0 elde edilir ki bu da h.h.k igin y; = x; oldugunu

n—->oo

gosterir.

(iii) = (i) oldugunu gosterelim.

h.h.ki¢in x; = y, olacak sekilde yakinsak bir y, dizisi mevcut olsun. Hemen hemen her

kicinyx — L oldugundan, &> 0 i¢in
{(k <n:|lxpy—L|| =S {k <n:xx #yx}U{k <n:|y,—L| = ¢}

olup, son ciimle tamsayilarin sabit bir £ = £(¢) adet say1 icerdiginden

im2 [{k <n:llxe—LI =&}l =0<lim=|{k <n:x, #y| + limZ
n—-oon n—-oon n—oon

dirh.h.k igin x; = y; oldugundan ||x, — L|| < € elde edilir. Buda teoremin ispatini

tamamlar. ([8])

Teorem 2.2.2 den asagidaki sonucu elde edebiliriz.

Sonug¢ 2.2.3. Bir x = (x;) dizisi L ye istatistiksel yakinsak ise bu durumda x dizisi L

degerine klasik anlamda yakinsak bir y alt dizisine sahiptir ([5]).

Istatistiksel yakinsakliga denk bir ifadeyi vermek igin C; = (x,,;,) Cesaro matrisinin genel

terimini hatirlayalim:

Bu matris

ile verilir. Buradan,
K(e)={k:llxx = LIl = &}
Ve  Xk(e) . K(é€) kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak iizere
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st-limx, =LV >0 lim%l{k <n:|x,—LJ| =&} =0.
n—>oo
&V e>0, lim- 3 xxe k) =0.
n-ocon
SV e>0, lim(Cryg,dn =0

oldugu goriiliir. ([15]).

Teorem 2.2.4. X de x = (xj) dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak olsun.

Bu durumda x =y + z olacak sekilde L sayisina yakinsayan bir y, dizisi ve istatistiksel
sifir (z) dizisi vardir ([5]).

Ispat: st-limx = L olsun. Bu durumda N, = 0 olmak iizere N;(j=1,2,..) igin

Dksns -zt )] <

j
olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir (N;) dizisi bulunabilir.
Simdi (y,) ve (zx) dizileri asagidaki sekilde tanimlansin.
Ni< k < N; oldugunda z, =0 ve y,= x; alahm.
J = 1 olmak iizere N;<k < Nj,; olsun.
llx, — L || < % oldugunda z,=0ve y,=x ;
I, =L || = % oldugunda zy = xi —L ve yx = L alalim.
Bu durumda x,= y,+ z, seklinde yazilabilecegi goriiliir.
Simdi iddia ediyoruz ki y, = L (k— o) gerceklenir. € > 0 verilsin. & >%0Iacak
sekilde bir j secelim.
k > Nigin [l —LIl == = llye—LI=IL—LII=0 ve
b —Lll<= = lye—LIl = lxe—Lll<- <e

oldugundan
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lim y;,, = L elde edilir.
n—oo
Simdi z dizisinin istatistiksel sifir dizisi oldugunu gosterelim. Bunu gostermek igin

1
lim—|{k <n:z,#0}|=0

n-on

oldugunu gostermemiz yeterlidir. Her € >0 i¢in,

{k <n:|lz || =2¢ }c{k<n:z, #0}
oldugundan

|[{k <n:llzp |l =2 e}|< [{k <n:llzll #0}|
gergeklenir.

Simdi 6 >0 ve j€N icin }<5 ise, her IN > Nj igin

1
Zl{k <n:z,#0}|<8

oldugunu gostermeliyiz.

Nj <k < Nj+1 olsun. Bu durumda z, # 0 olmasi ancak ||x, —L || = z olmasiyla

~

miimkiindiir. O halde Nj<k < Nj+1 ise
{k Sn:qutO}:{k <n:|lxx—L|l = %}

olur.Dolayistyla
Nv<kSNv+1ve V>J ISB

1 1 1 1 1
Sk <nize= 0} < 2| {k <nillm-Li= 1} <2 <z<8

v

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar ([21]).
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UCUNCU BOLUM

ISTATISTIKSEL KOMPAKTLIK VE ISTATISTIiKSEL SUREKLILIiK

3.1. Istatistiksel Kompakthk ve Istatistiksel Siireklilik
Bu béliimde kompaktlik, Total Sinirlilik, Istatistiksel kompaktlik, , dizisel kompaktlik ve

istatistiksel suireklilik kavramlar1 verilecektir.

Once kompaktlik ve dizisel kompaktlik kavramlarmin esdegerli oldugunun ispatini
verelim.
Kompaktlik, dizisel kompaktlik ve sayilabilir kompaktlik normlu uzaylarda hatta metrik

uzaylarda esdegerdir.

Onerme 3.1.1: (X,7) topolojik bir uzay ve Ac X olsun.
(1) A kompakt ise sayilabilir kompakttir.
(i)  Adizisel kompakt ise sayilabilir kompakttir.

Ispat: (i) A kompakt olsun, fakat A nin A da hicbir y1gilma noktasina sahip olmayan
sonsuz bir alt kiimesi B olsun. Bu takdirde, her bir a € A noktasi B nin en ¢ok bir noktasini
iceren bir Ga acigina ait olur.
Bu durumda {G, : a € A } smifi A i¢in bir agik ortii olup, A kompakt oldugundan B c
A © Ug=1Gj,
olacak sekilde

{Gi,,Gi,, ..Gj_ }

26



sonlu alt Ortiistinii kapsar. Halbuki her bir Gj,_a¢ig1 B nin en ¢ok bir noktasini igerir;

boylece

Yo
k=1

k

nin bir alt kiimesi olarak B kiimesi en ¢ok m adette elemana sahip olur, yani B sonlu olur.
O halde A nin her sonsuz alt kiimesi A da bir y18i1lma noktasina sahiptir, yani A sayilabilir
kompakttir.

(i) A dizisel kompakt ve B de A nin sonsuz bir alt kiimesi olsun. Bu takdirde B nin farkli
elemanlarindan olusan bir (a1, az,...) dizisi vardir. A dizisel kompakt oldugundan (as,
az,...) dizisinin bir a € A noktasina yakinsayan ve yine farkl terimlerden olusan

{ai,, aj,, ... } gibi bir alt dizisini bulabiliriz. Buna gore a min her agik komsulugu yakinsak
(aj,) alt dizisinin sonsuz ¢oklukta elemanini igerir. Fakat biitiin terimler birbirinden farkl

oldugundan a nin her komsulugu B kiimesinin sonsuz ¢oklukta elemanini icermis olur ki

a noktas1 B kiimesinin bir y1gilma noktasidir, dolayisiyla A sayilabilir kompakttir.
Tamm 3.1.2. (Total Stmirhiik)  (X,d) bir metrik uzay ve A < X olsun. Verilen her
€>0icin

{B(x;,€):i=1,2,...,n}
ailesi A nin bir Ortiislinii olusturacak bigimde A nin

{x1, %5, .,y } =M

gibi sonlu bir altkiimesi bulunabiliyorsa A kiimelerine fotal sinwrli bir kiime denir.
Bu tanima gore, verilen her € > 0 a karsilik her x € A i¢in
dlx,M) <¢
olacak sekilde A nin sonlu bir M altkiimesi vardir.
d(A) =sup{d(a,a’):a,a’ €A} <
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ise A ya smirli kiime denir. Buna gore total sinirli her kiimenin sinirl oldugu agiktir.

Ancak bunun karsiti her zaman dogru degildir.

Bunu agagidaki 6rnekle kolayca gorebiliriz.

Ornek: £, uzaymi verilen alisilmis metrigi ile goz oniine alalim. i yinci yerdeki terimi 1

digerleri sifir olan
ei=(0,0,...,1,0,...)
dizilerinin olusturdugu
A={en:ne N} c ¥,
climlesi sinirli oldugu halde total sinirl degildir. Ciinkd, i #j i¢in
d(ei,e) = V2

oldugu dikkate alindiginda

d(A) = Sup{d(ei,ej): €, € EA}= V2

oldugu goriiliir ki A smirlidir. Halbuki € = % almirsa, A nin c¢ap1 € dan kiiciik, bos

olmayan sonlu alt kiimeleri sadece tek elemanl
{e:}

kiimeleridir. U ise A nin bu ¢ igin, sonlu bir ortiiye sahip olmasin1 saglayacak sekilde,

sonlu bir alt kiimeye sahip olmadigini gosterir ki A total sinirlt degildir ([2]).
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Teorem 3.1.3. Bir metrik uzayin dizisel kompakt alt kiimeleri total sinirhidir.

Ispat: (X,d) bir metrik uzay, X in bir alt kiimesi A ve A dizisel kompakt olsun. A nin total
siir1 olmadigini varsayalim. Bu takdirde bir € > 0 i¢in bu €’ u yarigap kabul eden agik
yuvarlarin sonlu bir bir ailesi A i¢in bir ortii olusturacak sekilde A nin sonlu bir alt kiimesi
bulunamaz. Simdi a;€EA olsun. Buna gore d(ai, a2)>¢ olacak bicimde bir a; € A vardir,
aksi halde {a;} kiimesi i¢in a; merkezli ve € yarigapli agik yuvarin olusturdugu aile A nin

sonlu bir ortiisii olurdu.
Bunun gibi
d(ai, a3) >eve, d(ay, a3)>¢

olacak sekilde bir a3 € A vardir, ¢linkii aksi halde {a;, a,} kiimesi i¢in a; ve a; merkezli ¢

yarigapl acik yuvarlarin olusturdugu aile A i¢in sonlu bir Ortii olur.
Bu sekilde devam ederek i # j igin
d(ai,aj) > €

olacak bicimde bir (a1, az,...) dizisi bulabiliriz ki bu dizi yakinsak bir alt diziye sahip
olamaz. Bu ise A nin dizisel kompakt olusu ile ¢eligir. O halde A dizisel kompakt ise total

sinirlidir.

Teorem 3.1.4. Bir metrik uzayda dizisel kompakt bir alt kiimenin her agik ortiisti bir

Lebesque sayisina sahiptir.
Ispat: (X,d) bir metrik uzay, X in dizisel kompakt bir alt kiimesi A ve A nin agik bir drtiisii
G=1(G:i€el}

olsun. G nin bir Lebesque sayisina sahip olmadigini varsayalim. Bu takdirde her bir n€N

sayisl i¢in
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1
0<d(Bn)< =
n

ve G deki her G; i¢in
Bn va Gi

olacak bicimde A nin bir By alt kiimesini bulabiliriz. Her bir n € N icin bir b,, € B,

noktasi secelim. A dizisel kompakt oldugundan
(b1, bo,..., bn, ...)

dizisi A nin bir b noktasina yakinsayan
(bi,, by, r)

alt dizisine sahiptir. b€A oldugundan b€ G;j olacak sekilde b merkezli ve € yarigapli bir
B(b, €)

agik yuvari da vardir. Ayrica (b;, ) dizisi b ye yakinsadigindan

d(b,bino)<§, b, € By, Ve d(Bl-no)<§

olacak bigimde bir i, pozitif tam sayis1 bulabiliriz. Uggen esitsizligini kullanarak

B; c B(bg) C G

ing
elde ederiz. Buise G deki her G; i¢in

B, ¢ G;

ln
oldugu gercegi ile ¢elisir. O halde G bir Lebesque sayisina sahiptir.

Teorem 3.1.5. Normlu bir X uzayinin bir A alt kiimesi i¢in asagidaki 6nermeler denktir.
i) A kompakttir

i) A dizisel kompakttir.

i) A sayilabilir kompakttir.
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Ispat: Teorem 3.1.1. in (i) ve (ii) si dolayisiyla, topolojik bir uzayda (i) = (iii) ve

(if) = (iii) tiir.Ayn1 sonuglar normlu uzayda da gecerli olacaktir. O halde (iii) = (ii) ve
(if) = (i) oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmis olur.

(iii) = (i1): A sayilabilir kompakt olsun ve A daki bir dizi (a1, az,...) olsun. Eger

B ={ay, a, ... }kiimesi sonlu ise B nin noktalarindan biri, 6rnegin a; , sonsuz ¢oklukta j€
Nigin a; = a; 6zelligini saglayacaktir. Boylece (a; , a;,, a;,, ... ) dizisi

(an) dizisinin A nin a; noktasina yakinsayan bir alt dizisidir.

O halde
B={ai a,....an,...}
kiimesinin sonsuz oldugunu varsayalim. Hipotez dolayisiyla A sayilabilir kompakt

oldugundan A nin B sonsuz alt kiimesi A da bir x y1gilma noktasina sahiptir.
X normlu uzay dolayisiyla metrik uzay oldugundan, bir Hausdorff uzayidir, dolayisiyla x
in her agik komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta elemani bulunacaktir. Buna gore,
( an ) dizisinin x e yakinsayan bir (a; ) alt dizisini segebiliriz. O halde A dizisel
kompakttir.
(i) = (i): A nin dizisel kompakt oldugunu varsayalim ve A nin bir agik ortiisii
G=1{G:iel}
olsun. A dizisel kompakt oldugundan Teorem 3.1.4. ten dolay1 G agik ortiisti bir 6 >0
Lebesque sayisina sahiptir.
Bundan bagka Teorem 3.1.3. den dolayi da A kiimesi total sinirlidir. Béylece J > 0 igin
A nin dyle bir sonlu
{ay, az,..., an}
alt kiimesini bulabiliriz ki
{B(ai,d):i=12,..,n}
acik yuvarlar ailesi A y1 orter. Halbuki o sayist G i¢in bir Lebesque sayist oldugundan,
B(ai, ) c Gy, B(az, d) € Gy, ,...,B(@n, d) € Gy,
olacak bi¢cimde

Gi,G

iy G, €G

i1’

vardir. Buna gore,
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Ac U?:l B(ai, ) ) c U;cl:l Gik
olur ki G agik ortiisii sonlu bir alt ortiiye sahiptir, yani A kompakttir. Bu ise teoremin

ispatini tamamlar.

Teorem 3.1.6. X tam metrik uzay ve (An), X in kapsama siralamasina gore azalan kapali
alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Bu takdirde
d(An) =» 0
ise
Np=1 An

bir elemanlidir.

Ispat: A=n A, yazalim.x,y € A verilsin. Her n € N igin,

0<dx,y)< d(An) = 0

oldugundan, x =y dir. Dolayisiyla A en fazla tek elemanhidir. Her ni¢in, x,, € A, secelim.

Her n,p € N igin,

d( Xn+p , Xn ) < d(An)

oldugundan, (x,) Cauchy dizisidir ve bir X tam oldugundan (xn) dizisi X in bir noktasina
yakinsaktir. (Xn) dizisinin yakinsadigi noktaya x diyelim. Bu takdirde n — o i¢in Xn — x
dir. Herm € N i¢in x,, € A, ve A, kapali oldugundan her n dogal sayisii¢in x € A,
dir. Boylece x € A dir.

Lemma 3.1.7. (X,d) metrik uzayinda X in bir A alt kiimesinin total sinirli olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul terimleri A dan dan alinan her bir dizinin en az bir Cauchy alt dizisinin

var olmasidir ([2],[13]).
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Ispat.

=>: A total sinirli olsun. Bu takdirde verilen her € > 0 a karsilik A nin M = {X1, X2,.., Xn}
gibi Oyle bir alt kiimesini bulabiliriz ki {B(xi, €) : i = 1,2,...,n} acik yuvarlar ailesi A y1
orter.Buna gére €1 = 1 i¢in de Ay1 orten {B(xi, €) : 1 = 1,2,...,n} acik yuvarlar ailesi
bulabiliriz.Bu acik yuvarlardan en az birisi (an) dizisinin sonsuz c¢oklukta elemanini

igerecektir, buna
B(X;j, €1) = B1

diyelim. Boylece Oyle bir j pozitif tam sayisi bulabiliriz ki bunun i¢in
a;, € B(xj, 1)

olur. Total sinirli bir kiimenin her alt kiimesi de total sinirli oldugundan B(xj, €1) de total

-----

kiimesini bulabiliriz ki
{B(yi,&):i=1,2,....m}

acik yuvarlar ailesi B(xj, €1) agik yuvarini orter. Benzer sekilde B(yi, €2) agik yuvarlarindan
biri yine dizinin sonsuz ¢oklukta terimini igerecektir. Buna B(yk, €2) = B2 diyelim. Bu
takdirde

Jo > jive aj, € B(yw€2) =B,
olacak bi¢cimde bir j2 pozitif tam sayis1 vardir, bundan baska ,

B(yw €2) © B(xj,€1)

dir. Bu sekilde devam edersek ,
A>B;1oB:>...; d(B,) <%

olacak bi¢imde bir i¢ ige yuvarlar dizisi ve a; € B, olmak iizere (an) in bir (a;, ) alt
dizisini elde ederiz. (a; ) nin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterirsek ispat tamamlanmus

olur.
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€ > 0 verilsin, bu takdirde ni < € ve boylece
0

d(By,) < &

olacak bigimde bir ny tam sayis1 vardir. Buna gére , j,,jm > jn, olduk¢a a; ,a; €

B, olmasini, bu da
d(aj ,a; ) <e

olmasin1 gerektirir ki (a;, ) bir Cauchy dizisidir ([2]).

<: A dan dan alinan her bir dizinin en az bir Cauchy alt dizisinin var oldugunu kabuliiniin
A nin total smirliligimi gerektirdigini ispat etmek i¢in A nin total siirli olmadigi
varsayiminin A dan dan alinan en az bir dizinin hi¢bir Cauchy alt dizisinin var olmadigini
gosterecegiz. A total sinirli olmasin. Burada bir € > 0 sayisi vardir, 6yle ki € yarigapli A

y1 orten sonlu sayida agik yuvar bulunamaz. X1, A’ nin herhangi bir elemani olsun.
Buradan
ANSg(x1) #A
dir, aksi takdirde A total sinirli olurdu. X2, A nin herhangi bir eleman1 olsun oyle ki
X2 & Se(X1) NA
yani bagka bir deyisle

d(x, X2) > ¢ dir. Buradan

AN(Se(x1) USe(xy)) + A

dir. Aksi takdirde A total sinirli olurdu. Simdi X3, A nin herhangi bir elemani olsun dyle

ki
34
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dir. Aksi takdirde A total sinirli olurdu. Baska bir ifadeyle
d(x1, X2) > € ve d(x2, X3) > ¢

olurdu. Bu sekilde isleme devam edilirse elemanlar1 A dan olan {x,} dizisini elde ederiz,

oyle ki
Xg & USe(x)) (n=23...)
Baska bir ifadeyle
d(xi, xn)>¢, (i=1,2,...n-1 ve n=1,2,...) (n#1)
Sonug olarak
d(Xp, Xm) = €,Vnvemicin n = m dir.

Bu nedenle {xn} dizisinin hig¢ bir Cauchy alt dizisi olamaz. Bunun sonucu olarak A nin

total sinirlt oldugu goriiliir ([13]).
Teorem 3.1.8. (X, d) bir metrik uzay1 i¢in asagidakiler denktir.

(i) X kompakt.

(if) X total simirli ve tamdr.

Ispat:
() = (ii):
X in kompakt oldugunu kabul edelim. r > 0 verilsin.
{B(x, 1) :x € X}
X nin bir agik ortiisii oldugundan,
X = UL, B(x,7)
ozelliginde , x; € X ler vardir. X in total sinirli oldugu gosterilmis olur. Simdi de X in
tam oldugunu gosterelim. Terimleri X den alinan herhangi bir Cauchy dizisi (xn) olsun.
35
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yakinsak bir alt dizisi vardir. Bir Cauchy dizisinin yakinsak bir alt dizisi varsa dizinin



kendisi de yakinsak oldugundan (xn) Cauchy dizisi yakinsak olur. Bu da X in tam
oldugunu gosterir. Karsit olarak X in total sinirlt ve tam oldugunu kabul ederek kompakt
oldugunu gosterelim. X total siirli ve tam olsun. Normlu uzaylarda dizisel kompaktlik
kompakthiga denk oldugundan X in dizisel konpakt oldugunu gostermek ispat igin
yeterlidir. Terimleri X den alinan herhangi bir dizi (xn) olsun. X total sinirli oldugundan
dolayr Lemma 3.1.7 den dolay1 bu (xn) dizisinin bir Cauchy alt dizisi vardir. Hipotezden
X uzayini tam kabul ettigimizden dolay1 bu (xn) dizisinin Cauchy alt dizisi yakinsaktir.

Boylece (xn) dizisinin yakinsak bir alt dizisini bulmus olduk. Bu da ispat1 tamamlar.

Tamm 3.1.9. (Istatistiksel kompakthk) X normlu bir uzay ve E c X olsun. Eger
terimleri E den alinan her dizinin E nin bir elemanina istatistiksel yakinsayan bir alt dizisi
varsa E ye istatistiksel kompakt denir.

Buna gére (xy) dizisi E nin elemanlarinm bir dizisi olarak verilmis ise, st-limx,, =¢ ve

¢ € E olacak sekilde (x;) dizisinin bir (x,,) alt dizisi vardir.

Teorem 3.1.10. X in bir E alt kiimesinin istatistiksel kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul dizisel kompakt olmasidir.

Ispat: X in istatistiksel kompakt herhangi bir altkiimesi E olsun. E nin dizisel kompakt
oldugunu gostermek i¢in terimleri E den alinan herhangi bir (xn) dizisi alalim. E kiimesi
istatistiksel kompakt oldugundan (xn) dizisinin E nin bir £ elemanina istatistiksel yakinsak
bir  (x,,) altdizisi vardir. Sonug 2.2.3 ten dolayr da bu (x,,) alt dizisinin de £

elemanina adi anlamda yakinsak bir alt dizisi vardir. O halde E dizisel kompakttir.

Simdi de E dizisel kompakt olsun. E nin istatistiksel kompakt oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in terimleri E olan herhangi bir (xn) dizisi alalim. E nin dizisel kompakt oldugunu
kabul ettigimizden (xn) dizisi E nin bir £ elemanina yakinsayan bir

(xp,) altdizisi vardir. Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsak oldugundan
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st-limx, =€ €E

dir. O halde E kiimesi istatistiksel kompakttir.

Tamm.3.1.11. (istatistiksel Siireklilik) X normlu bir uzay f, X in bir alt kiimesinden X
e bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu istatistiksel yakinsak dizileri istatistiksel
yakinsak dizilere, istatistiksel limiti £ olan diziyi istatistiksel limiti f(€) olan diziye
doniistiirdiigii anlaminda istatistiksel yakinsakligi koruyorsa f ye istatistiksel siireklidir

denir.

Buna gore, st — limx, = ¢ oldugunda st —limf(x,) = f(¢) oluyorsa f fonksiyonuna

istatistiksel stireklidir denir.

Bir X normlu uzaymin bir A alt kiimesi ve x € X verilsin. Eger istatistiksel limiti x olan

terimleri A dan alinan en az bir dizi varsa x e A kiimesinin istatistiksel dizisel degme

noktasi denir. A kiimesinin tiim istatistiksel degme noktalar1 kiimesi A ile gosterilirse,

A = A dir.Yani A kiimesinin Istatistiksel dizisel degme noktalar1 kiimesi A nin adi
anlamda degme noktalar1 kiimesine esittir. Bunu asagida veriyoruz.
Lemma 3.1.12. X in bir A alt kiimesi istatistiksel kapanis kiimesi A kiimesinin adi anlamda

kapanis kiimesine esittir.

A oldugunu gostermek igin A < A ve ng A oldugunu gosterecegiz.

ispat. A
Once A < A oldugunu gosterelim. Bunu yapmak i¢in herhangi bir xe A

alalim. Bu takdirde terimleri A dan alinan ve x noktasina yakinsayan bir (xn) dizisi vardir.
Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsak oldugundan dolayi (xn) dizisi X noktasina
istatistiksel yakinsaktir. O halde xe A dir. Simdi de ng A oldugunu gosterelim Bunu
yapmak i¢in herhangi bir Xxe A alalim. Bu takdirde Sonug 2.2.3 den dolay1 (x,,) dizisi

x degerine klasik anlamda yakinsak bir y alt dizisine sahiptir. O halde x noktas1 A
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kiimesinin bir degme noktasidir yani xe A. O halde Ac A. Boylece A = A elde

edilmis olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.13. X in bir alt kiimesinden X e bir fonksiyonun istatistiksel siirekli olmasi

icin gerek ve yeter kosul siirekli olmasidir.

Ispat: Lemma 3.1.12 den dolays,

—S

A=A
esitligi her A € X i¢in gergeklenir. f in siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

f(A)c f(A)

oldugundan, ve f in istatistiksel siirekli dolayisiyla dizisel siirekli olmasi icin gerek ve

yeter kosulun

f(A) c( f(A)

oldugundan dolay ispat elde edilir ([7]).
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3.2.Istatitiksel Quasi Cauchy Dizisi

Bu boliimde quasi cauchy dizisi, istatistiksel quasi cauchy dizisi, istatistiksel ward
siireklilik tanitilip aralarindaki iliski incelenecektir. Once quasi Cauchy dizisinin tanimin

verelim.

Tamim.3.2.1. (Quasi Cauchy dizisi ) Eger X de bir (x;) dizisi i¢in
Hm (xepq =) = 0

oluyorsa (xj) dizisine bir quasi Cauchy dizisi denir. Buna gore (x;) nin quasi

Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(1 Ceresr — 20 1)

reel terimli dizisinin O a yakinsak olmasidir. Bunu € ve no ile ifade edersek, her € >0

icin K > no oldugunda

| (xke1 —xx) |l <€

olacak sekilde €’ a bagli bagl bir ng sayis1 vardir demektir.

Tamim.3.2.2. (Istatistiksel quasi Cauchy dizisi)

Eger X te bir (x;) dizisi igin
stk— lim(xgs1 —xx) =0
oluyorsa (x;) dizisine bir istatistiksel quasi Cauchy dizisi denir. Buna gére (x;) nin

istatistiksel quasi Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve yeter kosul

(I1Ceksrr = xi) 1)
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reel terimli dizisinin O a istatistiksel yakinsak olmasidir. Yukaridaki tanimi asagidaki
sekildeki gibi de ifade edebiliriz

Axyp = Xjey1 — Xi
olmak tizere V€ >0 i¢in, V § > 0 igin n > no oldugunda
S|k <n: laxll = e} <8

olacak sekilde bir no sayisi var olmasi1 demektir.

Onerme 3.2.3. Iki istatistiksel quasi Cauchy dizisinin toplami da istatistiksel quasi

Cauchy dizisidir.

Ispat: (x,) ve (y,) istatistiksel quasi Cauchy dizileri olsun.
(%) + (x,) toplamin istatistiksel quasi Cauchy oldugunu gosterelim. € > 0 olsun ve &

> (0 alalim. (x,, ) istatistiksel quasi Cauchy oldugundan n > n; igin

%|{k <n: Azl = < | 8?

\S]

olacak sekilde 3 n; € N vardir. (y,,) istatistiksel quasi Cauchy oldugundan n > n,

i¢in

(e <n: oyl = )] <2

S|k

olacak sekilde 4 n, € N vardir.
n, = max {n;,n, } yazahm. Buradan n > n, i¢in
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1 1
ke <n: AGe+yoll = el < 1|{k <n: laxl 22

+2{k <nslayel 25| <

elde edilir. Buradan da
1 1 €
lim ~ | {k < llACu+y) 12 1< lim =~ [ {k <n:flae ) || = 5|

+111_1)130%|{k <n: |4l 2%}|

Onerme 3.2.4. Bir istatistiksel quasi Cauchy dizisinin sabit bir say1 ile carpimi da

istatistiksel quasi Cauchy dizisidir.

Buna gore istatistiksel quasi Cauchy dizilerinin kiimesi biitiin diziler uzaymin bir

vektor alt uzayidir.

Tamim 3.2.5. (Istatistiksel Ward Kompaktlik)

E < Xolsun. Terimleri E den alinan her dizinin istatistiksel quasi Cauchy alt

dizisi bulunabiliyorsa E ye istatistiksel ward kompakt denir.

Buna gore X in sonlu her alt kiimesi istatistiksel ward kompakttir. Istatistiksel
ward kompakt sonlu adette kiimenin birlesimi de istatistiksel ward kompakttir. Istatistiksel

ward kompakt kiimelerin herhangi bir ailesinin arakesiti de istatistiksel ward kompakttir.
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Teorem 3.2.6. ([7]) X in bir A alt kiimesinin istatistiksel ward kompakt olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul total sinirli olmasidir.
ispat :

&: A total siirl1 olsun. Terimleri A da olan her hangi bir (x,,) dizisi alalim. Lemma
3.1.7 den dolay1 total sinirli bir kiimenin terimlerinden olusan her dizinin bir Cauchy alt

dizisi var oldugundan bu (x,) dizisinin bir (x,, ) Cauchy alt dizisi vardir. Her Cauchy
dizisi quasi Cauchy dizisi oldugundan (x,, ) bir quasi Cauchy dizisidir. Her quasi Cauchy
dizisi istatistiksel quasi Cauchy dizisi olduundan (x,, ) dizisi istatistiksel quasi
Cauchydir. O halde A istatistiksel ward kompakttir.

= : A nin total sinirli olmadigini varsayarak, [7] daki Teorem 3 ten elde edilir.

Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.7. (istatistiksel ward siireklilik)

Istatistiksel quasi Cauchy dizilerini koruyan fonksiyona, yani (an) dizisi istatistiksel
quasi Cauchy dizisi oldugunda (f(an)) dizisi de istatistiksel quasi Cauchy dizisi oluyorsa

f ye istatistiksel ward siirekli fonksiyon denir.

Teorem 3.2.8. Istatistiksel ward siirekli her fonksiyon istatistiksel siireklidir ([6]).

Ispat. Farz edelim ki f fonksiyonu X normlu uzayindan kendisi igine istatistiksel ward

stirekli bir fonksiyon olsun. (an) her hangi bir istatistiksel yakinsak dizi olsun.

st —limoa, = o
k—o0

yazalim. Buradan (a1 ,a0 ,@2 ,a0 ,...,0n-1 ,@0 ,an ,Qo0,...) dizisi ao sayisina istatistiksel

yakinsak oldugundan bu dizi istatistiksel quasi-Cauchy dizisidir.
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f istatistiksel ward siirekli oldugu gibi
(f(ar), f(@o), f(a2), f(@0),... f(an-1), f(ao), f(an), f(x0),...)

dizisi de istatistiksel quasi Cauchy dizisidir. Buradan ( f(an)) dizisinin de f(ao) sayisina

yakinsadigi goriiliir. Bu ise teoremin ispatini tamamlar.

Bunun karsit1 her zaman dogru degildir. Yani istatistiksel siirekli bir (her)

fonksiyon istatistiksel ward siirekli olmak zorunda degildir.

Teorem 3.2.9. Istatistiksel ward siirekli her fonksiyon siireklidir.

Ispat. X bir normlu uzay ve f de X den X e istatistiksel ward siirekli bir fonksiyon
olsun.Yukaridaki Teorem 3.2.8 den dolay1 f fonksiyonu istatistiksel siireklidir. Teorem

3.1.13 ten dolay1 f fonksiyonu adi anlamda siireklidir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 3.2.10. ([6]) X in bir A alt kiimesi lizerinde taniml1 bir (fn) fonksiyon dizisi bir
f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olsun. Eger her bir n € Nigin f, fonksiyonu A da

istatistiksel ward siirekli ise f fonksiyonu da istatistiksel ward siireklidir.

Ispat: € herhangi pozitif reel say1 olsun ve (x;) da terimleri A dan aliman herhangi bir
istatistiksel quasi Cauchy dizisi olsun. (fn) nin diizgiin yakinsakligindan dolayr n > N

oldugu zaman biitiin x € E i¢in

Ifu () = FGON < £

olacak sekilde bir N pozitif tam sayisi vardir. fy fonksiyonu A iizerinde istatistiksel ward

stirekli oldugundan dolay1

lim=|{k <n: lIfy(@) — fu@ll 25} =0

n—-ocon
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yazilabilir. Diger taraftan

(k <nlif(@e) — flad = e de {k <nellf (@) = ful@a) |25

Ul < llfua) — fulad 1125 )

J

w| m

U {k <n:|fylay) — fla) || =

dir. Buradan

lim (k< n s lf (@aen) = f@d [ 2 €}

< Al_rgﬂ{k <n:|f(ak+1) — fu(arsd) [ 2 2 }l

+lim (ke <n e - @) 1125 ]

4 1im 2fk < fuC@) - F@) 1125 )

=0

elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.
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Teorem 3.2.11. ([6]). A < X olsun. A {izerinde tanimli tiim istatistiksel ward siirekli

fonksiyonlar A da tanimli tiim siirekli fonksiyonlar kiimesinin kapali bir alt kiimesidir

Ispat: A daki tiim istatistiksel ward siirekli fonksiyonlarmin kiimesini SWC(A) ile
gosterecegiz. A SWC(A) , SWC(A) nin tiim degme noktalar1 kiimesini temsil ettigine

gore

A SWC(A) =SWC(A)
oldugunu gosterecegiz. f, A SWC(A) nin kapaniginin bir elemani olsun. . O zaman

limpofk =f

gibi SWC(A) nin elemanlarindan olusan bir (fk) nokta dizisi var olur. f nin istatistiksel
ward siirekli oldugunu gostermek i¢in A dan alinan herhangi bir (e« ) istatistiksel quasi
Cauchy dizisini goz oniine alalim. & > 0 alalim. (f«) , f ye yakinsak oldugu i¢in her n > N

icin Vx € Aigin

16 = FO Il < 5

olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir. fy istatistiksel ward siirekli oldugundan dolayi

1 €
lim ~|{k <n:llfy(@) — fula) 1 25} =0
olur.

Diger taraftan

(e <nslf(@) = f@dllze be {k <nslif(@e) = fulaw) 125}
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0k < M) — ful@) 12 £ )

Ofk <n @)~ f@ 12 )

dir. Buradan

lim 21{k < [1f (@) = fl@d) | 2 €]

< tim 2|k < n: U@ — @) 12 £)

3
+lim [ <n s lifu(ae) — @) 1125 ]

+lim 2k <nt @) - f@) 1122
=0

elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.
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