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RHO ISTATISTIKSEL QUASI CAUCHY DIZILERI

Seray Karagoz
Yuksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dali
Matematik Yiiksek Lisans Programi
Danisman: Prof. Dr. Hiiseyin Cakalli
Maltepe Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, 2019
Her n pozitif tamsayisi i¢in 4p,, = pp41 — pn 0lmak lizere terimleri reel sayilar

kiimesinden alinan (p,,) pozitif degerli, azalmayan, lim p,, = oo, 4p,, = 0(1)
n—-oo
0zelligini saglayan bir dizi ve

lim sup, '%n < o

n—->oo

olsun. Eger

1
lim —|{k <n:|da;| =€} =0
n-0w Pp

oluyorsa (a,) dizisine p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi denir. A € E ve E € R olmak
tizere terimleri A kiimesinden alinan her dizinin bir p —istatistiksel quasi Cauchy alt
dizisi var ise A kiimesine p —istatistiksel ward kompakt kiime denir. Reel sayilar
kiimesinin bir alt kiimesinden reel sayilar kiimesinin i¢ine tanimlanan bir fonksiyon p —
istatistiksel quasi Cauchy dizilerini yine bir p —istatistiksel quasi Cauchy dizilerine
ceviriyor ise bu fonksiyona p —istatistiksel ward sirekli fonksiyon denir.

Yani reel sayilarin alt kiimelerinden herhangi bir tanesi W olsun ve W kiimesinden
reel sayilarin igine tanimlanan bir f fonksiyonu verilsin. Eger bu f fonksiyonu W
kiimesinden alinan her (a,,) p —istatistiksel quasi Cauchy dizisini (f(a,,)) p —istatistiksel
quasi Cauchy dizisine doniistiiriiyor ise f fonksiyonuna p —istatistiksel ward strekli
fonksiyon denir. Siirl bir kiime tizerinde tanimli diizgiin siirekli fonksiyonlarin kiimesi

p —istatistiksel ward stirekli fonksiyonlarin kiimesini kapsar.

Anahtar Sozcukler: p-istatistiksel yakinsak diziler, p-istatistiksel quasi-Cauchy
dizileri, p-istatistiksel ward kompaklik, sinirlilik, diizgiin siireklilik.



ABSTRACT

RHO STATISTICAL QUASI CAUCHY SEQUENCES

Seray Karag6z
Master Thesis
Department of Mathematics
Mathematics Programme
Advisor: Prof. Dr. Hiseyin Cakalli
Maltepe University, Graduate School of Science and Engineerin, 2019

A sequence (ay) of points in R, the set of real numbers, is called p —statistically quasi
Cauchy if

1
lim —|{k <n:|Ada;| =€} =0
n-o N,

for each € > 0, where p = (p,,) is a non — decreasing sequence of positive real numbers
tending to oo such that, lim supn’;—" < oo, Ap, = 0(1) and Aay = a,,, — a; for each
n—oo

positive integer k. A subset A of R is called p -statistically ward compact if any sequence
of points in A has a p -statistically quasi- Cauchy subsequence. A real valued function
defined on a subset of R is called p —statistically ward continuous if it preserves p —
statistically quasi Cauchy sequences where a sequence (ay) is defined to be p —
statistically quasi Cauchy if the sequence (4ay) is p —statistically convergent to 0. We
obtain results related to p —statistically ward continuty, p — statiscal ward compactness,
ward continuty ,continuty, and uniform continuty. It turns out that the set of uniformly
continuous functions includes the set of p —statistically ward continuous functions on a
bounded subset of R.

Keywords p-statistical convergent sequences, p-statistical quasi Cauchy sequences, p-
statistical ward compactness, boundedness, statistical ward continuity, uniform
continuity
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KISALTMALAR

R : Reel sayilar kiimesi

N : Dogal sayilar kiimesi, {1,2,...,n,...} (pozitif tamsayilar kiimesi)
Z : Tam sayilar kiimesi

c : Reel terimli yakinsak dizilerin kiimesi

S : Reel terimli diziler uzay1

S(A) : Terimleri A kiimesinde olan diziler kiimesi

|A| : A € Nig¢in A kiimesinin kardinal sayis1

Aap  Agq — A
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GIRIS

Dizilerin yakisaklig1 kavraminin M.O 490 — 430 yillarinda yasamis olan Zeno
tarafindan ortaya atilan kaplumbaga ile Aschilles paradoksunun ortaya atilmasina kadar
eskiye dayandigi diisliniilmektedir ([1]). Arsimet’in klasik olarak diziler ve serileri
kullanarak hacim hesaplarini hatta kendisinden iki bin yil sonra Newton, Leibniz
zamanlarinda geligmeye bagslayan tlirev ve integral hesaplarini serilerle yaptigi
bilinmektedir.

Normal anlamda yakinsak olmayip da ancak pek ¢ok bakimdan dnem tastyan
dizilerin diisiiniilmesi terimleri ardisik olarak 0 ve 1 degerlerini alan yani tek indislerde
0 ¢ift indislerde 1 degerlerini alan dizinin aritmetik ortalama dizisinin 2 ye
yakinsadiginin dikkate alinmasi ile ilk olarak Guiddo Grandi tarafindan 1713 yilinda
olmustur.

Yakinsak olmayip da incelenmesi pek ¢cok bakimdan 6nem tasiyan daha sonralari
tanim1 verilen diziler istatistiksel yakinsak dizilerdir. Yakinsak her dizi istatistiksel
yakinsaktir ancak istatistiksel yakinsak olup da yakinsak olmayan diziler vardir.
[statistiksel yakinsaklik kavramu ilk olarak “ Almost Convergence ” olarak A.S Zygmund
tarafindan verilmistir ([2]). 1952 yilinda S. Fast ([12]) tarafindan formal olarak verilmis
ve L.J. Schoonberg tarafindan da tekrar tanim verilmistir ([3]) ve bunlardan bagimsiz
olarak da R.C. Buch tarafindan tanim verilmistir [4]. Quasi istatistiksel yakinsaklik ilk
olarak 1. Sakaoglu Ozgiic, Tugba Yurdakim ([5]) tarafindan ve ve rho istatistiksel
yakinsaklik tanimi da ilk olarak Cakalli ([6]) tarafindan verilmistir.

Bu c¢alismada quasi Cauchy dizileri, rho-istatistiksel yakinsak diziler, rho-
istatistik sel quasi Cauchy dizileri, rho —istatistiksel ward kompaktlik ve rho-istatistiksel
ward streklilik, B inc1 dereceden rho-istatistiksel yakinsak diziler, 3 inc1 dereceden rho-
istatistiksel quasi Cauchy dizileri, B inc1 dereceden rho —istatistiksel ward kompaktlik ve
B mc1 dereceden rho-istatistiksel ward siireklilik kavramlari incelenmistir.



BOLUM 1. GENEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tammm 1.1.Tanim kiimesi N dogal sayilar kiimesi, deger kiimesi ise R reel sayilar
kiimesinin bir alt kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler {x, } veya (x, ) seklinde
gosterilir.

Tamim 1.2. Bir (a,) dizisi verilmis olsun. (k) artan bir pozitif tamsay1 dizisi olmak
tzere, (ay,) dizisine ( a,) dizisinin bir alt dizisi denir.

Tamm 1.3. K pozitif sabit sayist ,her n pozitif tamsayisi i¢in |a,| < K gerceklenecek
sekilde bulunabiliyor ise (a,) dizisine sinirhidir denir.

Buna gore bir (a,) dizisinin smirh olmasi i¢in gerek ve yeter sart sup, |a,| = K
olacak bigimde negatif olmayan bir K sabit sayisinin var olmasidir. Bir bagka deyisle (a,)
dizisinin sinirli olmasi demek {a,: n€ N} degerler kiimesinin sinirli olmas1 demektir.
Tamlik aksiyomu nedeniyle (a,) dizisinin smirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
inf, a, = B ve sup,a, = a olacak bicimde a ve f sabit sayilarinin var olmasidir.

Tanmmm 1.4. Her € > 0 igin n > ny oldugunda |x, — x| < & olacak sekilde en az bir
n, sayisi varsa n — oo i¢in (x,,) dizisinin limiti x dir denir ve lim x,, = x yazilir. Eger

n—-oo
lim x, = x ise (x,) dizisi X reel sayisina yakinstyor denir ve n— iken x, — x seklinde
n—-oo

de gosterilir. Bir reel sayiya yakinsayan diziye yakinsak dizi, aksi halde iraksak dizi denir.

Tamm 1.5. (Cauchy Dizisi) : Eger, her € > 0 sayisina karsilik, her m,n > N i¢in
|xm - xnl <¢

olacak bigimde bir N = N(¢) sayis1 bulunabiliyorsa, (x,, ) dizisine bir Cauchy dizisi denir.
Bu tanima gore her Cauchy dizisinin sinirli oldugu goériilmektedir. Reel terimli bir (x;,)
dizisinin Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart yakinsak olmasidir. Her n dogal
say1st i¢in f,, , IR nin E alt kiimesinden IR igine bir fonksiyon olsun.Bu durumda (f;,)
fonksiyonlarinin olusturdugu bir diziye bir fonksiyon dizisi denir.

Tamim 1.6. (Fonksiyon Dizilerinde Noktasal Yakinsakhk)

Reel sayilar kiimesi R nin bir alt kiimesi olan E kiimesi iizerinde tanimli
fonksiyonlarin dizisi (f,) olsun. Herhangi bir x € E verildiginde her ¢>0 i¢in n> n, iken

|fn (x) — f(x)| < ¢ olacak sekilde bir n, bulunabiliyorsa (f,,) fonksiyon dizisine f
fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir. Her x € E icin (f,,(x)) sayi dizisinin yakinsak
oldugunu kabul edelim.



Bu takdirde, her x € icin f(x) = lim f, (x) seklinde bir f fonksiyonu
n—>0oo

tanimlayabiliriz. Bu durumda f fonksiyonuna (f;;) fonksiyon dizisinin noktasal limiti
veya noktasal limit fonksiyonu adi verilir.

Ornek 1.1. Her x € R igin f;,(X) = (X + n—13) fonksiyon dizisini incelersek

lim (x + %) = x olarak bulunur. Burada f(x) =x olmak Uzere (f,) =(x+ n—ls)
n—oo

fonksiyon dizisinin f(x) = x fonksiyonuna noktasal yakinsadigi goriiliir.

Tamm 1.7. (Fonksiyonlarda Diizgiin Yakinsakhk) : Her >0 icin n> n, oldugunda
her x € E igin

If () = f(0)l<e

olacak bicimde bir n, dogal sayisi bulunabiliyorsa (f;,, ) dizisine E Ulzerinde f
fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.

Ornek 1.2. Her n € N ve her x € 10,1[ icin f,,(x) = (1 — x)™ seklinde tanimlanan (f;,)
fonksiyon dizisi ]0,1[ {izerinde noktasal yakinsaktir fakat diizgiin yakinsak degildir.

Tamm 1.8. (Vektor Uzayi) : X bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. X x X —» X
olmak tizere (x,y) » x+y ve F X X = X olmak lzere (a,x) — a.x verilsin.

(VI)Vx,yeXigcinx+y e X

(V2)Vx,y€eXiginx+y =y +Xx

(V3))Vx,y,ze Xiginx+(y+z)=(x+y)+z

(V4) V x € X igin 6yle bir 0 € X vektori vardir ki x + 0 =x=0 + x olur.
(V5) V x € Xigin bir tek y € X vektorti vardir 6yle ki x +y =0 olur.

(V6) Vx € Xve a € F skaler degeri icin ax € X vektorii vardir.

Eger a = 1ise x.1 =1.x=xolur.

(VI)Vx,ye X veVa,B €F skaler degerleri icin a(px) = (af)x

(V8) Vx,ye XveVa,B €F skaler degerleri igin (a + f)x = ax + fx ve
alx+y)=ax+ay

ozellikleri saglantyor ise X kiimesine F cismi lizerinde bir vektor uzay1 (lineer uzay) denir.



Teorem 1.1. Reel terimli tiim dizilerin olusturdugu kiime bir vektor uzaydir.

Ispat. Reel sayilarin toplama ve skalerle carpma isleminin temel 6zellikleri yardimu ile
ispat kolayca gosterilebilir.

Tamim 1.8. (Diziler icin Sikistirma Teoremi) Kabul edelim ki n > N, iken
a, < b, <c,
olacak bigcimde bir N, sayis1 mevcuttur. Eger;

lima, =L ve limc, =1L

n—oo n-oo
I1Se

lim b, =L

n—oo

dir.



BOLUM 2. iISTATISTIKSEL YAKINSAK DIZIiLER VE
ISTATISTIKSEL CAUCHY DIiZiLERI

2.1.istatistiksel Yakinsakhik

Tamm 2.1.1. ([11,12]) K € N kiimesini alalim.

d(K)= limil{k <n:k EK}

limiti mevcut ise bu limite K kiimesinin asimptotik yogunlugu denir.

Tamm 2.1.2. ([10, 11 ,15]) (x) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € >
Oicin lim %|{k <n:|x,—L| = €}| =0 olacak bigimde bir L sayis1 varsa (x;,) dizisi
n—oco

L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Buna gore
K.={k<n:|x,—L|l = &}

olmak lizere (x;) dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart
her K, pozitif sayisi i¢in 6(K,)=0 olmasidir. Bu durumda S-lim x = L veya x;, — L(S)
yazariz. Eger L = 0 ise (x;) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir.

Ornek 2.1.1. ([15]) x = (x;) dizisi ve m € Z olmak (izere

1 I = m?
Xk = E ’ = m
0 , k + m?

seklinde tanimlansin. x = (x;) dizisi L = 0 noktasina istatistiksel yakinsaktir.

Cunkl x = (x;) dizisinin terimleri yazilirsa

X = (xl,xz , X3, X4, X5 ,Xg X7 Xg , Xg ,) = (E'O'O'E'O'O'O'O’E'0"")

halini alir.Buradan
{k<n:|x—0l= e}|<|{ksn:x £0}|<Vn
oldugundan

Vn

T

lim=[{k<n:|x] = e} < lim
n-oon n—oo



olur. Ote yandan lim i—ﬁ = 0 dir. Ayrica

n—-oo

1
OSEl{kSn:kal > e}
gerceklenir. n = oo igin

0 < lim 2tk <n:lxl= e (=)
n—oo

halini alir. Buradan da; (*) ve (**) esitsizliklerini birlestirecek olursak

1 Vn
0< lim—|{k<n:|x|= ¢} <lim—
n—-oon n—-oco N

bulunur. Sikistirma teoreminden
1
lim—|{k<n:|x|=¢€}| =0
n-on

bulunur. Yani x = (x;) dizisi istatistiksel yakinsak olur.

Teorem 2.1.1.([11]) Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. (x,) dizisi yakinsak dizi olmak iizere Ilim X, =L olsun.Ve >0 icin k > k,

oldugunda |x; — L| < € olacak bicimde en az bir k, sayis1 vardir.
Dolayisiyla k > k oldugunda higbir zaman |x; — L| = & olamaz. Buradan

{k<n:|x,—L|l=¢e} <k

yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafi % ile ¢arpilirsa

1 1

—|{k<n: —-L| > <-k

nl{ n:x | = €} o
elde edilir. n - oo igin

im=[{k <n:|x,—L|>e} < lim=kq ... (%)
n—-oon n—-oon

ifadesi elde edilir. Burada lim %ko = 0 dir. Ayrica
n—->oo

O<H{k<n:|x,—L|=c¢}

dir. Esitsizligin her iki tarafi % ile garpilirsa

1
OSEI{kSnzlxk—LIZEH

ifadesi elde edilir.



Buradan

0<lim—|{k<n:lg—Ll=e}..(*
n—-oo

elde edilir. (*) ve (**) esitsizliklerinden

1 1
O<lm—-|{k<n:|x,—L|l=¢e} < lim—k,
n-on n-on

bulunur. Sikigtirma teoreminden

1
lim—|{k<n:|x,—Ll=¢€}|]=0

n-on
bulunur.

I!im x, = Liken S -Ilim X, = L oldugu agik¢a goriiliir. Bu durum her yakinsak dizi i¢in

gecerlidir. O halde yakinsak her dizinin ayn1 zamanda istatistiksel yakinsak dizi oldugu

goruldr.

Teorem 2.1.2.([11,15]) S —lim x =L, ,S —lim y = L, ve a € R olmak iizere

) S—lim&x+y)=L;+L,
i) S —lim (ax) = aL4
dir.

Ispat. x = (x;) ve y = (y,) dizileri olmak iizere
i) §S —lim x = L, olsun. Bu durumda
A={k<ni|x,—L|=¢/2}
icin A N olmak tizere 3(A)= 0 oldugundan ¢ > 0 verildiginde V k > k, ve
VkeN\VAigin
|, — Li] < &/2
olacak bicimde k € N vardir. S — limy = L, olsun. Bu durumda
B={k<n:ly,— Ll = ¢/2}
B < N olmak tizere 8(B) =0 oldugundane >0 icinVk > k, ve VkeN\Bicin
|y — L| < /2 olacak bicimde k, € N vardir.k, = max{k,, k,} olsun. V k € N\(ANB)
ve V k > kg igin
|Cae +yi) = Ly + L) <[ — Lyl + |y — Lol <€/2+e/2=¢
bulunur. Buradan V € >0 i¢in k € N\(ANB) k > k, oldugunda
| +yi) — (Ly + L) <e oo (%)
olacak bigimde en az bir k, sayis1 vardir.



[tk < n: |(xe +yi) = (Ly + Lo)| = €}
& &
S|{k£n|xk—L1|ZE}|+|{kSTl|yk—L2|2§}|

esitsizligin her iki tarafi % ile garpilirsa
1
El{k <n:|(+y) — Ly +L)| = e}

< k< neloe - Ll 23+ 21k < nely - Lol 2 51

bulunur. n — oo igin

1
r{i_r){)lo#{k <n:|(xg+y) — Ly + Ly)| = €}

Sr{i_l)‘rc}oil{kﬁn:lxk—Lll2;}|+Am%|{kﬁni|3’k_llz|2§}|

bulunur. 6(A) =0 ve 6(B) = 0 oldugundan
lim =k < G+ 30 = (b + L) 2 £} < 0
dir. Ayrica
0<|{k=n:|(x+ye) = L+ L)| = €}

oldugundan n > 0 igin
0/n < 1/nfl{k <n:|(xx +yi) = Ly + L)| = €}]]
elde edilir.Buradan
0<1/n[l{k <n:|Cr+yi) — (L1 + L] = €}l]
olur.n — oo igin

0 < lim In[l{k<n:|(x+y)— (L +L)| = e}]

bulunur. x = (x) ve y = (y,) yazildiginda
lim 1/n[[{k<n:|(x+y)—(L;+L)|=¢€}|]]=0
n—>oo

ifadesi elde edilir. Sonug olarak S — lim (x + y) = L; + L, bulunur.

i) Eger a=0ise

S-lim a.xk=0.S-limxk = S-lim 0.xk=S -lim 0 =0 olup, ispat asikardir.



Simdi S -lim x =L yazalim ve o # 0 olsun. Bu takdirde, A € N ig¢in 6(A)=10

oldugunda, & > 0 verildiginde herk >k, veherk € (N\ A) igin |x; — L| < £ olacak

o
bicimde ky € N vardir. Buradan daherk € (N\ A) ve her k> koigin
— 8 —
lax, —a.L| =|a] Ta €
olup, her & >0 i¢in

1
lim—|{k <n:laxy—a.L] =2 &}|=0
n—-on

elde edilir. Yani S -lim (a.x¢ ) = o.L dir.

Teorem 2.1.3. Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi tiim dizi uzaymin bir alt vektor
uzayidir.

Ispat. Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi W diyelim. Tiim dizilerin kiimesini ise s ile
gosterelim. Tiim dizilerin uzay1 vektor uzayi oldugundan s vektor uzayidir. Burada

W =+ @ dir. Istatistik yakinsak diziler kiimesi tiim dizilerin alt kiimesidir.

Vx,yeW veaceRigin

S—lim(x+y)=S—-limx+S—limyeW

S —lim(ax) = a[S —limx] e W

oldugundan, istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi W, tiim dizilerin kiimesi s nin alt

vektor uzayidir.

Sonug 2.1.4. Yakinsak diziler kiimesi istatistiksel yakinsak diziler uzayinin bir alt vektor
uzayidir.

Ispat. Teorem 2.1.3 ispatina benzer olarak kolayca yapilabilir.

2.2. Istatistiksel Cauchy Dizisi

Bu bolimde bir x = (x;) dizisi sifir yogunluga sahip bir kiimenin disindaki her k
icin P 6zelligine sahip ise x = (xj) dizisi hemen hemen her k i¢in P 6zelligine sahiptir
diyecegiz ve bunu “h.h.k” ile kisaltacagiz.



Tamm 2.2.1. ([11,15]) Her £ >0 ve h.h.k igin |x; —xy| < € olacak bicimde &
sayisina bagli bir N dogal sayisi var ise yani her € > 0 igin

1
lim —[{k <n:|x, —xy| =€} =0
n-ocon

olacak bicimde N = N(¢) sayis1 var ise (x) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Bir (x;) dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir. Bir (x;) dizisi
istatistiksel Cauchy dizisi verildiginde hemen hemen her k i¢in x; = y, olacak bicimde
yakinsak bir (y;,) dizisi vardir. Ayrica h.h.k icin x;, = y, olacak bigcimde yakinsak bir

y = (yi) dizisi var ise x = (x) dizisi istatistiksel yakinsaktir.

Lemma 2.2.1. x = (x;) dizisi istatistiksel yakinsak ise x = (x;) dizisi istatistiksel
Cauchy dizisidir.

Ispat. S — limx = L ve € > 0 olsun. Bu durumda h.h.k igin |x, — L| < gdir.

Eger N, |xy — L| < golacak bigimde segilirse, h.h.k igin

&

£
lxx — xy|= |xk—L+L—xN|<+|xk—L|+|xk—L|<E+2

=&

1
lim —|{k < n:|x, —xy| =€} =0
n-oon

oldugundan x = (x; ) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

Lemma 2.2.2. x = (x;) dizisi istatistiksel Cauchy dizisi ise hemen hemen her k icin
X, = Yy olacak bicimde yakinsak bir (y,) dizisi vardir.

Ispat. I = [xy — 1,xy + 1] aralign h.h.k icin x terimini icerecek sekilde bir N sayisi
secelim. Yine I' = [xy — %,xM + %] araligt h.h.k i¢in x;, terimini igerecek sekilde bir M
sayis1 secelim. Simdi iddia ediyoruz ki I; = I N I’ araligi h.h.k i¢in x;, terimini igerir.
Simdi bunu gosterelim

fk<nx,e¢Inl'}={k<nx, ¢}V {k<n:x, &¢I}

oldugundan

Hk<nixpeInl'}={k<nx, I}V {k<n:x, &I}

<W{k<nx,el}+|{k<n:x, ¢l}

olup

10



1 1 1
lim —|{k <n:x, ¢ INI'}| < lim El{k <n:xy €I} + lim Hl{k <nx,&I'}=0
n—oo n—oo

n—-oon

elde edilir. O halde

1
lim—|{k<n:x, ¢INnIl'} =0
n—-oon

dir. Bu nedenle I, h.h.k igin x;, terimini iceren ve boyu |I;| = |xM + % — Xy +% =1
olan kapali araliktir. Benzer sekilde N(2) secelim. Bu durumda h.h.k i¢in

I'" =[xy — i,x,\,(z) + i] araligi x;, terimlerini icerir ve I, = I, nI"" h.h.k igin x;
terimini iceren ve boyu |I,| = |xN(2) + i —xn@) T ﬂ = % olan kapal1 araliktir.

Bu sekilde devam edersek her m € N i¢in kapali araliklarin {I,,,},,—, dizisini buluruz.

Bu durumda I,,, , h.h.k x;, terimini iceren ve boyu

1 1 1 1-m
|Im| = |xN(m) +2—m—xN(m) +2_m| = 22_m =2

olan kapali araliktir. I¢ ige araliklar teoreminden N%o_; L, = {1} 6zelligini saglayan bir

A sayist vardir. H.h.k i¢in xj, € I,, oldugundan n > T, igin

1 1
El{k S nixg € Ly} < — @Y

olacak bi¢imde pozitif tamsayilarin artan bir {T;;, };n— dizisini bulabiliriz. Simdi k > T,

ve T, <k <Tpyq iS€ xi € I, olacak bicimde x; olacak bicimde x, nin biitiin
terimlerinden olusan X in bir z alt dizisini tanimlayalim.

Bundan sonra yine

_ { 1, eger Xy ,zninbir terimi ise
Yie = Xk diger durumda

seklinde bir y dizisi tanimlayalim. Eger ¢ > % >0vek>T, ise x, Yyaznin bir
terimidir ki bu durumda y,, = Ayaday, = x;, €I, ve |y, — A| ninboyu

lyk — 4| <1, < 2™ dir. O halde m — o igin 21™™ — 0 olacagindan y, — A elde
edilir.

Simdi h.h.k i¢in x;, = y; oldugunu oldugunu gosterelim.
T < n < Tppyq ise bu durumda
k<ny,#x,ck<nx,¢&lIl,

dir.

11



(1) den,
1|k< * |<1|k< <7’EI|<1
n SN Y F Xk =7 SNnYg & im m
elde edilir. m — oo igin limit alinirsa

1
lim—-|{k<n:y,#x,} =0

n-on

elde edilir. O halde y; = xj, dir.

Lemma 2.2.3. Hemen hemen her k i¢in x, = y, olacak bicimde yakinsak bir (yy)
dizisi var ise x = (x;) dizisi istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. h.h.k icin x;, = y, olacak bicimde yakinsak bir y dizisi mevcut olsun. y, — L
oldugundan , € > 0 igin

fk<n:|xx—Ll=c}c{k<n:x, #yJU{k <n:|y,—L| > ¢}
dir. Buradan

It < il — Ll = €| < [{k < n e # yidl + [{k < n: |y — LI > €}

dir. Esitsizligin her iki tarafi % ile carpilirsa

1
ke snily - Lz el =~ I{k<n Xie # Yidl + I{k<nlyk—L|>€}I
olup

1
lim — |k < n:|x, — L| = €|

n-oon

< lim — |{k Sn:ixg # Yy} + llm |{k <n:|yp—L| > €}

n—->oo

bulunur. Buradan da lim %|{k < n:|x, — L| = €}| = 0 ifadesi gergeklenir
n—->oo

Teorem 2.2.1. x = (x; )dizisi istatistiksel Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
x = (xy) dizisinin istatistiksel yakinsak dizi olmasidir.

ispat : Lemma 2.2.1,Lemma 2.2.2 ve Lemma 2.2.3 ten agikca goriiliir.
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BOLUM 3. REEL SAYILAR KUMESINDE QUASIi CAUCHY
DIiZILERIi

3.1.Reel Sayilar Kiimesinde Quasi Cauchy Dizileri

Tanmm 3.1.1. ([21, 22]) (a,) bir reel dizi olsun. Eger bu (a,,) dizisinin ardigik terimleri

farklarinin limiti O oluyor ise yani;
lim(an41 —an) =0
n—-oo

ise (a,) dizisine quasi Cauchy dizisi denir.

Ornek 3.1.1. (a,) = (%) dizisi quasi Cauchy dizisidir.
Cunkd

I gt 2(n+1) n
mm (@na = an) = M 5 T T 31 0

oldugundan (a,) = (%) dizisi quasi Cauchy dizisidir.

Teorem 3.1.1.Yakinsak her dizi quasi Cauchy dizisidir. Bu teoremin karsitinin dogru

olmadig1 asagidaki 6rneklerde goriilmektedir.

Ornek 3.1.2. (a,,) = (V2n + 1) dizisi verilsin.
lim(a,;1—a,) = lim(y/2(n+1)+1 —vV2n+1)
n—oo n—»oo

2
lim
n—oo y/2(n+1)+1 +V2n+1

=0

bulunur. Buradan (a,) = (vV2n + 1) dizisinin quasi Cauchy dizisi oldugu gériiliir.

lima, = lim v2n+ 1 = o0

n—-oo n—-oo

oldugundan (a,) = (\/ 2n+1 ) dizisi 1raksaktir.

Ornek 3.1.3. (a,) = (¥n +1) dizisi verilsin.

lim(ap1—ay) = lim(§/n+1+1— 3{/n+1) = lim(g{/n+2— 3{/n+1)
n—oo n-—oo n-oo

bulunur.

13



lim (@, 41— a,) = lim ( it )
nooo s M1 T S 2;/(n-i—Z)z-f-3\/(714‘2)(71_*‘1)_*_3\/(n+1)2

_ 1
o Vn+2)2+(n+2)(n+1)+3(n+1)?

bulunur.Yani (a,) = (A/n+ 1) dizisi bir quasi Cauchy dizisidir.
lim a,, = lim(Yn+1) = o
n—->oo n—->oo

bulundugundan (a,) = (¥n + 1) dizisi iraksaktir.

Teorem 3.1.2. Quasi Cauchy dizileri i¢in asagidakiler saglanur:

) Bir quasi Cauchy dizisinin reel bir say1 ile ¢arpimi da quasi Cauchy
dizisidir,
i) Iki quasi Cauchy dizisinin toplami da quasi Cauchy dizisidir.
Ispat.

i) (a,,) herhangi bir quasi Cauchy dizisi ve § € R olsun. (a,,) herhangi bir quasi Cauchy
dizisi ise
lim (a4 —an) =0
n-oo
dir. B eR igin
711_1;{)10 (Bansr — Bay) = 7111—1;20 B(ani1 —ay) = .Brlli_r)rolo(an+1 —a,) =0
durum gegerli olacagindan quasi Cauchy dizilerinin herhangi bir reel bir say1 ile carpimi
da quasi Cauchy dizisidir.
ii) (a,) ve (b,) herhangi quasi Cauchy dizileri olsun. O halde
lim (a1 —a,) = 0ve lim (b, — b,) =0 dir. (¢,) = (a,) + (b,) olsun.
n—-oo n—oo
rlli_r)go(cn+1 —Cp) = 7111—{?0[( Ant1 + Duy1) — (@ + by)]
= Tlli_r)rolo(an+1 + by — Ay —by) = T]Li_r)lc}o(an+1 —ay) + 1flli—I>I¢>lo(bn+1 —by) =0
bulunur. Buradan iki quasi Cauchy dizisinin toplami1 da quasi Cauchy dizisi oldugu
goruldr.
Sonug 3.1.3. Reel terimli quasi Cauchy dizilerinin olusturdugu kiime reel terimli tim

dizilerin olusturdugu vektor uzayimin bir alt vektor uzayidir.
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Teorem 3.1.4. (a,,) smirl bir dizi olsun. Buna gore

a1+a2+a3+"'+an

(b) = ( . )
ile verilen (b,,) dizisi quasi Cauchy dizisidir.
Ispat.
a, +a;taz+--+a,+a a;ta;taz+--+a
(byot) = ( 1 2 3n - n n+1)ve(bn) _ ( 1 2 n3 n)
terimleri igin

agta+az+-+a,tayy, aptaytaz+--tay,

(b = () = € — .

)

(n(a1 ta,+az+-+a,+ayy) —(m+1)(a; ta, +ag+ -+ an))

n(n+1)

bulunur. Yukaridaki ifade

na;+naz+naz+--+nay+naye1—Na;—Nd—NAz— - —NAp—a1—Ap—A3——0p
(bnsr) = (by) = (Rertmestnes e e
seklinde diizenlenebilir. Buradan

Napy1 — Qg — Ay — A3z = — Ay
b - (by) =
( Tl+1) ( Tl) ( n(n+1) )

(Ans1 — A1)+ (Aneq — a2) + (Apyr — a3) + -+ (Ape1 — ay)

= nn+1) )
elde edilir.
ii_{?o(bnﬂ _b) = 7115)20 (an+1—a1)+(an+1—azr)l-é-r(li,;.;l—a3)+~-~+(an+1—an)
ifadesinde (a,,) dizisi sinirli oldugundan
lim (Ant1 — a))+(Ani1 — az) + (Any1 — az) + -+ (Any1 — an) ~ 0

n—oo n(n+1)

bulunur. Yani lim (b,,., — b,,) = 0dir. (b,) dizisi quasi Cauchy bulunur.
n—-oo

Tamm 3.1.2. ([23]) (Reel Sayilar Kiimesinde Ward Kompakthk )
W € R olmak iizere terimleri W den alinan her dizinin bir quasi Cauchy alt dizisi

var ise W kiimesine ward kompakt kiime denir.
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Teorem 3.1.5. Ward kompakt iki kiimenin birlesimi ward kompakttir.

Teorem 3.1.6. Bir kiimenin ward kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart sinirli olmasidir.
Ispat. R nin alt kiimelerinden bir tanesi V olsun ve bu kiime smirsiz olsun. Eger bu
kiimenin ward kompakt olmadigin1 gosterecek olursak ispatin bir yoniinii tamamlamis
olacagiz. R nin alt kiimelerinden bir tanesi olan V sinirsiz ise alttan veya {istten sinirsizdir.

V nin {stten smirsiz oldugu durumu inceleyelim. V kiimesi iistten sinirsiz ise
Any1 > 14 a, sartinl saglayan ve terimleri V kiimesinde bulunan bir (a,) dizisini
olusturur. Buradan da (a,,) dizisinin hi¢bir quasi Cauchy alt dizisi olmadigindan V ward
kompakt kiime olamaz.

Karsit olarak R nin sinirh alt kiimelerinden bir tanesi V olsun. V kiimesi sinirli
ise V kiimesinin kapanisi olan V de simrhidir. V hem kapali hem de smurlidir. Yani
kompakttir. Kompakt kiime ayn1 zamanda dizisel kompakt kiime olacagindan V ayni
zamanda dizisel kompakttir.

V kiimesinde herhangi bir dizi alalim. Bu dizi ayn1 zamanda Vde bulunur ve bu
kiime dizisel kompakt oldugundan yakinsak bir alt dizisi vardir. Yakinsak her dizi quasi

Cauchy dizisi oldugundan V kiimesinin ward kompakt bir kiime oldugu bulunur.

Tamm 3.1.3. [21] (Reel Sayilar Kiimesinde Ward Siireklilik)
WS Rvef: W — Rolsun. Eger W kiimesinden alinan her (a,) quasi Cauchy

dizisi icin, (f(a,)) quasi Cauchy dizisi ise f fonksiyonuna ward sirekli fonksiyon denir.

Ornek 3.1.4. f(x) = 2x fonksiyonu gz oniine alinsin. (a,) herhangi bir quasi Cauchy
dizisi olsun.

(a,) quasi Cauchy dizisi oldugundan lim (a,;; — a,) = 0 dr.
n—oo
1n (f (@n41) = £ (@n)) = 21im ( @y = @) = 0

bulunur. Yani (f(a,)) quasi Cauchy dizisi bulunur. f fonksiyonu ward strekli
fonksiyondur.

Ornek 3.1.5. f(x) = 2x3 + 1 fonksiyonunu ve (a,) = (¥V2n + 4 ) dizisini diisiinelim.

lim (ap1—ap) = lim (32n+ D) +4—-V2n+4) = lim(V2n+6—V2n+4)
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2
= li
noco V@n+6)2+3/(2n+6)(2n+4) + i/ (2n + 4)?

bulunur. Buradan (a,) = (¥2n + 4) dizisinin bir quasi Cauchy dizisi oldugu goriilir.
Simdi (a,) = (¥2n + 4) dizisinin f fonksiyonu altindaki goriintiisiiniin quasi

Cauchy dizisi olup olmadigini inceleyelim.

lim (f (an41)—f(an)) = Tlli_{{}OZ(S\/ 2+ D +4)°+1 -2(V2n+4)°* -1
= lim ((4n + 12) — (4n +8)) = 4

bulunur. (f(a,)) dizisi quasi Cauchy dizisi olmadigindan f fonksiyonu ward sirekli

fonksiyon degildir.

Teorem 3.1.7. Ward siirekli iki fonksiyonun toplami da ward stireklidir.
Teorem 3.1.8.Ward siirekli fonksiyonun reel bir say1 ile carpimi da ward stireklidir.
Sonug 3.1.9. Ward siirekli fonksiyonlarin kiimesi siirekli fonksiyonlarin uzayimnin bir alt

vektor uzayidir.

3.2.istatistiksel Quasi Cauchy Dizileri

Tamim 3.2.1. ([14]) Reel sayilarin herhangi bir alt kiimesinden alinan (x;,) dizisi igin;
S —lim (Xn+1 - xn) =0

ise (x,) dizisine istatistiksel quasi Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.2.1. Iki istatistiksel quasi Cauchy dizisinin toplami da istatistiksel quasi
Cauchy dizisidir.
Ispat. (x,) ve (y,) iki istatistiksel quasi Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde
S —lim(xpq — %) =0ve S — lim(ype1 — ) =0
dir. Simdi bu dizilerin toplaminin istatistiksel quasi Cauchy dizisi olup olmadigini

inceleyelim.

S — lim((xn+1 +yn+1) - (xn +Yn)) =5 - lim((xn+1 - xn) + (yn+1 - yn))
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olur. Teorem 2.1.2 den
S — Um((Xns1 = %n) + Wne1 — W)
=S5 —lim(xXpi1 — xp) + S = lim(Yny1 — ) =0
bulunur.
S — lim((Xp+1 + Yn+1) — Gn+yn)) =S — Im(Xn+1 — Xn) + Y1 — Yn)) =0
oldugundan (x,,) ve (y,) istatistiksel quasi Cauchy dizilerinin toplam1 da istatistiksel
quasi Cauchy dizisidir.
Teorem 3.2.2. Istatistiksel quasi Cauchy dizisi ile sabit bir ¢ reel sayisinin ¢arpimi da
istatistiksel quasi Cauchy dizisidir.
Ispat. (x,,) dizisi istatistiksel quasi Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde
S—lim(xpe1—%x,) =0
dir. Simdi ¢ € R igin (c x,) dizisinin istatistiksel quasi Cauchy dizisi oldugunu
gosterelim.
S —lim(cxpy1 — cxp) =S — lim(c(xppr — X))
olur. Teorem 2.1.2 den
S — im(c(xn+1 — X)) =[S — lim(Xn41 — xn)]
elde edilir. § — lim(x,41 — x,) = 0 oldugundan
S—lim(cxpy; —Cxy) =8 — lim(c(xn+1 — xn))
=c[S — lim(xpy1 — x)]=c0=0
bulunur. S — lim(c x,41 — cx,) =0 ise (cx,) dizisi istatistiksel quasi Cauchy
dizisidir.
Tanmim 3.2.2. ([14]) (Istatistiksel Ward Kompakt Kiime) A < R verilsin. Terimleri A
kiimesinden alinan her dizinin bir istatistiksel quasi Cauchy alt dizisi bulunuyor ise A

kiimesine istatistiksel ward kompakt kiime denir.

Teorem 3.2.3. Istatistiksel ward kompakt iki kiimenin birlesimi de istatistiksel ward

kompakt kiimedir.
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Tamim 3.2.3. ([14]) (Reel Sayilarda Istatistiksel Ward Siireklilik)

A C Rvef : A - Rolsun. seklinde tanimlanan bir f fonksiyonu verilsin. Eger bu
fonksiyon A kiimesinden alinan her (a,,) istatistiksel quasi Cauchy dizisini (f(a,))
istatistiksel quasi Cauchy dizisine ceviriyor ise f fonksiyonuna istatiksel ward sirekli
fonksiyon denir.

Teorem 3.2.4. Istatistiksel ward siirekli iki fonksiyon toplami da istatistiksel ward
streklidir.

Teorem 3.2.5. Istatistiksel ward siirekli bir fonksiyonun reel bir say1 ile carpimi da
istatistiksel ward sureklidir.

Sonug 3.2.6. Istatistiksel ward siirekli foksiyonlarin kiimesi tiim fonksiyonlarin uzayinin

bir vektor alt uzayidir.

3.3.Quasi Istatistiksel Yakinsaklik

Tamim 3.3.1. ([5]) (On Quasi —statistical Convergence, I. Sakaoglu Ozgii¢c and T.])

¢ = (cp) pozitif reel sayilardan olusan bir dizi olmak iizere;

lim ¢, = o0, lim sup= < oo verilsin.
n—oo n—oo n

1
lim —|{k<n:|x,—Ll=>¢|=0

n—oo Cn

ise x = (x;,) dizisi L noktasina quasi-istatistiksel yakinsaktir denir

Teorem 3.3.1. x = (x;) dizisi L noktasina quasi istatistiksel yakinsak dizi olsun. O halde
x = (xy) dizisi istatistiksel yakinsaktir.
Ispat. S — limx = L ve H = sup,, % olsun.

Cn 1 H
—<H>-<-—

n n- c,
seklindedir. Buradan

1 H
E|{k§n: ka—LIZs}ISC—I{kSntlxk—LIZSH
n

gecisi yapilabilir. x = (x;) dizisi L noktasina quasi istatistiksel yakinsak oldugundan

1
lim —|{k<n:|x,—Ll=¢€}|=0
n—)OOCn
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olur. H sayis1 i¢in

H
lim—|{k<n:|x,—Ll=>¢€}|=0

n—oo Cn

bulunur. O halde
1
E|{k§n: lx, —L| =€} <0

olur. Ayrica 0 < %l{k <n:|x;—L| = ¢€}| olacagindan

1
limgl{kSn: |xpy —L| =€} =0

n—->oo

bulunur. Buradan da x = (x;,) dizisinin istatistiksel yakinsak bulunur.

Teorem 3.3.2. Her yakinsak dizi quasi istatistiksel yakinsak dizidir.

Ispat. Herhangi bir x = (x;) yakinsak dizisi alalim ve llim x, = L olsun. € > 0 alalim.

Bu takdirde (x) dizisi yakinsak oldugundan € > 0 i¢in k > k, oldugunda |x, — L| < &
olacak bicimde en az k sayis1 vardir. Dolayisiyla
H{k <n:|x, — Ll =€} <k,
ifadesi yazilabilir. O halde her n i¢in ¢, > 0 oldugundan
él{k <n:|x, —L| = ¢} Slz—:

yazilabilir. lim ¢,, = o oldugundan lim Yo =0 olur. Yani
n—-oo

n—oo Cn
1 ko
lim —|{k <n:|xy —L| = &}| < lim —
bulunur. Ayrica

1
0<—|{k<n:|x,—L| = e}
Cn

dir (¢, > 0). Buradan

1
0<Ilim—|{k<n:|x,—L|=¢}
n—>oocn

1 k
0<lim—|{k<nl|x,—L| = e} < lim =
n—)oocn n—-oo Cn

elde edilir.
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Sikistirma teoreminden

1
lim —|{k<n:|x,— Ll =¢€}|=0
‘n—>oocn

bulunur. Yani x = (x;) dizisi quasi istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 3.3.3. ¢ = (c,) pozitif reel say1 dizisi ve d = inf, % olsun. Eger x = (xy)
dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak ise x = (x;) dizisi L noktasina quasi istatistiksel
yakinsaktir.

ispat. d = inf%" oldugundan hern € Nigind < % olur. Buradan her n € N icin

d 1
—< - olur. Buradan

Cn

d 1
osc—|{k3n: ka—LIZS}ISEI{kSn: lxp =Ll =&} ...(%)
n

ifadesi gerceklenir.
(@) = (0, (Bo) = (E Ik < il — LI 2 ), W) = Gk < i |xi — LI = }))
olmak Uzere (*) esitsizliginden (@,) < (B,) < (w,) dir. n - o igin

lim an < Jim o < Jim w,

olur. Burada lim a, =0 ve x = (x;) dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak

n—-oo

oldugundan lim w,, = 0 olur. Sikistirma teoreminden lim £, = 0 elde edilir ve
n—oco n—oo

1
lim —|{k<n:|x,— Ll =¢€}|=0
n—)oocn

bulunur. Yani x = (xj) dizisi quasi istatistiksel yakinsaktir.
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BOLUM 4. RHO — iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE RHO-
ISTATISTIKSEL QUASI CAUCHY DIiZiLERI

4.1. S(p) Yakinsakhk

Tamim 4.1.1. ([6, 14]) p = (p,,) pozitif degerli, azalmayan bir dizi ve lim p, = co olan

n—-oo
bir dizi,
: p
lim sup, f < 00

n—->oo

ve (4p,) = (pr+1 — px) smirh dizi ve L € R olmak tizere

1
lim —|{k <n:|la,—L| =¢}|=0
n—o POp

ise (ay) dizisine L noktasina S(p) yakinsak (p —istatistiksel yakinsak) dizi denir.
Sy —limay =1L

ile gosterilir. S(p) yakinsak diziler, istatistiksel yakinsak dizilerin genellestirilmis halidir.

Teorem 4.1.1. Yakinsak her dizi S(p) yakinsak dizidir.
Ispat. x = (x;,) yakinsak dizisinin S(p) yakinsak dizi oldugunu gostermek igin herhangi
€ > 0 alalim. limx;, = L olsun. Bu takdirde x = (x;) dizisi yakinsak oldugundan & > 0
icin k > k, oldugunda
|x, —L| < ¢
olacak bicimde en az bir k pozitif tam sayis1 vardir. Dolayisiyla k > k, oldugunda
{k<n:|x,—L|l=¢e} <k

olur. p = (py) pozitif degerli, azalmayan bir dizi ve lim p,, = oo olan bir dizi,
n—oo

lim sup, Pn < 00
n

n—>oo
ve (A py) smirl dizi olmak iizere,
{k<n:|x,—L|l=¢e} <k
esitsizliginin her iki tarafi pi ile garpilirsa

1 1
— Nk <n:|x,— Ll =&} <—k
Pn Pn

olur. Burada lim Lk0 =0 dir.

n—oo Pn
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0< [fk<n:|xx—L|=¢e}

olacagindan esitsizligin her iki tarafi pi ile carpilirsa

1
0< —|{k<n:|x—L|l=¢}
n

olur.Yani

1 1
0< —|{k<n:|x,—Ll =€} <—k
n pTI.

bulunur. n — oo igin

1 1
0<lim—|{k<n:|xy,—L|=¢} < lim—k,
n=o Pp n-c Pn

Sikistirma teoreminden

1
lim—[{k<n:|x,—Ll=¢}=0
n-0 Pn

bulunur. Yani x = (x;,) dizisi L € R noktasina S(p) yakinsaktir.

Ornek 4.1.1. x = (x,) dizisi ve m € Z olmak (zere

. {5 s k = m*®
*“lo , kzm

seklinde tanimlansin.Burada x = (x, ) dizisi istatistiksel yakinsak oldugunu biliyoruz.
Fakat (p,) = (v/n) alindiginda

limil{kin: lx,|= e} |+0

n—oo Py

bulunacagindan x = (x, ) dizisi S(p) yakinsak dizi olamaz.

Teorem4.1.2. S, —lim x = L, ,S, — lim y = L, ve a € R olmak iizere ;
) S,—limx+y)=1L; +L,
i) S, —lim (ax) = al,

dir.

Ispat. x = (x;) ve y = (y,) olmak iizere

i) S, — limx = L, olsun. Bu durumda

A={k<n:|x,—L|=¢/2}
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icin A — N olmak tizere 6(A) =0 oldugundan & > 0 verildiginde V k > k; ve
VkeN\VAigin |xx — L;| < &/2 olacak bicimde k e N vardir. S, — limy = L, olsun.
Bu durumda
B={k<n:|y,— L, =¢/2}

icin B = N olmak iizere 3(B)=0 oldugundane >0 igcinVk > k, ve VkeN\B icin
|vik — L,| < €/2 olacak bicimde k, € N vardir. k, = max{k,, k,} olsun. Vk € N\(ANB)
ve V k > Kk, icin

|G + i) = Ly + L)l < = Lyl + |y — Lol < e/2+¢/2=¢
bulunur. Buradan V € >0 i¢in k € N\(ANB) k > k, oldugunda

|G + i) = Ly + L) | < € ... (%)
olacak bigimde en az bir k, sayis1 vardir denilebilir. Yani
[tk <n: |G +yi) — (Ly + L2)| = €}

< |{k < n:|x, — L] 2;}| +|{k < n |y — Ly 2§}|
bulunur. Buradan

1
p_l{k <n:|(+yp) — Ly + L) = e}

n

< %|{k3n:|xk—Lllz§}|+ i|{kSn:|yk—Lzlz;}|

bulunur.

1
Tlll_{gop—|{k <nc|(xg +yr) — Ly + Ly)| = €}

n

simi {kSn:ka—Lll2§}|+%i_r)go%|{kSn:lyk—L2|Zg}l

0(A) =0 ve 8(B) = 0 oldugundan
1
lim p_l{k sn:|Ogt+y) — L+ L) =€} <0
n—->oo n
bulunur. Ayrica

0<|{k<n:|(x+ye) — L1+ L)| =€}

dir. p = (p,) pozitif degerli, azalmayan bir dizi ve lim p,, = oo olan bir dizi,
n—-oo
lim sup, P < oo
n—oo n

ve (A pp) sinirh dizi olmak Uzere,
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0/pn < 1/ppllik < n: [(xx + i) — (Ly + L2)| = €}]]
Buradan
0 <1/pnll{k =n:|Co +y) — (L1 + L2)| = €}]]
olur.n — oo igin

0 < lim 1/p,[[{k < n s |(x +y) — (Ly + La)| 2 €}l]

bulunur. x = (x) ve y = (yx) yazildiginda
7111_r>£10 Ypnll{k<sn:|(x+y)—(Li+ L) =¢€}|]=0

ifadesi elde edilir. S, — lim (x + y) = L; + L, oldugu agikga goriiliir.

i) Eger a=0ise S, -lim a.xk= a. S,-lim Xk =S, -lim 0.xk= S, -lim 0 = 0 olup, ispat
asikardir. Simdi S, -lim x = L; yazalim ve o # 0 olsun. Bu takdirde, A € N igin

d(A) =0 oldugunda, & >0 verildiginde her k >k, ve herk € (N\ A) igin

| — Ly| < olacak bicimde k, € N vardir. Buradan da herk € (N\ A) ve her

h
|
k>koicin |axy —a.Ly| =|a]| .%: & olup, her £ >0igin p = (p,) pozitif degerli,

azalmayan bir dizi ve lim p,, = oo olan bir dizi,
n—->0o

lim sup, % < 00

n—>oo

ve (A pp) smirh dizi olmak tizere, lim pi [{k <n:|ax,—a.L;| = &}|=0
n—>oo Pn

elde edilir. Yani S, -lim (a.xk ) = o. Ly dir.

Teorem 4.1.3. Yakinsak diziler kiimesi S(p) yakinsak diziler uzayinin bir alt vektor
uzayidir.
Ispat. Yakinsak dizilerin kiimesi ¢ diyelim. S(p) yakinsak dizilerin kiimesini ise W ile
gosterelim. Tim dizilerin uzay1 vektor uzayidir ve S(p) yakinsak dizilerin kiimesi tim
dizilerin alt uzay1 oldugundan W vektor uzayidir. Ote yandan ¢ # @ dir.

Ayrica Teorem 4.1.1 da belirtildigi lizere yakinsak her dizi S(p) yakinsak dizidir.
Dolayistyla buradan ¢ — W oldugu agikga goriiliir. Ote yandan (a,,) , (b,) € ¢, § € Rigin
(a,) ve (by) dizilerinin yakinsadig1 noktalar sirasiyla a ve b olmak Uzere

lim[(a,) + (b,)] = lim(a,)) + lim(b,) =a+b
n—-oo n—oo n—oo
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olur. Buradan (a,)+ (b,) €c olur. Ayrica lim B(a,) = B lim(a,) = Ba olur.
n—->0o n—-o0o

Buradan g e R icin B(a,) € c olur. O halde yakinsak diziler S(p) yakinsak diziler

uzayinin alt uzayi oldugu ispatlanmis olur.

4.2. Rho - Istatistiksel Quasi Cauchy Dizileri

Tamim 4.2.1. ([6 ,14]) p = (py) pozitif degerli, azalmayan bir dizi ve lim p,, = oo olmak
n—->oo

lizere ve lim sup, 2 < oo, her k > 0icin da;, = a1 — a; olmak tizere her € > 0 icin
n—->o0o

n

1
lim —|{k < n:|da;| =€} =0
n-0 Oy

oluyorsa (a,) dizisine p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi denir.
Yani;

Sp —lim(ay41 —ay) =0
ise (a,) dizisine p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi denir.
Teorem 4.2.1. E € R, (a,) E kiimesinde quasi Cauchy dizisi olsun. f: E = R diizgin
stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda (f(a;)) dizisi p - istatistiksel quasi Cauchy
dizisidir.
Ispat. E € R olmak lizere (ay) E kiimesinden alinan bir quasi Cauchy dizisi olsun. & >
0 sayisini alalim. f fonksiyonu E kiimesinde diizgiin siirekli ise o € E ve f € E igin,
la — B] < 6 oldugunda |f(a) — f(B)| < € olacak bicimde en az bir £ a bagli bir § > 0
sayis1 vardir.
(ay) dizisi quasi Cauchy dizisi oldugundan 111_1)130 (axs1 — ai) = 0dir. Yanibu é > 0 igin
k > kq oldugunda |a,,; — a,| < & olacak bigcimde en az bir k, sayis1 vardir. f diizgiin
stirekli oldugundan k > k, oldugunda |f (ax+1) — f(ax)| < € saglanir..Yani her € > 0
icin k > k, oldugunda

|f(ak+1) = fla)l < €

olacak bigcimde en az bir k, sayist vardir. O halde k > k, oldugunda hic¢bir zaman

If (ak+1) — flap)l = €

olamaz. Buradan da
Itk <n:|f(aks1) — fla)l = e} < kg

ifadesi yazilabilir. Ayrica
0< |tk <n:|f(ake) = fla)] = €}
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dir . Esitsizligin her iki tarafi pi ile ¢arpilirsa;

0< pl|{k <n: f(agsy) — flad| = &}l

n
bulunur. Buradan n — oo igin

1
0< T{ggo;|{k <n:|f(ags) — fla)l = €}

n

olur.
Itk <n:|f(aksr) — fla)l = e} < kg

esitsizliginin her iki tarafi pi ile carpilirsa
n

1 1
p_l{k <n:|f(ax+1) — flax)| = &} Sp_ko

n
elde edilir . n — oo igin

1 k
lim — |[{k < 7 : |f(age1) — fla)| = €}| < lim —
n-o p, n-o p,

gerceklenir. lim p,, = oo oldugundan lim K = 0 dir. Yani
n—-oo

n—-o Pn

1 k
0 < lim — |[{k < 7n: |f(agser) — fla)| = €}| < lim —
n—oo pn n—oo n

bulunur. O halde sikistirma teoreminden

1
Jim [k < s |f (@e) = (@0l = £}l =0

n

ifadesi elde edilir. f fonksiyonunu p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi oldugu ispatlanir.

Tamim 4.2.2. ([6 ,14]) ( p -Istatistiksel Ward Kompakthk )

A C R olmak iizere terimleri A kiimesinden alinan her dizinin bir p —istatistiksel

quasi Cauchy alt dizisi var ise A kiimesine p —istatistiksel ward kompakt kiime denir.

Teorem 4.2.2. p —istatistiksel ward kompakt iki kiimenin birlesimi de p —istatistiksel

ward kompakt kiimedir.

Ispat. X ve Y kiimeleri reel sayilar kiimesinden iki p —istatistiksel ward kompakt kiime

olsun.

s(Y), terimleri Y kiimesinde olan butln dizilerin kiimesini gdstermek (izere, herhangi bir

(xp) € s(XUY) alalim.
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(x,) € (X UY) oldugundan (x,,) dizisinin sonsuz ¢oklukta ‘n’ indisine karsilik
gelen terimleri ya X de ya da Y de bulunur.Diyelim ki Y de bulunsun. Bu takdirde her n
€ N igin (x; ) alt dizisini bulmus olduk.

Yani (xjn) € s(Y) olur. Y kiimesi p —istatistiksel ward kompakt kiime oldugundan
(xjn) dizisinin bir p —istatistiksel quasi Cauchy alt dizisi vardir. Bu diziyi (xjkn) ile
gosterelim. Bir dizinin alt dizisinin alt dizisi yine o dizinin alt dizisi olacagindan (xjkn)
dizisi (x,) dizisinin bir p —istatistiksel quasi Cauchy alt dizisidir.

Eger sonsuz ¢oklukta indislere karsilik gelen terimleri X kiimesinde olsaydi Y

yerine X yazilarak ispat benzer sekilde yapilir.

Tamim 4.2.3. ([6 ,14]) (p—istatistiksel Ward Sureklilik) : W € Rve f W — R olsun.
W kiimesinden alinan her (a,) p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi igin, (f(a,)) dizisi
p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi oluyorsa f fonksiyonuna p —istatistiksel ward stirekli

fonksiyon denir.

Teorem 4.2.3. p —istatistiksel ward strekli iki fonksiyonun toplami da p —istatistiksel
ward sureklidir.

Ispat. f ve g fonksiyonlar p —istatistiksel ward siirekli fonksiyonlar olsun ve (a,,) dizisi
de p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi olsun. (a,,) dizisi bir p —istatistiksel quasi Cauchy
dizisi ise
5, — lim (a,4; —a,) =0
gerceklenir. Ayrica f ve g p istatistiksel ward surekli ise
5, — lim (f(a,s+;) — f(a,)) =0
dur. Dolayist ile £ > 0 igin gi_r)goi {k <7 |f (ager) — flap)] = g/2}| = 0 dir.

Ote yandan S, —lim (g(a,.,) — g(a,)) = 0 dir.Dolay1si ile% > 0 i¢in

lim == [{Je < 71+19(ays) = g(@)] = £/2}] = O i

1
Tllijgop—l{k sn:|(f +9)(as1) = (F+g)(a)| 2 €} = 0

n

ifadesi diizenlendiginde

28



lim — (k< ¢ [[f(@eas) — F(@] + [9(as) — 9@l = )]

n-co On

halini alir. 4, = f(a,4,) — fla,) ve B,=gla,,,) —g(a,) olsun. Bu durumda
5,—limA, =0ves, —lim B, = 0olur. Teorem 4.1.2 den

Sp—lim(A, +B,)=5,—1limA4,+5,—1limE =0
bulunur. A,ve B, lerin degerleri yerlerine yazildiginda

S, —lim ([f(ansy) — fla)] + [9(a,s,) —g(a,)]) =0

olur. Bir adim daha diizenleme yapacak olursak

S, —lim ([f(a,4y) + g(a,)] - [f(a,) + 9(a,)]) =0
bulunur. Buradan anlasilir ki £ 4+ g fonksiyonu p —istatistiksel quasi Cauchy dizisini yine
p —istatistiksel quasi Cauchy dizisine doniistiiriir. Yani f + g fonksiyonu p —istatistiksel

ward streklidir.

Teorem 4.2.4. p —istatistiksel ward siirekli fonksiyonun reel bir sayi ile garpimi da p —
istatistiksel ward sureklidir.

Ispat. f fonksiyonu p —istatistiksel ward strekli fonksiyon olsun.(a,) p —istatistiksel
quasi Cauchy dizisi igin S, —lim(f(a,s,) — f(a,)) = 0 du.
Burada 4, = f(a,.,) — f(a,) yazilirsa 5, —lim(A4,_) = 0 olur. Teorem 4.1.2 den

S, —lim(cA,)=¢c.0=0

olur. Yani S, —lim(cA,) = 0 bulunur. Buradan

Sp - lim[c(f(an+1) - Cf(an))] =0

elde edilir. Yani ¢ € R icin cf fonksiyonu p —istatistiksel quasi Cauchy dizisini, p —
istatistiksel quasi Cauchy dizisine doniistiiriir. Yani ¢f fonksiyonu p —istatistiksel ward

sureklidir.
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BOLUM 5. BETA DERECELI RHO - iSTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

5.1. B Dereceli S(p) Yakinsakhk

Bu boliimde 0 < < 1 olarak kabul edecegiz.

Tamim 5.1.1. ([24]) p = (p,) pozitif degerli, azalmayan bir dizi ve lim p,, = oo olan bir
n—-oo
dizi,
B

lim sup, % <

n-—-oo

ve (Ap,[f) = (p,f+1 - pf) sinirlt dizi ve L € R olmak iizere ;

lim — |

Pn
ise (ay) dizisine L noktasina p -dereceli p —istatistiksel yakimsak (ya da S(p#) yakinsak)

{k<n:i|la,—Ll =¢}=0

dizi denir ve Syp —limay =L ile gosterilir.
Teorem 5.1.1. Yakinsak her dizi S(p?) yakinsak dizidir.
Ispat. x = (x;) bir dizi ve lim x; = L olsun. x = (x;) dizisinin S(p#) yakmsak dizi
oldugunu gostermek i¢in herhangi & > 0 alalim. Bu takdirde x = (x;) dizisi yakinsak
oldugundan bu € > 0 i¢in k > k{ oldugunda |x;, — L| < ¢ olacak bigimde en az bir k,
sayis1 vardir. Dolayisiyla n > k, oldugunda
H{k<n:|x,—L|l=¢e} <k
olur. p = (p,) pozitif degerli, azalmayan bir dizi Verlli_r)rolo p,f = oo olan bir dizi,
B
111_1)‘{)10 sup, % < 00
ve (A p,lf ) stnirlt dizi olmak tizere

{k<n:|x,—L|l=¢e} <k
esitsizliginin her iki tarafi iﬁ ile garpilirsa
Pn
1 1
_Bl{k <n:|x,—Ll=¢} S—ﬁko
Pn Pn

olur. Burada lim iﬁk0 = 0 dir.

n-o p,
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Ote yandan

0< [fk<n:|xx—L|=¢e}

olacagindan esitsizligin her iki tarafi iﬁ ile carpilirsa
Pn

1
OS—BI{kSn:ka—HZe}I
Pn

elde edilir.Buradan da
1 1
0<—=|{k<n:|x,—Ll =€} <=k,
B B
Pn Pn
bulunur. n — oo igin

1 1
0 < lim —ﬁ|{kSn:|xk—L| > ¢} < lim —k,
n—oo n—oo
Pn Pn

esitsizligi elde edilir. Sikistirma teoreminden
1
lim —ﬁl{kSn: |x, — Ll =€} =0
n—-oo
Pn

bulunur. Yani x = (x;) dizisi L € R noktasina S(p#) yakinsaktir.

Teorem 5.1.2. S(pP) — limx = L, ,S(p?) — limy = L, ve a € R olmak iizere

i) S(PA) —lim(x +y) =L, + L,
ii) S(p#) — lim (ax) = al,
dir.

Ispat. x = (x;) ve y = (y,) olmak uizere
)S(p?) — lim x = L, olsun. Bu durumda

A={k<ni|x,—L|=¢/2}
icin A — N olmak tizere 3(A) =0 oldugundan & >0 verildiginde V k > k; ,V ke N\
Aligin |x, — Ly| < &/2 olacak bigimde k € N vardir. S, — limy = L, olsun. Bu durumda
B={k<n:|y,—L,l =¢/2} B cN olmak iizere 6(B) =0 oldugundan
€ >0 icinVk > k,ve VkeN\Bigin

lyie = La| < /2
olacak bicimde k, € N vardir.
ko = max{kq, k,} olsun. Vke N\(ANB) ve V k > K, i¢in
|Cae + i) = Ly + L) <[ — Lyl + |ye — Lol <€/2+e/2=¢

bulunur. Buradan V £ >0 i¢cin k € N\(ANB) k > k, oldugunda
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e + i) — (L + L) <€ .o (%)
olacak bicimde en az bir k sayis1 vardir denilebilir.

Yani
I{k <n:|(xx +yi) — (Ly + Ly)| = €}

S|{k§n:|xk—L1|Z;}|+I{k$ni|3’k—l’z|2§}|

bulunur. Buradan

1
_ﬁ’l{k <nc (g +yi) — (Ly + Ly)| = €}
Pn

< %l{kSn:ka—Lllng-i- él{kﬁnib’k—lﬂzgh

bulunur.

1
Ai_f)lc}o—ﬂ{k <n: (g +ye) = Ly + L) = €}
Pn

Sgi_r)goél{kSn:lxk—Lll2;}|+Ai_r)‘&$|{k3n:|yk—LzlZg}l

0(A) =0 ve 8(B) = 0 oldugundan

1
lim (e < 7+ G+ 30 = (L + L] 2 )] <0
Pn

bulunur. Ayrica

O<{k<n:|(p+ye)— Li+Ly)| =€} oldugundan (p?) pozitif degerli,
azalmayan bir dizi verlli_r}g0 pff = oo olan bir dizi

B

1&1_1)1010 supn% < oo
ve (A pf ) siurli dizi olmak {izere
0/ < 1/phlIlk < n+ |G+ yi) — (Ly + Lo)| = &}]
Buradan
0<1/pf[Ifk < n: |y +3i) = (Ly + Lo)| = &}]

olur.n - o« ic¢in 0 < lim 1/pff[|{k <n:|(x+y)— (L +Ly)| = ¢&}] olur.
n—>0o

32



x = (x) vey = (yx) yazildiginda
lim 1/p][ltk < n: |(x+y) = Ly + L) 2 e}]] = 0

ifadesi elde edilir. S(pf) — lim (x + y) = L; + L, oldugu agikca goriiliir.

i) Eger a=0ise

S(p#) -lim a.xk = a. S(pP)-lim x« = S(pP) -lim 0.xk = S(p?) -lim 0 = 0 olup, ispat
asikardir.Simdi S(pf) -lim x = L; yazalim ve a # 0 olsun. Bu takdirde, A € N i¢in
S(A) =0 oldugunda , & > 0 verildiginde her k >k, ve herk € (N'\ A) i¢in

& -
| — Ly| < ﬂ olacak bicimde k, € N vardir. Buradan da herk € (N\ A) ve her
a
k > koicin |axx —a.Ly| =|a| .—= & olup, her & >0 igin (pf) pozitif degerli,

lal
azalmayan bir dizi ve lim p,f = oo olan bir dizi,
n—->0o
| Ph
lim sup, — <
n—oo n
ve (A p,[f) sinirlt dizi olmak tizere,
1
lim— |{k <n:l|axy—a. L] = &}|=0
n—oo
Pn

elde edilir. Yani S(p#) -lim (a.xk ) = a. L, dir.

Teorem 5.1.3. Yakinsak diziler kiimesi S(p?) yakimsak diziler uzaymin bir alt vektor
uzayidir.

ispat. Yakinsak dizilerin kiimesi ¢ diyelim. S(p#) yakinsak dizilerin kiimesini ise W ile
gosterelim. Tiim dizilerin uzay1 vektor uzayidir ve S(p#) yakinsak dizilerin kiimesi tim
dizilerin alt uzay1 oldugundan W vektor uzayidir. Ote yandan ¢ # @ dir.

Ayrica Teorem 5.1.1 da belirtildigi iizere yakimsak her dizi S(p?) yakmsak dizidir.
Dolayistyla buradan ¢ c W oldugu gériiliir. Ote yandan (a,,) , (b,) € ¢, B € Ricin (a,)
ve (b,) dizilerinin yakinsadigi noktalar sirastyla a ve b olmak izere

lim [(a,) + (b,)] = lim (a,) + lim (b,)) = a + b olur. Buradan (a,) + (b,,) € c olur.
n—oo n—->oo n—>oo
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Ayrica
lim g(a,) = B lim (a,) = Ba
n—-oo n—->oo
olur. Buradan 8 € R icin (a,,) € c olur. O halde yakisak diziler S(p?) yakinsak diziler

uzayinin alt uzayi oldugu ispatlanmis olur.

5.2 Beta Dereceli Rho - Istatistiksel Quasi Cauchy Dizileri

Tanmim 5.2.1. ([24]) (p,/f ) pozitif degerli, azalmayan bir dizi ve lim p;, = oo olmak Uzere
n—->0oo
. pB . .. .
ve lim supn?" < oo, herk > 0icin da, = a1 — a; olmak lizere her € > 0 i¢in
n—-oo

1
lim —ﬁl{k <n:|dag| =€} =0
n—oo

Pn

gercekleniyor ise (a,) dizisine B - dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi denir.
Yani

S(pP) —lim(ansy — an) = 0
ise (a,) dizisine [ - dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi denir.
Teorem 5.2.1. E € R, (ax) E kiimesinde quasi Cauchy dizisi olsun. f fonksiyonu E
kiimesinde duzgiin surekli fonksiyon olsun. Bu durumda (f(ay)) dizisi B — dereceli
p - istatistiksel quasi Cauchy dizisidir.
Ispat. E € R olmak lizere (ay) E kiimesinden alinan bir quasi Cauchy dizisi olsun. &£ >
0 sayisini alalim.
f fonksiyonu E kiimesinde diizgiin siirekli ise o €E ve B €E icin, la —B| <&
oldugunda

If(a) = f(B)l <e

olacak bicimde en az bir € a bagli bir § > 0 sayis1 vardir. (a;) dizisi quasi Cauchy dizisi

oldugundan  lim (agy; —ay) =0 dir. Yani bud >0 icin k =k, oldugunda
n—>oco

lai+1 — axl < & olacak bicimde en az bir k, sayis1 vardir. f diizgiin siirekli oldugundan

k > k oldugunda;

If (ak+1) — fla)l < e
gecisi yapilabilir. Yani her € > 0 i¢in k > k, oldugunda

If (@es1) = fla)l < e

olacak bigcimde en az bir k, sayis1 vardir.
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O halde k > k, oldugunda higbir zaman
|f(aks+1) — fla)| = €

olamaz. Buradan da
[tk <n:|f(ags1) — flap)|l = €} < kg

ifadesi yazilabilir. Ayrica
0< |tk <n:|f(axe) = flax)| = €}

gergeklendiginden, esitsizligin her iki tarafi iﬁ ile ¢arpilirsa
Pn

1
0< p—ﬁl{k sn|f(aker) — fla)] = €}

bulunur. n — oo igin
1
0.< lim — [{k <7 |f(ag) = fla)] = &}
n—->o0o
Pn
ifadesi elde edilir.

[tk < n:|f(ar1) = fla)| = €}] < ko

esitsizliginin her iki tarafini iﬁ ile carpilirsa
Pn

1 1
— |tk < n:|f(axer) — flal = e}l < —5 ko
Pn

n

elde edilir . n — oo igin
i —1 . ko
lim B {k <n:|f(arer) — f(ap)| = €} < lim 5
noe n—>oco

Pn Pn

gerceklenir. lim pf = oo oldugundan lim k—z = 0 dir. Buradan
n—oo

n—-oo pn
1 ko
0< lim —|{k <n: |f(aks1) — f(@)| = €}] < lim —
n—oo B n—oo B
Pn Pn
bulunur. Sikistirma teoreminden

1
Jim 510k <+ 1f @) = F(@0] 2 e}l =0

bulunur. Buradan da f fonksiyonunun [ — dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi

oldugu ispatlanir.
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Tamim 5.2.2. ([24]) (B - Dereceli p -istatistiksel Ward Kompakthk )
A C€ E ve E € R olmak lizere terimleri A kiimesinden alinan her dizinin bir § —
dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy alt dizisi var ise A kiimesine [ -dereceli p —

istatistiksel ward kompakt kiime denir.

Teorem 5.2.2. B -dereceli p —istatistiksel ward kompakt iki kiimenin birlesimi de p -
dereceli p —istatistiksel ward kompakt kiimedir.

Ispat. X ve Y kiimeleri reel sayilar kiimesinden iki B -dereceli p —istatistiksel ward
kompakt kime olsun. s(Y), terimleri Y kimesinde olan butin dizilerin kimesini
gostermek Uzere, herhangi bir (x,,) € s(X U Y) alalim. (x,,) € (X UY) oldugundan (x,,)
dizisinin sonsuz ¢oklukta ‘n’ indisine karsilik gelen terimleri ya X de ya da Y de bulunur.

Diyelim ki Y de bulunsun. Bu takdirde her n € N i¢in (x;,_) alt dizisini bulmus olduk.

Yani (x;,) € s(Y) olur. Y kiimesi B -dereceli p —istatistiksel ward kompakt kiime
oldugundan (xjn) dizisinin bir  -dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy alt dizisi vardir.
Bu diziyi (xjkn) ile gosterelim. Bir dizinin alt dizisinin alt dizisi yine o dizinin alt dizisi
olacagindan (x;, ) dizisi (x,,) dizisinin bir B - dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy alt
dizisidir. Eger sonsuz ¢oklukta indislere karsilik gelen terimleri X kiimesinde olsaydr Y

yerine X yazilarak ispat benzer sekilde yapilir.

Teorem 5.2.3. B -dereceli p —istatistiksel ward siirekli iki fonksiyonun toplami da
[ -dereceli p —istatistiksel ward sireklidir.

Ispat. f ve g fonksiyonlari p -dereceli p —istatistiksel ward siirekli fonksiyonlar olsun ve
(a,) P -dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi olsun. O halde
S(p?) —lim(a,+; — a,) = 0dur. f ve g P -dereceli p istatistiksel ward siirekli ise

S(pF) —lim(f (ans1) = f(@n)) = 0
ifadesi gerceklenir. Dolayisi ile% > 0i¢in
1
lim — {k < ¢ | (@) = f @) 2 £/2}] = 0
n pn
elde edilir. Ote yandan S(p#) — lim(g(a,+1) — g(a,)) = 0 dur.
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Dolayist ile% > 0i¢in
o1
lim —[{k < n:|g(axs) — gla) = €/2} =0

n—oo
Pn

ifadesi gergeklenir.

1
Jim 10k < 1+ ) (@) = (F + )@l = <)

ifadesi diizenlendiginde

1
r{ijgop—ﬁ [tk <72 {[f(aks1) = fa)] + [g(ar+1) — g(ai]l = €}

halini alir.

A, = flaysy) — f(a,) ve B, = gla,.,) —g(a,)
olsun. Bu durumda S(p#) —lim 4,, = 0 ve S(p#) — lim B, = 0 olur.Teorem 5.1.2 den
S(pP) —lim(4, + B,) = S(p?) —lim A, + S(p#) —limB, =0 bulunur. 4, ve B,
degerleri yerlestirildiginde

S(pF) —im([ f(an+1) = f(a)] + [ g(@ns1) — g(@y)]) =0
elde edilir. Buradan

S(pﬂ) - lim([f(an+1) + g(an+1)] - [f(an+1) + f(an)]) =50

bulunur.f + g fonksiyonu p —istatistiksel quasi Cauchy dizisini yine f — dereceli p —
istatistiksel quasi Cauchy dizisine dontistiiriir. Yani f + g fonksiyonu B — dereceli p —

istatistiksel ward streklidir.

Teorem 5.2.4. B — dereceli p —istatistiksel ward siirekli fonksiyonun reel bir say1 ile
carpimi da B — dereceli p —istatistiksel ward sureklidir.

Ispat. f fonksiyonu B — dereceli p —istatistiksel ward siirekli fonksiyon olsun.(a,,)
B — dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy dizisi igin f § — dereceli p —istatistiksel ward
strekliise  S(pP) —lim(f(ans1) — f(ay)) =0 dir. Burada 4, = f(a,.,) — f(a,)
olsun. Dolayisiyla S(pf) — lim 4, = 0 olur. Teorem 5.1.2 den

S(pﬁ) —limcA4, =c.0=0
olur. Buradan

S(P) — lim[c(f (ans1) = ¢f ()] = 0
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elde edilir. Yani ¢ € R icin ¢f fonksiyonu B — dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy
dizisini, B — dereceli p —istatistiksel quasi Cauchy dizisine doniistliriir. Yani cf

fonksiyonu B — dereceli p —istatistiksel ward streklidir.
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SONUC

Bu ¢alismada istatistiksel rho — quasi Cauchy dizileri reel uzayda ele alinmis olup,
su ana kadar yapilan arastirmalar incelenmekle birlikte daha o©nceki yapilan
arastirmalarda yer almamis olan bazi teoremler de sunulmustur.
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