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ÖZ 
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Matematik Yüksek Lisans Programı 

Danışman: Prof. Dr. Hüseyin Çakallı 
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Her n pozitif tamsayısı için  𝛥𝜌𝑛 = 𝜌𝑛+1 − 𝜌𝑛 olmak üzere terimleri reel sayılar 

kümesinden alınan (𝜌𝑛) pozitif değerli, azalmayan, lim
𝑛→∞

𝜌𝑛 = ∞ , 𝛥𝜌𝑛 = 𝑂(1) 

özelliğini sağlayan bir dizi ve  

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛

𝜌𝑛

𝑛
< ∞ 

olsun. Eğer   

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: | 𝑎𝑘| ≥ 𝜀}| = 0 

oluyorsa (𝑎𝑛) dizisine ρ –istatistiksel quasi Cauchy dizisi denir. A ⊆ E ve E ⊆ ℝ olmak 

üzere terimleri A kümesinden alınan her dizinin bir ρ –istatistiksel   quasi Cauchy  alt 

dizisi var ise A kümesine ρ –istatistiksel  ward kompakt küme denir. Reel sayılar 

kümesinin bir alt kümesinden reel sayılar kümesinin içine tanımlanan bir fonksiyon ρ –

istatistiksel  quasi Cauchy dizilerini yine bir ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizilerine 

çeviriyor ise bu fonksiyona ρ –istatistiksel  ward sürekli fonksiyon denir. 

Yani reel sayıların alt kümelerinden herhangi bir tanesi W olsun ve W kümesinden 

reel sayıların içine tanımlanan bir f fonksiyonu verilsin. Eğer bu f fonksiyonu W  

kümesinden alınan her (𝑎𝑛)  ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisini (𝑓(𝑎𝑛)) ρ –istatistiksel  

quasi Cauchy dizisine dönüştürüyor ise f fonksiyonuna ρ –istatistiksel  ward sürekli 

fonksiyon denir. Sınırlı bir küme üzerinde tanımlı düzgün sürekli fonksiyonların kümesi 

ρ –istatistiksel  ward sürekli fonksiyonların kümesini kapsar.  

 

Anahtar Sözcükler: -istatistiksel yakınsak diziler, -istatistiksel quasi-Cauchy 

dizileri, -istatistiksel ward kompaklık, sınırlılık, düzgün süreklilik. 
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ABSTRACT 

 

 RHO STATİSTİCAL QUASI CAUCHY SEQUENCES 

Seray Karagöz 

Master Thesis 

Department of Mathematics 

Mathematics Programme 

Advisor: Prof. Dr. Hüseyin Çakallı 

Maltepe University, Graduate School of Science and Engineerin, 2019 

 

A sequence (𝑎𝑘) of points in ℝ, the set of real numbers, is called ρ –statistically quasi 

Cauchy if 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: | 𝑎𝑘| ≥ 𝜀}| = 0 

for each 𝜀 > 0, where 𝜌 = (𝜌𝑛) is a non – decreasing sequence of positive real numbers 

tending to  ∞ such that,  lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛
𝜌𝑛

𝑛
< ∞, 𝛥𝜌𝑛 = 𝑂(1) and  𝑎𝑘 = 𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘 for each 

positive integer k. A subset A of ℝ is called 𝜌 -statistically ward compact if any sequence 

of points in A has a 𝜌 -statistically quasi- Cauchy subsequence. A real valued function 

defined on a subset of  ℝ is called  𝜌 –statistically ward continuous if it preserves 𝜌 –

statistically quasi Cauchy  sequences where a sequence (𝑎𝑘) is defined to be 𝜌 –

statistically  quasi Cauchy if the  sequence (𝛥𝑎𝑘) is 𝜌 –statistically convergent to 0. We 

obtain results related to 𝜌 –statistically ward continuty, 𝜌 – statiscal ward compactness, 

ward continuty ,continuty, and uniform continuty. It turns out that  the set of uniformly 

continuous functions includes the set of 𝜌 –statistically ward  continuous functions on a 

bounded subset of  ℝ. 

 

Keywords  -statistical convergent sequences, -statistical quasi Cauchy sequences, -

statistical ward compactness, boundedness, statistical ward continuity, uniform 

continuity 
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GİRİŞ 

 

Dizilerin yakınsaklığı kavramının M.Ö 490 – 430 yıllarında yaşamış olan Zeno 

tarafından ortaya atılan kaplumbağa ile Aschilles paradoksunun ortaya atılmasına kadar 

eskiye dayandığı düşünülmektedir ([1]). Arşimet’in klasik olarak diziler ve serileri 

kullanarak hacim hesaplarını hatta kendisinden iki bin yıl sonra Newton, Leibniz 

zamanlarında gelişmeye başlayan türev ve integral hesaplarını serilerle yaptığı 

bilinmektedir.  

Normal anlamda yakınsak olmayıp da ancak pek çok bakımdan önem taşıyan 

dizilerin düşünülmesi terimleri ardışık olarak 0  ve 1 değerlerini alan yani tek indislerde 

0 çift indislerde 1 değerlerini alan dizinin aritmetik ortalama dizisinin ½ ye 

yakınsadığının dikkate alınması ile ilk olarak Guiddo Grandi tarafından 1713 yılında 

olmuştur. 

Yakınsak olmayıp da incelenmesi pek çok bakımdan önem taşıyan daha sonraları 

tanımı verilen diziler istatistiksel yakınsak dizilerdir. Yakınsak her dizi istatistiksel 

yakınsaktır ancak istatistiksel yakınsak olup da yakınsak olmayan diziler vardır. 

İstatistiksel yakınsaklık kavramı ilk olarak “ Almost  Convergence ” olarak A.S Zygmund 

tarafından verilmiştir ([2]). 1952 yılında S. Fast ([12]) tarafından formal olarak verilmiş 

ve I.J. Schoonberg tarafından da tekrar tanım verilmiştir ([3]) ve bunlardan bağımsız 

olarak da R.C. Buch tarafından tanım verilmiştir [4]. Quasi istatistiksel yakınsaklık ilk 

olarak İ. Sakaoğlu Özgüç, Tuğba Yurdakım ([5]) tarafından ve ve rho istatistiksel 

yakınsaklık tanımı da ilk olarak Çakallı ([6]) tarafından verilmiştir. 

Bu çalışmada quasi Cauchy dizileri, rho-istatistiksel yakınsak diziler,  rho-

istatistik sel quasi Cauchy dizileri, rho –istatistiksel  ward kompaktlık ve rho-istatistiksel 

ward süreklilik, β ıncı dereceden rho-istatistiksel yakınsak diziler, β ıncı dereceden rho-

istatistiksel quasi Cauchy dizileri, β ıncı dereceden rho –istatistiksel  ward kompaktlık ve 

β ıncı dereceden rho-istatistiksel ward süreklilik kavramları incelenmiştir. 
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BÖLÜM 1. GENEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

Tanım 1.1.Tanım kümesi  ℕ   doğal sayılar kümesi, değer kümesi ise ℝ reel sayılar 

kümesinin bir alt kümesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler {xn  } veya (xn  ) şeklinde  

gösterilir. 

Tanım 1.2. Bir (𝑎𝑛)  dizisi verilmiş olsun. (𝑘𝑛) artan bir pozitif tamsayı dizisi olmak 

üzere, (𝑎𝑘𝑛
) dizisine ( 𝑎𝑛) dizisinin bir alt dizisi denir. 

Tanım 1.3. K pozitif sabit sayısı ,her n pozitif tamsayısı için |𝑎𝑛| ≤ 𝐾 gerçeklenecek 

şekilde bulunabiliyor ise (an)  dizisine sınırlıdır denir.  

Buna göre bir (an)  dizisinin sınırlı olması için gerek ve yeter şart 𝑠𝑢𝑝𝑛 |𝑎𝑛| = 𝐾 

olacak biçimde negatif olmayan bir K sabit sayısının var olmasıdır. Bir başka deyişle  (an)  

dizisinin sınırlı olması demek  {𝑎𝑛: n∈ ℕ} değerler kümesinin sınırlı olması demektir. 

Tamlık aksiyomu nedeniyle  (an) dizisinin sınırlı olması için gerek ve yeter şart  

𝑖𝑛𝑓𝑛 𝑎𝑛 = 𝛽 ve  𝑠𝑢𝑝𝑛𝑎𝑛 = 𝛼 olacak biçimde 𝛼 ve 𝛽 sabit sayılarının var olmasıdır. 

Tanım 1.4.  Her ε ˃ 0 için n ˃ n0  olduğunda  |xn  − x| ˂ ε  olacak şekilde en az bir 

n0  sayısı varsa 𝑛 → ∞ için (xn) dizisinin limiti x dir denir ve  lim 
𝑛→∞

 xn = x yazılır. Eğer 

lim 
𝑛→∞

 xn = x  ise (xn) dizisi x reel sayısına yakınsıyor denir ve n→ iken xn → 𝑥 şeklinde 

de gösterilir. Bir reel  sayıya yakınsayan diziye yakınsak dizi, aksi halde ıraksak dizi denir. 

Tanım 1.5. (Cauchy Dizisi) : Eğer, her ε > 0 sayısına karşılık, her m,n > N için  

|𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| < 𝜀 

olacak biçimde bir N = N(ε) sayısı bulunabiliyorsa, (𝑥𝑛  ) dizisine bir Cauchy dizisi denir. 

Bu tanıma göre her Cauchy dizisinin sınırlı olduğu görülmektedir. Reel terimli bir  (𝑥𝑛) 

dizisinin Cauchy dizisi olması için gerek ve yeter şart yakınsak olmasıdır. Her n doğal 

sayısı için 𝑓𝑛 , IR nin E alt kümesinden IR  içine bir  fonksiyon olsun.Bu durumda  (𝑓𝑛)  

fonksiyonlarının oluşturduğu bir diziye bir fonksiyon dizisi denir. 

Tanım 1.6. (Fonksiyon Dizilerinde  Noktasal Yakınsaklık) 

Reel sayılar kümesi ℝ nin bir alt kümesi olan E kümesi üzerinde tanımlı 

fonksiyonların dizisi  (𝑓𝑛) olsun. Herhangi bir x ∈ E verildiğinde her ε>0 için n≥ 𝑛0 iken 

|𝑓𝑛  (𝑥) − 𝑓(𝑥)| ˂ ε olacak  şekilde bir 𝑛0 bulunabiliyorsa  (𝑓𝑛) fonksiyon dizisine 𝑓 

fonksiyonuna noktasal yakınsaktır denir. Her  x ∈ E için (𝑓𝑛(x))  sayı dizisinin yakınsak 

olduğunu kabul edelim. 
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Bu takdirde, her x ∈ için  𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 (𝑥) şeklinde bir 𝑓  fonksiyonu 

tanımlayabiliriz. Bu durumda 𝑓   fonksiyonuna (𝑓𝑛)  fonksiyon dizisinin noktasal limiti 

veya  noktasal limit fonksiyonu adı verilir. 

Örnek 1.1. Her x ∈ ℝ için  𝑓𝑛(x) = (x + 
1

𝑛3
)  fonksiyon dizisini incelersek 

lim
𝑛→∞

(𝑥 +
1

𝑛3) = x olarak bulunur. Burada  𝑓(𝑥) = 𝑥 olmak üzere (𝑓𝑛) =(𝑥 +
1

𝑛3 ) 

fonksiyon dizisinin 𝑓(𝑥) = 𝑥 fonksiyonuna noktasal yakınsadığı görülür. 

Tanım 1.7. (Fonksiyonlarda Düzgün Yakınsaklık) :  Her  ε>0 için n≥ 𝑛0 olduğunda 

her x ∈ E için 

|𝑓𝑛  (𝑥) − 𝑓(𝑥)|˂ 𝜀 

olacak biçimde bir 𝑛0 doğal sayısı bulunabiliyorsa  (𝑓𝑛  ) dizisine E üzerinde  𝑓  

fonksiyonuna düzgün yakınsaktır denir. 

Örnek 1.2. Her n ∈ ℕ ve her x ∈  ]0,1[ için  𝑓𝑛(𝑥) = (1 − 𝑥)𝑛 şeklinde tanımlanan (𝑓𝑛) 

fonksiyon dizisi ]0,1[ üzerinde noktasal yakınsaktır fakat düzgün yakınsak değildir. 

Tanım 1.8. (Vektör Uzayı) : X boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. 𝑋 × 𝑋 → 𝑋 

olmak üzere (𝑥, 𝑦) → 𝑥 + 𝑦  ve 𝐹 × 𝑋 → 𝑋  olmak üzere (𝛼, 𝑥)  →  𝛼. 𝑥 verilsin. 

(V1) Ɐ x, y ∈ X için x + y ∈ X   

(V2) Ɐ x, y ∈ X için x + y = y + x 

(V3) Ɐ x, y,z ∈ X için x + (y + z) = ( x + y ) + z 

(V4) Ɐ x ∈ X için öyle bir 0  ∈  X vektörü vardır ki  x + 0 =x= 0 + x olur. 

 (V5) Ɐ x ∈ X için bir tek y ∈ X vektörü vardır öyle ki x + y = 0 olur. 

(V6) Ɐ x ∈ X ve 𝛼 ∈ F skaler değeri için 𝛼𝑥 ∈ X vektörü vardır. 

Eğer 𝛼 = 1 ise x.1 = 1.x = x olur. 

(V7) Ɐ x, y ∈ X  ve Ɐ 𝛼 , 𝛽 ∈ F skaler değerleri için  α(βx) = (αβ)x 

(V8) Ɐ x, y ∈ X ve Ɐ 𝛼 , 𝛽 ∈ F skaler değerleri için (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 ve  

𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦  

özellikleri sağlanıyor ise X kümesine 𝐹 cismi üzerinde bir vektör uzayı (lineer uzay) denir. 
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Teorem  1.1. Reel terimli tüm dizilerin oluşturduğu küme bir vektör uzaydır. 

İspat. Reel sayıların toplama ve skalerle çarpma işleminin temel özellikleri yardımı ile 

ispat kolayca gösterilebilir. 

Tanım 1.8. (Diziler için Sıkıştırma Teoremi)  Kabul edelim ki 𝑛 ≥ 𝑁0 iken  

𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛 ≤ 𝑐𝑛 

olacak biçimde bir 𝑁0 sayısı mevcuttur. Eğer; 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝐿   𝑣𝑒  lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 = 𝐿 

ise    

lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝐿 

dir. 
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BÖLÜM 2. İSTATİSTİKSEL YAKINSAK DİZİLER VE  

İSTATİSTİKSEL CAUCHY DİZİLERİ 

 

2.1.İstatistiksel Yakınsaklık 

 

Tanım 2.1.1. ([11,12])  K   kümesini alalım. 

 

                                    δ(K) =  

limiti mevcut ise bu limite K kümesinin asimptotik yoğunluğu denir. 

 

Tanım 2.1.2. ([10, 11 ,15]) (𝑥𝑘)  reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her ε > 

0 için    lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥  𝜀} | = 0  olacak biçimde bir L sayısı varsa (𝑥𝑘) dizisi  

L sayısına istatistiksel yakınsaktır denir. Buna göre 

𝐾𝜀 = {𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥  𝜀} 

olmak üzere (𝑥𝑘) dizisinin L sayısına istatistiksel yakınsak olması için gerek ve yeter şart  

her 𝐾𝜀 pozitif sayısı için δ(𝐾𝜀)=0 olmasıdır. Bu durumda S-lim x = L veya 𝑥𝑘  → 𝐿(𝑆) 

yazarız. Eğer L = 0 ise (𝑥𝑘) dizisine istatistiksel sıfır dizisi denir. 

 

Örnek 2.1.1. ([15])  𝒙 = (𝑥𝑘)  dizisi ve 𝑚 ∈ ℤ olmak üzere 

𝑥𝑘 = {
     

1

2
        ,         𝑘 = 𝑚2

0    ,           𝑘 ≠ 𝑚2

 

şeklinde tanımlansın. 𝒙 = (𝑥𝑘)  dizisi L = 0 noktasına istatistiksel yakınsaktır. 

Çünkü  𝒙 = (𝑥𝑘) dizisinin terimleri yazılırsa 

𝒙 = (𝑥1, 𝑥2 , 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5 , 𝑥6 ,𝑥7 ,𝑥8 , 𝑥9 , . . . ) = (
1

2
, 0,0,

1

2
, 0,0,0,0,

1

2
, 0, . . . ) 

halini alır.Buradan 

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 0| ≥  𝜀} | ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶  𝑥𝑘  ≠ 0} | ≤ √𝑛 

olduğundan  

           lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘| ≥  𝜀} | ≤ lim

𝑛→∞

√𝑛

𝑛
          (*) 
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olur. Öte yandan  lim
𝑛→∞

√𝑛

𝑛
 = 0 dır. Ayrıca 

 

0 ≤
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘| ≥  𝜀} | 

gerçeklenir. 𝑛 → ∞ için 

                             0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘| ≥  𝜀} |               (**) 

 

halini alır. Buradan da; (*)  ve  (**)  eşitsizliklerini birleştirecek olursak 

0 ≤   lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘| ≥  𝜀} |  ≤ lim

𝑛→∞

√𝑛

𝑛
 

bulunur. Sıkıştırma teoreminden 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘| ≥  𝜀} |  =  0 

bulunur. Yani  𝒙 = (𝑥𝑘)  dizisi istatistiksel yakınsak olur.  

 

Teorem 2.1.1.([11]) Yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. (𝑥𝑘)  dizisi yakınsak dizi olmak üzere lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝐿 olsun. ∀ 𝜀 > 0 için 𝑘 ≥ 𝑘0 

olduğunda  |𝑥𝑘 − 𝐿| < 𝜀 olacak biçimde en az bir  𝑘0 sayısı vardır. 

Dolayısıyla 𝑘 ≥ 𝑘0 olduğunda hiçbir zaman |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀 olamaz. Buradan 

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

yazılabilir. Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

𝑛
 ile çarpılırsa 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤

1

𝑛
𝑘0 

elde edilir. 𝑛 → ∞ için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑛
𝑘0  … (*) 

ifadesi elde edilir. Burada lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝑘0 = 0 dır. Ayrıca 

0 ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

dir. Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

𝑛
 ile çarpılırsa 

0 ≤
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

ifadesi elde edilir. 
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Buradan  

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| …  (**) 

elde edilir.  (*)  ve (**)  eşitsizliklerinden 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑛
𝑘0 

bulunur. Sıkıştırma  teoreminden 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

bulunur. 

lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝐿 iken S - lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝐿 olduğu açıkça görülür. Bu durum her yakınsak dizi için 

geçerlidir. O halde yakınsak her dizinin aynı zamanda istatistiksel yakınsak dizi olduğu 

görülür. 

 

Teorem 2.1.2.([11 , 15]) 𝑆 − lim 𝒙 = 𝐿1 , 𝑆 − lim 𝒚 = 𝐿2 ve α ϵ ℝ olmak üzere  

i) 𝑆 − lim (𝒙 + 𝒚) = 𝐿1 + 𝐿2  

ii) 𝑆 − lim (𝛼𝒙) = 𝛼𝐿1  

dir. 

İspat. 𝒙 = (𝑥𝑘) ve 𝒚 = (𝑦𝑘) dizileri  olmak üzere 

i)  𝑆 − lim 𝒙 = 𝐿1 olsun. Bu durumda   

𝐴 = {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥ 𝜀/2 } 

için A ⸦ ℕ olmak üzere  δ(A) = 0 olduğundan    ε  > 0 verildiğinde Ɐ 𝑘 > 𝑘1 ve  

Ɐ k ϵ ℕ \ A için 

|𝑥𝑘 − 𝐿1| < 𝜀/2 

olacak biçimde  k ϵ ℕ vardır.  𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝑦 = 𝐿2  olsun. Bu durumda  

𝐵 = {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥ 𝜀/2 } 

B ⸦ ℕ olmak üzere  δ(B) = 0 olduğundan ε  > 0  için Ɐ k >  𝑘2 ve  Ɐ k ϵ ℕ \ B için 

|𝑦𝑘 − 𝐿| < 𝜀/2  olacak biçimde 𝑘2 ϵ ℕ vardır.𝑘0 = 𝑚𝑎𝑥{𝑘1, 𝑘2} olsun. Ɐ k ϵ  ℕ\(A∩B)  

ve Ɐ k > k0 için 

|(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| < |𝑥𝑘 − 𝐿1| + |𝑦𝑘 − 𝐿2| < 𝜀/2 + 𝜀/2 = 𝜀 

bulunur. Buradan Ɐ ε >0 için k ϵ  ℕ\(A∩B)   𝑘 > 𝑘0 olduğunda 

|(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| < 𝜀    … (*) 

olacak biçimde en az bir 𝑘0 sayısı vardır. 
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|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|                

≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥
𝜀

2
}| + | {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥

𝜀

2
} | 

eşitsizliğin her iki tarafı 
1

𝑛
 ile çarpılırsa 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

≤  
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥

𝜀

2
}| +  

1

𝑛
| {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥

𝜀

2
} | 

bulunur. 𝑛 → ∞ için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥

𝜀

2
}| + lim

𝑛→∞

1

𝑛
| {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥

𝜀

2
} | 

bulunur. δ(A) = 0 ve δ(B) = 0 olduğundan  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| ≤ 0 

dir. Ayrıca 

0 ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

olduğundan 𝑛 > 0 için  

0/𝑛 ≤ 1/𝑛[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] 

elde edilir.Buradan  

0 ≤ 1/𝑛[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] 

olur. 𝑛 → ∞  için 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1/𝑛[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝒙 + 𝒚) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] 

bulunur. 𝒙 = (𝑥𝑘) ve 𝒚 = (𝑦𝑘)  yazıldığında 

lim
𝑛→∞

1/𝑛[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝒙 + 𝒚) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] = 0 

ifadesi elde edilir. Sonuç olarak  𝑆 − lim (𝒙 + 𝒚) = 𝐿1 + 𝐿2 bulunur.  

 

ii) Eğer  α = 0 ise   

S -lim α.xk = α.S-lim xk  =  S -lim 0.xk = S -lim 0 = 0  olup, ispat aşikârdır.  
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Şimdi S -lim x  = L yazalım ve α  ≠  0 olsun. Bu takdirde,  A ⊆ ℕ  için  δ(A) = 0 

olduğunda,  ˃  0 verildiğinde her k ˃ k0  ve her k ∈ (ℕ ⧵ A)  için  |𝑥𝑘 − 𝐿| ˂   



 olacak 

biçimde 𝑘0 ∈ ℕ  vardır.  Buradan da her k ∈ (ℕ ⧵ A)   ve her  k ≥ k0 için 

                                            |𝛼𝑥𝑘 − 𝛼. 𝐿|    = |𝛼 |  .
𝜀

|𝛼|
 = 𝜀 

olup, her   ˃ 0 için  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
 | {𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝛼𝑥𝑘 − 𝛼. 𝐿|   ≥  } | = 0 

elde edilir. Yani  S -lim (α.xk ) = α.L  dir.  

 

Teorem 2.1.3. İstatistiksel yakınsak dizilerin kümesi tüm dizi uzayının bir alt vektör 

uzayıdır. 

İspat. İstatistiksel yakınsak dizilerin kümesi W diyelim. Tüm dizilerin kümesini ise s ile 

gösterelim. Tüm dizilerin uzayı vektör uzayı olduğundan s vektör uzayıdır. Burada 

𝑊 ≠ ∅ dir. İstatistik yakınsak diziler kümesi tüm dizilerin alt kümesidir.  

Ɐ 𝒙, 𝒚 𝜖 𝑊 ve 𝛼 𝜖 ℝ için 

𝑆 − lim(𝒙 + 𝒚) = 𝑆 − lim 𝒙 + 𝑆 − lim 𝒚 𝜖 𝑊  

𝑆 − lim(𝛼𝒙) = 𝛼[𝑆 − lim 𝒙] 𝜖 𝑊  

olduğundan, istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi W, tüm dizilerin kümesi s nin alt 

vektör uzayıdır. 

 

Sonuç 2.1.4. Yakınsak diziler kümesi istatistiksel yakınsak diziler uzayının bir alt vektör 

uzayıdır. 

İspat. Teorem 2.1.3 ispatına benzer olarak kolayca yapılabilir. 

 

2.2. İstatistiksel Cauchy Dizisi 

 

Bu bölümde bir 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi sıfır yoğunluğa sahip bir kümenin dışındaki her k 

için P özelliğine sahip ise 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi hemen hemen her k için P özelliğine sahiptir 

diyeceğiz ve bunu “h.h.k” ile kısaltacağız. 
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Tanım 2.2.1. ([11,15]) Her  𝜀 > 0 ve  h.h.k  için |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| < 𝜀 olacak biçimde  𝜀  

sayısına bağlı bir N doğal sayısı var ise yani her 𝜀 > 0 için 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀}| = 0 

olacak biçimde 𝑁 = 𝑁(𝜀) sayısı var ise (𝑥𝑘) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir. 

Bir (𝑥𝑘) dizisi istatistiksel yakınsak ise istatistiksel Cauchy dizisidir. Bir (𝑥𝑘) dizisi  

istatistiksel Cauchy dizisi verildiğinde  hemen hemen her k için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘 olacak biçimde 

yakınsak bir (𝑦𝑘) dizisi vardır. Ayrıca h.h.k için  𝑥𝑘 = 𝑦𝑘 olacak biçimde yakınsak bir 

𝒚 = (𝑦𝑘) dizisi var ise  𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi istatistiksel yakınsaktır. 

 

Lemma 2.2.1.  𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi istatistiksel yakınsak ise 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi istatistiksel 

Cauchy dizisidir. 

İspat. 𝑆 − lim𝒙 = 𝐿 ve 𝜀 > 0 olsun. Bu durumda h.h.k için |𝑥𝑘 − 𝐿| <
𝜀

2
 dir. 

Eğer N , |𝑥𝑁 − 𝐿| <
𝜀

2
 olacak biçimde seçilirse, h.h.k için 

|𝑥𝑘 − 𝑥𝑁|= |𝑥𝑘 − 𝐿 + 𝐿 − 𝑥𝑁| < +|𝑥𝑘 − 𝐿|+|𝑥𝑘 − 𝐿| <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| ≥ 𝜀}| = 0 

olduğundan 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir. 

 

Lemma 2.2.2.  𝒙 = (𝑥𝑘)  dizisi istatistiksel Cauchy dizisi ise hemen hemen her k için 

𝑥𝑘 =  𝑦𝑘 olacak biçimde yakınsak bir  (𝑦𝑘)    dizisi vardır. 

İspat. 𝐼 = [𝑥𝑁 − 1, 𝑥𝑁 + 1]  aralığı h.h.k için 𝒙 terimini içerecek şekilde bir N sayısı 

seçelim. Yine  𝐼′ = [𝑥𝑀 −
1

2
, 𝑥𝑀 +

1

2
]  aralığı h.h.k için 𝑥𝑘 terimini içerecek şekilde bir M 

sayısı seçelim. Şimdi iddia ediyoruz ki 𝐼1 = 𝐼 ∩ 𝐼′ aralığı h.h.k için 𝑥𝑘 terimini içerir.  

Şimdi bunu gösterelim 

{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼 ∩ 𝐼′} = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼} ∪  {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼′} 

olduğundan 

|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼 ∩ 𝐼′}| = |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼} ∪  {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼′}| 

 

≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼}| + |{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼′}| 

olup  
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lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼 ∩ 𝐼′}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼}| + lim

𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼′}| = 0 

elde edilir. O halde  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼 ∩ 𝐼′}| = 0 

dır. Bu nedenle 𝐼1, h.h.k için   𝑥𝑘 terimini içeren ve boyu |𝐼1| = |𝑥𝑀 +
1

2
− 𝑥𝑀 +

1

2
| = 1 

olan kapalı aralıktır. Benzer şekilde N(2) seçelim. Bu durumda h.h.k için 

𝐼′′ = [𝑥𝑁(2) −
1

4
, 𝑥𝑁(2) +

1

4
]  aralığı 𝑥𝑘 terimlerini içerir ve 𝐼2 = 𝐼1 ∩ 𝐼′′  h.h.k için 𝑥𝑘 

terimini içeren ve boyu |𝐼2| = |𝑥𝑁(2) +
1

4
− 𝑥𝑁(2) +

1

4
| =

1

2
  olan kapalı aralıktır. 

Bu şekilde devam edersek her 𝑚 ∈ ℕ için kapalı aralıkların  {𝐼𝑚}𝑚=1
∞  dizisini buluruz.  

Bu durumda 𝐼𝑚 , h.h.k 𝑥𝑘 terimini içeren ve boyu 

|𝐼𝑚| = |𝑥𝑁(𝑚) +
1

2𝑚
− 𝑥𝑁(𝑚) +

1

2𝑚
| = 2.

1

2𝑚
= 21−𝑚 

olan kapalı aralıktır. İç içe aralıklar teoreminden ∩𝑚=1
∞ 𝐼𝑚 = {𝜆}  özelliğini sağlayan  bir 

λ sayısı vardır. H.h.k için 𝑥𝑘  𝜖 𝐼𝑚 olduğundan 𝑛 > 𝑇𝑚  için 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼𝑚}| <

1

𝑚
               (1) 

olacak biçimde pozitif tamsayıların artan bir {𝑇𝑚}𝑚=1
∞  dizisini bulabiliriz. Şimdi 𝑘 > 𝑇1  

ve 𝑇𝑚 < 𝑘 < 𝑇𝑚+1 ise 𝑥𝑘 ∉ 𝐼𝑚 olacak biçimde 𝑥𝑘 olacak biçimde 𝑥𝑘 nın bütün 

terimlerinden oluşan x in bir z alt dizisini tanımlayalım. 

Bundan sonra yine 

𝑦𝑘 = {
𝜆  , 𝑒ğ𝑒𝑟   𝑥𝑘 , 𝒛 𝑛𝑖𝑛 𝑏𝑖𝑟  𝑡𝑒𝑟𝑖𝑚𝑖 𝑖𝑠𝑒 

𝑥𝑘   ,                    𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎                  
 

şeklinde bir y dizisi tanımlayalım. Eğer 𝜀 >
1

𝑚
> 0 ve 𝑘 > 𝑇𝑚  ise  𝑥𝑘   ya z nin bir 

terimidir ki bu durumda 𝑦𝑘 = 𝜆 ya da 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 ∈ 𝐼𝑚   ve  |𝑦𝑘  − 𝜆|  nin boyu  

|𝑦𝑘  − 𝜆| ≤ 𝐼𝑚 ≤ 21−𝑚  dir. O halde 𝑚 → ∞ için 21−𝑚 → 0  olacağından 𝑦𝑘 → 𝜆 elde 

edilir. 

Şimdi h.h.k için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘 olduğunu olduğunu gösterelim.  

𝑇𝑚 < 𝑛 < 𝑇𝑚+1 ise bu durumda  

𝑘 ≤ 𝑛: 𝑦𝑘 ≠ 𝑥𝑘⸦𝑘 ≤ 𝑛: 𝑥𝑘 ∉ 𝐼𝑚 

dır.  
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(1) den, 

1

𝑛
|𝑘 ≤ 𝑛: 𝑦𝑘 ≠ 𝑥𝑘| ≤

1

𝑛
|𝑘 ≤ 𝑛: 𝑦𝑘 ∉ 𝐼𝑚| <

1

𝑚
 

elde edilir. 𝑚 → ∞ için limit alınırsa 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑦𝑘 ≠ 𝑥𝑘  }| = 0 

elde edilir. O halde 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘 dır. 

 

Lemma 2.2.3. Hemen hemen her k için 𝑥𝑘 =  𝑦𝑘 olacak biçimde yakınsak bir  (𝑦𝑘)    

dizisi var ise 𝒙 = (𝑥𝑘)  dizisi istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. h.h.k için 𝑥𝑘 = 𝑦𝑘 olacak biçimde yakınsak bir y dizisi mevcut olsun. 𝑦𝑘 → 𝐿 

olduğundan , 𝜀 > 0 için  

{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} ⸦ {𝑘 ≤ 𝑛 ∶ 𝑥𝑘 ≠ 𝑦𝑘} ∪ {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| > 𝜀} 

dir. Buradan 

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ 𝑥𝑘 ≠ 𝑦𝑘}| + |{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| > 𝜀}| 

dir. Eşitsizliğin her iki tarafı  
1

𝑛
  ile çarpılırsa 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ 𝑥𝑘 ≠ 𝑦𝑘}| +

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| > 𝜀}| 

olup 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀| 

≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ 𝑥𝑘 ≠ 𝑦𝑘}|

𝑛→∞

+ lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| > 𝜀}| 

bulunur. Buradan da lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 ifadesi  gerçeklenir 

Teorem 2.2.1.  𝒙 = (𝑥𝑘)dizisi istatistiksel Cauchy dizisi olması için gerek ve yeter şart  

𝒙 = (𝑥𝑘) dizisinin istatistiksel yakınsak dizi olmasıdır. 

İspat : Lemma 2.2.1,Lemma 2.2.2 ve Lemma 2.2.3 ten açıkça görülür. 
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BÖLÜM 3. REEL SAYILAR KÜMESİNDE QUASİ CAUCHY 

DİZİLERİ 

3.1.Reel Sayılar Kümesinde Quasi Cauchy Dizileri 

 

Tanım 3.1.1. ([21, 22]) (𝑎𝑛) bir reel dizi olsun. Eğer bu (𝑎𝑛) dizisinin ardışık terimleri 

farklarının limiti 0 oluyor ise yani; 

lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 0 

ise  (𝑎𝑛) dizisine quasi Cauchy dizisi denir.  

 

Örnek 3.1.1. (𝑎𝑛) = ( 
2𝑛

3𝑛+1
 )  dizisi quasi Cauchy dizisidir. 

Çünkü 

lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = lim
𝑛→∞

 
2(𝑛 + 1)

3(𝑛 + 1) + 1
−  

2𝑛

3𝑛 + 1
= 0 

olduğundan (𝑎𝑛) = ( 
2𝑛

3𝑛+1
 ) dizisi quasi Cauchy dizisidir. 

 

Teorem 3.1.1.Yakınsak her dizi quasi Cauchy dizisidir. Bu teoremin karşıtının doğru 

olmadığı aşağıdaki örneklerde görülmektedir. 

 

Örnek 3.1.2. (𝑎𝑛) = (√2𝑛 + 1 )  dizisi verilsin. 

lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛+1− 𝑎𝑛) = lim
𝑛→∞

( √2(𝑛 + 1) + 1  − √2𝑛 + 1  ) 

                       = lim
𝑛→∞

2

√2(𝑛+1)+1 +√2𝑛+1 
= 0 

bulunur. Buradan (𝑎𝑛) = (√2𝑛 + 1 ) dizisinin quasi Cauchy dizisi olduğu görülür. 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

√2𝑛 + 1 = ∞ 

olduğundan (𝑎𝑛) = (√2𝑛 + 1 ) dizisi ıraksaktır. 

Örnek 3.1.3.  (𝑎𝑛) = (√𝑛 + 1
3

 )  dizisi verilsin. 

lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛+1− 𝑎𝑛) = lim
𝑛→∞

( √𝑛 + 1 + 1
3

− √𝑛 + 1
3

 ) = lim
𝑛→∞

(√𝑛 + 2
3

− √𝑛 + 1
3

)   

bulunur.  
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lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛+1− 𝑎𝑛) = lim
𝑛→∞

( 
𝑛 + 2 − 𝑛 − 1

√(𝑛 + 2)23
+ √(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)3 + √(𝑛 + 1)23

)

= lim
𝑛→∞

1

√(𝑛 + 2)23
+ √(𝑛 + 2)(𝑛 + 1)3 + √(𝑛 + 1)23

= 0 

 

bulunur.Yani (𝑎𝑛) = (√𝑛 + 1
3

 )  dizisi bir quasi Cauchy dizisidir. 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

(√𝑛 + 1
3

 ) = ∞ 

bulunduğundan (𝑎𝑛) = (√𝑛 + 1
3

 ) dizisi ıraksaktır. 

 

Teorem 3.1.2. Quasi Cauchy dizileri için aşağıdakiler sağlanır: 

i) Bir quasi Cauchy dizisinin reel bir sayı ile çarpımı da quasi Cauchy  

dizisidir, 

ii) İki quasi Cauchy dizisinin toplamı da quasi Cauchy dizisidir. 

İspat. 

i) (𝑎𝑛) herhangi bir quasi Cauchy dizisi ve 𝛽 𝜖 ℝ olsun. (𝑎𝑛) herhangi bir quasi Cauchy 

dizisi ise  

lim
𝑛→∞

( 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 0 

dır. 𝛽 𝜖ℝ için  

lim
𝑛→∞

 (𝛽𝑎𝑛+1 − 𝛽𝑎𝑛) = lim
𝑛→∞

𝛽( 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 𝛽 lim
𝑛→∞

( 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 0 

olduğundan  𝛽(𝑎𝑛) dizisi de quasi Cauchy dizisidir. Her quasi Cauchy dizisi için bu 

durum geçerli olacağından quasi Cauchy dizilerinin herhangi bir reel bir sayı ile çarpımı 

da quasi Cauchy  dizisidir. 

𝐢𝐢) (𝑎𝑛) ve (𝑏𝑛)  herhangi quasi Cauchy dizileri olsun. O halde  

lim
𝑛→∞

( 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 0 ve lim
𝑛→∞

( 𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛) = 0 dır. (𝑐𝑛) = (𝑎𝑛) + (𝑏𝑛)  olsun. 

lim
𝑛→∞

( 𝑐𝑛+1 − 𝑐𝑛) = lim
𝑛→∞

[( 𝑎𝑛+1 + 𝑏𝑛+1) − (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)]                               

= lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛+1 + 𝑏𝑛+1 − 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) = lim
𝑛→∞

( 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) + lim
𝑛→∞

( 𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛) = 0 

bulunur. Buradan  iki quasi Cauchy dizisinin toplamı da quasi  Cauchy dizisi olduğu 

görülür. 

Sonuç 3.1.3. Reel terimli quasi Cauchy  dizilerinin oluşturduğu küme  reel terimli tüm 

dizilerin oluşturduğu vektör uzayının bir alt vektör uzayıdır. 
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Teorem 3.1.4. (𝑎𝑛) sınırlı bir dizi olsun. Buna göre 

 

(𝑏𝑛) = (
𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
) 

ile verilen (𝑏𝑛) dizisi quasi Cauchy dizisidir. 

İspat. 

(𝑏𝑛+1) = (
𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1

𝑛 + 1
) ve(𝑏𝑛) = (

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
) 

terimleri için  

(𝑏𝑛+1) − (𝑏𝑛) = (
𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1

𝑛 + 1
−

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛

𝑛
) 

 

= (
𝑛(𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1) − (𝑛 + 1)(𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛)

𝑛(𝑛 + 1)
) 

bulunur. Yukarıdaki ifade 

(𝑏𝑛+1) − (𝑏𝑛) = (
𝑛𝑎1+𝑛𝑎2+𝑛𝑎3+⋯+𝑛𝑎𝑛+𝑛𝑎𝑛+1−𝑛𝑎1−𝑛𝑎2−𝑛𝑎3−⋯−𝑛𝑎𝑛−𝑎1−𝑎2−𝑎3−⋯−𝑎𝑛

𝑛(𝑛+1)
)  

şeklinde düzenlenebilir. Buradan 

(𝑏𝑛+1) − (𝑏𝑛) = (
𝑛𝑎𝑛+1 − 𝑎1 − 𝑎2 − 𝑎3 − ⋯ − 𝑎𝑛

𝑛(𝑛 + 1)
) 

 

= (
(𝑎𝑛+1 − 𝑎1)+(𝑎𝑛+1 − 𝑎2) + (𝑎𝑛+1 − 𝑎3) + ⋯ + (𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛)

𝑛(𝑛 + 1)
) 

elde edilir. 

lim
𝑛→∞

(𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛) = lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛+1−𝑎1)+(𝑎𝑛+1−𝑎2)+(𝑎𝑛+1−𝑎3)+⋯+(𝑎𝑛+1−𝑎𝑛)

𝑛(𝑛+1)
 

ifadesinde  (𝑎𝑛)  dizisi sınırlı olduğundan 

lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛+1 − 𝑎1)+(𝑎𝑛+1 − 𝑎2) + (𝑎𝑛+1 − 𝑎3) + ⋯ + (𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛)

𝑛(𝑛 + 1)
= 0 

bulunur. Yani lim
𝑛→∞

(𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛) = 0 dir. (𝑏𝑛) dizisi quasi Cauchy bulunur. 

 

Tanım 3.1.2. ([23]) (Reel Sayılar Kümesinde Ward Kompaktlık ) 

𝑊 ⊆ ℝ olmak üzere terimleri W den alınan her dizinin bir quasi Cauchy alt dizisi 

var ise W kümesine ward kompakt küme denir.  
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Teorem 3.1.5.  Ward kompakt iki kümenin birleşimi ward kompakttır. 

 

Teorem 3.1.6. Bir kümenin ward kompakt olması için gerek ve yeter şart sınırlı olmasıdır. 

İspat. ℝ  nin alt kümelerinden bir tanesi V olsun ve bu küme sınırsız olsun. Eğer bu 

kümenin ward kompakt olmadığını gösterecek olursak ispatın bir yönünü tamamlamış 

olacağız. ℝ nin alt kümelerinden bir tanesi olan V sınırsız ise alttan veya üstten sınırsızdır. 

   V nin üstten sınırsız olduğu durumu inceleyelim. V kümesi üstten sınırsız ise 

𝑎𝑛+1 > 1 + 𝑎𝑛  şartını sağlayan ve terimleri V kümesinde bulunan bir (𝑎𝑛) dizisini 

oluşturur. Buradan da (𝑎𝑛) dizisinin hiçbir quasi Cauchy alt dizisi olmadığından V ward 

kompakt küme olamaz. 

Karşıt olarak  ℝ nin sınırlı alt kümelerinden bir tanesi V olsun. V kümesi sınırlı 

ise V kümesinin kapanışı olan 𝑉 de sınırlıdır. 𝑉 hem kapalı hem de sınırlıdır. Yani 

kompakttır. Kompakt küme aynı zamanda dizisel kompakt küme olacağından 𝑉 aynı 

zamanda dizisel kompakttır. 

V kümesinde herhangi bir dizi alalım. Bu dizi aynı zamanda 𝑉de bulunur ve bu 

küme dizisel kompakt olduğundan yakınsak bir alt dizisi vardır. Yakınsak her dizi quasi 

Cauchy dizisi olduğundan V kümesinin ward kompakt bir küme olduğu bulunur. 

 

Tanım 3.1.3. [21] (Reel Sayılar Kümesinde Ward Süreklilik) 

𝑊 ⊆ ℝ ve 𝑓 ∶ 𝑊 → ℝ olsun. Eğer W  kümesinden alınan her (𝑎𝑛)  quasi Cauchy 

dizisi için, (𝑓(𝑎𝑛)) quasi Cauchy dizisi ise 𝑓 fonksiyonuna ward sürekli fonksiyon denir.  

 

Örnek 3.1.4. 𝑓(𝑥) = 2𝑥  fonksiyonu göz önüne alınsın. (𝑎𝑛) herhangi bir quasi Cauchy 

dizisi olsun. 

(𝑎𝑛) quasi Cauchy dizisi olduğundan lim
𝑛→∞

( 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 0 dır. 

lim
𝑛→∞

( 𝑓(𝑎𝑛+1) − 𝑓(𝑎𝑛)) = 2 lim
𝑛→∞

( 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 0 

bulunur. Yani (𝑓(𝑎𝑛)) quasi Cauchy dizisi bulunur. f fonksiyonu ward sürekli 

fonksiyondur. 

Örnek 3.1.5. 𝑓(𝑥) = 2𝑥3 + 1 fonksiyonunu ve  (𝑎𝑛) = (√2𝑛 + 4
3

 )  dizisini düşünelim.  

 

lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛+1− 𝑎𝑛) = lim
𝑛→∞

( √2(𝑛 + 1) + 43 − √2𝑛 + 4
3

 ) = lim
𝑛→∞

(√2𝑛 + 6
3

− √2𝑛 + 4
3

)   
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= lim
𝑛→∞

2

√(2𝑛 + 6)23
+ √(2𝑛 + 6)(2𝑛 + 4)3 + √(2𝑛 + 4)23

= 0 

 

bulunur. Buradan (𝑎𝑛) = (√2𝑛 + 4
3

 )  dizisinin bir quasi Cauchy dizisi olduğu görülür. 

Şimdi (𝑎𝑛) = (√2𝑛 + 4
3

 ) dizisinin f fonksiyonu altındaki görüntüsünün quasi 

Cauchy dizisi olup olmadığını  inceleyelim. 

lim
𝑛→∞

(𝑓(𝑎𝑛+1)−𝑓( 𝑎𝑛)) = lim
𝑛→∞

2(√2(𝑛 + 1) + 4
3

)3 + 1 − 2(√2𝑛 + 4
3

)3 − 1 

 

              = lim
𝑛→∞

((4𝑛 + 12) − (4𝑛 + 8)) = 4 

 

bulunur. (𝑓(𝑎𝑛)) dizisi quasi Cauchy dizisi olmadığından 𝑓 fonksiyonu ward sürekli 

fonksiyon değildir. 

 

Teorem 3.1.7. Ward sürekli iki fonksiyonun toplamı da ward süreklidir. 

Teorem 3.1.8.Ward sürekli fonksiyonun reel bir sayı ile çarpımı da ward süreklidir. 

Sonuç 3.1.9. Ward sürekli fonksiyonların kümesi sürekli fonksiyonların uzayının bir alt 

vektör uzayıdır. 

3.2.İstatistiksel Quasi Cauchy Dizileri 

 

Tanım 3.2.1. ([14]) Reel sayıların herhangi bir alt kümesinden alınan (𝑥𝑛) dizisi için; 

𝑆 − lim (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) = 0 

ise (𝑥𝑛) dizisine istatistiksel quasi Cauchy dizisi denir.  

 

Teorem 3.2.1. İki istatistiksel quasi Cauchy dizisinin toplamı da istatistiksel quasi 

Cauchy dizisidir. 

İspat.  (𝑥𝑛)  ve  (𝑦𝑛) iki istatistiksel quasi Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde  

                           𝑆 −  𝑙𝑖𝑚(𝑥𝑛+1  −  𝑥𝑛) = 0 ve  𝑆 −  𝑙𝑖𝑚(𝑦𝑛+1  −  𝑦𝑛) = 0  

dir. Şimdi bu dizilerin toplamının istatistiksel quasi Cauchy dizisi olup olmadığını 

inceleyelim. 

𝑆 −  𝑙𝑖𝑚((𝑥𝑛+1 + 𝑦𝑛+1)  − (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)) = 𝑆 −  𝑙𝑖𝑚((𝑥𝑛+1  −  𝑥𝑛) + (𝑦𝑛+1  − 𝑦𝑛)) 
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olur. Teorem 2.1.2 den 

𝑆 − 𝑙𝑖𝑚((𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) + (𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛)) 

= 𝑆 − 𝑙𝑖𝑚(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) + 𝑆 − 𝑙𝑖𝑚(𝑦𝑛+1 − 𝑦𝑛) = 0 

bulunur.  

S −  lim((xn+1 + yn+1)  −  (xn + yn)) = S −  lim((xn+1  −  xn) + (yn+1  −  yn)) = 0 

olduğundan (𝑥𝑛) ve (𝑦𝑛) istatistiksel quasi Cauchy dizilerinin toplamı da istatistiksel 

quasi Cauchy dizisidir. 

Teorem 3.2.2. İstatistiksel quasi Cauchy dizisi ile sabit bir c reel sayısının çarpımı da 

istatistiksel quasi Cauchy dizisidir. 

İspat. (𝑥𝑛) dizisi istatistiksel quasi Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde 

𝑆 − 𝑙𝑖𝑚(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) = 0 

dir. Şimdi 𝑐 ∈ ℝ için (𝑐 𝑥𝑛) dizisinin istatistiksel quasi Cauchy dizisi olduğunu 

gösterelim. 

𝑆 −  𝑙𝑖𝑚(𝑐 𝑥𝑛+1  −  𝑐 𝑥𝑛) = 𝑆 −  𝑙𝑖𝑚(𝑐(𝑥𝑛+1  −  𝑥𝑛)) 

olur. Teorem 2.1.2 den 

𝑆 −  𝑙𝑖𝑚(𝑐(𝑥𝑛+1  −  𝑥𝑛)) = 𝑐[𝑆 −  𝑙𝑖𝑚(𝑥𝑛+1  −  𝑥𝑛)] 

elde edilir. 𝑆 −  𝑙𝑖𝑚(𝑥𝑛+1  −  𝑥𝑛) = 0 olduğundan 

              𝑆 − 𝑙𝑖𝑚(𝑐 𝑥𝑛+1 − 𝑐 𝑥𝑛) = 𝑆 − 𝑙𝑖𝑚(𝑐(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)) 

= 𝑐[𝑆 −  𝑙𝑖𝑚(𝑥𝑛+1  −  𝑥𝑛)] = 𝑐0 = 0 

bulunur. 𝑆 −  𝑙𝑖𝑚(𝑐 𝑥𝑛+1  −  𝑐 𝑥𝑛) = 0 ise  (𝑐 𝑥𝑛) dizisi istatistiksel quasi Cauchy 

dizisidir. 

 

Tanım 3.2.2. ([14]) (İstatistiksel Ward Kompakt Küme) A ⸦ ℝ verilsin. Terimleri A 

kümesinden alınan her dizinin bir istatistiksel quasi Cauchy alt dizisi bulunuyor ise A 

kümesine istatistiksel ward kompakt küme denir.  

 

Teorem 3.2.3. İstatistiksel ward kompakt iki kümenin birleşimi de istatistiksel ward 

kompakt kümedir. 
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Tanım 3.2.3. ([14]) (Reel Sayılarda İstatistiksel Ward Süreklilik)  

𝐴 ⊆ ℝ ve 𝑓 ∶ 𝐴 → ℝ olsun. şeklinde tanımlanan bir f fonksiyonu verilsin. Eğer bu 

fonksiyon A kümesinden alınan her (𝑎𝑛) istatistiksel quasi Cauchy dizisini (𝑓(𝑎𝑛)) 

istatistiksel quasi Cauchy dizisine çeviriyor ise f fonksiyonuna istatiksel ward  sürekli 

fonksiyon denir.  

 

Teorem 3.2.4. İstatistiksel ward sürekli iki fonksiyon toplamı da istatistiksel ward  

süreklidir. 

Teorem 3.2.5.  İstatistiksel ward sürekli bir fonksiyonun reel bir sayı ile çarpımı da 

istatistiksel ward süreklidir. 

Sonuç 3.2.6. İstatistiksel ward sürekli foksiyonların kümesi tüm fonksiyonların uzayının 

bir vektör alt uzayıdır.  

3.3.Quasi İstatistiksel Yakınsaklık 

 

Tanım 3.3.1. ([5]) (On Quasi –statistical Convergence, İ. Sakaoğlu Özgüç and T.])  

𝒄 = (𝑐𝑛) pozitif reel sayılardan oluşan bir dizi olmak üzere; 

lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 = ∞ ,  lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝
𝑐𝑛

𝑛
< ∞ verilsin. 

lim
𝑛→∞

1

𝑐𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀| = 0 

ise 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi L noktasına quasi-istatistiksel yakınsaktır denir 

 

Teorem 3.3.1.  𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi L noktasına quasi istatistiksel yakınsak dizi olsun. O halde  

𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi istatistiksel yakınsaktır. 

İspat. 𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝒙 = 𝐿 ve 𝐻 = 𝑠𝑢𝑝𝑛
𝑐𝑛

𝑛
 olsun. 

𝑐𝑛

𝑛
≤ 𝐻 ⇒

1

𝑛
≤

𝐻

𝑐𝑛
  

şeklindedir. Buradan 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤

𝐻

𝑐𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

geçişi yapılabilir.  𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi L noktasına quasi istatistiksel yakınsak olduğundan 

lim
𝑛→∞

1

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 
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olur. H sayısı için 

lim
𝑛→∞

𝐻

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

bulunur. O halde 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ 0 

olur. Ayrıca    0 ≤
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}|   olacağından 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

bulunur. Buradan da 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisinin istatistiksel yakınsak bulunur. 

 

Teorem 3.3.2.  Her yakınsak dizi quasi istatistiksel yakınsak dizidir. 

İspat. Herhangi bir 𝒙 = (𝑥𝑘) yakınsak dizisi alalım ve lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝐿 olsun. 𝜀 > 0 alalım. 

Bu takdirde (𝑥𝑘) dizisi yakınsak olduğundan 𝜀 > 0 için 𝑘 > 𝑘0 olduğunda |𝑥𝑘 − 𝐿| < 𝜀 

olacak biçimde en az 𝑘0 sayısı vardır. Dolayısıyla 

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

ifadesi yazılabilir. O halde her  n  için 𝑐𝑛 > 0  olduğundan 

1

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤
𝑘0

𝑐𝑛
 

yazılabilir. lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 = ∞  olduğundan  lim
𝑛→∞

𝑘0

𝑐𝑛
= 0  olur. Yani  

lim
𝑛→∞

1

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ lim
𝑛→∞

𝑘0

𝑐𝑛
 

bulunur. Ayrıca  

0 ≤
1

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

dır (𝑐𝑛 > 0). Buradan 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ lim
𝑛→∞

𝑘0

𝑐𝑛
 

elde edilir.  
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Sıkıştırma teoreminden 

lim
𝑛→∞

1

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

bulunur. Yani 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi quasi istatistiksel yakınsaktır. 

 

Teorem 3.3.3. 𝒄 = (𝑐𝑛) pozitif reel sayı dizisi ve 𝑑 = 𝑖𝑛𝑓𝑛  
𝑐𝑛

𝑛
  olsun. Eğer 𝒙 = (𝑥𝑘) 

dizisi L noktasına istatistiksel yakınsak ise 𝒙 = (𝑥𝑘)  dizisi L noktasına quasi istatistiksel 

yakınsaktır. 

İspat. 𝑑 = 𝑖𝑛𝑓
𝑐𝑛

𝑛
  olduğundan her 𝑛 ∈  ℕ için 𝑑 ≤

𝑐𝑛

𝑛
 olur. Buradan her 𝑛 ∈  ℕ için 

𝑑

𝑐𝑛
≤

1

𝑛
  olur. Buradan 

0 ≤
𝑑

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}|        . . . (∗) 

ifadesi gerçeklenir.  

(𝛼𝑛) = (0),   (𝛽𝑛) = (
𝑑

𝑐𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}|),  (𝑤𝑛) = (

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}|)  

 olmak üzere (*) eşitsizliğinden  (𝛼𝑛) ≤ (𝛽𝑛) ≤ (𝑤𝑛)  dir.  𝑛 → ∞  için  

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 ≤ lim
𝑛→∞

𝑤𝑛 

olur. Burada lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0 ve 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi L noktasına istatistiksel yakınsak 

olduğundan lim
𝑛→∞

𝑤𝑛 = 0 olur. Sıkıştırma teoreminden lim
𝑛→∞

𝛽𝑛 = 0  elde edilir ve 

lim
𝑛→∞

1

𝑐𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

bulunur. Yani  𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi quasi istatistiksel yakınsaktır. 
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BÖLÜM 4. RHO – İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK VE RHO- 

İSTATİSTİKSEL QUASİ CAUCHY DİZİLERİ 

4.1. S(𝝆) Yakınsaklık  

 

Tanım 4.1.1. ([6, 14]) 𝜌 = (𝜌𝑛) pozitif değerli, azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛 = ∞  olan 

bir dizi, 

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛

𝜌𝑛

𝑛
< ∞ 

 

ve  (𝛥𝜌𝑛) = (𝜌𝑘+1 − 𝜌𝑘)  sınırlı dizi ve L ∈ ℝ olmak üzere  

lim 
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑎𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

ise (𝑎𝑘) dizisine L noktasına  S(𝜌) yakınsak (ρ –istatistiksel  yakınsak) dizi denir. 

𝑆𝜌 − 𝑙𝑖𝑚𝑎𝑘 = 𝐿 

ile gösterilir. S(𝜌) yakınsak diziler, istatistiksel yakınsak dizilerin genelleştirilmiş halidir.  

 

Teorem 4.1.1. Yakınsak her dizi S(𝜌) yakınsak dizidir. 

İspat. 𝒙 = (𝑥𝑘) yakınsak dizisinin S(𝜌) yakınsak dizi olduğunu göstermek için herhangi    

𝜀 > 0 alalım. 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝐿 olsun. Bu takdirde 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi yakınsak olduğundan  𝜀 > 0 

için 𝑘 > 𝑘0 olduğunda 

|𝑥𝑘 − 𝐿| < 𝜀 

olacak biçimde en az bir 𝑘0 pozitif tam sayısı vardır. Dolayısıyla 𝑘 ≥ 𝑘0 olduğunda  

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

olur. 𝜌 = (𝜌𝑛) pozitif değerli, azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛 = ∞ olan bir dizi, 

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛

𝜌𝑛

𝑛
< ∞ 

ve  ( 𝜌𝑛) sınırlı dizi olmak üzere, 

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

 eşitsizliğinin her iki  tarafı 
1

𝜌𝑛
 ile çarpılırsa 

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤

1

𝜌𝑛
𝑘0 

olur. Burada lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝑘0 = 0  dır.  
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0 ≤  |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

olacağından eşitsizliğin her iki  tarafı 
1

𝜌𝑛
 ile çarpılırsa 

0 ≤  
1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

olur.Yani 

0 ≤  
1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤

1

𝜌𝑛
𝑘0 

bulunur. 𝑛 → ∞ için 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝑘0 

Sıkıştırma teoreminden 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

bulunur. Yani 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisi L ∈ ℝ noktasına  S(𝜌) yakınsaktır.  

 

Örnek 4.1.1.    dizisi ve  olmak üzere 

 

şeklinde tanımlansın.Burada   dizisi istatistiksel  yakınsak olduğunu biliyoruz. 

Fakat  alındığında  

  

 

bulunacağından   dizisi  S(  yakınsak dizi olamaz. 

 

Teorem 4.1.2.  𝑆𝜌 − lim 𝒙 = 𝐿1 ,𝑆𝜌 − lim 𝒚 = 𝐿2 ve α ϵ ℝ olmak üzere ; 

i) 𝑆𝜌 − lim (𝒙 + 𝒚) = 𝐿1 + 𝐿2  

ii) 𝑆𝜌 − lim (𝛼𝒙) = 𝛼𝐿1  

dir. 

İspat.  𝒙 = (𝑥𝑘) ve  𝒚 = (𝑦𝑘)  olmak üzere 

i) 𝑆𝜌 − 𝑙𝑖𝑚𝒙 = 𝐿1 olsun. Bu durumda 

𝐴 = {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥ 𝜀/2 } 



24 

 

için A ⸦ ℕ olmak üzere  δ(A) = 0 olduğundan  ε  > 0 verildiğinde Ɐ 𝑘 > 𝑘1 ve  

Ɐ k ϵ ℕ \ A için  |𝑥𝑘 − 𝐿1| < 𝜀/2 olacak biçimde  k ϵ ℕ vardır. 𝑆𝜌 − 𝑙𝑖𝑚𝑦 = 𝐿2  olsun. 

Bu durumda 

𝐵 = {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥ 𝜀/2 } 

için B ⸦ ℕ olmak üzere  δ(B) = 0 olduğundan ε  > 0  için Ɐ k >  𝑘2 ve  Ɐ k ϵ ℕ \ B için 

|𝑦𝑘 − 𝐿2| < 𝜀/2  olacak biçimde 𝑘2 ϵ ℕ vardır. 𝑘0 = 𝑚𝑎𝑥{𝑘1, 𝑘2} olsun. Ɐ k ϵ  ℕ\(A∩B)  

ve Ɐ k > k0 için 

|(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| < |𝑥𝑘 − 𝐿1| + |𝑦𝑘 − 𝐿2| < 𝜀/2 + 𝜀/2 = 𝜀 

bulunur. Buradan Ɐ ε >0 için k ϵ  ℕ\(A∩B)   𝑘 > 𝑘0 olduğunda 

|(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| < 𝜀 … (∗) 

olacak biçimde en az bir 𝑘0 sayısı vardır denilebilir. Yani  

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥
𝜀

2
}| + | {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥

𝜀

2
} | 

bulunur. Buradan 

1

𝜌𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

≤  
1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥

𝜀

2
}| +  

1

𝜌𝑛
| {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥

𝜀

2
} | 

bulunur.  

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

≤ lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥

𝜀

2
}| + lim

𝑛→∞

1

𝜌𝑛
| {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥

𝜀

2
} | 

δ(A) = 0 ve δ(B) = 0 olduğundan  

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| ≤ 0 

bulunur. Ayrıca 

0 ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

dir.  𝜌 = (𝜌𝑛) pozitif değerli, azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛 = ∞ olan bir dizi, 

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛

𝜌𝑛

𝑛
< ∞ 

ve   ( 𝜌𝑛) sınırlı dizi olmak üzere, 
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0/𝜌𝑛 ≤ 1/𝜌𝑛[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] 

Buradan  

0 ≤ 1/𝜌𝑛[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] 

olur. 𝑛 → ∞ için 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1/𝜌𝑛[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝒙 + 𝒚) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] 

bulunur. 𝒙 = (𝑥𝑘) ve  𝒚 = (𝑦𝑘)  yazıldığında 

lim
𝑛→∞

1/𝜌𝑛[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝒙 + 𝒚) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] = 0 

ifadesi elde edilir. 𝑆𝜌 − lim (𝒙 + 𝒚) = 𝐿1 + 𝐿2 olduğu açıkça görülür. 

 

ii) Eğer  α = 0 ise  𝑆𝜌 -lim α.xk = α. 𝑆𝜌-lim xk  = 𝑆𝜌 -lim 0.xk = 𝑆𝜌 -lim 0 = 0  olup, ispat 

aşikârdır.  Şimdi  𝑆𝜌 -lim x  = 𝐿1 yazalım ve α  ≠  0 olsun. Bu takdirde,  A ⊆ ℕ  için   

δ(A) = 0 olduğunda ,    ˃ 0 verildiğinde her k ˃ k0  ve her k ∈ (ℕ ⧵ A)  için 

|𝑥𝑘 − 𝐿1| ˂  



  olacak biçimde  𝑘0 ∈ ℕ  vardır.  Buradan da her k ∈ (ℕ ⧵ A)   ve her  

k ≥ k0 için  |𝛼𝑥𝑘 − 𝛼. 𝐿1|    = |𝛼 |  .
𝜀

|𝛼|
 =    olup, her   ˃ 0 için 𝜌 = (𝜌𝑛) pozitif değerli, 

azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛 = ∞ olan bir dizi,  

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛

𝜌𝑛

𝑛
< ∞ 

ve  ( 𝜌𝑛) sınırlı dizi olmak üzere, lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
 | {𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝛼𝑥𝑘 − 𝛼. 𝐿1|   ≥  } | = 0 

elde edilir. Yani  𝑆𝜌 -lim (α.xk ) = α. 𝐿1  dir.  

 

Teorem 4.1.3. Yakınsak diziler kümesi S(𝜌) yakınsak diziler uzayının bir alt vektör 

uzayıdır. 

İspat. Yakınsak dizilerin kümesi 𝑐 diyelim. S(𝜌) yakınsak dizilerin kümesini ise 𝑊 ile 

gösterelim. Tüm dizilerin uzayı vektör uzayıdır ve S(𝜌) yakınsak dizilerin kümesi tüm 

dizilerin alt uzayı olduğundan 𝑊 vektör uzayıdır. Öte yandan 𝑐 ≠ ∅ dir. 

Ayrıca Teorem 4.1.1 da belirtildiği üzere yakınsak her dizi S(𝜌) yakınsak dizidir. 

Dolayısıyla buradan  𝑐 ⸦ 𝑊 olduğu açıkça görülür. Öte yandan (𝑎𝑛) , (𝑏𝑛) 𝜖 𝑐, 𝛽 𝜖 ℝ için 

(𝑎𝑛) ve (𝑏𝑛) dizilerinin yakınsadığı noktalar sırasıyla 𝑎 ve 𝑏 olmak üzere  

lim
𝑛→∞

[(𝑎𝑛) + (𝑏𝑛)] = lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛) + lim
𝑛→∞

(𝑏𝑛) = 𝑎 + 𝑏 
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olur. Buradan (𝑎𝑛) + (𝑏𝑛) 𝜖 𝑐 olur. Ayrıca  lim
𝑛→∞

𝛽(𝑎𝑛) = 𝛽 lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛) = 𝛽𝑎 olur. 

Buradan 𝛽 𝜖 ℝ için 𝛽(𝑎𝑛) 𝜖 𝑐 olur. O halde yakınsak diziler S(𝜌) yakınsak diziler 

uzayının alt uzayı olduğu ispatlanmış olur. 

4.2. Rho - İstatistiksel Quasi Cauchy Dizileri 

 

Tanım 4.2.1. ([6 ,14]) 𝜌 = (𝜌𝑛) pozitif değerli, azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛 = ∞ olmak 

üzere  ve lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛
𝜌𝑛

𝑛
< ∞ , her 𝑘 > 0 için 𝛥𝑎𝑘 = 𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘 olmak üzere her 𝜀 > 0 için  

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝛥𝑎𝑘| ≥ 𝜀}| = 0 

oluyorsa  (𝑎𝑛) dizisine ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisi denir. 

Yani;  

𝑆𝜌 − lim(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 0 

 ise (𝑎𝑛) dizisine ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisi denir. 

Teorem 4.2.1. 𝐸 ⊆  ℝ, (𝑎𝑘) E kümesinde quasi Cauchy dizisi olsun. 𝑓: 𝐸 → ℝ düzgün 

sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda  (𝑓(𝑎𝑘)) dizisi 𝜌 - istatistiksel quasi Cauchy 

dizisidir. 

İspat.  𝐸 ⊆  ℝ olmak üzere (𝑎𝑘) E kümesinden alınan bir quasi Cauchy dizisi olsun. 𝜀 >

0 sayısını alalım. 𝑓 fonksiyonu  E kümesinde düzgün sürekli ise α ∈ 𝐸 ve 𝛽 ∈ 𝐸 için, 

|𝛼 − 𝛽| < 𝛿  olduğunda |𝑓(𝛼) − 𝑓(𝛽)| < 𝜀 olacak biçimde en az bir 𝜀 a bağlı bir 𝛿 > 0 

sayısı vardır. 

(𝑎𝑘) dizisi quasi Cauchy dizisi olduğundan lim
𝑛→∞

(𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘) = 0 dır. Yani bu 𝛿 > 0 için 

𝑘 ≥ 𝑘0 olduğunda  |𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘| < 𝛿 olacak biçimde en az bir 𝑘0  sayısı vardır. f düzgün 

sürekli olduğundan 𝑘 > 𝑘0 olduğunda |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| < 𝜀 sağlanır..Yani her 𝜀 > 0 

için 𝑘 ≥ 𝑘0 olduğunda 

|𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| < 𝜀 

olacak biçimde en az bir 𝑘0 sayısı vardır. O halde 𝑘 ≥ 𝑘0 olduğunda hiçbir zaman 

|𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀 

olamaz. Buradan da 

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

ifadesi yazılabilir.  Ayrıca 

0 ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| 
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dir . Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

𝜌𝑛
 ile çarpılırsa; 

0 ≤
1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| 

bulunur. Buradan 𝑛 → ∞ için 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| 

olur. 

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

eşitsizliğinin her iki tarafı 
1

𝜌𝑛
 ile çarpılırsa 

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤

1

𝜌𝑛
𝑘0 

elde edilir . 𝑛 → ∞ için 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

𝑘0

𝜌𝑛
 

gerçeklenir.  lim
𝑛→∞

𝜌𝑛 = ∞  olduğundan  lim
𝑛→∞

𝑘0

𝜌𝑛
= 0  dır. Yani 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑛→∞

𝑘0

𝜌𝑛
 

bulunur. O halde sıkıştırma teoreminden 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| = 0 

ifadesi elde edilir. f fonksiyonunu ρ –istatistiksel quasi Cauchy dizisi olduğu ispatlanır. 

 

Tanım 4.2.2. ([6 ,14]) ( ρ -İstatistiksel Ward Kompaktlık ) 

A ⊆ ℝ olmak üzere terimleri A kümesinden alınan her dizinin bir ρ –istatistiksel 

quasi Cauchy  alt dizisi var ise A kümesine ρ –istatistiksel  ward kompakt küme denir. 

 

Teorem 4.2.2.  ρ –istatistiksel  ward kompakt iki kümenin birleşimi de ρ –istatistiksel  

ward kompakt kümedir. 

İspat. X ve Y kümeleri reel sayılar kümesinden iki  ρ –istatistiksel  ward kompakt küme 

olsun. 

s(Y), terimleri Y kümesinde olan bütün dizilerin kümesini göstermek üzere, herhangi bir 

(𝑥𝑛) ∈ 𝑠(𝑋 ∪ 𝑌) alalım. 
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(𝑥𝑛) ∈ (𝑋 ∪ 𝑌) olduğundan (𝑥𝑛) dizisinin sonsuz çoklukta ‘n’ indisine karşılık 

gelen terimleri ya X de ya da Y de bulunur.Diyelim ki Y de bulunsun. Bu takdirde her n 

∈ ℕ için (𝑥𝑗𝑛
) alt dizisini bulmuş olduk. 

Yani (𝑥𝑗𝑛
) ∈ 𝑠(𝑌) olur. Y kümesi ρ –istatistiksel ward kompakt küme olduğundan 

(𝑥𝑗𝑛
) dizisinin bir ρ –istatistiksel quasi Cauchy alt dizisi vardır. Bu diziyi (𝑥𝑗𝑘𝑛

) ile 

gösterelim. Bir dizinin alt dizisinin alt dizisi yine o dizinin alt dizisi olacağından (𝑥𝑗𝑘𝑛
) 

dizisi (𝑥𝑛) dizisinin bir ρ –istatistiksel  quasi Cauchy alt dizisidir. 

Eğer sonsuz çoklukta indislere karşılık gelen terimleri X kümesinde olsaydı Y 

yerine X yazılarak ispat benzer şekilde yapılır. 

 

Tanım 4.2.3. ([6 ,14]) (ρ–İstatistiksel Ward Süreklilik) :  𝑊 ⊆ ℝ ve 𝑓 𝑊 → ℝ olsun.  

W  kümesinden alınan her (𝑎𝑛)  ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisi için, (𝑓(𝑎𝑛)) dizisi 

ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisi oluyorsa f fonksiyonuna ρ –istatistiksel  ward sürekli 

fonksiyon denir. 

 

Teorem 4.2.3. ρ –istatistiksel  ward sürekli iki fonksiyonun toplamı da ρ –istatistiksel  

ward süreklidir. 

İspat.  ve  fonksiyonları ρ –istatistiksel  ward sürekli fonksiyonlar olsun ve  dizisi 

de ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisi olsun.  dizisi bir ρ –istatistiksel  quasi Cauchy 

dizisi ise  

                                             

gerçeklenir. Ayrıca  ve   ρ istatistiksel ward sürekli ise 

                                           

dır. Dolayısı ile 
𝜀

2
> 0 için  lim

𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀/2}| = 0 dir. 

Öte yandan  dır.Dolayısı ile 
𝜀

2
> 0 için   

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑔(𝑎𝑘+1) − 𝑔(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀/2}| = 0 dir. 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑓 + 𝑔)(𝑎𝑘+1) − (𝑓 + 𝑔)(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| = 0 

ifadesi düzenlendiğinde 
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lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |[𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)] + [𝑔(𝑎𝑘+1) − 𝑔(𝑎𝑘)]| ≥ 𝜀}| 

halini alır.    ve    olsun. Bu durumda

 ve  olur. Teorem 4.1.2 den 

                         𝑆𝜌 − lim( + ) = 𝑆𝜌 − lim + 𝑆𝜌 − lim = 0 

bulunur. ve  lerin değerleri yerlerine yazıldığında 

                       

olur. Bir adım daha düzenleme yapacak olursak 

                          

bulunur. Buradan anlaşılır ki  fonksiyonu ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisini yine 

ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisine dönüştürür. Yani  fonksiyonu ρ –istatistiksel  

ward  süreklidir. 

 

Teorem 4.2.4. ρ –istatistiksel  ward  sürekli fonksiyonun reel bir sayı ile çarpımı da ρ –

istatistiksel  ward  süreklidir. 

İspat. 𝑓 fonksiyonu  ρ –istatistiksel  ward  sürekli fonksiyon olsun.  ρ –istatistiksel  

quasi Cauchy dizisi için   dır.  

Burada   yazılırsa   olur. Teorem 4.1.2  den   

                                                      

olur. Yani    bulunur. Buradan  

                                            𝑆𝜌 − lim[𝑐(𝑓(𝑎𝑛+1) − 𝑐𝑓(𝑎𝑛))] = 0  

 

elde edilir. Yani  için  fonksiyonu ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisini, ρ –

istatistiksel  quasi Cauchy dizisine dönüştürür. Yani  fonksiyonu  ρ –istatistiksel  ward 

süreklidir. 
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BÖLÜM 5. BETA DERECELİ RHO – İSTATİSTİKSEL 

YAKINSAKLIK 

 

5.1.  β Dereceli S(𝝆) Yakınsaklık  

 

Bu bölümde 0 < β ≤ 1 olarak kabul edeceğiz. 

Tanım 5.1.1. ([24]) 𝜌 = (𝜌𝑛) pozitif değerli, azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛 = ∞ olan bir 

dizi, 

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛

𝜌𝑛
𝛽

𝑛
< ∞ 

ve  (𝛥𝜌𝑛
𝛽

) = (𝜌𝑘+1
𝛽

− 𝜌𝑘
𝛽

)  sınırlı dizi ve L ∈ ℝ olmak üzere ; 

lim 
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑎𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

ise (𝑎𝑘) dizisine L noktasına β -dereceli   ρ –istatistiksel  yakınsak (ya da S(𝜌𝛽) yakınsak) 

dizi denir ve   𝑆𝜌𝛽 − 𝑙𝑖𝑚𝑎𝑘 = 𝐿   ile gösterilir.  

Teorem 5.1.1. Yakınsak her dizi S(𝜌𝛽) yakınsak dizidir. 

İspat. 𝒙 = (𝑥𝑘) bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑘 = 𝐿 olsun. 𝒙 = (𝑥𝑘) dizisinin S(𝜌𝛽) yakınsak dizi 

olduğunu göstermek için herhangi    𝜀 > 0 alalım. Bu takdirde 𝒙 = (𝑥𝑘)  dizisi yakınsak 

olduğundan bu 𝜀 > 0 için 𝑘 > 𝑘0 olduğunda |𝑥𝑘 − 𝐿| <  𝜀 olacak biçimde en az bir 𝑘0 

sayısı vardır. Dolayısıyla 𝑛 ≥ 𝑘0 olduğunda  

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

olur. 𝜌 = (𝜌𝑛) pozitif değerli, azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛
𝛽

= ∞ olan bir dizi, 

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛

𝜌𝑛
𝛽

𝑛
< ∞ 

ve  ( 𝜌𝑛
𝛽

) sınırlı dizi olmak üzere 

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

 eşitsizliğinin her iki tarafı 
1

𝜌𝑛
𝛽 ile çarpılırsa 

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤
1

𝜌𝑛
𝛽

𝑘0 

olur. Burada   lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽 𝑘0 = 0 dır.  
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Öte yandan 

0 ≤  |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

olacağından eşitsizliğin her iki  tarafı 
1

𝜌𝑛
𝛽 ile çarpılırsa 

0 ≤
1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

elde edilir.Buradan da 

0 ≤
1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤
1

𝜌𝑛
𝛽

𝑘0 

bulunur. 𝑛 → ∞ için 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≤ lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

𝑘0 

eşitsizliği elde edilir. Sıkıştırma teoreminden 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

bulunur. Yani 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi L ∈ ℝ noktasına  S(𝜌𝛽) yakınsaktır. 

 

Teorem 5.1.2.  S(𝜌𝛽) − 𝑙𝑖𝑚𝒙 = 𝐿1 ,S(𝜌𝛽) − 𝑙𝑖𝑚𝒚 = 𝐿2 ve α ϵ ℝ olmak üzere  

i) S(𝜌𝛽) − lim (𝒙 + 𝒚) = 𝐿1 + 𝐿2  

ii) S(𝜌𝛽) − lim (𝛼𝒙) = 𝛼𝐿1  

dir. 

İspat.  𝒙 = (𝑥𝑘) ve  𝒚 = (𝑦𝑘)  olmak üzere 

i)S(𝜌𝛽) − lim 𝒙 = 𝐿1 olsun. Bu durumda 

𝐴 = {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥ 𝜀/2 } 

için A ⸦ ℕ olmak üzere  δ(A) = 0 olduğundan    ε  > 0 verildiğinde Ɐ 𝑘 > 𝑘1 ,Ɐ k ϵ ℕ \ 

A için |𝑥𝑘 − 𝐿1| < 𝜀/2 olacak biçimde  k ϵ ℕ vardır.  𝑆𝜌 − 𝑙𝑖𝑚𝑦 = 𝐿2  olsun. Bu durumda  

𝐵 = {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥ 𝜀/2 }      B ⸦ ℕ olmak üzere  δ(B) = 0 olduğundan  

ε  > 0  için Ɐ k >  𝑘2 ve  Ɐ k ϵ ℕ \ B için 

|𝑦𝑘 − 𝐿2| < 𝜀/2  

olacak biçimde 𝑘2 ϵ ℕ vardır.  

𝑘0 = 𝑚𝑎𝑥{𝑘1, 𝑘2} olsun. Ɐ k ϵ  ℕ\(A∩B)  ve Ɐ k > k0 için 

|(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| < |𝑥𝑘 − 𝐿1| + |𝑦𝑘 − 𝐿2| < 𝜀/2 + 𝜀/2 = 𝜀 

bulunur. Buradan Ɐ ε >0 için k ϵ  ℕ\(A∩B)   𝑘 > 𝑘0 olduğunda 
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|(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| < 𝜀    … (*) 

olacak biçimde en az bir 𝑘0 sayısı vardır denilebilir. 

Yani  

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

≤ |{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥
𝜀

2
}| + | {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥

𝜀

2
} | 

bulunur. Buradan  

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

≤  
1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥
𝜀

2
}| +  

1

𝜌𝑛
𝛽

| {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥
𝜀

2
} | 

bulunur.  

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

≤ lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿1| ≥
𝜀

2
}| + lim

𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

| {𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿2| ≥
𝜀

2
} | 

δ(A) = 0 ve δ(B) = 0 olduğundan  

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| ≤ 0 

bulunur. Ayrıca 

0 ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| olduğundan (𝜌𝑛
𝛽

 ) pozitif değerli, 

azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛
𝛽

= ∞ olan bir dizi 

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛

𝜌𝑛
𝛽

𝑛
< ∞ 

ve   ( 𝜌𝑛
𝛽

)  sınırlı dizi olmak üzere 

0/𝜌𝑛
𝛽

≤ 1/𝜌𝑛
𝛽[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] 

Buradan  

0 ≤ 1/𝜌𝑛
𝛽

[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑥𝑘 + 𝑦𝑘) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] 

olur. 𝑛 → ∞ için 0 ≤ lim
𝑛→∞

1/𝜌𝑛
𝛽[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝒙 + 𝒚) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] olur.  
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𝒙 = (𝑥𝑘) ve 𝒚 = (𝑦𝑘)  yazıldığında 

lim
𝑛→∞

1/𝜌𝑛
𝛽[|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝒙 + 𝒚) − (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}|] = 0 

ifadesi elde edilir. S(𝜌𝛽) − lim (𝒙 + 𝒚) = 𝐿1 + 𝐿2 olduğu açıkça görülür. 

 

ii) Eğer  α = 0 ise   

S(𝜌𝛽) -lim α.xk = α. S(𝜌𝛽)-lim xk  = S(𝜌𝛽) -lim 0.xk = S(𝜌𝛽) -lim 0 = 0 olup, ispat 

aşikârdır.Şimdi  S(𝜌𝛽) -lim x  = 𝐿1 yazalım ve α  ≠  0 olsun. Bu takdirde,  A ⊆ ℕ  için  

δ(A) = 0 olduğunda ,  ˃ 0 verildiğinde her k ˃ k0  ve her k ∈ (ℕ ⧵ A)  için  

|𝑥𝑘 − 𝐿1| ˂  



olacak biçimde  𝑘0 ∈ ℕ  vardır.  Buradan da her k ∈ (ℕ ⧵ A)   ve her 

k ≥ k0 için  |𝛼𝑥𝑘 − 𝛼. 𝐿1|    = |𝛼 |  .
𝜀

|𝛼|
 =    olup, her   ˃ 0 için (𝜌𝑛

𝛽
) pozitif değerli, 

azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛
𝛽

= ∞ olan bir dizi,  

lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛

𝜌𝑛
𝛽

𝑛
< ∞ 

ve  ( 𝜌𝑛
𝛽

) sınırlı dizi olmak üzere, 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

 | {𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝛼𝑥𝑘 − 𝛼. 𝐿1|   ≥  } | = 0 

elde edilir. Yani   S(𝜌𝛽) -lim (α.xk ) = α. 𝐿1  dir.  

 

Teorem 5.1.3. Yakınsak diziler kümesi S(𝜌𝛽) yakınsak diziler uzayının bir alt vektör 

uzayıdır. 

İspat. Yakınsak dizilerin kümesi 𝑐 diyelim. S(𝜌𝛽) yakınsak dizilerin kümesini ise 𝑊 ile 

gösterelim. Tüm dizilerin uzayı vektör uzayıdır ve S(𝜌𝛽) yakınsak dizilerin kümesi tüm 

dizilerin alt uzayı olduğundan 𝑊 vektör uzayıdır. Öte yandan 𝑐 ≠ ∅ dir. 

Ayrıca Teorem 5.1.1 da belirtildiği üzere yakınsak her dizi S(𝜌𝛽) yakınsak dizidir. 

Dolayısıyla buradan  𝑐 ⸦ 𝑊 olduğu  görülür. Öte yandan (𝑎𝑛) , (𝑏𝑛) 𝜖 𝑐 , 𝛽 𝜖 ℝ için (𝑎𝑛) 

ve (𝑏𝑛) dizilerinin yakınsadığı noktalar sırasıyla 𝑎 ve 𝑏 olmak üzere  

lim
𝑛→∞

[(𝑎𝑛) + (𝑏𝑛)] = lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛) + lim
𝑛→∞

(𝑏𝑛) = 𝑎 + 𝑏 olur. Buradan (𝑎𝑛) + (𝑏𝑛) 𝜖 𝑐 olur. 
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Ayrıca  

lim
𝑛→∞

𝛽(𝑎𝑛) = 𝛽 lim
𝑛→∞

(𝑎𝑛) = 𝛽𝑎 

olur. Buradan 𝛽 𝜖 ℝ için 𝛽(𝑎𝑛) 𝜖 𝑐 olur. O halde  yakınsak diziler S(𝜌𝛽) yakınsak diziler 

uzayının alt uzayı olduğu ispatlanmış olur. 

5.2 Beta Dereceli Rho - İstatistiksel Quasi Cauchy Dizileri 

 

Tanım 5.2.1. ([24]) (𝜌𝑛
𝛽

) pozitif değerli, azalmayan bir dizi ve lim
𝑛→∞

𝜌𝑛
𝛽

= ∞ olmak üzere  

ve lim
𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝𝑛
𝜌𝑛

𝛽

𝑛
< ∞ , her 𝑘 > 0 için 𝛥𝑎𝑘 = 𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘 olmak üzere her 𝜀 > 0 için 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝛥𝑎𝑘| ≥ 𝜀}| = 0 

gerçekleniyor ise  (𝑎𝑛) dizisine β - dereceli  ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisi denir. 

Yani 

𝑆(𝜌𝛽) − lim(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 0 

ise (𝑎𝑛) dizisine β - dereceli ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisi denir. 

Teorem 5.2.1. 𝐸 ⊆  ℝ, (𝑎𝑘) E kümesinde quasi Cauchy dizisi olsun. 𝑓 fonksiyonu E 

kümesinde düzgün sürekli fonksiyon olsun. Bu durumda  (𝑓(𝑎𝑘)) dizisi β – dereceli 

𝜌 - istatistiksel quasi Cauchy dizisidir. 

İspat.  𝐸 ⊆  ℝ olmak üzere (𝑎𝑘) E kümesinden alınan bir quasi Cauchy dizisi olsun. 𝜀 >

0 sayısını alalım. 

f fonksiyonu E kümesinde düzgün sürekli ise α ∈ 𝐸 ve 𝛽 ∈ 𝐸 için, |𝛼 − 𝛽| < 𝛿  

olduğunda  

|𝑓(𝛼) − 𝑓(𝛽)| < 𝜀 

olacak biçimde en az bir 𝜀 a bağlı bir 𝛿 > 0 sayısı vardır. (𝑎𝑘) dizisi quasi Cauchy dizisi 

olduğundan  lim
𝑛→∞

(𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘) = 0 dır. Yani bu 𝛿 > 0 için 𝑘 ≥ 𝑘0 olduğunda 

|𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘| < 𝛿 olacak biçimde en az bir 𝑘0  sayısı vardır. f düzgün sürekli olduğundan 

𝑘 > 𝑘0 olduğunda; 

|𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| < 𝜀 

geçişi yapılabilir. Yani her 𝜀 > 0 için 𝑘 ≥ 𝑘0 olduğunda 

|𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| < 𝜀 

olacak biçimde en az bir 𝑘0 sayısı vardır. 
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 O halde 𝑘 ≥ 𝑘0 olduğunda hiçbir zaman 

|𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀 

olamaz. Buradan da 

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

ifadesi yazılabilir. Ayrıca 

0 ≤ |{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| 

gerçeklendiğinden, eşitsizliğin her iki tarafı 
1

𝜌𝑛
𝛽 ile çarpılırsa 

0 ≤
1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| 

bulunur.  𝑛 → ∞ için 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| 

ifadesi elde edilir. 

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤ 𝑘0 

eşitsizliğinin her iki tarafını 
1

𝜌𝑛
𝛽 ile çarpılırsa 

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤
1

𝜌𝑛
𝛽

𝑘0 

elde edilir . 𝑛 → ∞ için 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤ lim
𝑛→∞

𝑘0

𝜌𝑛
𝛽

 

gerçeklenir. lim
𝑛→∞

𝜌𝑛
𝛽

= ∞   olduğundan   lim
𝑛→∞

𝑘0

𝜌𝑛
𝛽 = 0 dır. Buradan 

0 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| ≤ lim
𝑛→∞

𝑘0

𝜌𝑛
𝛽

 

bulunur. Sıkıştırma teoreminden 

 lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| = 0 

bulunur. Buradan da f fonksiyonunun β – dereceli ρ –istatistiksel quasi Cauchy dizisi 

olduğu ispatlanır. 
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Tanım 5.2.2. ([24]) (β - Dereceli ρ -İstatistiksel Ward Kompaktlık ) 

A ⊆ E ve E ⊆ ℝ olmak üzere terimleri A kümesinden alınan her dizinin bir β – 

dereceli ρ –istatistiksel quasi Cauchy  alt dizisi var ise A kümesine β -dereceli ρ –

istatistiksel  ward kompakt küme denir. 

 

Teorem 5.2.2. β -dereceli  ρ –istatistiksel  ward kompakt iki kümenin birleşimi de β -

dereceli ρ –istatistiksel  ward kompakt kümedir.  

İspat. X ve Y kümeleri reel sayılar kümesinden iki β -dereceli ρ –istatistiksel  ward 

kompakt küme olsun. s(Y), terimleri Y kümesinde olan bütün dizilerin kümesini 

göstermek üzere, herhangi bir (𝑥𝑛) ∈ 𝑠(𝑋 ∪ 𝑌) alalım. (𝑥𝑛) ∈ (𝑋 ∪ 𝑌) olduğundan (𝑥𝑛) 

dizisinin sonsuz çoklukta ‘n’ indisine karşılık gelen terimleri ya X de ya da Y de bulunur. 

Diyelim ki Y de bulunsun. Bu takdirde her n ∈ ℕ için (𝑥𝑗𝑛
) alt dizisini bulmuş olduk. 

Yani (𝑥𝑗𝑛
) ∈ 𝑠(𝑌) olur. Y kümesi β -dereceli ρ –istatistiksel  ward kompakt küme 

olduğundan (𝑥𝑗𝑛
) dizisinin bir β -dereceli ρ –istatistiksel  quasi Cauchy alt dizisi vardır. 

Bu diziyi (𝑥𝑗𝑘𝑛
) ile gösterelim. Bir dizinin alt dizisinin alt dizisi yine o dizinin alt dizisi 

olacağından (𝑥𝑗𝑘𝑛
) dizisi (𝑥𝑛) dizisinin bir β - dereceli ρ –istatistiksel  quasi Cauchy alt 

dizisidir. Eğer sonsuz çoklukta indislere karşılık gelen terimleri X kümesinde olsaydı Y 

yerine X yazılarak ispat benzer şekilde yapılır.  

 

Teorem 5.2.3. β -dereceli ρ –istatistiksel  ward sürekli iki fonksiyonun toplamı da  

β -dereceli ρ –istatistiksel  ward süreklidir. 

İspat.  ve  fonksiyonları β -dereceli ρ –istatistiksel  ward sürekli fonksiyonlar olsun ve 

  β -dereceli ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisi olsun. O halde 

𝑆(𝜌𝛽) − lim(𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛) = 0dır.  ve   β -dereceli  ρ istatistiksel ward sürekli ise 

                                          𝑆(𝜌𝛽) − lim(𝑓(𝑎𝑛+1) − 𝑓(𝑎𝑛)) = 0 

ifadesi gerçeklenir. Dolayısı ile 
𝜀

2
> 0 için   

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀/2}| = 0 

elde edilir. Öte yandan 𝑆(𝜌𝛽) − lim(𝑔(𝑎𝑛+1) − 𝑔(𝑎𝑛)) = 0 dır.  
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Dolayısı ile 
𝜀

2
> 0 için   

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑔(𝑎𝑘+1) − 𝑔(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀/2}| = 0 

ifadesi gerçeklenir. 

 lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |(𝑓 + 𝑔)(𝑎𝑘+1) − (𝑓 + 𝑔)(𝑎𝑘)| ≥ 𝜀}| 

ifadesi düzenlendiğinde 

lim
𝑛→∞

1

𝜌𝑛
𝛽

|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |[𝑓(𝑎𝑘+1) − 𝑓(𝑎𝑘)] + [𝑔(𝑎𝑘+1) − 𝑔(𝑎𝑘)]| ≥ 𝜀}| 

halini alır.  

                         ve   

olsun. Bu durumda 𝑆(𝜌𝛽) − lim 𝐴𝑛 = 0 𝑣𝑒 𝑆(𝜌𝛽) − lim 𝐵𝑛 = 0  olur.Teorem 5.1.2 den 

𝑆(𝜌𝛽) − lim(𝐴𝑛 + 𝐵𝑛) = 𝑆(𝜌𝛽) − lim 𝐴𝑛 + 𝑆(𝜌𝛽) − lim 𝐵𝑛 = 0
 

bulunur.  ve  

değerleri yerleştirildiğinde 

𝑆(𝜌𝛽) − lim([ 𝑓(𝑎𝑛+1) − 𝑓(𝑎𝑛)] + [ 𝑔(𝑎𝑛+1) − 𝑔(𝑎𝑛)]) = 0 

elde edilir. Buradan 

𝑆(𝜌𝛽) − lim([ 𝑓(𝑎𝑛+1) + 𝑔(𝑎𝑛+1)] − [ 𝑓(𝑎𝑛+1) + 𝑓(𝑎𝑛)]) = 0 

bulunur.  fonksiyonu ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisini yine β – dereceli ρ –

istatistiksel  quasi Cauchy dizisine dönüştürür. Yani  fonksiyonu β – dereceli ρ –

istatistiksel  ward  süreklidir. 

 

Teorem 5.2.4. β – dereceli ρ –istatistiksel  ward  sürekli fonksiyonun reel bir sayı ile 

çarpımı da β – dereceli ρ –istatistiksel  ward  süreklidir. 

İspat. f fonksiyonu  β – dereceli ρ –istatistiksel  ward  sürekli fonksiyon olsun.   

β – dereceli ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisi için f  β – dereceli ρ –istatistiksel  ward  

sürekli ise    𝑆(𝜌𝛽) − lim(𝑓(𝑎𝑛+1) − 𝑓(𝑎𝑛)) = 0   dır. Burada   

olsun. Dolayısıyla 𝑆(𝜌𝛽) − lim 𝐴𝑛 = 0 olur. Teorem 5.1.2  den   

𝑆(𝜌𝛽) − limc 𝐴𝑛 = 𝑐. 0 = 0 

olur. Buradan 

                                            𝑆(𝜌𝛽) − lim[𝑐(𝑓(𝑎𝑛+1) − 𝑐𝑓(𝑎𝑛))] = 0  



38 

 

elde edilir. Yani  için  fonksiyonu β – dereceli ρ –istatistiksel  quasi Cauchy 

dizisini, β – dereceli ρ –istatistiksel  quasi Cauchy dizisine dönüştürür. Yani  

fonksiyonu  β – dereceli ρ –istatistiksel  ward süreklidir. 
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SONUÇ 

 

Bu çalışmada istatistiksel rho – quasi Cauchy dizileri reel uzayda ele alınmış olup, 

şu ana kadar yapılan araştırmalar incelenmekle birlikte daha önceki yapılan 

araştırmalarda yer almamış olan bazı teoremler de sunulmuştur. 
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