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DEĞİŞKEN ÜSLÜ LEBESGUE UZAYLARDA LAPLACE-BESSEL

OPERATÖRÜNE BAĞLI MAKSİMAL OPERATÖRLER

Esra KAYA

Matematik, Doktora Tezi, 2018

Tez Danışmanı : Prof. Dr. İsmail EKİNCİOĞLU

ÖZET

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci

bölümde, çalışmamız için gerekli olan temel tanım ve teoremler verilmiş, Lebesgue ve ağır-

lıklı Lebesgue uzayları takdim edilmiştir. Üçüncü bölümde, değişken üslü Lebesgue uzayları

tanıtılarak bu uzayların temel özelliklerine yer verilmiştir. Dördüncü bölüm, genelleştirilmiş

öteleme operatörü ve temel özelliklerini içermektedir. Ayrıca bu bölümde, genelleştirilmiş

öteleme operatörünün Lebesgue ve değişken üslü Lebesgue uzaylarında sınırlılık problemi

incelenmiştir. Beşinci bölüm, tezin orijinal sonuçlarını içeren kısmıdır. Son bölümde, Bn-

maksimal operatörünün değişken üslü Lebesgue uzaylarında sınırlılığı ispatlanmıştır.

Anahtar Kelimeler: Bn-maksimal operatör, Değişken üslü Lebesgue uzayları, Genelleş-

tirilmiş öteleme operatör.
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MAXIMAL OPERATORS RELATED TO LAPLACE-BESSEL

OPERATORS ON VARIABLE EXPONENT LEBESGUE SPACES

Esra KAYA

Mathematics, Ph.D. Thesis, 2018

Thesis Supervisor : Prof. Dr. İsmail EKİNCİOĞLU

SUMMARY

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to introduction.

In the second chapter, the basic definitions and theorems that we would need in our study

were given. Also, Lebesgue spaces and weighted Lebesgue spaces defined. In third chapter,

variable exponent Lebesgue spaces are introduced and the basic features of these space

are given. The fourth chapter includes the generalized translation operator and its basic

properties. Also in this chapter, the boundedness problem of the generalized shift operator

on variable exponent Lebesgue spaces has been investigated. In the final chapter, the

boundedness of the Bn-maximal operator on variable exponent Lebesgue spaces is proved.

Keywords: Bn-maximal operator, Generalized shift operator, Variable exponent Lebes-

gue spaces.
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1. GİRİŞ

Değişken üslü fonksiyon uzayları ile ilgili çalışmalarda, son yıllarda büyük bir ge-

lişme söz konusudur. Bu uzaylar, literatürde ilk olarak 1931 yılında Orlicz tarafından ya-

yınlanan bir makale ile ortaya çıkmıştır (Orlicz, 1931). Orlicz, Lp(·) değişken üslü fonksiyon

uzaylarını, reel sayı uzaylarında göz önüne aldı ve bu uzaylarda Hölder eşitsizliğini ispat-

ladı.

Değişken üslü fonksiyon uzayları modüler fonksiyon uzayları ile ilgilidir. Modüler

fonksiyon uzayları, sistematik olarak ilk Nakano tarafından çalışılmıştır (Nakano, 1950,

1951). Bu çalışmalar incelendiğinde, modüler fonksiyon uzaylarının pek çok matematikçi

tarafından çalışıldığı görülmektedir. Daha sonra, modüler fonksiyon uzaylarında, Hudzik,

Kaminska ve Musielak önemli çalışmalar yapmıştır. Bu uzaylar ile ilgili kapsamlı bilgi için

Musielak tarafından yayınlanan (Musielak, 1983) monografisine bakılabilir.

Harmonik analiz, kısmi diferensiyel denklemler, potansiyel teori ve uygulamalı ma-

tematik alanlarında pek çok problem, değişken üslü fonksiyon uzaylarında ele alınmıştır.

Özellikle değişken üslü fonksiyon uzayları, mühendislik matematik uygulamalarında ge-

reklidir. Son yıllarda pek çok matematikçi tarafından ele alınan bazı güncel problemler

çözülmeye çalışıldığında, klasik fonksiyon uzaylarının yetersiz olduğu fark edilmiştir. Bu

problemlerden bazıları, lineer olmayan elastisite teorisi, akışkanlar mekaniği, matematiksel

modelleme ve lineer olmayan kısmi diferensiyel denklem problemleridir. Bu durum, yeni

fonksiyon uzaylarının tanımlanmasını ve çalışılmasını gerektirmiştir. Bu uzaylardan biri de

değişken üslü Lebesgue uzaylarıdır.

Lp(·)(R) olarak gösterilen değişken üslü Lebesgue uzayları, Sharapudinov tarafın-

dan geliştirilmiştir. Bu araştırmalar, Tsenov’un 1961 yılında yayınlanan makalesinde ortaya

çıkmıştır (Tsenov, 1961). Ayrıca, değişken üslü uzaylardaki çalışmaların bir sonraki önemli

adımı, 1990 ların başında Kováčik ve Rákosník tarafından yayınlanan bir makale ile olmuş-

tur (Kováčik ve Rákosník, 1991).

Değişken üslü Lebesgue uzayları, klasik Lebesgue uzaylarının bir genellemesi olup,

Lp klasik Lebesgue uzaylarına benzer pek çok özelliğe sahiptir. Bununla birlikte, Lp(·)

değişken üslü Lebesgue uzayları Banach fonksiyon uzayıdır. p(·) : Rn → (0,∞) üs fonksi-

yonu için, Lp(·) değişken üslü Lebesgue uzayı quasi-Banach uzayıdır. Ayrıca, değişken üslü
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Lebesgue uzaylarındaki p(·) değişken üs fonksiyonu, log-Hölder süreklilik şartını sağlar. Ge-

nelleştirilmiş öteleme operatörü ile elde edilen singüler integrallerin sınırlılığı için log-Hölder

süreklilik şartının sağlanmasının yanı sıra maksimal operatörlerin sınırlılığını göstermeye

de ihtiyacımız var. Dolayısıyla, Guliyev tarafından tanımlanan Bn-maksimal operatörün

Lp(·),γ(Rn
+) uzayında sınırlı olması bizim için temel sonuçtur. Bu sonuç ilk olarak kla-

sik maksimal operatörler için Cruz-Uribe, Fiorenza, Martell ve Pérez tarafından Lp(·)(Rn)

uzayında ispatlandı (Cruz-Uribe vd., 2006) ve sistematik olarak Cruz-Uribe ve Fiorenza

tarafından geliştirildi (Cruz-Uribe ve Fiorenza, 2013). Burada, en önemli hipotez değiş-

ken üs fonksiyonlarının regülerliği, yani log-Hölder süreklilik şartını sağlamasıdır. Diening

bu şartı, Ω sınırlı bir bölge olmak üzere, klasik maksimal operatörün sınırlılığını Lp(·)(Ω)

uzayında göstermek için kullanmıştır (Diening, 2004). Bununla birlikte, Diening eğer üs

fonksiyonu kompakt bir kümenin dışında sabit ise, maksimal operatörün Lp(·)(Rn) uzayında

sınırlı olduğunu göstermiştir. Bu problemler, Ω nın sınırlı olmadığı durumda Cruz-Uribe,

Fiorenza ve Neugebauer (Cruz-Uribe vd., 2003) ve Nekvinda (Nekvinda, 2007) tarafından

ele alınmış ve incelenmiştir.

Maksimal operatörün sınırlılığı, pek çok konvolüsyon tipli singüler integral ope-

ratörlerin sınırlılığını elde etmekte önemli rol oynamaktadır. Mihlin (Mihlin, 1962) ve Cal-

derón ve Zygmund (Calderón ve Zygmund, 1956) tarafından incelenen bu singüler integral

operatörler, Harmonik Analiz ve özellikle kısmi diferensiyel denklemler teorisinde önemli

bir yere sahiptir. Bu çalışmada ele alacağımız Bn-maksimal operatör, Laplace Bessel ope-

ratörü ile ilgili konvolüsyon tipli singüler integral operatörlerin sınırlılığında önemli bir yere

sahiptir.

Laplace-Bessel diferensiyel operatör ∆Bn =
n−1∑
i=1

∂2

∂x2i
+ Bn, Bn =

∂2

∂x2n
+

γ

xn
.
∂

∂xn
,

γ > 0 ile ilgili konvolüsyon tipli singüler integral operatörlerin Lp,γ(Rn
+) uzayındaki sınırlı-

lığı ilk olarak Klyuchantsev (Klyuchantsev, 1970) ve Kipriyanov ve Klyuchantsev (Kipriya-

nov ve Klyuchantsev, 1970) tarafından tanımlandı ve incelendi. Aliev ve Gadjiev (Aliev ve

Gadjiev, 1992), Gadjiev ve Guliyev (Gadjiev ve Guliyev, 2005), Guliyev ve Isayev (Guliyev

ve Isayev, 2013), Ekincioğlu ve Şerbetçi (Ekincioğlu ve Şerbetçi, 1999, 2005) ve Ekincioğlu

(Ekincioğlu, 2010), Lp,γ(Rn
+) uzayında Bn-singüler integrallerin sınırlılığını çalışmışlardır.

Maksimal fonksiyonlar, singüler integral operatörler, potansiyel operatörler ve ∆Bn-

Laplace-Bessel diferensiyel operatör ile ilgili konular, Fonksiyonel analiz ve uygulamala-
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rında önemli diferensiyel operatör olarak bilinirler ve K. Stempak (Stempak, 1991), I. Kip-

riyanov ve M. Klyuchantsev (Klyuchantsev, 1970; Kipriyanov ve Klyuchantsev, 1970), L.

Lyakhov (Lyakhov, 1983, 1997), A.D. Gadjiev ve I.A. Aliev (Gadjiev ve Aliev, 1988, 1992),

V.S. Guliyev (Guliyev, 1998, 2003), V.S. Guliyev ve F.A. Isayev (Guliyev ve Isayev, 2013),

İ. Ekincioğlu (Ekincioğlu, 2010), İ. Ekincioğlu ve A. Şerbetçi (Ekincioğlu ve Şerbetçi, 1999,

2005) gibi pek çok matematikçi tarafından çalışılmıştır.

Bu çalışmada, Lp(·) uzayının arzu edilmeyen bazı özellikleri ile karşı karşıya kal-

dık. Örneğin, öteleme operatörü Lp(·) uzayında sürekli değildir. Çünkü, p(·) sabitten farklı

olduğunda, f ∈ Lp(·) için τyf = f(x − y) ̸∈ Lp(·) dir. Sonuç olarak, g ∈ L1 için kon-

volüsyon sürekli değildir, yani, ∥f ∗ g∥p(·) � C ∥g∥1∥f∥p(·) dir. Eğer p(·), düzgün ve

|p(x)−p(y)| ≤ C
∣∣ ln |x−y|

∣∣−1 lokal süreklilik şartını sağlarsa φ ∈ C∞
0 (Rn) için bu mümkün-

dür. Diening (Diening, 2004), M Hardy-Littlewood maksimal operatörün sürekliliği için bu

özelliği kullanmıştır. Eğer p(·) yeterince büyük BR yuvarının dışında sabit ve lokal düzgün

süreklilik şartlarını sağlarsa bu durumda M Hardy-Littlewood maksimal operatör Lp(·)(Rn)

uzayında süreklidir (Diening, 2004). Özellikle Lp(·)(Rn) uzayında f ∗ φε → f sağlanır. Bu-

rada φε(x) = ε−dφ(x/ε) dir. Bu bağlamda, p(·) için süreklilik modülü, maksimal operatör

için bir sınırlayıcıdır. Bununla birlikte, düzgün lokal süreklilik şartı, Hardy-Littlewood mak-

simal operatörün sürekliliği için yeterli midir sorusu ortaya çıkıyor. Bu sorunun cevabı, p(·)

nin herhangi bir büyük yuvarın dışında sabit olması durumunda evettir.

M klasik maksimal operatörlerin Lp(·)(Rn) değişken üslü Lebesgue uzaylarında sı-

nırlılığı birçok matematikçi tarafından ispatlanmıştır. Bununla birlikte Bn-maksimal ope-

ratörlerin Lp,γ(Rn
+) Lebesgue uzaylarında sınırlılığı elde edilmiştir (Guliyev, 2003). Bu so-

nuçlar bizi, ∆Bn-Laplace-Bessel diferensiyel operatör ile elde edilen maksimal operatörleri

(Bn-maksimal operatör) değişken üslü Lebesgue uzaylarda incelemeye motive etmiştir.

Bu çalışmada, değişken üslü Lebesgue uzaylarda Bn-maksimal operatörlerin sınır-

lılığı incelenecektir. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci bölümde, çalısmamız

için gerekli olan temel tanım ve teoremler verilmiş, Lebesgue uzayları ve ağırlıklı Lebesgue

uzayları takdim edilmiştir. Üçüncü bölümde, değişken üslü Lebesgue uzayları tanıtılarak

bu uzayların temel özelliklerine yer verilmiştir. Dördüncü bölüm, genelleştirilmiş öteleme

operatörü ve temel özelliklerini içermektedir. Ayrıca bu bölümde, genelleştirilmiş öteleme

operatörünün Lebesgue ve değişken üslü Lebesgue uzaylarında sınırlılık problemi incelen-
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miştir. Beşinci bölüm, tezin orijinal sonuçlarını içeren kısmıdır. Son bölümde, Bn-maksimal

operatör tanıtılarak Bn-maksimal operatörünün değişken üslü Lebesgue uzaylarında sınır-

lılığı elde edilmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanım ve Teoremler

Tanım 2.1.1. Ω bir küme olsun. Ω nın alt kümelerinin bir A sınıfı için aşağıdaki özellikler

sağlanıyorsa bu durumda A sınıfına Ω kümesi üzerinde bir cebirdir denir.

i. Ω ∈ A,

ii. Her E ∈ A için Ec = Ω\E ∈ A,

iii. k = 1, 2, . . . , n için Ek ∈ A ise
n∪

k=1

Ek ∈ A.

Eğer (iii) şartı yerine, her n ∈ N için En ∈ A ⇒
∪∞

n=1En ∈ A özelliği alınırsa A cebirine

σ-cebiri adı verilir.

Tanım 2.1.2. Ω bir küme ve A da Ω üzerinde bir σ-cebiri olsun. Bu durumda (Ω,A)

ikilisine ölçülebilir uzay, A daki her bir kümeye de A-ölçülebilir küme veya kısaca ölçülebilir

küme adı verilir.

Tanım 2.1.3. (Ω,A) ölçülebilir uzay ve µ : A → R bir fonksiyon olsun. Eğer µ fonksiyonu

i. µ(∅) = 0,

ii. Her A ∈ A için 0 ≤ µ(A) ≤ ∞,

iii. Her ayrık (An) dizisi için µ(
∞∪
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An)

özelliklerini sağlıyorsa µ fonksiyonuna Ω üzerinde ölçü denir. (Ω,A, µ) üçlüsüne de ölçü

uzayı adı verilir.

Tanım 2.1.4. (Ω,A, µ) bir ölçü uzayı olsun. Eğer bir önerme, ölçüsü sıfır olan bir küme

veya A ya ait olmadığında sıfır ölçülü bir küme tarafından kapsanan bir kümenin tümleyeni

üzerinde doğru ise, bu önerme hemen her yerde doğrudur denir ve kısaca h.h.y şeklinde

yazılır. Bir önermenin doğru olmadığı Ω noktalarının kümesi sıfır ölçülü bir küme veya

sıfır ölçülü bir küme tarafından kapsanıyorsa, o önerme hemen hemen her Ω için doğrudur

denir.
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Tanım 2.1.5. (Ω,A) ölçülebilir uzay ve f reel değerli bir fonksiyon olsun. Her α ∈ R için

f−1
(
(α,+∞)

)
= {x ∈ Ω : f(x) > α} ∈ A

ise bu durumda f fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir. Ω üzerindeki ölçülebilir fonksi-

yonların ailesi M(Ω,A) ile gösterilir.

Tanım 2.1.6. V boş olmayan bir küme ve F bir cisim olsun. Eğer V , toplama + : V ×V →
V ve skaler çarpma · : F × V → V işlemlerine göre değişmeli grup ise bu durumda V , F

cismi üzerinde bir vektör uzayıdır denir, burada F cismi, R veya C olabilir.

Tanım 2.1.7. V , F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. ∥ ·∥ : V → R+∪{0} fonksiyonu,

her x, y ∈ V ve α ∈ F skaleri için

i. ∥x∥ ≥ 0 ve ∥x∥ = 0 ⇔ x = θ,

ii. ∥αx∥ = |α| ∥x∥,

iii. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

özelliklerini sağlarsa, ∥ ·∥ fonksiyonuna V üzerinde bir norm ve (V, ∥ ·∥) ikilisine de normlu

uzay denir.

Tanım 2.1.8. V , F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. ∥ ·∥ : V → R+∪{0} fonksiyonu,

her x, y ∈ V ve α ∈ F skaleri için

i. ∥x∥ ≥ 0,

ii. ∥αx∥ = |α| ∥x∥,

iii. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

özelliklerini sağlarsa, ∥ · ∥ fonksiyonuna V üzerinde bir semi-norm denir.

Bu tanımda (iii) özelliği yerine ∥x+ y∥ ≤ C (∥x∥+ ∥y∥), C > 0 olması durumunda

∥ · ∥ fonksiyonuna V üzerinde bir quasi-norm adı verilir.

Tanım 2.1.9. X ve Y iki lineer uzay ve T : X → Y bir operatör olsun. Her x, y ∈ X ve

α, β ∈ F için T (αx+βy) = αT (x)+β T (y) ise bu durumda T operatörüne lineer operatör

denir.
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Tanım 2.1.10. X ve Y normlu uzaylar ve T : X → Y lineer operatör olsun. Eğer her

x ∈ X için ∥Tx∥ ≤ C ∥x∥ olacak şekilde C sabit sayısı varsa T operatörüne sınırlı lineer

operatör denir.

Tanım 2.1.11. X ve Y iki normlu uzay, T : X → Y lineer operatör ve x0 ∈ X olsun.

Eğer verilen her ε > 0 sayısına karşılık ∥x − x0∥ < δ şartını sağlayan her x ∈ X için

∥Tx−Tx0∥ < ε olacak şekilde bir δ > 0 sayısı varsa T operatörüne x0 noktasında süreklidir

denir.

Tanım 2.1.12. X ve Y normlu uzaylar ve T : X → Y lineer operatör olsun. Bu durumda

T operatörünün sürekli olması için gerek ve yeter şart T nin sınırlı olmasıdır (Kreyszig,

1989).

Tanım 2.1.13. X ⊂ R, f : X → R fonksiyonu X kümesinde sınırlı olsun. d = d(X), X

kümesinin çapı olmak üzere ωf : (0, d] → R+,

ωf (δ) = ωf (δ;X) = sup{|f(x1)− f(x2)| : x1, x2 ∈ X, |x1 − x2| ≤ δ}

fonksiyonuna f nin X kümesinde süreklilik modülü denir. X kümesinin çapı, d(X) =

sup{d(x, y) : x, y ∈ X} dir.

Tanım 2.1.14. X ⊂ R, f : X → R bir fonksiyon olsun. Eğer her ε > 0 sayısı ve her

x1, x2 ∈ X için |x1−x2| < δ olduğunda |f(x1)−f(x2)| < ε olacak şekilde sadece ε sayısına

bağlı bir δ = δ(ε) > 0 sayısı varsa, f fonksiyonuna X kümesinde düzgün süreklidir denir.

Tanım 2.1.15. X ⊂ Rn boş olmayan açık bir küme ve f , X kümesinde sürekli reel veya

kompleks değerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

supp(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= 0}

kümesine f fonksiyonunun desteği denir. Eğer supp(f), X de kompakt bir küme ise f

fonksiyonuna X kümesinde kompakt desteğe sahiptir denir (Stein, 1993).

2.2. Schwartz Uzayları

Rn, n-boyutlu öklid uzayı olsun. x = (x1, . . . , xn) ve ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn için

(x, ξ) = x1ξ1 + . . . + xnξn, x = (x′, xn) ∈ Rn ve x′ ∈ Rn−1, |x| = (x, x)1/2 olmak üzere

Rn
+ = {x = (x1, . . . , xn) : xn > 0} ile gösterilir.
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Tanım 2.2.1. α = (α1, ..., αn) ve β = (β1, ..., βn) multi-indisler olmak üzere f fonksiyonu

Rn üzerinde her mertebeden türevleri var ve tüm türevler bir polinomla çarpıldığında

sonsuzda hızla azalan, yani,

ϱα,β(f) = sup
x∈Rn

|xβDαf(x)| = Cα,β < ∞

ise bu durumda f fonksiyonu Schwartz uzayına aittir denir ve f ∈ S(Rn) ile gösterilir,

burada xβ = xβ1
1 xβ2

2 . . . xβn
n , Dα =

∂α1

∂xα1
1

∂α2

∂xα2
2

. . .
∂αn

∂xαn
n

ve ϱα,β(f), f fonksiyonunun Sch-

wartz semi normudur. Bn =
∂2

∂x2n
+

γ

xn

∂

∂xn
, γ > 0 Bessel diferensiyel operatör olmak üzere

S+ = S+(Rn
+) Schwartz uzayı ve

Dα
γ := Dα′

x′Bαn

n = Dα1
1 . . . D

αn−1

n−1 Bαn

n =
∂α1

∂xα1
1

. . .
∂αn−1

∂x
αn−1

n−1

Bαn

n

olsun. Bu durumda f ∈ S+ için sup
x∈Rn

+

|xβDα
γ f(x)| < ∞ dir.

Tanım 2.2.2. f ∈ S+ olsun. Bu durumda f fonksiyonunun Fourier-Bessel ve ters Fourier-

Bessel dönüşümleri sırasıyla

FBf(x) =

∫
Rn
+

f(y)e−i(x′,y′)j γ−1
2
(xnyn) y

γ
ndy ve F−1

B f(x) = Cn,γ FBf(−x)

şeklinde tanımlanır, burada jγ(t) normalleştirilmiş Bessel fonksiyonu, (x′, y′) = x1y1 +

x2y2 + . . .+ xn−1yn−1 ve Cn,γ = (2π)n−12γ−1Γ2(γ+1
2 ) = 2

πω(2, γ) dır.

Yukarıdaki tanımda verilen Fourier-Bessel dönüşümü,

△Bn =
n−1∑
i=1

∂2

∂x2i
+

∂2

∂x2n
+

γ

xn

∂

∂xn
, γ > 0

△Bn Laplace-Bessel operatörü ile ilgilidir (Aliev, 1987).

Tanım 2.2.3. f ve g, Rn uzayında tanımlı ve ölçülebilir iki fonksiyon olsun.

h(x) = f ∗ g(x) =
∫
Rn

f(x− y)g(y)dy

şeklinde yazılan h fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarının konvolüsyonu denir.
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2.3. Lebesgue Uzayları

Tanım 2.3.1. (Ω,A, µ) ölçü uzayı olsun. 0 < p < ∞ olmak üzere

Lp(Ω) =

{
f ∈ M(Ω,A) :

∫
Ω
|f |pdµ < ∞

}
kümesine p-ninci mertebeden integrallenebilen fonksiyonlar sınıfı denir. Lp uzayında norm

∥f∥Lp(Ω) =


(∫

Ω

|f |pdµ
)1/p

, 1 ≤ p < ∞

ess sup
x∈Ω

|f(x)| , p = ∞

şeklinde tanımlanır.

Tanım 2.3.2. (Ω,A, µ) ölçü uzayı, K ⊂ Ω herhangi bir kompakt küme ve f Lebesgue

ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere ∫
K
|f |dµ < ∞

ise f fonksiyonuna Ω üzerinde lokal integrallenebilir fonksiyon denir ve f ∈ Lloc
1 (Ω) ile

gösterilir.

Tanım 2.3.3. 1 ≤ p, q ≤ ∞ için T : Lp(Rn) → Lq(Rn) bir operatör olsun. Eğer her

f ∈ Lp(Rn) için

∥Tf∥Lq ≤ C ∥f∥Lp

ise T operatörüne (p, q) kuvvetli tiplidir denir, burada C > 0 sayısı f fonksiyonundan

bağımsızdır. Ayrıca, µ bir ölçü olmak üzere her t > 0 ve q < ∞ için

µ({x : |Tf(x)| > t}) ≤
(
C ∥f∥p

t

)q

ise T operatörüne (p, q) zayıf tiplidir denir, burada C sayısı, t ve f den bağımsızdır.

Teorem 2.3.4. (Marcinkiewicz İnterpolasyon Teoremi) 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞ ve T , Lp0 ∪Lp1

uzayında tanımlı altlineer operatör olsun. Eğer T operatörü, (p0, p0) zayıf tipli ve (p1, p1)

zayıf tipli ise bu durumda her p0 < p < p1 için (p, p) kuvvetli tiplidir.
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Teorem 2.3.5. (Riesz-Thorin İnterpolasyon Teoremi) 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ ∞ ve θ ∈ (0, 1)

olsun. 1 ≤ p, q ≤ ∞ için

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
ve

1

q
=

1− θ

q0
+

θ

q1

olarak tanımlayalım. Eğer

∥Tf∥Lq0
≤ N0 ∥f∥Lp0

, f ∈ Lp0

∥Tf∥Lq1
≤ N1 ∥f∥Lp1

, f ∈ Lp1

olmak üzere T lineer operatör ise bu durumda her f ∈ Lp için

∥Tf∥q ≤ N1−θ
0 N θ

1 ∥f∥p

dir. Dolayısıyla T operatörü Lp uzayından Lq uzayına sınırlı bir dönüşümdür.

Tanım 2.3.6. 0 < p < ∞, f integrallenebilir bir fonksiyon ve γ > 0 olsun. Lp,γ(Rn
+)

Lebesgue uzayı, ∥f∥Lp,γ(Rn
+) < ∞ özelliğini sağlayan ölçülebilir fonksiyonlar kümesidir,

burada

∥f∥Lp,γ(Rn
+) =


( ∫

Rn
+

|f(x)|p xγndx
)1/p

, 1 ≤ p < ∞

ess sup
x∈Rn

+

|f(x)| , p = ∞

dir.

Tanım 2.3.7. (Hardy-Littlewood Maksimal Operatör) f ∈ Lloc
1 (Rn) olsun. f fonksi-

yonunun Hardy-Littlewood maksimal operatörü

Mf(x) = sup
r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|f(x)|dy

şeklinde tanımlanır, burada B(x, r) = {y ∈ Rn : |x − y| < r}, x merkezli r yarıçaplı

yuvardır.

Tanım 2.3.8. (Bn-Maksimal Operatör) f ∈ Lloc
1,γ(Rn

+) olsun. Bn-maksimal operatör

Mγf(x) = sup
r>0

|B+(0, r)|−1
γ

∫
B+(0,r)

T y|f(x)| yγndy

şeklinde tanımlanır (Guliyev, 1998, 2003).
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Teorem 2.3.9. (Hölder Eşitsizliği) 1 ≤ p ≤ ∞, 1 < p′ < ∞ ve
1

p
+

1

p′
= 1 olsun. Eğer

f ∈ Lp,γ ve g ∈ Lp′,γ ise bu durumda fg ∈ L1,γ dır. Yani

∥fg∥L1,γ ≤ ∥f∥Lp,γ∥g∥Lp′,γ

dir.

Teorem 2.3.10. (Minkowski Eşitsizliği) 1 ≤ p ≤ ∞ olsun. Her f, g ∈ Lp,γ için

∥f + g∥Lp,γ ≤ ∥f∥Lp,γ + ∥g∥Lp,γ

dir.

Teorem 2.3.11. (Jensen Eşitsizliği) (X,A, µ), µ(X) = 1 olmak üzere sonlu bir ölçü uzayı

olsun. Eğer her x ∈ X için f fonksiyonu a < f(x) < b olmak üzere L1(X,µ) de reel bir

fonksiyon ve φ, (a, b) aralığında konveks ise bu durumda

φ

(∫
X
fdµ

)
≤

∫
X
φ ◦ fdµ

dir (Diening vd., 2017).

Teorem 2.3.12. (Young Eşitsizliği)
1

r
+1 =

1

p
+

1

q
olmak üzere 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ olsun. Bu

durumda f ∈ Lp ve g ∈ Lq için

∥f ∗ g∥Lr ≤ ∥f∥Lp∥g∥Lq

dir (Diening vd., 2017).

Teorem 2.3.13. (Monoton Yakınsaklık Teoremi) fn : R → [0,∞] (Lebesgue) ölçülebilir

fonksiyonların monoton artan bir dizisi olsun. Eğer (fn) dizisi f fonksiyonuna yakınsak ise,

bu durumda ∫
R
fdµ = lim

n→∞

∫
R
fndµ

dir.

Teorem 2.3.14. (Lebesgue Baskın Yakınsaklık Teoremi) fn : R → [−∞,∞], f(x) =

lim
n→∞

fn(x) olmak üzere (Lebesgue) ölçülebilir fonksiyonların dizisi olsun. Her bir x ∈ R



12

için |fn(x)| ≤ g(x) olmak üzere g : R → [0,∞] fonksiyonu integrallenebilir olsun. Bu

durumda her bir n için fn dizisi gibi f fonksiyonu da integrallenebilirdir ve

lim
n→∞

∫
R
fndµ =

∫
R

lim
n→∞

fndµ =

∫
R
fdµ

dir.

Lemma 2.3.15. p(·) ∈ P log(Rn) ve 1 ≤ p− ≤ p+ ≤ ∞ olsun. Bu durumda X noktasını

içeren her B ⊂ Rn yuvarı ve ∥f∥Lp(·)(Rn)+L∞(Rn) ≤ 1 özelliğini sağlayan f ∈ Lp(·)(Rn) +

L∞(Rn) fonksiyonu için

(
β

∮
B
|f(y)|dy

)p(x)

≤
∮
B
|f(y)|p(y)dy + hB(x)

olacak şekilde β ∈ (0, 1) vardır, burada her k ≥ 0 için

hB(x) := min{|B|k, 1}
(
(e+ |x|)−k +

∮
B
(e+ |y|)−kdy

)

dir, burada β,
1

p
nin log-Hölder süreklilik sabiti ile p ye bağlıdır (Diening vd., 2009).

2.4. Ağırlıklı Lebesgue Uzayları

Rn
+ = {x = (x1, . . . , xn) : xn > 0} olmak üzere γ > 0 için x merkezli r yarıçaplı

üst yarı yuvarı B+(x, r) = {y ∈ Rn
+ : |x − y| < r} ile gösterelim. Orijin merkezli birim

yuvarı da B+(0, r) = {x ∈ Rn
+ : |x| = 1} ile gösterelim. Ölçülebilir B+ ⊂ Rn

+ kümesi

için |B+|γ =
∫
B+

xγndx olsun. Bu durumda |B+(0, r)|γ =
∫
B+(0,r) x

γdx = ω(n, γ)rn+γ dir.

Burada ω(n, γ) = |B+(0, 1)|γ dir.

Rn
+ uzayında negatif olmayan lokal integrallenebilir ω fonksiyonuna ağırlık fonksi-

yonu adı verilir. f , Rn
+ uzayında ölçülebilir fonksiyon olsun. Bu durumda,

Lp,ω,γ(Rn
+) =

{
f :

∫
Rn
+

|f(x)|pω(x)xγndx < ∞
}

kümesine Lp,ω,γ(Rn
+) ağırlıklı Lebesgue uzayı denir. Bu uzaydaki norm

∥f∥Lp,ω,γ(Rn
+) =

(∫
Rn
+

|f(x)|pω(x)xγndx
)1/p

, 1 ≤ p < ∞
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şeklinde tanımlanır, burada ω ağırlık fonksiyonudur ve ω = 1 için Lp,ω,γ(Rn
+) uzayı

Lp,γ(Rn
+) ve ∥f∥Lp,ω,γ(Rn

+) normu ∥f∥Lp,γ(Rn
+) ile gösterilir.

Tanım 2.4.1. 1 < p < ∞ ve ω, Rn de negatif olmayan lokal integrallenebilir bir fonksiyon

olsun. Eğer,

[ω]Ap := sup
B

(
1

|B|

∫
B

ω(x)dx

)(
1

|B|

∫
B

ω(x)
− 1

p−1dx

)p−1

< ∞

ise ω ağırlık fonksiyonu Ap Muckenhoupt sınıfına aittir denir. p = 1 için,

1

|B|

∫
B
ω(x)dx ≤ C ess inf

x∈B
ω(x)

özelliğini sağlayan bir C > 0 sabit sayısı mevcut ise bu durumda ω ∈ A1 dir ve [ω]A1 ile

gösterilir.

Tanım 2.4.2. Eğer 1 < p < ∞ için

sup
x∈Rn+
r>0

(
|B+(x, r)|−1

γ

∫
B+(x,r)

ω(y)yγndy

)(
|B+(x, r)|−1

γ

∫
B+(x,r)

ω
− 1

p−1 (y)yγndy

)p−1

< ∞

ise ω ağırlık fonksiyonu Ap,γ(Rn
+) sınıfına aittir denir ve herhangi bir x ∈ Rn

+ ve r > 0 için

|B+(x, r)|−1
γ

∫
B+(x,r)

ω
− 1

p−1 (y)yγndy ≤ C ess inf
y∈B+(x,r)

ω(y)

olacak şekilde bir C > 0 sabit sayısı varsa ω ∈ A1,γ(Rn
+) dir.

Ap,γ(Rn
+) sınıfının özellikleri ile B. Muckenhoupt sınıfının özellikleri benzerdir. Özel-

likle, eğer ω ∈ Ap,γ(Rn
+) ise, bu durumda yeterince küçük ε > 0 için ω ∈ Ap−ε,γ(Rn

+) ve

p1 > p için ω ∈ Ap1,γ(Rn
+) dir.

Dikkat edilmelidir ki, 1 < p < ∞ iken |x|α ∈ Ap,γ(Rn
+) olması için gerek ve yeter

şart −(n+ γ) < α < (n+ γ)(p− 1) dir. Ayrıca |x|α ∈ A1,γ(Rn
+) olması için gerek ve yeter

şart −(n+ γ) < α ≤ 0 olmasıdır.



14

3. Lp(·),γ(Rn
+) DEĞİŞKEN ÜSLÜ LEBESGUE UZAYLARI

Bu bölümde, değişken üslü Lebesgue uzayları ve özellikleri takdim edilecektir. Mo-

dül ve norm kavramları tanımlanacak ve değişken üslü Lebesgue uzaylarında Hölder eşitsiz-

liğinin ispatı verilecektir. Daha sonra normda, modülde ve ölçüde yakınsaklık ele alınarak

Lp(·),γ(Rn
+) uzayının Banach uzayı olduğu gösterilecektir. Son olarak, ispatlarımızda kulla-

nacağımız teorem verilecektir.

Lp(·),γ(R+) değişken üslü Lebesgue uzaylarını daha iyi açıklamak için basit bir örnek

ile başlayalım:

x ∈ R+ için f(x) = |x|−1/3 olsun.∫
R+

|x|−
p
3xγdx =

∫ ∞

0
x−

p
3
+γdx = lim

ε→0
A→∞

∫ A

ε
x−

p
3
+γdx = ∞

elde edilir, burada

lim
ε→0

ε−
p
3
+1+γ =


0, 1 ≤ p < 3 + 3γ

1, p = 3 + 3γ

∞, p > 3 + 3γ

ve

lim
A→∞

A− p
3
+1+γ =


∞, 1 ≤ p < 3 + 3γ

1, p = 3 + 3γ

0, p > 3 + 3γ

dir. Bu durumda, f fonksiyonu 1 ≤ p ≤ ∞ için Lp,γ(R+) uzayına ait değildir. Verilen p

nin tek bir değeri ya orijinde çok hızlı artar ya da sonsuzda azalır.

f fonksiyonunun davranışını daha kesin ifade etmek için farklı iki Lp,γ uzaylarında

uygulayalım. Bunlar, L2,γ(R+) ve L4,γ(R+) uzayları olsun. f nin tanım kümesini f ∈

L2,γ([0, 2]) ve f ∈ L4,γ(R+\[0, 2]) olmak üzere ikiye bölelim. Bu durumda,∫ 2

0
|x|−

2
3xγdx =

∫ 2

0
x−

2
3
+γdx = lim

ε→0

∫ 2

ε
x−

2
3
+γdx

= lim
ε→0

x
1
3
+γ

1
3 + γ

∣∣∣∣2
ε

=
3

1 + 3γ
lim
ε→0

(2
1
3
+γ − ε

1
3
+γ) < ∞
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ve ∫
R+\[0,2]

|x|−
4
3xγdx =

∫ ∞

2
x−

4
3
+γdx

= lim
A→∞

(∫ A

2
x−

4
3
+γdx

)
= lim

A→∞

(
1

−1
3 + γ

x−
1
3
+γ

∣∣∣∣A
2

)
< ∞

elde edilir. Bu yaklaşımın eksikliği, daha karmaşık fonksiyonlar için Lp,γ uzayında ek bilgi

verilmesi gerekmektedir. Örneğin,

g(x) = |x|−1/3 + |x− 1|−1/4

olsun. Bu durumda g ∈ L2,γ([0, 2]) dir ya da daha genel olarak p < 3 için g ∈ Lp,γ([0, 2])

dir. Ancak burada x = 1 noktasındaki singülerliğin lokal davranışı ile ilgili bilgi eksikliği

vardır. Bununla birlikte, g ̸∈ L4,γ(R+\[0, 2]) ve p > 4 için g ∈ Lp,γ(R+\[0, 2]) dir. Fonksi-

yonun davranışını elde etmek için tanım kümesini g ∈ L2,γ([0, 1/2]), g ∈ L3,γ([1/2, 2]) ve

g ∈ L9/2,γ(R+\[0, 2]) gibi daha alt bölgelere ayırmalıyız. O halde, değişken üslü Lebesgue

uzaylarda tanım kümesini değiştirmek yerine üssü değiştirelim. Bu durumda üs fonksi-

yonunu

p(x) =
9|x|+ 2

2|x|+ 1
=

9

2
− 5/2

2|x|+ 1

olarak tanımlayalım. Böylece p(0) = 2, p(1) = 11/3 ve |x| → ∞ iken p(x) → 9/2 dir ve∫
R+

|f(x)|p(x)xγdx < ∞ ve
∫
R+

|g(x)|p(x)xγdx < ∞

olduğunu görmek kolaydır. Diğer bir ifadeyle, p(·) değişken üs fonksiyonu, her bir fonksi-

yonun davranışını daha kesin açıklamamızı sağlar. Ayrıca, üs fonksiyonlarını değiştirerek,

fonksiyonların davranışını belirleyebiliriz. Örneğin, üs fonksiyonu

q(x) =
8|x|+ 2

2|x|+ 1
= 4− 2

2|x|+ 1

şeklinde olsun. Bu durumda f fonksiyonu için∫
R+

|f(x)|q(x)xγdx < ∞
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olur. g fonksiyonu için |g(·)|q(·) lokal integrallenebilirdir ama∫
R+

|g(x)|q(x)xγdx = ∞

olur. Bu örnekler bizi değişken üslü Lebesgue uzaylarını incelemeye yöneltmektedir. Şimdi

değişken üslü Lebesgue uzaylarını ayrıntılı bir şekilde inceleyelim.

3.1. Üs Fonksiyonları

Tanım 3.1.1. P(Rn
+), p(·) : Rn

+ → [1,∞] Lebesgue ölçülebilir fonksiyonlar kümesi olsun.

P(Rn
+) kümesinin elemanlarına üs fonksiyonları denir. Değişken üs fonksiyonlar p(·) ile

gösterilmektedir.

R+ uzayında, üs fonksiyonları 1 ≤ p ≤ ∞ için p(x) = p ya da p(x) = 2 + sinx

olsun. Bununla birlikte üs fonksiyonları sınırlı veya sınırsız olabilir. Örneğin, X = (0, 1)

için p(x) =
1

x
ve X = (1,∞) için p(x) = x üs fonksiyonları sırasıyla sınırlı ve sınırsız üs

fonksiyonları olup bunlar üsler arasındaki farkı en iyi anlatan örneklerdir.

Üs fonksiyonlarının değer kümesini tanımlamak için p(·) ∈ P(Rn
+) ve

p−(Rn
+) = ess inf

x∈Rn
+

p(x), p+(Rn
+) = ess sup

x∈Rn
+

p(x)

olsun. Genelikle p− = p−(Rn
+) ve p+ = p+(Rn

+) şeklinde gösterilir ve bu durumda p(x)

aşağıdaki standart şartlardan birini sağlar:

1 ≤ p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞, 1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ < ∞.

Klasik Lebesgue uzaylarında olduğu gibi, burada da p(x) = 1, 1 < p(x) < ∞ ve p(x) =

∞ için farklı durumlar söz konusudur. Bundan dolayı Rn
+ nın aşağıdaki alt kümelerini

tanımlayalım:

(Rn
+)

p(·)
∞ = {x ∈ Rn

+ : p(x) = ∞},

(Rn
+)

p(·)
1 = {x ∈ Rn

+ : p(x) = 1},

(Rn
+)

p(·)
0 = {x ∈ Rn

+ : 1 < p(x) < ∞}.
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1
p(x) +

1
p′(x) = 1 dir ve p′(x) eşlenik üs fonksiyonu

p′(x) :=


∞, x ∈ (Rn

+)
p(·)
1

p(x)
p(x)−1 , x ∈ (Rn

+)
p(·)
0

1, x ∈ (Rn
+)

p(·)
∞

şeklindedir.

Tanım 3.1.2. p(·) : Rn
+ → [1,∞] olsun. x, y ∈ Rn

+ ve |x − y| ≤ 1
2 için lokal log-Hölder

süreklilik şartı,

|p(x)− p(y)| ≤ C0

log(e+ 1/|x− y|)
(3.1)

eşitsizliği ile tanımlanır. Bu şartı sağlayan p(·) ∈ P(Rn
+) üsler kümesi P log(Rn

+) ile gösterilir.

x ∈ Rn
+ için sonsuz log-Hölder süreklilik şartı,

|p(x)− p∞| ≤ C∞
log(e+ |x|)

(3.2)

şeklinde tanımlanır ve P log
∞ (Rn

+) ile gösterilir, burada C0, C∞ ve p∞, x ve y den bağımsız

pozitif sabit sayılardır ve p∞ = lim
x→∞

p(x) > 1 dir.

Eğer p(·) değişken üs fonksiyonu, lokal ve sonsuz log-Hölder süreklilik şartlarını

sağlarsa yani (3.1) ve (3.2) şartlarını sağlarsa p(·) üs fonksiyonuna regülerdir denir ve

p(·) ∈ LH(Rn
+) ile gösterilir.

Önerme 3.1.3.

i. p(·) ∈ P log(Rn
+) ise bu durumda p(·) düzgün süreklidir ve her X ⊂ Rn

+ sınırlı kümesi

için p(·) ∈ L∞(X) dir.

ii. p(·) ∈ P log
∞ (Rn

+) ise bu durumda p(·) ∈ L∞(Rn
+) dır.

iii. X sınırlı ve p(·) ∈ L∞(X) ise bu durumda C∞ sabit sayısı ∥p(·)∥∞ normuna, X in

çapına ve orijinden uzaklığına bağlı olmak üzere p(·) ∈ P log
∞ (X) dir.

iv. Her x, y ∈ Rn
+ ve |y| ≥ |x| için

|p(x)− p(y)| ≤ C

log(e+ |x|)

olacak şekilde bir C sabit sayısı varsa p(·) ∈ P log
∞ (Rn

+) dır.
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v. p+ < ∞ ise bu durumda p(·) ∈ P log(Rn
+) ile r(·) = 1/p(·) ∈ P log(Rn

+) birbirine

denktir. Gerçekten, x, y ∈ Rn
+ olsun. Bu durumda∣∣∣∣p(x)− p(y)

(p+)2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

p(x)
− 1

p(y)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣p(x)− p(y)

(p−)2

∣∣∣∣
dir. Benzer şekilde, p(·) ∈ P log

∞ (Rn
+) olması için gerek ve yeter şart r(·) = 1/p(·) ∈

P log
∞ (Rn

+) olmasıdır.

Lemma 3.1.4. p(·) ∈ LH(Rn
+) ve p(·) ∈ P(Rn

+) olsun. Bu durumda,

i. p̃ ∈ LH(Rn
+),

ii. p̃(x) = p(x), x ∈ Rn
+,

iii. p̃− = p− ve p̃+ = p+

olacak şekilde bir p̃(·) ∈ P(Rn
+) fonksiyonu vardır.

Tanım 3.1.5. p(·), q(·) ∈ Rn
+ sınırlı iki üs fonksiyonu olsun. p(·) nin q(·) dan daha zayıf

olmaması için gerek ve yeter şart ϕp(x, z) = zp(x) nin ϕq(x, z) = zq(x) den daha zayıf

olmamasıdır. Yani, hemen hemen her x ∈ Rn
+ ve x ≥ 0 için

ϕq(x, z) ≤ C1 ϕp(x,C2 z) + h(x) (3.3)

olacak şekilde C1, C2 > 0 sabit sayıları ve h ∈ L1,γ(Rn
+), h ≥ 0 vardır. O halde q(·) ≼ p(·)

ve ϕq ≼ ϕp yazılabilir.

Lemma 3.1.6. p(·), q(·) ∈ Rn
+ sınırlı iki üs fonksiyonu olsun. Bu durumda aşağıdaki şartlar

birbirine denktir:

i. Lp(·),γ(Rn
+) ↪→ Lq(·),γ(Rn

+),

ii. q(·) ≼ p(·),

iii. q(·) ≤ p(·) ve lim sup
λ→0+

∫
Rn
+
λ

p(x)q(x)
p(x)−q(x)xγndx = 0 dır.

Burada p(x) = q(x) ve 0 ≤ λ < 1 için λ
p(x)q(x)
p(x)−q(x) := 0 dır.
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İspat. C1, C2 > 0 sabit sayıları ve h ∈ L1,γ(Rn
+), h ≥ 0 olsun. Bu durumda

zq(x) ≤ C1 (C2 z)
p(x) + h(x) (3.4)

dir. x ∈ Rn
+ ve h(x) < ∞ olsun. Bu durumda z → ∞ limiti q(x) ≤ p(x) olduğunu

gösterir. h fonksiyonu h.h.y sonlu olduğundan h.h.y q(x) ≤ p(x) dir. r(x) : Rn
+ → R+,

1
r(x) :=

1
q(x) −

1
p(x) üs fonksiyonunu tanımlayalım. Bu durumda r(x) := p(x)q(x)

p(x)−q(x) dir. Eğer

p(x) = q(x) ise r(x) = ∞ olur. Ayrıca, r(x) ölçülebilirdir ve r(x) : Rn
+ → [1,∞] dir.

p(x) ≥ 1 olduğundan

zq(x) ≤ 1

2
(Rz)p(x) + h(x) (3.5)

olacak şekilde R ≥ 1 vardır. λ := 1/R olsun. Bu durumda 0 < λ < 1 dir. Her x ∈ Rn
+ için

λ
p(x)q(x)
p(x)−q(x) := 0 kuralı ile p(x) = q(x) dir. Şimdi x ∈ Rn

+ ve p(x) > q(x) olduğunu kabul

edelim. (3.5) den dolayı z = R
p(x)

q(x)−p(x) ile

R
p(x)q(x)
q(x)−p(x) ≤ 1

2

(
RR

p(x)
q(x)−p(x)

)p(x)
+ h(x) =

1

2
R

p(x)q(x)
q(x)−p(x) + h(x)

sonucu elde edilir. Dolayısıyla R
p(x)q(x)
q(x)−p(x) ≤ 2h(x) dir. Böylece her x ∈ Rn

+ için p(x) > q(x)

olmak üzere

λ
p(x)q(x)
p(x)−q(x) = R

p(x)q(x)
q(x)−p(x) ≤ 2h(x) < ∞

elde edilir. Genel olarak her x ∈ Rn
+ için∫

Rn
+

λ
p(x)q(x)
p(x)−q(x)xγndx ≤ 2

∫
Rn
+

|h(x)|xγndx

elde edildi. Böylece iii ün ispatı tamamlanır.

Her z ≥ 1 için q(x) ≤ p(x) olduğunda, zq(x) ≤ zp(x) olur. Böylece her z ≥ 1 için

C1, C2 ≥ 1 ve h ≥ 0 iken (3.3) sağlanır. Şimdi
∫
Rn
+

λ
p(x)q(x)
p(x)−q(x)xγndx < ∞ olacak şekilde bir

0 < λ < 1 alalım. 0 ≤ z ≤ 1 olsun. Bu durumda Young eşitsizliği, yani ab ≤ aδ + bδ
′ ,

δ = p(x)
q(x) ve δ′ = p(x)

p(x)−q(x) kullanılarak

zq(x) = (z/λ)q(x)λq(x) ≤ (z/λ)p(x) + λ
p(x)q(x)
p(x)−q(x) =

(
1

λ
z

)p(x)

+ λ
p(x)q(x)
p(x)−q(x)

elde edilir. C1 := 1, C2 := 1/λ, h(x) := λ
p(x)q(x)
p(x)−q(x) olsun. Bu durumda h ∈ L1,γ(Rn

+) olur ve

(3.4) elde edilir. Böylece lemmanın ispatı tamamlanmış olur.
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Lemma 3.1.7. p(·) : Rn
+ → R+ sürekli ve sınırlı (−∞ < p− ≤ p+ < +∞) olsun. Bu

durumda aşağıdaki şartlar denktir:

i. p(·) lokal log-Hölder süreklidir.

ii. Her B+ yuvarı için |B+|
p−B+

−p+B+
γ ≤ C dir.

iii. Her B+ yuvarı ve her x ∈ B+ için |B+|
p−B+

−p(x)

γ ≤ C dir.

iv. Her B+ yuvarı ve her x ∈ B+ için |B+|
p(x)−p+B+
γ ≤ C dir.

Burada p+B+
:= ess sup

x∈B+

p(x) ve p−B+
:= ess inf

x∈B+

p(x) dir.

İspat. i ⇒ ii : p−B+
− p+B+

≤ 0 olduğundan yarıçapı 1/4 den büyük yuvarlar için ispat

açıktır. Eğer B+ yuvarının yarıçapı 1/4 den küçük ise bu durumda lokal log-Hölder şartı

kullanılarak,

|p−B+
− p+B+

| log 1

|B+|γ
≤ C0 log(1/|B+|γ)

log(e+ 1/diam(B+))
≤ C0 n log(1/|B+|γ)

log(C/|B+|γ)
≤ C

elde edilir.

ii ⇒ i : x, y ∈ Rn
+ olsun. x, y ∈ B+ ve |x−y|

2 < r < |x − y| olmak üzere r yarıçaplı

bir B+ yuvarı alalım. |B+|γ ≤ (2r)n+γ olduğundan

(2|x− y|)−|p(x)−p(y)| ≤ (2r)−|p(x)−p(y)| ≤ |B+|
−|p(x)−p(y)|

n+γ
γ ≤ |B+|

p−
B+

−p+
B+

n+γ
γ ≤ C

1
n+γ

0

elde edilir. |p+ − p−| < ∞ olduğundan C > 1 için |x − y|−|p(x)−p(y)| ≤ C olduğu açıktır.

Bu eşitsizliğin logaritması alındığında

|p(x)− p(y)| ≤ logC

| log |x− y||

olur. |x−y| < 1
2 olduğunda ispat görülür. Diğer taraftan, p(x) sınırlı olduğundan |x−y| ≥ 1

2

iken ispat açıktır.

ii, iii ve iv şartlarının denklikleri p(x) fonksiyonunun sürekliliğinden elde edilir.

Önerme 3.1.8. Eger p(·) ∈ P log(Rn
+) ise bu durumda Clog(q(·)) = Clog(p(·)), q− = p− ve

q+ = p+ olduğunda q(·) ∈ P log(Rn
+) dır. Ayrıca, q∞ = p∞ dur.
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İspat. Her x, y ∈ Rn
+ için∣∣∣∣ 1

p(x)
− 1

p(y)

∣∣∣∣ ≤ C0

log
(
e+ 1

|x−y|
) ve |p(x)− p∞| ≤ C∞

log(e+ |x|)

olmak üzere C0 > 0 ve p∞ ≥ 1 olsun. t 7→ 1
log(e+1/t) süreklilik modülü olduğundan alt ve

üst sınırlar ve benzer süreklilik modülü ile 1
p(·) yi Rn

+ uzayına genişletebiliriz. Daha kesin

olarak, y ∈ Rn
+ için a(y) ∈ C(Rn

+) üs fonksiyonunu

a(y) := sup
z∈Rn

+

(
1

p(z)
− C0

log
(
e+ 1

|z−y|
))

şeklinde tanımlayalım. Özellikle lokal log-Hölder sabiti Clog(p(·)) ≤ C∞ ve her y ∈ Rn
+ için

a(y) = 1
p(y) olmak üzere a(y) lokal log-Hölder süreklidir.

1
p(x) in Rn

+ uzayına genişlemesinin sonsuz log-Hölder şartını sağlaması ve p(x) gibi

alt ve üst sınıra sahip olması için q(y) üs fonksiyonu tanımlayalım:

1

q(y)
:= min

{
max

{
1

a(y)
,
1

p∞
− C∞

log(e+ |x|)
,
1

p+

}
,
1

p∞
+

C∞
log(e+ |x|)

,
1

p−

}
.

x 7→ C∞
log(e+|x|) log-Hölder sürekli olduğundan 1

q(·) üs fonksiyonunun log-Hölder sabiti

max{C0, C∞} = Clog(p(·)) sınırını aşamaz. Her y ∈ Rn
+ için 1

p(·) nin sonsuz log-Hölder

süreklilik şartı 1
q(y) = a(y) = 1

p(y) olduğunu gösterir. Dolayısıyla aradığımız üs fonksiyonu

q(·) dur. Böylece ispat tamamlanır.

3.2. Modüler Fonksiyon ve Norm

p(·) ∈ P(Rn
+) üs fonksiyonu olsun. Sezgisel olarak, Lp(·),γ(Rn

+) değişken üslü Lebes-

gue uzayları, ∫
Rn
+

|f(x)|p(x)xγndx < ∞

özelliğini sağlayan ölçülebilir f fonksiyonlar kümesi olarak tanımlanır. Fakat bu tanım göz

önüne alındığında bazı problemler ortaya çıkmaktadır. Bu problemlerden en yaygın bilineni,

(Rn
+)∞ pozitif ölçülü olduğunda bu tanım geçerli değildir. Dolayısıyla bu problemi ortadan

kaldırmak için aşağıdaki tanım verilebilir:



22

Tanım 3.2.1. p(·) ∈ P(Rn
+) ve f , Lebesgue ölçülebilir fonksiyon olsun. p(·) ye bağlı

modüler fonksiyon,

ρp(·),γ(f) =

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|f(x)|p(x)xγndx+ ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞)

şeklinde tanımlanır. Eğer f fonksiyonu (Rn
+)∞ üzerinde sınırlı değil veya f(·)p(·) ̸∈

L1,γ(Rn
+\(Rn

+)∞) ise ρp(·),γ(f) = +∞ olur. |(Rn
+)∞| = 0 olduğunda, özellikle p+ < ∞

iken ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞) = 0 dır. |Rn

+\(Rn
+)∞| = 0 durumunda ise ρp(·),γ(f) = ∥f∥L∞,γ((Rn

+)∞)

olur. Modüler fonksiyon basit olarak ρp(·),γ(f) ya da ργ(f) şeklinde yazılabilir.

Lp(·),γ(Rn
+) uzayını tanımlamak için modüler fonksiyon kavramını kullanacağız.

Şimdi modüler fonksiyonun temel özelliklerini inceleyelim:

Önerme 3.2.2. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun.

i. Her f için ργ(f) ≥ 0 ve ργ(|f |) = ργ(f) dir.

ii. ργ(f) = 0 olması için gerek ve yeter şart hemen hemen her x ∈ Rn
+ için f(x) = 0

olmasıdır.

iii. ργ(f) < ∞ ise bu durumda hemen hemen her x ∈ Rn
+ için f(x) < ∞ dur.

iv. α, β ≥ 0 ve α + β = 1 olsun. Bu durumda ργ(αf + βg) ≤ αργ(f) + β ργ(g) ise ργ

konvekstir.

v. ργ sıralama özelliğine sahiptir. Yani, |f(x)| ≤ |g(x)| ise bu durumda ργ(f) ≤ ργ(g)

dir.

vi. ργ süreklilik özelliğine sahiptir. Λ > 0 için ργ(f/Λ) < ∞ ise bu durumda λ 7→
ργ(f/λ), [Λ,∞) üzerinde sürekli ve azalandır. Ayrıca, λ → ∞ iken ργ(f/λ) → 0 dır.

Eğer α > 1 ise bu durumda αργ(f) ≤ ργ(αf) ve eğer 0 < α < 1 ise ργ(αf) ≤ αργ(f)

dir. Bu durum ργ modüler fonksiyonun konveksliğinin bir sonucudur.

İspat. (i) in ispatı modüler fonksiyonun tanımı kullanılarak hemen görülmektedir.

ρp(·),γ(|f |) =
∫

Rn
+\(Rn

+)∞

∣∣|f(x)|∣∣p(x)xγndx+ ∥|f |∥L∞,γ((Rn
+)∞)

=

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|f(x)|p(x)xγndx+ ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞) = ρp(·),γ(f)
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(ii) nin ispatı için f(x) = 0 olsun. Bu durumda ργ(f) = 0 olduğu açıktır. Diğer

taraftan ργ(f) = 0 olduğunda

ρp(·),γ(f) =

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|f(x)|p(x)xγndx+ ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞) = 0

olur. Bu durumda

ρp(·),γ(f) =

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|f(x)|p(x)xγndx = 0 ve ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞) = 0

dır. O halde ya |(Rn
+)∞| = 0, |Rn

+\(Rn
+)∞| = 0 ya da f(x) = 0 olur. Dolayısıyla ργ(f) = 0

olması için gerek ve yeter şart hemen hemen her x ∈ Rn
+ için f(x) = 0 olmasıdır.

(iii) ün ispatı L1,γ ve L∞,γ normlarının özelliklerinden elde edilir. Eğer ργ(f) < ∞
ise bu durumda

ρp(·),γ(f) =

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|f(x)|p(x)xγndx+ ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞) < ∞

dır. Buradan hemen hemen her x ∈ Rn
+ için∫

Rn
+\(Rn

+)∞

|f(x)|p(x)xγndx < ∞ ⇒ f(x) < ∞

elde edilir. Böylece (iii) ün ispatı tamamlanır.

Şimdi (iv) ün ispatını yapalım. α, β ≥ 0 ve α+ β = 1 olsun. Bu durumda

ργ(αf + βg) =

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|αf + βg|p(x)xγndx+ ∥αf + βg∥L∞,γ((Rn
+)∞)

≤
∫

Rn
+\(Rn

+)∞

(
|αf |+ |βg|

)p(x)
xγndx+ ∥αf∥L∞,γ((Rn

+)∞) + ∥βg∥L∞,γ((Rn
+)∞)

≤
∫

Rn
+\(Rn

+)∞

(
α|f |+ β|g|

)p(x)
xγndx+ |α|∥f∥L∞,γ((Rn

+)∞) + |β|∥g∥L∞,γ((Rn
+)∞)

≤ α

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|f |p(x)xγndx+ β

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|g|p(x)xγndx+

+ |α| ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞) + |β| ∥g∥L∞,γ((Rn

+)∞)
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≤ α

( ∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|f |p(x)xγndx+ ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞)

)
+

+ β

( ∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|g|p(x)xγndx+ ∥g∥L∞,γ((Rn
+)∞)

)

≤ αργ(f) + βργ(g)

olur. O halde ργ konvekstir.

(v) in ispatı için |f(x)| ≤ |g(x)| olsun. Bu durumda∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|f(x)|p(x)xγndx+ ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞) ≤

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

|g(x)|p(x)xγndx+ ∥g∥L∞,γ((Rn
+)∞)

olur.

Son olarak (vi) nın ispatında eğer λ ≥ Λ ise bu durumda ργ(f/λ) azalan fonksiyon-

dur ve Lebesgue yakınsaklık teoremi uygulandığında ργ(f/λ) nın sürekli olduğu görülür.

Ayrıca λ → ∞ iken ργ(f/λ) → 0 dır. Böylece önermenin ispatı tamamlanmış olur.

Tanım 3.2.3. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. Her λ > 0 için ργ(f/λ) < ∞ ise Lebesgue ölçülebilir

f fonksiyonuna Lp(·),γ(Rn
+) uzayına aittir ve her bir K ⊂ Rn

+ kompakt kümesi için f ∈
Lp(·),γ(K) ise f ölçülebilir fonksiyonuna Lloc

p(·),γ(R
n
+) uzayına aittir denir.

Yukarıdaki tanıma göre, p(·) : Rn
+ → [1,∞) ise Lp(·),γ(Rn

+) değişken üslü Lebesgue

uzayı,

ργ(f) :=

∫
Rn
+

|f(x)|p(x)xγndx < ∞

özelliğini sağlayan fonksiyonlar uzayıdır.

Uyarı 3.2.4. Eğer f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ise bu durumda f fonksiyonu h.h.y sonludur (Önerme

3.2.2, Özellik (iii)).

Örnek 3.2.5. X = (0, 1), p(x) = x ve f(x) = 1 olsun. Bu durumda, ργ(f) = ∞ dur.

Fakat, her λ > 1 (γ > 0) için,

ργ(f/λ) =

1∫
0

λ−xxγdx = −ω(n, γ)λ−x

lnλ

∣∣∣∣1
0

= ω(n, γ)
[
− 1

λ lnλ
+

1

lnλ

]
< ∞
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dir. Benzer şekilde, eğer X = (1,∞) ve p(x) =
1

x
olsun ve yine f(x) = 1 alındığında

ργ(f) < ∞ olur. Fakat her λ < 1 için ργ(f/λ) = ∞ olur. Yani,

ργ(f/λ) =

∞∫
1

λ− 1
xxγdx = lim

A→∞

A∫
1

λ− 1
xxγdx

= lim
A→∞

−ω(n, γ)

A∫
1

λ− 1
xdx = −ω(n, γ) lim

A→∞

A∫
1

λ− 1
xdx

elde edilir. Şimdi lim
A→∞

A∫
1

λ− 1
xdx integralini hesaplayalım. Kısmi integral metoduna göre,

u = λ− 1
x , du =

lnλ

xλ
1
x

ve dv = dx, v = x olarak alındığında

lim
A→∞

A∫
1

λ− 1
xdx = lim

A→∞

(
xλ− 1

x −
A∫
1

lnλ

xλ
1
x

dx

)

= lim
A→∞

(
xλ− 1

x − lnλ

A∫
1

1

xλ
1
x

dx

)

olarak bulunur. Son integralde t =
1

x
, dx = −x2dt yazılırsa

lim
A→∞

(
xλ− 1

x − lnλ

∫ A

1

1

xλ
1
x

dx

)
= lim

A→∞

(
xλ− 1

x − lnλ

∫ A

1
− 1

tλt
dt

)
olur. Elde edilen son integral gamma fonksiyonunun özel bir durumudur ve∫ A

1
− 1

tλt
dt = E1(lnλ t)

dir. Yapılan işlemler integralde yerine yazıldığında

ργ(f/λ) =

∫ ∞

1
λ− 1

xxγdx = −ω(n, γ) lim
A→∞

∫ A

1
λ− 1

xdx

= −ω(n, γ) lim
A→∞

(
xλ− 1

x − lnλ

∫ A

1

1

xλ
1
x

dx

)
= −ω(n, γ) lim

A→∞

(
xλ− 1

x − lnλ

∫ A

1
− 1

tλt
dt

)
= −ω(n, γ) lim

A→∞

(
lnλE1

(
lnλ

x

)
− xλ− 1

x

)∣∣∣∣A
1
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= −ω(n, γ) lim
A→∞

(
lnλE1

(
lnλ

A

)
−Aλ− 1

A − lnλE1

(
lnλ

)
+

1

λ

)
= ∞

elde edilir. O halde X = (1,∞), p(x) =
1

x
ve f(x) = 1 olarak alınırsa λ < 1 için ργ(f/λ) =

∞ olur. Eğer p+ < ∞ ise bu durumda Lp(·),γ(Rn
+) uzayı ile ργ(f) < ∞ özelliğini sağlayan

f fonksiyonlar kümesi çakışık olur.

Teorem 3.2.6. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. Bu durumda Lp(·),γ(Rn

+) bir vektör uzayıdır.

İspat. Lebesgue ölçülebilir fonksiyonlar kümesi bir vektör uzayı ve 0 ∈ Lp(·),γ(Rn
+) oldu-

ğundan her α, β ∈ R için f, g ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ise bu durumda αf+βg ∈ Lp(·),γ(Rn

+) olduğunu

göstermek yeterlidir. Önerme 3.2.2 de (v) özelliği ile ργ(f/λ), ργ(g/λ) < ∞ olacak şekilde

λ > 0 sayısı vardır. µ = (|α| + |β|)λ olarak seçelim. Önerme 3.2.2 nin (i), (iii) ve (iv)

özellikleri kullanıldığında

ργ

(
αf + βg

µ

)
= ργ

(
|αf + βg|

µ

)
= ργ

(
|αf + βg|
(|α|+ |β|)λ

)
≤ ργ

(
|α|

|α|+ |β|
|f |
λ

+
|β|

|α|+ |β|
|g|
λ

)
≤ |α|

|α|+ |β|
ργ(f/λ) +

|β|
|α|+ |β|

ργ(g/λ) < ∞

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Önerme 3.2.7. p(·) : Rn
+ → [0, 1) Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Lp,γ(Rn

+)

değişken üslü Lebesgue uzayının vektör uzayı olması için gerek ve yeter şart p+ < ∞
olmasıdır (Sharapudinov, 2012).

1 ≤ p < ∞ için Lp,γ(Rn
+) Lebesgue uzaylarında norm

∥f∥Lp,γ(Rn
+) =

(∫
Rn
+

|f(x)|pxγndx
)1/p

şeklinde tanımlanmaktadır. Burada integralin dışındaki 1/p sabit üs ile 1/p(·) üs fonksiyonu

doğrudan yer değiştirilemez. Dolayısıyla, değişken üslü Lebesgue uzaylarında bu şekilde bir

norm tanımı ifade etmek yanlıştır. Bu nedenle, Orlicz uzaylarında tanımlanan Luxemburg

normunu kullanacağız. Bu norm da aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır:
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Tanım 3.2.8. p(·) ∈ P(Rn
+) ve f ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksi-

yonunun Lp(·),γ(Rn
+) değişken üslü Lebesgue uzaylarındaki normu

∥f∥Lp(·),γ(Rn
+) = inf

{
λ > 0 : ρp(·),γ(f/λ) ≤ 1

}
şeklinde tanımlanır. Yukarıdaki ifadenin sağ tarafındaki küme boş küme ise ∥f∥Lp(·),γ(Rn

+) =

∞ olur. Eğer Rn
+ uzayında belirsizlik yoksa ∥f∥Lp(·),γ(Rn

+) yerine ∥f∥p(·),γ yazabiliriz.

Önerme 3.2.2 nin (vi) özelliğinden, her f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) için ∥f∥Lp(·),γ(Rn

+) < ∞

olur. Denk olarak f ̸∈ Lp(·),γ(Rn
+) iken ∥f∥Lp(·),γ(Rn

+) = ∞ dur. 1 ≤ p ≤ ∞ için p(·) = p

olduğunda Tanım 3.2.8, Lp,γ(Rn
+) uzayındaki norma denktir. Eğer p < ∞ ve∫

Rn
+

(
|f(x)|
λ

)p

xγndx = 1

ise bu durumda λ = ∥f∥Lp,γ(Rn
+) dir. Bu durum p = ∞ olduğunda da doğrudur.

Teorem 3.2.9. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. ∥ · ∥Lp(·),γ(Rn

+) fonksiyonu Lp(·),γ(Rn
+) uzayında bir

normdur.

İspat. ∥ · ∥p(·),γ fonksiyonunun aşağıdaki özelliklere sahip olduğunu gösterelim:

i. ∥f∥p(·),γ = 0 olması için gerek ve yeter şart f ≡ 0 olmasıdır;

ii. Her α ∈ R için ∥αf∥p(·),γ = |α| ∥f∥p(·),γ dir (Homojenlik);

iii. ∥f + g∥p(·),γ ≤ ∥f∥p(·),γ + ∥g∥p(·),γ (Üçgen Eşitsizliği).

Eğer f ≡ 0 ise bu durumda her λ > 0 için ργ(f/λ) = 0 ≤ 1 dir. Böylece ∥f∥p(·),γ = 0 dır.

Tersine, eğer ∥f∥p(·),γ = 0 ise bu durumda her λ > 0 için

1 ≥ ργ(f/λ) =

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

(
|f(x)|
λ

)p(x)

xγndx+ ∥f/λ∥L∞,γ((Rn
+)∞)

dır. Modülün her bir terimini ayrı ayrı düşünelim. Dolayısıyla ∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞) ≤ λ dır.

Buradan, hemen hemen her x ∈ (Rn
+)∞ için f(x) = 0 dır. Benzer şekilde, λ < 1 ise,

Önerme 3.2.2 den

1 ≥ λ−p−
∫

Rn
+\(Rn

+)∞

|f(x)|p(x)xγndx
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elde edilir. Dolayısıyla, ∥f(·)p(·)∥L1,γ(Rn
+/(Rn

+)∞) = 0 dır. Bu durumda hemen hemen her

x ∈ Rn
+\(Rn

+)∞ için f(x) = |f(x)|p(x) = 0 dır. Böylece f ≡ 0 dır ve (i) in ispatı tamamlanır.

(ii) nin ispatında, eğer α = 0 ise (i) den bu sonuç hemen görülür. α ̸= 0 olsun. Bu

durumda değişken değiştirme yöntemi ile

∥αf∥p(·),γ = inf
{
λ > 0 : ργ(|α|f/λ) ≤ 1

}
= inf

{
λ/|α| > 0 : ργ(f/(λ/|α|)) ≤ 1

}
= inf

{
µ > 0 : ργ(f/µ) ≤ 1

}
= |α| inf

{
µ > 0 : ργ(f/µ) ≤ 1

}
= |α| ∥f∥p(·),γ

elde edilir. Son olarak (iii) ü ispatlayalım. λf > ∥f∥p(·),γ ve λg > ∥g∥p(·),γ ise bu durumda

ργ(f/λf ) ≤ 1 ve ργ(g/λg) ≤ 1 dir. λ = λf + λg olsun. Bu durumda, λ > 1 için Önerme

3.2.2 nin (iii) özelliğinden,

ργ

(
f + g

λ

)
= ργ

(
λf

λ

f

λf
+

λg

λ

g

λg

)
≤

λf

λ
ργ(f/λf ) +

λg

λ
ργ(g/λg) ≤ 1

elde edilir. Böylece, ∥f + g∥p(·),γ ≤ λf + λg olur. λf ve λg üzerinden infimum alınırsa

istenilen eşitsizlik elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Modüler fonksiyonun sıralama özelliğinin bir sonucu da, (Önerme 3.2.2 nin (vi)

özelliği), normun sıralama özelliğine sahip olmasıdır. Eğer h.h.y |f(x)| ≤ |g(x)| ise

∥f∥p(·),γ ≤ ∥g∥p(·),γ dir.

Lp,γ(Rn
+) Lebesgue uzay normunun kullanışlı bir diğer özelliği ise üssün homojen

olmasıdır. Yani, 1 < s < ∞ için ∥f∥ssp,γ = ∥|f |s∥p,γ dir. Bu özellik değişken üslü Lebesgue

uzaylarında da vardır.

Teorem 3.2.10. p(·) ∈ P(Rn
+) ve |(Rn

+)∞| = 0 olsun. Bu durumda her s ve 1/p− ≤ s < ∞
için ∥∥|f |s∥∥

p(·),γ =
∥∥f∥∥s

sp(·),γ

dir.
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İspat. Teoremin ispatı normun tanımından hemen görülmektedir. |(Rn
+)∞| = 0 olduğun-

dan, µ = λ1/s olarak alınırsa,

∥∥|f |s∥∥
p(·),γ = inf

{
λ > 0 :

∫
Rn
+

(
|f(x)|s

λ

)p(x)

xγndx ≤ 1

}

= inf

{
µs > 0 :

∫
Rn
+

(
|f(x)|s

µs

)p(x)

xγndx ≤ 1

}

= inf

{
µs > 0 :

∫
Rn
+

(
|f(x)|
µ

)sp(x)

xγndx ≤ 1

}
=

∥∥f∥∥s
sp(·),γ

elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanır.

Teorem 3.2.11. (Genelleştirilmiş Hölder Eşitsizliği) p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. Her f ∈

Lp(·),γ(Rn
+) ve g ∈ Lp′(·),γ(Rn

+) için fg ∈ L1,γ(Rn
+) ve∫

Rn
+

|f(x)g(x)|xγndx ≤ Cp(·),γ ∥f∥p(·),γ∥g∥p′(·),γ

dir, burada Cp(·),γ =
(

1
p− − 1

p+
+ 1

)
∥χ(Rn

+)0∥∞,γ + ∥χ(Rn
+)∞∥∞,γ + ∥χ(Rn

+)1∥∞,γ dir.

İspat. ∥f∥p(·),γ = 0 ya da ∥g∥p′(·),γ = 0 ise bu durumda fg ≡ 0 olur. Dolayısıyla bu

durum açıktır. O halde, ∥f∥p(·),γ , ∥g∥p′(·),γ > 0 ve homojenlikten ∥f∥p(·),γ = ∥g∥p′(·),γ = 1

olduğunu kabul edelim. (Rn
+)1, (Rn

+)∞ ve (Rn
+)0 ayrık kümeler üzerinde |fg| nin integralini

düşünelim. x ∈ (Rn
+)∞ ise bu durumda p(x) = ∞ ve p′(x) = 1 olur. Böylece∫
(Rn

+)∞

∣∣f(x)g(x)∣∣xγndx ≤ ∥fχ(Rn
+)∞∥∞,γ∥gχ(Rn

+)∞∥1,γ

= ∥fχ(Rn
+)∞∥p(·),γ∥gχ(Rn

+)∞∥p′(·),γ

= ∥f∥p(·),γ∥g∥p′(·),γ = 1

elde edilir. Benzer şekilde, p(·) ve p′(·) nin rollerini ters çevirirsek∫
(Rn

+)1

|f(x)g(x)|xγndx ≤ 1
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olur. (Rn
+)0 kümesinde integral incelenirken, Young eşitsizliği kullanıldığında∫

(Rn
+)0

|f(x)g(x)|xγndx ≤
∫

(Rn
+)0

(
1

p(x)
|f(x)|p(x) + 1

p′(x)
|g(x)|p′(x)

)
xγndx

≤ 1

p−
ρp(·),γ(f) +

1

p′(·)−
ρp′(·),γ(g)

elde edilir. 1
p′(·)− = 1

(p+)′ = 1− 1
p+

ve ρp(·),γ(f), ρp′(·),γ(g) ≤ 1 iken

∫
(Rn

+)0

|f(x)g(x)|xγndx ≤ 1

p−
+ 1− 1

p+

elde edilir. Yukarıdaki işlemler, karakteristik fonksiyon ve L∞,γ normu göz önüne alındı-

ğında,

∫
Rn
+

|f(x)g(x)|xγndx ≤
[( 1

p−
− 1

p+
+ 1

)
∥χ(Rn

+)0∥∞,γ + ∥χ(Rn
+)∞∥∞,γ + ∥χ(Rn

+)1∥∞,γ

]
× ∥f∥p(·),γ∥g∥p′(·),γ

bulunur. İstenilen ifade elde edilmiş olur.

Sonuc. 3.2.12. r(·), q(·) ∈ P(Rn
+) üs fonksiyonları olsun. p(·) ∈ P(Rn

+) üs fonksiyonu,
1

p(x) =
1

q(x) +
1

r(x) şeklinde tanımlansın. Bu durumda her f ∈ Lq(·),γ(Rn
+) ve g ∈ Lr(·),γ(Rn

+)

için fg ∈ Lp(·),γ(Rn
+) dir ve

∥fg∥p(·),γ ≤ C ∥f∥q(·),γ∥g∥r(·),γ

olacak şekilde bir C sabit sayısı vardır.

İspat. p(·), q(·), r(·) ∈ P(Rn
+) olsun. f ∈ Lq(·),γ(Rn

+) ve g ∈ Lr(·),γ(Rn
+) alalım. ∥f∥q(·),γ = 0

ya da ∥g∥r(·),γ = 0 ise bu durumda fg = 0 dır ve açıktır. Bundan dolayı, normların pozitif

olduğu ve ayrıca homojenlikten ∥f∥q(·),γ = ∥g∥r(·),γ = 1 olduğu kabul edilebilir. p(·) nin

tanımından (Rn
+)

p(·)
∞ = (Rn

+)
q(·)
∞ ∩(Rn

+)
r(·)
∞ dir. Buradan s(·) ∈ P(Rn

+\(Rn
+)

p(·)
∞ ) üs fonksiyonu

s(x) =


q(x)
p(x) , x ̸∈ (Rn

+)
q(·)
∞ ∪ (Rn

+)
r(·)
∞

1, x ∈ (Rn
+)

r(·)
∞ \(Rn

+)
q(·)
∞

∞, x ∈ (Rn
+)

q(·)
∞ \(Rn

+)
r(·)
∞
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ile tanımlanabilir. Şimdi

|f(·)|p(·) ∈ Ls(·),γ(Rn
+\(Rn

+)
p(·)
∞ ) ve |g(·)|p(·) ∈ Ls′(·),γ(Rn

+\(Rn
+)

p(·)
∞ ) (3.6)

ve

∥∥|f(·)|p(·)∥∥
Ls(·),γ(Rn

+\(Rn
+)

p(·)
∞ )

,
∥∥|g(·)|p(·)∥∥

Ls′(·),γ(Rn
+\(Rn

+)
p(·)
∞ )

≤ 1 (3.7)

olduğunu kabul edelim. Bu durumda Hölder eşitsizliğinden

ρp(·),γ(fg) =

∫
Rn
+\(Rn

+)
p(·)
∞

|f(x)|p(x)|g(x)|p(x)xγndx+ ∥fg∥
L∞,γ((Rn

+)
p(·)
∞ )

≤ Cs(·),γ ∥|f(·)|p(·)∥Ls(·),γ(Rn
+\(Rn

+)
p(·)
∞ )

∥|g(·)|p(·)∥
Ls′(·),γ(Rn

+\(Rn
+)

p(·)
∞ )

+

+ ∥f∥
L∞,γ((Rn

+)
q(·)
∞ )

∥g∥
L∞,γ((Rn

+)
r(·)
∞ )

≤ Cs(·),γ + ∥f∥q(·),γ∥g∥r(·),γ = Cs(·),γ + 1

elde edilir. Bu durumda modülün konvekslik özelliğinden fg ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ve

∥fg∥p(·),γ ≤ Cs(·),γ + 1 = (Cs(·),γ + 1) ∥f∥q(·),γ∥g∥r(·),γ

olur. Bu nedenle ispatı tamamlamak için (3.6) ifadesinin ve (3.7) norm kestiriminin elde

edilmesi gerekmektedir. İlk olarak |f(·)|p(·) ifadesini göz önüne alalım. ∥f∥q(·),γ = 1 oldu-

ğundan ∥f∥
L∞,γ((Rn

+)
q(·)
∞ )

≤ ρq(·),γ(f) ≤ 1 dir. Ayrıca, (Rn
+)

s(·)
∞ ⊂ (Rn

+)
q(·)
∞ ve Rn

+\(Rn
+)

s(·)
∞ ⊂

Rn
+\(Rn

+)
q(·)
∞ ve (Rn

+)
s(·)
1 üzerinde p(x) = q(x) < ∞ dur. Böylece,

ρs(·),γ
(
f(·)p(·)χRn

+\(Rn
+)

p(·)
∞

)
≤

∫
Rn
+\(Rn

+)
s(·)
∞

|f(x)|p(x)s(x)xγndx+
∥∥|f(·)|p(·)∥∥

L∞,γ((Rn
+)

s(·)
∞ )

≤
∫

Rn
+\(Rn

+)
q(·)
∞

|f(x)|q(x)xγndx+
∥∥|f(·)|p(·)∥∥

L∞,γ((Rn
+)

q(·)
∞ )

≤
∫

Rn
+\(Rn

+)
q(·)
∞

|f(x)|q(x)xγndx+ ∥f∥
L∞,γ((Rn

+)
q(·)
∞ )

≤ 1

dir. Buradan norm tanımı ile
∥∥|f(·)|p(·)∥∥

Ls(·),γ(Rn
+\(Rn

+)
p(·)
∞ )

≤ 1 dir. Benzer sonuç, s(·) ile s′(·)
ve q(·) ile r(·) yer değiştirildiğinde |g(·)|p(·) için de elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış

olur.
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Teorem 3.2.13. p(·) : Rn
+ → [1,∞] Lebesgue ölçülebilir üs fonksiyonu olsun. p+ < ∞ ise

bu durumda S (Rn
+ uzayındaki basit fonksiyonlar kümesi) kümesi, Lp(·),γ(Rn

+) değişken üslü

Lebesgue uzayının yoğun alt kümesidir. (İspat için bak, Diening vd., 2017, Sonuç 3.4.10).

Önerme 3.2.14. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. Eğer f ∈ Lp(·),γ(Rn

+) ve ∥f∥p(·),γ > 0 ise bu durumda

ρ(f/∥f∥p(·),γ) ≤ 1 dir. Ayrıca, her f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) için ρ(f/∥f∥p(·),γ) = 1 olması için gerek

ve yeter şart p+(Rn
+\(Rn

+)∞) < ∞ olmasıdır.

İspat. p+(Rn
+ \ (Rn

+)∞) < ∞ olduğunu kabul edelim. Bu durumda λk → ∥f∥p(·),γ olacak

şekilde bir {λk} dizisi alalım. Fatou lemması ve modüler fonksiyonun tanımından

ργ
( f

∥f∥p(·),γ
)
≤ lim inf

k→∞
ργ(f/λ) ≤ 1

elde edilir. Fakat bunun aksine ργ
( f
∥f∥p(·),γ

)
< 1 olduğunu kabul edelim. Bu durumda her

0 < λ < ∥f∥p(·),γ için

ργ(f/λ) = ργ
(∥f∥p(·),γ

λ

f

∥f∥p(·),γ
)
≤

(∥f∥p(·),γ
λ

)p+(Rn
+\(Rn

+)∞)
ργ

( f

∥f∥p(·),γ
)

olur. Böylece, ργ(f/λ) < 1 olacak şekilde ∥f∥p(·),γ normuna yeterince yakın bir λ bulabiliriz.

Fakat normun tanımına göre ργ(f/λ) ≥ 1 olmalıdır. Bu çelişkiden dolayı eşitliğin sağlandığı

görülmektedir.

p+(Rn
+ \(Rn

+)∞) = ∞ olduğunu kabul edelim. Sonlu ölçüye sahip {Ek} kümelerinin

dizisini aşağıdaki şekilde tanımlayalım:

i. Ek ⊂ Rn
+ \ (Rn

+)∞,

ii. Ek+1 ⊂ Ek ve |Ek \ Ek+1|γ > 0,

iii. |Ek|γ → 0,

iv. Eğer x ∈ Ek ise p(x) ≥ pk > k dır.

f fonksiyonu f(x) =
( ∞∑
k=2

k−2

|Ek\Ek+1|γ χEk\Ek+1
(x)

) 1
p(x) olsun. Bu durumda her λ < 1 için

ργ(f/λ) =
∞∑
k=2

k−2

∮
Ek\Ek+1

λ−p(x)xγndx ≥
∞∑
k=2

k−2λ−k = ∞

elde edilir. Diğer taraftan, ργ(f) =
∞∑
k=2

k−2 < 1 dir. Böylece, f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ve ∥f∥p(·),γ = 1

dir. Fakat ργ
( f
∥f∥p(·),γ

)
< 1 dir.
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Sonuc. 3.2.15. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. Eğer ∥f∥p(·),γ ≤ 1 ise bu durumda ρ(f) ≤ ∥f∥p(·),γ dir

ve eğer ∥f∥p(·),γ > 1 ise bu durumda ρ(f) ≥ ∥f∥p(·),γ dir.

3.3. Yakınsaklık ve Tamlık

Bu kısımda, değişken üslü Lebesgue uzaylarının Banach uzayı, yani tam normlu

vektör uzayı olduğu gösterilecektir. Lp(·),γ(Rn
+) nin normlu vektör uzayı olduğu yukarıda

gösterilmiştir. Bu nedenle, bu uzayların Banach uzayı olduğunu görmek için tam olduğunu

göstermek yeterli olacaktır. İlk olarak yakınsaklık kavramı ele alınacaktır. Ancak, değişken

üslü Lebesgue uzaylarda, modül, norm ve ölçü yakınsaklık olmak üzere üç tip yakınsaklık

söz konusudur. Şimdi bunlarla ilgili teoremleri verelim:

Teorem 3.3.1. p(·) ∈ P(Rn
+) için {fk} ⊂ Lp(·),γ(Rn

+) dizisi, f fonksiyonuna h.h.y noktasal

yakınsak artan negatif olmayan fonksiyonlar dizisi olsun. Bu durumda f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ve

∥fk∥p(·),γ → ∥f∥p(·),γ dır ya da f ̸∈ Lp(·),γ(Rn
+) ve ∥fk∥p(·),γ → ∞ dur.

İspat. {fk} artan bir dizi olduğundan {∥fk∥p(·),γ} da artandır. Böylece, bu dizi ya yakın-

saktır ya da ıraksaktır. Eğer f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ise fk ≤ f olduğundan ∥fk∥p(·),γ ≤ ∥f∥p(·),γ

olur. Diğer taraftan, fk ∈ Lp(·),γ(Rn
+) olduğundan, ∥fk∥p(·),γ < ∞ = ∥f∥p(·),γ dir. Her iki

durumda da yeterince büyük k ve herhangi bir λ < ∥f∥p(·),γ için λ < ∥fk∥p(·),γ olduğunu

göstermek yeterlidir.

λ > 0 alalım, normun tanımından ργ(f/λ) > 1 dir. Bundan dolayı, klasik Lebesgue

uzaylarındaki monoton yakınsaklık teoreminden,

ργ(f/λ) =

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

(
|f(x)|
λ

)p(x)

xγndx+ λ−1∥f∥L∞,γ((Rn
+)∞)

= lim
k→∞

( ∫
Rn
+\(Rn

+)∞

(
|fk(x)|

λ

)p(x)

xγndx+ λ−1∥fk∥L∞,γ((Rn
+)∞)

)

= lim
k→∞

ργ(fk/λ)

elde edilir. Dolayısıyla, yeterince büyük k için ργ(fk/λ) > 1 dir ve böylece λ < ∥fk∥p(·),γ
olur. İspat tamamlanmış olur.

Aşağıdaki teorem Fatou Lemmasının bir benzeridir.
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Teorem 3.3.2. p(·) ∈ P(Rn
+) için {fk} ⊂ Lp(·),γ(Rn

+), h.h.y fk → f (noktasal) olacak

şekilde bir dizi olsun. Eğer lim infk→∞ ∥fk∥p(·),γ < ∞ ise bu durumda f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ve

∥f∥p(·),γ ≤ lim infk→∞ ∥fk∥p(·),γ dır.

İspat. İlk önce gk(x) = infk≤m |fm(x)| dizisini tanımlayalım. Bu durumda her k ≤ m için

gk(x) ≤ |fm(x)| olur. Böylece gk ∈ Lp(·),γ(Rn
+) dir. Ayrıca, tanımdan, {gk} artan bir dizidir

ve hemen hemen her x ∈ Rn
+ için

lim
k→∞

gk(x) = lim inf
m→∞

|fm(x)| = |f(x)|

olur. O halde, Teorem 3.3.1 den

∥f∥p(·),γ = lim
k→∞

∥gk∥p(·),γ ≤ lim
k→∞

(
inf
k≤m

∥fm∥p(·),γ
)
= lim inf

k→∞
∥fk∥p(·),γ < ∞

ve f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Dikkat edilirse, yukarıda verdiğimiz iki teoremin aksine, Lebesgue yakınsaklık teore-

minin ispatı için p+ < ∞ olarak kabul etmemiz gerekmektedir. Ayrıca, modül yakınsaklık

için norm yakınsaklık ile ilgili aşagıdaki lemma da gereklidir.

Lemma 3.3.3. p(·) ∈ P(Rn
+) ve p+ < ∞ olsun. Herhangi bir {fk} ⊂ Lp(·),γ(Rn

+) dizisi

ve f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) için ∥fk − f∥p(·),γ → 0 olması için gerek ve yeter şart ργ(f − fk) → 0

olmasıdır.

İspat. Dizinin norm yakınsak olduğunu kabul edelim. Sonuç 3.2.15 ile, yeterince büyük k

için ργ(f − fk) ≤ ∥f − fk∥p(·),γ ≤ 1 dir ve böylece ργ(f − fk) → 0 olur.

Tersini ispatlamak için λ < 1 seçelim. Bu durumda

ργ

(
f − fk

λ

)
≤

(
1

λ

)p+

ργ(f − fk)

olur. Böylece, yeterince büyük k için ργ
(f−fk

λ

)
≤ 1 elde edilir. O halde k sayıları için

∥f−fk∥p(·),γ ≤ λ dır. λ keyfi olduğundan, normda fk → f olur. Böylece ispat tamamlanmış

olur.

Teorem 3.3.4. p(·) ∈ P(Rn
+) ve p+ < ∞ olsun. Eğer {fk} dizisi h.h.y noktasal fk → f

ve h.h.y |fk(x)| ≤ g(x) olacak şekilde g ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ise bu durumda f ∈ Lp(·),γ(Rn

+) ve

k → ∞ iken ∥f − fk∥p(·),γ → 0 dır.
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İspat.

|f(x)− fk(x)|p(x) ≤ 2p(x)−1
(
|f(x)|p(x) + |fk(x)|p(x)

)
≤ 2p

+ |g(x)|p(x) ∈ L1,γ(Rn
+)

dır. Bu durumda L1,γ uzayında Lebesgue yakınsaklık teoreminden k → 0 iken ργ(f−fk) →
0 ve Lemma 3.3.3 ile ∥f − fk∥p(·),γ → 0 olur.

Teorem 3.3.5. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. Eğer {fk} ⊂ Lp(·),γ(Rn

+) dizisi norm yakınsaklığa göre

f fonksiyonuna yakınsak ise bu durumda {fk} dizisi ölçü yakınsaklığa göre f fonksiyonuna

yakınsaktır.

İspat. {fk} dizisinin f fonksiyonuna norm yakınsadığını fakat ölçü yakınsamadığını ve her

k için

|{x ∈ Rn
+ : |f(x)− fk(x)| ≥ ε}| ≥ ε

olacak şekilde ε, 0 < ε < 1 olduğunu kabul edelim. Bu kümeyi Ek ile gösterelim. Her bir

k için ya |Ek ∩ (Rn
+)∞|γ ≥ ε/2 ya da |Ek \ (Rn

+)∞|γ ≥ ε/2 olduğundan bir diğer alt diziye

geçerek her k için bu eşitsizliklerden birinin sağlandığını kabul edebiliriz. Eğer her k için

|Ek ∩ (Rn
+)∞|γ ≥ ε/2 ise bu durumda

∥f − fk∥Lp(·),γ ≥ ∥(f − fk)χ(Rn
+)∞∥p(·),γ = ∥f − fk∥L∞,γ((Rn

+)∞) ≥ ε

olur. Bu durum {fk} dizisinin f fonksiyonuna norm yakınsak olduğu kabulü ile çelişir. Eğer

her k için |Ek \ (Rn
+)∞|γ ≥ ε/2 ise bu durumda

ργ

(
f − fk
ε2/2

)
≥

∫
Rn
+\(Rn

+)∞

(
|f(x)− fk(x)|

ε2/2

)p(x)

xγndx

≥
∫

Ek\(Rn
+)∞

(
2

ε

)p(x)

xγndx ≥
(
2

ε

)p−

|Ek \ (Rn
+)∞| ≥ 1

elde edilir. Böylece, ∥f − fk∥Lp(·),γ ≥ ε2/2 > 0 olur. Yine {fk} dizisinin f fonksiyonuna

norm yakınsadığı kabulü ile çelişir. Dolayısıyla {fk} ⊂ Lp(·),γ(Rn
+) dizisi norma göre f

fonksiyonuna yakınsak ise bu durumda {fk} dizisi ölçüye göre f fonksiyonuna yakınsaktır.

Teorem 3.3.6. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. {fk} ⊂ Lp(·),γ(Rn

+) dizisinin norma göre f ∈
Lp(·),γ(Rn

+) fonksiyonuna yakınsak olsun. Bu durumda f fonksiyonuna h.h.y noktasal ya-

kınsayan bir {fkj} alt dizisi ve g ∈ Lp(·),γ(Rn
+) vardır ve hemen hemen her x ∈ Rn

+ için

|fkj (x)| ≤ g(x) dir.
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İspat. Teorem 3.3.5 e göre f fonksiyonuna h.h.y noktasal yakınsayan bir {fkj} alt dizi

vardır. Ayrıca, yakınsak diziler Cauchy dizisi olduğundan her bir j için yeterince büyük kj

ler seçebiliriz. Dolayısıyla ∥fkj+1
− fkj∥p(·),γ ≤ 2−j olur. Kolaylık açısından fkj yerine fj

yazalım. Her bir j için

hj(x) =

j−1∑
i=1

|fi+1(x)− fi(x)|

şeklinde bir hj fonksiyonu tanımlayalım. Bu durumda {hj} artan bir dizidir ve bir h fonksi-

yonuna noktasal yakınsar. fj fonksiyon dizisinden,

∥hj∥p(·),γ ≤
j−1∑
i=1

2−j ≤ 1

elde edilir. Böylece, monoton yakınsaklık teoreminden h ∈ Lp(·),γ(Rn
+) elde edilir. Fakat bu

durumda her j ve hemen hemen her x ∈ Rn
+ için

|fj(x)− f1(x)| ≤
j−1∑
i=1

|fi+1(x)− fi(x)| = hj(x) ≤ h(x)

olur. Eğer g = h+ |f1| olarak alınırsa, bu durumda g ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ve h.h.y |fj(x)| ≤ g(x)

elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur.

Teorem 3.3.7. p(·) ∈ P(Rn
+) ve

∑∞
k=1 ∥fk∥p(·),γ < ∞ olacak şekilde {fk} ⊂ Lp(·),γ(Rn

+)

bir dizi olsun. Bu durumda i → ∞ iken
∑i

k=1 fk → f olacak şekilde f ∈ Lp(·),γ(Rn
+)

fonksiyonu vardır ve

∥f∥p(·),γ ≤
∞∑
k=1

∥fk∥p(·),γ

dır.

İspat. Rn
+ uzayında F fonksiyonu ve {Fi} dizisini aşağıdaki şekilde tanımlayalım:

F (x) =
∞∑
k=1

|fk(x)|, Fi(x) =
i∑

k=1

|fk(x)|.

Bu durumda {Fi} dizisi negatif olmayan ve h.h.y F fonksiyonuna noktasal yakınsak ve

artan bir dizidir. Ayrıca, her bir i için

∥Fi∥p(·),γ ≤
i∑

k=1

∥fk∥p(·),γ ≤
∞∑
k=1

∥fk∥p(·),γ < ∞
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olduğundan Fi ∈ Lp(·),γ(Rn
+) dir ve ∥Fi∥p(·),γ normu düzgün sınırlıdır. Ayrıca, Teorem 3.3.1

den dolayı F ∈ Lp(·),γ(Rn
+) dir. Özellikle F fonksiyonu h.h.y sonludur. Dolayısıyla, {Fk}

dizisi h.h.y noktasal yakınsaktır. Böylece, eğer {Gi} fonksiyon dizisi

Gi(x) =

i∑
k=1

fk(x)

şeklinde tanımlanırsa bu durumda bu dizi de h.h.y noktasal yakınsak olur. Çünkü mutlak

yakınsaklık, yakınsaklığı gerektirir.

Şimdi G0 = 0 olsun. Bu durumda j ≥ 0 sabiti için Gi − Gj → f − Gj h.h.y

noktasaldır. Ayrıca,

lim inf
i→∞

∥Gi −Gj∥p(·),γ ≤ lim inf
i→∞

i∑
k=j+1

∥fk∥p(·),γ =
∞∑

k=j+1

∥fk∥p(·),γ < ∞

olur. Teorem 3.3.2 den dolayı, eğer j = 0 alınırsa bu durumda

∥f∥p(·),γ ≤ lim inf
i→∞

∥Gi∥p(·),γ ≤
∞∑
k=1

∥fk∥p(·),γ < ∞

olur. Daha genel olarak, her bir j için benzer çıkarım

∥f −Gj∥p(·),γ ≤ lim inf
i→∞

∥Gi −Gj∥p(·),γ ≤
∞∑

k=j+1

∥fk∥p(·),γ

olduğunu gösterir. Çünkü sağ taraftaki toplam sıfıra yakınsar. Norma göre Gj → f dir.

Böylece ispat tamamlanmış olur.

Teorem 3.3.7 nin bir sonucu olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz. Bu teorem de

Lp(·),γ(Rn
+) uzayının tamlığını verir.

Teorem 3.3.8. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. Lp(·),γ(Rn

+) değişken üslü Lebesgue uzayı tamdır.

Yani, Lp(·),γ(Rn
+) uzayındaki her bir Cauchy dizisi yakınsaktır.

İspat. {fk} ⊂ Lp(·),γ(Rn
+) bir Cauchy dizisi olsun. i, j ≥ k1 için ∥fi − fj∥p(·),γ < 2−1 ve

i, j ≥ k2 için ∥fi − fj∥p(·),γ < 2−2 olacak şekilde sırasıyla k1 ve k2 seçelim. Bu durum,

∥fkj+1
− fkj∥p(·),γ < 2−j olacak şekilde bir {fkj}, kj < kj+1 alt dizisinin olduğunu gösterir.

g1 = fk1 ile yeni bir {gj} dizisi tanımlayalım ve j > 1 için gj = fkj − fkj−1
olsun. Bu
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durumda her j için
∑j

i=1 gi = fkj iç içe geçen toplamlar elde edilir. Ayrıca,

∞∑
j=1

∥gj∥p(·),γ ≤ ∥fk1∥p(·),γ +
∞∑
j=1

2−j < ∞

olur. Buradan ve Teorem 3.3.7 den, norma göre fkj → f olacak şekilde bir f ∈ Lp(·),γ(Rn
+)

fonksiyonu vardır. Son olarak, üçgen eşitsizliğinden,

∥f − fk∥p(·),γ ≤ ∥f − fkj∥p(·),γ + ∥fkj − fk∥p(·),γ

elde edilir. Çünkü {fk} bir Cauchy dizisidir. Böylece, norma göre fk → f olur. Teoremin

ispatı tamamlanmış olur.

Teorem 3.3.9. p+ < ∞ iken p(·) ∈ P(Rn
+) ve f ∈ Lloc

p(·),γ(R
n
+) olsun. Bu durumda hemen

hemen her x ∈ Rn
+ için

lim
r→0

∮
B+(x,r)

|f(y)− f(x)|p(y)yγndy = 0 (3.8)

dır.

İspat. Bu lokal bir sonuç olduğundan, bir B+ yuvarı almak ve hemen hemen her x ∈ B+

için ispatlamak yeterlidir. O halde f ∈ Lp(·),γ(B+) olduğundan,∫
B+

|f(y)|p(y)yγndy < ∞

dir. {qi} dizisi rasyonel dizi olsun. Bu durumda∫
B+

|f(y)− qi|p(y)yγndy ≤ 2p
+−1

∫
B+

(
|f(y)|p(y) + |qi|p(y)

)
yγndy < ∞

olur. Dolasıyla, her bir i ve hemen hemen her x ∈ B+ için klasik Lebesgue diferensiyelleme

teoreminden

lim
r→0

∮
B+(x,r)

|f(y)− qi|p(y)yγndy = |f(x)− qi|p(x)

olur. Sıfır ölçülü kümelerin sayılabilir birleşimi sıfır ölçüye sahip olduğundan, bu limit her

i ve hemen hemen her x ∈ B+ için geçerlidir. O halde bir x ∈ B+ alalım ve 0 < ϵ < 1
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olsun.
∣∣f(x)− qi

∣∣ < ϵ olacak şekilde bir qi seçelim. Bu durumda

lim sup
r→0

∮
B+(x,r)

|f(y)− f(x)|p(y)yγndy

≤ 2p
+−1 lim sup

r→0

( ∮
B+(x,r)

|f(y)− qi|p(y)yγndy +
∮

B+(x,r)

|f(x)− qi|yγndy
)

= 2p
+−1

(
|f(x)− qi|p(x) + |f(x)− qi|

)
< 2p

+
ϵ

elde edilir. Böylece (3.8) ifadesi kolayca elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır.
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ ÖTELEME OPERATÖRÜ

M. Levitan 1951 yılında, R+ = (0,∞) üst yarı uzayında bir ötelemenin varlığını

göstermiş ve R+ öteleme olarak adlandırmıştır. Daha sonra Bessel diferensiyel operatör-

leri ile ilişkisini inceleyerek bu ötelemenin (0,∞) aralığındaki noktaları yine bu aralıktaki

noktalara dönüştürdüğünü göstermiştir (Levitan, 1967).

I. Kipriyanova 1967 yılında, Rn
+ n-boyutlu yarı uzayda genelleştirilmiş ötelemeyi

tanımlamıştır (Kipriyanova, 1967). Çalışmalarında, bu ötelemenin (n − 1) değişkene göre

adi ve n. değişkene göre R+ öteleme olarak ele almış ve sonra Fourier-Bessel operatörü ile

ilişkisini incelemiştir.

Bu kısımda, ilk önce R, R+ ve Rn
+ ötelemeleri verilerek, genelleştirilmiş öteleme

operatörünün özellikleri, özellikle sınırlılığı ele alınacaktır. Çünkü genelleştirilmiş öteleme

operatörü p(·) ∈ P(Rn
+) üs fonksiyonu değişken olduğunda, Lp(·),γ(Rn

+) uzayında sınırlı

değildir. Bundan dolayı bizim ele aldığımız problemde kilit noktadır.

4.1. Adi Öteleme

Tanım 4.1.1. τyf(x) = f(x + y) ile tanımlanan x noktasını x + y noktasına öteleyen

operatöre R de adi öteleme denir. Adi öteleme (−∞,∞) aralığında tanımlıdır. Dolayısıyla

τ : R → R dir. Bu öteleme,

∂u(x, y)

∂x
=

∂u(x, y)

∂y
, u(x, y) = f(x)

başlangıç değer probleminin çözümüne karşılık gelir.

4.2. Genelleştirilmiş Öteleme

Tanım 4.2.1. R+ öteleme, Bn Bessel operatör olmak üzere, Bxu = Byu, u(x, 0) = f(x),

uy(x, 0) = 0 başlangıç değer probleminin yani,

∂2u

∂x2
+

γ

x

∂u

∂x
=

∂2u

∂y2
+

γ

y

∂u

∂y
(4.1)

denkleminin, u
∣∣
y=0

= f(x) ve ∂u
∂y

∣∣
y=0

= 0 başlangıç şartlarını sağlayan bir çözümüdür. Bu



41

çözüm

u(x, y) = T y
x f(x) =

Γ(γ+1
2 )

π
1
2Γ(γ2 )

π∫
0

f(
√

x2 − 2xy cosα+ y2) sinγ−1 αdα

şeklinde tanımlanır. Bu öteleme (0,∞) aralığında tanımlıdır. Bu ötelemeye R+ öteleme

denir.

Bu ifade de T 0
xf(x) = f(x) olduğu açıktır. Ayrıca eğer f(x) fonksiyonunun sürekli türevi

varsa bu durumda,

∂

∂y
T y
x f(x)

∣∣
y=0

= 0 (4.2)

dır ve f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden sürekli türevi varsa bu durumda T y
x f(x),

(4.1) denkleminin çözümüdür ve (4.2) başlangıç şartları elde edilebilir. Ayrıca x = (x′, xn),

y = (y′, yn), x, y ∈ Rn ve x′ = (x1, x2, . . . , xn−1), y′ = (y1, y2, . . . , yn−1) ve

△Bn =

n−1∑
i=1

∂2

∂x2i
+Bn, Bn =

∂2

∂x2n
+

γ

xn

∂

∂xn

△Bn Laplace-Bessel operatör olmak üzere,

n−1∑
i=1

∂2u

∂x2i
+

∂2u

∂x2n
+

γ

xn

∂u

∂xn
=

n−1∑
i=1

∂2u

∂y2i
+

∂2u

∂y2n
+

γ

yn

∂u

∂yn

denkleminin yukarıdaki başlangıç şartları altındaki çözümü

T y
x f(x) =

Γ(γ+1
2 )

π
1
2Γ(γ2 )

∫ π

0
f
(
x′ − y′,

√
x2n − 2xnyn cosα+ y2n

)
sinγ−1 αdα

dir. Bu operatöre genelleştirilmiş öteleme operatörü denir (Levitan, 1973). T y genelleşti-

rilmiş öteleme operatörü aşağıdaki özelliklere sahiptir:

1. Lineerlik özelliği: Her a, b skaleri için T y
x [af(x) + bg(x)] = aT y

x f(x) + bT y
x g(x) dir.

2. Pozitiflik özelliği: Eğer f(x) ≥ 0 ise T y
x f(x) ≥ 0 dır.

3. T y
x (1) = 1 dir. ∫ π

0
sinγ−1 αdα =

π
1
2Γ(γ2 )

Γ(γ+1
2 )
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olduğu yukarıdaki formül kullanıldığında f(x) = 1 için,

T y
x f(x) =

Γ(γ+1
2 )

π
1
2Γ(γ2 )

∫ π

0
sinγ−1 αdα =

Γ(γ+1
2 )

π
1
2Γ(γ2 )

π
1
2Γ(γ2 )

Γ(γ+1
2 )

= 1

elde edilir.

4. Eğer x ≥ a ve f(x) = 0 ise bu durumda |x− y| ≥ a için T y
x f(x) = 0 dır.

5. T y
x operatörü süreklidir: fn(x) sürekli fonksiyonlar dizisi her bir sonlu aralıkta f(x)

fonksiyonuna düzgün yakınsak ise bu durumda iki değişkenli fonksiyonlar dizisi

T y
x fn(x) her bir sonlu bölgede T y

x f(x) fonksiyonuna düzgün yakınsar.

6. T y
x operatörü sınırlıdır: f ∈ Lp,γ olsun. Bu durumda |T y

x f(x)| ≤ T y
x |f(x)| ≤

supx≥0 |f(x)| dir.

7. Değişme özelliği: f(x) sürekli bir fonksiyon ve T y
xT z

xf(x) = T z
xT

y
x f(x) dir.

8. Birleşme özelliği: f(x) sürekli bir fonksiyon ve y, z ∈ Rn
+ olsun. Bu durumda

T z
y T

y
x f(x) = T z

xT
y
x f(x)dir.

9. Eşlenik özelliği: Eğer sürekli bir f(x) fonksiyonu,
∫
Rn
+
|f(x)|xγndx < ∞ ve her x > 0

için g(x) sınırlı bir fonksiyon ise bu durumda∫
Rn
+

T y
x f(x)g(y)y

γ
ndy =

∫
Rn
+

f(y)T y
x g(x)y

γ
ndy

olur. g(x) = 1 için ∫
Rn
+

T y
x f(x)y

γ
ndy =

∫
Rn
+

f(y)yγndy

dir.

10. T−y
x f(x) = T y

x f(x) dir.

11. FB[T
y
x f(x)] = j γ−1

2
(xnyn)FB[f(x)] dir.

12. Bn[T
y
x f(x)] = T y

x [Bnf(x)] dir.

13. Dα
γ [T

y
x f(x)] = T y

x [Dα
γ f(x)] dir.
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Tanım 4.2.2. 1 ≤ p < ∞ ve f, g ∈ Lp,γ(Rn
+) ölçülebilir iki fonksiyon ve T y genelleştirilmiş

öteleme operatörü olsun. Bu durumda genelleştirilmiş ötelemeyle ilgili konvolüsyon çarpım

(f ⊗ g)(x) =

∫
Rn
+

f(y)T yg(x) yγndy

ile tanımlanır.

Teorem 4.2.3. 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp,γ(Rn
+) olsun. Bu durumda her y ∈ Rn

+ için

∥T yf(x)∥Lp,γ(Rn
+) ≤ ∥f∥Lp,γ(Rn

+)

dır.

İspat. Teoremi ilk olarak p = 1 için ispatlayalım.
zn = xn cosα,

zn+1 = xn sinα,

z′ = x′,

dönüşümünü yapalım. Bu dönüşümün Jakobiyeni j = 1
xn

dir. Bu durumda

√
x2n − 2xnyn cosα+ y2n =

√
(xn cosα− yn)2 + x2n sin

2 α

=
√

(zn − yn)2 + z2n+1

elde edilir. Buradan

∥T yf(x)∥L1,γ(Rn
+) =

∫
Rn
+

∣∣T yf(x)
∣∣xγndx

=

∫
Rn
+

∣∣∣∣Cγ

π∫
0

f
(
x′ − y′,

√
x2n − 2xnyn cosα+ y2n

)
sinγ−1 αdα

∣∣∣∣xγndx
≤ Cγ

∫
Rn
+

π∫
0

∣∣f(x′ − y′,
√
x2n − 2xnyn cosα+ y2n

)∣∣ sinγ−1 αdαxγndx

≤ Cγ

π∫
0

∫
Rn
+

∣∣f(z′ − y′,
√

(zn − yn)2 + z2n+1

)∣∣ sinγ−1 α
1

xn
xγndxdα
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≤ Cγ

∫
Rn+1
+

∣∣f(z′,√z2n + z2n+1

)∣∣zγ−1
n+1dzdzn+1

≤ Cγ

∫
Rn
+

π∫
0

∣∣f(x′, xn)∣∣ sinγ−1 αdαxγndx

≤ Cγ

π∫
0

sinγ−1 αdα

∫
Rn
+

|f(x)|xγndx = ∥f∥L1,γ(Rn
+)

elde edilir. Şimdi p = ∞ için ∥T yf(x)∥L∞,γ(Rn
+) ≤ ∥f(x)∥L∞,γ(Rn

+) olduğunu gösterelim.

∥T yf(x)∥L∞,γ(Rn
+) = ess sup

x∈Rn
+

∣∣T yf(x)
∣∣ dir. O halde

|T yf(x)| =
∣∣∣∣Cγ

π∫
0

f
(
x′ − y′,

√
x2n − 2xnyn cosα+ y2n

)
sinγ−1 αdα

∣∣∣∣
≤ Cγ

π∫
0

∣∣∣∣f(x′ − y′,
√

x2n − 2xnyn cosα+ y2n
)∣∣∣∣ sinγ−1 αdα

≤ Cγ

π∫
0

∥f∥L∞,γ(Rn
+) sin

γ−1 αdα

= ∥f∥L∞,γ(Rn
+) cγ

π∫
0

sinγ−1 αdα = ∥f∥L∞,γ(Rn
+)

elde edilir. p = 1 için ∥T yf(x)∥L1,γ(Rn
+) ≤ ∥f∥L1,γ(Rn

+) ve p = ∞ için ∥T yf(x)∥L∞,γ(Rn
+) ≤

∥f∥L∞,γ(Rn
+) olduğundan, interpolasyon teoremi gereğince 1 ≤ p ≤ ∞ için

∥T yf(x)∥Lp,γ(Rn
+) ≤ ∥f∥Lp,γ(Rn

+) elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur.

Yukarıdaki Teorem 4.2.3 ün Lp(·),γ(Rn
+) değişken üslü Lebesgue uzaylarda bu şartlar

altında sağlanmadığı bilinmektedir. Yani, p(·) ∈ P(Rn
+) üs fonksiyonu ve T y genelleşti-

rilmiş öteleme operatörü olduğunda, Lp(·),γ(Rn
+) değişken üslü Lebesgue uzayında T y sınırlı

değildir. T y operatörünün Lp(·),γ(Rn
+) uzayında sınırlı olması için gerek ve yeter şart p(·)

nin sabit olmasıdır. Eğer üs fonksiyonu değişken ise, T y operatörünün bu uzaylarda sınırlı

olması için gerek ve yeter şart üs fonksiyonlarının regülerlik özelliğini sağlamasıdır.

Şimdi bu operatörün Lp(·),γ(Rn
+) uzayında sınırlı olmasını sağlayan p(·) ∈ P(Rn

+)

üs fonksiyonlarının regülerlik şartlarını inceleyelim.

Lemma 4.2.4. p(·) ∈ P(Rn
+) ve T y genelleştirilmiş öteleme operatörü olsun. Bu durumda
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her y ∈ Rn
+ için T y operatörünün Lp(·),γ(Rn

+) uzayında sınırlı olması için gerek ve yeter

şart p(·) nin sabit olmasıdır.

İspat. İlk olarak, her y ∈ Rn
+ için T y operatörünün Lp(·),γ(Rn

+) uzayında sınırlı olduğunu

kabul edelim. Bu durumda ∥T yf∥p(·),γ = ∥f∥p∗(·),γ olur. Burada

p∗(x, y) = T yp(x) = Cγ

∫ π

0
p
(
x′ − y′,

√
x2n − 2xnyn cosα+ y2n

)
sinγ−1 αdα

dir. Bu durum, Lp(·),γ(Rn
+) ↪→ Lp∗(·),γ(Rn

+) özelliğinin var olduğunu olduğunu göstermek-

tedir. Buradan h.h.y p(·) ≥ p∗(·) sonucu elde edilir. y keyfi olduğundan p(·) nin sabit

olduğunu gösterir. Bu bir çelişkidir.

f ∈ Lp(·),γ(Rn
+) için T yf ̸∈ Lp(·),γ(Rn

+) olduğu bilinmektedir. T y nin Lp(·),γ(Rn
+)

uzayında sürekli olmadığını kabul edelim. fk ≥ 0, ∥fk∥p(·),γ ≤ 2−k ve ∥T yf∥p(·),γ = 1 olmak

üzere fk ∈ Lp(·),γ(Rn
+) seçelim. f :=

∞∑
k=1

fk olarak tanımlayalım. Bu durumda ∥f∥p(·),γ ≤ 1

ve ∥T yf∥p(·),γ = ∞ olur. Böylece ispat tamamlanır.
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5. HARDY-LITTLEWOOD MAKSİMAL OPERATÖRLER

Bu bölümde, harmonik analizde önemli bir yere sahip olan Bn-maksimal ope-

ratörlerin değişken üslü Lebesgue uzaylarında sınırlılığına yer verilecektir. Laplace-Bessel

diferensiyel operatöre bağlı Hardy-Littlewood maksimal operatörün Lp(·),γ(Rn
+) değişken

üslü Lebesgue uzayında sınırlı olması için gerekli şartlar belirlenecektir. Bn-maksimal ope-

ratörün sınırlılığı, harmonik analizin diğer Bn-singüler integral operatörleri için Lp(·),γ(Rn
+)

uzayında norm eşitsizliklerinin ispat edilmesi için kullanılmaktadır.

İlk olarak, Guliyev tarafından tanımlanan Laplace-Bessel diferensiyel operatöre

bağlı Hardy-Littlewood maksimal operatörün yani, Bn-maksimal operatörün tanımını ve-

relim:

5.1. Bn-Maksimal Operatör ve Lp(·),γ(Rn
+) Uzayında Sınırlılığı

Tanım 5.1.1. f ∈ Lloc
1,γ(Rn

+) olsun. f fonksiyonunun Bn-maksimal operatörü

Mγf(x) = sup
r>0

|B+(0, r)|−1
γ

∫
B+(0,r)

T y|f(x)| yγndy

şeklinde tanımlanır (Guliyev, 1998, 2003).

Şimdi, Bn-maksimal operatörünün bazı temel özelliklerini inceleyelim:

Önerme 5.1.2. Bn-maksimal operatörü aşağıdaki özelliklere sahiptir:

i. Mγ alt lineer operatördür. Yani, Mγ(f + g)(x) ≤ Mγf(x) +Mγg(x) dir. Mγ homo-

jendir. Yani her α ∈ R için Mγ(αf)(x) = |α|Mγf(x) dir.

ii. f , lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda hemen hemen her x ∈ Rn
+

için |f(x)| ≤ Mγf(x) dir.

iii. f ∈ L∞,γ(Rn
+) ise, bu durumda Mγf ∈ L∞,γ(Rn

+) ve ∥Mγ∥∞,γ = ∥f∥∞,γ dir.

iv. Eğer pozitif ölçülü bir kümede f(x) ̸= 0 ise bu durumda X sınırlı bir küme olmak

üzere x ∈ X için Mγf(x) ≥ ϵ olacak şekilde bir ϵ > 0 sayısı vardır.

v. Pozitif ölçülü bir kümede f(x) ̸= 0 ise bu durumda Mγf(x) ̸∈ L1,γ(Rn
+) dir.
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Teorem 5.1.3. f , Rn
+ de tanımlı bir fonksiyon olsun.

i. Eğer f ∈ L1,γ(Rn
+) ise bu durumda her t > 0 için

∣∣{x ∈ Rn
+ : Mγf(x) > t

}∣∣
γ
≤ C

t
∥f∥L1,γ(Rn

+)

dir, burada C sabit sayısı x, r, t ve f den bağımsızdır.

ii. Eğer 1 < p ≤ ∞ için f ∈ Lp,γ(Rn
+) ise bu durumda Mγf ∈ Lp,γ(Rn

+) ve

∥Mγf∥Lp,γ(Rn
+) ≤ C ∥f∥Lp,γ(Rn

+)

dir, burada C sabit sayısı f den bağımsızdır (Guliyev, 1998, 2003).

Teorem 5.1.3 de Bn-maksimal operatörün Lp,γ(Rn
+) uzayındaki sınırlılığı verilmiştir.

Biz bu tezde Guliyev tarafından Lp,γ(Rn
+) uzayında elde edilen sonuçları değişken üslü

Lebesgue uzaylarına genelleştireceğiz.

Şimdi, Harmonik analizdeki bazı önemli sonuçları, değişken üslü Lebesgue uzay-

larda verelim.

Tanım 5.1.4. Mγ Bn-maksimal operatörün Lp(·),γ(Rn
+) değişken üslü Lebesgue uzaylarda

sınırlı olmasını sağlayan p(·) ∈ P(Rn
+) üs fonksiyonların kümesi B(Rn

+) ile gösterilir. Eğer

p′(·) ∈ B(Rn
+) ise bu durumda p(·) ∈ B′(Rn

+) yazılır.

Aşağıda, değişken üslü Lebesgue uzaylar için bazı sonuçları verelim. (Diening, 2005,

Teorem 8.1) e göre, B(Rn
+) nin karakterizasyonu aşağıdaki gibidir.

Teorem 5.1.5. p(·) ∈ P(Rn
+) ve 1 < p− ≤ p+ < ∞ olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

denktir:

i. p(·) ∈ B(Rn
+),

ii. p′(·) ∈ B(Rn
+),

iii. 1 < q < p− için p(·)/q ∈ B(Rn
+) dir,

iv. 1 < q < p− için (p(·)/q)′ ∈ B(Rn
+) dir.
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Sonuc. 5.1.6. (Norm eşlenik formülü) p(·) ∈ P log(Rn
+) ya da p(·) ∈ B olsun. Bu durumda

her f ∈ L0,γ(Rn
+) için

C∥f∥p(·),γ ≤ sup
g∈C∞

0 (Rn
+): ∥g∥p′(·),γ≤1

∫
Rn
+

|f | |g| dµ ≤ 2 ∥f∥p(·),γ

dir, burada C sayısı sadece p nin B sabitine bağlıdır (Diening vd., 2017).

Önerme 5.1.7. p(·) ∈ B(Rn
+) ve B = {B+(x, r) : x ∈ Rn

+, r > 0} olsun. Herhangi bir

B+ ∈ B için

|B+|γ ≤ ∥χB+∥Lp(·),γ∥χB+∥Lp′(·),γ ≤ C |B+|γ (5.1)

olacak şekilde bir C > 0 sabit sayısı vardır.

İspat. Teorem 5.1.5 den p(·) ∈ B(Rn
+) ise p′(·) ∈ B(Rn

+) dir. Yani, f, g ∈ Lloc
1,γ(Rn

+) negatif

olmayan fonksiyonlar için∫
g(x)T{B+}f(x)x

γ
ndx =

∫
f(x)T{B+} g(x)x

γ
ndx

elde edilir. Böylece norm eşlenik formülüne göre T{B+} nın Lp(·),γ uzayında sınırlı olması

için gerek ve yeter şart Lp′(·),γ uzayında sınırlı olmasıdır.

iii ⇒ i : Hölder eşitsizliği kullanılarak her f ∈ Lp(·),γ için

∥T{B+}f∥p(·),γ = ∥χB+Mγf∥Lp(·),γ

= ∥χB+∥Lp(·),γ |B+|−1
γ

∫
Rn
+

χB+(y)T
y|f(x)|yγndy

≤ ∥χB+∥Lp(·),γ2|B+|−1
γ ∥χB+∥Lp′(·),γ∥f∥Lp(·),γ

elde edilir. Şimdi, |B+|γ ≤ ∥χB+∥Lp(·),γ∥χB+∥Lp′(·),γ ≤ C |B+|γ , T{B+} nın sınırlılığını verir.

i ⇒ iii : Lp(·),γ uzayının norm eşlenik formülüne göre her B+ ⊂ Rn
+ için

∥χB+∥Lp(·),γ∥χB+∥Lp′(·),γ ≤ 2 ∥χB+∥Lp(·),γ sup
∥g∥p(·),γ≤1

∫
χB+g(x)x

γ
ndx

= 2 sup
∥g∥p(·),γ≤1

|B+|γ∥χB+Mγg∥Lp(·),γ

≤ 2A sup
∥g∥p(·),γ≤1

|B+|γ∥g∥Lp(·),γ = 2A|B+|γ
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elde edilir, burada A bir sabittir (Ho, 2012, Lemma 3.2) göz önüne alınabilir.

Quasi-metrik ölçü uzaylarında tanımlanan Mµ maksimal operatörün değişken üslü

Lebesgue uzaylarında sınırlı olduğu Adamowicz tarafından ispatlanmıştır (Adamowicz vd.,

2015). Bn-maksimal operatörün değişken üslü Lebesgue uzaylarında sınırlılığı gösterilirken

Adamowicz’in elde ettiği sonuçlar kullanılacaktır.

Teorem 5.1.8. p(·) ∈ P log
∞ (Rn

+) olsun. Bu durumda

∥Mγf∥Lp(·),γ(Rn
+) ≤ C ∥f∥Lp(·),γ(Rn

+)

dir, burada C sabit sayısı f fonksiyonundan bağımsızdır.

İspat. Homojen tipli uzaylarda tanımlı maksimal fonksiyonu ele alalım. Bunun için ρ sürekli

pseudo-metrik ile donatılmış X topolojik uzayını ve

µ(B(x, 2r)) ≤ C µ(B(x, r)) (5.2)

doubling şartını sağlayan pozitif µ ölçüsünü göz önüne alalım. Burada C, x ve r > 0 dan

bağımsız, B(x, r) = {y ∈ X : ρ(x, y) < r} ve (X, ρ, µ) quasi-metrik ölçü uzaylarında

maksimal fonksiyon

Mµf(x) = sup
r>0

1

µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)| dµ(y)

dir. Mµ maksimal operatörün Lp(·)(X,µ) uzayında sınırlı olduğu bilinmektedir (Adamo-

wicz vd., 2015). Biz bu sonucu X = Rn
+, ρ(x, y) = |x − y|, dµ(x) = xγndx durumunda

kullanacağız. Bu ölçünün (5.2) doubling şartını sağladığı açıktır. Ayrıca,

µ(B(x, r)) = |B+(x, r)|γ =

∫
{y∈Rn

+:|x−y|<r}

yγdy

≤
n−1∏
i=1

∫
{yi∈R: |yi|<r}

dyi

∫
{yn>0: |xn−yn|<r}

yγndyn

≤
n−1∏
i=1

|(−r, r)|
∫

{yn>0: |xn−yn|<r}

yγndyn
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≤ (2r)n−1

 (2r)(2xn)
γ , r < xn

(2r)1+γ , r ≥ xn

≤ 2n+γrn−1

 rxγn, r < xn

r1+γ , r ≥ xn
= C rn+γ max{1, (xn/r)γ}

elde edilir. Şimdi

Mγf(x) . Mµf(x) (5.3)

olduğunu gösterelim. Genelleştirilmiş öteleme operatörünün tanımından, T yχB+(0,r)(x),

B+(x, r) yuvarında desteklidir. T yχB+(0,r)(x) in kestirimini yapalım.

T yχB+(0,r)(x) ≤ C

∫
{α∈(0,π):x2

n−2xnyn cosα+y2n<r2}

sinγ−1 αdα

≤ C

∫
{α∈(0,π): x2n+y2n−r2

2xnyn
<cosα}

sinγ−2 αd(cosα)

≤ C

1∫
max

{
−1,

x2n+y2n−r2

2xnyn

} (1− t2)
γ
2
−1dt

≤ Cmin

{
1,

rγ/2(r − |xn − yn|)γ/2

(xnyn)γ/2

}
≤ Cmin{1, (r/xn)γ}

elde edilir. Sonuç olarak her x ∈ Rn
+, r > 0 ve y ∈ B+(x, r) için

T yχB+(0,r)(x) ≤ C min{1, (r/xn)γ}

olacak şekilde bir C > 0 sayısı vardır. Böylece

Mγf(x) ≤ Mγ,0f(x) +Mγ,nf(x)

olarak elde edilir, burada

Mγ,0f(x) = sup
r≤xn

|B+(0, r)|−1
γ

∫
B+(x,r)

|f(y)|T yχB+(0,r)(x) y
γ
ndy

Mγ,nf(x) = sup
r>xn

|B+(0, r)|−1
γ

∫
B+(x,r)

|f(y)|T yχB+(0,r)(x) y
γ
ndy
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dir. µ(B+(x, r)) ≤ C rn+γ , |B+(x, r)|γ = rn+γ ve T yχB+(0,r) ≤ 1 olduğu göz önüne alınarak

Mγ,0f(x) ≤ sup
r≤xn

1

|B+(x, r)|

∫
B+(x,r)

|f(y)| yγndy ≤ CMγf(x)

elde edilir. Diğer taraftan

µ(B+(x, r)) ≤ C rn+γ max{1, (xn/r)γ} = C rn+γ(xn/r)
γ ,

T yχB+(0,r) ≤ C min{1, (r/xn)γ} = (r/xn)
γ

olduğu göz önüne alınırsa

Mγ,nf(x) ≤ C sup
r>xn

|B+(x, r)|−1
γ rn+γ(xn/r)

γ(r/xn)
γ×

× 1

µ(B+(x, r))

∫
B+(x,r)

|f(y)| yγndy ≤ CMµf(x)

elde edilir. Sonuç olarak

Mγf(x) . Mµf(x)

elde edilir. (5.3) ifadesi ve Mµ maksimal operatörün Lp(·)(X,µ) uzayında sınırlılığından

Mγ nın Lp(·),γ(Rn
+) uzayında sınırlılığı elde edilir. Yani,

∥Mγf∥Lp(·),γ(Rn
+) . ∥Mµf∥Lp(·)(X,µ) . ∥f∥Lp(·)(X,µ) ≤ C ∥f∥Lp(·),γ(Rn

+)

olarak elde edilir. Buradan ispat tamamlanmış olur.

Teorem 5.1.9. p(·) ∈ P(Rn
+) olsun. Eğer p− = 1 ise bu durumda Bn-maksimal operatör

Lp(·),γ(Rn
+) uzayında sınırlı değildir.

İspat. k ∈ N için

1 < sk < (n+ γ)

(
n+ γ − 1

k + 1

)−1

eşitsizliğini sağlayan sk seçelim. Bu durumda her k için p− = 1 olduğundan

Ek = {x ∈ Rn
+ : p(x) < sk}

kümesi pozitif ölçüye sahiptir. Lebesgue diferensiyelleme teoremi ile her bir χEk
fonksiyonu

için

lim
r→0+

|B+(0, r) ∩Ek|γ
|B+(0, r)|γ

= 1
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dir. Özellikle, eğer 0 < r ≤ Rk ise bu durumda

|B+(0, r) ∩ Ek|γ
|B+(0, r)|γ

> 1− 2−(n+γ)(k+1) (5.4)

eşitsizliği sağlanacak şekilde 0 < Rk < 1 vardır. Bk = B+(0, Rk) olsun ve

fk(x) = |x|−n−γ+ 1
k+1χB+(0,Rk)∩Ek

(x)

tanımlayalım. Şimdi, fk ∈ Lp(·),γ(Rn
+) ve

∥Mγfk∥p(·),γ ≥ C (k + 1) ∥fk∥p(·),γ

olduğunu ispatlamalıyız. İlk olarak, dikkat edilmelidir ki, Rk < 1 ve −n − γ + 1
k+1 < 0

olduğundan,

ργ(fk) =

∫
Bk∩Ek

|x|(−n−γ+ 1
k+1

)p(x)xγndx ≤
∫
Bk∩Ek

|x|(−n−γ+ 1
k+1

)skxγndx < ∞

olur. İkinci olarak, maksimal operatörün denk tanımını kullanacağız ve yuvarlar üzerinden

ortalamayı göz önüne alacağız. x ∈ Bk ∩Ek ve r = |x| ≤ Rk olsun. Bu durumda,

Mγfk(x) ≥
1

|B+(0, r)|γ

∫
B+(0,r)∩Ek

T y|x|−n−γ+ 1
k+1 yγndy

dir. δk = 2−(k+1) olsun. Bu durumda

∣∣{y : δkr < |y| < r}
∣∣ = (1− 2−(n+γ)(k+1))|B+(0, r)|γ

dir. Bundan dolayı, |x|−n−γ+ 1
k+1 radyal azalan olduğundan ve (5.4) ifadesi ile |B+(0, r) ∩

Ek|γ ≥ (1− 2−(n+γ)(k+1))|B+(0, r)|γ olduğundan,

Mγfk(x) ≥
1

|B+(0, r)|γ

∫
B+(0,r)∩Ek

T y|x|−n−γ+ 1
k+1 yγndy

≥ C r−n−γ

∫
{δkr<|y|<r}

T y|x|−n−γ+ 1
k+1 yγndy

≥ C (k + 1)(1− δ
1

k+1

k )|x|−n−γ+ 1
k+1 ≥ C (k + 1)fk(x)

elde edilir. Eğer x ̸∈ Bk ∩ Ek ise bu eşitsizliğin geçerli olduğu aşikardır. Dolayısıyla

∥Mγfk∥p(·),γ ≥ C(k + 1) ∥fk∥p(·),γ dır. Böylece p− = 1 olduğunda Mγ maksimal opera-
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törün Lp(·),γ(Rn
+) değişken üslü Lebesgue uzaylarında sınırlı olmadığı ispatlanmış olur.

Şimdi Mγ maksimal operatörün Lp(·),γ(Rn
+) değişken üslü Lebesgue uzaylarında

sınırlı olmadığını gösteren örnekler verelim.

Örnek 5.1.10.

p(x) =

 2, 0 < x ≤ 1;

4, x > 1,

ve f(x) = |x|−2/5χ(0,1)(x) olsun. Bu durumda |x|−4/5χ(0,1)(x) ∈ L1,γ(R+) olduğundan

f ∈ Lp(·),γ(R+) dir. Diğer taraftan Mγf ̸∈ Lp(·),γ(R+) dir. Eğer x > 1 ise bu durumda

sup
r>0

1

|B+(0, r)|γ

∫
B+(0,r)

T y|f(x)|yγdy =
1

ω(n, γ)rn+γ

∫
B+(0,r)

T y|x|−2/5yγdy

=
1

ω(n, γ)rn+γ

∫
B+(0,r)

|x− y|−2/5yγdy

≥ 1

ω(n, γ)rn+γ

∫
B+(0,r)

|y|−2/5+γdy

=
1

ω(n, γ)rn+γ

∫
B+(0,r)

r−2/5+γdr

=
1

ω(n, γ)
r3/5−n ̸∈ L4,γ((0, 1))

dir. Böylece ργ(Mγf) = ∞ olur. Dolayısıyla Mγf ̸∈ Lp(·),γ(R+) dir.

Örnek 5.1.11. p(x) = 3 + sinx olsun. Bu durumda Mγf maksimal operatörü Lp(·),γ(R+)

uzayında sınırlı değildir.

Her k ∈ N için

Ak =

[
π

4
+ 2kπ,

3π

4
+ 2kπ

]
, Bk =

[
5π

4
+ 2kπ,

7π

4
+ 2kπ

]

kümelerini tanımlayalım. a = 3+
√
2
2 ve b = 3−

√
2
2 olarak alalım. Bu durumda eğer x ∈ Ak

ise p(x) ≥ a ve eğer x ∈ Bk ise p(x) ≤ b dir. Şimdi

f(x) =
∞∑
k=1

|x|−1/3χAk
(x)
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fonksiyonunu tanımlayalım.
a

3
> 1 ve γ <

a

3
− 1 olduğundan

ργ(f) =
∞∑
k=1

∫
Ak

|x|−p(x)/3xγdx ≤
∞∫

π/4+2π

|x|−a/3xγdx < ∞

olur. Böylece f ∈ Lp(·),γ(R+) dır. Diğer taraftan x ∈ [2kπ, 2(k + 1)π] alalım. Bu durumda

Mγf(x) ≥
1

2π

2(k+1)π∫
2kπ

T y|f(x)|yγdy ≥ C |x|−1/3+γ

elde edilir. Bundan dolayı
b

3
< 1 ve γ > 0 olduğundan,

ρ(Mγf) ≥
∞∑
k=1

C

∫
Bk

T y|x|−p(x)/3yγdy ≥
∞∑
k=1

C

∫
Bk

T y|x|−b/3yγdy

≥ C
∞∑
k=1

(
7π

4
+ 2kπ

)−b/3

= ∞

elde edilir. Buradan Mγf ̸∈ Lp(·),γ(R+) sonucu elde edilir.
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