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OZET

Bu tez beg boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Tkinci
béliimde, ¢alismamiz icin gerekli olan temel tanim ve teoremler verilmis, Lebesgue ve agir-
likli Lebesgue uzaylar1 takdim edilmistir. Uciincii boliimde, degisken iislii Lebesgue uzaylar:
tanitilarak bu uzaylarin temel 6zelliklerine yer verilmistir. Dérdiincii boliim, genellegtirilmis
Oteleme operatorii ve temel 6zelliklerini icermektedir. Ayrica bu boliimde, genellegtirilmis
Oteleme operatoriiniin Lebesgue ve degisken iislii Lebesgue uzaylarinda sinirlilik problemi
incelenmigtir. Beginci boliim, tezin orijinal sonuglarini igeren kismidir. Son bolimde, B,,-

maksimal operatoriiniin degisken {iislii Lebesgue uzaylarinda sinirhiligi ispatlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: B,-maksimal operator, Degigken iislii Lebesgue uzaylari, Genelleg-

tirilmis 6teleme operator.
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MAXIMAL OPERATORS RELATED TO LAPLACE-BESSEL
OPERATORS ON VARIABLE EXPONENT LEBESGUE SPACES
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SUMMARY

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to introduction.
In the second chapter, the basic definitions and theorems that we would need in our study
were given. Also, Lebesgue spaces and weighted Lebesgue spaces defined. In third chapter,
variable exponent Lebesgue spaces are introduced and the basic features of these space
are given. The fourth chapter includes the generalized translation operator and its basic
properties. Also in this chapter, the boundedness problem of the generalized shift operator
on variable exponent Lebesgue spaces has been investigated. In the final chapter, the

boundedness of the Bj,-maximal operator on variable exponent Lebesgue spaces is proved.

Keywords: B,-maximal operator, Generalized shift operator, Variable exponent Lebes-

gue spaces.
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1. GIRIS

Degigken iislii fonksiyon uzaylari ile ilgili galigmalarda, son yillarda biiyiik bir ge-
lisme s6z konusudur. Bu uzaylar, literatiirde ilk olarak 1931 yilinda Orlicz tarafindan ya-
yinlanan bir makale ile ortaya ¢ikmigtir (Orlicz, 1931). Orlicz, L.y degisken iislii fonksiyon
uzaylarini, reel say1 uzaylarinda goz oniine ald1 ve bu uzaylarda Holder esitsizligini ispat-

lads.

Degigken iislii fonksiyon uzaylari modiiler fonksiyon uzaylar ile ilgilidir. Modiiler
fonksiyon uzaylari, sistematik olarak ilk Nakano tarafindan ¢aligilmigtir (Nakano, 1950,
1951). Bu ¢ahigmalar incelendiginde, modiiler fonksiyon uzaylarimin pek ¢ok matematikgi
tarafindan calisildigr goriilmektedir. Daha sonra, modiiler fonksiyon uzaylarinda, Hudzik,
Kaminska ve Musielak énemli ¢aligmalar yapmigtir. Bu uzaylar ile ilgili kapsamh bilgi igin

Musielak tarafindan yaymlanan (Musielak, 1983) monografisine bakilabilir.

Harmonik analiz, kismi diferensiyel denklemler, potansiyel teori ve uygulamali ma-
tematik alanlarinda pek ¢ok problem, degisken tislii fonksiyon uzaylarinda ele alinmigtir.
Ozellikle degisken {islii fonksiyon uzaylari, miihendislik matematik uygulamalarmda ge-
reklidir. Son yillarda pek ¢ok matematik¢i tarafindan ele alinan baz giincel problemler
¢oziilmeye calisildiginda, klasik fonksiyon uzaylarinin yetersiz oldugu fark edilmistir. Bu
problemlerden bazilari, lineer olmayan elastisite teorisi, akigkanlar mekanigi, matematiksel
modelleme ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklem problemleridir. Bu durum, yeni
fonksiyon uzaylarinin tanimlanmasini ve ¢aligilmasini gerektirmisgtir. Bu uzaylardan biri de

degigken {islii Lebesgue uzaylaridir.

L,y (R) olarak gosterilen degisken iislii Lebesgue uzaylari, Sharapudinov tarafin-
dan geligtirilmigtir. Bu aragtirmalar, Tsenov’un 1961 yilinda yayinlanan makalesinde ortaya
gikmugtir (Tsenov, 1961). Ayrica, degigken iislii uzaylardaki galigmalarin bir sonraki 6nemli
adimi, 1990 larin baginda Kovacik ve Rakosnik tarafindan yayimmlanan bir makale ile olmus-

tur (Kovacik ve Rakosnik, 1991).

Degisken {islii Lebesgue uzaylari, klasik Lebesgue uzaylarinin bir genellemesi olup,
L, klasik Lebesgue uzaylarma benzer pek ok ozellige sahiptir. Bununla birlikte, L,
degisken iislii Lebesgue uzaylar1 Banach fonksiyon uzayidir. p(-) : R™ — (0, 00) iis fonksi-

yonu igin, Ly degigken {islii Lebesgue uzay1 quasi-Banach uzayidir. Ayrica, degisken {islii



Lebesgue uzaylarindaki p(-) degisken iis fonksiyonu, log-Holder siireklilik sartin saglar. Ge-
nellegtirilmis 6teleme operatorii ile elde edilen singiiler integrallerin sinirhligi igin log-Hdélder
stireklilik sartinin saglanmasinin yani sira maksimal operatorlerin simirliligini gostermeye
de ihtiyacimiz var. Dolayisiyla, Guliyev tarafindan tamimlanan B,-maksimal operatoriin
Lp(.m(Rﬁ_) uzayinda sinirli olmasi bizim igin temel sonugtur. Bu sonug ilk olarak kla-
sik maksimal operatorler i¢in Cruz-Uribe, Fiorenza, Martell ve Pérez tarafindan Ly,.)(R")
uzaymda ispatlandi (Cruz-Uribe vd., 2006) ve sistematik olarak Cruz-Uribe ve Fiorenza
tarafindan gelistirildi (Cruz-Uribe ve Fiorenza, 2013). Burada, en 6nemli hipotez degis-
ken tiis fonksiyonlarinin regiilerligi, yani log-Holder stireklilik sartini saglamasidir. Diening
bu sart1, Q smirl bir bélge olmak iizere, klasik maksimal operatoriin siirliligini Ly, (€2)
uzaymda gostermek i¢in kullanmigtir (Diening, 2004). Bununla birlikte, Diening eger iis
fonksiyonu kompakt bir kiimenin diginda sabit ise, maksimal operatériin L,,.)(R") uzaymnda
sinirli oldugunu gostermistir. Bu problemler, £ nin sinirli olmadigr durumda Cruz-Uribe,
Fiorenza ve Neugebauer (Cruz-Uribe vd., 2003) ve Nekvinda (Nekvinda, 2007) tarafindan

ele alinmig ve incelenmigtir.

Maksimal operatoriin siirliligi, pek cok konvoliisyon tipli singiiler integral ope-
ratorlerin simrliligimi elde etmekte énemli rol oynamaktadir. Mihlin (Mihlin, 1962) ve Cal-
deron ve Zygmund (Calderon ve Zygmund, 1956) tarafindan incelenen bu singiiler integral
operatorler, Harmonik Analiz ve 6zellikle kismi diferensiyel denklemler teorisinde énemli
bir yere sahiptir. Bu ¢alisgmada ele alacagimiz B,-maksimal operator, Laplace Bessel ope-
ratorii ile ilgili konvoliisyon tipli singiiler integral operatorlerin sinirliliginda 6nemli bir yere
sahiptir.

Laplace-Bessel diferensiyel operatér Ap, = ji aa;? n = 88;% ;(;2",
v > 0 ile ilgili konvoliisyon tipli singiiler integral operatérlerin L, (R’ ) uzayimndaki siirh-
g1 ilk olarak Klyuchantsev (Klyuchantsev, 1970) ve Kipriyanov ve Klyuchantsev (Kipriya-
nov ve Klyuchantsev, 1970) tarafindan tanimland: ve incelendi. Aliev ve Gadjiev (Aliev ve
Gadjiev, 1992), Gadjiev ve Guliyev (Gadjiev ve Guliyev, 2005), Guliyev ve Isayev (Guliyev
ve Isayev, 2013), Ekincioglu ve Serbetgi (Ekincioglu ve Serbetgi, 1999, 2005) ve Ekincioglu

(Ekincioglu, 2010), L, ~ (R’ ) uzaymda By,-singiiler integrallerin sinirhhigini ¢aligmiglardir.

Maksimal fonksiyonlar, singiiler integral operatorler, potansiyel operatorler ve Ap, -

Laplace-Bessel diferensiyel operator ile ilgili konular, Fonksiyonel analiz ve uygulamala-



rinda 6nemli diferensiyel operator olarak bilinirler ve K. Stempak (Stempak, 1991), I. Kip-
riyanov ve M. Klyuchantsev (Klyuchantsev, 1970; Kipriyanov ve Klyuchantsev, 1970), L.
Lyakhov (Lyakhov, 1983, 1997), A.D. Gadjiev ve I.A. Aliev (Gadjiev ve Aliev, 1988, 1992),
V.S. Guliyev (Guliyev, 1998, 2003), V.S. Guliyev ve F.A. Isayev (Guliyev ve Isayev, 2013),
I. Ekincioglu (Ekincioglu, 2010), I. Ekincioglu ve A. Serbetci (Ekincioglu ve Serbetci, 1999,

2005) gibi pek ¢ok matematikgi tarafindan ¢aligilmigtir.

Bu galgmada, L) uzaymn arzu edilmeyen bazi ozellikleri ile kargi karsiya kal-

p(:
dik. Ornegin, Gteleme operatorii L,y uzaymnda siirekli degildir. Ciinkii, p(-) sabitten farkh
oldugunda, f € L, igin 7,f = f(x —y) € Ly dir. Sonug olarak, g € L; igin kon-
voliisyon siirekli degildir, yani, [|f * gll,y £ Cllgllillfllp) dir. Eger p(:), diizgiin ve
Ip(z)—p(y)| < C ’ In |z—y| |_1 lokal siireklilik sartini saglarsa ¢ € C5°(R"™) i¢in bu miimkiin-
diir. Diening (Diening, 2004), M Hardy-Littlewood maksimal operatoriin siirekliligi igin bu
ozelligi kullanmigtir. Eger p(-) yeterince biiylik Br yuvarmin diginda sabit ve lokal diizgiin
siireklilik sartlarim saglarsa bu durumda M Hardy-Littlewood maksimal operatdr Ly,.)(R™)
uzaymda siireklidir (Diening, 2004). Ozellikle Ly (R™) uzaymda f * g — f saglanir. Bu-
rada ¢.(x) = e~%p(x/e) dir. Bu baglamda, p(-) igin siireklilik modiilii, maksimal operator
icin bir simirlayicidir. Bununla birlikte, diizgiin lokal siireklilik sarti1, Hardy-Littlewood mak-

simal operatoriin siirekliligi i¢in yeterli midir sorusu ortaya gikiyor. Bu sorunun cevabi, p(-)

nin herhangi bir biiyiik yuvarin diginda sabit olmasi durumunda evettir.

M klasik maksimal operatorlerin Ly,.)(R"™) degigken {islii Lebesgue uzaylarmda si-
nirliligi birgok matematikgi tarafindan ispatlanmigtir. Bununla birlikte Bj,-maksimal ope-
ratorlerin Ly, ,(R") Lebesgue uzaylarinda smirhilig elde edilmistir (Guliyev, 2003). Bu so-
nuglar bizi, Ap, -Laplace-Bessel diferensiyel operator ile elde edilen maksimal operatorleri

(Bp-maksimal operator) degisken {islii Lebesgue uzaylarda incelemeye motive etmigtir.

Bu calismada, degisken iislii Lebesgue uzaylarda B,-maksimal operatorlerin sinir-
lilig1 incelenecektir. Birinci boliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci béliimde, calismamiz
icin gerekli olan temel tanim ve teoremler verilmis, Lebesgue uzaylar: ve agirlikli Lebesgue
uzaylar1 takdim edilmistir. Uciincii boliimde, degisken iislii Lebesgue uzaylar1 tanitilarak
bu uzaylarin temel 6zelliklerine yer verilmigtir. Dordiincii boliim, genellestirilmis 6teleme
operatori ve temel 6zelliklerini icermektedir. Ayrica bu béliimde, genellestirilmis 6teleme

operatoriiniin Lebesgue ve degisken iislii Lebesgue uzaylarinda sinirlilik problemi incelen-



mistir. Beginci boliim, tezin orijinal sonuglarini iceren kismidir. Son boliimde, B;,-maksimal
operator tanitilarak B;,-maksimal operatoriiniin degisken iislii Lebesgue uzaylarinda sinir-

lilig1 elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1. Q bir kiime olsun. {2 nin alt kiimelerinin bir A sinifi i¢in agagidaki ézellikler

saglaniyorsa bu durumda A simmifina 2 kiimesi iizerinde bir cebirdir denir.

i. Qe A,
ii. Her E € Aicin E° = Q\F € A,

n
. k=1,2,...,nigin Ex € Aise |J Ej € A.
k=1

Eger (iii) sart1 yerine, her n € N i¢in E, € A = ;2| E, € A ozelligi alimirsa A cebirine

o-cebiri adi verilir.

Tanim 2.1.2.  bir kiime ve A da  iizerinde bir o-cebiri olsun. Bu durumda (2, .4)
ikilisine 6lgiilebilir uzay, A daki her bir kiimeye de A-6l¢iilebilir kiime veya kisaca 6l¢iilebilir

kiime ad1 verilir.

Tanim 2.1.3. (9, A) olgiilebilir uzay ve u : A — R bir fonksiyon olsun. Eger u fonksiyonu

iou(®) =0,
ii. Her A € Aigin 0 < pu(A) < o0,

iii. Her ayrik (A,,) dizisi igin pu( |J An) = > w(4n)
1 n=1

n=

ozelliklerini sagliyorsa p fonksiyonuna 2 tizerinde 6l¢ii denir. (2,.4, p) tigliisiine de dlgii

uzay1 adi verilir.

Tanim 2.1.4. (2, A, ) bir 6lgii uzay1 olsun. Eger bir 6nerme, 6lgiisii sifir olan bir kiime
veya A ya ait olmadiginda sifir 6lgiilii bir kiime tarafindan kapsanan bir kiimenin tiimleyeni
iizerinde dogru ise, bu 6nerme hemen her yerde dogrudur denir ve kisaca h.h.y seklinde
yazilir. Bir 6nermenin dogru olmadigi 2 noktalarimin kiimesi sifir 6lgiilii bir kiime veya
sifir 6l¢iilii bir kiime tarafindan kapsaniyorsa, o 6nerme hemen hemen her €2 i¢in dogrudur

denir.



Tanim 2.1.5. (9, .A) 6lgiilebilir uzay ve f reel degerli bir fonksiyon olsun. Her « € R i¢in
FH(a,4+0) ={z€Q: f(z) >al e A

ise bu durumda f fonksiyonuna 6lgiilebilir fonksiyon denir. §2 iizerindeki Ol¢iilebilir fonksi-

yonlarin ailesi M (€2, .4) ile gosterilir.

Tanim 2.1.6. V bog olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. Eger V, toplama + : V xV —
V ve skaler ¢arpma - : F x V' — V iglemlerine gore degismeli grup ise bu durumda V, F

cismi tizerinde bir vektor uzayidir denir, burada F cismi, R veya C olabilir.

Tanim 2.1.7. V, F cismi tizerinde bir vektor uzay: olsun. ||-| : V' — R4 U{0} fonksiyonu,

her z,y € V ve a € T skaleri igin
Lzl >0ve |lz]| =0 2 =0,
i fax] = |af lz]],

iii. |z +yll <l[l=] + |yl

ozelliklerini saglarsa, || - || fonksiyonuna V' iizerinde bir norm ve (V/ || -||) ikilisine de normlu
uzay denir.
Tanim 2.1.8. V| F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. ||| : V' — R4 U{0} fonksiyonu,

her z,y € V ve a € F skaleri i¢in
L lz] =0,
i x| = |of ||,
iit. || +yll < [l=) + ||yl

ozelliklerini saglarsa, || - || fonksiyonuna V' iizerinde bir semi-norm denir.

Bu tamimda (iii) 6zelligi yerine ||z +y|| < C (||z]| + ||ly|]), C > 0 olmas1 durumunda

|| - || fonksiyonuna V' tizerinde bir quasi-norm adi verilir.

Tanim 2.1.9. X ve Y iki lineer uzay ve T : X — Y bir operator olsun. Her z,y € X ve
a, B €Figin T(ax+ py) = aT(x)+ BT (y) ise bu durumda T operatoriine lineer operator

denir.



Tanim 2.1.10. X ve Y normlu uzaylar ve T': X — Y lineer operator olsun. Eger her
x € X i¢in || Tz| < C||z|| olacak sekilde C' sabit sayis1 varsa 1" operatoriine sinirli lineer

operator denir.

Tanim 2.1.11. X ve Y iki normlu uzay, T : X — Y lineer operatér ve g € X olsun.
Eger verilen her ¢ > 0 sayisina karsihk ||z — o] < 0 sartim saglayan her x € X i¢in
|Tx—Tx|| < e olacak gekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa T operatdriine zp noktasinda siireklidir

denir.

Tanim 2.1.12. X ve Y normlu uzaylar ve T' : X — Y lineer operator olsun. Bu durumda
T operatoriiniin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart T nin sinirh olmasidir (Kreyszig,

1989).

Tanim 2.1.13. X C R, f: X — R fonksiyonu X kiimesinde sinirh olsun. d = d(X), X

kiimesinin ¢ap1 olmak iizere wy : (0,d] — Ry,
wr(8) = wyp(d; X) = sup{|f(z1) — f(22)| : 71,22 € X, |71 — 22| < 6}

fonksiyonuna f nin X kiimesinde siireklilik modiilii denir. X kiimesinin ¢ap1, d(X) =

sup{d(z,y) : =,y € X} dir.

Tanim 2.1.14. X C R, f : X — R bir fonksiyon olsun. Eger her ¢ > 0 sayis1 ve her
x1,x2 € X igin |z — x2| < § oldugunda | f(x1) — f(x2)| < € olacak sekilde sadece € sayisina

bagli bir 6 = d(¢) > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonuna X kiimesinde diizgiin siireklidir denir.

Tanim 2.1.15. X C R” bog olmayan acik bir kiime ve f, X kiimesinde siirekli reel veya

kompleks degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

supp(f) = {z € X : f(z) # 0}

kiimesine f fonksiyonunun destegi denir. Eger supp(f), X de kompakt bir kiime ise f
fonksiyonuna X kiimesinde kompakt destege sahiptir denir (Stein, 1993).

2.2. Schwartz Uzaylari

R™ n-boyutlu 6klid uzay1 olsun. x = (x1,...,2,) ve & = (&1,...,&,) € R™ i¢in
(2,6) = 2161 4 ... + xpbn, . = (2/,2,) € R” ve 2/ € R*, |z| = (z,2)"/? olmak fizere

R? = {z = (21,...,2n) 1 T, > 0} ile gosterilir.



Tanim 2.2.1. a = (ai,...,a,) ve § = (1, ..., Bn) multi-indisler olmak {izere f fonksiyonu
R"™ {izerinde her mertebeden tiirevleri var ve tiim tiirevler bir polinomla carpildiginda

sonsuzda hizla azalan, yani,

ise bu durumda f fonksiyonu Schwartz uzayma aittir denir ve f € S(R"™) ile gosterilir,

burada zf = x’flxﬁg b , DY = o o o ve 0q,8(f), f fonksiyonunun Sch-
0z{* 0x5?  dxypm ’

wartz semi normudur. B, = —5 + ——=——, 7 > 0 Bessel diferensiyel operator olmak tizere

St = S (RY) Schwartz uzay: ve

a1 QU1

D= DY B = D .. Dl B = 2 0" po
v o ' n 1 - ~n-1"“n aa1"8an1
Ty Tp—1

n

olsun. Bu durumda f € &y igin sup |x5D0‘f( )| < oo dir.
z€RY

Tanim 2.2.2. f € S, olsun. Bu durumda f fonksiyonunun Fourier-Bessel ve ters Fourier-

Bessel doniigiimleri sirasiyla
Fpf(x) = f( Je i )Jv L (@nyn) Yady  ve Fp'f(z) = Cny Fpf(-2)

seklinde tanimlamr, burada j,(¢) normallestirilmis Bessel fonksiyonu, (2/,vy') = ziy1 +

ToYo + ... + Tp_1Yn—1 ve Cp = (2m)"~ 127_1F2(7+1) fw(2 ) dir.

Yukaridaki tanimda verilen Fourier-Bessel doniigiimii,

n—1
0? 0? v 0
ABn—ga +a?+aaixn, v >0

Ap, Laplace-Bessel operatorii ile ilgilidir (Aliev, 1987).

Tanim 2.2.3. f ve g, R” uzayinda tanimh ve 6lgiilebilir iki fonksiyon olsun.

h(z) = f*g(x) = - flz —y)g(y)dy

seklinde yazilan h fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu denir.



2.3. Lebesgue Uzaylar:

Tanim 2.3.1. (£, A, ) 6lgii uzayi olsun. 0 < p < oo olmak iizere
L@ = {rem@.): [ P <]
Q
kiimesine p-ninci mertebeden integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. L, uzaymda norm

1/p
<f|f!pdu> , 1<p<oo
Q

esssup [f(z)] . p=oo
e

1 £l =

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.3.2. (2, 4, u) olgii uzayr, K C Q herhangi bir kompakt kiime ve f Lebesgue

Olciilebilir bir fonksiyon olmak iizere

/K | fldp < oo

ise f fonksiyonuna ) tizerinde lokal integrallenebilir fonksiyon denir ve f € Llloc(Q) ile

gosterilir.

Tamim 2.3.3. 1 < p,q < oo icin T : Ly(R™) — Ly(R™) bir operator olsun. Eger her
f e Ly(R") icin
ITfllz, < CllfllL,

ise T' operatoriine (p,q) kuvvetli tiplidir denir, burada C' > 0 sayis1 f fonksiyonundan

bagimsizdir. Ayrica, p bir 6lgli olmak {izere her t > 0 ve ¢ < 00 igin
Clifllp\*
e |71 > < (S0
ise T operatoriine (p, q) zayif tiplidir denir, burada C sayisi, ¢ ve f den bagimsizdir.

Teorem 2.3.4. (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) 1 < py < p; < 0o ve T, Ly, U Ly,
uzayinda tanimli altlineer operator olsun. Eger T' operatorii, (po,po) zayif tipli ve (p1,p1)

zayif tipli ise bu durumda her pg < p < py igin (p, p) kuvvetli tiplidir.
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Teorem 2.3.5. (Riesz-Thorin Interpolasyon Teoremi) 1 < pg,p1,qo,q1 < 0o ve 0 € (0,1)
olsun. 1 < p, ¢ < 00 i¢in

1 1-6 6 L_1-6, 46
Po n q q0 Q1

olarak tanimlayalim. Eger
ITfllLg < NollfllL,,, f € Ly,

ITfllzg, < Nullfllz,, f € Lp,

olmak iizere T' lineer operator ise bu durumda her f € L, icin
1—-6 A0
ITFllq < No=" Ny (£l

dir. Dolayisiyla T" operatorii L, uzayindan L, uzayma smirh bir doniisiimdiir.

Tanim 2.3.6. 0 < p < oo, f integrallenebilir bir fonksiyon ve v > 0 olsun. Ly (R’ )

Lebesgue uzayi, || f]| Ly (R7) < 00 ozelligini saglayan Olgiilebilir fonksiyonlar kiimesidir,

burada
1/p
<f !f(fﬂ)lpxﬁdx) , 1<p<oo
12y, me) = S
ess sup |f(x)| , p=0o0
xeRﬁ
dir.

Tanim 2.3.7. (Hardy-Littlewood Maksimal Operator) f € L°(R™) olsun. f fonksi-

yonunun Hardy-Littlewood maksimal operatorii

Mf(z) = sup| Bz, )| / ()l dy

r>0
B(z,r)

seklinde tammlanir, burada B(z,r) = {y € R" : |z — y| < r},  merkezli r yarigaph

yuvardir.

Tanim 2.3.8. (B,-Maksimal Operator) f € Lllon(Rﬁ) olsun. Bj-maksimal operator

M (@) = sup B 00) [ T vy
B+(07T)

seklinde tammlanir (Guliyev, 1998, 2003).
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1 1

Teorem 2.3.9. (Holder Esitsizligi) 1 < p < 0o, 1 < p’ < 0o ve — 4+ — = 1 olsun. Eger
p D

f €Ly, vege€ Ly, ise budurumda fg € Ly, dir. Yani

19l < Mfllz,-llgllz, .
dir.
Teorem 2.3.10. (Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo olsun. Her f,g € L, 5 icin
If +9llL,, < fllz, - + llgllz, -
dir.

Teorem 2.3.11. (Jensen Esitsizligi) (X, A, 1), u(X) = 1 olmak iizere sonlu bir 6l¢ii uzay:
olsun. Eger her x € X i¢in f fonksiyonu a < f(z) < b olmak iizere L1(X, ) de reel bir

fonksiyon ve ¢, (a,b) araliginda konveks ise bu durumda
<p</ fdu> S/ po fdu
X X
dir (Diening vd., 2017).

1 1 1

Teorem 2.3.12. (Young Esitsizligi) — + 1 = — + — olmak tizere 1 < p, g, < 0o olsun. Bu
r P 4q

durumda f € L, ve g € L, icin

1f*gllz. <[l fllz,llgllz,
dir (Diening vd., 2017).

Teorem 2.3.13. (Monoton Yakinsaklik Teoremi) f, : R — [0, 00] (Lebesgue) 6lgiilebilir

fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. Eger (f,,) dizisi f fonksiyonuna yakinsak ise,

= lim [ fudn
/IR n—oo R

bu durumda

dir.

Teorem 2.3.14. (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi) f,, : R — [—o0,00], f(z) =

lim f,(z) olmak iizere (Lebesgue) 6lgiilebilir fonksiyonlarin dizisi olsun. Her bir z € R
n—oo
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icin |fn(z)| < g(z) olmak iizere g : R — [0, 00] fonksiyonu integrallenebilir olsun. Bu

durumda her bir n i¢in f, dizisi gibi f fonksiyonu da integrallenebilirdir ve
lim [ fndy= / lim f,du = / fdu
dir.

Lemma 2.3.15. p(-) € P°8(R") ve 1 < p~ < pT < oo olsun. Bu durumda X noktasini
iceren her B C R™ yuvar1 ve ||f]| Lyey(Rn)+Loo(Rr) < 1 Ozelligini saglayan f € Ly()gn) +
L (R™) fonksiyonu i¢in

(#4 If(y)ldy>p(x) < § POy + (o)

olacak sekilde 8 € (0, 1) vardir, burada her k£ > 0 i¢in
hote) = minf| B 13 (e + o)+ f e+ ) an)

1
dir, burada 3, — nin log-Holder siireklilik sabiti ile p ye baghdir (Diening vd., 2009).
p

2.4. Agirlikli Lebesgue Uzaylar:

R} = {z = (x1,...,%,) : 2, > 0} olmak iizere v > 0 i¢in x merkezli  yarigaph
tist yar1 yuvart By (z,7) = {y € R} : |z —y| < r} ile gosterelim. Orijin merkezli birim
yuvart da By (0,r) = {z € R} : |z| = 1} ile gésterelim. Olgiilebilir By C R kiimesi
icin |B4|y = fB+ zpdz olsun. Bu durumda |B4(0,7)|, = fB+( 2Vdx = w(n,v)r"t7 dir.

Burada w(n,vy) = |B+(0,1)]|, dir.

0,r)

R? uzayinda negatif olmayan lokal integrallenebilir w fonksiyonuna agirhk fonksi-

yonu adi verilir. f, R} uzaymda élgiilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda,

Lyea®) ={1 [

kiimesine Ly, (R’ ) agirlikhh Lebesgue uzay1 denir. Bu uzaydaki norm

|f (@) Po() ad < oo}

n
+

1/p
sy = ([ Ir@Petrsian) ) 1<p<o0

+
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seklinde tammlamr, burada w agihk fonksiyonudur ve w = 1 icin Ly ,(R%) uzay

L,~(RY) ve ||f”Lp,w,'y(Ri) normu HfHLp,V(Ri) ile gosterilir.

Tanim 2.4.1. 1 < p < oo ve w, R™ de negatif olmayan lokal integrallenebilir bir fonksiyon

el = (17 [wtorie) (i [ w(az)plldaz)pl < o0

B B

olsun. Eger,

ise w agirhik fonksiyonu A, Muckenhoupt simifina aittir denir. p = 1 icin,

|13’/ w(z)dr < Cess inf w(z)
B

zeEB

ozelligini saglayan bir C' > 0 sabit sayis1 mevcut ise bu durumda w € A; dir ve [w]4, ile

gosterilir.

Tanim 2.4.2. Eger 1 < p < o0 igin

1 p—1
sup(|B+<x,r>|f / ( )w(y)yzdy)(rm(x,r)f / e pl(y)yzdy> <o
+(z,r +(z,r

xe]R%i
>0

ise w agirlik fonksiyonu A, (R’ ) sifina aittir denir ve herhangi bir z € R} ve r > 0 i¢in

!B+(wﬂ“)!§1/ W (y)ypdy < Cess inf  w(y)
B+(I,T) y€B+(x’7‘)

olacak sekilde bir C' > 0 sabit sayis1 varsa w € Ay, (R7}) dir.

Ay~ (R%) simifinin 6zellikleri ile B. Muckenhoupt smifinin 6zellikleri benzerdir. Ozel-
likle, eger w € A, ~(R") ise, bu durumda yeterince kiiciik € > 0 i¢in w € A, (R7) ve
p1 > picin w € Ay, (R%) dir.

Dikkat edilmelidir ki, 1 < p < oo iken |z|* € A, (R) olmasi i¢in gerek ve yeter
sart —(n+7) < a < (n+7v)(p— 1) dir. Aynica |z|* € A1, (R"}) olmas: igin gerek ve yeter

sart —(n 4+ v) < a < 0 olmasidir.
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3. Ly,(R}) DEGISKEN USLU LEBESGUE UZAYLARI

Bu boéliimde, degisken iislii Lebesgue uzaylar: ve 6zellikleri takdim edilecektir. Mo-
diil ve norm kavramlar: tanimlanacak ve degigken iislii Lebesgue uzaylarinda Holder esitsiz-
liginin ispat1 verilecektir. Daha sonra normda, modiilde ve 6lg¢iide yakinsaklik ele alinarak
Ly (R%) uzaymin Banach uzay oldugu gésterilecektir. Son olarak, ispatlarimizda kulla-

nacagimiz teorem verilecektir.

Ly, (Ry) degisken iislii Lebesgue uzaylarimi daha iyi agiklamak igin basit bir 6rnek

ile baglayalim:

z € Ry icin f(z) = |z|~Y/3 olsun.

(9] A
_D _p 0 — 1z
/ || Baﬂda;:/ r7 3 dr = lim 3V dr = 00
Ry 0

e—0
A—oco YV E

elde edilir, burada
0, 1<p<3+3y

;i_lg(l)a_g“Jr7 =49 1, p=3+3y
o0, p>3+4 3y
ve
0o, 1<p<3+3y
AIEEOA%HH =1L p=3+3

0, p>3+4+3y

dir. Bu durumda, f fonksiyonu 1 < p < oo i¢in L, ~(Ry) uzayma ait degildir. Verilen p

nin tek bir degeri ya orijinde ¢ok hizli artar ya da sonsuzda azalir.

f fonksiyonunun davramsimi daha kesin ifade etmek i¢in farkh iki L, , uzaylarinda
uygulayalim. Bunlar, Lo ,(R;) ve Ls,(Ry) uzaylar olsun. f nin tamm kiimesini f €

L ~([0,2]) ve f € Ly~(R4\[0,2]) olmak tizere ikiye bolelim. Bu durumda,

2 2 2
2 2 . _ 2
/ |x| 327 dx :/ 273 dz = lim [ 27 3dx
0 0

e—=0 /.
47 |2
T3 3
= lim = lim(2%+7 — 5%+7) < 00
=03 + 7] 14 3ve—0
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ve

/ |x§x7d:z::/ 23y
R1\[0,2] 2
A 4
= lim </ x_3+7dx)
A—o0 2

1
= lim ( 1 !
A—oo —§+fy

A
) <o
2

elde edilir. Bu yaklasimin eksikligi, daha karmagik fonksiyonlar igin L, 5 uzaymda ek bilgi

verilmesi gerekmektedir. Ornegin,

g(@) = ||V |z — 1M1

olsun. Bu durumda g € Ly ([0,2]) dir ya da daha genel olarak p < 3 i¢in g € Ly, ([0, 2])
dir. Ancak burada x = 1 noktasindaki singiilerligin lokal davranis: ile ilgili bilgi eksikligi
vardir. Bununla birlikte, g & L4 (R4+\[0,2]) ve p > 4 i¢in g € Ly, (R4+\[0,2]) dir. Fonksi-
yonun davramgini elde etmek i¢in tanim kiimesini g € Lo ~([0,1/2]), g € L3 ,([1/2,2]) ve
g € Ly (R4 \[0,2]) gibi daha alt bélgelere ayirmaliyiz. O halde, degisken iislii Lebesgue
uzaylarda tanim kiimesini degistirmek yerine iissii degistirelim. Bu durumda iis fonksi-
yonunu

C9z[+2 9 5/2

T 2zl+1 2 2u[+1

p(z)

olarak tanimlayalim. Boylece p(0) = 2, p(1) = 11/3 ve |z| — oo iken p(z) — 9/2 dir ve

/ |f(2) PP a7 de < oo ve / lg(x)P@ 27 de < oo
Ry Ry

oldugunu gormek kolaydir. Diger bir ifadeyle, p(-) degisken s fonksiyonu, her bir fonksi-
yonun davranigizi daha kesin agiklamamizi saglar. Ayrica, iis fonksiyonlarini degigtirerek,
fonksiyonlarm davramsin belirleyebiliriz. Ornegin, iis fonksiyonu

8|z +2 2
S 2zl +1 T 2z +1

q(x)

seklinde olsun. Bu durumda f fonksiyonu i¢in

/ |f(2)]" Y dz < 0o
R4
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olur. g fonksiyonu icin |g(-)|?) lokal integrallenebilirdir ama

| lo@la7is = oo
R4

olur. Bu ornekler bizi degisken {islii Lebesgue uzaylarini incelemeye yoneltmektedir. Simdi

degigken tslii Lebesgue uzaylarini ayrintili bir sekilde inceleyelim.

3.1. Us Fonksiyonlar:

Tanim 3.1.1. P(R%), p(-) : R} — [1, 00] Lebesgue dlgiilebilir fonksiyonlar kiimesi olsun.
P(R%) kiimesinin elemanlarina iis fonksiyonlar: denir. Degisken iis fonksiyonlar p(-) ile

gosterilmektedir.

Ry uzaymda, iis fonksiyonlar:1 1 < p < oo igin p(z) = p ya da p(x) = 2 + sinx

olsun. Bununla birlikte iis fonksiyonlar1 simirli veya sinirsiz olabilir. Ornegin, X = (0,1)
1

i¢cin p(x) = — ve X = (1,00) igin p(x) = « s fonksiyonlar: sirasiyla sinirli ve sinirsiz iis
x

fonksiyonlar: olup bunlar iisler arasindaki farki en iyi anlatan 6érneklerdir.

Us fonksiyonlarimn deger kiimesini tanimlamak icin p(-) € P(R%) ve

p (R}) =ess inf p(z), p*'(R})=ess sup p(z)
z€RY TERY

olsun. Genelikle p~ = p~(R"}) ve p* = p™(R") seklinde gosterilir ve bu durumda p(z)

agagidaki standart sartlardan birini saglar:
1<p™ <p(x)<p"<oo, 1<p <p(x)<ph<oo.

Klasik Lebesgue uzaylarinda oldugu gibi, burada da p(z) = 1, 1 < p(z) < oo ve p(z) =
oo i¢in farkll durumlar s6z konusudur. Bundan dolay1r R’} nin asagidaki alt kiimelerini
tanimlayalim:

(R = {z € RY : p(x) = o},

®R2) = {z e R : p(x) =1},

(R:ﬁ)g(') ={z eR} : 1 <p(x) < oo}
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% + 1 ;= 1 dir ve p/(x) eslenik iis fonksiyonu

P p'(z
00, x € (Rﬁ)’l’(')
Pa)=9q 2 ze®yp
1, ze (RT)EY

seklindedir.

Tanim 3.1.2. p(-) : R} — [1,00] olsun. z,y € R} ve |z — y| < % i¢in lokal log-Holder

siireklilik sarti,
Co

<
< ogle 1/lz =4

Ip(z) — p(y) (3.1)

esitsizligi ile tanimlanir. Bu sart1 saglayan p(-) € P(R™) iisler kiimesi P°8(R" ) ile gosterilir.

x € RY i¢in sonsuz log-Holder siireklilik sarti,

U
[p(z) — poo| < log(e + [2]) (3.2)

seklinde tanimlanir ve Pégg(]R’j_) ile gosterilir, burada Cj, Co Ve poo, & Ve y den bagimsiz

pozitif sabit sayilardir ve poo = lim p(z) > 1 dir.
T—00

Eger p(-) degisken iis fonksiyonu, lokal ve sonsuz log-Holder siireklilik sartlarim
saglarsa yani (3.1) ve (3.2) sartlarii saglarsa p(-) is fonksiyonuna regiilerdir denir ve

p(-) € LH(R?) ile gosterilir.
Onerme 3.1.3.

i. p(-) € Pl8(R") ise bu durumda p(-) diizgiin siireklidir ve her X C R? smurh kiimesi
i¢in p(+) € Loo(X) dir.

ii. p(v) € 'Pé%g(R:‘_) ise bu durumda p(-) € Loo (R dur.

iii. X smurh ve p(-) € Loo(X) ise bu durumda Co sabit sayist ||p(-)|lec normuna, X in

¢apma ve orijinden uzakhgina bagh olmak tizere p(-) € Pcl)%g(X ) dir.
iv. Her z,y € R"} ve |y| > |z| i¢in

C

Ip(z) — p(y)| < m

olacak sekilde bir C' sabit sayis1 varsa p(-) € Pé%g(R’}r) dir.
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v. pt < oo ise bu durumda p(-) € P8(R") ile r(-) = 1/p(-) € P 8(R") birbirine
denktir. Gergekten, z,y € R} olsun. Bu durumda

dir. Benzer sekilde, p(-) € Pé%g(R:”_) olmasi i¢in gerek ve yeter sart r(-) = 1/p(-) €

o8 (R%) olmasidir.

Lemma 3.1.4. p(-) € LH(RY) ve p(-) € P(R}) olsun. Bu durumda,

i. pe LHR?),
ii. p(z) =p(z), z€RY,
iii. p-=p~ vept =pt
olacak sekilde bir p(-) € P(R"}) fonksiyonu vardir.
Tanim 3.1.5. p(-),q(-) € R? smirh iki {is fonksiyonu olsun. p(-) nin ¢(-) dan daha zay:f

olmamasi icin gerek ve yeter sart ¢,(z,z) = 2P(®) nin ¢q(z,2) = 29(*) den daha zayif

olmamasidir. Yani, hemen hemen her x € R’} ve x > 0 igin
b(,2) < C1 (2, Co.2) + h(a) (3.3)

olacak sekilde C'y, Cy > 0 sabit sayilar1 ve h € L1, (R’ ), h > 0 vardir. O halde ¢(-) < p(-)
ve ¢q = ¢, yazilabilir.

Lemma 3.1.6. p(-), ¢(-) € R’} smurh iki {is fonksiyonu olsun. Bu durumda agagidaki sartlar

birbirine denktir:

i Lp()(RY) = Lg(, (RY),
i. ¢(-) 2p(),

p(z)q(z)
iii. q(-) < p(-) ve li)I\n s(,)lip fRi Ap@=a(@) xl dx = 0 dir.
%

z)q(w)

(
Burada p(z) = ¢(z) ve 0 < XA < 1 igin AP@I-a(7 = () dir.
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Ispat. Cy,C5 > 0 sabit sayilar1 ve h € Llﬁ(RZﬁ), h > 0 olsun. Bu durumda
21@) < C (Cy 2)P®) + h(x) (3.4)
dir. z € R} ve h(z) < oo olsun. Bu durumda z — oo limiti ¢(xz) < p(z) oldugunu

gésterir h fonksiyonu h.h.y sonlu oldugundan h.h.y ¢(z) < p(x) dir. r(z) : R} — R,
p(z)q(x)

) = q(lx) - Wlx) iis fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda r(z) := ORIO) dir. Eger
z) = q(x) ise r(x) = oo olur. Ayrica, r(z) ol¢ilebilirdir ve r(z) : R} — [1,00] dir.
x) > 1 oldugundan
1
210 < SR+ hiz) (3.5)

olacak sekilde R > 1 vardir. A := 1/R olsun. Bu durumda 0 < A < 1 dir. Her x € R} i¢in
(z)q(x)
AP0 = 0 kurali ile p(x) = q(z) dir. Simdi z € R} ve p(z) > ¢(x) oldugunu kabul
(=)
edelim. (3.5) den dolay1 z = RT® @ ile

Ri@-»@ < E(RRiqul)’—p(z) )p(x) + h(z) = %Rf()z)—qpm + h(z)

\)

(@)q(z)
sonucu elde edilir. Dolayisiyla Ratw-r() < 2h(x) dir. Béylece her € R"} i¢in p(z) > q(x)

olmak {izere
p(z)q(x) p(z)q(x)
Ap@—a@@) = Ra@)-rl) < Zh(;p) < 00

elde edilir. Genel olarak her z € R”} igin

pla)ale) .
Ap@—-a@) g dx < 2 i |h(z)|x) dx

R%
elde edildi. Boylece #i¢ lin ispat1 tamamlanir.

Her z > 1 i¢in ¢(z) < p(z) oldugunda, z9(*) < 2P(®) olur. Boylece her z > 1 icin

(z)q(x)
C1,Co > 1 ve h > 0 iken (3.3) saglamr. Simdi [ )\PIZ@—Q‘?(“”) zhdr < oo olacak sekilde bir
R
0 < A< 1alalim. 0 < z < 1 olsun. Bu durumda Young esitsizligi, yani ab < a® + b‘sl,

5= pgwg ve ¢ = W kullanilarak

p(x)q(x) 1 \?® p(z)q(z)
Zq( (Z/)\)q(x )\q x) < (Z/A) —|— Ap@)—a(z) = Xz + A p(@)—a(z)

(z)q(x)
elde edilir. Cy :=1, Cy := 1/, h(x) := APE -4 olsun. Bu durumda h € Ly~ (R?) olur ve

(3.4) elde edilir. Boylece lemmanin ispati tamamlanmig olur.
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Lemma 3.1.7. p(-) : R? — Ry siirekli ve siirh (—oo < p~ < p* < +00) olsun. Bu

durumda asagidaki sartlar denktir:

i. p(-) lokal log-Holder siireklidir.

-t
.. .. Pp, ~Pp .
ii. Her By yuvan igin [By|, = 77 < C dir.

.y pp, —P() ,
iii. Her By yuvar ve her z € By i¢in |By|, < C dir.

. . p(@)—ph, .
iv. Her B, yuvari ve her z € By i¢in |By|, < C dir.

Burada pj, :=ess sup p(x) ve pp, :=ess inf p(z) dir.

+ :E€B+ + Z‘GB+
Ispat. i = ii : Pp, — pg+ < 0 oldugundan yarigapt 1/4 den biiyiik yuvarlar i¢in ispat
agiktir. Eger By yuvarmin yarigapr 1/4 den kiigiik ise bu durumda lokal log-Holder sart:

kullanilarak,

Co log(1/|B4ly) _ Comlog(1/|Bil) _
By, = logle + /diam(B4)) = log(C/[Bsl,)

pp, — g, |log

elde edilir.

it = i:x,y € R} olsun. x,y € By ve L;y‘ < r < |x — y| olmak iizere r yaricaph

bir By yuvari alahm. |By|, < (2r)"*7 oldugundan

~ Ip(@)=p()] Y5, b, 1
2|z — y|)"P@—PWI < (27)~IP@) =PI < By, " <|Byl, T o<t

elde edilir. [pT — p~| < oo oldugundan C' > 1 icin |z — y|~P@)—P®| < C oldugu agiktir.

Bu esitsizligin logaritmasi alindiginda

log C
plr)—p <V
ple) ~ ()| < B

olur. [z—y| < % oldugunda ispat goriiliir. Diger taraftan, p(x) sinirh oldugundan |z —y| > %

iken ispat agiktir.

i1, 111 ve tv sartlarmin denklikleri p(z) fonksiyonunun siirekliliginden elde edilir.

Onerme 3.1.8. Eger p(-) € P°2(R%) ise bu durumda Clog(q(+)) = Clog(p(*)), ¢~ = p~ ve
gt = p* oldugunda ¢(-) € P8(R") dir. Ayrica, goo = Poo dur.
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Ispat. Her x,y € RY igin

o

‘p(l‘) p(y)

1 1 C
‘g 1 ve |p(@) —poo] £ s
log (6 + m) IOg(e + |:L‘|)

olmak tizere Cy > 0 ve poo > 1 olsun. t — m stireklilik modiilii oldugundan alt ve
ist smirlar ve benzer siireklilik modiilii ile ﬁ yi R’} uzayma genisletebiliriz. Daha kesin

olarak, y € R} i¢in a(y) € C(R"}) iis fonksiyonunu

= su ! - o
a(y) = zelR% (p(z) log (e + |Ziy)>

seklinde tanimlayalim. Ozellikle lokal log-Holder sabiti Ciog(p(-)) < Coo ve her y € R i¢in
a(y) = le) olmak tizere a(y) lokal log-Holder siireklidir.

ﬁ in R} uzayma genislemesinin sonsuz log-Holder sartini saglamasi ve p(x) gibi
alt ve iist sinira sahip olmasi i¢in ¢(y) iis fonksiyonu tanimlayalim:

1 ) { { 1 1 Coo 1 } 1 n Coo 1 }
——=minqmax{ —,— - ———— — , — f+ ————— — 5,
q(y) a(y) peo  log(e+[z]) p* [ poo  logle +[z]) p~
T I%(Ce% log-Hélder stirekli oldugundan ﬁ iis fonksiyonunun log-Hélder sabiti

max{Cp, Cc} = Ciog(p(+)) smirm asamaz. Her y € R’} icin El') nin sonsuz log-Holder
1

p(y)

q(+) dur. Boylece ispat tamamlanir.

siireklilik gart: @ =a(y) = oldugunu gosterir. Dolayisiyla aradigimiz iis fonksiyonu

3.2. Modiiler Fonksiyon ve Norm

p(+) € P(RY}) iis fonksiyonu olsun. Sezgisel olarak, L,.) ,(R"}) degisken iislii Lebes-

gue uzaylari,

[ @pds < oo
R}
ozelligini saglayan olgiilebilir f fonksiyonlar kiimesi olarak tanimlanir. Fakat bu tanim goz
Ontine alindiginda bazi problemler ortaya ¢ikmaktadir. Bu problemlerden en yaygin bilineni,

(R )oe pozitif 6l¢iilii oldugunda bu tanim gegerli degildir. Dolayisiyla bu problemi ortadan

kaldirmak icin agagidaki tanim verilebilir:
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Tanim 3.2.1. p(-) € P(R%) ve f, Lebesgue él¢iilebilir fonksiyon olsun. p(-) ye bagh

modiiler fonksiyon,

poaf) = [ 1@ Daide + 1l mpe
R7\(R?)oo

seklinde tammlanir. Eger f fonksiyonu (R’ )s iizerinde sl degil veya f(PO) ¢
L1 y(RE\(RY )oo) i€ ppiyo(f) = 400 olur. [(R} )| = 0 oldugunda, ozellikle p* < oo

o) = 0 dir. [RE\(RY )oo| = 0 durumunda ise pp(y () = £l Lo (7))
olur. Modiiler fonksiyon basit olarak p,.) ,(f) ya da p,(f) seklinde yazilabilir.

iken Hf||Loo,7((R"

Lp(,)W(R’_f_) uzaymi tanimlamak i¢in modiiler fonksiyon kavramini kullanacagiz.

Simdi modiiler fonksiyonun temel 6zelliklerini inceleyelim:
Onerme 3.2.2. p(-) € P(R?) olsun.

i. Her f ic¢in py(f) > 0 ve py(|f]) = py(f) dir.

ii. py(f) = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart hemen hemen her z € R’} i¢in f(z) = 0

olmasidir.
iii. py(f) < oo ise bu durumda hemen hemen her z € R i¢in f(z) < oo dur.

iv. o, 8 > 0 ve a4 B =1 olsun. Bu durumda p,(af + Bg) < apy(f) + B py(g) ise p,

konvekstir.

v. py swiralama Ozelligine sahiptir. Yani, |f(x)| < |g(x)| ise bu durumda p(f) < p4(9)
dir.
vi. p, siireklilik 6zelligine sahiptir. A > 0 i¢in p,(f/A) < oo ise bu durumda A —

py(f/A), [A, 00) ilizerinde siirekli ve azalandir. Ayrica, A — oo iken p,(f/A) — 0 dur.

Eger o > 11ise bu durumda ap,(f) < py(af) veeger 0 < o < lise py(af) < apy(f)

dir. Bu durum p, modiiler fonksiyonun konveksliginin bir sonucudur.

Ispat. (i) in ispat1 modiiler fonksiyonun tanimi kullanilarak hemen goriilmektedir.

bl = [ @I e+ e o
R7A\(R? oo

_ / F@PDz3de + | Pl @) = Por(F)
R7\(R?)os
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47) nin ispat1 i¢cin f(x) = 0 olsun. Bu durumda = 0 oldugu aciktir. Diger
(i7) pati i¢in f(x) Py gu ag g
taraftan p,(f) = 0 oldugunda

pora) = [ @Pde 4 oy =0

R2\(R?) oo
olur. Bu durumda
Pl = [ 1@ aide =0 ve |l =0
R7\(R? ) oo

dir. O halde ya |[(R"})oc| = 0, [RZ\ (R} )oo| = 0 ya da f(x) = 0 olur. Dolayisiyla p(f) =0

olmast icin gerek ve yeter sart hemen hemen her x € R” icin f(z) = 0 olmasidir.

(t4@) iin ispat1 Ly, ve Lo normlarimin ozelliklerinden elde edilir. Eger p,(f) < oo

ise bu durumda

P (f) = / |f@) PP de + (| fl| o (7)) < 00
RYARE )oo
dir. Buradan hemen hemen her z € R”} icin
/ |F(2)|PPDa)de < 0o = f(x) < 00
RYARE ) oo

elde edilir. Boylece (i77) iin ispati tamamlanir.

Simdi (iv) fin ispatim yapalim. a, 8 > 0 ve a + 8 = 1 olsun. Bu durumda

py(af + Bg) = / loof + BglPWalde + |lof + BIN Lo (RD)o0)

R7\(R? ) oo

< [ Gant+ 180y uide + o i + 1880 )
R7\(RY ) oo

< / (al £+ Blg) " xldz + ol fll e (@) + 189N 2 (221
RY\(R? ) oo

<a [ ur@aaees [ lgp@ade

R7\(R7 )oo R \(R™ )oo

F1 NN Lo (@7 )o) BN L - (R o0
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§a< / |f|P<w>x;1dx+||f||Lm,7<(R¢>m>)+
R\ (R oo

wo( [ Pt gl )
RT\(R ) oo

< apy(f) + Bpy(9)

olur. O halde p, konvekstir.

(v) in ispat1 i¢in |f(x)| < |g(z)| olsun. Bu durumda

[ 1@rOsde 1l @ < [ lo@Paide + gl )

+
RTARY ) oo RYA\RY ) oo
olur.

Son olarak (vi) nin ispatinda eger A > A ise bu durumda p,(f/\) azalan fonksiyon-
dur ve Lebesgue yakinsaklik teoremi uygulandiginda p(f/A) nin siirekli oldugu goriiliir.

Ayrica A — oo iken p,(f/A) — 0 dir. Béylece 6nermenin ispat1 tamamlanmig olur.

Tanim 3.2.3. p(-) € P(R%}) olsun. Her XA > 0 i¢in p,(f/A) < oo ise Lebesgue &l¢iilebilir
f fonksiyonuna L, (R’ ) uzayma aittir ve her bir K C R’} kompakt kiimesi i¢in f €

ocC

Ly (K) ise f olgiilebilir fonksiyonuna LL(')N

(R%) uzayma aittir denir.
Yukaridaki tanima gore, p(-) : R} — [1,00) ise Ly (R} ) degisken iislii Lebesgue

uzayl,

p(D)i= [ 5@ e < o0

n
+

Ozelligini saglayan fonksiyonlar uzayidir.

Uyar1 3.2.4. Eger f € Ly ,(R"}) ise bu durumda f fonksiyonu h.h.y sonludur (Onerme
3.2.2, Ozellik (iii)).

Ornek 3.25. X = (0,1), p(x) = z ve f(z) = 1 olsun. Bu durumda, p,(f) = oo dur.
Fakat, her A > 1 (y > 0) igin,

1
—_x 1
_ [ aegrge = VAT I S
b (SN = [N s | = e Sy ) <
0
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1

dir. Benzer sekilde, eger X = (1,00) ve p(z) = — olsun ve yine f(z) = 1 alindiginda
x

p~(f) < oo olur. Fakat her A < 1 icin py(f/A) = oo olur. Yani,

00 A
py(f/N) —/)\_alvaﬂdx— lim [ A"ra7dz

A—o0
1 1
A

A
1
= lim —w(nyy)/)\ dr = —w(n,v) hm A edr
A—o0 A—o0
1 1

8=

A

elde edilir. Simdi hm J A v da integralini hesaplayalim. Kismi integral metoduna gore,
A—o0 1
1 In A .
U=\ z, du = — ve dv = dzx, v = x olarak alindiginda
TAw

A

A
In A
lim [ A" %dz = lim <mi—/ nldyc>
A—o0 A—o0 Tz
1 1
A
, 1 1
= lim <:n)\ @ —ln)\/ 1d:n>
A—o0 Tz
1

, do = —22dt yazilirsa

olarak bulunur. Son integralde t =

A
lim (m g —ln)\/ > = lim <m—i —ln)\/ dt>
A—o00 x>\z A—o00 1 )\t

olur. Elde edilen son integral gamma fonksiyonunun 6zel bir durumudur ve

8=

A
/1 —Wdt = E1(In\t)

dir. Yapilan iglemler integralde yerine yazildiginda

© A
py(f/N) :/ AraVde = —w(n,7y) hrn A" zdr
1

A—oco 1

41
—w(n,7) hm <:U)\_r1 —ln)\/ - d:z:>
A—roo 1 zA=
—~w(n,7) lin (A—llA/A 1dt>
w(n,y) lim (2A"z —In —
e Y
In A 1
— li In\FE —x\ =
w(n,’y)Agrolo( n\ 1( . > A )

A

1
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_w(n,y)XEO(lnAE1<II;1)\> —A/\ix—ln/\El(ln)\)—i—i)

1

elde edilir. O halde X = (1,00), p(z) = — ve f(x) = 1 olarak alimirsa A < 1 i¢in p,(f/\) =
x

oo olur. Eger p* < oo ise bu durumda Ly ~(RY) uzayt ile py(f) < oo dzelligini saglayan

f fonksiyonlar kiimesi cakigik olur.
Teorem 3.2.6. p(-) € P(R%}) olsun. Bu durumda Ly,.y (R} ) bir vektor uzayidir.

Ispat. Lebesgue 6lciilebilir fonksiyonlar kiimesi bir vektor uzay: ve 0 € L,y ~(R%) oldu-
gundan her o, 8 € Rigin f,g € Ly, (R’ ) ise bu durumda af +8g € Ly ,(R}) oldugunu
gostermek yeterlidir. Onerme 3.2.2 de (v) &zelligi ile p~(f/A), py(g9/\) < oo olacak sekilde
A > 0 sayist vardir. g = (|a| + |8])\ olarak segelim. Onerme 3.2.2 nin (i), (iii) ve (iv)
ozellikleri kullanildiginda

””<Qf+ﬁg> (Hﬁg') p<<\|z|f++¢§|£§|>
( £, 18 rgr>
oI+ 18] X Tl + 18] A

< i U + e (o) <o

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Onerme 3.2.7. p(-) : R? — [0,1) Lebesgue lgiilebilir bir fonksiyon olsun. L, ,(R?)
degisken {islii Lebesgue uzaymin vektor uzayl olmasi icin gerek ve yeter sart p™ < oo

olmasidir (Sharapudinov, 2012).

1 <p < oo igin Ly, (RY) Lebesgue uzaylarinda norm

1/p
1ty = ([ 1@

+

seklinde tammlanmaktadir. Burada integralin digindaki 1/p sabit tis ile 1/p(+) iis fonksiyonu
dogrudan yer degistirilemez. Dolayisiyla, degisken iislii Lebesgue uzaylarinda bu sekilde bir
norm tanimi ifade etmek yanligtir. Bu nedenle, Orlicz uzaylarinda tanimlanan Luxemburg

normunu kullanacagiz. Bu norm da agagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
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Tanim 3.2.8. p(-) € P(R%) ve f olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksi-

yonunun Ly, (R ) degisken iislii Lebesgue uzaylarmdaki normu

HfHLp(-)w(Ri) = inf {)\ >0 pp(')v’}’(f/)‘) < 1}

seklinde tanmlanir. Yukaridaki ifadenin sag tarafindaki kiime bog kiime ise || f|z, ., ®n) =

oo olur. Eger R} uzaymda belirsizlik yoksa || f||z,, (rn) verine || flly(), yazabiliriz.

Onerme 3.2.2 nin (vi) 6zelliginden, her f € Lyy~(RY) igin HfHLp(AM(Ri) < 00

olur. Denk olarak f & L.y, (R%}) iken || f]1 =oodur. 1 <p <ooicinp(:) =p

p(-),v(Ri)
oldugunda Tanmim 3.2.8, L, (R’ ) uzayindaki norma denktir. Eger p < oo ve

[ (4O g

HY

ise bu durumda A = || f|| L~(r7) dir. Bu durum p = oo oldugunda da dogrudur.

Teorem 3.2.9. p(-) € P(RY}) olsun. || - [z, (rn) fonksiyonu Ly, (R%) uzaymda bir
normdur.
Ispat. || - Ip(.),y fonksiyonunun agagidaki ézelliklere sahip oldugunu gosterelim:

i. I fllpe.),y = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart f = 0 olmasidir;
ii. Her a € Rigin [[afp) 5 = [a| | fllp(.),y dir (Homojenlik);
i, 17+ gl < 1l + N9l (Ugen Bitsialig).

Eger f = 0 ise bu durumda her A > 0 igin p,(f/\) = 0 < 1 dir. Béylece || f||,(.),, = 0 dur.

Tersine, eger || f|,(.),, = 0 ise bu durumda her A > 0 igin

p(z)
zp0m= [ (B i

R\ (R )oo

dir. Modiiliin her bir terimini ayr1 ayri diiglinelim. Dolaysiyla || f]] Loor(R)oo) < A dir.
Buradan, hemen hemen her z € (R} ) i¢in f(x) = 0 dir. Benzer sekilde, A < 1 ise,
Onerme 3.2.2 den

1207 [ )P

R7\(RY)oo
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elde edilir. Dolayisiyla, Hﬂ')p(')HLM(Ri/(Rﬁ)m) = 0 dir. Bu durumda hemen hemen her
xr € RT\(R" ) icin f(x) = |f(2)|P*) = 0 dir. Béylece f = 0 dur ve (i) in ispat: tamamlanir.
(ii) nin ispatinda, eger a = 0 ise (i) den bu sonug hemen goriiliir. @ # 0 olsun. Bu

durumda degisken degistirme yontemi ile

leefllp(yy = inf {A >0 py(lalf/A) < 1}
= inf {N/|a] > 0: py(f/(N|a])) < 1}
=inf { > 0: p,(f/p) <1}
= [alinf { > 0: py(f/p) <1} =[] | Fllpe)y

elde edilir. Son olarak (iii) {i ispatlayalim. Ay > || f|l,(), ve Ag > [|gllp(.), ise bu durumda
py(F/AF) < 1 ve py(g/hg) < 1dir. A = Ay + Ay olsun. Bu durumda, A > 1 i¢in Onerme

3.2.2 nin (iii) 6zelliginden,

A A
(3= (X + 38 ) < Fotsin+ S <1

elde edilir. Boylece, || f + gllp)y < Af + Ag olur. Ay ve Ay iizerinden infimum alinirsa

it
istenilen egitsizlik elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Modiiler fonksiyonun siralama 6zelliginin bir sonucu da, (Onerme 3.2.2 nin (vi)

ozelligi), normun siralama ozelligine sahip olmasidir. Eger h.hy |f(x)] < |g(z)| ise
£ lp)r < N9llp(y,y dir.

L,~(R%) Lebesgue uzay normunun kullamgh bir diger 6zelligi ise iissiin homojen

olmasidir. Yani, 1 < s < oo i¢in ||f||5,, = ||| fI®|lp,y dir. Bu 6zellik degisken {islii Lebesgue

s
SpsY

uzaylarinda da vardir.

Teorem 3.2.10. p(-) € P(R") ve [(R" )oo| = 0 olsun. Bu durumda her s ve 1/p~ < s < 00
icin
H|f|SHp(),'y = Hszp(),'y

dir.
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Ispat. Teoremin ispati normun tanimindan hemen goriilmektedir. |(R)oc| = 0 oldugun-

dan, u = A/s olarak alinirsa,

s\ p(z)
H|f|$Hp(-),fy = inf{)\ >0: / (|f(§)| )P x)dr < 1}

RY

s\ P(z)
—inf{us>0:/<mli)|>p x%d:cgl}

By

o e @)y gl
—mf{u >0.R[< p ) vhde < 1o =|f|[,0),

+

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.2.11. (Genellestirilmis Holder Esitsizligi) p(-) € P(R?}) olsun. Her f €
Lp()(RYE) ve g € Ly (RY) icin fg &€ Ly (RY) ve

/ £ (@)9(@)|2dz < oy 1oy lg
R’y

dir, burada Gy, = (55 = 55 + 1) Ix@n)ollocsy + XD ooy + (R ), ooy dir.

Ispat. || fllpe),, = 0 ya da ||glly), = 0 ise bu durumda fg = 0 olur. Dolayisiyla bu
durum agiktir. O halde, ||f||p(~),'ya Hng’(-),w > 0 ve homojenlikten Hf”p(-),w = Hng’(-),v =1
oldugunu kabul edelim. (R )1, (R"! )oo ve (R} )o ayrik kiimeler iizerinde | fg| nin integralini

diigiinelim. = € (R ) ise bu durumda p(z) = oo ve p'(x) = 1 olur. Béylece

/( @@ < Ml loxes s

+

= I x@n) el A 9X R oo Nl ()4

= [[fllpe) s llgllpry =1

elde edilir. Benzer gekilde, p(-) ve p/(+) nin rollerini ters ¢evirirsek

/( F@)g(@)latds < 1

th
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olur. (R% )¢ kiimesinde integral incelenirken, Young esitsizligi kullanildiginda

/ faglidn < [ (SSR@PE @l @ )ads

(R} )o
1 1
< — . + — 0.
— p— pp( )77(f) p/()— pp ( )77(9)

elde edilir. p,(%), = (pi), =1- p% ve pp)~(f)s Pp()4(9) < 1 iken

1 1
/ f@)g@)|afde < — +1— —
p p

elde edilir. Yukaridaki islemler, karakteristik fonksiyon ve L., , normu goz oniine alindi-

ginda,

1

1
/\f r)| zhdr < [(; r ]F + )HX(M)OHoo,v + HX(Ri)mHoo,v + HX(Rg)IHm,v]

XN Fllpy A 19l )

bulunur. Istenilen ifade elde edilmis olur.

Sonuc 3.2.12. 7(:),q(-) € P(R]) iis fonksiyonlar1 olsun. p(-) € P(R’) iis fonksiyonu,

Wlx) = ﬁ + % seklinde tanimlansin. Bu durumda her f € Ly ,(R%) ve g € Ly, (R%)

igin fg € Ly~ (RY) dir ve

Hngp()'y CHf”q 7”9”7"

olacak gekilde bir C' sabit sayis1 vardir.

Ispat. p(-),q(-),r(-) € P(R™) olsun. f € Lyy~(RY) ve g € Ly ,(RY) alalm. || fllgy,, =0
ya da [|g|l,(.),, = 0 ise bu durumda fg = 0 dir ve agiktir. Bundan dolay1, normlarm pozitif
oldugu ve ayrica homojenlikten || f[/,.), = l|gllr(.)y = 1 oldugu kabul edilebilir. p(-) nin
tanimindan (Rﬁ)gg) = (Rfﬁ)gg)ﬂ(R’}r)gg) dir. Buradan s(-) € P(R’}r\(Ri)gg)) iis fonksiyonu

26 o g RDY LR
s(r)=4 1, xe®RDIN\RY)
00, we RHLN\RLL
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ile tanimlanabilir. Simdi
FOPY € Loy ,(REVRDE) ve  [g( )P € Ly o (RE\REE) (3.6)
ve

H‘f |p HL ]R"\(]R" P())a H|g ')HLS/(A)W(R?_\(R?_)&({)) <1 (37)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda Hélder esitsizliginden

p(z) p(z) Y
o= [ PP 1ol g

< PG ‘ PO ,
< CoalFOPOI,.. . e IIOP L, oyt
+ HfHLoo,w((Ri)‘éé'))”g”Loo,A,((Ri)g'))

< Cs(-),'y + ||f||q(-),'y||g||r(~);y =3 Cs(-),'y +1

elde edilir. Bu durumda modiiliin konvekslik 6zelliginden fg € Ly.),(R%) ve

p(
1fallpe)y < Coyy +1=(Cstyy + D IIf gy 719l 7

olur. Bu nedenle ispat1 tamamlamak i¢in (3.6) ifadesinin ve (3.7) norm kestiriminin elde
edilmesi gerekmektedir. Ilk olarak |f(-)|P() ifadesini goz éniine alahm. || f llg(),y = 1 oldu-

gundan | f]| < pa(y(f) < 1 dir. Aynca, (R2)Y ¢ (RM)L) ve RE\(R)X) ¢

Lo (RT)X))
+

Rﬁ\(R?F)gg) ve (R% )i(') tizerinde p(z) = q(z) < oo dur. Boylece,

PO ) [ @Ot FOPON, oy
R7\R?)S
< [ U@ OO, e
R \RD)L
< @1 Dagde + 1l gy, <1
R7\(R?)E)

dir. Buradan norm tanmu le ||| £(-)[P0)| < 1 dir. Benzer sonug, s(-) ile /()

Loy RE\RD)E)
ve q(-) ile 7(-) yer degistirildiginde |g(-)|P*”) icin de elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis

olur.
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Teorem 3.2.13. p(-) : Rt — [1,00] Lebesgue olgiilebilir {is fonksiyonu olsun. p* < oo ise
bu durumda S (R”} uzaymdaki basit fonksiyonlar kiimesi) kiimesi, Ly.) ,(R’} ) degisken {islii

Lebesgue uzayimim yogun alt kiimesidir. (Ispat icin bak, Diening vd., 2017, Sonug 3.4.10).

Onerme 3.2.14. p(-) € P(R%) olsun. Eger f € Ly, (R%) ve || f[|p(),, > 0 ise bu durumda

p(f /1 fllpey,y) < 1 dir. Ayrica, her f € Ly o (RY) igin p(f/[| fllp),4) = 1 olmast icin gerek
ve yeter sart pt (R \(R"} )so) < 0o olmasidir.

Ispat. pt (R \ (R%)s) < 00 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Ay — || f||,(.),, olacak

sekilde bir {\x} dizisi alahm. Fatou lemmasi ve modiiler fonksiyonun tammindan

f

pry (=) < liminf p,(f/N) <1
V(Hf”p(-),'y) k—o0 7( / )

elde edilir. Fakat bunun aksine pW(W) < 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda her
p( )y

0< A< ||f||p(),’y igin

py(f/A) = p~,(”fH”("” I < (M)N(M\(Ri)m)

L)
A Hf“p(-)ﬁ B A

p N
o

olur. Boylece, p-(f/A) < 1 olacak sekilde || f[[ (), normuna yeterince yakin bir A bulabiliriz.
Fakat normun tanimina gére p,(f/A) > 1 olmalidir. Bu celigkiden dolay esitligin saglandig

goriilmektedir.

pT (R (R}) o) = 00 oldugunu kabul edelim. Sonlu él¢iiye sahip {Ej} kiimelerinin

dizisini agagidaki sekilde tanimlayalim:
i B CRY\ (RY) oo,
il. Epy1 C Ey ve |Eg \ Egq1ly >0,
iii. |Eg|ly — 0,
iv. Eger © € Ey, ise p(z) > pi > k dir.

o0 - 1
f fonksiyonu f(z) = ( > mek\EkH(x))Pm olsun. Bu durumda her A < 1 igin
k=2

py(f/N) =) k2 f AP@ Y de > " kTPATF = oo

=92 =2
k Ex\Exq1 k

elde edilir. Diger taraftan, p,(f) = > k™2 < 1dir. Béylece, f € L) ,(RL) ve [ fllp0),, = 1
k=2

dir. Fakat p- ( < 1 dir.

f
”pr(),'y)
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Sonug 3.2.15. p(-) € P(RY}) olsun. Eger || f[|,), < 1 ise bu durumda p(f) < || f[l,() dir
ve eger || fllp.)y > 1 ise bu durumda p(f) > || f|,(), dir.

3.3. Yakinsaklhik ve Tamlhik

Bu kisimda, degisken iisli Lebesgue uzaylarinin Banach uzayi, yani tam normlu
vektor uzayr oldugu gosterilecektir. Ly ,(R’) nin normlu vektér uzay oldugu yukarida
gosterilmistir. Bu nedenle, bu uzaylarin Banach uzay1 oldugunu gérmek icin tam oldugunu
gostermek yeterli olacaktir. Ilk olarak yakisaklik kavrami ele alinacaktir. Ancak, degisken
iislii Lebesgue uzaylarda, modiil, norm ve 0l¢ii yakinsaklik olmak iizere ii¢ tip yakinsaklik

s6z konusudur. Simdi bunlarla ilgili teoremleri verelim:

Teorem 3.3.1. p(-) € P(RY) icin {fx} C Ly~ (RY) dizisi, f fonksiyonuna h.h.y noktasal

yakimsak artan negatif olmayan fonksiyonlar dizisi olsun. Bu durumda f € Ly (R} ) ve

ka”p(),w - ||f||p(-),7 dir ya da f ¢ Lp(-),“/(R:b-) ve ”fk“p(),w — oo dur.

Ispat. {fi} artan bir dizi oldugundan {|| fi|[,() -} da artandir. Bdylece, bu dizi ya yakin-
saktir ya da wraksaktir. Eger f € L) ,(R%) ise fi, < f oldugundan || fi|lp)y < [1fllpc)
olur. Diger taraftan, fy € Ly ,(R}) oldugundan, ||fi|l,), < 00 = [[fllp(), dir. Her iki
durumda da yeterince biiyiik k ve herhangi bir A < [[f],), i¢in A < || fl[),4 oldugunu

gostermek yeterlidir.

A > 0 alalim, normun tanimindan p.(f/A) > 1 dir. Bundan dolayi, klasik Lebesgue

uzaylarindaki monoton yakinsaklik teoreminden,

f:L' p(z) _
= [ () e e
R\ (B oo
. @)\ L
—am ([ (B e i e
RE\(RY oo
= lim py(fu/A)

elde edilir. Dolayisiyla, yeterince biiyiik & igin p,(fx/A) > 1 dir ve boylece A < || fellp()y

olur. Ispat tamamlanmis olur.

Agagidaki teorem Fatou Lemmasinin bir benzeridir.
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Teorem 3.3.2. p(-) € P(R}) igin {fi} C Ly, (RY), hhy fi — f (noktasal) olacak

sekilde bir dizi olsun. Eger iminfy o || fxl[p(),, < 00 ise bu durumda f € L), (R%}) ve

[ fllpeyy < liminfg oo || fillpey,, dir.

Ispat. 11k 6nce gi(z) = infr<p | fn(2)| dizisini tanimlayalim. Bu durumda her k < m igin
gr(x) < |fm ()| olur. Boylece gi € Ly (R%) dir. Ayrica, tamimdan, {gy} artan bir dizidir

ve hemen hemen her x € R} i¢in

lim gy () = lim nf | ()] = | (1)

k—o0

olur. O halde, Teorem 3.3.1 den

£ llpyr = klggo Hngp(Ow < klgglo (klgﬁl ||fm||p(~)w) = 1ikrjr_1)i£f [ frllp(y,y < 00

ve f € Ly ,(RY) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Dikkat edilirse, yukarida verdigimiz iki teoremin aksine, Lebesgue yakinsaklik teore-
minin ispati i¢in p™ < oo olarak kabul etmemiz gerekmektedir. Ayrica, modiil yakinsaklik

icin norm yakinsaklik ile ilgili agagidaki lemma da gereklidir.

Lemma 3.3.3. p(-) € P(R}) ve p* < oo olsun. Herhangi bir {f;} C Ly~ (R") dizisi
ve f € Ly, (RY) igin [|fy, — fllp)y — 0 olmasi icin gerek ve yeter sart p,(f — fr) — 0

olmasidir.

Ispat. Dizinin norm yakinsak oldugunu kabul edelim. Sonuc 3.2.15 ile, yeterince biiyiik &
icin po (f — fr) < |If = frllpy,y < 1 dir ve bdylece p,(f — fx) — 0 olur.
Tersini ispatlamak i¢in A < 1 segelim. Bu durumda
+

pv<f;fk> < (i)p py(f = fr)

olur. Boylece, yeterince biiylik k igin pv(%) < 1 elde edilir. O halde k sayilar igin

1f = frllpe)y < Adir. A keyfi oldugundan, normda fj, — f olur. Béylece ispat tamamlanmig

olur.

Teorem 3.3.4. p(-) € P(R%}) ve p™ < oo olsun. Eger {f} dizisi h.h.y noktasal fi — f
ve h.h.y [fi(z)| < g(x) olacak sekilde g € Ly (R} ) ise bu durumda f € L, (R}) ve

k — oo iken | f — fillp),, — O dir.
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fspat.
£(@) = fil@)PC) < 22O (| f(2) ) 4 | (@) P) < 27 ()P € Ly (RY)

dir. Bu durumda L , uzayinda Lebesgue yakinsaklik teoreminden & — 0 iken p., (f — fi) —
0 ve Lemma 3.3.3 ile ||f — fillp(.),y — O olur.

Teorem 3.3.5. p(-) € P(R%}) olsun. Eger {fx} C Ly, (R’ ) dizisi norm yakinsakhga gore
f fonksiyonuna yakinsak ise bu durumda { f} dizisi 6l¢ii yakinsakliga gore f fonksiyonuna

yakinsaktir.

Ispat. {fi} dizisinin f fonksiyonuna norm yakinsadigim fakat lgii yakisamadigimi ve her
k icin

{z e R} : |f(z) — fula)| 2 e} 2 €
olacak gekilde €, 0 < € < 1 oldugunu kabul edelim. Bu kiimeyi E}, ile gosterelim. Her bir
kicin ya |Ep N (R )so|y > €/2 ya da |Ej \ (R} )so|y > €/2 oldugundan bir diger alt diziye
gecerek her k igin bu egitsizliklerden birinin saglandigini kabul edebiliriz. Eger her & igin
|Er N (R )oo|y > €/2 ise bu durumda

1f = fellr,,, 2 10 = fo)X@®n)w o) = 1 = fill oo (R)w) 2 €

olur. Bu durum { f.} dizisinin f fonksiyonuna norm yakinsak oldugu kabulii ile ¢eligir. Eger

her £ icin |Ey \ (R} )oo|y > €/2 ise bu durumda

(L) <\f<x>€2—/§k<x>|>”“)xgdx

R2\(RY) oo
9 p(x) 9 I

> [ (3) ez (2) im0 @tz

Ek\(Ri)oo

elde edilir. Boylece, || f — fillL,.,, = £2/2 > 0 olur. Yine {f;} dizisinin f fonksiyonuna
norm yakimsadigr kabulii ile gelisir. Dolaysiyla {fx} C L), (R’}) dizisi norma gére f

fonksiyonuna yakinsak ise bu durumda { fx} dizisi 6lgiiye gore f fonksiyonuna yakinsaktir.

Teorem 3.3.6. p(-) € P(R}) olsun. {fix} C Ly ,(R}) dizisinin norma gére f €
Ly ~(RY) fonksiyonuna yakinsak olsun. Bu durumda f fonksiyonuna h.h.y noktasal ya-

kinsayan bir { fkj} alt dizisi ve g € Lp(_m(R’j_) vardir ve hemen hemen her xz € R’} igin
| fr; (@)] < g() dir.
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Ispat. Teorem 3.3.5 e gore f fonksiyonuna h.h.y noktasal yakinsayan bir { fr;} alt dizi
vardir. Ayrica, yakinsak diziler Cauchy dizisi oldugundan her bir j icin yeterince biiyiik &;

ler segebiliriz. Dolaysiyla [|fx, ., — fi; llp()y < 277 olur. Kolaylik acismndan fr; yerine f;

41

yazalim. Her bir j igin

j—1

hj(x) = Z | fixa(z) — fi(2)]

i=1
seklinde bir h; fonksiyonu tammlayalim. Bu durumda {h;} artan bir dizidir ve bir h fonksi-
yonuna noktasal yakinsar. f; fonksiyon dizisinden,

j—1
1Billpyy <D 279 <1

=1

elde edilir. Boylece, monoton yakinsaklik teoreminden h € L, (R} ) elde edilir. Fakat bu

durumda her j ve hemen hemen her z € R} i¢in

j—1
1f5(x) = fi(@)] <D |fiva (@) — filz)] = hyj(x) < h(z)
i=1

olur. Eger g = h + | f1] olarak almirsa, bu durumda g € L) ,(R%}) ve h.h.y [f;(2)] < g(=)

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.7. p(-) € P(R%}) ve Y07 [|frllp(),y < 00 olacak sekilde {fr} C Ly~ (R)
bir dizi olsun. Bu durumda ¢ — oo iken 22:1 frx — [ olacak sekilde f € L,.),(R%})

fonksiyonu vardir ve

1oy < D 1 fkllpe)n
k=1

dir.

Ispat. R" uzaymda F fonksiyonu ve {F;} dizisini agsagidaki sekilde tanimlayalim:

F() =) fe(@)l,  Fi(z)=)_[fulz)]
k=1 k=1

Bu durumda {F;} dizisi negatif olmayan ve h.h.y F fonksiyonuna noktasal yakinsak ve

artan bir dizidir. Ayrica, her bir ¢ i¢in

IFillpcyy < D Mkl < D Ifkllpey < o0
k=1 k=1
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oldugundan F; € Ly (R} ) dir ve || F;[|,.) , normu diizgiin sinirhdir. Ayrica, Teorem 3.3.1

')7’7
den dolayr F' € L, (R%}) dir. Ozellikle F' fonksiyonu h.h.y sonludur. Dolayisiyla, {F}}

dizisi h.h.y noktasal yakinsaktir. Boylece, eger {G;} fonksiyon dizisi

Gi(z) = Z Jr(x)
k=1

seklinde tanimlanirsa bu durumda bu dizi de h.h.y noktasal yakinsak olur. Ciinkii mutlak

yakinsaklik, yakinsakligi gerektirir.

Simdi Go = 0 olsun. Bu durumda j > 0 sabiti i¢in G; — G; — f — G hhy

noktasaldir. Ayrica,
liminf ||G; = Gjllp) SHminf Y fillpeyy = D Ifelpey <o
k=j+1 k=i +1

olur. Teorem 3.3.2 den dolayi, eger 5 = 0 alinirsa bu durumda

Hf”p(-),’y < liin_1>(i>£1f ||Gi”p(~),'y < Z ||fk”p(v),'y <00
k=1

olur. Daha genel olarak, her bir j igin benzer ¢ikarim

1f = Gillpe)y < liminf [|Gi = Gjllpe) 5 < > allpeyn
k=j+1

oldugunu gosterir. Ciinkii sag taraftaki toplam sifira yakinsar. Norma gore G; — f dir.

Boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 3.3.7 nin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz. Bu teorem de

Ly (RY) uzaymin tamhgm verir.

Teorem 3.3.8. p(-) € P(RY}) olsun. L.y, (R"}) degisken iislii Lebesgue uzay1 tamdur.
Yani, L.y ,(R%}) uzaymdaki her bir Cauchy dizisi yakimsaktir.

Ispat. {fi} C Ly ~(R%) bir Cauchy dizisi olsun. 4,57 > k1 i¢in || fi — fjllpe)y < 271 ve
i,j > ko i¢in || f; — fj||p(,)’7 < 272 olacak sekilde sirasiyla ki ve ko secelim. Bu durum,
1 fijr = Ji; llp) 0 < 277 olacak sekilde bir {fx,}, kj < kjy1 alt dizisinin oldugunu gosterir.

g1 = fr, ile yeni bir {g;} dizisi tammlayalim ve j > 1 i¢in g; = fi;, — fi,_, olsun. Bu
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durumda her j igin Zgzl gi = [fx; i¢ ice gegen toplamlar elde edilir. Ayrica,
oo o )
> g5l < Wil + D277 < o0
j=1 j=1

olur. Buradan ve Teorem 3.3.7 den, norma gére fx, — f olacak sekilde bir f € L., (R])

fonksiyonu vardir. Son olarak, {iggen esitsizliginden,

1f = Frllpyy S = Frsllpeyny + 1k, = Frllpe)q

elde edilir. Ciinkii {fi} bir Cauchy dizisidir. Boylece, norma gore fr — f olur. Teoremin

ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.9. p™ < oo iken p(-) € P(R%) ve f € L;"(‘?) . (R%) olsun. Bu durumda hemen

hemen her z € R} i¢in

lim f(y) = (@) PP yrdy = 0 (3-8)

r=0JB (zr)

dir.

Ispat. Bu lokal bir sonug oldugundan, bir B, yuvari almak ve hemen hemen her z € B,

igin ispatlamak yeterlidir. O halde f € L.y, (By) oldugundan,

/ )PP yady < oo
B+
dir. {¢;} dizisi rasyonel dizi olsun. Bu durumda

/ ) — alP@yrdy < 271 / (F@)PD + g yldy < oo
By By

olur. Dolasiyla, her bir ¢ ve hemen hemen her x € B, i¢in klasik Lebesgue diferensiyelleme

teoreminden

lim 1f () — ailPYyldy = |f(x) — qi|P™@
r—0 By (z,r)

olur. Sifir 6lgiilii kiimelerin sayilabilir birlegimi sifir lgiiye sahip oldugundan, bu limit her

1 ve hemen hemen her z € B igin gegerlidir. O halde bir x € By alalim ve 0 < € < 1



olsun. ‘ f(z) — qi‘ < € olacak sekilde bir ¢; secelim. Bu durumda

hmpr%Iﬂw—f@W@%@

r—0
By (z,r)
swﬂmmw{ § 10w - aPOyy + f|ﬂ@—@%@)
B e By (o)
= 27"V f(2) — @lP@ + | f(2) — i)
<P ¢

elde edilir. Boylece (3.8) ifadesi kolayca elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

39



40

4. GENELLESTIRILMIS OTELEME OPERATORU

M. Levitan 1951 yilinda, Ry = (0,00) iist yar1 uzayinda bir 6telemenin varhgin
gostermis ve R, Oteleme olarak adlandirmigtir. Daha sonra Bessel diferensiyel operator-
leri ile iligkisini inceleyerek bu 6telemenin (0, 00) araligindaki noktalar: yine bu araliktaki

noktalara dontigtiirdiigiini gostermigtir (Levitan, 1967).

I. Kipriyanova 1967 yilinda, R} n-boyutlu yari uzayda genellestirilmis 6telemeyi
tammlamigtir (Kipriyanova, 1967). Calismalarinda, bu ételemenin (n — 1) degiskene gore
adi ve n. degigskene gore Ry 6teleme olarak ele almig ve sonra Fourier-Bessel operatori ile
iligkisini incelemigtir.

Bu kisimda, ilk énce R, Ry ve R’} Gtelemeleri verilerek, genellestirilmis 6teleme
operatoriiniin ozellikleri, ozellikle sinirlilig: ele alinacaktir. Clinkli genellestirilmig 6teleme
operatorii p(-) € P(RY) iis fonksiyonu degisken oldugunda, L. (R} ) uzaymnda smirh

degildir. Bundan dolay1 bizim ele aldigimiz problemde kilit noktadir.

4.1. Adi Oteleme

Tamim 4.1.1. 7,f(z) = f(x + y) ile tamimlanan x noktasini  + y noktasina Gteleyen
operatore R de adi 6teleme denir. Adi 6teleme (—o0, 00) araliginda tanimhidir. Dolayisiyla
7: R — R dir. Bu &teleme,

ou(z,y)  Oul(z,y) B
st = 2 (o) = £

baglangi¢ deger probleminin ¢ozlimiine karsilik gelir.

4.2. Genellestirilmis Oteleme

Tanim 4.2.1. R, Oteleme, B, Bessel operator olmak iizere, Byu = Byu, u(x,0) = f(x),

uy(x,0) = 0 baslangi¢ deger probleminin yani,

0%u yOu 0%u v Ou

gu, oo _gu, 7 4.1
0x2  x0x Oy?  yOoy (4.1)

denkleminin, u’yzo = f(z) ve %’yzo = (0 baglangi¢ sartlarini saglayan bir ¢éziimiidiir. Bu
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¢Ozum
F(’H-l) A

- 2( )/f(\/$2 — 2zycosa + y2)sin? ! ada
w2

0
seklinde tammlanir. Bu 6teleme (0,00) araliginda tanimhidir. Bu 6telemeye R, Gteleme

u(z,y) =Ty f(x) =

ol

denir.

Bu ifade de T2 f(x) = f(z) oldugu agiktir. Ayrica eger f(x) fonksiyonunun siirekli tiirevi

varsa bu durumda,

o
@Tg f(@)],_o=0 (4.2)

dir ve f(z) fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tiirevi varsa bu durumda TY f(x),

.1) denkleminin ¢oziimidiir ve (4. aglangic sartlari elde edilebilir. Ayrica x = (2, z,
(4.1) denkleminin ¢ d (4.2) baglangig sartl lde edilebilir. Ay (2!, xy),

Yy = (y/7yn)7 xz,Yy S R™ ve .%'/ - (x17x27 o ,.’En_l), Z// = (3/173/27 o 7yn—1) ve

n—1
0? 0? 0
Do, =Y 55+Bu  Bu=gz+lo—
= 9%

ox2  wxp 0z,

Ap, Laplace-Bessel operator olmak iizere,

n—1 @ N 82 ’7 Z 32 82 %
— Ox? 8:52 Tn, 8xn 3yn Yn OYp,

denkleminin yukaridaki baglangic sartlar: altindaki ¢oziimii

L)

730(3) Jo

™
TV f(x) = / fl@' =9, Va2 — 22,y cos o + y2) sin” ! ada

dir. Bu operatore genellegtirilmis 6teleme operatorii denir (Levitan, 1973). TY genellegti-

rilmis 6teleme operatorii agagidaki ozelliklere sahiptir:
1. Lineerlik ozelligi: Her a, b skaleri igin 77 [af(x) + bg(z)] = aT¥ f(x) + bT¥ g(x) dir.
2. Pozitiflik ozelligi: Eger f(z) > 0 ise T f(z) > 0 dur.

3. TY(1) =1 dir.

1
™ 5 0
o m2I'(2
/ sin" ! ada = )
0



10.

11.
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oldugu yukaridaki formiil kullamldiginda f(x) = 1 igin,

FLH T Fil ;Fl
r2s) = S0 [t oo = LI TIG)
0

elde edilir.

. Eger x > a ve f(x) = 0 ise bu durumda |z — y| > a igin T% f(z) = 0 dur.

. TY operatérii siireklidir: f,,(x) siirekli fonksiyonlar dizisi her bir sonlu aralikta f(z)

fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise bu durumda iki degiskenli fonksiyonlar dizisi

T fn(x) her bir sonlu bélgede TY f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

. T operatorii smurhdir: f € Ly, olsun. Bu durumda |77 f(z)] < T¥|f(x)| <

S, ()] dir.

Degisme ozelligi: f(z) siirekli bir fonksiyon ve TYTZ f(z) = T?TY f(z) dir.

. Birlesme o&zelligi: f(x) siirekli bir fonksiyon ve y,z € R’} olsun. Bu durumda

T:TY f(x) = TZTY f(x)dir.

. Eslenik 6zelligi: Eger siirekli bir f(z) fonksiyonu, [pn |f(x)|zndz < co ve her 2 > 0
+

i¢in g(«) smurh bir fonksiyon ise bu durumda

/]R T f(2)9(y)yndy = (Y)Y g(x)y,dy

n
|

f
RY

olur. g(x) =1 igin
T @iy = [ Iy
+

dir.
T, Y f(x) = T f(z) dir.
Fp[Ty f ()] = jact (znyn) F[f(2)] dir.

Bu[TYf(2)] = T¥[B, f ()] dir.

DE(TY f(2)] = TY[D2 f ()] dir.
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Tanim 4.2.2. 1 <p < oove f,g € Ly, (R") olciilebilir iki fonksiyon ve T¥ genellestirilmis

Oteleme operatorii olsun. Bu durumda genellegtirilmis 6telemeyle ilgili konvoliisyon ¢arpim
(f@g)(x) = L (W)TYg(x) ydy
¥
ile tanimlanir.
Teorem 4.2.3. 1 < p < o0, f € L, ,(R?}) olsun. Bu durumda her y € R} i¢in

1TV f @)z, ) < [Nz, re)

dar.

Ispat. Teoremi ilk olarak p = 1 icin ispatlayalim.

Zn = X, COS Q,
Zntl = Tpsina,
Z = 74

doniigimiinii yapalim. Bu doniigiimiin Jakobiyeni j = é dir. Bu durumda

V2 — 2r,yn cos o+ y2 = \/(ZL’n cosa — yp)? + 22 sin’ o

= \/(Zn - yn)2 + 2727,4-1

elde edilir. Buradan

17 £ @, o) = [ 117 @)] s

RY

s
c, / (@ =y, V22 — 2zpy, cosa + y2) sin? ! adalz)dr

R?’L

<Cy //’f z =, \/a:2—2xnyncosa+yn ’sm7 Yado ) dx

<C, //‘fz—y \/ — Yn) +z+)‘sm7 1a%x%dwda

n
0 R%Y
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<0y [ UG ) i dedzn,

n+1
RJr

<G / / ‘f(xla xn)‘ sin?™! ada a)ldx
R? O

<0, [0t ada [ 17 atar = 1715,
0 Rfi

elde edilir. Simdi p = oo i¢in HTyf(a:)HLOM(Rm < @) lpe, @) oldugunu gosterelim.
IT¥ f (@) Loy, (r) = €55 sup [T¥f ()| dir. O halde
’ xcR”

+

™
|TY f(z)| = |C, / fl@' =9, Va2 — 22,y cos o + y2) sin? ! adev

sin” ! ada

0
v
< C’y/ ’f(l', - @/7 \/SU,Q1 — 22,y COS —i—y%)
0
v

<C; [ ISl im0 ada
0

™

iy e [ s e = o
0

elde edilir. p = 1 igin ||TYf ()1, ,&n) < [If]lL, @) ve p = oo i¢in [[TYf(z)l|L., ,r7) <
7l Looy (R7) oldugundan, interpolasyon teoremi geregince 1 < p < oo icin

HTyf(fU)HLp,V(Ri) < ”fHLpﬁ(Ri) elde edilir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanmig olur.

Yukaridaki Teorem 4.2.3 iin Ly, ,(R’}) degisken iislii Lebesgue uzaylarda bu sartlar
altinda saglanmadig: bilinmektedir. Yani, p(-) € P(R") iis fonksiyonu ve 7Y genellesti-
rilmis 6teleme operatérii oldugunda, L, (R} ) degisken iislii Lebesgue uzaymda T smirh
degildir. TY operatoriiniin Lp(,)ﬁ(Rﬁ) uzaymda smirh olmasi igin gerek ve yeter sart p(-)
nin sabit olmasidir. Eger iis fonksiyonu degigken ise, TY operatoriiniin bu uzaylarda siirh

olmasi icin gerek ve yeter sart iis fonksiyonlarimin regiilerlik 6zelligini saglamasidir.

Simdi bu operatoriin L, ,(R’) uzaymnda smirh olmasini saglayan p(-) € P(R%)

iis fonksiyonlariin regiilerlik sartlarini inceleyelim.

Lemma 4.2.4. p(-) € P(R"}) ve TY genellestirilmis 6teleme operatérii olsun. Bu durumda
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her y € RY} i¢in T operatoriiniin Lp(,)ﬁ(Rﬁ) uzayinda sinirli olmasi igin gerek ve yeter

sart p(-) nin sabit olmasidir.

Ispat. 1lk olarak, her y € RY i¢in TY operatorintin Ly, , (R%) uzaymda simirhi oldugunu

kabul edelim. Bu durumda [|7Yf ||y, = [|flp+(),y olur. Burada

p(a,y) = Tp(x) = O, / p(a’ =y V2% = 2aayn cosa+ ) sin’ L ada
0

dir. Bu durum, Ly o (R}) < Ly« 4 (RY) dzelliginin var oldugunu oldugunu gostermek-
tedir. Buradan h.h.y p(-) > p*(-) sonucu elde edilir. y keyfi oldugundan p(-) nin sabit
oldugunu gosterir. Bu bir geligkidir.

f € Ly ,(RY) icin TYf & L,y ,(R%}) oldugu bilinmektedir. 7% nin L. ,(R%)

< 27% ve |TY ||,y = 1 olmak

uzaymda siirekli olmadigim kabul edelim. fi > 0, || fi|lp() <

oo

tizere fi € Ly (R%) segelim. f:= > fi, olarak tanimlayalim. Bu durumda || f||,(),, < 1
k=1

ve [|[TYf| (), = oo olur. Boylece ispat tamamlanir.
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5. HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL OPERATORLER

Bu boliimde, harmonik analizde 6nemli bir yere sahip olan B,-maksimal ope-
ratorlerin degisken {islii Lebesgue uzaylarinda simirliligina yer verilecektir. Laplace-Bessel
diferensiyel operatére bagh Hardy-Littlewood maksimal operatériin Ly, ,(R}) degisken
iislii Lebesgue uzayinda sinirli olmasi icin gerekli sartlar belirlenecektir. B,-maksimal ope-
ratoriin siurliligl, harmonik analizin diger B,-singiiler integral operatorleri igin Ly (R%)

uzayinda norm egitsizliklerinin ispat edilmesi i¢in kullanilmaktadir.

Ik olarak, Guliyev tarafindan tanimlanan Laplace-Bessel diferensiyel operatire
bagl Hardy-Littlewood maksimal operatoriin yani, B,-maksimal operatoriin tanimini ve-

relim:

5.1. B,-Maksimal Operatdr ve L. ,(R}) Uzayinda Sinirlihg:

Tanim 5.1.1. f € Llfg(]R’j_) olsun. f fonksiyonunun Bj,-maksimal operatorii
M, () =sup B O [TV iy
'
B4.(0,r)

seklinde tammlanir (Guliyev, 1998, 2003).

Simdi, B,-maksimal operatoriiniin bazi temel 6zelliklerini inceleyelim:
Onerme 5.1.2. B,-maksimal operatérii agagidaki ozelliklere sahiptir:

i. M, alt lineer operatérdiir. Yani, M, (f + g)(x) < M, f(x) + Myg(z) dir. M, homo-
jendir. Yani her o € R igin My (af)(z) = |o| M., f(x) dir.

ii. f, lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda hemen hemen her x € R’}
igin | f(a)| < M, f(x) dir.

iii. f € Looy(RY) ise, bu durumda M, f € Loo,(R?}) ve | My||ooy = [|fllooy dir.

iv. Eger pozitif olgiilii bir kiimede f(z) # 0 ise bu durumda X smirh bir kiime olmak
tizere x € X igin M, f(x) > € olacak sekilde bir e > 0 sayis1 vardir.

v. Pozitif 6lciilii bir kiimede f(z) # 0 ise bu durumda M, f(x) & L1, (R%) dir.
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Teorem 5.1.3. f, R"! de tanimh bir fonksiyon olsun.

i. Eger f € L1,(R") ise bu durumda her ¢ > 0 igin

C
< =

}{x e R : M, f(x) >t}‘7 <5

1120 )

dir, burada C sabit sayis1 x, r, t ve f den bagimsizdir.

ii. Eger 1 < p <ooigin f € Ly,(R?}) ise bu durumda M, f € L, (R%) ve

1My e, ey < CUFllL, e

dir, burada C sabit sayis1 f den bagimsizdir (Guliyev, 1998, 2003).

Teorem 5.1.3 de B,,-maksimal operatériin L, ~ (R} ) uzaymdaki sinirhligy verilmistir.
Biz bu tezde Guliyev tarafindan L, ,(R.) uzaymda elde edilen sonuglari degisken iislii

Lebesgue uzaylarina genellestirecegiz.

Simdi, Harmonik analizdeki bazi 6énemli sonuglari, degisken iislii Lebesgue uzay-

larda verelim.

Tanim 5.1.4. M., B,-maksimal operatoriin L,.) (R’ ) degisken iislii Lebesgue uzaylarda
sinirl olmasini saglayan p(-) € P(R') iis fonksiyonlarm kiimesi B(R"}) ile gosterilir. Eger
p'(-) € B(R%) ise bu durumda p(-) € B'(R") yazilr.

Asagida, degisken iislii Lebesgue uzaylar igin bazi sonuglari verelim. (Diening, 2005,

Teorem 8.1) e gére, B(R'}) nin karakterizasyonu asagidaki gibidir.

Teorem 5.1.5. p(-) € P(R) ve 1 < p~ < p* < 0o olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir:

i p() € BRY),

ii. /() € BRY),

—
—-

iii. 1<gqg<p~ icin p(-)/q € B(R}) dir,

iv. 1 <qg<p icin (p(-)/q) € B(RY) dir.
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Sonuc 5.1.6. (Norm eslenik formiilii) p(-) € P'°8(R"?) ya da p(-) € B olsun. Bu durumda
her f € Lo, (R") igin

Clitora s s [ 1llaldn <20l
+

9ECE (R ): gl () <

dir, burada C sayist sadece p nin B sabitine baghdir (Diening vd., 2017).

Onerme 5.1.7. p(:) € B(R%) ve B = {By(z,7) : * € R?, 7 > 0} olsun. Herhangi bir
B, € B icin

Baly < lx ey, e, . < CIBsl, (5.1)

olacak sekilde bir C' > 0 sabit sayis1 vardir.

Ispat. Teorem 5.1.5 den p(-) € B(R") ise p/(-) € B(R") dir. Yani, f,g € Lll";(]Ri) negatif

olmayan fonksiyonlar icin

/ o) T 5,y fle)eda = / F(@) Tys, ) 9(e)e)da

elde edilir. Béylece norm eglenik formiiliine gore Typ,; nin L., uzayinda simirh olmasi

i¢in gerek ve yeter sart L (., uzayimda siirh olmasidir.

i1t = ¢ : Holder esitsizligi kullanilarak her f € L), i¢in

HT{B+}pr(-),'y - ‘|XB+M7fHLp(.),n,
= IIXB+\|LP<M\B+|;1/XB+(y)Ty|f(a:)|y,Zdy
Ry

< xE Ny 2B b5 x N Lz

elde edilir. §imdi, |By|y < |IxB, 2, , IXBL L, (., < C|B+ly, T,y nin smirhhm verir.

i = it : Ly, uzaymin norm eslenik formiiliine gére her By C RY igin

Iy 2000y, sup [ xmg(e)ordo
llgllpey,4<1

=2 sup |B+|"/||XB+M’Y.9||LP(A)N
llgllp(y,~<1

<2A sup |B-~-”7||gHLp(.),—Y = QA‘B+|’7
Hg”p(~),'y§1
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elde edilir, burada A bir sabittir (Ho, 2012, Lemma 3.2) g6z oniine alinabilir.

Quasi-metrik 6lcii uzaylarinda tanimlanan M,, maksimal operatériin degisken {isli
Lebesgue uzaylarinda simirli oldugu Adamowicz tarafindan ispatlanmigtir (Adamowicz vd.,
2015). B,-maksimal operatoriin degigken tislii Lebesgue uzaylarinda sinirliligy gosterilirken

Adamowicz’in elde ettigi sonuclar kullanilacaktir.
Teorem 5.1.8. p(-) € Pé%g(RTjr) olsun. Bu durumda

||M'Yf||Lp(.),.y(Ri) < C HfHLp(‘)’.Y(Ri)

dir, burada C sabit sayis1 f fonksiyonundan bagimsizdir.

Ispat. Homojen tipli uzaylarda tanimli maksimal fonksiyonu ele alalim. Bunun icin p siirekli

pseudo-metrik ile donatilmis X topolojik uzayim ve
p(B(z,2r)) < Cp(B(,r)) (5:2)

doubling sartin1 saglayan pozitif p Ol¢lisiinii goz 6niine alalim. Burada C, x ve r > 0 dan
bagimsiz, B(z,r) = {y € X : p(z,y) < r} ve (X,p, ) quasi-metrik 6lgii uzaylarinda

maksimal fonksiyon

M, f(z) = sup |f ()] du(y)

o .
>0 [L(B(LE,’/‘)) B(z,r)
dir. M,, maksimal operatoriin Ly.)(X, 1) uzaymda smirh oldugu bilinmektedir (Adamo-
wicz vd., 2015). Biz bu sonucu X = R, p(z,y) = |z — y|, du(z) = z7dz durumunda
kullanacagiz. Bu olgiiniin (5.2) doubling sartim sagladigi agiktir. Ayrica,

p(B(z,1)) = | By (2.7)] = / ydy
{yeRY :|z—y|<r}

n—1
EhtyeR yil<r}  {yn>0: [zn—yn|<r}
n—1

<[Tieent [ i,

1
! {yn>0: ‘xn_yn‘<r}
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elde edilir. Simdi
My f(x) S My f(x) (5.3)

oldugunu gosterelim. Genellestirilmis dteleme operatoriiniin tammindan, TYxp, (o) (),

By (x,r) yuvarmda desteklidir. TYx g, (o) () in kestirimini yapalim.

Txp, (on(r) <C sin’ "t avdov

{a€(0,m): 22 =2z yn cos aty2 <r2}
<C / sin”? a d(cos a)

2.2 9
{a€(0,n): %<cos o}

1
<C / (1—¢*)z tat
max {—1,71%;;?;;# }
r2(r = |z — yn|)?/?
(xnyn)7/2

< cuinf1 b < Cminft, r/0,)7)

elde edilir. Sonug olarak her z € R, r > 0 ve y € By (x,7) igin
X, (o) () < C min{l, (r/zn)"}
olacak sekilde bir C' > 0 sayis1 vardir. Boylece
My f(z) < My of(x) + My f(2)

olarak elde edilir, burada

M, 0f (z) = sup |B4(0,r)]" / FOIT X 0 (@) vy

r<on
B+ (£E7’F)

M, f(z) = sup [B4(0,7)[;" /B W, 0 @) 3
+(x,r

r>Tn



o1

dir. p(By (z,7)) < Cr", |By(z,7)|y = "7 ve TYX g, (o) < 1 oldugu goz oniine alinarak

1
M'y,()f(‘r) < sup

- yidy < C M, f
S0P B @] o LY /(@)

elde edilir. Diger taraftan
(B (z,r)) < Cr"™ max(1, (zn/r)"} = Cr" 7 (20 /7)7,

TxB, 00 < C minl, (r/zn)} = (r/20)”

oldugu goz ontine alinirsa

My f(2) < C sup [By (z,r)[51 1" (@n /1) (r/20) 7%

r>Tn

1
* mB (/ | [f(W)|yndy < C M, f(x)

elde edilir. Sonug olarak

M, f(z) S M. f(x)

elde edilir. (5.3) ifadesi ve M, maksimal operatériin Ly.)(X, ) uzaymda simirhhgindan
M,y nin Ly ,(R%}) uzaymnda smirliligr elde edilir. Yani,

1M Fll,, - @ny S IMFl, o S 1L, com < Cl e, en)

p(),y (R

olarak elde edilir. Buradan ispat tamamlanmis olur.

Teorem 5.1.9. p(-) € P(R}) olsun. Eger p~ =1 ise bu durumda B,,-maksimal operator
Ly (RY) uzaymda sirh degildir.

Ispat. k € N igin

1 -1
1<sk<(n+'y)<n+'y—k+1>

esitsizligini saglayan s segelim. Bu durumda her k i¢in p~ = 1 oldugundan
Ep={z e R} : p(x) < si}

kiimesi pozitif 6lciiye sahiptir. Lebesgue diferensiyelleme teoremi ile her bir x g, fonksiyonu
icin
B (0,r)NE
B0 N B

=1
r—0+  [B4(0,7)]4
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dir. Ozellikle, eger 0 < r < Ry, ise bu durumda

|B+(0,7) N Exl5
‘B-F(Oa T)|’Y

esitsizligi saglanacak gekilde 0 < Ry < 1 vardir. By = B4 (0, Ry) olsun ve

e _1
fu(@) = 2| "R TIXE, (0,r)0E ()

tammlayalim. Simdi, f € Ly ,(R%}) ve

12, fillpyr = € (b + D) 1 il

oldugunu ispatlamaliyiz. Ilk olarak, dikkat edilmelidir ki, R, < 1 ve —n — v + k—il <0

oldugundan,

py(fi) = / le(””klﬂ)”(m)x%dazg/ 2P D g < oo
BpNEy

BrNE}

olur. Ikinci olarak, maksimal operatoriin denk tanimini kullanacagiz ve yuvarlar iizerinden

ortalamay1 goz Ontine alacagiz. © € By N Ey, ve r = |z| < Ry olsun. Bu durumda,

1 1
VA —— / || Ry dy
! |B+ (07 T) |’Y B4 (0,r)NE} "

dir. 6, = 2~ *+1D olsun. Bu durumda
{y: ok <yl <r}| = (1 =27 D) B (0,r)],

dir. Bundan dolayn, ]w\fnfwrk%rl radyal azalan oldugundan ve (5.4) ifadesi ile |B(0,7) N
Eily > (1 —2-0EH)) B (0, 7)., oldugundan,

1

O 2 BT,

[ el gy
B4+ (0,r)NE)
1
>crn [ ey
{okr<]yl<r}

> C (k+1)(1 = 5572 T > O (k + 1) fi(x)

elde edilir. Eger x ¢ B N Ej ise bu esitsizligin gegerli oldugu asgikardir. Dolayisiyla
| My fellpey,y = Ck + 1) || fllpey,y dir. Béylece p~ = 1 oldugunda M, maksimal opera-
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toriin L, ,(R%) degisken {islii Lebesgue uzaylarinda sinirh olmadigr ispatlanmis olur.

Simdi M, maksimal operatoriin Ly, (R} ) degisken {islii Lebesgue uzaylarmnda

sinirli olmadigini gosteren ornekler verelim.

Ornek 5.1.10.
2, O0<z <1,

p(x) =
4, x>1,

ve f(z) = \x|_2/5x(0,1)(x) olsun. Bu durumda |x]_4/5x(0’1)(:c) € Li,(Ry) oldugundan
[ € Ly, (Ry) dir. Diger taraftan M, f & L, ,(Ry) dir. Eger > 1 ise bu durumda

1 1
i [ s - [ mlr
r>l(:)) |B+(0,7)ly / F(@)ly"dy w(n,y)rnty x|~y dy
1 —2/5,
= N o~ - d
() / [z =y~ Py dy
B+(07T)
1
P> . —2/5+v4
B+(0,T)
:; / T—2/5+’7dr
w(m, y)rn
B+(0,T)
1 3/5—n
=—— L 0,1
w(n,y)r ¢ L1~((0,1))

dir. Boylece p, (M., f) = oo olur. Dolayisiyla M., f & L, (Ry) dir.

Ornek 5.1.11. p(x) = 3 + sinz olsun. Bu durumda M, f maksimal operatdrii Ly ~(Ry)

uzayinda sinirh degildir.

Her k € N i¢in

T 37 97 T
A= |— + 2km, — + T = |— + T, — + T
k 5 2k :| B Bk |: 2k B 2]{:

kiimelerini tanimlayalim. a = 3+ ? veb=3— @ olarak alalim. Bu durumda eger z € Ay

ise p(z) > a ve eger x € By, ise p(z) < b dir. Jimdi

flx) = la| 7Py, ()
k=1



o4

a a
fonksiyonunu tanimlayalim. 3 >1lvery< 3~ 1 oldugundan

o0

P =3 [lal P rar < [ jal el < oo

kzlAk w/4+27
olur. Béylece f € Ly ,(R4) dir. Diger taraftan = € [2km, 2(k + 1)7] alahm. Bu durumda

2(k+1)m

/ TV f(@)ydy > C fe] /3
2km

1
M, f(z) > G

b
elde edilir. Bundan dolay1 3 < 1 ve v > 0 oldugundan,

p(M, f) > ZC/T”\OC!_”(I)/?’y”dy > ZC/Twa!_b/g?ﬂdy
k=1 By k=1 By
00 —b/3
>C <ZT + 2k7r> =00
k=1

elde edilir. Buradan M, f & Ly ,(R}) sonucu elde edilir.
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