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ÖZET

Bu tezde, Orlicz uzayları ve harmonik analizdeki temel operatörler hakkında bilgi

verilecek ve Bn maksimal operatörlerin snırlılığı incelenecektir. Dört bölümden oluşan bu

çalışmanın birinci bölümünde, literatürde konu ile ilgili çalışmaları olan matematikçiler

hakkında bilgi verilerek tez çalışmasının amacından bahsedilmiştir. İkinci bölümde, tezin

esasını teşkil eden diğer bölümlerde kullanılacak olan konuları yakından ilgilendiren bazı

temel kavram, notasyon ve teoremlere yer verilecektir. Üçüncü bölümde, ilk olarak Orlicz

uzaylarının temelini olusturan Young fonksiyonları takdim edilecek, daha sonra ise Orlicz

uzayları detaylı bir şekilde incelenecektir. Son bölümde ise harmonik analizin önemli inte-

gral operatörlerinden olan Bn maksimal operatörlerin Orlicz uzaylarındaki sınırlılıkları ile

ilgili sonuçlara yer verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli maksimal operatör, Lebesgue uzayı, Maksimal operatör,

N -fonksiyonları, Orlicz uzayı, Singüler integral operatör, Young fonksiyonları.
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SUMMARY

In this thesis, information about Orlicz spaces and the fundamental operators of

harmonic analysis are given and the boundedness of Bn-maximal operators are investigated.

In the first chapter of this study consisting of four chapters, the aim of the thesis study was

given by giving information about the mathematicians who have studies on the subject in

the literature. In the second chapter, some basic concepts, notations and theorems which

are the basis of the thesis and which are related to the topics discussed in other chapter

are mentioned. In the third chapter, firstly the definition and properties of the Young

functions which form the basis of Orlicz spaces will be given and then the Orlicz spaces

will be examined in detail. In the last chapter, the results of the boundedness of Bn maximal

operators in Orlicz spaces, which are important integral operators of harmonic analysis are

given.

Keywords: Fractional maximal operator, Lebesgue space, Maximal operator, N -

functions, Orlicz space, Singular integral operator, Young functions.
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Simgeler Ac.ıklama

Rn n boyutlu öklid uzay

BMO BMO Uzayı

B(x, r) x merkezli r yarıçaplı yuvar

Lp(Rn) Lebesgue uzayı

Lp,γ(R+
n ) Laplace-Bessel operatörüne bağlı Lebesgue uzayı

∥ · ∥Lp Lebesgue uzayında norm

WLp(Rn) zayıf Lebesgue uzayı

Φ Young fonksiyonu

φ̃(t) φ fonksiyonunun sağ tersi

Φ̃(t) Φ fonksiyonunun tümleyeni

LΦ(Rn) Orlicz uzayı

WLΦ(Rn) zayıf Orlicz uzayı

∥ · ∥LΦ Orlicz uzayında norm

M Hardy-Littlewood maksimal operatörü

Mα kesirli maksimal operatörü

Iα kesirli integral operatörü

T singüler integral operatörü

ess sup Esas supremum

ess inf Esas infimum

f ⊗ g Genelleştirilmiş ötelemeye bağlı konvolüsyon çarpım

Mγ Bn-maksimal operatörü

Bn Bessel operatörü

△Bn Laplace-Bessel operatörü

T y Genelleştirilmiş öteleme operatörü
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1. GİRİŞ

Harmonik analizde bilinen klasik operatörlerin sınırlılık problemleri, farklı fonksiyon

uzaylarında kapsamlı olarak çalışılmaktadır. Lebesgue uzaylarında, bu klasik singüler in-

tegral operatörlerin kuvvetli ve zayıf tipli sınırlılıkları bilinmektedir (Bennett ve Sharp-

ley, 1988, Stein, 1970, Torchinsky, 1986 ve Grafakos, 2004). Elde edilen klasik sonuçlar,

Lebesgue uzaylarının genellemesi olan Morrey uzayları, Orlicz uzayları, Lorentz Uzayları

gibi fonksiyon uzaylarda da elde edilmiştir.

Bu çalışmada, klasik operatörlerin farklı bir yapısının sınırlılık problemini Orlicz

uzaylarındaki ele alacağız. 1931 yılında, Orlicz uzayları, Lp(Rn) Lebesgue uzaylarının bir

genellemesi şeklinde ilk olarak takdim edilmiştir (Birnbaum ve Orlicz, 1931). Daha sonra

bu uzaylar, matematik analiz, reel ve harmonik analizde önemli araç olarak yerini almıştır.

Özellikle, bu uzaylarda, Hardy-Littlewood maksimal operatör, singüler integral operatör

ve kesirli integral operatör gibi klasik operatörlerin sınırlılıkları pek çok çalışma için

büyük kolaylık sağlar. Örnek olarak Hardy-Littlewood maksimal operatörün 1 < p ≤ ∞

için Lp(Rn) uzayında sınırlılığı verilebilir. Orlicz uzaylarında bu operatörün sınırlılığı

araştırılmıştır (Cianchi, 1996 ve Kita, 1997). Aynı şekilde, Iα kesirli integral operatör,

1 < p < q < ∞ ve −n
p + α = −n

q için Lp(Rn) uzayından Lq(Rn) uzayına sınırlıdır

(Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi). Orlicz uzaylarda, bu klasik operatörlerin sınırlılığı

incelemiştir (Trudinger, 1967). Bununla birlikte, Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi ve

Trudinger’in sonuçları, diğer matematikçiler tarafından genelleştirilmiştir (Cianchi, 1996;

Nakai, 2001;O’Neil, 1963; Strich, 1972; Torchinsky, 1976; Guliyev, Deringoz, Gasanov, 2017,

2018).

Bu tezdeki "Klasik singüler integral operatörlerin Lebesgue uzaylarındaki sınırlılık-

ları göz önüne alınarak, Bn maksimal operatörlerin Bn-Orlicz uzaylarında sınırlılıklarının

araştırılması problemi" daha ileri düzeyde singüler integral operatörlerin sınırlılık problem-

lerinin araştırılmasımna temel teşkil etmesi hedeflenmektedir.
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2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Ön Bilgiler

Tanım 2.1.1. Ω ̸= ∅ bir küme ve U , Ω ⊂ 2Ω kümesininin bir sınıfı verilsin. Eğer U sınıf,

i. Ω ∈ U

ii. ∀ A ∈ U kümesi için Ac = A ∈ U

iii. Aj ∈ U ise
n∪

j=1
Aj ∈ U , j = 1, 2, . . . , n

özelliklerine sahip ise U sınıfına Ω kümesinde bir cebir denir. Yukarıdaki (iii) şartı, ∀ n

doğal sayısı için An ∈ U iken
∪∞

n=1An ∈ U ise U cebirine σ-cebiri denir. Burada Ω\A
kümesine kısaca A nın tümleyeni denir. A nın tümleyenini A ile göstereceğiz.

Tanım 2.1.2. Açık aralıkların sınıfını kapsayan (açık aralıkların doğurduğu) en küçük

σ-cebire Borel cebiri denir. B veya B(Rn) ile gösterilir. Kapalı aralıkların doğurduğu en

küçük σ-cebir de Borel cebiridir.

Tanım 2.1.3. Ω bir küme ve U , Ω kümesinde bir σ-cebiri olsun. Bu durumda (Ω,U)
ikilisine bir ölçülebilir uzay, U sınıfındaki her bir kümeye de U-ölçülebilir küme veya kısaca

ölçülebilir küme adı verilir.

Tanım 2.1.4. (Ω,U) ölçülebilir uzay ve µ : U ⊆ Ω → R bir fonksiyon olsun. Eğer, µ

fonksiyonu

i. µ(∅) = 0,

ii. ∀ A ∈ U kümesi için 0 ≤ µ(U) ≤ ∞,

iii. ∀ ayrık (An) dizisi için µ(
∞∪
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An)

özelliklerine sahip ise, µ fonksiyonuna Ω kümesinde ölçü denir.

Tanım 2.1.5. V bir küme olsun. Ω nın alt kümelerinin bir σ-cebiri ve U tanımlı bir µ

ölçüsünden oluşan (Ω,U , µ) üçlüye ölçü uzayı denir.
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Tanım 2.1.6. (Ω,U) ölçülebilir uzay ve φ : Ω → R bir fonksiyonu verilsin. Her α ∈ R için

φ−1
(
(α,+∞)

)
= {x ∈ Ω : φ(x) > α} ∈ U

ise φ fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir. Ω üzerindeki ölçülebilir fonksiyonların ailesi

M(Ω,U) ile gösterilir.

Tanım 2.1.7. Ω bir küme ve P (Ω), Ω nin bir kuvvet kümesi verilsin. P (Ω) üzerinde

tanımlı, genişletilmiş reel değerli bir µ∗ fonksiyonu

i. µ∗(∅) = 0,

ii. ∀ A ∈ P (Ω) için µ∗(A) ≥ 0,

iii. X ⊂ Y ⊂ Ω için µ∗(X) ≤ µ∗(Y ),

iv. ∀ bir n ∈ N için Xn ∈ P (Ω) ise

µ∗( ∞∪
n=1

X
)
=

∞∑
n=1

µ∗(Xn)

özelliklerine sahip ise, µ∗ fonksiyonuna Ω üzerinde bir dış ölçüdür denir

Tanım 2.1.8. (Ik), reel sayılarda sınırlı ve açık aralıklarının bir dizisi,

τX =
{
(Ik) : X ⊂

∪
k

Ik
}

olsun. P (R) kuvvet kümesinde,

λ∗(X) = inf
{ ∞∑

k=1

l(Ik) : Ik ∈ τX
}

biçiminde ifade edilen λ∗ bir dış ölçüdür. Bu ölçüye, Lebesgue dış ölçüsü denir. Lebesgue

dış ölçüsü, R sayılar kümesinde her bir alt aralığın uzunluğuna karşılık gelir.

Rn de Lebesgue dış ölçüyü ifade etmek için,

I =
{
x : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, 2, . . . , n

}
n-boyutlu kapalı aralıkları göz önüne alalım. Bu aralıkların ölçüsü (hacimleri) V (I) =



4

n∏
i=1

(bi − ai) ile gösterilir. Keyfi bir A ⊂ Rn kümesinin Lebesgue dış ölçüsü

λ∗(A) = inf
{ ∞∑

m=1

V (Im) : A ⊂
∞∪

m=1

Im bir aralık
}

ile tanımlanır. ∀X ⊂ Rn için eğer

λ∗(X) = λ∗(X ∩A) + λ∗(X ∩ (Rn −A))

ise A kümesine Lebesgue ölçülebilirdir denir.

Tanım 2.1.9. M(Rn, λ∗), λ∗ dış ölçüsüne göre ölçülebilen Rn nin alt kümelerinin sınıfı

verilsin. λ∗ ölçüsünün M(Rn, λ∗) sınıfının B(Rn) sınıfına kısıtlanmasına, Lebesgue ölçüsü

denir. Rn de Lebesgue ölçüsü dx = dx1 . . . dxn ile gösterilecektir.

Tanım 2.1.10. (V,A, µ) bir ölçü uzayı verilsin. Eğer önerme, ölçüsü sıfır olan bir küme

dışında doğru ise, o önermeye hemen hemen her yerde doğrudur denir.

Tanım 2.1.11. D, Rn uzayında ölçülebilir fonksiyonlar kümesinin bir lineer alt uzayı ve

T : D → D bir operatör olsun. Her f, g ∈ D ve α ∈ F için T (f + g) = T (f) + T (g) ve

T (αf) = αT (f) ise bu durumda T operatörüne lineer operatör denir.

Tanım 2.1.12. Eğer |T (f + g)| ≤ |T (f)| + |T (g)| ve T (f) = T (f) ise bu operatöre alt

lineer operatör ve c > 0 için T (f + g) ≤ c[T (f) + T (g)] ve |T (αf)| = |α||T (f)| ise T

operatörüne quasi-lineer operatör denir.

Tanım 2.1.13. α pozitif bir sabit olsun. A ≼ B gösterimi, A ≤ αB eşitsizliğinin yerine

kullanılır. A ≼ B ve B ≼ A ise A ≈ B dir.

Tanım 2.1.14. (Ω,A, µ) ölçü uzayı ve 0 < p < ∞ olsun. Bu durumda

Lp(Ω) =

{
f ∈ M(Ω,A) :

∫
Ω
|f |pdµ < ∞

}
kümesine p. dereceden mutlak değerleri integrallenebilen fonksiyonlar sınıfı denir. Bu uza-

yın normu

∥f∥Lp(Ω) =

{∫
Ω

(
|f |pdµ

)1/p

, 1 ≤ p < ∞
}

şeklinde tanımlanır. Eğer p = ∞ ise ∥f∥L∞(Ω) = ess sup
ξ∈Ω

|f(ξ)| dir.
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Teorem 2.1.15. Eğer 1 < p < ∞ ise Lp(Rn) bir Banach uzayıdır (Kufner vd.,1977).

Teorem 2.1.16. 1 < p < ∞ ve 1
p +

1
p′ = 1 olsun. Bu durumda ∀ a, b > 0 ise ab ≤ ap

p
+

bp
′

p′

dir. Eşitlik durumunun olması için gerek ve yeter şart ap = bp
′ olmasıdır. Bu eşitsizliğe

Young Eşitsizliği denir (Kufner vd.,1977).

Teorem 2.1.17. f ve φ ölçülebilir fonksiyonlar, 1 ≤ p ≤ ∞ ve 1
p + 1

p′ = 1 olsun. Bu

durumda ∫
Rn

|f(ξ)φ(ξ)|dξ ≤ ∥f∥Lp∥φ∥Lp′

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Hölder Eşitsizliği denir (Kufner vd.,1977).

Teorem 2.1.18. 1 ≤ p ≤ ∞ için f ve g ∈ Lp ise (f + φ) ∈ Lp ve

∥f + φ∥Lp ≤ ∥f∥Lp + ∥φ∥Lp′

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Minkowski eşitsizliği denir (Kufner vd.,1977).

Tanım 2.1.19. (Konveks Küme): L bir lineer uzay Ω ⊂ L ve t1, t2 ∈ Ω keyfi olmak üzere

W = {t ∈ L : t = αt1 + (1 ∗ α)t2, 0 ≤ α ≤ 1} ⊂ Ω ise Ω kümesine konveks küme denir.

Teorem 2.1.20. |Ω| < ∞ için J : R → R konveks, f : Ω → R ölçülebilir bir fonksiyon

ve < f >= 1
Ω

∫
Ω

f(ξ)dξ olsun. Eğer f ∈ L1(Ω) ise (J ◦ f) ≥ J(< f >) olur. Bu eşitsizliğe

Jensen eşitsizliği denir (Lieb ve Loss, 2001).

Teorem 2.1.21. f ölçülebilir bir fonksiyon ve ε > 0 olsun. Bu durumda

∣∣{ξ ∈ Rn : |f(ξ)| > λ
}∣∣ ≤ 1

λ

∫
Rn

|f(ξ)|dξ

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Chebyshev eşitsizliği denir (Wheeden ve Zygmund, 1977).

Tanım 2.1.22. f : Rn → R ölçülebilir bir fonksiyon ve

∥f∥WLp = sup
λ>0

λ
∣∣{ξ ∈ Rn : |f(ξ)| > λ

}∣∣ 1p , 1 ≤ p < ∞

olsun. Bu durumda

WLp(Rn) =
{
f : Rn → R : f ölçülebilir ∥f∥WLp < ∞

}
.
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uzayına zayıf Lebesgue uzayı denir ve WLp(Rn) ile gösterilir.

Uyarı 2.1.23. 1 ≤ p < ∞ için Lp(Rn) ↪→ WLp(Rn) dir. Bununla birlikte ∥f∥WLp ≤ ∥f∥Lp

eşitsizliği sağlanır (Grafakos, 2004).

Tanım 2.1.24. 1 ≤ p < ∞ olsun. Rn uzayının her bir kompakt S alt kümesi için

fχS ∈ Lp(Rn) ve fχS ∈ WLp(Rn) özelliklerini sağlayan tüm ölçülebilir f fonksiyonlar

uzayı, Lp
loc(R

n) ve WLp
loc(R

n) ile gösterilir. Burada χS , S kümesinin karakteristik fonksiy-

onunudur ve p = 1 için f ∈ L1
loc(Rn) ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tanım 2.1.25. T bir quasi-lineer operatör ve 1 ≤ p ve q ≤ ∞ verilsin. T : Lp(Rn) →
WLq(Rn) sınırlı operatör ise (p, q) zayıf tiplidir denir. Yani her bir λ > 0 ve f ∈ Lp(Rn)

için ∣∣{ξ ∈ Rn : |Tf(ξ)| > λ
}∣∣ ≤ (C

λ
∥f∥Lp

)q
eşitsizliğini sağlayacak şekilde bir C > 0 var ise T operatörü (p, q) zayıf tiplidir denir.

T operatörü Lp(Rn) uzayından Lq(Rn) uzayına sınırlı ise (p, q) kuvvetli tiplidir, yani ∀
f ∈ Lp(Rn) için

∥Tf∥Lq ≤ C∥f∥Lp

eşitsizliğini sağlayacak bir C > 0 var ise T operatörü (p, q) kuvvet tiplidir.

Uyarı 2.1.26. Her (p, q) kuvvetli tipli operatör aynı zamanda (p, q) zayıf tipli operatördür

(Grafakos, 2004).

Tanım 2.1.27. log+ξ = max(log ξ, 0) olsun.∫
Rn

|f(ξ)| log+|f(ξ)|dξ < ∞

eşitsizliğini sağlayan ölçülebilir f : Rn → R fonksiyonlar sınıfına L logL Zygmund uzayı

denir (Bennett ve Sharpley, 1988).

1961 yılında, BMO uzayları, John ve Nirenberg tarafından takdim edilmiştir.

BMO ile Lp uzayı ortak bazı özelliklere ve genellikle L∞ uzayı yerine alınabilir. Klasik

T : L∞ → L∞ singüler integral operatörler sınırlı olmamasına karşın T : L∞ → BMO

sınırlıdır.
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Tanım 2.1.28. φ, Rn uzayında lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

BMO(Rn) uzayı

∥φ∥∗ = sup
ξ∈Rn,r>0

1

|B(ξ, r)|

∫
B(ξ,r)

∣∣φ(η)− φB(ξ,r)

∣∣dη < ∞

yarı-normuna göre Banach uzayıdır. Burada φ ∈ L1(Rn),

φB(ξ,r) =
1

|B(ξ, r)|

∫
B(ξ,r)

φ(η)dη

ve B(ξ, r), ξ merkezli r yarıçaplı bir yuvardır.

BMO uzayı, L∞(Rn) uzayına eşit değildir. Fakat L∞(Rn) ⊂ BMO(Rn) dır. Yani,

1

|B(ξ, r)|

∫
B(ξ,r)

∣∣φ(η)− φB(ξ,r)

∣∣dη
≤ 1

|B(ξ, r)|

∫
B(ξ,r)

∣∣φ(η)∣∣dη +
1

|B(ξ, r)|

∫
B(ξ,r)

∣∣φB(ξ,r)

∣∣dη
=

1

|B(ξ, r)|

∫
B(ξ,r)

∣∣φ(η)∣∣dη +
∣∣φB(ξ,r)

∣∣ ≤ 2
1

|B(ξ, r)|

∫
B(ξ,r)

∣∣φ(η)∣∣dη ≤ 2∥φ∥∞

dir ve buradan

∥φ∥∗ ≤ 2∥φ∥∞

elde edilir. ∥φ∥∗ ≤ 2∥φ∥∞ iken L∞(Rn) ⊂ BMO(Rn) olur. Her sınırlı(ölçülebilir)

fonksiyon BMO uzayına aittir. Fakat sınırlı olmayan fonksiyonlarda BMO uzayında vardır.

BMO(Rn) uzayında olup L∞(Rn) uzayında olmayan fonksiyonlar vardır. Örneğin, log |x|

fonksiyonu iyi bir örnektir.

Şimdi BMO uzayında olmayan aşağıdaki fonksiyonu örnek olarak verebiliriz.

Örnek 2.1.29. f(ξ) = log 1
|ξ|sign(ξ) ̸∈ BMO([−1, 1]) dir. 0 < t < 1 ve I ≡ [−t, t] için

f1 = 0 ve t → 0 iken

1

|I|

∫
I
|f(ξ)− f1|dξ =

1

2t

∫ t

−t

∣∣∣∣ log 1

|ξ|

∣∣∣∣dξ =
1

t

∫ t

0
log

1

ξ
dξ

=
1

t

(
−
∫ t

0
log ξdξ

)
=

1

t

(
t+ t log t

)
= 1 + log

1

t
→ ∞, t → 0
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dir. Bundan dolayı yukarıdaki örnek, bir fonksiyonun mutlak değerinin BMO uzayında

olması, bu fonksiyonun, BMO uzayına ait olmasını gerektirmez.

Uyarı 2.1.30.

i. ∀ f ∈ BMO(Rn) ve t > 0 için

|{ξ ∈ Ω : |f(ξ)− fΩ| > t}| ≤ C1|Ω|e−C2λ/∥f∥∗ ,

olacak şekilde pozitif Ω ⊂ Rn, C1 ve C2 sayıları vardır. Bu eşitsizliğine John-

Nirenberg eşitsizliği denir.

ii. John-Nirenberg eşitsizliği 1 < p < ∞ için

∥f∥∗ ≈ sup
ξ∈Rn,r>0

(
1

|B(ξ, r)|

∫
B(ξ,r)

∣∣f(η)− fB(ξ,r)

∣∣dη) 1
p

dir.

iii. f fonksiyonu BMO(Rn) uzayına ait olsun. 0 < 2r < s için

∣∣fB(ξ,r) − fB(ξ,s)

∣∣ ≤ C∥f∥∗ ln
s

r
(2.1)

eşitsizliği sağlanacak şekilde ξ, r, s ve f den bağımsız bir C > 0 sayısı vardır.

Uyarı 2.1.31.

i. f ∈ BMO(Rn) ve ξ ∈ Rn ise f(∆− ξ) ∈ BMO(Rn) ve

∥f(· − ξ·)∥BMO = ∥f∥BMO dir.

ii. f ∈ BMO(Rn) ve ξ ∈ Rn ise f(λξ) ∈ BMO(Rn) ve

∥f(λ·)∥BMO = ∥f∥BMO dir.

iii. f ∈ BMO(Rn) ise

∥f∥BMO ≈ sup
B(ξ,r)

inf
c∈Rn

1

|B(ξ, r)|

∫
B(ξ,r)

|f(η)− c|dη

dir.
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2.2. Genelleştirilmiş Öteleme Operatörü

Tanım 2.2.1. Bn Bessel operatör olsun. Bxv = Bξv, v(x, 0) = φ(x), vξ(x, 0) = 0 başlangıç

değer probleminin yani,

∂2v

∂x2
+

γ

x

∂v

∂x
=

∂2v

∂ξ2
+

γ

ξ

∂v

∂ξ
(2.2)

denkleminin, v
∣∣
ξ=0

= φ(x) ve ∂v
∂ξ

∣∣
ξ=0

= 0 başlangıç şartlarını sağlayan çözümüne R+

öteleme denir. Burada γ > 0 dır. Bu çözüm

v(x, ξ) = T ξ
xφ(x) =

Γ(γ+1
2 )

π
1
2Γ(γ2 )

π∫
0

φ(
√

x2 + ξ2 − 2xξ cosα) sinγ−1 αdα

şeklinde tanımlanır. Bu öteleme R+ aralığında tanımlıdır. Bu ötelemeye R+ öteleme denir

(Levitan, 1951).

Buradan T 0
xφ(x) = φ(x) eşitliği elde edilir. Eğer φ(x) fonksiyonunun sürekli türevleri varsa

bu durumda,

∂

∂ξ
T ξ
xφ(x)

∣∣
ξ=0

= 0 (2.3)

olur. φ(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden sürekli türevleri varsa, T ξ
xφ(x) operatörü,

(2.2) denkleminin çözümüdür ve (2.3) başlangıç şartlarını sağlar. Eğer x, ξ ∈ Rn ve

x = (x1, x2, . . . , xn) ise x′, ξ′ ∈ Rn−1 dir ve

△Bn =

n−1∑
i=1

∂2

∂x2i
+Bn, Bn =

∂2

∂x2n
+

γ

xn

∂

∂xn

△Bn Laplace-Bessel operatör olmak üzere,

n−1∑
i=1

∂2v

∂x2i
+

∂2v

∂x2n
+

γ

xn

∂v

∂xn
=

n−1∑
i=1

∂2v

∂ξ2i
+

∂2v

∂ξ2n
+

γ

ξn

∂v

∂ξn

denkleminin yukarıda verilen başlangıç şartları altındaki çözümü

T ξ
xφ(x) =

Γ(γ+1
2 )

π
1
2Γ(γ2 )

∫ π

0
φ
(
x′ − ξ′,

√
x2n + ξ2n − 2xnξn cosα

)
sinγ−1 αdα

dir. Bu çözüme genelleştirilmiş öteleme operatörü denir (Levitan, 1973). Eğer φ(x) sürekli
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bir fonksiyon olsun. Bu durumda
∫
Rn
+
|φ(x)|xγndx < ∞ ve her x > 0 için g(x) sınırlı bir

fonksiyon ise ∫
Rn
+

T ξ
xφ(x)g(ξ)ξ

γ
ndξ =

∫
Rn
+

φ(ξ)T ξ
xg(x)ξ

γ
ndξ

dir. g(x) = 1 için ∫
Rn
+

T ξ
xφ(x)ξ

γ
ndξ =

∫
Rn
+

φ(ξ)ξγndξ

dir.

Tanım 2.2.2. φ ve g ∈ Lp,γ(Rn
+) ölçülebilir fonksiyonlar ve T ξ genelleştirilmiş öteleme

operatörü olsun. Bu durumda operatör ile ilgili konvolüsyon çarpım

(φ⊗ g)(x) =

∫
Rn
+

φ(ξ)T ξg(x) ξγndξ, 1 ≤ p < ∞

şeklinde tanımlanır.

2.3. Klasik İntegral Operatörler

Bu kısımda, tez çalışmasında göz önüne alınacak temel singüler integral operatörler

incelenecektir.

Tanım 2.3.1. f , Rn uzayında lokal integrallenebilen bir fonksiyonu verilsin. Bu durumda

x ∈ Rn için

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(ξ)|dξ, x ∈ Rn

operatöre, M Hardy- Littlewood maksimal operatör denir.

Tanım 2.3.2. Ω, Rn de tanımlı sıfırncı mertebeden homojen, tek,

w(t) = sup
{
|Ω(x)− Ω(ξ)| : x, ξ ∈ Sn−1, |x− ξ| ≤ t

}
ve
∫
Ω

w(t)
t şartını (Dini şartı) sağlayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

Tf(x) = lim
ε→0+

∫
B(x,r)

Ω(ξ)

|ξ|n
f(x− ξ)dξ (2.4)

operatörüne, singüler integral operatör denir.



11

Tanım 2.3.3. f , Rn uzayında lokal integrallenebilen bir fonksiyon ve 0 ≤ α < n olsun.

Mα kesirli maksimal operatör,

Mαf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|1−
α
n

∫
B(x,r)

|f(ξ)|dξ, x ∈ Rn

şeklinde tanımlanır. Eğer α = 0 ise M0 ≡ M dir.

Tanım 2.3.4. f , Rn uzayında lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bn-maksimal

fonksiyon

Mγf(x) = sup
r>0

1

|B(0, r)|

∫
B(0,r)

T ξ|f(x)| ξγn dξ

şeklinde tanımlanır ve Mγf ile gösterilir (Guliyev, 2003).

Tanım 2.3.5. f , Rn uzayında lokal integrallenebilen bir fonksiyon ve 0 < α < n olsun.

Bu durumda x ∈ Rn için

Iαf(x) =

∫
Rn

f(ξ)

|x− ξ|n−α
dξ, (2.5)

integral operatörüne Iα kesirli integral operatör ve Riesz potansiyeli denir.

Uyarı 2.3.6. Iα ve Mα operatörler ve 0 < p < n, f ∈ L1(Rn) ve x ∈ Rn olsun. Bu

durumda Mα(f)(x) . Iα(|f |)(x) dir (Lu, vd.,2007).

Teorem 2.3.7.

i. M maksimal operatörü, 1 ≤ p ≤ ∞ için (p, p) zayıf tipli, 1 < p ≤ ∞ için ise (p, p)

kuvvetli tipli bir operatördür (Hardy ve Littlewood, 1928; Wiener, 1939).

ii. T , singüler integral operatör, 1 ≤ p < ∞ için (p, p) zayıf tipli 1 < p < ∞ için (p, p)

kuvvetli tipli bir operatördür (Bennett ve Rudnick, 1980; Bennett ve Sharpley, 1988).

iii. Mα kesirli maksimal operatör, 1 ≤ p ≤ α
n için (p, q) zayıf tipli ve 1 < p ≤ α

n için (p, q)

kuvvetli tipli bir operatördür. Burada 1
q = 1

p − α
n dir (Hardy ve Littlewood, 1928;

1932; Sobolev, 1938).
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3. ORLICZ UZAYLARI VE YOUNG FONKSİYONLARI

3.1. Orlicz Uzaylarda Temel Tanım ve Sonuçlar

Orlicz uzaylarını detaylı bir şekilde takdim etmek için ilk olarak Young fonksiyonları

ve bu fonksiyonlar ile bu uzayın bazı temel özellikleri incelenecektir.

Tanım 3.1.1. Φ : [0,∞) → [0,∞] fonksiyon olsun. Eğer Φ,

1. Φ(0) = 0;

2. Soldan sürekli;

3. Artan;

4. Konveks; Yani, her α ∈ [0, 1] ve her t1, t2 ∈ [0,∞) için Φ(αt1+(1−α)t2) ≤ αΦ(t1)+

(1− α)Φ(t2) dir;

5. Aşikar değildir; Yani Φ(t1) > 0 olacak şekilde en az bir t1 > 0 ve Φ(t2) < ∞ olacak

şekilde en az bir t2 > 0 vardır.

şartlarını sağlarsa bu fonksiyona Young fonksiyonu denir.

Dikkat edilirse, yukarıdaki tanımda, (1) ve (4) şartlarından t ∈ (0,∞) için Φ(t)
t

fonksiyonunun artan olduğu görülür. Çünkü, t1 = t1
t2
+ (1− t1

t2
) olduğundan

t1 ≤ t2 ⇒ Φ(t1) ≤
t1
t2
Φ(t2) (3.1)

olur. Bu bu fonksiyonun artan olduğunu gösterir.

Açık aralıklar üzerinde konveks fonksiyonlar süreklidir ve konveks fonksiyonların

hemen her yerde türevlenebilir oldukları bilinmektedir. Bununla birlikte, konveks fonksiy-

onların sağladığı pek çok önemli özellikler vardır. Aşağıdaki teorem, konveks fonksiyonların

integral gösterimine sahip olduğunu göstermektedir.

Teorem 3.1.2. φ : R → R artan ve soldan sürekli bir fonksiyon olsun. Budurumda

Φ : (a, b) → R fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart her [α, β] ⊂ (a, b)

aralığı için

Φ(t) = Φ(α) +

t∫
α

φ(s)ds, α ≤ β (3.2)
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olmasıdır (Rao ve Ren, 1991).

Şimdi, yukarıdaki teoremden, herhangi bir Young fonksiyonunun (3.2) ile verilen

bir integral gösterimine sahip olduğunu aşağıdaki sonuç ile verebiliriz:

Sonuc. 3.1.3. φ : [0,∞) → [0,∞], artan, soldan sürekli ve aşikar olmayan bir fonksiyon

olsun. Bu durumda Φ : [0,∞) → [0,∞] fonksiyonunun, Young fonksiyonu olması için gerek

ve yeter şart

Φ(s) =

s∫
0

φ(t)dt (3.3)

olmasıdır. Eğer s ler için Φ(s) = ∞ ise φ(s) = ∞ olarak alınacaktır.

Yukarıdaki sonuçta Young fonksiyonu olması halinde hemen her s > 0 için φ(t) =

Φ′(s) dir. Bundan dolayı, soldan sürekli, artan ve aşikar olmayan bir φ : [0,∞) → [0,∞]

fonksiyonu Orlicz türevidir. φ türevine sahip bir Φ Young fonksiyonu, Φ fonksiyonunun

(3.3) integral gösterimine karşılık gelmektedir.

Bazı matematikçile, rOrlicz uzaylarını takdim etmek için, Young fonksiyonları

sınıfından daha kısıtlı bir sınıf olan N -fonksiyonlarını kullanmaktadır. Fakat, bu du-

rumda bazı dezavantajlar ortaya çıkmaktadır. Öneğin, Orlicz uzayları, N -fonksiyonları

yardımıyla tanımlanırsa L1(Rn), L∞(Rn) ve L logL(Rn) uzayları göz ardı edilmiş olur.

N -fonksiyonlarını ele almak daha kolay olsa bile bu tezde Young fonksiyonlarını göz önüne

alacağız.

Tanım 3.1.4. φ, [0,∞) → [0,∞), tanımlı, monoton azalmayan ve sağdan sürekli fonksiy-

onu

i. φ(0) = 0,

ii. t > 0 ise φ(t) > 0

iii. lim
t→∞

φ(t) = ∞;

özelliklerini sağlayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Φ(s) = Φ(c) +

s∫
c

φ(t)dt (3.4)

eşitliğiyle tanımlı, Φ fonksiyonuna bir N -fonksiyonu denir.
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Bununla birlikte, Φ fonsiyonunun, bir N -fonksiyonu olması için gerek ve yeter şart sürekli,

çift ve

i. lim
s→0

Φ(s)
s = 0

ii. lim
s→∞

Φ(s)
s = ∞

iii. Eğer s > 0 ise Φ(s) > 0 (Adams ve Fourier, 2003). özelliklerine sahip konveks bir

fonksiyon olmasıdır.

Tanım 3.1.5. φ Orlicz türevi verilsin. Bu durumda, φ̃ fonksiyonu

φ̃(s) = inf{t : φ(t) ≥ s} (3.5)

şeklinde tanımlanır.

Uyarı 3.1.6. φ̃ fonksiyonu bir Orlicz türevidir. Bundan dolayı Sonuç 3.1.4 sonucu olarak

Φ̃(s) =
s∫
0

φ̃(t)dt eşitliğiyle tanımlı Φ̃ fonksiyonu bir Young fonksiyonudur (Edgar ve Suche-

ston, 1992).

Tanım 3.1.7. φ ve φ̃ fonksiyonları (3.5) daki gibi olsun. Bu durumda

Φ =

s∫
0

φ(t)dt Φ̃ =

t∫
0

φ̃(τ)dτ

ise Φ ve Φ̃ Young fonksiyonları birbirlerinin tümleyenidir.

Örnek 3.1.8. Aşağıdaki fonksiyon çiftleri tümleyen Young fonksiyonlardır.

i. Φ(s) = sp

p , Φ̃(t) = tp
′

p′ , 1 < t < ∞ 1
p + 1

p′ = 1.

ii. Φ(s) = s, Φ̃(t) =

 0, 0 ≤ t ≤ 1,

∞, t > 1.

iii. Φ(s) = es − s− 1, Φ̃(t) = (1 + t) log(1 + t)− t.

iv. Φ(s) = es − s− 1, Φ̃(t) =

 t, t < 1,

et−1, t ≥ 1.
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Dikkat edilirse, yukarıdaki örnekte, (ii) ve (iv) seçeneklerinde verilen fonksiyonlar Young

fonksiyonudur ama N -fonksiyonu değildir.

Önerme 3.1.9. Φ bir Young fonksiyonu verilsin. Bu durumda, ∀ 0 < λ < 1 ve 0 ≤ s < ∞
için

Φ(λ s) ≤ λΦ(s) (3.6)

ve her λ ≥ 1 ve 0 ≤ s < ∞ için

λΦ(s) ≤ Φ(λ s)

olur (Kufner, vd., 1977).

İspat. 0 < λ < 1 için konvekslik ve Φ(0) = 0 eşitliğinden,

Φ(λ s) = Φ(λ s+ (1− λ)0) ≤ λΦ(s) + (1− λ)Φ(0) = λΦ(s)

elde edilir. Şimdi λ ≥ 1 olsun. (3.6) eşitsizliği kullanılarak

λΦ(s) = λΦ(λ−1λ s) ≤ λλ−1Φ(λ s) = Φ(λ s)

bulunur.

Önerme 3.1.10. Φ, ∆2 şartını sağlayan bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda 0 <

t1 < t2 için
Φ(t2)

tp2
≤ bΦ(t1)

tp1

eşitsizliğini sağlayan p > 1 ve b > 1 sayıları vardır.

Önerme 3.1.11. Φ, φ Orlicz türevine sahip bir Young fonksiyonu verilsin. Bu durumda

s > 0 için

i. Φ(s)
s ≤ φ(t) ≤ Φ(2s)

s

ii. Φ( s2) ≤
s∫
0

Φ(t)
t dt ≤ Φ(s)

eşitsizlikleri sağlanır (Sawano, 2016).
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İspat. (3.3) eşitliği ve φ fonksiyonunun artanlığından

Φ(s)

s
=

1

s

s∫
0

φ(t)dt ≤ 1

s

s∫
0

φ(t)dt = φ(s)

φ(s) =
1

s

2s∫
s

φ(t)dt ≤ 1

s

2s∫
s

φ(t)dt ≤ 1

s

2s∫
0

φ(t)dt =
Φ(s)

s

olur. Böylece (i) gösterilirmiş olur. (ii) yi ispat etmek için, s ∈ [0,∞) için
Φ(s)

s
fonksiy-

onunun artan olmasından,

Φ

(
s

2

)
=

s∫
s
2

Φ( s2)
s
2

dt ≤
s∫

s
2

Φ(t)

t
dt ≤

s∫
0

Φ(t)

t
dt

≤
s∫

0

Φ(t)

t
dt = Φ(s).

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuc. 3.1.12. t ≥ 0 için eğer Φ̃(t) = sup{st − Φ(s) : s ∈ [0, ∞)} ve φ̃(t) < ∞ ise bu

durumda sup = max olur (Zaanen, 1983).

İspat. t > 0 olsun. Bu durumda her s için Φ(s) + Φ̃(t) ≥ st olur. Buradan (Φ(s), Φ̃(t) nin

biri sonsuz olsa bile)

Φ̃(t) ≥ sup {st− Φ(s) : s ≥ 0}

olur. Eğer φ̃(t) < ∞ ise s = φ̃(t) için Φ(s) + Φ̃(t) = st olur. Bundan dolayı, Φ(s) ve Φ̃(t)

bu iki ifade sonludur ve

Φ̃(t) = max {st− Φ(s) : s ≥ 0}

dir. Diğer taraftan, eğer φ̃(t) = ∞ ise Φ fonksiyonu sınırlıdır. Böylece,

sup {st− Φ(s) : s ≥ 0} = ∞

olur.
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Önerme 3.1.13. Φ Young fonksiyonu ve Φ̃, Φ nin tümleyeni verilsin. Bu durumda her

s > 0 için

Φ̃

(
Φ(s)

s

)
≤ Φ(s)

dir (Sawano, 2016).

İspat. Φ(s)
s fonksiyonu artan olduğu ve t < s için

Φ(s)

s
t− Φ(t) ≤ Φ(s)

dir. t ≥ s için
Φ(s)

s
t− Φ(t) ≤ 0

elde edilir. Son eşitsizlik ve Sonuç 3.1.12 den istenilen sonuç elde edilir.

Bu tezde, Φ−1 fonksiyonu Φ Young fonksiyonunun genelleştirilmiş tersi olarak alı-

nacaktır. Kısaca,

Φ−1(t) = inf{r ≥ 0 : Φ(η) > t}, 0 ≤ t ≤ ∞

dir. Φ Young fonksiyonunun, Orlicz türevi olan φ fonksiyonu sonlu ve her 0 < t < ∞ için

0 < φ(t) < ∞ dir (Megan vd., 2001). Bunula birlikte, genelleştirilmiş ters fonksiyonun

tanımından ∀ 0 ≤ s < ∞ için

Φ(Φ−1(s)) ≤ s ≤ Φ−1(Φ(s))

dir.

Önerme 3.1.14. Φ bir Young fonksiyonu ve Φ̃, Φ nin tümleyeni verilsin. Bu durumda ∀
s > 0 için

s ≤ Φ−1(s)(Φ̃)−1(s) ≤ 2s (3.7)

eşitsizliği sağlanır (Rao ve Ren, 2002).

İspat. Young eşitsizliğinden ve her s ≥ 0 için

Φ−1(s)(Φ̃)−1(s) ≤ Φ(Φ−1(s)) + Φ̃((Φ̃)−1(s)) ≤ 2s

dir. Ayrıca, Önerme 3.1.13 den ve ∀ s > 0 için

Φ̃

(
Φ(s)

s

)
≤ Φ(s)
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eşitsizliği elde edilir. Böylece, son ifadede Φ(s) ve s yer değiştirdiğinde

Φ̃

(
t

Φ−1(t)

)
≤ t

eşitsizliği bulunur. Buradan, her s ≥ 0 için

s ≤ Φ−1(s)(Φ̃)−1(s) ≤ 2s

bulunur. Böylece, Önerme 3.1.14 un ispatı tamamlanmış olur.

Tanım 3.1.15. Φ bir Young fonksiyonu verilsin.

i. Eğer ∀ s ≥ 0 için

Φ(2s) ≤ C Φ(s)

eşitsizliğini sağlayan bir C > 0 sabit sayısı varsa, Φ, ∆2 şartını sağlar denir ve Φ ∈ ∆2

şeklinde gösterilir.

ii. Φ̃ ∈ ∆2 ise Φ fonksiyonuna, ∇2 şartını sağlar denir ve Φ ∈ ∇2 şeklinde gösterilir.

Önerme 3.1.16. Φ bir Young fonksiyonu verilsin. Φ ∈ ∇2 olması için gerek ve yeter

şart Φ(λs) ≥ 2λΦ(s) eşitsizliğini sağlayan bir λ > 1 sabit sayısının mevcut olmasıdır

(Krasnoselskii ve Rutickii, 1961).

İspat.

Φ̃(λ·) = Φ̃(·/λ), 2̃λΦ(·) = 2λΦ̃(·/2λ)

olduğunu göz önüne alalım. Buradan

Φ(λs) ≥ 2λΦ(s) ⇔ Φ̃(λs) ≤ 2̃λΦ(s) ⇔ Φ̃(s/λ) ≤ 2λΦ̃(s/2λ) ⇔ Φ̃(2s) ≤ 2λΦ̃(s)

olur. O halde, Önerme 3.1.21 in ispatı tamamlanmış olur.

Örnek 3.1.17.

i. Φ(s) = s fonksiyonu, ∆2 şartını sağlar fakat ∇2 şartını sağlamaz.

ii. 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda Φ(s) = sp her iki şartı da sağlar.

iii. Φ(s) = es − s− 1 fonksiyonu, ∇2 şartını sağlar fakat ∆2 şartını sağlamaz.
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Önerme 3.1.18. Φ, φ Orlicz türeve sahip Young fonksiyonu verilsin.

i. Φ ∈ ∆2 olsun. Yani bir A > 2 sabit sayısı için Φ(2s) ≤ AΦ(s) dir ve β = log2A

alalım. Eğer p > β + 1 ise her s > 0 için∫ ∞

s

φ(t)

tp
dt . Φ(s)

sp

dir.

ii. Φ ∈ ∇2 olsun. Bu durumda ∫ s

0

φ(t)

t
dt . Φ(s)

s

dir.

Önerme 3.1.19. Φ bir N -fonksiyonu ve aΦ ve bΦ bu fonksiyonun Simonenko indisleri

verilsin. Bu durumda aşağıdaki önermeler doğrudur:

i. bΦ < ∞ ise bu durumda Φ, ∆2 şartını sağlar.

ii. bΦ < ∞ ise bu durumda s ∈ (0,∞) için Φ(s)/sbΦ azalandır. Ayrıca, ∀ λ ∈ [0, 1] ve

s ∈ (0,∞) için Φ(λs) ≥ λbΦΦ(s) eşitsizliği sağlanır.

iii. s ∈ (0,∞) için Φ(s)/saΦ artandır. Ayrıca, ∀ λ ∈ [1,∞) ve s ∈ (0,∞) için Φ(λs) ≥
λaΦΦ(s) eşitsizliği sağlanır.

iv. Eğer 1 < p < aΦ ≤ bΦ < q < ∞ ise bu durumda lim
s→0

Φ(s)
sp = 0 ve lim

s→∞
Φ(s)
sq = 0 olur

(Fu, vd., 2012).

Tanım 3.1.20. Φ bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

LΦ(Rn) =

{
f : Rn → R : fölçülebilirdir ve ∃α > 0,

∫
Rn

Φ(α|f(x)|)dx < ∞
}

fonksiyonlar kümesine Orlicz uzayı denir.

Önerme 3.1.21. LΦ(Rn) uzayında tanımlanan

∥f∥LΦ = inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ(
|f(x)|
λ

)dx ≤ 1

}
ile verilen norm, normlu uzaydır ve bu norma Orlicz uzayının Luxemburg-Nakano normu

olarak adlandırılır (Rao ve Ren, 2002).
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İspat. ∥ · ∥LΦ norm olduğunu gösterelim. Bu durumda,

i. ∥f∥LΦ = 0 ⇔ f = 0,

ii. ∥αf∥LΦ = |α|∥f∥LΦ , α ∈ R,

iii. ∥f + g∥LΦ ≤ ∥f∥LΦ + ∥g∥LΦ

şartlarını sağlaması gerekir. İlk olarak (i) şartının sağlandığını gösterelim.

(i) h.h.y. f = 0 ise ∥f∥LΦ = 0 olduğu açıktır. Tersine ∥f∥LΦ = 0 olsun. Pozitif ölçülü

bir küme üzerinde |f | > 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda Ω = {w : |f(w)| ≥ δ} ve

|Ω| > 0 olacak şekilde bir δ > 0 sayısı mevcuttur. Fakat ∥ · ∥LΦ tanımından ∀λ > 0 için∫
Rn Φ(

|f(x)|
λ )dx ≤ 1 dir. Bundan dolayı, ∀n ≥ 1 için

∫
Rn Φ(n|f(x)|)dx ≤ 1 dir. Dolayısıyla,

|Ω| > 0 ve Φ(nδ) → ∞, n → ∞ olduğunda

Φ(nδ)|Ω| =
∫
Ω
Φ(nδ)dx ≤

∫
Ω
Φ(n|f(x)|)dx ≤

∫
Rn

Φ(n|f(x)|)dx ≤ 1

eşitsizliği sağlanmaz. Bu nedenle |Ω| = 0 dır. Sonuç olarak h.h.y. f = 0 olur. Yani (i) şartı

ğecerlidir.

(ii) nin ispatı α ̸= 0 durumunu göz önüne alalım. Bu durumda

∥αf∥LΦ = inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ(
|α||f(x)|

λ
)dx ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ(
|f(x)|

λ
|α|

)dx ≤ 1

}

= inf

{
|α|λ > 0 :

∫
Rn

Φ(
|f(x)|
λ

)dx ≤ 1

}
= |α|∥f∥LΦ

olu. Buradan istenilen sonuç elde edilir. Keyfi bir ε > 0 için

∥f + g∥LΦ ≤ ∥f∥LΦ + ∥g∥LΦ + 2ε (3.8)

eşitsizliğinin sağlandığı gösterildiğinde ∥f + g∥LΦ ≤ ∥f∥LΦ + ∥g∥LΦ olduğu da gösterilmiş

olur. O halde ∥ · ∥LΦ tanımından,

∥f∥LΦ + ε ∈
{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ(
|f(x)|
λ

)dx ≤ 1

}
olur, yani ∫

Rn

Φ

(
|f(x)|

∥f∥LΦ + ε

)
dx ≤ 1 (3.9)

dir. Benzer şekilde g için yapılırsa,



21

∫
Rn Φ(

|g(x)|
∥g∥

LΦ+ε)dx ≤ 1

elde edilir. Burada α = ∥f∥LΦ+ε, β = ∥g∥LΦ+ε ve θ = β
α+β olsun. Φ konveks olduğundan,

Φ

(
|f(x) + g(x)|

α+ β

)
= Φ

(
(1− θ)

|f(x)|
α

+ θ
|g(x)|
β

)
≤ (1− θ)Φ

(
|f(x)|
α

) + θΦ(
|g(x)|
β

)
elde edilir. Son terimin Rn üzerinden integrali alındığında

∫
Rn Φ

(
|(f+g)(x)|

∥f∥
LΦ+||g∥

LΦ+2ε

)
dx =

∫
Rn Φ

(
|(f+g)(x)|

α+β

)
dx ≤ 1

bulunur. Bu ise (3.8) eşitsizliğine denktir.

Örnek 3.1.22.

i. 1 ≤ p < ∞ olsun. Eğer Φ(s) = sp ise bu durumda LΦ(Rn) = Lp(Rn) dir.

ii. Φ(s) =

 0 , 0 ≤ s ≤ 1

∞ , s > 1
ise bu durumda LΦ(Rn) = L∞(Rn) dir.

iii. Φ(s) =

 0 , s ≤ 1

s log s , s > 1
ise bu durumda LΦ(Rn) = L logL(Rn) dir.

Önerme 3.1.23. (LΦ(Rn), ∥ · ∥LΦ) uzayı Banach uzayıdır (Edgar ve Sucheston, 1992).

İspat. Her n ∈ N için 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ve ∥fn∥LΦ ≤ 1 olacak şekilde fn ∈ LΦ(Rn) bir dizi

olsun. Yani
∫
Rn Φ(|fn(x)|) dx ≤ 1 dir. Eğer f = lim fn ise bu durumda Φ fonksiyonu sol-

dan sürekli olduğundan Φ(|fn|) → Φ(|f |) olur. Böylece monoton yakınsaklık teoreminden∫
Rn Φ(|f(x)|) dx ≤ 1 elde edilir. Bu ∥f∥LΦ ≤ 1 olmasını gerektirir.

Bu sonuç kullanılarak, LΦ(Rn) uzayının tamlığı gösterilebilir. (fn) nin LΦ(Rn) uza-

yında bir Cauchy dizisi olduğunu kabul edelim. Bu durumda
∥∥fnk

− fnk−1

∥∥
LΦ ≤ 2−k özel-

liğini sağlayan bir fnk
alt dizisi vardır.

g =
∞∑
k=1

∣∣fnk
− fnk−1

∣∣
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olarak alalım. Bu durumda Φ fonksiyonu soldan sürekli ve konveks olduğundan

Φ(g) = Φ

( ∞∑
k=1

∣∣fnk
− fnk−1

∣∣) = Φ

( ∞∑
k=1

2−k2k
∣∣fnk

− fnk−1

∣∣)

≤
∞∑
k=1

2−kΦ
(
2k
∣∣fnk

− fnk−1

∣∣)

olur. Buradan ∥g∥LΦ ≤ 1 ve g ∈ LΦ(Rn) olur. u → ∞ iken Φ(u) → ∞ yazılır. Dolayısıyla

seri h.h.y. sonlu bir limite yakınsar.

f =
∞∑
k=1

(fnk
− fnk−1

) + fn0

serisi de h.h.y. yakınsak ve |f − fn0 | ≤ g dir. Böylece, f ∈ LΦ(Rn) dir. (fn) bir Cauchy

dizisi olduğundan her n ≥ m için ∥fn − fm∥LΦ ≤ ε özeliğini sağlayan her ε > 0 için

bir m vardır. O halde nk ≥ m için ∥fm − fnk
∥LΦ ≤ ε elde edilir. Böylece m → ∞ iken

∥fm − f∥LΦ → 0 sonucu bulunur.

Tanım 3.1.24. Φ ve Ψ, fonksiyonları verilsin. Eğer ∀ s ≥ 0 için Φ(s) ≤ Ψ(C s) eşitsizliğini

sağlayan bir C sabit sayısı varsa bu durumda Ψ, Φ yi genel olarak domine ediyor denir.

Yeterince büyük s sayıları için Φ(s) ≤ Ψ(C s) eşitsizliğini sağlayan bir C sabit sayısı varsa

bu durumda Ψ, Φ Young fonksiyonunu sonsuzda domine ediyor denir. Φ ve Ψ birbirlerini

genel olarak (sonsuzda) domine ediyor ise bu durumda Φ ve Ψ genel olarak (sonsuzda)

denktir denir.

Önerme 3.1.25.
∫
Rn Φ

(
|f(x)|
∥f∥

LΦ

)
dx ≤ 1 eşitsizliği sağlanır. Bununla birlikte, ∥f∥LΦ ≤ 1

olması için gerek ve yeter şart
∫
Rn Φ(|f(x)|)dx ≤ 1 olmasıdır (Edgar ve Sucheston, 1992).

Teorem 3.1.26. Φ ve Ψ Young fonksiyonları verilsin. Ψ, Φ fonksiyonunu genel olarak

domine ediyor ise bu durumda

LΦ(Rn) ⊃ LΨ(Rn), ∥f∥LΦ ≤ C∥f∥LΨ

olur (Kufner, vd., 1977).

İspat. Önerme 3.1.25 den
∫
Rn Φ

(
|f(x)|
∥f∥

LΦ

)
dx ≤ 1 ve norm tanımından

∫
Rn Φ(

|f(x)|
λ )dx ≤ 1

eşitsizliğini sağlayan bir λ > 0 sayısı varsa bu durumda ∥f∥LΦ ≤ λ elde edilir. Bu özellikler
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kullanıldığında

Φ

(
|f(x)|

C∥f∥LΨ

)
≤ Ψ

(
|f(x)|
∥f∥LΨ

)
⇒

∫
Rn

Φ

(
|f(x)|

C∥f∥LΨ

)
dx ≤

∫
Rn

Ψ

(
|f(x)|
∥f∥LΨ

)
dx ≤ 1

⇒ ∥f∥LΦ ≤ C∥f∥LΨ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Tanım 3.1.27. Φ bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

WLΦ(Rn) =

{
f ölçülebilir : sup

ξ>0
Φ(ξ)|{x ∈ Rn : |f(x)| > ξ}| < ∞

}

kümesine zayıf Orlicz uzayı denir.

Önerme 3.1.28. WLΦ(Rn) üzerinde tanımlanan

∥f∥WLΦ = inf

{
λ > 0 : sup

ξ>0
Φ(ξ)|{x ∈ Rn : |f(x)| > λξ}| ≤ 1

}

norm, bir quasi-normdur (Rao ve Ren, 2002).

İspat. İspat etmek için aşağıdaki norm şartlarını sağlatalım.

i. ∥f∥WLΦ = 0 olması için gerek ve yeter şart h.h.y. f = 0 dır.

ii. ∥αf∥WLΦ = |α|∥f∥WLΦ , α ∈ R ( veyaC)

sağlandığı görülür. ∥f + g∥WLΦ ≤ 2 (∥f∥WLΦ + ∥g∥WLΦ) olduğunu göstermek için ∀ t > 0

için ∣∣∣∣{x ∈ Rn :
|f(x) + g(x)|

C (∥f∥WLΦ + ∥g∥WLΦ)
> t

}∣∣∣∣Φ(t) ≤ 1

olduğu gösterilmelidir.∣∣∣∣{x ∈ Rn :
|f(x) + g(x)|

c (∥f∥WLΦ + ∥g∥WLΦ)
> t

}∣∣∣∣Φ(t)
≤
∣∣∣∣{x ∈ Rn :

|f(x)|+ |g(x)|
c (∥f∥WLΦ + ∥g∥WLΦ)

> t

}∣∣∣∣Φ(t)
=

∣∣∣∣{x ∈ Rn :
|f(x)|

c∥f∥WLΦ

∥f∥WLΦ

(∥f∥WLΦ + ∥g∥WLΦ)
+

|g(x)|
c∥g∥WLΦ

∥g∥WLΦ

(∥f∥WLΦ + ∥g∥WLΦ)
> t

}∣∣∣∣Φ(t)
=

∣∣∣∣{x ∈ Rn :
|f(x)|

c∥f∥WLΦ

θ1 +
|g(x)|

c∥g∥WLΦ

θ2 > t

}∣∣∣∣Φ(t)
≤
∣∣∣∣{x ∈ Rn :

|f(x)|
c∥f∥WLΦ

> t

}∣∣∣∣Φ(t) + ∣∣∣∣{x ∈ Rn :
|g(x)|

c∥g∥WLΦ

> t

}∣∣∣∣Φ(t)
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elde edilir. Çünkü θ1 + θ2 = 1 dir. Φ nin konveks olması ve ∀ 0 ≤ s ≤ 1 için Φ(st) ≤ sΦ(t)

eşitsizliğini gerçekler (Bkz. Önerme 3.1.14). Bu durumda C ≥ 1 için son toplam∣∣∣∣{x ∈ Rn :
|f(x)|

∥f∥WLΦ

> ct

}∣∣∣∣ Φ(ct)c
+

∣∣∣∣{x ∈ Rn :
|g(x)|

∥g∥WLΦ

> ct

}∣∣∣∣ Φ(ct)c
≤ 1

c
+

1

c

ile sınırlandırılabilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Önerme 3.1.29. Φ bir Young fonksiyonu ve Φ̃, Φ nin tümleyeni olarak verilsin. Eğer

f ∈ LΦ(Rn) ve g ∈ LΦ̃(Rn) ise fg ∈ L1(Rn) olur ve∫
Rn

|f(x)g(x)|dx ≤ 2∥f∥LΦ∥g∥
LΦ̃

eşitsizliği sağlanır (Rao ve Ren, 2002).

İspat. a = |f(x)|
∥f∥

LΦ
ve b = |g(x)|

∥g∥
LΦ̃

olsun. Young eşitsizliğinden

|f(x)g(x)|
∥f∥LΦ ||g||

LΦ̃

≤ Φ(
|f(x)|
∥f∥LΦ

) + Φ̃(
|g(x)|
∥g∥

LΦ̃

)

elde edilir. Rn üzerinden bu eşitsizliğin integrali alınırsa∫
Rn

|f(x)g(x)|
∥f∥LΦ∥g∥

LΦ̃

dx ≤
∫
Rn

Φ(
|f(x)|
∥f∥LΦ

)dx+

∫
Rn

Φ̃(
|g(x)|
∥g∥

LΦ̃

)dx ≤ 2

elde edelir. Böylece, Önerme 3.2.10 un ispatı tamamlanmış olur.

Önerme 3.1.30. f ∈ LΦ(Rn) olsun. Bu durumda

∥f∥LΦ ≤ ∥f∥∗Φ := sup

{∫
Rn

|f(x)g(x)|dx : ∥g∥
LΦ̃ ≤ 1

}
≤ 2∥f∥LΦ

dir. Bu orma, LΦ(Rn) uzayının Orlicz normu olarak adlandırılır (Edgar ve Sucheston,

1992).

İspat. Önerme 3.1.29 den, eşitsizliğin sağ tarafı kolayca elde edilir. Dolayısıyla, eşitsizliğin

sol tarafının sağlandığını ispatlayalım. f ∈ LΦ(Rn) ve a = ∥f∥∗Φ alalım. Bu durumda

∥f∥LΦ ≤ a ve
∫
Rn Φ(|f(x)| /a) dx ≤ 1 eşitsizliğinin gerçeklendiğini gösterelim. f fonksiy-

onunun integrallenebilir basit bir fonksiyon ve h.h.y. Φ(|f | /a) sonlu ve g = φ(|f | /a)
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olduğunu göz önüne alalım. Bu durumda, Young eşitsizliğinden∫ n

R

|f(x)g(x)|
a

dx =

∫ n

R

[
Φ̃(|g(x)|)dx+Φ

(
|f(x)|
a

)]
dx

=: M
Φ̃
(g) +MΦ(

f

a
)

elde edilir. Eğer M
Φ̃
(g) ≤ 1 ise

∫
Rn |f(x)g(x)| dx ≤ ∥f∥∗Φ = a olur. Böylece,

MΦ(
f

a
) ≤ M

Φ̃
(g) +MΦ(

f

a
) =

∫ n

R

|f(x)g(x)|
a

dx ≤ 1

bulunur. Bu nedenle, eğer M
Φ̃
(g) = b > 1 ise M

Φ̃
(g/b) ≤ M

Φ̃
(g)/b elde edilir. Buradan,

Orlicz normunun tanımından
∫
Rn |f(x)g(x)| dx ≤ b ∥f∥∗Φ = ab elde edilir. Buradan

M
Φ̃
(g) +MΦ(

f

a
) =

1

a

∫
Rn

|f(x)g(x)| dx ≤ ab

a
= M

Φ̃
(g)

olur. Yani MΦ(f/a) = 0 dır. Bundan dolayı, her iki durumda da MΦ(f/a) ≤ 1 elde edilir

ve ∥f∥LΦ ≤ a = ∥f∥∗Φ eşitsizliği sağlanır.

Şimdi, f integrallenebilir basit bir fonksiyonu verilsin. Fakat Φ(|f | /a) fonksiyonu

h.h.y. sonlu olmasın. Bu Φ nun sonsuz olması demektir. v > d için Φ(v) = ∞ ve v < d

için Φ(v) < ∞ eşitsizliğini sağlayan bir d sayısı vardır. Bu durumda x → ∞ için φ̃(x) → d

dir. Buradan, her u için Φ̃(u) ≤ du elde edilir. h.h.y. |f | ≤ ad dir. Eğer | {|f | > ad} | > 0

ise bu durumda 0 < |A| < ∞ özelliğini sağlayan bir A ⊆ {|f | > ad} alt kümesi mevcuttur.

g = (1/d|A|)χA için M
Φ̃
(g) = Φ̃(1/d|A|)|A| ≤ 1 olur. Sonuç olarak, ∥g∥

LΦ̃ ≤ 1 elde edilir.

O halde

a = ∥f∥∗Φ ≥
∫
Rn

|f(x)g(x)| dx >
ad

d|A|
|A| = a

çelişki elde edilir. Böylece h.h.y. |f | ≤ ad dir. Eğer 0 < α < 1 ise bu durumda

α |f | /a ≤ αd < d dir. Yani Φ(α |f |
a ) sonlu olur. MΦ(α

f
a ) ≤ α < 1 eşitsizliği benzer şekilde

gösterilebilir. Böylece Φ soldan sürekli olduğundan α ↑ 1 iken MΦ(
f
a ) ≤ 1 olur.

Son olarak bir f ∈ LΦ(Rn) fonksiyonunu düşünelim. H.h.y. fn ↑ |f | özel-

liğini sağlayan integrallenebilir basit fonksiyonların bir (fn) dizisi vardır. Buradan

MΦ(fn/ ∥fn∥∗Φ) ≤ 1 ve ∥fn∥∗Φ ≤ ∥f∥∗Φ = a olur. Böylece MΦ(fn/a) ≤ 1 bulunur. Φ soldan

sürekli olduğundan MΦ(f/a) ≤ 1 olur. Dolayısıyla ∥f∥LΦ ≤ a dir.



26

4. ORLICZ UZAYLARINDA İNTEGRAL OPERATÖRLER

4.1. Singüler İntegral Operatörlerin Sınırlılığı

Bu bölümde, klasik singüler integral operatörlerin Orlicz uzaylarında sınırlılık prob-

lemleri incelenirken kullanılan tanım ve teoremler takdim edilecektir.

Tanım 4.1.1. Φ ve Ψ, iki Young fonksiyonu verilsin. ∀f ∈ LΦ(Rn) için

∥Tf∥LΨ ≤ k∥f∥LΦ

eşitsizliğini sağlayan bir k sabit sayısı varsa bu durumda T quasi-lineer operatör (Φ,Ψ)

kuvvetli tipli operatör olarak adlandırılır. Eğer, her s > 0 ve f ∈ LΦ(Rn) için

|{y ∈ Rn : |Tf(y)| > s}| ≤ 1/Ψ

(
s

k∥f∥LΦ

)
eşitsizliğini sağlayan bir k sabiti varsa bu durumda T quasi-lineer operatör (Φ,Ψ) zayıf

tipli operatör olarak adlandırılır.

Önerme 4.1.2. Her (Φ,Ψ) kuvvetli tipli operatör aynı zamanda (Φ,Ψ) zayıf tipli oper-

atördür (Rao ve Ren, 2002).

İspat. Önermenin ispatında Chebyshev eşitsizliği kullanılacaktır. Quasi-lineer operatör

tanımından ∀s > 0 ve h.h.y. |f | ̸= 0 için

|{y ∈ Rn : |Tf |(y) > t}| =
∣∣∣∣{y ∈ Rn : |T ( f

K∥f∥LΦ

)|(y) > s

K||f ||LΦ

}∣∣∣∣
=

∣∣∣∣{y ∈ Rn : Ψ

(
|Tf |(y)
K∥f∥LΦ

)
> Ψ

(
s

K∥f∥LΦ

)}∣∣∣∣
≤
[
Ψ

(
s

K∥f∥LΦ

)]−1 ∫
Rn

Ψ

(
|Tf |(y)
K∥f∥LΦ

)
dy

≤
[
Ψ

(
s

K∥f∥LΦ

)]−1 ∫
Rn

Ψ

(
|Tf |(y)
||Tf ||LΨ

)
dy

≤
[
Ψ

(
s

K∥f∥LΦ

)]−1

bulunur. Bu istenilen sonucu verir.

Şimdi çalışmamızda büyük öneme sahip interpolasyon teoremini verelim:
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Teorem 4.1.3. α ∈ [0, 1) ve i ∈ {1, 2} için pi, qi ∈ (0,∞), 1/qi = 1/pi − α, p1 < p2

ve T (pi, qi) zayıf tipli bir alt lineer operatör olsun. Eğer 1 < p1 < aΦ ≤ bΦ < p2 < ∞,

1 < q1 < aΨ ≤ bΨ < q2 < ∞ olmak üzere Φ ve Ψ, Ψ−1(s) = Φ−1(s)s−α, s ∈ (0,∞)

eşitliğini sağlayacak şekilde iki N -fonksiyonları ise bu durumda T , (Φ,Ψ) kuvvetli tipli bir

operatördür (Fu vd., 2012).

İspat. İlk olarak LΦ(Rn) ⊂ Lp1(Rn) + Lp2(Rn) olduğunu göstermeliyiz. Bu nedenle her

x ∈ Rn ve f ∈ LΦ(Rn) fonksiyonu, t ∈ (0,∞) için

f(x) = f(x)χ{x∈Rn:|f(x)|>t}(x) + f(x)χ{x∈Rn:|f(x)|≤t}(x) =: f t(x) + ft(x)

olarak yazılabilir. Rn üzerinde f ̸≡ 0 olduğunu kabul edelim. İddia edeyoruz ki f t ∈ Lp1(Rn)

ve ft ∈ Lp2(Rn) dir. Önerme 3.1.19 un (i) ve (iii) önermeleri gereğince |f(x)| > t özelliğini

sağlayan ∀x ∈ Rn için [
|f(x)|

t

]aΦ
≤ Φ(|f(x)|/t)

Φ(1)
≤ C(t)

Φ(|f(x)|)
Φ(1)

(4.1)

eşitsizliğini sağlayan t ye bağlı bir C(t) > 0 sabit sayısı vardır. Böylece (4.1) eşitsizliği ve

p1 < aΦ olduğu göz önüne alınırsa, bu durumda∫
Rn

|f t(x)|p1dx =

∫
{x∈Rn:|f(x)|>t}

|f(x)|p1dx

≤
∫
{x∈Rn:|f(x)|>t}

|f(x)|aΦ−p1

taΦ−p1
|f(x)|p1dx

≤ C(t)
tp1

Φ(1)

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx < ∞

eşitsizliği yani, f ∈ Lp1(Rn) elde edilir. Şimdi ft ∈ Lp2(Rn) olduğunu gösterelim. Önerme

3.1.19 un (i) ve (ii) önermeleri gereğince |f(x)| ≤ t özelliğini sağlayan ∀x ∈ Rn için

[
|f(x)|

t

]bΦ
≤ Φ(|f(x)|/t)

Φ(1)
≤ C(t)

Φ(|f(x)|)
Φ(1)

(4.2)
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eşitsizliğini sağlayan t ya bir C(t) > 0 sabit sayısı vardır. Benzer şekilde (4.2) eşitsizliği ve

bΦ < p2 olduğu göz önüne alınırsa∫
Rn

|ft(x)|p2dx =

∫
{x∈Rn:|f(x)|≤t}

|f(x)|p2dx

≤ tp2−bΦ

∫
{x∈Rn:|f(x)|≤t}

|f(x)|bΦdx

≤ C(t)
tp2

Φ(1)

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx < ∞

eşitsizliği yani ft ∈ Lp2(Rn) elde edilir. Bu ise iddiayı ispatlar. Yani, LΦ(Rn) ⊂ Lp1(Rn) +

Lp2(Rn) dir.

Son olarak T : LΦ(Rn) → LΨ(Rn) operatörünün sınırlılığını gösterelim. u fonksiy-

onu, ∀s ∈ [0,∞) için u−1(s) = Ψ−1(Φ(s)) ifadesiyle verilen [0,∞) aralığında tanımlı

olsun. Bu durumda u−1 fonksiyonu, u−1 → 0, s → 0 ve u−1(s) → ∞ ve s → ∞ özel-

liklerini sağlayan ve [0,∞) aralığında tanımlanan azalmayan bir fonksiyondur. σ(f, t) :=

| {x ∈ Rn : |f(x)| > t} | olsun. Böylece (Lieb ve Loss, 2001, Teorem 1.13) gereğince∫
Rn

Ψ(|Tf(x)|)dx =

∫ ∞

0
σ(Tf, t)dΨ(t)

≤
∫ ∞

0
σ(Tfu(t), t/2)dΨ(t) +

∫ ∞

0
σ(Tfu(t), t/2)dΨ(t)

=: I + II

yazılabilir. T , (p1, q1) zayıf tipli operatör olduğundan

σ(Tfu(t), t/2) .
(
2

t

)q1 ∥∥∥fu(t)
∥∥∥q1
Lp1 (Rn)

eşitsizliği elde edilir. Bu eşitsizlik, p1 < q1 şartı ve Minkowski integral eşitsizliğinden (Stein,

1970)

Ip1/q1 .
{∫ ∞

0

[∫
Rn

t−p1 |f(x)|p1χ{x∈Rn:|f(x)|>u(t)}(x)dx

]q1/p1
dΨ(t)

}p1/q1

.
∫
Rn

[∫ ∞

0
t−q1 |f(x)|q1χ{x∈Rn:|f(x)|>u(t)}(x)dΨ(x)

]p1/q1
dx (4.3)

.
∫
Rn

|f(x)|p1
[∫ u−1(|f(x)|)

0
t−q1dΨ(t)

]p1/q1
dx

elde edilir. Kısmi integrasyon, t → 0 iken u−1(t) → 0 olduğundan, Ψ−1(t) = Φ−1(t)t−t
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eşitliği ve Önerme 3.1.19’deki (iii) ve (iv) şartları gereğince

∫ u−1(|f(x)|)

0

1

tq1
dΨ(t) =

Ψ(u−1(|f(x)|))
[u−1(|f(x)|)]q1

+ q1

∫ u−1(|f(x)|)

0

Ψ(t)

tq1+1
dt

≤ Ψ(u−1(|f(x)|))
[u−1(|f(x)|)]q1

+ q1

∫ u−1(|f(x)|)

0

≤ Ψ(u−1(|f(x)|))
tq1+1

[
t

u−1(|f(x)|)

]aΨ
dt (4.4)

=
aΨ

aΨ − q1

Ψ(u−1(|f(x)|))
[u−1(|f(x)|)]q1

. Φ(|f(x)|)
[u−1(|f(x)|)]q1

. Φ(|f(x)|)
|f(x)|q1

[Φ(|f(x)|)]q1t ∼ [Φ(|f(x)|)]q1/p1
|f(x)|q1

sonucu elde edilir. (4.3) ve (4.4) eşitsizliklerinden

I .
[∫

Rn

Φ(|f(x)|)dx
]q1/p1

olur. Benzer şekilde,

II .
[∫

Rn

Φ(|f(x)|)dx
]q2/p2

olarak bulunur. Elde edilen I ve II eşitsizlikleri yerine yazıldığında

∫
Rn

Ψ(|Tf(x)|)dx .
[∫

Rn

Φ(|f(x)|)dx
]q1/p1

+

[∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx
]q2/p2

eşitsizliği elde edilir. Buradan T : LΦ(Rn) → LΨ(Rn) operatörü sınırlıdır. Böylece ispat

tamamlanır.

Teorem 4.1.3 de α = 0 olarak alındığında aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuc. 4.1.4. p ∈ (1,∞) ve T operatörü (p, p) zayıf tipli bir alt lineer operatör olsun. Φ,

1 < aΦ ≤ bΦ < ∞ özelliğine sahip bir N -fonksiyon ise bu durumda T , (Φ,Φ) kuvvetli tipli

bir operatördür (Fu vd., 2012).

Tanım 4.1.5. p ∈ (1,∞] ve Ψ bir Young fonksiyonu olsun.

Bp(s) =

∫ s

0

Ψ(t)

t1+p′
dt
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olmak üzere Ψp, tümleyeni

Ψ̃p(s) =

∫ s

0
rp

′−1(B−1
p (rp

′
))p

′
dr (4.5)

şeklinde verilen bir Young fonksiyonudur.

Tanım 4.1.6. p ∈ (1,∞] ve Φ bir Young fonksiyonu olsun.

Ap(s) =

∫ s

0

Φ̃(t)

t1+p′
dt (4.6)

olmak üzere Φp, tümleyeni

Φ̃p(s) =

∫ s

0
rp

′−1(A−1
p (rp

′
))p

′
dr (4.7)

şeklinde verilen bir Young fonksiyonudur.

Lemma 4.1.7. 1 < p ≤ ∞ olmak üzere Φ ve Ψ iki Young fonksiyonu, Φp, Ψp sırasıyla

(4.7) ve (4.5) eşitliği ile verilen iki Young fonksiyonu olsun. V ∈ (0,∞] olsun. Bu durumda

aşağıdaki önermeler geçerlidir.

i. ∀ϕ ∈ LΦ(0, V ) için ∥∥∥∥s−1/p′
∫ s

0
ϕ(r)dr

∥∥∥∥
LΨ(0,V )

≤ K∥ϕ(s)∥LΦ(0,V )

eşitsizliğini sağlayan bir K sabit sayısının olması için gerek ve yeter şart ya V < ∞ ve

Φ fonksiyonunun Ψp fonksiyonu sonsuzda domine etmesi ya da V = ∞,
∫
0

Ψ(t)

t1+p′ dt <

∞ ve Φ nin Ψp yi genel olarak domine etmesidir. Φ = Ψp durumunda K sabit sayısı

Ψ ve V ye bağlıdır. Bununla birlikte
∫
0

Ψ(t)

t1+p′ dt < ∞ ise K mutlak sabittir.

ii. ∀ϕ ∈ LΦ(0, V ) için ∥∥∥∥∫ V

s
ϕ(r)r−1/p′dr

∥∥∥∥
LΨ(0,V )

≤ K∥ϕ(s)∥LΦ(0,V )

eşitsizliğini sağlayan bir K sabit sayısının olması için gerek ve yeter şart ya V < ∞
ve Φp nin Ψ yi sonsuzda domine etmesi ya da V = ∞,

∫
0

Φ̃(t)

t1+p′ dt < ∞ ve Φp nin

Ψ yi genel olarak domine etmesidir. Φ = Ψp durumunda K sabit sayısı Φ ve V ye

bağlıdır. Bununla birlikte
∫
0

Φ̃(t)

t1+p′ dt < ∞ ise K mutlak sabittir (Cianchi, 1999).
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Lemma 4.1.8. 1 < p ≤ ∞ ve p nin Hölder eşleniği p′ = p
(p−1) olsun. T operatörü, tanım

kümesi ölçülebilir fonksiyonlar kümesinin lineer bir alt uzayı, görüntü kümesi ise ölçülebilir

fonksiyonlar kümesi tarafından kapsanan quasi-lineer bir operatör olsun. Tnin (1, p′) zayıf

tipli ve (p,∞) tipli bir operatör ve Ψ nin

∫ 1

0

Ψ(t)

t1+p′
< ∞ (4.8)

özelliğini sağlayan bir Young fonksiyonu olduğunu kabul edelim. Ψp eşleniği (4.5) eşitliği

ile verilen bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda her f ∈ LΨp(Rn) için

∥Tf∥LΨ ≤ K∥f∥LΨp (4.9)

eşitsizliğini sağlayan bir K sabit sayısı vardır. K sabit sayısı T operatörünün (p,∞) nor-

muna, (1, p′) zayıf normuna ve quasi-lineerlik tanımındaki c sabitine bağlıdır (Cianchi,

1999).

4.2. Orlicz Uzaylarda Maksimal Operatörlerin Sınırlılığı

Lemma 4.2.1.

λ| {x ∈ Rn : Mf(x) > λ} | ≤ C

∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ/2}

|f(x)|dx

olacak şekilde bir C sabiti vardır (Garcia-Cuerva, 1991).

İspat. g = |f |χ{|f |≤λ/2} ve h = |f |χ{|f |>λ/2} olsun. Bu durumda |f | = g + h olur. Böylece

Mf ≤ Mg + Mh ≤ λ/2 + Mh ve {Mf > λ} ⊂ {Mg > λ/2} ∪ {Mh > λ/2} elde edilir.

Dolayısıyla, maksimal operatörün (1, 1) zayıf sınırlılığından

λ| {x ∈ Rn : Mf(x) > λ} | ≤ λ| {x ∈ Rn : Mh(x) > λ/2} |

≤ C

∫
Rn

|h(x)|dx = C

∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ/2}

|f(x)|dx

elde edilir.

Lemma 4.2.2. Φ bir Young fonksiyonu ve x ∈ Rn için Mf(x) < ∞ olsun. Bu durumda,

Φ(Mf(x)) ≤ MΦ(|f |)(x)

dir (Maligranda, 1989).
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İspat. x ∈ Rn ve Mf(x) < ∞ olsun. Bu durumda her bir 0 < ϵ < 1 için B0 ∋ x olacak

şekilde bir B0 ⊂ Rn yuvarı vardır ve

Mf(x) <
1

|B0|

∫
B0

|f(y)|dy + ϵ.

dir. Φ fonksiyonunun integral gösteriminden,

Φ(u+ ε) =

∫ u+ε

0
φ(s)ds =

∫ u

0
φ(s)ds+

∫ u+ε

u
φ(s)ds ≤ Φ(u) + φ(u+ ε)ε

elde edilir. Sonuç olarak, Jensen eşitsizliğinden

Φ(Mf(x)) ≤ Φ

(
1

|B0|

∫
B0

|f(y)|dy + ε

)
≤ Φ

(
1

|B0|

∫
B0

|f(y)|dy
)
+ φ

(
1

|B0|

∫
B0

|f(y)|dy + ε

)
ε

≤ 1

|B0|

∫
B0

Φ(|f(y)|)dy + φ(Mf(x) + 1)ε

≤ MΦ(|f |)(x) + φ(Mf(x) + 1)ε

elde edilir. ε > 0 keyfi olduğundan Φ(Mf(x)) ≤ MΦ(|f |)(x) olur.

Teorem 4.2.3.

i. ∀Φ Young fonksiyonu için M maksimal operatör, (Φ,Φ) zayıf tiplidir.

ii. M maksimal operatörün (Φ,Φ) kuvvetli tipli olması için gerek ve yeter şart Φ ∈ ∇2

olmasıdır (Maligranda, 1989; Kokilashvili ve Krbec, 1991; Sawano, 2018).

İspat. (i) ∥f∥LΦ = 1 olacak şekilde f ∈ LΦ alalım. Jensen eşitsizliği ile tüm B yuvarları

için

Φ

(
1

|B|

∫
B
|f(y)|dy

)
≤ 1

|B|

∫
B
Φ(|f(y)|)dy (4.10)

olduğunu biliyoruz, bu eşitsizlik ve maksimal operatörün tanımından

Φ(Mf(x)) ≤ M [(Φ ◦ f)(x)] (4.11)

olur. Lemma 4.2.2 ve maksimal operatörün (1,1) zayıf sınırlılığından

|{x : Mf(x) > s}| = |{x : Φ(Mf(x)) > Φ(s)}| ≤ |{x : M(Φ ◦ |f |)(x) > Φ(s)}|

≤ C

Φ(s)

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx ≤ C

Φ(s)
≤ 1

Φ( s
C∥f∥

LΦ
)
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elde edilir. Çünkü ∥f∥LΦ = 1 ve eğer C ≥ 1 ise bu durumda 1
CΦ(s) ≥ Φ

(
s
C

)
olur.

∥ · ∥LΦ normunun homojenlik özelliğinden dolayı

|{x : Mf(x) > s}| ≤ 1

Φ( s
C∥f∥

LΦ
)

eşitsizliği her f ∈ LΦ için doğrudur.

(ii) Yeterlilik: Λ > 0 ve f ∈ LΦ\{0} olsun. Bu durumda,

∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

Λ

)
dx =

∫
Rn

∫ Mf(x)
Λ

0
φ(s)dsdx

=

∫
Rn

∫ ∞

0
(χ{s∈[0,∞):

Mf(x)
Λ

>s} · φ)(s)dsdx

=

∫ ∞

0
φ(s)|{x ∈ Rn : Mf(x) > Λs}|ds

=
1

Λ

∫ ∞

0
φ

(
λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : Mf(x) > λ}|dλ

=
2

Λ

∫ ∞

0
φ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : Mf(x) > 2λ}|dλ

olur. Maksimal operatörün (1, 1) zayıf sınırlılığından

|{x ∈ Rn : Mf(x) > 2λ}| . |{x ∈ Rn : M [χ{y∈Rn:|f(y)|>λ} · f ](x) > λ}|

. 1

λ

∫
Rn

χ{|f(x)|>λ}|f(x)|dx

=
1

λ

∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ}

|f(x)|dx

elde edilir. Bu eşitsizlik Lemma 4.2.1 ve integrasyon sırasının değiştirilmesinden

∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

Λ

)
dx . 1

Λ

∫ ∞

0
φ

(
2λ

Λ

)(∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ}

|f(x)|dx

)
dλ

λ

. 1

Λ

∫
Rn

|f(x)|

(∫ |f(x)|

0
φ

(
2λ

Λ

)
dλ

λ

)
dx

. 1

Λ

∫
Rn

|f(x)|

(∫ 2Λ−1|f(x)|

0
φ(λ)

dλ

λ

)
dx
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elde edilir. Önerme 3.1.18 (ii) den(∫ 2Λ−1|f(x)|

0
φ(λ)

dλ

λ

)
. |f(x)|−1ΛΦ

(
2|f(x)|

Λ

)

elde edilir. k ≥ 1 ve s > 0 için kΦ(s) ≤ Φ(ks) olduğunu göz önüne alınırsa buradan∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

Λ

)
dx ≤ c0

∫
Rn

Φ

(
2|f(x)|

Λ

)
dx ≤

∫
Rn

Φ

(
c0|f(x)|

Λ

)
dx

bulunur. Λ = c0∥f∥LΦ seçersek ∫
Rn

Φ

(
Mf(x)

Λ

)
dx ≤ 1

elde edilir. Bu normun tanımından

∥Mf∥LΦ ≤ Λ = c0∥f∥LΦ

olması demektir.

Gereklilik : Şimdi kabul edelim ki M , (Φ,Φ) kuvvetli tiplidir. Yani her f ∈ LΦ(Rn)

için

∥Mf∥LΦ ≤ C∥f∥LΦ

olacak biçimde bir C sabiti vardır. Özel olarak 0 < |A| < ∞ olacak şekildeki her A ⊂ Rn

için,

∥MχA∥LΦ ≤ C1 ∥χA∥LΦ (4.12)

olur. (4.12) ifadesinde r = (a1uv)
−1/n olmak üzere A = Br alalım. Burada Br = B(0, r),

ar = |Br|, u > 0 ve v > 1 dir. Bu durumda (5.1) den

∥χBr∥LΦ =
1

Φ−1(1/|Br|)
=

1

Φ−1(1/(rn|B1|))
=

1

Φ−1(uv)
≤ 1

uv
Φ̃−1(uv)

olduğu görülür. Diğer taraftan eğer x ̸= Br ise Br ⊂ B(x, 2|x|) olur. Çünkü y ∈ Br için

|x− y| ≤ |x|+ |y| ≤ |x|+ r ≤ 2|x| dir. Dolayısıyla

MχBr(x) ≥
1

|B(x, 2|x|)|

∫
B(x,2|x|)

χBr(y)dy =
|B(x, 2|x|) ∩Br|

|B(x, 2|x|)|
=

(
r

2|x|

)n
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olur. s = (a1u)
−1/n olmak üzere g = Φ̃−1(u)χBs için∫

Rn

Φ̃(|g(x)|)dx ≤ u|Bs| = usn|B1| = 1

elde edilir. Luxemburg-Nakano normu ile Orlicz normunun denkliğinden (Bkz. Teorem

3.1.30 (ii))

∥f∥0LΦ = sup

{∫
Rn

|f(x)g(x)|dx :

∫
Rn

Φ∗(|g(x)|)dx ≤ 1

}

ve ∥f∥LΦ ≤ ∥f∥0LΦ ≤ 2 ∥f∥LΦ eşitsizliğinden de

∥MχBr∥
∗
Φ = sup

{∫
Rn

|MχBr(x)g(x)|dx :

∫
Rn

Φ̃(|g(x)|)dx ≤ 1

}
≥ Φ̃−1(u)

∫
Bs

MχBr(x)dx ≥ Φ̃−1(u)

∫
Bs\Br

(
r

2|x|

)n

dx

=
Φ̃−1(u)

2na1uv

∫
r<|x|<s

1

|x|n
dx =

Φ̃−1(u)

2na1uv
na1 ln

s

r
=

Φ̃−1(u)

2nuv
ln v.

elde edilir. Buradan u > 0 ve v > 1 için (4.12)

Φ̃−1(u)

2nuv
ln v ≤ 2C

1

uv
Φ̃−1(uv)

olur. Böylece, v = exp(C · 2n+2) alınarak u > 0 için 2Φ̃−1(u) ≤ Φ̃−1(u exp(C · 2n+2)) elde

edilir veya her t > 0 için Φ̃(2t) ≤ exp(C · 2n+2)Φ̃(t) olur. Bu ise Φ ∈ ∇2 olması demektir.

Teorem 4.2.4.

i. ∀Φ Young fonksiyonu için M maksimal operatör, (Φ,Φ) zayıf tiplidir.

ii. Φ, Φ ∈ ∇2 şartını sağlayan Young fonksiyonu olsun. Bu durumda M maksimal

operatör, (Φ,Φ) kuvvetli tiplidir (Cianchi, 1996).

Sonuc. 4.2.5. 1 ≤ p < ∞ için Φ(t) = tp Young fonksiyonu ∇2 şartını sağlar. Dolayısıyla,

1 ≤ p < ∞ için M Hardy-Littlewood maksimal operatör, (p, p) zayıf tipli ve 1 < p < ∞
için (p, p) kuvvetli tiplidir.

4.3. Orlicz Uzaylarında Kesirli Maksimal Operatörlerin Sınırlılığı

Teorem 4.3.1. n ≥ 1 ve 0 ≤ α < n olsun. Φ ve Ψ iki Young fonksiyonu olmak üzere Mα ke-

sirli maksimal operatörün (Φ,Ψ) zayıf tipli olması için gerek ve yeter şart Φ fonksiyonunun
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tersinin

Q−1(u) = uα/nΨ−1(u) (4.13)

ile verilen Q fonksiyonunu domine etmesidir (Cianchi, 1996).

İspat. ⇐ Φ nin Q fonksiyonunu genel olarak domine ettiğini kabul edelim. Tanım göz önüne

alındığında Q(u) ≤ Φ(bu), u ≥ 0 eşitsizliklerini sağlayan bir b > 0 vardır.

Q−1(u) = inf{r ≥ 0 : Q(r) > u} ≥ inf{r ≥ 0 : Φ(br) > u}

=
1

b
inf{br ≥ 0 : Φ(br) > u} =

1

b
Φ−1(u)

olması ve (4.13) kullanılarak

Φ−1(u) ≤ bQ−1(u) = buα/nΨ−1(u), u ≥ 0 (4.14)

yazılabilir. Eğer ∥f∥LΦ = 1 biçiminde f ∈ LΦ(Rn) alırsak
∫
Rn Φ(|f(x)|)dx ≤ 1 elde edilir.

Jensen eşitsizliği kullanılarak tüm (aşikar olmayan) B yuvarları için

Φ

(
1

|B|

∫
B
|f(ξ)|dξ

)
≤ 1

|B|

∫
B
Φ(|f(ξ)|)dξ (4.15)

bulunur. (4.14) ifadesinde u = 1
|B|
∫
B Φ(|f(ξ)|)dξ yazılarak ve (4.15) uygulanırsa

1

|B|

∫
B
|f(ξ)|dξ ≤ b

[
1

|B|

∫
B
Φ(|f(ξ)|)dξ

]α/n
Ψ−1

[
1

|B|

∫
B
Φ(|f(ξ)|)dξ

]
≤ b

[
1

|B|

]α/n
Ψ−1

[
1

|B|

∫
B
Φ(|f(ξ)|)dξ

]
ve

1

|B|1−
α
n

∫
B
|f(ξ)|dξ ≤ bΨ−1

[
1

|B|

∫
B
Φ(|f(ξ)|)dξ

]
(4.16)

elde edilir. Mα ile M operatörünün tanımı ve (4.16) eşitsizliğinden

(Mαf)(x) ≤ bΨ−1[(MΦ(f))(x)], x ∈ Rn (4.17)

elde edilir. Buradan (4.17) eşitsizliği ile

|{x : (Mαf)(x) > t}| ≤
∣∣∣∣{x : Ψ−1[(MΦ(f))(x)] >

t

b

}∣∣∣∣
=

∣∣∣∣{x : [(M(Φ(f)))(x)] > Ψ

(
t

b

)}∣∣∣∣ (4.18)
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bulunur. Hardy-Littlewood maksimal operatörünün (1, 1) zayıf tipli olduğundan

|{x : (Mg)(x) > λ}| ≤ C

λ

∫
Rn

|g(ξ)|dξ, λ > 0 (4.19)

eşitsizliğini sağlayan bir C > 0 sabit sayısı vardır. Bu durumda (4.19) eşitsizliğinde g =

Φ(f) ve λ = Ψ
(
t
b

)
alındığında (4.18) den

|{x : (Mαf)(x) > t}| ≤ C

Ψ
(
t
b

) ∫
Rn

|Φ(f)(ξ)|dξ ≤ C

Ψ
(
t
b

) ≤ 1

Ψ
(

t
K∥f∥

LΦ

) (4.20)

elde edilir. Çünkü ∥f∥LΦ = 1 ve C ≥ 1, K = Cb ise 1
CΨ

(
t
b

)
≥ Ψ

(
t
Cb

)
= Ψ

(
t
K

)
dir.

Böylece, (4.20) den Mα kesirli maksimal operatörünün (Φ,Ψ) zayıf tipli olduğu görülür.

Kabul edelim ki Mα, (Φ,Ψ) zayıf tiplidir. Yani (4.20) eşitsizliği bir K > 0 sabit

sayısı için sağlanır. Keyfi ve sabit bir B0 ⊂ Rn yuvarında f = Φ−1
(

1
|B0|

)
χB0

bir basamak

fonksiyonu tanımlayalım. Bu durumda ∥f∥LΦ = 1 olur. x ∈ B0 için

(Mαf)(x) ≥
1

|B0|1−
α
n

∫
B0

|f(y)|dy = |B0|
α
nΦ−1

(
1

|B0|

)

olduğu bilinmektedir. Fakat tanımdan t0 = |B0|
α
nΦ−1

(
1

|B0|

)
ise B0 ⊂ {x : (Mαf)(x) > t0}

elde edilir. Böylece ∥f∥LΦ = 1 ile (4.20) eşitsizliği ve (Φ,Ψ) zayıf tipli olmasından

|B0| ≤ |{x : (Mαf)(x) > t0}| ≤
1

Ψ
(
t0
K

)
bulunur. u = |B0|−1 alırsak, bu durumda

Ψ

(
u−

α
nΦ−1(u)

K

)
≤ u, u > 0

olur. Dolayısıyla Φ−1(u) ≤ Ku
α
nΨ−1(u) = KQ−1(u) eşitsizliğinin sağlandığı ispat edilmiş

olur.

Teorem 4.3.2. n ≥ 1 ve 0 ≤ α < n olsun. Φ ve Ψ iki Young fonksiyonu için

Mα kesirli maksimal operatörün (Φ,Ψ) kuvvetli tipli olması için gerek ve yeter şart∫ 1
0 Ψ(t)t−1−n/(n−α−)dt < ∞ olması ve Φ nin Ψn/α yı genel olarak domine etmesidir. Bu-

rada, Ψn/α (4.5) şeklinde tanımlı bir Young fonksiyonudur (Cianchi, 1996).

İspat. Mα kesirli maksimal operatörün (nα ,∞) tipli ve (1, n
(n−α)) zayıf tipli olduğu bil-

inmektedir.
∫
0Ψ(t)t−1−n/(n−α)dt < ∞ ise bu durumda Lemma 4.1.8, Mα operatörünün
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(Ψn/α,Ψ) tipli olduğunu gösterir. Nihayet, Ψn/α yı genel olarak domine eden her Φ Young

fonksiyonu için Mα, (Φ,Ψ) tiplidir. Yani, Φ, Ψn/α yı genel olarak domine ediyorsa

∫
Rn

Ψn/α

(
|f(x)|
λ

)
dx ≤

∫
Rn

Φ

(
c|f(x)|

λ

)
dx

eşitsizliğini sağlayan bir c > 0 sabit sayısı vardır. Buradan

{λ > 0 :

∫
Rn

Ψn/α

(
|f(x)|
λ

)
dx ≤ 1} ⊃ {λ > 0 :

∫
Rn

Φ

(
c|f(x)|

λ

)
dx ≤ 1}

olur. Dolayısıyla

∥f∥
L
Ψn/α ≤ ∥cf∥LΦ = c∥f∥LΦ

dir. Bu Mα operatörünün (Ψn/α,Ψ) tipli olduğunda Ψn/α yı genel olarak domine eden ve

her Φ Young fonksiyonu için Mα operatörünün (Φ,Ψ) tipli olduğunu gösterir.

Aksine, Mα, (Φ,Ψ) tipli operatör olsun. Bu durumda ∀f ∈ LΦ(Rn) için

∥Mαf∥LΨ(Rn) ≤ k∥f∥LΦ(Rn) (4.21)

eşitsizliğini sağlayan bir k sabit sayısı vardır. f , Rn de tanımlanan f(x) = ϕ(Cn|x|n)
tipinde bir fonksiyon olsun, burada ϕ ∈ LΦ(0,∞) negatif olmayan bir fonksiyon ve Cn =

πn/2/Γ(1 + n/2) sayısı da Rn uzayındaki birim yuvarın ölçüsüdür. Böylece,

∥f∥LΦ(Rn) = ∥ϕ∥LΦ(0,∞) (4.22)

olur. Gerçekten

∥f∥LΦ(Rn) = inf{λ > 0 :

∫
Rn

Φ

(
|f(x)|
λ

)
dx ≤ 1} = inf{λ > 0 :

∫
Rn

Φ

(
ϕ(Cn|x|n)

λ

)
dx ≤ 1}

= inf{λ > 0 : ωn

∫ ∞

0
Φ

(
ϕ(Cnr

n)

λ

)
rn−1dr ≤ 1}

= inf{λ > 0 :
ωn

n

1

Cn

∫ ∞

0
Φ

(
ϕ(r)

λ

)
dr ≤ 1} = ∥ϕ∥LΦ(0,∞)

dir. Ayrıca

Mαf(x) = sup
B∋x

1

|B|1−α/n

∫
B
|f(y)|dy

≥ 1

|B(0, |x|)|1−α/n

∫
B(0,|x|)

|f(y)|dy =
1

(Cn|x|n)1−α/n

∫ Cn|x|n

0
ϕ(r)dr
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olur. Buradan

∥Mαf∥LΨ(Rn) ≥
∥∥∥∥s−1+α/n

∫ s

0
ϕ(r)dr

∥∥∥∥
LΨ(0,∞)

(4.23)

eşitsizliği elde edilir. (4.21), (4.22), (4.23) ifadelerinden∥∥∥∥s−1+α/n

∫ s

0
ϕ(r)dr

∥∥∥∥
LΨ(0,∞)

≤ k∥ϕ∥LΦ(0,∞) (4.24)

olur. ϕ fonksiyonunun keyfi seçimi ile (4.24) eşitsizliği ve Lemma 4.1.7 (i) özelliğinden∫
0Ψ(t)t−1−n/(n−α)dt < ∞ ve Φ nin Ψn/α yı genel olarak domine etmesini gerektirir.

Sonuc. 4.3.3. 1 ≤ p < ∞ için Φ(t) = tp ve 1 ≤ q < ∞ için Ψ(t) = tq iki Young fonksiyonu

olsun. Φ ve Ψ için, (4.13) ifadesindeki Q fonksiyonu Q(t) = t
qn

qα+n olur. Teorem 4.3.1 deki Φ

nin Q yu genel olarak domine etmesi şartı ise sup
t>0

t
qn

qα+n
−p

< ∞ veya denk olarak 1
q = 1

p −
α
n

dir. Yani Mα kesirli maksimal operatörünün (p, q) zayıf tipli olması için gerek ve yeter şart

1 ≤ p ≤ n
α ve 1

q = 1
p − α

n olmasıdır.

Sonuc. 4.3.4.

i. M maksimal operatörün (Φ,Ψ) zayıf tipli olması için gerek ve yeter şart Φ nin Ψ yi

genel olarak domine etmesidir.

ii. M maksimal operatörün (Φ,Ψ) kuvvetli tipli olması için gerek ve yeter şart∫
0Ψ(t)t−2dt < ∞ ve Φ(s) nin s

∫ s
0 Ψ(t)t−2dt Young fonksiyonunu genel olarak domine

etmesidir (Cianchi, 1996).

İspat. Teorem 4.3.1 de α = 0 alındığında (i) elde edilir. (ii) nin ispatı için Ψ∞(s) nin

s
∫ s
0 Ψ(t)t−2dt ye denk olduğunu göstermek yeterlidir. Denkliğin gösterilmesi için B∞(s) =∫ s

0 Ψ(t)t−2dt için

E(s) = sB−1
∞ (s) (4.25)

alalım. Ψ̃∞(s) =
∫ s
0 E(t)t−1dt ve integrant artan olduğundan s > 0 için

B̃∞(s) ≤ E(s) ≤ B̃∞(2s) (4.26)

elde edilir. (4.26) ve (5.1) eşitsizliklerinden r > 0 için

r

2E−1(r)
≤ Ψ−1

∞ (r) ≤ 2r

E−1(r)
(4.27)
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olur. Şimdi D(s) =
∫ s
0 Ψ(t)t−2dt olsun. Bu durumda

D−1(r) =
r

E−1(r)
, r > 0 (4.28)

elde edilir. (4.27) eşitsizliği ve (4.28) eşitliğinden s > 0 için

D(s/2) ≤ Ψ∞(s) ≤ D(2s) for s > 0 (4.29)

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.3.4 de Φ = Ψ olarak alındığında aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuc. 4.3.5.

i. Her Φ Young fonksiyonu için M maksimal operatör (Φ,Φ) zayıf tiplidir.

ii. M maksimal operatörün (Φ,Φ) kuvvetli tipli olması için gerek ve yeter şart Φ ∈ ∇2

olmasıdır (Kita, 1997; Kokilashvili ve Krbec, 1991).

İspat. (i) nin ispatı aşikardır. s
∫ s
0 Ψ(t)t−2dt nin Ψ yi her zaman domine ettiği Önerme

3.1.11 (ii) kullanıldığında kolayca görülür. Ψ nin s
∫ s
0 Ψ(t)t−2dt yi domine etmesi için ise

gerek ve yeter şart Φ ∈ ∇2 olmasıdır (Krasnoselskii ve Rutickii, 1961, Teorem 4.3). Böylece

(ii) ispatlanmış olur.

4.4. Orlicz Uzaylarda Singüler İntegral Operatörlerin Sınırlılığı

Teorem 4.4.1.

i. Φ ∈ ∆2 ise T singüler integral operatör (Φ,Φ) zayıf tiplidir.

ii. Φ ∈ ∆2 ∩ ∇2 ise T singüler integral operatör (Φ,Φ) kuvvetli tiplidir (Nakai,

2001;Sawano, 2018).

İspat. (i) f ∈ LΦ(Rn) ve ∥f∥LΦ = 1 olsun. λ > 0 keyfi fakat sabit bir sayı olmak üzere

f fonksiyonunu f1 = χ{|f |>λ} · f ve f2 = χ{|f |≤λ} · f olacak biçimde iki parçaya ayıralım,

yani f = f1 + f2 olsun. Bu durumda

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤ |{x ∈ Rn : |Tf1(x)| >
λ

2
}|+ |{x ∈ Rn : |Tf2(x)| >

λ

2
}|



41

olur. Dolayısıyla,

Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤ |Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf1(x)| >
λ

2
}|

+Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| >
λ

2
}|

elde edilir. f1 ∈ L1(Rn) ve f2 ∈ Lp(Rn) dir. Gerçekten Önerme 3.1.19 (i) ve (iii) den

|f(x)| > λ eşitsizliğini sağlayan ∀x ∈ Rn için[
|f(x)|
λ

]aΦ
≤ Φ(|f(x)|/λ)

Φ(1)
≤ C(λ)

Φ(|f(x)|)
Φ(1)

,

olacak şekilde pozitif bir C(λ) sabiti vardır. Yukarıdaki eşitsizlik ve 1 ≤ aΦ den,∫
Rn

|f1(x)|dx =

∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ}

|f(x)|dx

=

∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ}

[
|f(x)|
λ

]aΦ [ λ

|f(x)|

]aΦ
|f(x)|dx

≤ C(λ)
λ

Φ(1)

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx < ∞,

elde edilir. Yani f ∈ L1(Rn) olmasını gerektirir. Şimdi f2 ∈ Lp(Rn) olduğunu gösterelim.

Önerme 3.1.19 (i) ve (ii) kıllanılarak |f(x)| ≤ λ eşitsizliğini sağlayan ∀x ∈ Rn için

[
|f(x)|
λ

]bΦ
≤ Φ(|f(x)|/λ)

Φ(1)
≤ C(λ)

Φ(|f(x)|)
Φ(1)

.

olacak şekilde bir C(λ) > 0 sabit sayısı vardır. Son eşitsizlik ve bΦ < p den∫
Rn

|f2(x)|pdx =

∫
{x∈Rn:|f(x)|≤λ}

|f(x)|pdx ≤ λp−bΦ

∫
{x∈Rn:|f(x)|≤λ}

|f(x)|bΦdx

≤ C(λ)
λp

Φ(1)

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx < ∞,

olduğu görülür. Yani f2 ∈ Lp(Rn) dir. Böylece istenilen ifade elde edilmiş olur.

T operatörünün (1, 1) zayıf sınırlılığından ve p > 1 için Lp sınırlılığından

|{x ∈ Rn : |Tf1(x)| > λ}| . 1

λ

∫
Rn

|f1(x)|dx (4.30)

ve

|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ}| . 1

λp

∫
Rn

|f2(x)|pdx (4.31)
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olduğunu açıktır. (4.30) eşitsizliğinden ve Φ(λ)
λ fonksiyonunun monotonluğundan

Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf1(x)| >
λ

2
}| . Φ(λ)

λ

∫
Rn

|f1(x)|dx

=
Φ(λ)

λ

∫
{x∈Rn:|f(x)|>λ}

|f(x)|dx .
∫
Rn

|f(x)|Φ(|f(x)|)
|f(x)|

dx

=

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx

olur. (4.31) ve Önerme 3.1.10 den

Φ(λ)|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| >
λ

2
}| . Φ(λ)

λp

∫
Rn

|f2(x)|pdx

=
Φ(λ)

λp

∫
{x∈Rn:|f(x)|≤λ}

|f(x)|pdx .
∫
Rn

|f(x)|pΦ(|f(x)|)
|f(x)|p

dx =

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx

olur. Böylece

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤ C

Φ(λ)

∫
Rn

Φ(|f(x)|)dx ≤ 1

Φ
(

λ
C∥f∥

LΦ

)
elde edilmiş olur. Bu eşitsizlik ∥ · ∥LΦ normunun homojenlik özelliğinden dolayı her f ∈ LΦ

için doğrudur.

(ii) Dağılım fonksiyonunu kullanarak yapılan hesaplamalar maksimal operatör için

aynıdır. Yani∫
Rn

Φ

(
Tf(x)

Λ

)
dx =

2

Λ

∫ ∞

0
φ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > 2λ}|dλ

olur. Diğer yapılacak işlemler maksimal operatörden farklı olacak kısımlar T operatörünün

L∞ sınırlı olmamasından kaynaklanmaktadır. Şimdi kabul edelim ki p > 1 yeterince büyük,

f1 = χ{|f |>λ} · f ve f2 = χ{|f |≤λ} · f dir. Bu durumda eğer |Tf(x)| > 2λ ise |Tf1(x)| > λ

veya |Tf2(x)| > λ olur. Dolayısıyla

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > 2λ}| ≤ |{x ∈ Rn : |Tf1(x)| > λ}|+ |{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ}|

olur. Maksimal operatörler için sağlanan eşitsizlikler ilk terim için de geçerlidir. Bundan

dolayı, (4.30) gözönüne alınırsa

1

Λ

∫ ∞

0
φ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : |Tf1(x)| > λ}| dλ ≤

∫
Rn

Φ

(
c|f |
Λ

)
(4.32)

eşitsizliği elde edilir. İkinci terim için benzer bir hesaplama yine geçerlidir. Fakat burada
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Φ ∈ ∆2 şartı ve (4.31) eşitsizliği kullanılacaktır. Bu durumda,

1

Λ

∫ ∞

0
φ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ}|dλ . 1

Λ

∫ ∞

0
φ

(
2λ

Λ

)(∫
Rn

|f2(x)|pdx
)

dλ

λp

. 1

Λ

∫
Rn

|f(x)|p
(∫ ∞

|f(x)|
φ

(
2λ

Λ

)
dλ

λp

)
dx

olur. Önerme 3.1.18 (i) uygulanırsa,

1

Λ

∫ ∞

0
φ

(
2λ

Λ

)
|{x ∈ Rn : |Tf2(x)| > λ}|dλ

.
∫
Rn

Φ

(
2|f(x)|

Λ

)
dx ≤

∫
Rn

Φ

(
c|f(x)|

Λ

)
dx

(4.33)

elde edilir. Böylece (4.32) ve (4.33) eşitsizliklerinden∫
Rn

Φ

(
|Tf(x)|

Λ

)
dx ≤

∫
Rn

Φ

(
c0|f(x)|

Λ

)
dx

eşitsizliğini elde edilir. Buradan Λ = c0∥f∥LΦ alınırsa∫
Rn

Φ

(
|Tf(x)|

Λ

)
dx ≤ 1

elde edilir. Böylece

∥Tf∥LΦ ≤ Λ = c0∥f∥LΦ

olur.

Sonuc. 4.4.2. 1 ≤ p < ∞ için Φ(t) = tp Young fonksiyonu ∆2 şartını ve 1 < p < ∞ için

∇2 şartını sağlar. Dolayısıyla, 1 ≤ p < ∞ için T singüler integral operatör (p, p) zayıf tipli,

1 < p < ∞ için (p, p) kuvvetli tiplidir.

Teorem 4.4.3.

i. T singüler integral operatörün (Φ,Ψ) zayıf tipli olması için gerek ve yeter şart∫
0 Φ̃(t)/t

2dt < ∞ ve Ψ̃(s) nin s
∫ s
0 Φ̃(t)/t2dt Young fonksiyonunu genel olarak domine

etmesidir.

ii. T singüler integral operatörün (Φ,Ψ) kuvvetli tipli olması için gerek ve yeter şart∫
0Ψ(t)/t2dt < ∞,

∫
0 Φ̃(t)/t

2dt < ∞ olması ve Φ(s) nin s
∫ s
0 Ψ(t)/t2dt Young fonksiy-

onunu, Ψ̃ nin ise s
∫ s
0 Φ̃(t)/t2dt Young fonksiyonunu genel olarak domine etmesidir

(Cianchi, 1996).
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Teorem 4.4.3 de Φ = Ψ alındığında aşağıdaki sonuç elde edilir. Sonuç 4.4.4 ün ispatı

Sonuç 4.3.5 in ispatına benzer şekilde yapılabilir.

Sonuc. 4.4.4.

(i) T singüler integral operatörün (Φ,Φ) zayıf tipli olması için gerek ve yeter şart Φ ∈ ∆2

olmasıdır.

(ii) T singüler integral operatörün (Φ,Φ) kuvvetli tipli olması için gerek ve yeter şart

Φ ∈ ∆2 ∩∇2 olmasıdır (Kokilashvili ve Krbec, 1991).
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5. Bn ORLICZ UZAYLARINDA Bn MAKSİMAL OPERATÖRLERİN

SINIRLILIĞI

Kesirli integral operatörler, Harmonik analizde önemli rol oynamaktadır. Laplace-

Bessel diferensiyel operatörler ile ilgili bu operatörler ve ilgili konular pek çok matematikçi

tarafından araştırılmıştır. Bunlara, I.A. Kipriyanov (Kipriyanov, 1967), L.N. Lyakhov

(Lyakhov, 1996), A.D. Gadjiev and I.A. Aliev (Aliev ve Gadjiev,1988), I. Ekincioglu (Ek-

incioglu, 2010), V.S. Guliyev (Guliyev, vd., 2007), gibi araştırmacılar örnek verilebilir.

İlk olarak, Guliyev (Guliyev, 2003)) Laplace-Bessel differensiyel operatörler (Bn-

maksimal fonksiyon) ile elde edilen maksimal fonksiyonları incelemiş ve Lp,γ uzaylarda

Bn-maksimal fonksiyonların sınırlılıklarını göstermiştir..

I. Kipriyanov and M. Klyuchantsev (Kipriyanov ve Klyuchantsev, 1970), Laplace-

Bessel differential operatör ile ilgili singüler integral operatörleri incelemiş ve Lp,γ-

uzaylarında Bn-singular operatörlerin sınırlılıklarını araştırmışlardır. Bunlar ile birlikte,

I. Aliev and A. Gadjiev (Aliev ve Gadjiev, 1992), A. Gadjiev ve E.V. Guliyev (Gadjiev ve

Guliyev, 2008), A. Serbetci ve I. Ekincioglu (Serbetci ve Ekincioglu, 2004)) Lp,γ ağırlıklı

uzaylarında Bn singüler integral operatörlerini çalışmışlardır.

Biz bu tezde, Bn Orlica uzaylarında geneleşmiş öteleme operatörüne bağlı Bn mak-

simal operatörlerin sınırlılığını inceleyeceğiz.

5.1. Bn Maksimal Operatörler

Rn, n-boyutlu öklid uzayı ve x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn olsun. Bu durumda Rn uzayının

pozitif kısmını Rn
+ = {x : x = (x1, x2, . . . , xn), xn > 0} ile gösterelim. γ pozitif bir sayı

olmak üzere ölçülebilir f fonksiyonların sınıfı Lp,γ ≡ Lp,γ(Rn
+) olsun. Bu durumda bu

uzayda norm

∥f∥Lp,γ
=

(∫
Rn
+

|f(x)|pxγndx

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞.

ile tanımlanır. Eğer p = ∞ ise bu durumda

L∞,γ(Rn
+) = L∞(Rn

+) =
{
f : ||f ||L∞,γ = ess inf

x∈Rn
+

|f(x)| < ∞
}
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dir. E ⊂ R+
n ölçülebilir bir küme ve |E|γ =

∫
E xγndx olsun. Bu durumda |E(0, r)|γ =

ω(n, γ)rn+γ olur. Burada ω(n, γ) = |E(0, 1)|γ dir.

T yf(x) genelleştirilmiş öteleme operatörünü (Bn Genelleştirilmiş öteleme operatör)

∆BnLaplace-Bessel differensiyel operatörü ile çok yakın ilgilidir (Kipriyanov ve Klyuchant-

sev, 1970; Levitan, 1951). f ∈ Lloc
1,γ(Rn

+) olsun. Bn-maksimal fonksiyon

Mγf(x) = sup
r>0

|B(0, r)|−1

∫
B(0,r)

T y|f(x)| yγn dy.

olduğunu biliyoruz. Bu durumda aşağıdaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.1.1.

i) f ∈ L1,γ(Rn
+) olsun. Bu durumda τ > 0 için

∣∣{x ∈ R+
n : Mγf(x) > τ

}∣∣
γ
≤ C3

τ

∫
R+
n

|f(x)| xγndx,

dir, burada C3 sabit ve f den bağımsızdır.

i) f ∈ Lp,γ(Rn
+)0, 1 < p ≤ ∞ olsun. Bu durumda Mγf(x) ∈ Lp,γ(Rn

+) and

∥Mγf∥Lp,γ
≤ C4∥f∥Lp,γ ,

dir, burada C4 sabit ve f den bağımsızdır (Guliyev, 2003).

Sonuc. 5.1.2. Eğer f ∈ Lp,γ(Rn
+) (1 ≤ p ≤ ∞), ise her x ∈ R+

n için

lim
ε→0

|B(0, ε)|−1
γ

∫
B(0,ε)

T yf(x) yγndy = f(x)

dir.

Uyarı 5.1.3. Teorem 5.1.1 bir boyut yani n = 1 için (Stempak, 1991) ve çok boyutlu yani

n ≥ 2 için de de ispat edilmiştir (Guliyev, 2003).

Maksimal operatörlerin harmonik analizde önemli rol oynadığı bilinmektedir (Stein,

1993). Fourier Bessel dönüşümü ve Laplace Bessel diferensiyel operatör ile ilgili harmonik

analiz geneşleştirilmiş ötelemey ile ilgigi konvolüsyonu ortaya çıkarır. Bu çerçevede, Orlicz

Bessel uzaylarında (Bn-Orlicz uzayı) Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonları çalışıyoruz.
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Bu nedenle, LΦ,γ(Rn
+) Bn-Orlicz uzaylarında MB Bn-maksimal operatörlerinin zayıf ve

kuvvetli tipi sınırlılıklarını ispat edeceğiz.

5.2. Young Fonksiyonları ve Bn Orlicz Uzayları

Orlicz uzayları ilk defa Orlicz tarafından, Lp Lebesgue uzaylarının bir genellemesi

olarak tanıtılmıştır. Orlicz uzayı aynı zamanda L1 uzayında yapılamayan çalışmalar için

L1 uzayı için uygun bir alternatif uzaydır. Bundan dolayı, bu uzayları karakterize etmek

için ilk olarak Young fonksiyonun tanımını verelim.

Tanım 5.2.1. Eğer Φ konveks ve soldan sürekli, yani lim
ξ→+0

Φ(ξ) = Φ(0) = 0 ve lim
ξ→∞

Φ(ξ) =

∞ ise Φ : [0,∞) → [0,∞] fonksiyonuna Young fonksiyonu denir.

Konvekslik ve Φ(0) = 0 eşitliğinden her hangi bir Young fonksiyonunun artan

olduğu görülür. Eğer Φ(s) = ∞ olacak şekilde s ∈ (0,∞) varsa bu durumda ξ ≥ s için

Φ(ξ) = ∞ dir. Young fonksiyonların kümesi

0 < Φ(ξ) < ∞ for 0 < ξ < ∞

dir ve Y ile gösterilir. Eğer Φ ∈ Y ise bu durumda Φ her kapalı [0,∞) aralıkta mutlak

sürekli ve [0,∞) aralığından [0,∞) aralığına bire bir ve örtendir. Bir Φ young fonksiyonu

ve 0 ≤ s ≤ ∞ için

Φ−1(s) = inf{ξ ≥ 0 : Φ(ξ) > s}

olsun. Eğer Φ ∈ Y ise, bu durumda Φ−1 Φ fonksiyonun ters fonksiyonudur.

ξ ≤ Φ−1(ξ)Φ̃−1(ξ) ≤ 2ξ for ξ ≥ 0, (5.1)

olduğu bilinmektedir. Burada Φ̃(ξ)

Φ̃(ξ) =

 sup{ξs− Φ(s) : s ∈ [0,∞)} , ξ ∈ [0,∞)

∞ , ξ = ∞.

ile tanımlanır. Eğer C > 1 için

Φ(2ξ) ≤ CΦ(ξ), ξ > 0
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ise Φ Young fonksiyonu ∆2-şartını sağlar denir ve Φ ∈ ∆2 olarak gösterilir. Eğer Φ ∈ ∆2

ise bu durumda Φ ∈ Y dir. Eğer C > 1 için

Φ(ξ) ≤ 1

2C
Φ(Cξ), r ≥ 0

ise Φ Young fonksiyonuna ∇2-şartını sağlar denir ve Φ ∈ ∇2 ile gösterilir.

Lemma 5.2.2. (Kokilashvili ve Krbec, 1991) Φ kanonik gösterimine sahip

Φ(t) =

∫ t

0
φ(s)ds, t > 0.

bir Young fonksiyonu olsun. Kabul edelim ki Φ ∈ ∆2 dir. Bu durumda A ≥ 2 için Φ(2t) ≤
AΦ(t) dir. β = log2A olsun. Eğer p > β + 1 ise bu durumda aşağıdaki eşitsizlik doğrudur.∫ ∞

t

φ(s)

sp
. Φ(t)

tp
, t > 0.

Ayrıca kabul edelim ki Φ ∈ ∇2 dir. Bu durumda aşağıdaki eşitsizlik doğrudur.∫ t

0

φ(s)

s
. Φ(t)

t
, t > 0.

Bir Φ Young fonksiyonu için ,

LΦ,γ(Rn
+) =

{
f ∈ Lloc

1,γ(Rn
+) :

∫
R+
n

Φ(k|f(x)|) xγn dx < ∞ for some k > 0

}
Orlicz uzayıdır. Eğer Φ(ξ) = rp, 1 ≤ p < ∞ ise bu durumda LΦ,γ(Rn

+) = Lp,γ(Rn
+)

dir. Eğer Φ(ξ) = 0, (0 ≤ ξ ≤ 1) ve Φ(ξ) = ∞, (ξ > 1) ise bu durumda LΦ,γ(Rn
+) =

L∞(Rn
+) olur. Lloc

Φ,γ(Rn
+) uzayı B ⊂ R+

n yuvarları için fχB ∈ LΦ,γ(Rn
+) olacak şekilde tüm

f fonksiyonlarının kümesi olarak tanımlanır. LΦ,γ(Rn
+) uzayı

∥f∥LΦ,γ
= inf

{
λ > 0 :

∫
R+
n

Φ
( |f(x)|

λ

)
xγn dx ≤ 1

}
.

normuna göre bir Banach uzayıdır.

Rn üzerinde bir f ölçülebilir fonksiyon ve t > 0 için m(f, t)γ =
∣∣{x ∈ R+

n : |f(x)| >

t}
∣∣
γ

olsun. Bu durumda zayıf Orlicz uzayı

WLΦ,γ(Rn
+) = {f ∈ Lloc

1,γ(Rn
+) : ∥f∥WLΦ,γ

< ∞}
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ve normu

∥f∥WLΦ,γ
= inf

{
λ > 0 : sup

t>0
Φ(t)m

(f
λ
, t
)
γ

≤ 1
}
.

ile tanımlanır. Dikkat edelim ki ∥f∥WLΦ,γ
≤ ∥f∥LΦ,γ

,

sup
t>0

Φ(t)m(f, t)γ = sup
t>0

tm(f,Φ−1(t))γ = sup
t>0

tm(Φ(|f |), t)γ

ve ∫
R+
n

Φ
( |f(x)|
∥f∥LΦ,γ

)
xγn dx ≤ 1, sup

t>0
Φ(t)m

( f

∥f∥WLΦ,γ

, t
)
γ
≤ 1. (5.2)

dir.

Hölder eşitsizliklerinin benzerleri olan aşağıdaki teoremi verelim (Rao ve Ren,

2002).

Teorem 5.2.3. f ve g Rn üzerinde ölçülebilir iki fonksiyon olsun. f Young fonksiyonu ve

Φ̃ tümleyeni için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır.∫
R+
n

|f(x)g(x)| xγn dx ≤ 2∥f∥LΦ,γ
∥g∥L

Φ̃,γ
.

Lemma 5.2.4. Φ bir Young fonksiyon ve B, Rn uzayında bir yuvar olsun. Bu durumda

∥χB∥LΦ,γ
= ∥χB∥WLΦ,γ

=
1

Φ−1
(
|B|−1

γ

)
dir.

İspat. Aşağıdaki eşitliklerin doğruluğu kolayca görülür. O halde

∥χB∥LΦ,γ
= inf

{
λ > 0 :

∫
B
Φ

(
1

λ

)
yγn dy ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 : Φ

(
1

λ

)∫
B

yγn dy ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 : Φ

(
1

λ

)
≤ |B|−1

}
= inf

{
λ > 0 : Φ−1

(
Φ

(
1

λ

))
≤ Φ−1

(
|B|−1

)}
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= inf

{
λ > 0 :

1

λ
≤ Φ−1

(
|B|−1

γ

)}
= inf

{
λ > 0 : λ ≥ 1

Φ−1
(
|B|−1

γ

)}
=

1

Φ−1
(
|B|−1

γ

)
ve

∥χB∥WLΦ,γ
= inf

{
λ > 0 : sup

t>0
Φ

(
t

λ

) ∣∣{x ∈ R+
n :
∣∣χB (x)

∣∣ > t}|γ ≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 : sup

0<t<1
Φ

(
t

λ

) ∣∣∣{x ∈ R+
n :
∣∣χB (x)

∣∣ > t}
∣∣∣
γ
≤ 1

}
= inf

{
λ > 0 : sup

0<t<1
Φ

(
t

λ

)
≤ |B|−1

}
= inf

{
λ > 0 : Φ

(
1

λ

)
≤ |B|−1

γ

}
= inf

{
λ > 0 :

1

λ
≤ Φ−1

(
|B|−1

γ

)}
= inf

{
λ > 0 : λ ≥ 1

Φ−1
(
|B|−1

γ

)}
=

1

Φ−1
(
|B|−1

γ

)
dir.

Teorem 5.2.3, Lemma 5.2.4 ve (5.1) eşitsizlğinden aşagıdaki kestirimler elde edilir:

Lemma 5.2.5. Φ bir Young fonksiyonu ve B = B(x, r) yuvarı için∫
B
|f(y)| yγn dy ≤ 2|B|γΦ−1

(
|B|−1

γ

)
∥f∥LΦ,γ(B)

eşitsizliği sağlanır.

5.3. LΦ,γ(Rn
+) Bn Orlicz uzayında Bn maksimal operatörün sınırlılığı

Bu kısımda, tez çalışmasının orijinali ve temel teoremi olan Mγ maksimal oper-

atörün LΦ,γ(Rn
+) Bn-Orlicz uzayında sınırlılığını veren teoremi verelim:

Teorem 5.3.1. Φ bir Young fonksiyon olsun. Bu durumda Mγ Bn-maksimal operatörü

LΦ,γ(Rn
+) uzayından WLΦ,γ(Rn

+) uzayına sınırlıdır ve Φ ∈ ∇2 için LΦ,γ(Rn
+) uzayında

sınırlıdır.
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İspat. İlk olarak Mγ Bn-maksimal operatörün LΦ,γ(Rn
+) uzayından WLΦ,γ(Rn

+) uzayına

sınırlılığını gösterelim.

ρΦ,γ(f) :=

∫
R+
n

Φ(|f(x)|) xγn dx ≤ 1.

olacak şekilde ∥f |LΦ,γ
= 1 eşitliğini sağlayan bir f ∈ LΦ,γ(Rn

+) fonksiyonu alalım. Jensen

eşitsizliğinden her B yuvar için

Φ

(
1

|B|γ

∫
B
|f(y)| yγn dy

)
≤ 1

|B|γ

∫
B
Φ(|f(y)|) yγn dy (5.3)

olur. Bn maksimal operatörün tanımı ve (5.3) den

Φ(Mγf(x)) ≤ Mγ [(Φ ◦ f)(x)] (5.4)

elde edilir. (5.4) eşitsizliği ve Bn-maksimal operatörün (1, 1)γ zayıf sınırlılığından

∣∣{x ∈ R+
n : Mγf(x) > t}

∣∣
γ
=
∣∣{x ∈ R+

n : Φ(Mγf(x)) > Φ(t)}
∣∣
γ

≤
∣∣{x ∈ R+

n : Mγ(Φ ◦ f)(x) > Φ(t)}
∣∣
γ

≤ C

Φ(t)

∫
R+
n

Φ(|f(x)|) xγn dx

≤ C

Φ(t)
≤ 1

Φ( t
C∥f∥LΦ

)

ve eğer C ≥ 1 ise ∥f∥LΦ
= 1 ve 1

CΦ (t) ≥ Φ
(
t
C

)
elde ederiz ∥ · ∥LΦ,γ

normu homogen

olduğundan her f ∈ LΦ,γ(Rn
+) için

∣∣{x ∈ R+
n : Mγf(x) > t}

∣∣
γ
≤ 1

Φ( t
C∥f∥LΦ,γ

)

olur. Φ ∈ ∇2 için Mγ Bn-maksimal operatörün LΦ,γ(Rn
+) uzayında sınırlı olduğunu göster-

dik. Λ > 0 and f ∈ LΦ,γ(Rn
+)\{0} olsun. Bu durumda

∫
R+
n

Φ

(
Mγf(x)

Λ

)
xγn dx =

∫
R+
n

∫ Mγf(x)

Λ

0
φ(s)ds xγn dx

=

∫
R+
n

∫ ∞

0
χ{s∈[0,∞):

Mγf(x)

Λ
>s}φ(s)ds xγn dx
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=

∫ ∞

0
φ(s)

∫
R+
n

χ{x∈R+
n :Mγf(x)>Λs} xγn dxds

=
1

Λ

∫ ∞

0
φ

(
λ

Λ

) ∣∣{x ∈ R+
n : Mγf(x) > λ}

∣∣
γ
dλ

=
2

Λ

∫ ∞

0
φ

(
2λ

Λ

) ∣∣{x ∈ R+
n : Mγf(x) > λ}

∣∣
γ
dλ

elde ederiz. Maksimal eşitsizlikten (Guliyev, 2003)

∣∣{x ∈ R+
n : Mγf(x) > 2λ}

∣∣
γ
. 1

λ

∫
{x∈R+

n :|f(x)|>λ}
|f(x)| xγn dx

ve integral sırası değiştirilerek

∫
R+
n

Φ

(
Mγf(x)

Λ

)
xγn dx . 1

Λ

∫ ∞

0
φ

(
2λ

Λ

)(∫
{x∈R+

n :|f(x)|>λ}
|f(x)| xγn dx

)
dλ

λ

. 1

Λ

∫
R+
n

|f(x)|

(∫ |f(x)|

0
φ

(
2λ

Λ

)
dλ

λ

)
xγn dx

. 1

Λ

∫
R+
n

|f(x)|

(∫ 2Λ−1|f(x)|

0
φ(λ)

dλ

λ

)
xγn dx

elde edilir. Şimdi Lemma 5.2.2 göz önüne alırsak eğer f(x) ̸= 0 ise bu durumda(∫ 2Λ−1|f(x)|

0
φ(λ)

dλ

λ

)
. |f(x)|−1ΛΦ

(
2|f(x)|

Λ

)
,

elde edilir. k ≥ 1 ve t > 0 için Φ konveks olduğunda kΦ(t) ≤ Φ(kt) dir. Bu nedenle∫
R+
n

Φ

(
Mγf(x)

Λ

)
xγn dx ≤ c0

∫
R+
n

Φ

(
2|f(x)|

Λ

)
xγn dx

≤
∫
R+
n

Φ

(
c0|f(x)|

Λ

)
xγn dx

olduğu gösterilir. Burada c0 bir sabittir. Eğer Λ = c0∥f∥LΦ,γ
seçilirse,

∫
R+
n

Φ

(
Mγf(x)

Λ

)
xγn dx ≤ 1.

elde edilir. Buradan

∥Mγf∥LΦ,γ
≤ Λ = c0∥f∥LΦ,γ

bulunur.
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6. SONUÇ

Bu tezdeki Bn-maksimal operatörlerin Bn-Orlicz uzaylarında sınırlılıklarının

araştırılması, bu uzaylarda Bn-singüler integral operatörlerin sınırlılık probleminin çözümü,

bu alanda çalışan genç bilim adamları için pek çok kolaylık sağlayacaktır. Örneğin bu uza-

yda veya Orlicz-Morrey uzaylarda Bessel operatörüne bağlı genelleşmiş öteleme ile elde

edilen Riesz dönüşümleri, singüler integral operatörlerin sınırlılık problemlerinin araştırıl-

masımna temel teşkil edecektir.
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