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OZET

Bu tezde, Orlicz uzaylar1 ve harmonik analizdeki temel operatorler hakkinda bilgi
verilecek ve B,, maksimal operatorlerin snirliligi incelenecektir. Doért boliimden olugan bu
galigmanin birinci boéliimiinde, literatiirde konu ile ilgili ¢aligmalari olan matematikgiler
hakkinda bilgi verilerek tez calismasiin amacindan bahsedilmigtir. Tkinci béliimde, tezin
esasini tegkil eden diger boliimlerde kullanilacak olan konular: yakindan ilgilendiren bazi
temel kavram, notasyon ve teoremlere yer verilecektir. Uciincii boliimde, ilk olarak Orlicz
uzaylarinin temelini olusturan Young fonksiyonlar: takdim edilecek, daha sonra ise Orlicz
uzaylar1 detayh bir sekilde incelenecektir. Son béliimde ise harmonik analizin énemli inte-
gral operatorlerinden olan B,, maksimal operatorlerin Orlicz uzaylarindaki sinirhiliklar ile

ilgili sonuclara yer verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli maksimal operator, Lebesgue uzayi, Maksimal operator,

N-fonksiyonlari, Orlicz uzayi, Singiiler integral operator, Young fonksiyonlari.
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SUMMARY

In this thesis, information about Orlicz spaces and the fundamental operators of
harmonic analysis are given and the boundedness of B,,-maximal operators are investigated.
In the first chapter of this study consisting of four chapters, the aim of the thesis study was
given by giving information about the mathematicians who have studies on the subject in
the literature. In the second chapter, some basic concepts, notations and theorems which
are the basis of the thesis and which are related to the topics discussed in other chapter
are mentioned. In the third chapter, firstly the definition and properties of the Young
functions which form the basis of Orlicz spaces will be given and then the Orlicz spaces
will be examined in detail. In the last chapter, the results of the boundedness of B,, maximal
operators in Orlicz spaces, which are important integral operators of harmonic analysis are

given.

Keywords: Fractional maximal operator, Lebesgue space, Maximal operator, N -

functions, Orlicz space, Singular integral operator, Young functions.
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1. GIRIS

Harmonik analizde bilinen klasik operatorlerin sinirlilik problemleri, farkli fonksiyon
uzaylarinda kapsaml olarak ¢aligilmaktadir. Lebesgue uzaylarinda, bu klasik singiiler in-
tegral operatorlerin kuvvetli ve zayif tipli simirliliklar: bilinmektedir (Bennett ve Sharp-
ley, 1988, Stein, 1970, Torchinsky, 1986 ve Grafakos, 2004). Elde edilen klasik sonuglar,
Lebesgue uzaylarimin genellemesi olan Morrey uzaylari, Orlicz uzaylari, Lorentz Uzaylari

gibi fonksiyon uzaylarda da elde edilmistir.

Bu ¢aligmada, klasik operatorlerin farkli bir yapisinin sinirhilik problemini Orlicz
uzaylarindaki ele alacagiz. 1931 yilinda, Orlicz uzaylari, LP(R™) Lebesgue uzaylarmin bir
genellemesi geklinde ilk olarak takdim edilmigtir (Birnbaum ve Orlicz, 1931). Daha sonra
bu uzaylar, matematik analiz, reel ve harmonik analizde 6nemli arag olarak yerini almigtir.
Ozellikle, bu uzaylarda, Hardy-Littlewood maksimal operatér, singiiler integral operator
ve kesirli integral operator gibi klasik operatorlerin smirhiliklarn pek ¢ok caligma igin
biiyiik kolaylik saglar. Ornek olarak Hardy-Littlewood maksimal operatériin 1 < p < 0o
icin LP(R™) uzaymda siirlihgr verilebilir. Orlicz uzaylarinda bu operatoriin simirliliga
aragtirilmigtir (Cianchi, 1996 ve Kita, 1997). Aym sekilde, I, kesirli integral operator,
1 <p<gq<oove*t+a= ="ig¢n LP(R") uzaymdan LY(R") uzayma smirhdir
(Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi). Orlicz uzaylarda, bu klasik operatorlerin sinirhlig:
incelemigtir (Trudinger, 1967). Bununla birlikte, Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi ve
Trudinger’in sonuglari, diger matematikgiler tarafindan genellestirilmigtir (Cianchi, 1996;

Nakai, 2001;0’Neil, 1963; Strich, 1972; Torchinsky, 1976; Guliyev, Deringoz, Gasanov, 2017,
2018).

Bu tezdeki "Klasik singiiler integral operatorlerin Lebesgue uzaylarindaki sinirlilik-
lar1 g6z Oniine alinarak, B, maksimal operatorlerin B,,-Orlicz uzaylarinda sinirliliklarinin
aragtirilmasi problemi" daha ileri diizeyde singiiler integral operatorlerin simirlilik problem-

lerinin aragtirilmasimna temel tegkil etmesi hedeflenmektedir.



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. On Bilgiler

Tamim 2.1.1. Q # (§ bir kiime ve U, Q C 2% kiimesininin bir siufi verilsin. Eger I/ siif,

i Qel
ii. V A €U kiimesi icin A=A clU

n
iii. AjGZ/lise UAjEU, j=12....n
j=1

ozelliklerine sahip ise U smifina Q kiimesinde bir cebir denir. Yukardaki (iii) sarti, ¥V n
dogal sayist i¢in A,, € U iken (o2 A, € U ise U cebirine o-cebiri denir. Burada Q\A

kiimesine kisaca A nin tiimleyeni denir. A nmin tiimleyenini A ile gésterecegiz.

Tanim 2.1.2. Acgik araliklarm simifini kapsayan (agik araliklarim dogurdugu) en kiigiik
o-cebire Borel cebiri denir. B veya B(R") ile gosterilir. Kapali araliklarin dogurdugu en

kiigiik o-cebir de Borel cebiridir.

Tanim 2.1.3. Q bir kiime ve U, Q kiimesinde bir o-cebiri olsun. Bu durumda (Q2,U)
ikilisine bir Olgiilebilir uzay, ¢ sinifindaki her bir kiimeye de /-6l¢iilebilir kiime veya kisaca

Olciilebilir kiime adi verilir.

Tanim 2.1.4. (Q,U) dlgiilebilir uzay ve u : U C Q — R bir fonksiyon olsun. Eger, u

fonksiyonu

ii. V A €U kiimesi i¢in 0 < p(U) < oo,
iii. V ayrk (A4,) dizisi igin pu( U An) = D 1(4n)
n=1 n=1

ozelliklerine sahip ise, pu fonksiyonuna €2 kiimesinde 6l¢ii denir.

Tanim 2.1.5. V bir kiime olsun. € nin alt kiimelerinin bir o-cebiri ve ¢ tanimh bir p

olgiisiinden olugan (2,U, u) tigliiye 6lgli uzay: denir.



Tanim 2.1.6. (Q,U) olgiilebilir uzay ve ¢ :  — R bir fonksiyonu verilsin. Her a € R i¢in
¢ (o, +00)) ={z € Q:p(x) >a} eU

ise ¢ fonksiyonuna 6lgiilebilir fonksiyon denir. 2 {izerindeki 6l¢iilebilir fonksiyonlarin ailesi

M(Q,U) ile gosterilir.

Tanim 2.1.7.  bir kiime ve P(Q2), £ nin bir kuvvet kiimesi verilsin. P(Q) iizerinde

tanimli, genigletilmig reel degerli bir u* fonksiyonu

ii. VAe P(Q)icin p*(A) > 0,
ii. X CY C Qigin p*(X) < p*(Y),

iv. V bir n € Nigin X,, € P(Q) ise
[e.e] (e.e]
(U x) = S
n=1 n=1
ozelliklerine sahip ise, p* fonksiyonuna 2 tizerinde bir dig 6lgiidiir denir
Tanim 2.1.8. ([j), reel sayilarda sinirh ve agik araliklarinin bir dizisi,
x={): Xc|JI}
k
olsun. P(R) kuvvet kiimesinde,
o0
N(X)=inf {) (L) Ir€x}
k=1

bigiminde ifade edilen A* bir dig 6l¢iidiir. Bu 6lgiiye, Lebesgue dig Olgiisii denir. Lebesgue

dis olciisti, R sayilar kiimesinde her bir alt araligin uzunluguna karsilik gelir.

R™ de Lebesgue dig dlgiiyti ifade etmek igin,
1= {x:ai < x; < by, i:1,2,...,n}

n-boyutlu kapali araliklar1 goz oniine alalim. Bu araliklarm 6lglisii (hacimleri) V(1) =



(b; — a;) ile gosterilir. Keyfi bir A C R™ kiimesinin Lebesgue dig 6lgiisii

i:1
A*(A) = inf { i V(In): AC [j I, bir arahk}
m=1 m=1
ile tanimlanir. VX C R igin eger
(X)) =X (X NA)+XN(XN(R"—A))
ise A kiimesine Lebesgue 6l¢iilebilirdir denir.

Tanim 2.1.9. M(R"™, \*), \* dig 6l¢iistine gore olgiilebilen R™ nin alt kiimelerinin sinifi
verilsin. A* 6lgiistiniin M(R"™, A*) simifinin B(R™) sifina kisitlanmasina, Lebesgue 6lgiisii

denir. R” de Lebesgue Olgiisti de = dx; ... dx, ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.10. (V. A, p) bir 6l¢ii uzay1 verilsin. Eger 6nerme, 6lgiisii sifir olan bir kiime

disinda dogru ise, o 6nermeye hemen hemen her yerde dogrudur denir.

Tanim 2.1.11. D, R™ uzaymmda 6lgiilebilir fonksiyonlar kiimesinin bir lineer alt uzay: ve
T : D — D bir operator olsun. Her f,g € D ve a € F icin T'(f + g) = T(f) + T(g) ve

T(af) = aT(f) ise bu durumda T operatoriine lineer operator denir.

Tanim 2.1.12. Eger [T(f + g)| < |T(f)| + |T(g9)| ve T(f) = T(f) ise bu operatére alt
lineer operatoér ve ¢ > 0 i¢in T(f + g) < ¢[T(f) + T(g)] ve |T(af)| = |a||T(f)] ise T

operatoriine quasi-lineer operator denir.

Tanim 2.1.13. « pozitif bir sabit olsun. A < B gosterimi, A < aB egitsizliginin yerine
kullanilir. A < B ve B < A ise A ~ B dir.

Tanim 2.1.14. (Q, A, p) 6lgii uzay: ve 0 < p < 0o olsun. Bu durumda

L@ = {rem@.): [ 1pdn < x|

kiimesine p. dereceden mutlak degerleri integrallenebilen fonksiyonlar siifi denir. Bu uza-

1/p
ey = { [ (1rvan) 7. 1<p<och
Q

seklinde tanimlanir. Eger p = oo ise || f||1_ () = esssup|f ()] dir.
£eQ

yin normu



Teorem 2.1.15. Eger 1 < p < oo ise LP(R™) bir Banach uzayidir (Kufner vd.,1977).

P
Teorem 2.1.16. 1 < p < oo ve 1 + 4 =1 olsun. Bu durumda ¥ a,b > 0 ise ab < i +—
p p

p P
dir. Esitlik durumunun olmasi igin gerek ve yeter sart a? = v’ olmasidir. Bu esitsizlige

Young Esitsizligi denir (Kufner vd.,1977).

Teorem 2.1.17. f ve ¢ Olgiilebilir fonksiyonlar, 1 < p < oo ve % + ]% = 1 olsun. Bu

durumda

[ 15©0(©1de <111, Il
esitsizligi saglamir. Bu esitsizlige Holder Esitsizligi denir (Kufner vd.,1977).
Teorem 2.1.18. 1 <p<ocoigin f vege LPise (f+ ) € LP ve
If +ellz, < Ifllz, + llellz,
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Minkowski esitsizligi denir (Kufner vd.,1977).

Tanim 2.1.19. (Konveks Kiime): £ bir lineer uzay Q C £ ve t1,t2 € Q keyfi olmak {izere
W={tel:t=at;+(1xa)tz, 0<a<1}CQiseQ kiimesine konveks kiime denir.

Teorem 2.1.20. || < oo igin J : R — R konveks, f : @ — R 6lgiilebilir bir fonksiyon
ve < f >= & [ f(€)d¢ olsun. Eger f € L'(Q) ise (Jo f) > J(< f >) olur. Bu esitsizlige

Jensen e@itsizliggi denir (Lieb ve Loss, 2001).
Teorem 2.1.21. f o6lgiilebilir bir fonksiyon ve € > 0 olsun. Bu durumda
{eeR 7€)1 > M < 5 [ IF©las
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Chebyshev esitsizligi denir (Wheeden ve Zygmund, 1977).
Tanim 2.1.22. f: R™ — R ol¢iilebilir bir fonksiyon ve
Iflwe, = iliréx\\{i eR™:|f(&)| > /\}\%, 1<p<oo
olsun. Bu durumda

WILP(R") = {f:R" = R: f &lgilebilir | f|lwg, < oo}.



uzayma zayif Lebesgue uzay1 denir ve W LP(R™) ile gosterilir.

Uyar1 2.1.23. 1 <p < ooigin LP(R") < W LP(R™) dir. Bununla birlikte || f|lwz, < || f]|z,
esitsizligi saglanir (Grafakos, 2004).

Tanim 2.1.24. 1 < p < oo olsun. R™ uzaymin her bir kompakt S alt kiimesi igin
fxs € LP(R™) ve fxs € WLP(R™) 6zelliklerini saglayan tiim olgiilebilir f fonksiyonlar
uzayl, LI (R"™) ve WL

loc loc

(R™) ile gosterilir. Burada xg, S kiimesinin karakteristik fonksiy-

1
loc

onunudur ve p = 1 i¢in f € L; (R™) ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tanim 2.1.25. T bir quasi-lineer operator ve 1 < p ve ¢ < oo verilsin. T' : LP(R") —
W LY(R™) smirl operator ise (p,q) zayif tiplidir denir. Yani her bir A > 0 ve f € LP(R")
icin

{eer 17 > A} < (S1flo)”

esitsizligini saglayacak sekilde bir C' > 0 var ise T' operatorii (p,q) zayif tiplidir denir.
T operatorii LP(R™) uzaymdan L9(R™) uzaymna siirh ise (p,q) kuvvetli tiplidir, yani V
f € LP(R™) icin

ITfllz, < ClfllL,

esitsizligini saglayacak bir C' > 0 var ise T" operatorii (p, q) kuvvet tiplidir.

Uyar: 2.1.26. Her (p, q) kuvvetli tipli operator ayni zamanda (p, g) zayif tipli operatordiir
(Grafakos, 2004).

Tamim 2.1.27. log *¢ = max(log&, 0) olsun.

[ 1@og @) 1de < o

esitsizligini saglayan olctilebilir f : R® — R fonksiyonlar sinifina Llog L Zygmund uzay:
denir (Bennett ve Sharpley, 1988).

1961 yilinda, BMO uzaylar1, John ve Nirenberg tarafindan takdim edilmigtir.
BMO ile LP uzay1 ortak baz1 oOzelliklere ve genellikle L*° uzay1 yerine alinabilir. Klasik
T : L — L* singiiler integral operatorler sinirli olmamasina karsgin 7 : L — BMO

simirhdir.



Tanim 2.1.28. ¢, R™ uzayinda lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
BMO(R") uzay1

Il = sup / ~ opien|dn < o
£ER™ >0 \B 57 )| B(&,r) (é’r)‘

yar-normuna gore Banach uzayidir. Burada ¢ € L'(R"),

_ 1 / )d
PPED TIBE N Joen T

ve B(&, 1), & merkezli r yarigaph bir yuvardir.

BMO uzayi, L>®°(R") uzayma esit degildir. Fakat L>°(R™) ¢ BMO(R") dir. Yani,

1
m / {‘P(U)_@B(g,r){dﬂ
B(&r)
1

1
< e d77+/ PB(Er)|dn
B | ek ey | Jeecol
B(&r) B(&r)

1 1
= e | Vel tlonenl <2y [ letldn< 2ol

B(,r) B(&,r)
dir ve buradan

el < 2l lloo

elde edilir. [[¢|l« < 2[¢|loo iken L*®(R™) C BMO(R™) olur. Her smrh(6lgciilebilir)
fonksiyon BM O uzayina aittir. Fakat sinirli olmayan fonksiyonlarda BM O uzayinda vardir.
BMO(R™) uzayinda olup L*®(R™) uzayinda olmayan fonksiyonlar vardir. Ornegin, log ||

fonksiyonu iyi bir 6rnektir.

Simdi BM O uzayinda olmayan agagidaki fonksiyonu 6rnek olarak verebiliriz.

Ornek 2.1.29. f(€) = log %szgn(f) ¢ BMO([—1,1]) dir. 0 < t < 1 ve I = [—t,t] igin
fi=0vet— 0 iken
d¢ = - log df

1
7 @ - plde = [ |iowg] 3

_ 1(_/0 log €d¢ ) = %(Htlogt)

1
:1+log¥—>oo,t—>0




dir. Bundan dolay1 yukaridaki 6rnek, bir fonksiyonun mutlak degerinin BM O uzayinda

olmasi, bu fonksiyonun, BM O uzayina ait olmasini gerektirmez.

Uyar1 2.1.30.
i. V f € BMO(R"™) ve t > 0 igin
{E€Q:[f(€) — fa| > t}] < C1]Qle~ /Wl

olacak gekilde porzitif 2 C R”, C; ve Cs sayilari vardir. Bu esitsizligine John-

Nirenberg esitsizligi denir.

ii. John-Nirenberg esitsizligi 1 < p < oo i¢in

1 »
1o~ sw (e [ 1500 foenlan)

EERM >0 &) JBer
dir.

iii. f fonksiyonu BMO(R™) uzayma ait olsun. 0 < 2r < s i¢in

S
|[fBen — fBes| < Cllfll«In— (2.1)

egitsizligi saglanacak sekilde &, 7, s ve f den bagimsiz bir C > 0 sayis1 vardir.
Uyar1 2.1.31.

i. f€ BMO(R"™) ve { € R"ise f(A —¢&) € BMO(R™) ve
(- —=&)lBmo = || fll Bmo dir.

ii. fe€ BMO(R™) ve € R"ise f(A) € BMO(R™) ve

| f(A)IBmo = || fllBmo dir.
iii. fe BMO(R™) ise
Ifllmsio ~ sup int / n) — cldn
Bler) ek [B(E,7)| 57 )| §r)

dir.



2.2. Genellestirilmis Oteleme Operatdrii

Tanim 2.2.1. B,, Bessel operatér olsun. Byv = Bev, v(x,0) = ¢(x), ve(x,0) = 0 baslangig
deger probleminin yani,

0%v ov 0% ov

Ox zdr O £0¢
denkleminin, v! e=0 = o(x) ve g—g ‘ e=0 = 0 baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiine R

Oteleme denir. Burada ~ > 0 dir. Bu ¢6ziim

v(x, &) = Tip(e) =

( y+1
;
T2

2
(3

))/ (Va2 + €2 — 2z cosa)sin? ! ada

seklinde tanimlanir. Bu 6teleme R, araliginda tanimlidir. Bu 6telemeye R, 6teleme denir

(Levitan, 1951).

Buradan TPp(x) = ¢(z) esitligi elde edilir. Eger () fonksiyonunun siirekli tiirevleri varsa

bu durumda,

0

a§T§¢(x)|£:O =0 (2.3)

olur. o(z) fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tiirevleri varsa, TSo(z) operatérii,

(2.2) denkleminin ¢oziimiidiir ve (2.3) baglangig sartlarini saglar. Eger z,& € R™ ve

= (21,29,...,2,) ise 2/, & € R*~! dir ve
n—1
0? 0? v 0
Bn Ox? +Bn, " 0x2  w, Ozy

i=1 i
Ap, Laplace-Bessel operator olmak tizere,

n—1 82

0? L 9% 82 v 0
712) + 12) L Z EYsIReys) -
Ox; 0xi  mp 8:cn o0& o0& fn 0

=1

denkleminin yukarida verilen baglangi¢ sartlar: altindaki ¢éziimi

)

N2 7/
['(3) Jo

o) = U

/ oz’ — &, /a2 + €2 — 22,6, cos ) sin? ! ada

dir. Bu ¢oztime genellegtirilmis 6teleme operatorii denir (Levitan, 1973). Eger ¢(x) siirekli
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. . ’y . . .
. n n
bir fonksiyon olsun. Bu durumda [, [¢(z)|zadr < oo ve her & > 0 igin g(x) smurh bir
+

fonksiyon ise

/R TSo(@)g(e)€1de = [ (€ TEg(w)ede

7 RY
/

dir. g(x) = 1 igin
TS p(x)€1de = / P(€)€de
R

n
+

dir.

Tanim 2.2.2. ¢ ve g € L, ~(R%) dl¢iilebilir fonksiyonlar ve T¢ genellestirilmis 6teleme

operatorii olsun. Bu durumda operator ile ilgili konvoliisyon ¢arpim

n

+

(0®g)(z) = / POTg(2) E1de,  1<p< oo

seklinde tanimlanir.

2.3. Klasik integral Operatorler

Bu kisimda, tez caligmasinda goz 6niine alinacak temel singiiler integral operatérler

incelenecektir.

Tanim 2.3.1. f, R"” uzayinda lokal integrallenebilen bir fonksiyonu verilsin. Bu durumda

x € R" icin

1
Mf(x) =sup ——
() =S B Lo

[f(E)ldg,  zeR"

operatore, M Hardy- Littlewood maksimal operator denir.

Tanim 2.3.2. ), R™ de taniml sifirnct mertebeden homojen, tek,

w(t) = sup {|Q(z) —QE)| : w6 € "7, o —¢] <t}

(

ve fQ th) sartin1 (Dini gart1) saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

. Q(¢)
Tf(:r) _51_1)161+ B(z,r) |§|n

[z —&)d¢ (2.4)

operatoriine, singiiler integral operator denir.
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Tanim 2.3.3. f , R" uzayinda lokal integrallenebilen bir fonksiyon ve 0 < o < n olsun.

M, kesirli maksimal operator,

1

Mo f(z) = EQEW /B(M) | F(E)]dE, z€eR

seklinde tanimlanir. Eger o = 0 ise My = M dir.

Tanim 2.3.4. f , R™ uzayinda lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. B,-maksimal

fonksiyon

_ 1 ¢
va@) = sup m /B(O,r) 5| f ()] &) dE

r>0

seklinde tanimlanir ve M, f ile gosterilir (Guliyev, 2003).

Tanim 2.3.5. f , R™ uzayinda lokal integrallenebilen bir fonksiyon ve 0 < a < n olsun.

Bu durumda z € R" i¢in

Iaf(x) = /R &d& (25)

n |z —gnme

integral operatoriine I, kesirli integral operator ve Riesz potansiyeli denir.

Uyar1 2.3.6. I, ve M, operatdrler ve 0 < p < n, f € LYR") ve x € R" olsun. Bu
durumda M, (f)(z) < Ia(|f])(z) dir (Lu, vd.,2007).

Teorem 2.3.7.

i. M maksimal operatorii, 1 < p < oo i¢in (p,p) zayif tipli, 1 < p < oo igin ise (p,p)
kuvvetli tipli bir operatordiir (Hardy ve Littlewood, 1928; Wiener, 1939).

ii. T, singiiler integral operator, 1 < p < oo igin (p, p) zayif tipli 1 < p < oo i¢in (p, p)
kuvvetli tipli bir operatordiir (Bennett ve Rudnick, 1980; Bennett ve Sharpley, 1988).

iii. M, kesirli maksimal operator, 1 < p < ¢ igin (p, q) zayif tipli ve 1 < p < & icin (p, q)

= > — % dir (Hardy ve Littlewood, 1928;

Q= S

kuvvetli tipli bir operatordiir. Burada

1932; Sobolev, 1938).

1
p
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3. ORLICZ UZAYLARI VE YOUNG FONKSIYONLARI

3.1. Orlicz Uzaylarda Temel Tanim ve Sonuglar

Orlicz uzaylarin detayh bir gekilde takdim etmek igin ilk olarak Young fonksiyonlari

ve bu fonksiyonlar ile bu uzayin bazi temel 6zellikleri incelenecektir.

Tamim 3.1.1. ®:[0,00) — [0, 00| fonksiyon olsun. Eger @,

2. Soldan stirekli;
3. Artan;

4. Konveks; Yani, her a € [0, 1] ve her ¢;,t3 € [0, 00) i¢in ®(at; + (1 —a)tz) < a®(t)+
(1 — a)®(t2) dir;

5. Agikar degildir; Yani ®(¢;) > 0 olacak sekilde en az bir ¢; > 0 ve ®(t2) < oo olacak
sekilde en az bir to > 0 vardir.

sartlari saglarsa bu fonksiyona Young fonksiyonu denir.

Dikkat edilirse, yukaridaki tamimda, (1) ve (4) sartlarndan ¢ € (0,00) i¢in @

fonksiyonunun artan oldugu goriiliir. Ciinki, ¢ = % +(1- %) oldugundan
t
t1 <ty = (I)(tl) < ti@(h) (3.1)
2

olur. Bu bu fonksiyonun artan oldugunu gosterir.

Acik araliklar tizerinde konveks fonksiyonlar siireklidir ve konveks fonksiyonlarin
hemen her yerde tiirevlenebilir olduklar: bilinmektedir. Bununla birlikte, konveks fonksiy-
onlarin sagladig1 pek ¢ok énemli 6zellikler vardir. Agagidaki teorem, konveks fonksiyonlarin

integral gosterimine sahip oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.1.2. ¢ : R — R artan ve soldan siirekli bir fonksiyon olsun. Budurumda
® : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her [a, ] C (a,b)

araligl i¢in

t
B(t) = Do) + / o(s)ds,  a<p (3.2)
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olmasidir (Rao ve Ren, 1991).

Simdi, yukaridaki teoremden, herhangi bir Young fonksiyonunun (3.2) ile verilen

bir integral gosterimine sahip oldugunu agagidaki sonug ile verebiliriz:

Sonuc 3.1.3. ¢ : [0,00) — [0, 0], artan, soldan siirekli ve agikar olmayan bir fonksiyon
olsun. Bu durumda ® : [0, 00) — [0, oo] fonksiyonunun, Young fonksiyonu olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

B(s) = / o(t)dt (3.3)
olmasidir. Eger s ler igin ®(s) = oo ise ¢(s) = oo olarak alinacaktir.

Yukaridaki sonugta Young fonksiyonu olmasi halinde hemen her s > 0 igin ¢(t) =
®’(s) dir. Bundan dolay1, soldan siirekli, artan ve agikar olmayan bir ¢ : [0,00) — [0, o0]
fonksiyonu Orlicz tiirevidir. ¢ tiirevine sahip bir & Young fonksiyonu, ¢ fonksiyonunun

(3.3) integral gosterimine kargilik gelmektedir.

Baz1 matematikgile, rOrlicz uzaylarini takdim etmek igin, Young fonksiyonlar
smifindan daha kisith bir smif olan N-fonksiyonlarimi kullanmaktadir. Fakat, bu du-
rumda baz1 dezavantajlar ortaya cikmaktadir. Onegin, Orlicz uzaylari, N-fonksiyonlari
yardimiyla tammlanirsa L(R™), L% (R") ve Llog L(R™) uzaylar goz ardi edilmis olur.
N-fonksiyonlarini ele almak daha kolay olsa bile bu tezde Young fonksiyonlarini géz 6ntine

alacagiz.

Tanim 3.1.4. ¢, [0,00) — [0, 00), tanimli, monoton azalmayan ve sagdan siirekli fonksiy-

onu

ii. t>0ise p(t) >0
iii. lim ¢(t) = oo;

t—o00

ozelliklerini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda

esitligiyle tamimh, @ fonksiyonuna bir N-fonksiyonu denir.
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Bununla birlikte, ® fonsiyonunun, bir N-fonksiyonu olmasi igin gerek ve yeter sart siirekli,

Gift ve

i 1lim 26 — g
s—0 $

2s) _ o

ii. lim
8§—00

iii. Eger s > 0 ise ®(s) > 0 (Adams ve Fourier, 2003). 6zelliklerine sahip konveks bir

fonksiyon olmasidir.
Tanim 3.1.5. ¢ Orlicz tiirevi verilsin. Bu durumda, ¢ fonksiyonu
o(s) = inf{t : p(t) > s} (3.5)
seklinde tanimlanir.

Uyari 3.1.6. ¢ fonksiyonu bir Orlicz tiirevidir. Bundan dolay1 Sonug 3.1.4 sonucu olarak
S

d(s) = | @(t)dt esitligiyle tanimh ® fonksiyonu bir Young fonksiyonudur (Edgar ve Suche-
0
ston, 1992).

Tanim 3.1.7. ¢ ve ¢ fonksiyonlar: (3.5) daki gibi olsun. Bu durumda

S

P = /@(t)dt P = /tgb(T)dT
0

0

ise  ve & Young fonksiyonlari birbirlerinin tiimleyenidir.

Ornek 3.1.8. Asagidaki fonksiyon ciftleri tiimleyen Young fonksiyonlardir.

Lo(s)=2, d(t)=L5, 1<t<oo 24+L=1
~ 0, 0<t<I,
. ®(s)=s, P(t) = -
oo, t>1.

i, ®(s)=e*—s—1, &(t)=(1+1t)log(l+1t)—t.

t, t<1,
el t>1.
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Dikkat edilirse, yukaridaki ornekte, (ii) ve (iv) segeneklerinde verilen fonksiyonlar Young

fonksiyonudur ama N-fonksiyonu degildir.

Onerme 3.1.9. @ bir Young fonksiyonu verilsin. Bu durumda, V0 < A < 1ve 0 < s < 0o
icin

B(\s) < AD(s) (3.6)

ve her A > 1 ve 0 < s < 00 igin
AD(s) < P(As)

olur (Kufner, vd., 1977).
Ispat. 0 < X\ < 1 igin konvekslik ve ®(0) = 0 esitliginden,
D(As) =P(As+ (1 —=A)0) < AP(s) + (1 = N)P(0) = AP(s)
elde edilir. §imdi A > 1 olsun. (3.6) esitsizligi kullamilarak
AB(s) = ADAIAs) < ANIB(As) = B(\s)
bulunur.

Onerme 3.1.10. ®, A, sartin1 saglayan bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda 0 <

t1 < to i¢in
O(t2) _ 0®(t1)
ty ot

esitsizligini saglayan p > 1 ve b > 1 sayilar1 vardir.

Onerme 3.1.11. ®, ¢ Orlicz tiirevine sahip bir Young fonksiyonu verilsin. Bu durumda

s> 0 igin

esitsizlikleri saglanir (Sawano, 2016).
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Ispat. (3.3) esitligi ve ¢ fonksiyonunun artanligindan

o (s) r 1]
= — < — f
2= [t < [t =0
0 0
1 2s 1 2s ] 2s o
o) =+ [etiar <t [otvar<? [ o=
s s s
s s 0
. N L .. .. D(s) )
olur. Boylece (i) gosterilirmig olur. (ii) yi ispat etmek i¢in, s € [0,00) i¢in fonksiy-

onunun artan olmasindan,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonuc 3.1.12. ¢ > 0 icin eger ®(t) = sup{st — B(s) : s € [0, 00)} ve F(t) < oo ise bu

durumda sup = max olur (Zaanen, 1983).

Ispat. t> 0 olsun. Bu durumda her s icin ®(s) + ®(t) > st olur. Buradan (®(s), ®(¢) nin

biri sonsuz olsa bile)

O(t) > sup {st — ®(s) : s > 0}

olur. Eger $(t) < oo ise s = @(t) i¢in ®(s) + ®(t) = st olur. Bundan dolay1, ®(s) ve ®(t)

bu iki ifade sonludur ve
O(t) = max {st — ®(s) : s > 0}
dir. Diger taraftan, eger ¢(t) = oo ise ® fonksiyonu simirhdir. Béylece,
sup {st — ®(s) : s > 0} = o0

olur.
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Onerme 3.1.13. ® Young fonksiyonu ve <AIS, ® nin tlimleyeni verilsin. Bu durumda her

ci><q>(5)) < ®(s)

S

s> 0 icin

dir (Sawano, 2016).

Ispat. @ fonksiyonu artan oldugu ve t < s icin
)
()4 _ o) < o(s)
S
dir. t > s i¢in
o
ﬂt O(t) <0
S

elde edilir. Son esitsizlik ve Sonug 3.1.12 den istenilen sonug elde edilir.

Bu tezde, ®~! fonksiyonu ® Young fonksiyonunun genellestirilmis tersi olarak ali-
nacaktir. Kisaca,

) =inf{r>0:®(n) >t}, 0<t<oo

dir. ® Young fonksiyonunun, Orlicz tiirevi olan ¢ fonksiyonu sonlu ve her 0 < t < oo igin
0 < p(t) < oo dir (Megan vd., 2001). Bunula birlikte, genellegtirilmis ters fonksiyonun

tanimindan V 0 < s < oo igin
B (s)) <5 < TH(D(s))

dir.

Onerme 3.1.14. ® bir Young fonksiyonu ve 5, ® nin tiimleyeni verilsin. Bu durumda V

s> 0 icin

s <O 1(s)(®)7L(s) < 25 (3.7)

esitsizligi saglanir (Rao ve Ren, 2002).

Ispat. Young esitsizliginden ve her s > 0 i¢in

&1 (s)(2) 7 (s) < B(D7(5) + ((B) () < 25

dir. Ayrica, Onerme 3.1.13 den ve V s > 0 icin

b <q’(s)> < (s)

S
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esitsizligi elde edilir. Boylece, son ifadede ®(s) ve s yer degigtirdiginde

o(sta)=

esitsizligi bulunur. Buradan, her s > 0 igin

s <O (s)(P)L(s) < 25
bulunur. Boylece, Onerme 3.1.14 un ispat1 tamamlanmis olur.

Tanim 3.1.15. & bir Young fonksiyonu verilsin.

i. Eger V s > 0 igin
O(2s) < CP(s)

esitsizligini saglayan bir C' > 0 sabit sayisi varsa, ®, Ay sartini saglar denir ve ® € Ao

seklinde gosterilir.
ii. €Ay ise ® fonksiyonuna, Vo sartini saglar denir ve ® € V5 geklinde gosterilir.
Onerme 3.1.16. @ bir Young fonksiyonu verilsin. ® € V5 olmasi icin gerek ve yeter

sart ®(As) > 2A P(s) esitsizligini saglayan bir A > 1 sabit sayisimn mevcut olmasidir
(Krasnoselskii ve Rutickii, 1961).

fspat.

—_~— —_~—

B(N) = B(-/N), 20D(-) = 2AD(-/2))

oldugunu goz ontine alalim. Buradan
B(\s) > 20D(s) < B(As) < 2AD(5) & D(s/\) < 20B(s/2)) & B(2s) < 22®(s)

olur. O halde, Onerme 3.1.21 in ispat: tamamlanmis olur.

Ornek 3.1.17.

i. ®(s) = s fonksiyonu, Ay sartin saglar fakat Vo sartim saglamaz.
ii. 1 <p < oo olsun. Bu durumda ®(s) = sP her iki sart1 da saglar.

iii. ®(s) =e® — s — 1 fonksiyonu, Vy sartin saglar fakat Ay sartim saglamaz.
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Onerme 3.1.18. ®, ¢ Orlicz tiireve sahip Young fonksiyonu verilsin.

i. ® € Ay olsun. Yani bir A > 2 sabit sayisi i¢in ®(2s) < AP(s) dir ve § = logy, A
alalim. Eger p > B + 1 ise her s > 0 i¢in

[0y <20

tP sP
dir.

ii. ® € V5 olsun. Bu durumda

dir.

Onerme 3.1.19. & bir N-fonksiyonu ve ag ve bg bu fonksiyonun Simonenko indisleri

verilsin. Bu durumda agagidaki énermeler dogrudur:

i. by < oo ise bu durumda ®, A, gartini saglar.

ii. by < oo ise bu durumda s € (0,00) igin ®(s)/sP® azalandir. Ayrica, V A € [0,1] ve
s € (0,00) igin ®(As) > A2 d(s) esitsizligi saglanir.

iii. s € (0,00) i¢in ®(s)/s* artandir. Ayrica, ¥V A € [1,00) ve s € (0,00) i¢in ®(As) >
A d(s) esitsizligi saglanir.

D(s)

iv. Eger 1 < p < ag < bp < g < o ise bu durumda liII(lJ o =0 ve le @S(,f) = 0 olur
S—> S o
(Fu, vd., 2012).
Tanim 3.1.20. & bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda
LY*R") = {f :R"™ — R : folciilebilirdir ve Ja > 0, / O(alf(x)])dx < oo}

fonksiyonlar kiimesine Orlicz uzay: denir.

Onerme 3.1.21. L®(R") uzaymnda tanimlanan

1o = inf{)\ 0. /ntI)(’f(;)’)dx < 1}

ile verilen norm, normlu uzaydir ve bu norma Orlicz uzayimin Luxemburg-Nakano normu

olarak adlandirihr (Rao ve Ren, 2002).
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Ispat. || - || norm oldugunu gésterelim. Bu durumda,
L [fllpe =0& f=0,
i. fafllpe = lalllflLe,a € R,
i If +gllpe <Ifllze +llgllLe

sartlarini saglamas: gerekir. 11k olarak (i) sartinn saglandigmi gosterelim.

(i) h.hy. f =0ise || f|| L = 0 oldugu agiktir. Tersine || f|| ;o = 0 olsun. Pozitif dl¢iili
bir kiime iizerinde |f| > 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Q = {w : |f(w)| > d§} ve
|2] > 0 olacak gekilde bir § > 0 sayisi mevcuttur. Fakat || - || ¢ tanmimindan VA > 0 igin
Jgn @(L;)')dx < 1 dir. Bundan dolay1, Vn > 1 i¢in [, ®(n|f(x)|)dz < 1 dir. Dolaysiyla,

2] > 0 ve ®(nd) — 0o, n — oo oldugunda

B(nd) | :/

Q

®(nd)dx < /

Q

B(n|f(2)))dz < /R Bl f(@)])dr < 1

esitsizligi saglanmaz. Bu nedenle |Q2] = 0 dir. Sonug olarak h.h.y. f = 0 olur. Yani (i) sart1

gecerlidir.

(ii) nin ispat1 @ # 0 durumunu goz 6niine alalim. Bu durumda

laf|l e = inf {)\ >0 / @(W)dm < 1}

:inf{)\>0:/n<l>(|f/\x)|)dx§1}

la]

_ inf{|a|>\ >0 / B( f(f”)dx < 1} — lalI Il o

—~

olu. Buradan istenilen sonug elde edilir. Keyfi bir € > 0 i¢in

If+ gl <fllee + llgllze + 2¢ (3.8)

esitsizliginin saglandigi gosterildiginde || f + glle < ||fllze + [|g] Lo oldugu da gosterilmis

olur. O halde || - || ¢ tammindan,

HfHLq)Jree{)\>O:/n¢( X )dx§1}

/Rn ® <m> de <1 (3.9)

dir. Benzer gekilde g icin yapilirsa,

olur, yani



f L O lg(2)| )dz < 1

||9HL<I>+5

21

elde edilir. Burada a = || f|| e +¢, 8 = ||g||ps +c ve O = oz+6 olsun. ® konveks oldugundan,

o(MalE0)) _ g1 102 o)
< - oy 121 4 221

elde edilir. Son terimin R™ iizerinden integrali alindiginda

el (f+9)(@)
Jun @ (Hf\|L<1>+||glqu>+2s> dz = [p. @ ( s ) dr <1
bulunur. Bu ise (3.8) esitsizligine denktir.

Ornek 3.1.22.

i. 1 <p < oo olsun. Eger ®(s) = s ise bu durumda L®(R") = LP(R") dir.

0 , 0<s<1 @ .
ise bu durumda L®(R™) = L*°(R") dir.

oo, s> 1

i ®(s) =

0, s<1
i ®(s) = ®=" ise bu durumda L*(R™) = Llog L(R") dir.
slogs , s>1

Onerme 3.1.23. (L®(R"),|| - || s) uzay1 Banach uzayidir (Edgar ve Sucheston, 1992).

Ispat. Hern € Nigin 0 < f1 < fo <--- ve ||full e < 1 olacak sekilde f,, € L*(R™) bir dizi
olsun. Yani [p, ® (|fn(z)])dz < 1 dir. Eger f = lim f, ise bu durumda @ fonksiyonu sol-

dan siirekli oldugundan @ (|fn]) = @ (]f]) olur. Boylece monoton yakinsaklik teoreminden

Jzn @ )dx <1 elde edilir. Bu || f]|;¢ < 1 olmasim gerektirir.

Bu sonug kullanilarak, L®(R™) uzaymin tamhgi gosterilebilir. (f,) nin L*(R") uza-

yinda bir Cauchy dizisi oldugunu kabul edelim. Bu durumda H frp — frps H o < 27k 6zel-

ligini saglayan bir f,, alt dizisi vardir.

o0
9= Z ‘fnk - fnk—l’
k=1
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olarak alalim. Bu durumda & fonksiyonu soldan siirekli ve konveks oldugundan

(P(g) =0 (Z {fnk - fnk_1‘> =9 (Z 2ik2k {fnk - fnk_1‘>

k=1 k=1

<Y 2% (2k | fone — fn,H})

k=1

3

olur. Buradan ||g||;e <1 ve g € L*(R") olur. u — oo iken ®(u) — oo yazilir. Dolayisiyla

seri h.h.y. sonlu bir limite yakinsar.

F= (for = Fuees) + Fro
k=1

serisi de h.h.y. yakimsak ve |f — f,,| < g dir. Béylece, f € L®(R") dir. (f,,) bir Cauchy
dizisi oldugundan her n > m i¢in [|fn — fm| e < € Ozeligini saglayan her ¢ > 0 i¢in
bir m vardir. O halde ny > m icin || fr, — fn,ll e < € elde edilir. Boylece m — oo iken

| fme — fll e — 0 sonucu bulunur.

Tanim 3.1.24. & ve ¥, fonksiyonlar1 verilsin. Eger V s > 0 i¢in ®(s) < U(C's) esitsizligini
saglayan bir C sabit sayis1 varsa bu durumda ¥, @ yi genel olarak domine ediyor denir.
Yeterince biiyilik s sayilar: i¢in ®(s) < W(C's) esitsizligini saglayan bir C' sabit sayis1 varsa
bu durumda ¥, ® Young fonksiyonunu sonsuzda domine ediyor denir. ® ve W birbirlerini
genel olarak (sonsuzda) domine ediyor ise bu durumda ® ve ¥ genel olarak (sonsuzda)

denktir denir.

Onerme 3.1.25. Jzn @ (llfl(l 2)l ) dr < 1 esitsizligi saglanir. Bununla birlikte, ||f||;e < 1

olmas i¢in gerek ve yeter sart [p, ®(|f(2)|)dz < 1 olmasidir (Edgar ve Sucheston, 1992).

Teorem 3.1.26. ® ve ¥ Young fonksiyonlar1 verilsin. ¥, ® fonksiyonunu genel olarak

domine ediyor ise bu durumda
L*®R") D LY®R"),  |fllge < Clfpe

olur (Kufner, vd., 1977).

Ispat. Onerme 3.1.25 den [, ® (d;ﬁ?{l) dx <1 ve norm tanimmmndan [g,, q)(lf()\x)‘)dac <1

esitsizligini saglayan bir A > 0 sayis1 varsa bu durumda || f||ze < A elde edilir. Bu 6zellikler
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kullanildiginda

(o) =* (i) = Lo (arine) = Lo ¥ (e ) 2=

= |lfllze < CllflLe

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanim 3.1.27. & bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

WL®(R") = {ft')lgiilebilir csup@(§){z e R" : | f(x)| > &} < oo}
£>0

kiimesine zayif Orlicz uzay1 denir.

Onerme 3.1.28. WL®(R") iizerinde tanimlanan

[ fllwre = inf{A > 0:sup ®(){z € R™ - [f(2)] > A} < 1}

£>0
norm, bir quasi-normdur (Rao ve Ren, 2002).
Ispat. Ispat etmek icin asagidaki norm sartlarimi saglatalim.
i. ||fllwre = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart h.h.y. f =0 duir.
i flafllwre = lalll fllwre, o € R (veyaC)

saglandigy gorilir. ||f + gllwre < 2(|fllwre + lgllwre) oldugunu gostermek i¢in V ¢ > 0

icin
e e s R LCEE
oldugu gésterilmelidir.
™ s Flatzn) ™ 120
<P e e ot > 120
=|{rew cufrw)'m T s B et s s Y L0
= e it gt > ¢ o0
< {x cR™: C||f|w)|L<I> > t} d(t) + Hx cR™: mb > tH(I)(t)
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elde edilir. Ciinkii 6; + 62 = 1 dir. ® nin konveks olmasi ve V 0 < s < 1 i¢in ®(st) < s D(¢)
esitsizligini gercekler (Bkz. Onerme 3.1.14). Bu durumda C' > 1 igin son toplam

erRn . @l > ctH (ct) + HazeR"- l9()| > ctH ®(ct) < %‘F}

N llwre c gl e c c

ile simirlandirilabilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Onerme 3.1.29. & bir Young fonksiyonu ve 5, ® nin tiimleyeni olarak verilsin. Eger

feL®R") vegc LE’(R”) ise fg € LY(R™) olur ve

[ 1@l < 20715 ol

esitsizligi saglanir (Rao ve Ren, 2002).

Ispat. a = ”‘ff‘(‘x)q') ve b = IIZ\(\x)J olsun. Young esitsizliginden
L L®
S _ g F@) , 5 ls@)],
I llzellgll L 1fllze lgll &

elde edilir. R™ tizerinden bu esitsizligin integrali alinirsa

@) @, [ g e,
A dg@ﬂ m+&m )dz < 2

n [ fllpellgll o £l g1l &

elde edelir. Boylece, Onerme 3.2.10 un ispat1 tamamlanmis olur.

Onerme 3.1.30. f € L®(R™) olsun. Bu durumda,

11 < 1115 = sup{ [ 1@atolds s ol < 1} < 2010

dir. Bu orma, L®(R") uzaymin Orlicz normu olarak adlandirilir (Edgar ve Sucheston,

1992).

Ispat. Onerme 3.1.29 den, esitsizligin sag tarafi kolayca elde edilir. Dolayisiyla, esitsizligin
sol tarafinmn saglandigii ispatlayahm. f € L®(R") ve a = ||f|% alalm. Bu durumda
[ fllLe < ave [p. ®(|f(x)]/a)dr <1 esitsizliginin gerceklendigini gsterelim. f fonksiy-
onunun integrallenebilir basit bir fonksiyon ve h.h.y. ® (|f]/a) sonlu ve g = ¢(|f|/a)
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oldugunu goz oniine alalim. Bu durumda, Young esitsizliginden

A F@)o@) g, I [Cf)(\g(m)])dx +o ('f(”“’)'ﬂ da

R a R a
= My(g) + Ma(L)

elde edilir. Eger Mz(g) < 1ise [p. |f(2)g(x)|dx < | f||s = a olur. Boylece,

f

Moy < vz(9) + gLy = [T, <

a R a

bulunur. Bu nedenle, eger Mz(g) = b > 1 ise Mgz(g/b) < Mz(g)/b elde edilir. Buradan,

Orlicz normunun tammindan [p, [f(2)g(z)|dz < b| f||s = ab elde edilir. Buradan

f 1 ab

Myo) + Ma(2) =+ [ (@@ do < L = M(o)

a a a

olur. Yani Mg (f/a) = 0 dir. Bundan dolay1, her iki durumda da Mg (f/a) <1 elde edilir

ve || fllpe < a=|fllp esitsizligi saglanr.

Simdi, f integrallenebilir basit bir fonksiyonu verilsin. Fakat ®(|f|/a) fonksiyonu
h.h.y. sonlu olmasin. Bu ® nun sonsuz olmasi demektir. v > d i¢in ®(v) = o0 ve v < d
i¢in ®(v) < oo esitsizligini saglayan bir d sayisi vardir. Bu durumda = — oo igin ¢(x) — d
dir. Buradan, her u i¢in ®(u) < du elde edilir. h.h.y. |f] < ad dir. Bger |{|f] > ad}| > 0
ise bu durumda 0 < |A] < oo 6zelligini saglayan bir A C {|f| > ad} alt kiimesi mevcuttur.
g = (1/d|A])xa i¢in Mz(g) = ®(1/d|A|)|A| < 1 olur. Sonug olarak, lgll;5 <1 elde edilir.
O halde

ad

o=l > [ I@o@ds > 75141 =

geligki elde edilir. Boylece h.h.y. |f| < ad dir. Eger 0 < a < 1 ise bu durumda
alf|/a < ad < d dir. Yani @(a‘%) sonlu olur. Mq>(04£) < a < 1 egitsizligi benzer gekilde
gosterilebilir. Boylece ® soldan siirekli oldugundan « 1 1 iken M@(%) <1 olur.

Son olarak bir f € L®(R") fonksiyonunu diisiinelim. H.h.y. f, 1 |f| o6zel-
ligini saglayan integrallenebilir basit fonksiyonlarin bir (f,) dizisi vardir. Buradan

Mo (fn/ 1 falle) <1 ve [ fulll < I£]1% = a olur. Béylece Mg(f,/a) < 1 bulunur. & soldan
stirekli oldugundan Mg (f/a) <1 olur. Dolaysiyla || f]|;+ < a dir.
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4. ORLICZ UZAYLARINDA INTEGRAL OPERATORLER

4.1. Singiiler Integral Operatérlerin Siirhihg

Bu béliimde, klasik singiiler integral operatorlerin Orlicz uzaylarinda sinirhihik prob-

lemleri incelenirken kullanilan tanim ve teoremler takdim edilecektir.

Tanim 4.1.1. ® ve ¥, iki Young fonksiyonu verilsin. Vf € L®(R") icin

ITf e <Kl flle

esitsizligini saglayan bir k sabit sayisi varsa bu durumda T quasi-lineer operator (@, ¥)

kuvvetli tipli operatér olarak adlandirihir. Eger, her s > 0 ve f € L*(R") igin

{y e R" : [Tf()| > s}] < 1/¥ (km)

esitsizligini saglayan bir k sabiti varsa bu durumda T quasi-lineer operator (@, V) zayif

tipli operator olarak adlandirilir.

Onerme 4.1.2. Her (®, ) kuvvetli tipli operatér ayni zamanda (®, ¥) zayif tipli oper-
atordiir (Rao ve Ren, 2002).

Ispat. Onermenin ispatinda Chebyshev esitsizligi kullanilacaktir. Quasi-lineer operator

tanmimindan Vs > 0 ve h.h.y. |f| # 0 igin

e r 17710) > 01 = |{y e B (0 > g |
= H e R":

(B5)- (i)}
()] L (i) @
)
)

IN

IN

o)

-1

<K||f||m>

IN

<K\|f||L<I>

bulunur. Bu istenilen sonucu verir.

Simdi ¢aligmamizda biiylik 6neme sahip interpolasyon teoremini verelim:
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Teorem 4.1.3. « € [0,1) ve i € {1,2} i¢in p;, ¢ € (0,00), 1/q; = 1/p; — a0, p1 < p2
ve T (pi,q;) zayif tipli bir alt lineer operator olsun. Eger 1 < p; < ag < bp < p2 < 00,
1 <q <ay < by < g < oo olmak iizere ® ve U, U~1(s5) = &7 1(s5)s7 s € (0,00)
esitligini saglayacak sekilde iki N-fonksiyonlar: ise bu durumda 7', (®, ¥) kuvvetli tipli bir
operatordir (Fu vd., 2012).

Ispat. 1k olarak L®(R™) C LP*(R") 4+ LP?*(R") oldugunu gostermeliyiz. Bu nedenle her
r € R" ve f € L*(R") fonksiyonu, ¢ € (0, 00) icin

F(@) = F(@) X {oerm: | f2)>1} () + (@)X {oerm: | f)<ty () =2 FH (@) + filz)

olarak yazilabilir. R" iizerinde f # 0 oldugunu kabul edelim. Iddia edeyoruz ki f € LP1(R™)
ve fy € LP2(R™) dir. Onerme 3.1.19 un (i) ve (iii) 6nermeleri geregince |f(x)| > t 6zelligini
saglayan Vx € R i¢in

t o(1)

] < U ¢ g 2t m

esitsizligini saglayan ¢ ye bagh bir C'(t) > 0 sabit sayis1 vardir. Boylece (4.1) esitsizligi ve

p1 < ag oldugu goz Oniine alinirsa, bu durumda

/Wﬁmwm=/ (@) de
R {weRm| £ (z)[>4}

< |f(z)|e P |f(2)|Prda

_/{xew:mw)»} teemm

C(t) s / (| f(x)])d
< t)—— x xr < 00
= (1) Jgn

esitsizligi yani, f € LP1(R") elde edilir. Simdi f; € LP?(R") oldugunu gosterelim. Onerme

3.1.19 un (i) ve (ii) 6nermeleri geregince |f(x)| < t 6zelligini saglayan VY € R™ i¢in

be x x
)" S S )

t o(1)
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esitsizligini saglayan ¢ ya bir C'(t) > 0 sabit sayis1 vardir. Benzer sekilde (4.2) esitsizligi ve

bs < p2 oldugu gobz Oniine alinirsa

RIS ()P

{zeR™|f(z)|<t}

< tr2be / |f ()| da
{weR™:|f(2) <t}

< Clgs [ @)z < o0

esitsizligi yani f; € LP?(R™) elde edilir. Bu ise iddiay1 ispatlar. Yani, L*(R") c LP*(R") +
L7 (R™) dir.

Son olarak 7 : L®(R") — L¥(R") operatoriiniin smirlihgini gosterelim. u fonksiy-
onu, Vs € [0,00) igin u~t(s) = ¥U1(P(s)) ifadesiyle verilen [0,00) araliginda tanimh

1

olsun. Bu durumda u~! fonksiyonu, u=! — 0, s — 0 ve u=1(s) — oo ve s — oo dzel-

liklerini saglayan ve [0,00) araliginda tanimlanan azalmayan bir fonksiyondur. o(f,t) :=

|{z € R" : |f(z)| > t}| olsun. Béylece (Lieb ve Loss, 2001, Teorem 1.13) geregince

| wizs@hds = [~ ars o
< [Tar O mavey + [ ot tmave)

= 1+1I

yazilabilir. T', (p1,q1) zayif tipli operator oldugundan

o (T, £/2) < (2)% o]l

t

LP1(R™)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik, p; < g1 sart1 ve Minkowski integral esitsizliginden (Stein,
1970)

. q/p1 p1/@
w/n g { /0 { / ntpl!f(w)lp1X{xeRn:|f(x)>u(t>}(w)dx] d‘I’(t)}

o0 pi/@
e / . U Y @)|q1X{wER":|f<w>|>u<t>}<fv)d‘1’<m)]

0

u” (| f(@)])
p1 —q1
s [ 1@ [/0 rau ()

elde edilir. Kismi integrasyon, ¢t — 0 iken u~1(t) — 0 oldugundan, ¥=1(t) = &~ 1(¢)t~!

dz (4.3)

P1/q1
dx
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esitligi ve Onerme 3.1.19’deki (iii) ve (iv) sartlar1 geregince

) q/ “Hf@))) \I/(t)dt

tz W tat+1
M W (@)
< petonm o
YD [
i

/ul(lf(w)l) 1 () (| f(2)
0 )

| /\

o )] " (4.4)

t

7(@)

av T (f@) - 9

av — a1 [ ([F@)Na ~ T
S@D 1 paypant - 12U

< Troa 120 @))

sonucu elde edilir. (4.3) ve (4.4) esitsizliklerinden

15[ atsene]""

olur. Benzer gekilde,

s [[ atrena] "

olarak bulunur. Elde edilen I ve I1 esitsizlikleri yerine yazildiginda

/n V(|Tf(x)|)dz < [/Rn ‘I’(If(x)|)dx} a1 /p1 . [/Rn <I>(|f(x)|)da:} a2/p2

esitsizligi elde edilir. Buradan T : L®(R") — L¥(R") operatorii siirhdir. Béylece ispat

tamamlanir.

Teorem 4.1.3 de a = 0 olarak alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 4.1.4. p € (1,00) ve T operatorii (p,p) zayif tipli bir alt lineer operator olsun. @,
1 < ag < bg < oo Ozelligine sahip bir N-fonksiyon ise bu durumda 7', (®, ®) kuvvetli tipli

bir operatordiir (Fu vd., 2012).

Tanim 4.1.5. p € (1,00] ve ¥ bir Young fonksiyonu olsun.

By(s) = /OS ;Il'j_i), dt




olmak iizere W, tiimleyeni

—~ ’ ,

U,(s) = /OS Tplfl(Bp*l(rp )P dr

seklinde verilen bir Young fonksiyonudur.

Tanim 4.1.6. p € (1,00] ve ® bir Young fonksiyonu olsun.

Ap(s) = /OS 51)4(:;)' dt

olmak iizere ®,, tiimleyeni

Bylo) = [ A ) ar

seklinde verilen bir Young fonksiyonudur.
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(4.7)

Lemma 4.1.7. 1 < p < oo olmak iizere ® ve ¥ iki Young fonksiyonu, ®,, ¥, sirasiyla

(4.7) ve (4.5) esitligi ile verilen iki Young fonksiyonu olsun. V' € (0, oo] olsun. Bu durumda

agagidaki 6nermeler gegerlidir.

i. V¢ € L*®(0,V) icin

s /0 (r)dr < K[6(s)|l o ov)

LY(0,V)

esitsizligini saglayan bir K sabit sayisinin olmasi icin gerek ve yeter sart ya V' < oo ve

U(t)

® fonksiyonunun ¥, fonksiyonu sonsuzda domine etmesi ya da V = oo, fo e

dt <

oo ve ® nin ¥, yi genel olarak domine etmesidir. ® = ¥,, durumunda K sabit sayis

¥ ve V ye baghdir. Bununla birlikte fo t\ﬂ?, dt < oo ise K mutlak sabittir.

ii. V¢ € L®(0,V) icgin

< K|¢(s)ll 20,
L¥(0,V)

14
/ (Z)(T)rfl/p/dr

esitsizligini saglayan bir K sabit sayisinin olmasi i¢in gerek ve yeter sart ya V < oo

ve ®, nin ¥ yi sonsuzda domine etmesi ya da V' = oo, fOt

D(t .
1£p), dt < oo ve ®, nin

¥ yi genel olarak domine etmesidir. ® = ¥, durumunda K sabit sayis1 & ve V' ye

?S;)/ dt < oo ise K mutlak sabittir (Cianchi, 1999).

baglhdir. Bununla birlikte fO -
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Lemma 4.1.8. 1 < p < oo ve p nin Holder eslenigi p/ = ﬁ olsun. T' operatorii, tanim
kiimesi 6lciilebilir fonksiyonlar kiimesinin lineer bir alt uzayi, goriintii kiimesi ise 6l¢iilebilir
fonksiyonlar kiimesi tarafindan kapsanan quasi-lineer bir operator olsun. Tnin (1,p’) zayif

tipli ve (p,o0) tipli bir operatér ve W nin

1
jé gfgj < 50 (4.8)

ozelligini saglayan bir Young fonksiyonu oldugunu kabul edelim. ¥, eslenigi (4.5) esitligi

ile verilen bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda her f € LY»(R") icin

ITfllw < K[ fll o (4.9)

esitsizligini saglayan bir K sabit sayisi vardir. K sabit sayis1 T' operatoriiniin (p, o0) nor-
muna, (1,p") zayif normuna ve quasi-lineerlik tanimindaki ¢ sabitine baghdir (Cianchi,

1999).

4.2. Orlicz Uzaylarda Maksimal Operatorlerin Sinirhihig:

Lemma 4.2.1.

M {w € R": Mf(z) > M| < C f()|da
{zeR™:|f(z)|>N/2}

olacak sekilde bir C' sabiti vardir (Garcia-Cuerva, 1991).

Ispat. g = |fIxq£1<a/2y Ve b = [fIx{f1>a/2) olsun. Bu durumda |f| = g + h olur. Boylece
Mf < Mg+ Mh<X2+Mhve {Mf>A} C{Mg>\/2}U{Mh > \/2} elde edilir.

Dolayisiyla, maksimal operatoriin (1,1) zayif simirhihgimdan

AM{z € R" : Mf(z) > A} < A[{z € R" : Mh(x) > \/2} |
<C [ [|h(z)lde=C |f(z)|dx
R™ {zeRm™:|f(x)|>N/2}
elde edilir.
Lemma 4.2.2. ® bir Young fonksiyonu ve 2 € R” i¢gin M f(z) < oo olsun. Bu durumda,

(M f(x)) < ME(|f])(x)

dir (Maligranda, 1989).
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Ispat. x € R™ ve M f(z) < oo olsun. Bu durumda her bir 0 < € < 1 i¢in By 3 x olacak
sekilde bir By C R™ yuvar1 vardir ve

1

Mf(z) < @ 5

|f(y)|dy + e.

dir. ¢ fonksiyonunun integral gosteriminden,

u+e u u+te
O(u+e) = /0 p(s)ds = /0 o(s)ds + / o(s)ds < ®(u) + p(u+¢e)e

elde edilir. Sonug olarak, Jensen egitsizliginden

w5 <@ (5 [ 1rtaye)

<o (“;d / 0 If(y)ldy> v <|Blo| ’ If(y)ldy+e) e

< ,Blo‘ | a5 w)hdy + o0 f(x) + e

< MO([f[)(z) + o(Mf(z) + 1)e

elde edilir. € > 0 keyfi oldugundan ®(M f(x)) < M®(|f|)(x) olur.

Teorem 4.2.3.
i. V® Young fonksiyonu i¢in M maksimal operator, (®, ) zayif tiplidir.

ii. M maksimal operatoriin (®, ®) kuvvetli tipli olmasi igin gerek ve yeter sart ® € Vs
olmasidir (Maligranda, 1989; Kokilashvili ve Krbec, 1991; Sawano, 2018).

Ispat. (i) ||f]l.e = 1 olacak sekilde f € L® alalim. Jensen esitsizligi ile tiim B yuvarlari

(!BI/‘f ‘y> yB|/ (1F(y (4.10)

oldugunu biliyoruz, bu egitsizlik ve maksimal operatoriin tanimindan

icin

O(Mf(x)) < M[(®o f)(x)] (4.11)

olur. Lemma 4.2.2 ve maksimal operatoriin (1,1) zayif simirhihigindan

s MF() > s} = s @M T (@) > B(s)}] < |{o - M(@ o f])(x) > 2(5)}
C C 1
< 367 J, 207N < 55 < e



elde edilir. Ciinkii || f||ze = 1 ve eger C' > 1 ise bu durumda £® (s) > ® (2

Qlo

|| - ||z# normunun homojenlik 6zelliginden dolay:

1

(e

{z: Mf(z) > s} <

esitsizligi her f € L® icin dogrudur.

(ii) Yeterlilik: A > 0 ve f € L®\{0} olsun. Bu durumda,

IWf
/n ( )d _/n/ s)dsdx
4 /n /o (X{SE[O,M):%@M} “p)(s)dsdx
= [T et e M) > Asyis

A/ < >|{$€Rn M f(x) > A}dA
A/ ( )‘{MR” Mf(x) > 2A}[dA

olur. Maksimal operatoriin (1,1) zayif sinirhligindan

Hox € R" : Mf(x) > 2A} S Ho € R™ : M xyern:|s(y)|>2} - [1(@) > A}

1
S )\/ X{|f(@)>a3 | f () |dz
R7l
1

A /{xeRn:|f(:c>>A}

|f ()|dx

elde edilir. Bu esitsizlik Lemma 4.2.1 ve integrasyon sirasinin degistirilmesinden

Lo ()25 2 2 (2) (am V) 5
s3 [ @ ( [ (%) dj) i
s3 [ @ ( [ sowdj) i

) olur.
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elde edilir. Onerme 3.1.18 (i) den

2071 /()| ) _ 2|f ()]
(/0 cp()\))\> SIf(@) M Ad <A>

elde edilir. £ > 1 ve s > 0 i¢in k®(s) < ®(ks) oldugunu goz 6ntine alinirsa buradan

[0 e [ o (BN [ (SU)

bulunur. A = ¢ol| f]| e segersek

/nfb <Mf\(x)> doe < 1

elde edilir. Bu normun tanimindan
[Mfllpe <A=collfllze

olmas1 demektir.

Gereklilik: Simdi kabul edelim ki M, (®, ®) kuvvetli tiplidir. Yani her f € L*(R")
icin

[MfllLe < ClfllLe
olacak bicimde bir C' sabiti vardir. Ozel olarak 0 < |A| < oo olacak sekildeki her A C R"
i¢in,
[Mxallpe < Culixalle (4.12)

olur. (4.12) ifadesinde r = (ajuv)~"/™ olmak iizere A = B, alalim. Burada B, = B(0,7),
ar = |By|, u >0 ve v > 1 dir. Bu durumda (5.1) den

1 1 1 1 ~_
ol = Grag1B ) = S B ) S w )

oldugu goriiliir. Diger taraftan eger « # B, ise B, C B(x,2|z|) olur. Ciinkii y € B, igin
|z —y| < |z|+ |y| < |z|+r < 2|z| dir. Dolayisiyla

1 |B(z,2|z|) N By r \"
Mxp, (z 2/ XB, (y)dy = =
) 2 B2 Jowaey &Y B.2la)  \2a
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~1/n olmak iizere g = ®~(u)xp, i¢in

olur. s = (aju)
/ B(lg(x))dz < ulBs| = us"|By| = 1

elde edilir. Luxemburg-Nakano normu ile Orlicz normunun denkliginden (Bkz. Teorem
3.1.30 (ii))

1715 =sun{ [ 1@t [ (g <1}

ve |[fllpe < 1f1% < 2| fll e esitsizliginden de

1M x5 = sup { /R Mo, (D@l - [

R

> & (u) /B Myg, (x)dz > & (u) /BS\BT <2|Tx|>ndx
v &)1(u)/ L oL (u) s O l(w)

_2”7 oy = on nallnf:Tlnv.
aiuv <|z|<s T aiuv r uv

F(Jg(x))de < 1}

elde edilir. Buradan u > 0 ve v > 1 i¢in (4.12)

& (w)

2"y

1~
Inv < 2C—& ! (uv)
uw

olur. Béylece, v = exp(C - 2"+2) almarak u > 0 i¢in 20~ (u) < & (uexp(C - 272)) elde
edilir veya her t > 0 i¢in ®(2¢t) < exp(C - 22)®(t) olur. Bu ise ® € V5 olmas1 demektir.

Teorem 4.2.4.

i. V® Young fonksiyonu i¢in M maksimal operator, (@, ®) zayif tiplidir.
ii. &, & € Vg gartim1 saglayan Young fonksiyonu olsun. Bu durumda M maksimal

operator, (®, ®) kuvvetli tiplidir (Cianchi, 1996).

Sonuc 4.2.5. 1 <p < oo i¢in ®(t) = t? Young fonksiyonu Vo sartini saglar. Dolayisiyla,
1 < p < oo igin M Hardy-Littlewood maksimal operator, (p,p) zayif tipli ve 1 < p < 0o
i¢in (p, p) kuvvetli tiplidir.

4.3. Orlicz Uzaylarinda Kesirli Maksimal Operatorlerin Simirlilig:

Teorem 4.3.1. n > 1ve 0 < a < n olsun. ® ve ¥ iki Young fonksiyonu olmak iizere M,, ke-

sirli maksimal operatoriin (®, W) zayif tipli olmasi igin gerek ve yeter sart ® fonksiyonunun
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tersinin

Q' (u) = u/" U () (4.13)

ile verilen Q fonksiyonunu domine etmesidir (Cianchi, 1996).

Ispat. <= ® nin Q fonksiyonunu genel olarak domine ettigini kabul edelim. Tanim géz 6niine

alindiginda Q(u) < ®(bu), u > 0 esitsizliklerini saglayan bir b > 0 vardur.

Q Yu) =inf{r >0: Q(r) >u} >inf{r >0: ®(br) > u}

1 1
=3 inf{br >0: ®(br) > u} = 5<I>*1(u)
olmasi ve (4.13) kullanilarak
®H(u) < bQH(u) = bu®m" U ), uw>0 (4.14)

yazilabilir. Eger ||f|| e = 1 bigiminde f € L®(R") alwsak [, ®(|f(z)|)dz < 1 elde edilir.

Jensen esitsizligi kullanilarak tiim (agikar olmayan) B yuvarlar igin

o (i [, vi€iee) < g [, 2070 (415)

bulunur. (4.14) ifadesinde u = ? J5 (| f(&)])d¢ yazlarak ve (4.15) uygulamrsa

ve

i Al
i [, relas <ot [ [ aqrena (1.16)

elde edilir. M, ile M operatoriiniin tanimi ve (4.16) esitsizliginden
(Mo f)(z) < bUTH[(ME(f))(2)], = € R" (4.17)

elde edilir. Buradan (4.17) esitsizligi ile

o (Maf)(z) > )] < ’
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bulunur. Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin (1, 1) zayif tipli oldugundan

o: (@) > A < 5 [ lo©lde, 2> (1.19)

esitsizligini saglayan bir C' > 0 sabit sayis1 vardir. Bu durumda (4.19) esitsizliginde g =
®(f) ve A=V (}) alndiginda (4.18) den

o (M) > )] < 3o [ 1R(NENdE < 5o < —— (4.20)
=) e RET0 Ry

Kl e

elde edilir. Qiinkii ||f|jpe = 1 ve C > 1, K = Cbise 5¥ (1) > ¥ (&) = ¥ (&%) dir.
Boylece, (4.20) den M, kesirli maksimal operatoriiniin (®, ¥) zayif tipli oldugu goriiliir.
Kabul edelim ki M,, (®,V) zayif tiplidir. Yani (4.20) esitsizligi bir K > 0 sabit
say1s1 icin saglanir. Keyfi ve sabit bir By C R™ yuvarinda f = ®~! (ﬁ) Xz, bir basamak
fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda || f||; e = 1 olur. = € By igin
(Maf)@) 2 s [ iy = ol ()
7)) —p y)lay = Dol = T
¢ ‘Bo‘l i Bo ’BO‘

|Bol
elde edilir. Boylece || f||pe = 1 ile (4.20) esitsizligi ve (®, ¥) zayif tipli olmasimdan

oldugu bilinmektedir. Fakat tanimdan to = |By|n ®~! <#> ise By C {z: (Maf)(x) > to}

1
|Bol < [z = (Maf)(@) > to}] < o ()

bulunur. u = |Bg|~! alirsak, bu durumda

,%(I)_l
w(“[{(“)) < u, u >0

olur. Dolayisiyla @~ 1(u) < Kun ¥~ (u) = KQ !(u) esitsizliginin saglandig) ispat edilmis

olur.

Teorem 4.3.2. n > 1 ve 0 < a < n olsun. ® ve ¥ iki Young fonksiyonu igin
M, kesirli maksimal operatoriin (®,¥) kuvvetli tipli olmasi igin gerek ve yeter sart
fol ()t~ 1=/ ("—e=)dt < oo olmasi ve ® nin U, Ja Y1 genel olarak domine etmesidir. Bu-

rada, ¥, /, (4.5) seklinde tanimh bir Young fonksiyonudur (Cianchi, 1996).

n

Ispat. M, kesirli maksimal operatoriin (2,00) tipli ve (I, ﬁ) zayif tipli oldugu bil-

inmektedir. [, U(t)t~1-"/("=2)d¢ < oo ise bu durumda Lemma 4.1.8, M, operatériiniin
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(s /as ) tipli oldugunu gosterir. Nihayet, ¥, /a Y1 genel olarak domine eden her @ Young
fonksiyonu igin M, (®,¥) tiplidir. Yani, ®, ¥, /, y1 genel olarak domine ediyorsa

[ (5= o)

esitsizligini saglayan bir ¢ > 0 sabit sayis1 vardir. Buradan

{)\>0:/R"\Iln/a<|f()\x))dxgl}j{A>0;/n¢<clf)(\x)|>d$§1}

olur. Dolayisiyla

1l wnse < llefllpe = cllfllze

dir. Bu M, operatoriiniin (¥, /q, ) tipli oldugunda ¥,, Ja Y1 genel olarak domine eden ve

her ® Young fonksiyonu i¢in M, operatoriiniin (®, V) tipli oldugunu gosterir.

Aksine, M,, (®, W) tipli operator olsun. Bu durumda Vf € L*(R") igin

[Mafllpemny < Kkl fll Lo @ny (4.21)

esitsizligini saglayan bir k sabit sayis1 vardir. f, R" de tamimlanan f(z) = ¢(Cylx|™)
tipinde bir fonksiyon olsun, burada ¢ € L®(0,00) negatif olmayan bir fonksiyon ve C,, =

72T (1 + n/2) sayist da R™ uzaymdaki birim yuvarm olgiisiidiir. Boylece,

£l e @ny = 19l L2 (0,00) (4.22)

olur. Gergekten

Hf\|Lq>(Rn):inf{)\>0:/ <I><“f()\x)’>dx§1}:inf{)\>0:/ @(W)dxﬁl}
:inf{)\>0:wn/oorb<¢(0"rn)>rn1dr§1}
0

s 0: L [T (‘W) dr <1} = 6] oo

dir. Ayrica

1
Mo f(z) = %gg\Bl—a/”/BV(y)'dy

1 / 1 Cnla[®
> F)ldy = —— / o(r)dr
B0, |z)|[*=/™ JB0,ja)) (Crlz|m)t=e/n Jq
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olur. Buradan

Mo ey = 575 [ (e (123)
0 LY (0,00)
esitsizligi elde edilir. (4.21), (4.22), (4.23) ifadelerinden
s [ oar < k9l Lo(0.c) (124)
0 L¥(0,00)

olur. ¢ fonksiyonunun keyfi se¢imi ile (4.24) esitsizligi ve Lemma 4.1.7 (i) 6zelliginden

Jo U (t)t=1=7/ (=) dt < 00 ve ® nin VU, /o y1 genel olarak domine etmesini gerektirir.

Sonuc 4.3.3. 1 < p < oo igin ®(¢) =tP ve 1 < ¢ < oo igin ¥(¢) = ¢ iki Young fonksiyonu
olsun. ® ve ¥ i¢in, (4.13) ifadesindeki Q fonksiyonu Q(t) = tain olur. Teorem 4.3.1 deki ®

R
nin Q yu genel olarak domine etmesi sart1 ise sup tse+n ¥ < 0o veya denk olarak % =1_ug

p n
t>0
dir. Yani M, kesirli maksimal operatoriiniin (p, ¢) zayif tipli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
1_1
1§p§gve§—5—%ohna51d1r.

Sonuc 4.3.4.

i. M maksimal operatoriin (®, ¥) zayif tipli olmasi igin gerek ve yeter sart ® nin ¥ yi

genel olarak domine etmesidir.

ii. M maksimal operatoriin (®, W) kuvvetli tipli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Jo ¥ (t)t72dt < 0o ve ®(s) nin s [ ¥(t)t~?dt Young fonksiyonunu genel olarak domine
etmesidir (Cianchi, 1996).

Ispat. Teorem 4.3.1 de a = 0 alindiginda (i) elde edilir. (ii) nin ispat1 igin W (s) nin
s[5 W(t)t~2dt ye denk oldugunu gostermek yeterlidir. Denkligin gosterilmesi i¢in Boo(s) =
Jo W (t)t—2dt igin

E(s) = sBZl(s) (4.25)

alahm. U (s) = Jo E(t)t1dt ve integrant artan oldugundan s > 0 igin

Boo(s) < E(s) < Boo(25) (4.26)

elde edilir. (4.26) ve (5.1) esitsizliklerinden r > 0 igin

<v lir)<

25 < Ve (4.27)

E-1(r)
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olur. Simdi D(s) = [; ¥(¢)t~?dt olsun. Bu durumda

D7 Yr) = r>0 (4.28)
elde edilir. (4.27) esitsizligi ve (4.28) esitliginden s > 0 i¢in
D(s/2) < U(s) < D(2s) fors>0 (4.29)

oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Sonug 4.3.4 de & = V¥ olarak alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.3.5.

i. Her ® Young fonksiyonu i¢in M maksimal operator (®, @) zayif tiplidir.
ii. M maksimal operatoriin (®,®) kuvvetli tipli olmasi igin gerek ve yeter sart & € Vy

olmasidir (Kita, 1997; Kokilashvili ve Krbec, 1991).

Ispat. (i) nin ispat1 agikardir. s [ ¥(¢)t~2dt nin ¥ yi her zaman domine ettigi Onerme
3.1.11 (ii) kullamldiginda kolayca goriiliir. ¥ nin s f(f U (t)t~2dt yi domine etmesi icin ise
gerek ve yeter sart ® € Vo olmasidir (Krasnoselskii ve Rutickii, 1961, Teorem 4.3). Boylece

(ii) ispatlanmig olur.

4.4. Orlicz Uzaylarda Singiiler integral Operatorlerin Simirlilig:
Teorem 4.4.1.

i. ® € Ay ise T singiiler integral operator (@, ®) zayif tiplidir.

ii. ® € Ay N Vy ise T singiiler integral operator (®,®) kuvvetli tiplidir (Nakai,
2001;Sawano, 2018).

Ispat. (i) f € L®(R™) ve ||fllze = 1 olsun. A > 0 keyfi fakat sabit bir say1 olmak iizere
[ fonksiyonunu f1 = xq s>y - f ve fa = xqfj<a} - f olacak bigimde iki pargaya ayiralim,
yani f = f; + fo olsun. Bu durumda

o € R < Tf(@)] > M) < [{z € B+ [T(a)| > 2} +1{z € B : [Tha(a)] > 3}
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olur. Dolayisiyla,

AN € B < [Tf(@)] > M| < [N € " [T (x)| > )]
2Nz € B": [To(x)| > 2}

elde edilir. f; € L'(R") ve fo € LP(R") dir. Gergekten Onerme 3.1.19 (i) ve (iii) den
|f(z)] > X esitsizligini saglayan Vo € R™ i¢in

@™ 2(1f(=)]/N) (| /()
{A} S7en) YW

olacak gekilde pozitif bir C'(\) sabiti vardir. Yukaridaki egitsizlik ve 1 < ag den,

/ ()| = / (@) |de
R™ {zeR™:|f(z)|>A}

- /{xeR"If(x)|>>\} [|f(;)|]% [If?w)l]% F@lide

A

<COg /R (| () < oo,

elde edilir. Yani f € L*(R") olmasini gerektirir. Simdi fo € LP(R") oldugunu gosterelim.
Onerme 3.1.19 (i) ve (ii) killanilarak |f(z)| < X esitsizligini saglayan Vo € R" icin

@™ (@A) (| /()
[A} S7em YW

olacak gekilde bir C'(A) > 0 sabit sayis1 vardir. Son esitsizlik ve bg < p den

/ fal@)Pdz = / f(@)Pdw < Ao / F@)|Peda
R {z€R™:|f(2)| <A} {weRm|f ()| <A}

< g [ o@D <o,

oldugu goriiliir. Yani fo € LP(R™) dir. Boylece istenilen ifade elde edilmis olur.

T operatoriiniin (1,1) zayif ssmirhihgindan ve p > 1 i¢in LP simirhihgindan

(e e R : [TA@)] > A} < / () |dz (4.30)

ve

e €R™: [Th(x) > A} < ;p/ o) P (4.31)
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fonksiyonunun monotonlugundan

. e (N
oldugunu agiktir. (4.30) esitsizliginden ve =~

Pl € R ITAW)] > 3H S 750 [ 1Al

a(\) e @D,
D /{weR”:|f(ac)>/\}|f( i 5/n"f( ) |f(z)] I
= [ (s

olur. (4.31) ve Onerme 3.1.10 den

Pl € B (7AW > 31 S 55 [ 1@

AP
o) P p2(f @)D, _ i
RS /{weanlﬂx)gA}'ﬂ ! </n| @) |f(z)[P ¢ /nq)(w )
olur. Boylece
{z e R" : |Tf(x)] > A} < q)g\)/w (| f(z)|)dx < <D(1’\)
Tl e

elde edilmis olur. Bu esitsizlik || - || ¢ normunun homojenlik 6zelliginden dolay1 her f € L®

icin dogrudur.

(ii) Dagilim fonksiyonunu kullanarak yapilan hesaplamalar maksimal operator i¢in

aynidir. Yani

/n<I><Tf ) A/ ( >{xeR” |Tf(x)] > 2\}|dA

olur. Diger yapilacak iglemler maksimal operatorden farkli olacak kisimlar T' operatériiniin
L sinirli olmamasindan kaynaklanmaktadir. Jimdi kabul edelim ki p > 1 yeterince biiyiik,

f1 = Xqp>a1 - f ve fa = xqp1<ay - f dir. Bu durumda eger [T'f(z)] > 2) ise [T fi(z)| > A
veya |T fa(x)| > A olur. Dolayisiyla

{z e R" : [Tf(2)] > 2A} < [{z € R" : [Tfi(2)] > A} + {z € R" : [T fa(x)] > A}

olur. Maksimal operatorler icin saglanan esitsizlikler ilk terim icin de gecerlidir. Bundan

dolay1, (4.30) gozontine almirsa

e (B wer s mawi= o< [ o (4) (432)

esitsizligi elde edilir. Ikinci terim icin benzer bir hesaplama yine gecerlidir. Fakat burada
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® € Ay sart1 ve (4.31) esitsizligi kullanilacaktir. Bu durumda,

X/OOOSO (?) {z € R : [T fao(x)| > AHdA < jlx/oooso (?) (/R fa(x)\pda;) ;%
1

sy [ @ ( [ (%) ‘f) s

olur. Onerme 3.1.18 (i) uygulanirsa,

i/oc"’@ (22) [{z € R™ < [Tfa(x)] > AY]dA

< (s o (22

elde edilir. Boylece (4.32) ve (4.33) esitsizliklerinden

[0 () < [ o (RUIE)

esitsizligini elde edilir. Buradan A = ¢o||f||;+ alimrsa
/ o (‘TJ;\(“")> dr <1

ITfllpe <A =collfllre

(4.33)

elde edilir. Boylece

olur.

Sonuc 4.4.2. 1 <p < oo i¢in ®(¢t) = P Young fonksiyonu As sartini ve 1 < p < oo igin
Vs sarti saglar. Dolayisiyla, 1 < p < oo igin T singiiler integral operator (p, p) zayif tipli,
1 < p < oo i¢in (p,p) kuvvetli tiplidir.

Teorem 4.4.3.

i. T singiiler integral operatoriin (®, W) zayif tipli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
I &(t)/t2dt < oo ve U(s) nin s IN ®(t)/t2dt Young fonksiyonunu genel olarak domine

etmesidir.

ii. T singiiler integral operatoriin (®, W) kuvvetli tipli olmasi igin gerek ve yeter sart
Jo ¥(t)/t3dt < oo, [, ®(t)/t2dt < oo olmasi ve ®(s) nin s Jo W(t)/t*dt Young fonksiy-
onunu, ¥ nin ise s fos ®(t)/t?dt Young fonksiyonunu genel olarak domine etmesidir

(Cianchi, 1996).
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Teorem 4.4.3 de & = ¥ alindiginda agagidaki sonug elde edilir. Sonug 4.4.4 iin ispati
Sonug 4.3.5 in ispatina benzer gekilde yapilabilir.

Sonuc 4.4.4.

(i) T singiiler integral operatoriin (®, @) zayif tipli olmasi igin gerek ve yeter gsart & € Ay

olmasidir.

(ii) T singiiler integral operatoriin (®,®) kuvvetli tipli olmasi igin gerek ve yeter sart

® € Ay N Vg olmasidir (Kokilashvili ve Krbec, 1991).
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5. B, ORLICZ UZAYLARINDA B, MAKSIMAL OPERATORLERIN
SINIRLILIGI

Kesirli integral operatorler, Harmonik analizde énemli rol oynamaktadir. Laplace-
Bessel diferensiyel operatorler ile ilgili bu operatérler ve ilgili konular pek ¢cok matematikgi
tarafindan aragtirilmigtir. Bunlara, I.A. Kipriyanov (Kipriyanov, 1967), L.N. Lyakhov

(Lyakhov, 1996), A.D. Gadjiev and I.A. Aliev (Aliev ve Gadjiev,1988), I. Ekincioglu (Ek-
incioglu, 2010), V.S. Guliyev (Guliyev, vd., 2007), gibi aragtirmacilar érnek verilebilir.

[k olarak, Guliyev (Guliyev, 2003)) Laplace-Bessel differensiyel operatorler (B,,-
maksimal fonksiyon) ile elde edilen maksimal fonksiyonlar1 incelemis ve L, . uzaylarda

B,-maksimal fonksiyonlarin sinirhliklarini géstermistir..

I. Kipriyanov and M. Klyuchantsev (Kipriyanov ve Klyuchantsev, 1970), Laplace-
Bessel differential operator ile ilgili singiiler integral operatorleri incelemis ve Ly -
uzaylarinda B,-singular operatorlerin sinirhiliklarini aragtirmiglardir. Bunlar ile birlikte,
I. Aliev and A. Gadjiev (Aliev ve Gadjiev, 1992), A. Gadjiev ve E.V. Guliyev (Gadjiev ve
Guliyev, 2008), A. Serbetci ve I. Ekincioglu (Serbetci ve Ekincioglu, 2004)) L, ~ agirhklh

uzaylarinda B,, singiiler integral operatorlerini ¢aligmiglardir.

Biz bu tezde, B,, Orlica uzaylarinda genelegmis 6teleme operatoriine bagh B,, mak-

simal operatorlerin sinirliligini inceleyecegiz.

5.1. B, Maksimal Operatorler

R™, n-boyutlu 6klid uzay1 ve x = (21, ...,2,) € R" olsun. Bu durumda R™ uzayimn
pozitif kismini R = {z: = = (x1,22,...,2,), =, > 0} ile gosterelim. vy pozitif bir say1
olmak iizere Olgiilebilir f fonksiyonlarm smifi Ly, = L, (R’}) olsun. Bu durumda bu

uzayda norm

171, = ( /.

+

»
|f(x)|pxxdx) , 1<p<oc.
ile tanimlanir. Eger p = co ise bu durumda

Do () = Loo(RE) = {7 I l5ocr, = essinf £(2)] < o0)
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dir. E C R} 6lgiilebilir bir kiime ve |E|, = [, zadz olsun. Bu durumda |E(0,7)|, =

w(n,y)r"*7 olur. Burada w(n,v) = |E(0,1)|, dir.

TY f(x) genellegtirilmis 6teleme operatorini (B, Genellegtirilmig 6teleme operator)
Ap, Laplace-Bessel differensiyel operatorti ile ¢ok yakin ilgilidir (Kipriyanov ve Klyuchant-
sev, 1970; Levitan, 1951). f € Llf’?y(]R?r) olsun. Bj-maksimal fonksiyon

M, f(z) = sup | B0, )| / | £ ()] v2, dy.
r>0 B(0,r)

oldugunu biliyoruz. Bu durumda agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.1.1.

i) f € Li1,(R") olsun. Bu durumda 7 > 0 igin

{z e R+ M, f(z) > T}‘}y < % - |f(z)| ) dx,

n

dir, burada C'5 sabit ve f den bagimsizdir.

i) fe€ L,,(R})0, 1 <p < oo olsun. Bu durumda M, f(x) € L, (R’ ) and

1M, £, < Cill i, -

dir, burada Cy sabit ve f den bagimsizdir (Guliyev, 2003).
Sonuc 5.1.2. Eger f € L, (R") (1 <p < 00), ise her z € R} i¢in
tim [BO.9)," [ Tf) sy = (o)
e—0 v B(O

76)

dir.

Uyari1 5.1.3. Teorem 5.1.1 bir boyut yani n = 1 i¢in (Stempak, 1991) ve ¢ok boyutlu yani
n > 2 igin de de ispat edilmigtir (Guliyev, 2003).

Maksimal operatorlerin harmonik analizde 6nemli rol oynadig: bilinmektedir (Stein,
1993). Fourier Bessel doniisiimii ve Laplace Bessel diferensiyel operator ile ilgili harmonik
analiz geneglestirilmis 6telemey ile ilgigi konvoliisyonu ortaya ¢ikarir. Bu cercevede, Orlicz

Bessel uzaylarinda ( B,,-Orlicz uzay1) Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonlar1 ¢ahigiyoruz.
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Bu nedenle, qu(Rﬁ) B,,-Orlicz uzaylarinda Mp B,-maksimal operatorlerinin zayif ve

kuvvetli tipi sinirhiliklarini ispat edecegiz.

5.2. Young Fonksiyonlar:1 ve B,, Orlicz Uzaylari

Orlicz uzaylar ilk defa Orlicz tarafindan, LP Lebesgue uzaylarinin bir genellemesi
olarak tamitilmistir. Orlicz uzay1 aym zamanda L' uzayinda yapilamayan calismalar icin
L' uzay1 icin uygun bir alternatif uzaydir. Bundan dolay1, bu uzaylar1 karakterize etmek

igin ilk olarak Young fonksiyonun tanimini verelim.

Tanim 5.2.1. Eger ® konveks ve soldan siirekli, yani glililo O(&) = P(0) =0ve £lim o(&) =
_aiS — 00

oo ise @ : [0,00) — [0, o00] fonksiyonuna Young fonksiyonu denir.

Konvekslik ve ®(0) = 0 egitliginden her hangi bir Young fonksiyonunun artan
oldugu goriiliir. Eger ®(s) = oo olacak gekilde s € (0,00) varsa bu durumda & > s igin

® (&) = oo dir. Young fonksiyonlarin kiimesi
0<P() <0 for 0<{< oo

dir ve Y ile gosterilir. Eger ® € ) ise bu durumda ® her kapah [0, 00) aralikta mutlak
stirekli ve [0, 00) araligindan [0, 00) araligina bire bir ve 6rtendir. Bir ® young fonksiyonu
ve 0 < 5 < 00 igin

d1(s) = inf{€ > 0: (&) > s}
olsun. Eger ® € ) ise, bu durumda ®~! & fonksiyonun ters fonksiyonudur.

<O <26 for£2>0, (5.1)
oldugu bilinmektedir. Burada &)(5)

B(e) = sup{és — ®(s) : s € [0,00)} , £ €]0,00)

00 , = Q.

ile tanimlanir. Eger C' > 1 i¢in

®(28) < CP(9), §>0
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ise @ Young fonksiyonu As-gartim saglar denir ve & € Aq olarak gosterilir. Eger ® € A,

ise bu durumda ¢ € Y dir. Eger C' > 1 i¢in

B(6) < 50(CE), 720

ise ® Young fonksiyonuna Va-gartini saglar denir ve ® € Vj ile gosterilir.

Lemma 5.2.2. (Kokilashvili ve Krbec, 1991) ® kanonik gosterimine sahip

O(t) = /0 p(s)ds,t > 0.

bir Young fonksiyonu olsun. Kabul edelim ki ® € Ag dir. Bu durumda A > 2 i¢in ®(2t) <
A®(t) dir. f = log, A olsun. Eger p > 5+ 1 ise bu durumda agagidaki esitsizlik dogrudur.

[ED 20

sp ' tp

Ayrica kabul edelim ki & € V5 dir. Bu durumda agagidaki esitsizlik dogrudur.

/t¢(8)<®(t) t>0
0 ~ot '

S

Bir ® Young fonksiyonu igin ,

Ly (RY}) = {f € Lllo,cy(]Rfﬁ) : /+ O(k|f(z)|) x7 dxr < oo for some k > 0 }
Ry

Orlicz uzayidir. Eger ®(§) = 7,1 < p < oo ise bu durumda Lg~(R%) = Ly, (R%)
dir. Eger ®(§) = 0, (0 < ¢ < 1) ve ®(§) = oo, (§ > 1) ise bu durumda Lg(R"}) =
L (R%) olur. ng(Rﬁ) uzayl B C R} yuvarlan i¢in fx, € Lo (R) olacak sekilde tiim

[ fonksiyonlarmin kiimesi olarak tanimlanir. Lg ,(R’}) uzay:

|/ ()|

91, =int > 05 [ @(H) o ar <),

R
normuna gore bir Banach uzayidir.

R™ iizerinde bir f élgiilebilir fonksiyon ve ¢ > 0 igin m(f,t), = {z € R} : [f(z)| >

t}‘w olsun. Bu durumda zayif Orlicz uzay:

Wles(RY) ={f € LYS[RY) : [|IflwLe,, < oo}
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ve normu

Ifllwee,, = inf{)\ >0 : igg@(t)m({, t)v < 1}.

ile tamimlanir. Dikkat edelim ki || f(lw e, < [IfllLg.,

sup @ (t)m(f,t)y = suptm(f, @7 (t)), = supt m((|f]), 1),
t>0 t>0 t>0

ve
/ <I>( /() ) x) dr <1, sup@(t)m<#, t) <1. (5.2)
Ry Mfllze, £>0 Ifllwee, 7/~
dir.
Holder esitsizliklerinin benzerleri olan agagidaki teoremi verelim (Rao ve Ren,
2002).

Teorem 5.2.3. f ve g R” iizerinde Olgiilebilir iki fonksiyon olsun. f Young fonksiyonu ve

d timleyeni icin agagidaki esitsizlik saglanir.
[ 5@ 5 do <211 gy,

Lemma 5.2.4. ® bir Young fonksiyon ve B, R™ uzayinda bir yuvar olsun. Bu durumda

1

ol = W5 e, = Gy

dir.

Ispat. Asagidaki esitliklerin dogrulugu kolayca goriiliir. O halde
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1
e (1BlY)
ve
. t
x5 llwLe,, = inf {)\ >0:sup@ <A> {z e RY : x,(@)] > t}], < 1}
t
:inf{)\ >0: sup @ <> ‘{x ER} : xp(a)| > t}‘ < 1}
0<t<l  \A gl
t
= inf{)\ >0: sup @ <> < |B|_1}
o<t<l  \A
. 1 _
:1nf{)\>0:<1><)\> < |B|vl}
—inf{As 0t <o (B!
=in > T (1 5 )
inf¢A>0: 0> A
=in PA> —
oL (1Bl
_ 1
o1 (|B]")
dir.

Teorem 5.2.3, Lemma 5.2.4 ve (5.1) esitsizlginden agagidaki kestirimler elde edilir:

Lemma 5.2.5. ® bir Young fonksiyonu ve B = B(x,r) yuvari i¢in

/B F@) w2 dy < 2|B1e " (1BY) [l )

esitsizligi saglanir.

5.3. Ls,(R%) B, Orlicz uzayinda B, maksimal operatdriin sinirlilig:

Bu kisimda, tez calismasinin orijinali ve temel teoremi olan M, maksimal oper-

atériin Lo 4(R") Bp-Orlicz uzayinda smirhligini veren teoremi verelim:

Teorem 5.3.1. ® bir Young fonksiyon olsun. Bu durumda M, B,-maksimal operatorii
Ly (R") uzaymdan WiLg,(R") uzayma smrhdir ve @ € Vj icin Lg(R") uzaymnda

sinirhdir.
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Ispat. 1lk olarak M, B,-maksimal operatoriin Lo (R") uzaymdan W Le ,(R) uzayma

stirhiligini gosterelim.

puolf)i= | (f@)) o7 do <1,

olacak sekilde || f[L, , = 1 esitligini saglayan bir f € Lg (R’ ) fonksiyonu alalim. Jensen

esitsizliginden her B yuvar icin

o (o L1swlian) < o [ e i 5.3

olur. B,, maksimal operatoriin tanimi ve (5.3) den

(M, f(z)) < My[(® o f)(2)] (5-4)

elde edilir. (5.4) esitsizligi ve Bj,-maksimal operatériin (1,1), zayif simirhhgindan

{z e RY : M, f(z) > t}] = [{z € Ry : ®(M, f(z)) > @(t)}\

< {z eRy: My(Ro f(x) > (1)},

<o [ el 4} ds

— () Jryt "

< ¢ < 1

20 " opy)
ve eger C' > 1ise ||fll, = 1 ve ®(t) > @ (&) elde ederiz || - | Ly, normu homogen
oldugundan her f € Lg ,(R"}) i¢in

1

(e R M) > < -
‘HC ~vf(z ‘7 @(70”10@@)7)

olur. ® € V; i¢in M, B,-maksimal operatériin Lg (R’ ) uzaymnda sinirh oldugunu goster-

dik. A > 0 and f € Lo (R’ )\{0} olsun. Bu durumda

M~ f(=)

/R+ ¢ (Mvz{(x)> zp, dz = /R+ /OA o(s)ds ) dx

N 2
/Ri/o X{Se[o,m);w>s}¢(s)d$ an dl‘
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:/0 Qp(S) /R+ X{:BERI:M,Yf(x)>AS} x;}; dxds
[ A + .
=3/ 23 ‘{xGRn.va(x)>)\}|yd)\
2 [ [2X
_A/o ¢<A>‘{x€R;{:M7f(a;)>)\}‘7d/\
elde ederiz. Maksimal esitsizlikten (Guliyev, 2003)

{z € RE My (@) > 22} £(@)] 7 da

4
TN J{pers £()|> A}

ve integral sirasi degistirilerek

Mf(x)) 1 /°° <2)\> / )
o L) 2) de < — — x)| x) dr | —
/M < A Ay P\A {:ceRi:\f(z)pA}'f( ) A
1 @1 79X\ dA
< - RN AR
S+ M\f(x)\(/o e(3)5) anao
1 2071 f ()] o
< - @AY
SYRE ( [ T e

elde edilir. Simdi Lemma 5.2.2 goz 6ntine alirsak eger f(z) # 0 ise bu durumda

AT d 2| f(x)|
2 < -1 2

</ ¢<A>A>Nrf<x>| re ().

elde edilir. £ > 1 ve t > 0 i¢in ® konveks oldugunda k®(t) < ®(kt) dir. Bu nedenle
M
/ <I><7f(w)> x%d:rgco/ ¢<W> x) dx
Ry A Ry A

< [0 (PN

= Jos A n

oldugu gosterilir. Burada cg bir sabittir. Eger A = col|f||L,, secilirse,
M.
/ <I>< X ($)> x) dx < 1.
R A

1My fllLe, <A =collfllza,

elde edilir. Buradan

bulunur.
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6. SONUC

Bu tezdeki Bj,-maksimal operatorlerin B,-Orlicz uzaylarinda siirliliklarinin
aragtirilmasi, bu uzaylarda B,-singiiler integral operatorlerin sinirhilik probleminin ¢6ziimii,
bu alanda calisan geng bilim adamlar icin pek cok kolaylik saglayacaktir. Ornegin bu uza-
yda veya Orlicz-Morrey uzaylarda Bessel operatoriine bagl genellegmis Oteleme ile elde
edilen Riesz doniigtimleri, singiiler integral operatorlerin sinirlilik problemlerinin aragtiril-

masimna temel teskil edecektir.
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