MULTILINEER CALDERON-ZYGMUND TiPLi SINGULER INTEGRALLER UZERINE

[lknur CAKMAK

Kiitahya Dumlupinar Universitesi
Lisansiistii Egitim Ogretim ve Sinav Yonetmeligi Uyarinca
Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda
YUKSEK LISANS TEZI

Olarak Hazirlanmugtir.,

Danisman: Prof. Dr. [smail EKINCIOGLU

Ekim — 2019



KABUL VE ONAY SAYFASI

flknur CAKMAK tarafindan hazirlanan "MULTILINEER CALDERON-ZYGMUND
TiPLi SINGULER INTEGRALLER UZERINE" adh tez galismasi, asagida belirtilen jiiri
tarafindan Kiitahya Dumlupimnar Universitesi Lisansiistii Egitim Ogretim ve Sinav Y énetmeliginin
ilgili maddeleri uyarinca degerlendirilerek OY BIRLIGI ile Kiitahya Dumlupimar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul

edilmistir.

04/10/2019

Prof. Dr. Onder UYSAL
Enstitii Miidiirii, Fen Bilimleri Enstitiisii

Prof. Dr. Ismail EKINCIOGLU "
Béliim Bagkam, Matematik Anabilim Dah

Prof. Dr. ismail EKINCIOGLU \ ’
Damsman, Matematik Anabilim Dah

Sinav Komitesi Uyeleri

Prof. Dr. {smail EKINCIOGLU, )
Matematik Anabilim Dali, Kiitahya Dumlupinar Universitesi

Prof. Dr. Elgin YUSUFOGLU \%/
Matematik Anabilim Dali, Usak Universitesi

Dr. Ogrt. Uyesi Cansu KESKIN )
Matematik Anabilim Dali, Kiitahya Dumlupinar Universitesi




ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANI

Bu tezin hazirlanmasinda Akademik kurallara riayet ettigimizi, 6zgiin bir calisma
oldugunu ve yapilan tez ¢alismasinin bilimsel etik ilke ve kurallara uygun oldugunu, ¢alisma
kapsaminda teze ait olmayan veriler igin kaynak gosterildigini ve kaynaklar dizininde
belirtildigini, Yiiksek Ogretim Kurulu tarafindan kullanilmak iizere 6nerilen ve Kiitahya
Dumlupinar Universitesi tarafindan kullanilan Intihal Programi ile tarandigini ve benzerlik
oraninin %28 c¢iktigint beyan ederiz. Aykirnn bir durum ortaya ¢iktigi takdirde tiim hukuki

sonuclara razi oldugumuzu taahhiit ederiz.

, . .
Prof. Dr. isngpil ERINCIOGJU Iknur, AKMAK
1a z ) 4wl]
4



MULTILINEER CALDERON-ZYGMUND TiPLi SINGULER INTEGRALLER
UZERINE

[lknur CAKMAK
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Tez Danismant: Prof. Dr. Ismail EKINCIOGLU

OZET

Bu tezde, Lebesgue uzaylar ve multilineer maksimal operatorler hakkinda bilgi verilmis
ve uzaylarda, m-katl Hardy-Littlewood maksimal operatorlerin sinirliligi verilerek multilineer
Calderon-Zygmund tipli singiiler integral operatorlerin smirliligi incelenmistir. Bu tez dort
bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, konu ile ilgili ¢alismalar ve konunun amacindan
bahsedilmektedir. ikinci béliimde, calisma ile ilgili temel kavram, bazi tanim ve teoremler takdim
edilmistir. Ugiincii béliim, multilineer Calderén-Zygmund tipli singiiler integral operatorler
hakkinda bilgi i¢cermektedir. Son boliimde, tez galigmasinin esasini olusturan sonuglara yer
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hardy-Littlewood maksimal operator, Calderon-Zygmund tipli singiiler
operatorler, Riesz dontisiimleri.
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ON MULTILINEAR CALDERON-ZYGMUND TYPE SINGULAR INTEGRALS

[lknur CAKMAK
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SUMMARY

In this thesis, information about Lebesgue spaces and multilinear maximal operators is
given and the boundedness of multilinear Hardy-Littlewood maximal operators are given and the
boundedness of multilinear Calderon-Zygmund type singular integral operators are studied on
Lebesgue spaces. This thesis consists of four chapters. In the first chapter, studies related to the
subject and the purpose of the subject are mentioned. In the second part, the basic concepts, some
definitions and theorems are presented. The third section contains information on the multilinear
Calderdon-Zygmund type singular integral operators. In the last section, the conclusions that
constitute the basis of the thesis are given.

Key Words: Hardy-Littlewood maximal operator, Calderon-Zygmund type singular integral
operators, Riesz transforms.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler Aciklama

R™ : n — boyutlu Oklid uzay1

S : Schwartz Uzay1

L,(R™) : Lebesgue Uzay1

B(x,1) : x merkezli r yarigapli yuvar

Q(x,1) . Merkezi x ve kenar uzunlugu r kenarlar1 eksenlere paralel kiip
L. : Birinci mertebeden lokal integrallenebilir fonksiyonlar kiimesi
M : Maksimal operator

RH, : Agirlik smifi

Ay : Muckenhoupt smifi

f . f fonksiyonunun Fourier doniisiimii

f*k : Konvoliisyon ¢arpim

R; : Riesz doniistimii (operatorii)

K; . Cekirdek

Lioc(R™) : R™’de lokal integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1

suppu > u nun destegi

xn(x) . Karakteristik fonksiyon

Ty : Genisleme operatorii

£l . f fonksiyonunun LP normu



1. GIRIS

Bu tezde, multilineer Calderon-Zygmund tipli singiiler integral operatérler caligilmustir.
Yani, bu operatorlerin Lebesgue uzaylarinda sinirlhiliklar takdim edilmistir. Bu operatorler
konvoliisyon tipli singiiler integral operatorler olup Lebesgue uzaylarindaki sinirliliklari, Hardy-
Littlewood maksimal operatorlerin sinirliliklar ile ilgili sonuglar kullanilarak gosterilmektedir.
Bu nedenle 6nce multilineer Hardy-Littlewod maksimal operatorlerin Lebesgue uzaylarindaki
siurliliklart incelenmis, daha sonra bu uzaylarda tezin esasini olusturan multilineer Calderdon-

Zygmund tipli singiiler integral operatdrlerin sinirlilik sonuglari verilmistir.

Calderén-Zygmund tipli singiiler integral operatérler, matematik analiz, fonksiyonel
analiz ve Harmonik analizde 6nemli bir yere sahiptir. Ciinkii bu tip konvoliisyon tipli singiiler

integraller calisilirken 6nemli rol oynamaktadir.

Singtiler integral operatorler, baslangicta Mihlin, Calderon ve Zygmund’un calismalari
olmak {izere son altmis yil igerisinde olduk¢a gelismistir. Harmonik analizin énemli konular1
arasinda yer alan konvoliisyon tipli singiiler integral operatorler, kismi tiirevli denklemler
teorisinde, analitik fonksiyonlar teorisinde, Fourier analizde, matematiksel fizik ve matematigin
diger alanlarinda pek ¢ok uygulamalar1 olan oldukc¢a giincel bir konudur. Singiiler integral
operatorlerin agirlikli Lebesgue uzayinda sinirliligi son yillarda onemli bir inceleme alani
olmustur. Bu giin pek ¢ok matematik¢i, 6rnegin, B. Muckenhoupt, R. Wheeden, C.Fefferman,
R.R.Coifman, K.F Anderson, D.S Kuztz, S. Samko, V. Burenkov, V. Kokilashvili, V.Guliyev, A.
Meskhi, Y.Ding, S.Z. Lu gibi matematigin énemli isimleri bu alanda ¢alismis ve pek c¢ok
problemin ¢dziimii i¢in énemli sonuglar elde etmistir. Calderon Zygmund tipli operatérlerinin
cesitli fonksiyon uzaylarinda sinirliligindan elde edilen sonuglar analizin bu ve diger alanlarinda
kismi tirevli denklemlerin  ¢6ziimlerinin  regiilerlik  problemlerinin  arastirllmasinda

uygulanmaktadir.



2. ON BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1. X bir kiime olsun. Eger X kiimesiin alt kiimelerinin bir A smifi asagidaki

ozellikleri saglarsa, bu durumda A sinifina X tizerinde bir cebirdir denir:

i. XeA
ii. VEEAiGinEC=X\E€A
iii. k=12,..,nicinEy € Aise Ul Ex € A

Eger (iii) sart1 yerine “Hern € Ni¢inE,, € A = Up~; E, € A” sart1 saglarsa A cebirine

bir o —cebiri ad1 verilir.

Tanmm 2.1.2 X bir kiime ve A, X ilizerinde bir ¢ —cebiri olsun. Bu durumda (X, A)
ikilisine ol¢iilebilir uzay, A daki her bir kiimeye de A —o6l¢iilebilir kiime veya kisaca 6l¢iilebilir

kiime denir.

Tanmm 2.1.1. (X,A) Olgiilebilir uzay ve p: A € X— R bir fonksiyon olsun. Eger p

fonksiyonu
i u@ =0
ii. Her A€ A icin 0< pu(A) <
iii. Her ayrik ( A_n) dizisi i¢in p(Up=1 Ap) = Yin=q L(AL)

Ozelliklerini sagliyorsa bu durumda p fonksiyonuna X tizerinde bir 6l¢ii denir. (X, A, W) tigliisiine

ise 6l¢ii uzay1 denir.
Tamim 2.1.3. (X, A) bir 6lgiilebilir uzay ve f: X - R bir fonksiyon olsun. Eger Va € R
i¢cin
f~1(Ja,+oo[) = {x€X: f(x) > a} E A

ise f fonksiyonuna olgiilebilir fonksiyon denir. X tizerindeki olgiilebilir fonksiyonlar ailesi
M(X, A) ile gosterilir.

Tamm 2.1.4. X # @ olsun. Herx,y,z € Xicind: X X X - R, U {0} fonksiyonu

i. d(x,y) =0,
ii. dxy)=0ex=y,



iii. d(x,y) =d(y,x),
iv. d(x,y) <d(x,z) +d(zYy)

ozelliklerini saglarsa bu durumda d fonksiyonuna X tizerinde bir metrik denir. (X, d) ikilisine ise

metrik uzay adi verilir.

Tamim 2.1.5. X, F cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Vx,y € X ve a € F skaleri i¢in

I]l : X = R, U {0} fonksiyonu,

i [Ixll =0,

i. |Ix]l=0ex=0,

i, |lax|| = [al[[x]],

iv. lIx+yll < [Ix[l + llyll

<

ozelliklerini sagliyorsa bu durumda [|-]] fonksiyonuna X {izerinde norm denir. (X, ||-||) ikilisine

normlu uzay adi verilir.

Tanim 2.1.6. (X, [|-]]) normlu bir lineer uzay olsun. Eger X uzay1 d(x,y) = ||x — y|| norm

metrigine gore tam ise X normlu uzayina Banach uzayi denir.

Tammm 1.1.7. Fonksiyonlar climlesini fonksiyonlar climlesine doniistiiren doniisiime

operatdr denir.

Tamim 1.1.8. Eger T operatdrii asagidaki 6zellikleri saglarsa bu operatdre lineer operator

denir:

i. T nin D(T) tanim bolgesi bir vektor uzayi olup R(T) deger bolgesi, ayni cisim iizerinde
bir vektdr uzayidir.
ii. Vx,y € D(T) ve a skaleriigin,
Tx+y)=Tx)+Ty)
T(ax) = aT(x)

dir.

Tanim 2.1.9. T : X = Y lineer bir doniisiim ve X ve Y, K cismi lizerinde iki vektor uzay1

olsun. Va € R* ve Vx,y € X igin

Tx+y) <Tx)+T()
T(ax) = aT(x)

saglaniyorsa T ye alt lineer operator denir.



Tanmm 2.1.10. X ve Y normluuzay ve D(T) < X i¢in, T: D(T) — Y lineer operator olsun.
Eger Vx € D(T) i¢in, ||Tx|| < A||x|| olacak sekilde bir A reel sayisi varsa, T operatoriine sinirlidir

denir. Bir T operat6riiniin normu

I = sup A
x€D(T) ||x||
x*0

seklinde g.0sterilir.

Tanim 2.1.11. X ve Y normlu uzaylar, D(T) c X olmak lizere, T: D(T) — Y bir operator
ve x, € D(T) olsun. Eger verilen Ve > 0 sayisina karsilik, ||x — x,|| < § sartin1 saglayan Vx €
D(T) igin, ||Tx — Txy|| < € olacak sekilde bir § > 0 sayis1 varsa T ye x da siireklidir denir.

Tamm 2.1.12. X ve Y normlu uzay ve D(T) < X igin, T: D(T) — Y lineer operator olsun.

Bu durumda T nin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart T operatoriiniin sinirli olmasidir.

Tamm 2.1.13. Bir f fonksiyonunun destegif (x) # 0 ozelligini saglayan x noktalarinin
kapamsidir ve supp f = {x : f(x) # 0} ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi kompakt bir

kiime ise bu durumda f kompakt destekli fonksiyon adin1 alir.

Tamim 2.1.14. f 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere her kompakt K kiimesi {izerinde
[if1du <
K

ise f fonksiyonuna lokal integrallenebilirdir denir.

Tanmm 2.1.15. f(x) veg(x), x € R™ nin 6lgtilebilir fonksiyonlar1 olsunlar. Bu durumda

[ rog6-yay
Rn

integraline f ile g nin konvoliisyonu denir ve f * g ile gosterilir.

Tanim 2.1.16.T : L — L’ lineer operatér olsun. T altinda L' niin 6zdes elemanina doniisen

elemanlarin ciimlesine, T nin sifir uzay1 veya cekirdegi denir ve Cek T ile gosterilir. Yani
CekT={x€eL:TX)=6"}=T"18")
dir.

Tanmm 2.1.17. (X, A, ) bir 6l¢ii uzayi olsun. 0 < p < oo igin



L, = {f e MO ¢ [ IfIPdn < oo}
X

kiimesine p- inci mertebeden integrallenebilir fonksiyonlar sinifi denir. L, uzayinda bir f

fonksiyonunun normu

1

P
p oo
i = <}[|f| du) 1sp<

esssup|f(x)| ,p=c0
x€X

ile tanimlanir.

Tamm 2.1.18. Bir a = (ay, ..., ay) negatif olmayan a; tamsayilarinin sirali n —lisine
katli-indis denir. Burada |a| = @; + -+ a,, dir. Eger a ve B iki katli-indis ise a+f =

(ay + By, ..., an + Bp) dir. Benzer sekilde, D; = % olmak iizere
]

glal gartazttan

Da i =
a4 Qy an Ay 4. Qy an
Ox; '0x,” ..0x," 0x;'0x,”..0x,

= D;*D;? ...D;™

n
operatdrii |a| mertebeden bir diferansiyel operatérdiir. Ozel olarak D9 f = £ dir. Bir boyutlu
durumda D“,:—xe indirgenir.
Tanim 2.1.19. R™ uzayinda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve istenilen a ve § katli-
indisleri igin

sup |x“D5f(x)| < o0
xER™

sartin1 saglayan fonksiyonlarin sinifina Schwartz uzayi denir. § ile gosterilir. Burada

a _ ,.%1,02 an
X% =x1%,7 Xy,
ve

9B1 b2 9PBn
DF = — g
Ox; ' 0x,” O0x,"

dir. Eger f € § ise bu durumda f simrhidir, f € L,(R™) ve f(x) € s dir.



Teorem 2.1.20. (Minkowski Esitsizligi) f,g € LP (X, p) olsun. 1< p < o i¢in

If + gllipx ) < fllLpexy + 1gllex

dir.
Teorem 2.1.21. (Holder Esitsizligi) 1 <p < oo, | <p’' < oo ve % + pi = 1 olsun. Eger
fe LP(X) ve g € LP' (X) ise bu durumda fg € L1(X) ve
Ifglliico < Nl + llgllpr
dir.

Tamm 2.1.22. 1 < p, q < oo olmak iizere
T: L,(R™) - L,(R™)
bir operatdr olsun. Eger Vf € L, (R™) i¢in
ITfllg <Al

olacak bigimde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa T operatoriine “(p, q) tipindendir” denir. u

bir 6l¢cii olmak iizere eger Va > 0 i¢in

Allfllp\?
plx = [TF(x)] > a} < (Tp g <™
olacak bi¢imde a vef den bagimsiz bir A sabiti varsa T dontisiimiine zayif (p, q) tipindendir
denir.
Tanmm 2.1.23. f: R™ — R integrallenebilir fonksiyon olsun Bu durumda f fonksiyonunun

maksimal fonksiyonu

Mf(x) = sup————
r>103 m(B (X, T‘)) B(x,y)

[f(y)|dy
ile tamimlanir.

Tamm 2.1.24. x € R™ olsun. Bu durumda R; f Riesz déniisiimii

. Y .
(Rif)(x) = ¢y lim jf(x—y) I}ll’]‘lldy’ j=12,.,n

ly|>¢




olarak tanimlanir. Eger
Ki(x) = )™, (&) = cuxjlx|™)
ise bu durumda K;(x) e Riesz ¢ekirdegi denir. Bu durumda
n+1
r(*z)

n+1

T 2

Ch =

dir. O halde R;f = f * K; konvoliisyon tipli bir singiiler integral operatordiir.

Tamm 2.1.25. (Calderéon-Zygmund Teoremi) K ¢ekirdegi R™ — {0} iizerinde lokal

integrallenebilir ve R™ de bir pargali dagilimli olsun ve yeR" i¢in
R®| <A

f|x|>z|y||K(X —y) —K()ldx <B

esitsizliklerini saglasin. Bu durumda, 1 < p < oo igin

1K * fll, < Cplifll,
ve

|G € R™: K+ £(x) > A} < Sl
dir.

Tanmm 2.1.26. R™ uzayinda negatif olmayan lokal integrallenebilir w fonksiyonuna

agirlik fonksiyonu ad1 verilir.

Tamm 2.1.27. 1<p<oo olmak flizere herhangi bir B(x,r) yuvar igin

p-1
1 1 ,
[W]Ap = supg [W]Ap(B) = Supp W(J w(x)dx) (lﬂ fw(x)l—P ) < o

B
B

ise w agirlik fonksiyonu A, Muckenhoupt sinifina aittir denir.



2.2. Singiiler Integral Operatérler

Singtiler integral operatorler, harmonik analiz, fonksiyonlar teorisi ve kismi diferensiyel
denklemlerde 6nemli rol oynamaktadir. Genel olarak singiiler integraller f € S olmak {izere,
(T = K+ DG = [ Kx =iy

Rn
seklinde tanmimlanir. Tf, f fonksiyonunun konvoliisyon carpimi olarak yazilabildiginden bu

operatérler konvoliisyon tipli singiiler integraller olarak adlandirilir. Burada K(x — y), Tf singiiler

integral operatoriin ¢ekirdegidir.
2.2.1. Riesz doniisiimleri

Riesz doniisiimleri, R™ Oklid uzayinda en basit n —boyutlu singiiler integral
operatorlerdir. Riesz dontisiimleri, singiiler integral teorisinde ve potansiyel teoride ¢ok onemli
yer tutmaktadir. Riesz doniistimleri, konjiige harmonik fonksiyonlari ile yakindan ilgilidir. Ayrica
Riesz doniistimlerinin Fourier doniistimleri yardimiyla bir¢ok kismi diferensiyel operatorler ile

baglantihdir. Ornegin, eger Rif, j=1,..,n), f fonksiyonunun Riesz doniisimi ve Af

Laplasyeni ise bu durumda

92f —
< ) (x) = —(R,RiAf)

9%, 9%y

dir. Riesz doniisiimleri

X;

|n

(Rif)(®) = lsi_r%cnf —fE-x)dx, j=1,...,n

<yl 1X

p(nH
seklinde tanimlanan konvoliisyon tipli operatordiir, burada c,, = (nil) dir. Bu integral operatdriin

m 2

¢ekirdegi K; = 2

e olmak iizere Q; = IX;JI dir. Burada Q;(x) sifirinci mertebeden homojen bir

fonksiyondur. Yani A > 0 olmak iizere Q;(Ax) = Q;(x), dir. Dolayisiyla K;(x) ¢ekirdegi, x = 0
noktasinda n. mertebeden singiilerlige sahiptir. Kisaca Riesz doniisiimii bir singiiler integraldir.

Bu nedenle singiiler integral teorisinin tiim 6nermeleri Riesz doniistimleri i¢inde gegerlidir.



2.2.2. Maksimal integral operatorler

M, LP(X, ) iizerinde tamimli lineer bir operatér olsun. Bu durumda, M* maksimal
operator

M*f(x) = sup|Mf(x)|
seklinde tanimlanir.

Tamm 2.2.1. B(0,r) = {x € R™: [x| < r}, R™ uzayinda orijin merkezli r yarigapli yuvar

ve feL(R") olsun. Bu durumda Hardy-Littlewood maksimal operatér

1
MICO) = suprao T fB iy

seklinde tanimlanir (Grafakos, 2008b).
2.3. Maksimal Fonksiyonlar

f, R™ uzayinda hemen her yerde integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Temel Lebesgue

Teoremine gore

1
f(x) = lim

r—0 m(B(X, r)) f fy) dy

B(x,r)
esitligi her x i¢in saglanir, burada
Bxy) ={y e R:|x—y| <r}

x merkezli r yarigapl agik yuvardir. Yukaridaki ifadede limit yerine supremum alinirsa ve f yerine
If] yazilirsa bu durumda f nin maksimal fonksiyonu tanimlanmig olur. Simdi f nin maksimal

fonksiyonunu tanimlayalim.
Tamm 2.3.1: f: R" — R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. f nin maksimal fonksiyonu

ME(X) = suprss f Ify)] dy
X,r)

1
olarak tanimlanur.
2.4. Calderén-Zygmund Tipli Operatorler
Tamim 2.4.1: K(x) € L},.(R™ — {0}) gekirdegi,

IK&)| <Clx|™, VvVx=#0
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Kx)dx =0, VO<r<R< o

r<|x|<R

f [Kx—y—-Kx)| dx <C, Vy # 0
[x|=2|y]
ozelliklerini sagliyorsa K ye Calderén-Zygmund ¢ekirdegi denir, burada, C sabit sayisi x ve 'y den
bagimsizdir.
Tamm 2.4.2: K, Calderon-Zygmund ¢ekirdegi olmak tizere, € > 0, f € LP(R") ve
l1<p<oo i¢in

TJ@)=_[Kx—ﬁK@My
lylze

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:

i. [[Tefllp < Aplifilp dir, burada A, € ve fden bagimsizdir.

ii. Her feLP(R™M), lirngsflimiti LP normunun olmasi durumunda vardir. Bu da,
€E—

w®=pij—wmww
RI’I

seklinde tanimli bir T operatdriiniin varligini gerektirir.
i, [ITfllp< Ap lIfllo
Burada T lineer operatorii Calderon—Zygmund singuler integral operatorii olarak tanimlanir.
2.4.1. Multilineer Calderén-Zygmund operatorler
T operatorii
T : S(R™) X...x S(R") — S'(R")

Schwartz uzayinda ve pargali dagilimli uzayinda tanimli m —kath multilineer operator olsun. T

operatdrii 1 < qj < oo igin L9t X .......xX L9m — L9 uzayinda tanimli siirh multilineer operatdr

ise bu durumda T, m-lineer Calder6én-Zygmund operatordiir buradaé = qi + 4 qi dir. Ayrica,
1 m

eger (R™)™*1 yzaymda x = y; = -+ = y,, kdsegen iizerinden tanimlanmus her x ¢ N;Z, suppfj

i¢in



A

K ) ") ——n
IK(yo,¥1 - 0s Ym)| < P aey)"

ve her |y; —y; <20r<r%(zix |ly; — yk| ikene >0, V0 <j < migin

€
Aly;—yi|
(Zkl 0|Yk YID

IK(¥os s ¥js o ¥m) = K(Y'0s ¥ ¥ m)| <

mn+g»

ozelliklerini  saglayan bir K  fonksiyonu varsa bu durumda T

T(frs s fr) (%) = f K@, y1 0 ) (1) o fin ) dyy . dym
(RM)m

m-lineer Calderon-Zygmund operatordiir.

Eger % = rl + -+ ri ise bu durumda T m-lineer Calderén-Zygmund operatdr,
1

m

Vi=1,...m icin1<r; <o oldugunda
T:L't X ..X L'm - Lf
ve Vj=1,...,mveenazbir rp=1igcinl<ry<o oldugunda,
T:L' X ... X L'm — [,
ozelliklerini saglar. Ozellikle,
T:L X ... x L > LY/m>,
dir (Grafakos, 2002).

2.5. Agirhik Fonksiyonlari

11

2.1)

(2.2)

operatort,

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Agirlik, negatif olmayan Ol¢iilebilir bir fonksiyondur ve w ile gosterilir. 1 < p < oo

olmak tizere

p-1

i i 1—13/ fo'e)
Slép Q] ([W(y)dy IQIJW(Y) dy <

ise w agirlik fonksiyonu A, sinifina aittir. P = 1 igin

o f w(y)dy < Clnfw
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Ozelligini saglayan C sabit sayis1 varsa bu durumda w € A; dir denir. C sabit sayisinin infimumu

w nin A, sabiti olarak adlandirilir.

Ap siniflart p ye gore artan oldugundan p = oo oldugunda A, siniflar1 Ag, = Upsq Ap ile
tanimlanir. W € A, ninA,, sabiti, w € A, olacak sekilde Ap sabitlerinin infimumunun en

kiigiigiidiir. Bu durumda, Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonun
1
MEGO) = supgsx g Jolf)Idy

M:LP(w) — LP(w) olmasi igin gerek ve yeter sart w € A, olmasidir (Muckenhoupt,

1972). Ayrica, Muckenhoupt maksimal fonksiyonlar i¢in zayif tipli esitsizliklerin

karakterizasyonunu, yani,

1 1 ot p-1
supq (@ Jo V(y)dy) (@ fQ w(y) P dy) < (2.6)
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin M: LP(w) — LP®(n) oldugunu ispatlamustir.

I = [a,b] olsun ve IT = [b.2b — a] alalim. Eger

p-1
sup; (III Jiw(x)dx <|I|f w(x) "o~ 1)dx> <

ise. w € A} dir denir. Eger w € A} ise bu durumda herhangi bir I aralig: igin

w() < cw(?). (2.7)
esitsizligini saglayan bir ¢ sabit sayis1 vardir.
2.6. Sharp Maksimal Operatorler

A > 0i¢in Mg maksimal fonksiyon,

1

1 8

Msf() = M(fI%) 260 = (supﬁfdf(ywdy) .
Q3x

ile tamimlanir. Ayrica, Fefferman ve Stein’in M# sharp maksimal fonksiyonu

#
MG = o mfIQI

seklinde tanimlamr, burada ) fq =

f QUf(y) ~ cldy ~ sup 1o j QIfGy) — fo|dy

x [Ql

Q fQ f(y)dy, Q tizerinde f fonksiyonunun ortalamasini

gosterir (Fefferman ve Stein, 1972).
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p> 0,8 < o vew € A, olsun. Bu durumda, esitsizligin sol tarafint sonlu yapan f fonksiyonlari

i¢in,
j (Msf(0)) w(x)dx < C f (MEFe))" wedx, 2.8)
RX R

olacak sekilde bir c> 0 (w agirliginin, A,, sabitine bagli) sabit sayis1 vardir.

Benzer sekilde, eger ¢: (0, 0) — (0, ) olmak iizere ¢ift ise, bu durumda, esitsizligin sol tarafini

sonlu yapan f fonksiyonlari igin,
sup (1) w({y € R™: Msf(y) > A}) < csuppso@Mw({y € R:MEf(y) >2})  (2.9)

esitsizligini saglayan bir c (c, w agirliginin A, sabitine ve ¢ ¢ift olma sartina bagli) sabit sayisi

vardir.
2.7. Orlicz Uzaylari ve Normallestirilmis Olciimler
®: [0, ) — [0, o) bir Young fonksiyonu olsun. Yani, ® fonksiyonu ®(0) = 0 ve

t — oo iken ®(t) — oo dzelliklerini saglayan siirekli, konveks, artan fonksiyondur. p 6lgiine gore

Lg (W) Orlicz uzayi, A >0 igin

fRnCD(&:)l) du < oo

ozelligini saglayan olgiilebilir f fonksiyonlarin kiimesidir.

Lo uzayi

; f(x)
IFlle = lIfllL, = mf{x > 0: fo o (") ap < 1}

Luxemburg normuyla tanimli bir Banach uzayidir.

Q kiibii tizerinde f fonksiyonunun ®-ortalamasi Q kiibiiniin normallestirilmis 6l¢iisii olarak

tanimlanir ve |||l ile gosterilir .Yani

= L IfGOl
IFllo,q = lnf{l >0 jQCD( - )dx < 1}

dir. Dikkat edilmelidir ki, [|f][o g > 1 olmasi igin gerek ve yeter sart
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! b d 1
5Qf (fG)ldx >

olmasidir. Ayrica, ®; ve ®@,, t=>1ty > 0 icin ®,(t) < P, (t) Ozelligini saglayan iki Young

fonksiyonu olsun. Bu durumda
Il < clifllan, g (2.10)

dir. Bu esitsizlik genellestirilmis Jensen esitsizligi olarak adlandirilir. & Young fonksiyonuna

bagli tamamlayici fonksiyon,

®(s) = sup{st — d(1)}, (2.11)
>0

seklinde tanimlanir. ®(s) fonksiyonu da bir Young fonksiyonudur ve & fonksiyonunun

tiimleyeni denir. ® de bir Young fonksiyonudur ve tanimladigi ®-ortalamalar1 genellestirilmis

Holder esitsizligi yardimiyla Lg-ortalamasina baghidir. Yani,

01 o 08 ldx < 2llfllg llgls,o (2.12)
dir.
Young fonksiyonlari,
®(t) = t(1 +log*t) ve Pt) =et—1
sirastyla L(logL) ve expL klasik Zygmund uzaylaridir. Bu uzaylara karsilik gelen ortalamalar,
I-llo,o = I lLogrye Ve - llypo = ll-Nlexpro
ile gosterilir. @ Young fonksiyonu alt garpimsaldir. Yani her s, t > 0 igin
D(st) < P(s)P(b)

dir.
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3. MULTILINEER CALDERON-ZYGMUND TiPLI
OPERATORLER

Tamm 3.1.f = (fl,...,fm )olsun. M maksimal oparator

m

1
(000 = g5 | [/ 1660)Idy
Q

i=1

ile tanimlanir, burada supremum x i igeren Q kiibli iizerinden alinmaktadir. Her galigmada
altlineer operatoér olmasina ragmen, M ye multilineer maksimal fonksiyon diyecegiz. Simdi,
multilineer Calderén-Zygmund operatorler ve multilineer maksimum ile ilgili temel teoremi

verelim.

Teorem 3.2. T bir m-lineer Calderon-Zygmund operator ve 6 < iolaoak sekilde 6 > O

olsun. Bu durumda 1 < qj < o olmak iizere L% (R") uzaymin herhangi bir ¢arpimindaki her f

igin
MET(F)x) < cm(f) (), (3.1)
dir.
(3.1) esitsizliginden
¢ (1(f)) 0 < € T2, My, () (3.2)
oldugu agiktir.

3.1. m-lineer Maksimal Fonksiyonlar i¢cin Agirhikh Simirhlik

Bu boliimde, agirhikli uzaylarda M maksimal fonksiyonun simirlilik  6zellikleri

incelenecektir.

Teorem 3.1.1. 1<p; <o j=12,..,m ve 2= 24142 olsun. v ve w; iki
p b1 b2 Pm

agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda herhangi bir f icin
I @l ey < CTERaG oy (33)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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!

1
" (ﬁfq") I1;= 1<|Q| Jow, . p])/pl < (34)

-1
olmasidir, burada p; = 1 i¢in ( fQ p’) /p] ifadesi (igfwj) ifadesine denktir.

IQl

Tamim 3.1.2. py, py, ..., Pm, M Usleri i¢in % =—+— > L4+ Lile verilen say1p ve
P1

2 m
P = (p1, P2, -+ » Pry) vektori igin P ile gosterilir.

Tamm 3.1.31 < py, Pz, oo, P < © VEW = (Wq, Wy, ..., W) olsun.

olarak alalim. Eger

sup

o' 1
Q (ﬁfq"w) 12 1(|Q| fQ >/p’ < o (3.5)

. N ) 9 1- . .
ise, bu drurumda w’, Ap sartim saglar denir. Bj=1 igin ( p’)/ i ifadesi

IQl J.Q

-1
(igfwj) ifadesine denktir.

(3.5) esitsizligi multilineer Ap sart1 olarak bilinmektedir. Her bir P icin Aq,..1) Ap
siifina aittir, ancak Ag artan degildir. Eger her wj, Ap ye ait ise bu durumda Holder

esitsizliginden

ve boylece
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elde edilir. Her j igin w € Ay olmas1 w; € Lj,. oldugunu gostermez. Ayrica, dikkat edilmelidir

ki, tekrar Holder esitsizligi kullanildiginda,

, o A
Tlafe) ()
Q \laI) ™™ lQf) ™

pj-1

m */mp; RN
<sup1_[ ifw ifw Pi=t < o
- L 111Q : Ql)

j=1 Q Q

olur, burada m — 1/p =¥ (p; — 1)/p; kullanilmistir. Buradan, vy € Ap,, sonucu elde edilir.

Teorem 3.1.4. (W) = (Wy, ..., Wy, V€1 <Dy, ...,py < o0 olsun. Bu durumda w’ € Ay

olmasi igin gerek ve yeter sart

1-p; Y
w; € Amp']- j=12,....,m (3.6)
Vyw € Amp
olmasidir, burada p; = 1 igin wjl_pj € Ampr]_ ifadesi wjl/m € A, ifadesine denktir.
Teorem3.15.1<p;j<o,j= 1,2,....,m ve% = pi + pi + ---— olsun. Bu durumda
1 2 m
her f icin
||M(F)||Lp(vw) <C H]n;1||f] ”Lp]- (w) (3.7)

Esitsizliginin saglanmasi igin gerek ve yeter sart W € Ay olmasidir.
3.2.Multilineer Calderén-Zygmund Operatérler I¢cin Agirhkh Simirhihklar

m-lineer Calderon-Zygmund operatdrleri igin uygun olan m-lineer Ag- siiflari yukarida
incelenmistir. ilk olarak Teorem 3.2 kullamilarak, Coifman-Fefferman Teoremi m-lineer duruma

genellestirilecektir.

Sonu¢ 3.2.1. T, m-lineer Calderon-Zygmund operatér, w € A,, ve p > 0 olsun. Bu

durumda kompakt destekli f fonksiyonlari igin

T oy < C I
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ve

T peoy < €IVl ooy

esitsizliklerini saglayan bir C > 0 (w nin A, sabitine bagl) sabit say1s1 vardir.

Sonu¢ 3.2.2. T , m-lineer Calderon-Zygmund operator, % =1yl + L veweAs

P1 P2 Pm P
olsun.
() Eger1 <pj<ocovej=12,...,mise budurumda
dir.
(i) Eger 1 <pj<o,j=1.2,...,m veenazbirp; = 1ise, bu durumda
”T(F)“Lp.w(vw) < C H}glnf}”LP] (Wj) (311)
dir.

M, (3.7) ifadesindeki M nin m-kath ¢arpimi ile yer degistirilemez. Boylece, T(F) nin
I1;24 Mg, ile kontrol edilir. Ay smiflar1 bazi multilineer singuler integral operatdrlerin sinirlilig

ile karakterize edilebilir.

Tamim 3.2.3. i = 1, ..., m i¢in m-lineer i. mertebeden Riesz doniistiimii,

Xt (Xi - (y,-)l.)

Ri(F)(x) = p.V. f ot f1 ) o fmYm)dy, - dy,
nym 2
" (gl -yl') 2

ile tamimlanir, burada (yj)i’ yj nin i. koordinatin1 gosterir.

Teorem 3.2.4. Eger her m-lineer R;(f) Riesz dniisiimleri icin (3.10) ya da (3.11)

esitsizlikleri saglanirsa bu durumda W € Ay dir.
3.3. Zayif Tipli Esitsizlikler

Multilineer operator, Boliim 3.2 deki agirlikli sinirliliklart elde etmek igin ¢ok 6nemli

olan ]_[]-“;1 Mf; ile tanimlanir. Bununla birlikte, bu bolimde multilineer operatoriin (Lacey, 1997)
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de karisik zayif tip esitsizlikler ile elde edilen sharp agirlikli zayif tip sinirliliklart sagladigini

gosterecegiz. Klasik Fetferman-Stein esitsizliginden
IMfllpewy < ClIfllLpuwy (1 <p < )

sonucu elde edilir. Eger V j i¢in p; > 1 ve % = pi + -— ise bu durumda
1

Pm

||1_[}§1 Mg

j“Lp(,,) CIIj2 1||f||Lp]( “) (3.12)

dir. Ancak en az bir p; = 1 ise bu durumda (3.12) nin zayif tipli analogu keyfi w; agirligi igin

dogru degildir. Diger taraftan tiim p; = 1 ve w; € A, i¢in asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3.1. Heri = 1,2,...,m i¢in w; € Ay bir agirlik olsun ve v = (]_[] 1w) m

olarak alalim. Bu durumda
T2 M| 2, < CITEqNfill gy (3.13)
Lm’ ™ (v)

dir.

Bu teoremi ispatlamak igin Cruz-Uribe, Martell ve Perez tarafindan ispatlanan karigik
zay1f tipli esitsizlikler ile ilgili sonuglar1 kullanacagiz (Cruz-Uribe vd., 2005).

Son olarak asagidaki 6nerme, [];Z; Mf; yerine M’ (F) yazarak (3.12) ifadesinin zayif tipli
analogunun elde edilebilecegini gostermektedir.

Onerme 3.3.2. % =14+l 4 pi olsun. Eger 1< p < oo ise bu durumda

P1 P2

IO peoguryy = € THEAlG s g (3.14)

dir.
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4. TEOREMLERIN iSPATLARI

Teorem 3.2 nin Ispati. Teoremin ispatinda (Grafakos ve Torres, 2002 Lerner, 2004; Pérez

ve Torres, 2003) in ¢aligmalarindan faydalamlmigtir. Bir x noktasi Ve X noktasini igeren bir Q

kiibii alalim. Bilindigi tizere (3.1) ifadesini elde etmek i¢in 0 < § < ive Cq Sabit olmak lizere

1
dz) s () 4.1)

(& o r@ @ - leol’

esitsizligini ispatlamak yeterlidir. ||a|" — |B|"| < |la —B|" , 0 <r <1 esitsizligi kullanilarak

5 \'/s
(m JQTO@ - ¢l dz) < cr (B0 4.2)
oldugunu gorecegiz.

fi = fjo + £ olsun. Burada ij =fixo*» j = 1,..,m, Q" = 3Q olsun. Bu durumda

ﬁ £ (y;) 1_2[ (f]-(’ (vj) +£7 (y]-))

= Z flal(yl) fr%m (Ym)

A1,...am €{0,00}

m
=[]+ w0 famm)
j=1

dir, burada " nin her bir terimi en az bir tane a; # 0 igerir. Bu durumda

TH@ =T(f)@ + X' T(" .. f5™) (@) (43)
yazilabilir. p = § ve q = — igin (2.16) ifadesinin
T (?O(Z)) = T(£, ..., £%)(2)
terimine Kolmogorov esitsizligi uygulanarak

1/8
@) ) <cusfr(G70)
Q

L m'”(Q'%)
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=1
gCl |— f:(z)| dz
L 1]3Q] |]( )|
j=1 3Q

< cm ()
elde edilir, ¢iinkii T: L' X ... x LI — LYm dir,

(4.3) ifadesinin diger terimlerini incelemek igin

=Y T(E )
olarak alalim. Herhangi bir z € Q igin,
YT (£ £ ) (2) — T (£, . £5m ) (0)| < CM(F) (%) (4.4)
oldugunu gosterecegiz.

[lk olarak o —... iy~ igin T(_f)°°) = T (f{°, ..., f5 ) olarak tanimlanir. (2.2) diizgiinlik
sart1 ile, her z € Q igin,
(=) -10")el sc | =21 ﬁm DIy
: (2 = yil + . +lz— yhrmee | LI
Rn m i=1
(*"/3q)

= Ci | o |m||f( )ldy
< — RS p—— ilyilay
k=1(3k+1Q)m/ (Iz =yl |2 = Yml) L
(3<Q)™

o 1Qfn -
=C Zk=1W f(3k+1Q)m [1i241fi(yi)1dy

o] 1 m
<c Z@ [ [y = cre@e0
k=1 i=1

elde edilir. (Burada E™ = E X ... X E ve dy = (dy; ....dy,,) notasyonlar1 kullanilmistir).

{vje © {1,..,m}ve 1 <£<m igin aj, = a..=a; =0 olacak sekilde (4.4)

ifadesindeki terimleri diisiinelim. (2.2) yardimiyla,
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IT(ES, ., £97Y) (2) = T(E, ..., £57) ()|

-zl g Il
< m-
=1 € {ia. ,} sq 1] 4, f(Rn\SQ) Uz=yy [ +-+]z= ym|)nm+8

U Y I I

k LA .
je {]-1“."]_{} 3Q k=1 (3 |Q| (3k+1Q)m_{] & {j1,J1}

m

sci( lQll/E:)]nms f 1_[|fi(yi)ld37

k=1 3k|Q| (3k+1Q)m i=1

elde edilir. Boylece (4.4) esitsizligin ve teoremin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.1 in Ispati. Teoremin ispat yontemi, lineer operatdrler icin verilen teoremin
ispat1 ile benzerdir (Muckenhoupt, 1972). V j = 1,...,m igin p; > 1 olsun. p; = 1 iken lineer

oldugu durum ile bazi kiigtik degisiklikler vardir.

(3.3) esitsizliginin saglandigini kabul edelim. Bu durumda her f igin
e
() " sl < C T2 kel 45

-1
oldugu agiktir. Burada f; = w; /pj-1 olarak alinirsa (3.4) elde edilir. Simdi (3.4) esitsizliginin

saglandigini kabul edelim. Bu durumda, Holder esitsizligi ile (4.5) elde edilir. (4.5) den
= 1
m(Hx) <c HM\C, (|fj|p"wj/v) (x) /P
j=1

sonucu elde edilir, burada M$ maksimal fonksiyonun agirlik merkezini gostermektedir. MS, v ye

gore (1,1) zayif tiplidir ve zay1f uzaylar i¢in Holder esitsizligi kullanilarak

m . 1
19 (Pl peogyy < €[] [MEAS P wi/w) 7o

j=1 LP%(v)

E

1
< c[ ] stisi ) ™

j=1 LPIe (v)

1
/pj

Ll,oo (V)

=c| | M5(|fj|pjwj/v)



23

m
<c] Il
j=1

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.4 iin Ispan. Ilk olarak, en az bir p; > 1 oldugunu diiiinelim. Genelligi
kaybetmeden py,..,p,=1,0< £ <mvep;>1(= ¢ +1,..,m) oldugunu kabul edelim.

WE Ag olsun.
j = ¢+ 1olarak alalim ve

qi=p(m—1+plj> : =oAL i#) ize+1

!

. 1-pj .
gj Ve q; sayilarini tanimlayalim. Ik olarak j=#+1 i¢in w; P e App! Yani,
]

9jP;
1 = \e(p2) =1
(fQWJ' 4 1><quf]qle> <o (4.6)
oldugunu gosterelim.
- 1 1 1
Do v EAP A2 R
g m-—1+ /pj i=7+1

i#j

oldugundan, Holder esitsizligi uygulanarak;

p m p m -p
Pjq; _ Pj qj Piqj
[ = [(TT07)( T[]
Q Q

i=f+1 i=f+1
i#j
1 1
m /q]- m /ai
p/pi _1/pi—1
< f | |wi | | fwi
Q i=f+1 i=0+1 \Q

i#]
elde edilir. Bu esitsizlikten ve Ap sartindan (4.6) kolaylikla elde edilir. Simdi de vz € Ap,,
oldugunu gosterelim. j > ¢+ 1, s; = (M~ 1/p)plf alalm. Bu durumda Y%L, Sl =1 olur.
j

Buradan Holder esitsizligi ile
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1
-p -1 /S'
[Ty WP <y, (] (A 47
olli=e+1 W; < Ijzesa ( Jo Wi (4.7)

olur. Béylece,

1/S]_

f (vw)_pml—-lsﬁ(inf,zwj)% ﬁ f Wi_l/(pj—l)
Q j=1

j=f+1 \Q
elde edilir. Bu esitsizlik Ay, sarti ile birlestirildiginde v € Ap,, oldugu goriiliir. Simdi € = 0

1
igin w; /m ¢ A; (G=1,..,1) oldugunu gosterelim. 1 <i, < ¢ alalim. (4.7) ve Holder

esitsizliginden,
1 _1
1 (pm-1)
w/m <[ [ wP w, D wP
) Io ] ]
Q Q j=f+1 Q Jj=f{+1
1 1
m p/ 120 m mp’;
!
< fw-p | | w, P | | fw-l_pf
1g ] J
Q j=f+1 J=l+1 \Q

1
olur. Bu esitsizlik Ay sarti ile birlestirildiginde Wio/ M e A, elde edilir. Boylece
w e Ag oldugu ispatlanmus olur.

Simdi de W € Ag igin (3.6) esitsizligini ispatlayalim. [lk olarak, herhangi bir wj agirligi

i¢in
) 1 m—l/p ) ( 11)+1 m_1+1/pj
pm-1 m pjim=
1= <@ fQVw > Hj:l (@ fQWj ) (4.8)
Y 1
dir. Gergekten, a = ————  ve o = -2 6150 By durumda
1+pm(m-1) /pj+m—1

ym, 1 o; = 1 dir ve Holder esitsizlii ile

1
1 otp(m—1+ /pj)

m apaj j m
[i=T([w" ) = [I( [+
3 ; A
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elde edilir. Tekrar Holder esitsizligi kullanilarak

a(pm—1)
1f . 1f T
15| | vy — | v,
Ql) "™ J\lIQl) ¥
Q Q

oldugu goriiliir. Bu esitsizlik bir 6nceki esitsizlik ile birlikte (4.8) esitsizligini verir. Son olarak
(4.8) , (3.6) ile birlestirildiginde W € A oldugu elde edilir. Ispat1 tamamlamak icin her j =

1,..,m igin p; = 1 durumunu inceleyelim. w € A(; _ 1), yani,
1 m 1/m m m
@fQ(lelwl) < cC Hj:llanWj (49)

1
olsun. (4.9) esitsizliginin w; /m €A G=1,..,m) ve v, € A; oldugunu gosterdigi agiktr.

Diger taraftan, son esitsizlik Holder esitsizligi ile birlestirilerek

m
Y/m

lla! HW]- Scigf.

j=1 ]

m
Wj
=1

1
elde edilir. Bu sonug, W € A4, ;) ifadesinin w; /m €A (G=1,..m) ve v_ € A,ifadesine
denk oldugunu gosterir. O halde teoremin ispati tamamlanr.

1

Teorem 3.1.5 in Ispati. 1. W € Ap sun. Teorem 3.1.4 den her w, Pi71 ters Holder

esitsizligini saglar, yani, her 1 <r < rj ve her hangi Q kiibii igin

__r 1/r -1
1 i—1 1 —
(@quj " ) =0 f W (4.10)
Q
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min I

esitsizligini saglayanr; > 1 ve C > 0 vardr. &= 1<j<m

g = max olsun ve her j igin qp; > 1 alalm. Asagidaki noktasal esitsizligin

pm
pm+(1-1/¢) (pj—1)

gegerli oldugunu iddia edelim:
N . . q 1
M) < crgmams (1574 ) ) oo @1
Bu durumda, teoremin ispati Holder esitsizliginden ve merkezli maksimal operatoriin

sinirliligindan elde edilir.

Iddiay1 ispatlamak icin ilk olarak Holder esitsizligi ile

[l = (s witv 1‘q)_‘%‘”i f (wivs ) | (4.12)
Q

qpj—1

elde edilir. Y = m

alalm. Q nun tammu ile her j i¢in y; > 1 dir. Tekrar Holder

esitsizligi uygulanarak

1 !
- AN 1\
fQ (qu Vxl‘q) wiT < wi]- apj~1 (fQV$ Pm—l) (4.13)
elde edilir. Dikkat edilmelidir ki, her j i¢in;
q(pi =1y, q(p;— 1)

= <
apj—1  q(pj—1)— (1 —qpm

dir. Boylece, (4.10) ile

!
_ Yy 1 a1y’ 1)Y]
fw] qu_l fw pj— r qpj—
Q

q(PJ )YJ

1_‘1(131 )i L\ p1
<l W <wij ) (4.14)

olur. (4.13), (4.14) ve W € A den,
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1__
1 qpj

—ag) pgi—-1
w
Q

-1y -q)(pm-1)
_pm(1-q) 1 P e ap;
< C|qQ| apj fwj pj—1 v_, pm-1
w
Q Q
1-1/
C 1 /p]
S—l_q w;j pj—1
v (@ \2

elde edilir. Sonug olarak, bu esitsizlik (4.12) ve Ag sarti ile birlestirilerek

.W.
HMQ = 1_[ VQ(Q)j(lf”pl ]/"x) N
j=1 j=1 w

Q

1
/ap;

elde edilir. Bu esitsizlik, (4.11) esitsizligini gosterir ve teoremin ispati tamamlanmis olur.

2. Ispat. 11k olarak, M nin

m

1
Md(F)(X) = 4 Es(gpe Dn@flfi(yi)l dy;
L1y

1

seklinde tanimlanan dyadik maksimal fonksiyonu i¢in ispatt verelim, burada D, R™ deki dyadik

kiiplerin ailesidir.
Pl < € Tl

esitsizligi

1269 o)l

\~
w

¢ IR24lI6ll i (4.15)

1
esitsizligine denktir, burada o; = w; i™* ve ?G = (fi0q ... fpo) dir. o > 2™" alalim. Her k

tamsayi1si i¢in

Qp = {XE R" : ]V[d(?)(x)>ak}
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dir. Klasik Calderén-Zygmund ayrisimimim M 9 (?) icin gecerli oldugu kolaylikla goriilmektedir
ve boylece, ¢akisik olmayan maksimal dyadik kiiplerin ailesi {Qk,]-} igin Qi = U; Qi; olmak

lzere
ok < [Ti 1|Q N fQ Ifioi(yD | dyi < 2™ ok (4.16)
dir. Buradan,
—. P —.
fMd (fo) var dx = z f M (fy) v dx < of Zakp v (Qx)
RR K 03/Quq1 k
m P
= oP Zakp v (Qij) < Z l_[|Qk | flfc )l dyi | ve (Quy)
K,j j ?
m p m P
1 5 (O
= 3\ [ o [ 1ol ayi (]_[ ‘(Q“")) vir (Qu)
kj \i=1 Gi(Qk'j) Qxk;j i=1 |Qk'j|

P/p,
0_ (Qk]) f|f01(Y1) | dyi ncl(Qk])

i=

<c>(I]
k)

sonucu elde edilir, burada Ap sart: kullamlmustir. Simdi Exj = Qg;j/Qkj N Q4 olarak alalim.

Her k,jigin
|Quj| < B [Exj] (4.17)

esitsizligini saglayan 3 > 0 sabit sayisinin oldugunu kabul edelim. (4.16) ve Holder esitsizligi ile

|Qk,j N Qpyq | = Z | Qi1 |

Qi+1.f € Qkj

1 m
<a(k+1)/m z 1_[ flfiail

Qk+1,€ch_]- =1 Quy1,0

1 T 2n
ey 1_[ f|f10i| < . |Qu |,
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elde edilir. Boylece (1 /B=1-— Zn/O(1 /m) olmak tizere (4.17 ) ifadesi ispatlanmis olur.

Teorem 3.1.4 ile, q; > 1 olmak iizere her oi Ay, sartini saglar. Ap nin tanimundan ve

Holder esitsizliginden her Q kiibii ve dlgiilebilir E € Q kiimesi i¢in

d1 :
() <cat
QI ci (Q)
esitsizligini saglayan C sabit sayis1 vardir. Bu esitsizlik (4.17) ile birlikte diigiiniildiigiinde her i =

1,..mve her k,j i¢in

Oj (Qk ]) Yi Oj (Ek ])

elde edilir. Boylece, Holder esitsizligi ve Exlerin ikili ayrik olma 6zelligi kullanilarak

jMd (F) vwdx <y Z flf oi(y)| dyi 1_[01 (Ex,) e

1+ Oi (Qk])

P
m P; /Pi
< CYD Z . (Qk]) flf oi(yDIdyi | o;(E;)

P/Pl

m m P i
i o] sl )

i=1 \ kj Ei i=1

m p/Pi
<c 1_[( flfilpioi>
i=1 \Rn

elde edilir., burada son esitsizlikte LP!(o;) uzayinda Mg, operatdriiniin smirliligi kullanilmgtir.
Ispat dyadik kiiplerde tamamlanmistir. Dikkat edilmelidir ki, W agirlik fonksiyonu Ag sartim

sadece dyadik kiipler i¢in saglar.

Lemma 4.1. Her k tam sayz, f, xe R" ve p > 0igin

Mk(ﬁ)(x)p <— f(r_t o MY Tt)(?)(x)pdt dir.

IQI
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olacak sekilde bir c sabit sayis1 vardir, burada c sabiti sadece n,m ve p ye baghdir. Burada

2k+2

T:8(x) = g(x — t), Qi kenar uzunlugu olan orijin merkezli kiip ve M'X M olarak tanimlanan

operatdrdiir ancak kenar uzunlugu 2X dan daha kiigiik kiiplerde tanimlidir.

(3.7) ifadesinin sol tarafin1 gostermek igin ||JV[ k(?)” nin siirliligimi gostermek

L® (vi)

yeterlidir. Yukaridaki noktasal esitsizlik ve Fubini teoreminden
K sup d
|2 (_f)||LP(VW) =c | t-0 Mo ”LP(VW)

elde edilir. Simdi t bagimsiz olmak tizere || 1_0o MY T, ||LP(V-) siirliligini elde edelim. t

bagimsiz sabit olmak iizere

1_10 M 90 1. [P (wi)x ... xLP™(wm) - LF (W)

ifadesi yine t bagimsiz sabit olmak {izere
M P (rowy)x... xLPP (towp,) - LP (te(W))

ifadesine denktir. Fakat t,(W) € Ay dir. Ciinkii Ap- 6teleme operatdriine gore degismeli degildir.

Boylece ispatin ilk boliimii tamamlanmis olur.

Sonug 3.2.1 in Ispati. Esitsizligin sag tarafi sonlu oldugunda (3.8) ifadesini ispatlamak
yeterlidir. (2.8) ve (3.1) esitsizlikleri kullanilarak

1Tl ey < [Ms (1®)]]

y = M (T(?))”LP(W) =AM Dl

LP(w

elde edilir. Bu sonug, ” Mg (T(B) nin sonlu oldugunu gosterir. Dikkat edilmelidir ki, w €

” LP(w)

A4 oldugundan ayni zamanda 0 < max(1,pm) < p, < oo olmak iizere

w € Ap dir.

6 < pi < % olmak tizere yukaridaki esitsizliklere ek olarak
o

Do /p

<
LP(w)

%/ P
<cC HT(DPO

LPo(w)

M5 (T(H)) =C HM <T(ﬂ£)

Mp (T(H)

= C”T(?)”LP(W)

LP(w) LPO (w)
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elde edilir. ||M(a|| nin sonlu oldugu kompakt destekli her sinirl f fonksiyonlar ailesi i¢in

LP(w)

IT()|| nin sonlu oldugunu ispatlamak yeterlidir.
Yeterince 1 e yakin q igin, w agrhigi L?OC uzayindadir. Boylece q nun dual issii

q, pq > 1/ m Ozelligini saglar. Bu durumda, Holder esitsizligi ve T nin agirliksiz teorisi

ile orijin merkezli her B yuvari i¢in ||T(B|| sonludur. Diger taraftan yeterince biiyiik B

LP(B,w)

yuvari disinda,
M(F)(x) = Cylx|™™ = CoITf ()] (4.18)

burada sabitler f ¢ baghdr. || M (£)||, s, . nin sonlu oldugu kabulii ve (4.18) esitsizliginden

LP(w)

”T(F)”LP(R“\B,W) s C”M(B”LP(R“\B,W) <@

sonucu elde edilir. Benzer ispat (3.9) zayif tipli kestirimi verir.

Sonug 3.2.2 nin Ispati. v € A, Ve her w agirlik fonksiyonu igin basit fonksiyonlarmn
kesisim uzay1 LP(w), LP(w) uzayinda oldugundan M operatériiniin agirlikli uzaylarda simrl

oldugu kolaylikla elde edilir.

Teorem 3.2.4 iin Ispati. Kolaylik icin sadece tek boyutlu durumu goz oniine alalim.
Yiiksek mertebeden dontisimler sadece gosterim olarak daha karmagsiktir. m-lineer Riesz
doniisiimiin toplami1

22 (x - )
T(F)x) = p.v f ] et £, (1) o fen (V)Y e Ay
m 2\ 2
R (Z}gllx—yﬂ )

dir. Eger (3.11) esitsizligi gegerli ise bu durumda W € A oldugunu gostermek yeterlidir. Bazi

degisiklikler olmak iizere benzer argiiman lineer durumda da kullanilir.

fIk olarak, her fonksiyonun f; > 0 ve supp (f;) c I oldugunu kabul edelim. Eger her j

icinx € I" vey; €1 ise bu durumda

Zjn;1(x - i) 1 Cm

= >
(Zmlx—yjl)™" R —yilm

elde edilir. Buradan, eger x € I* ise
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m
009 2 e | [I8],
j=1
elde edilir ve boylece 0 < A < ¢y, [Tj2,4]fjl,iken

I* c {x: |T(B(x)| > A}
olur. Teorem 3.1.1 deki argiimandan her I aralig1 i¢in
-1
/pj
1
(|1| Sy W) [z <|1| Jywi RER ) sc (4.19)
elde edilir. Benzer yontem, her I araligi i¢in (3.11) esitsizliginin

-1

- /pj
ot P g o) T ee

esitsizligini sagladigimi gostermek icin kullanilabilir. (4.20) den, (3.6) nmin ikinci sartinin

ispatindaki benzer yontem kullanilarak, her [ aralig1 i¢in

pm-1

fVW _[VW (pm-1) < cl1|pm

I I+

elde edilir. Bdylece vy € Ay, olur. Sonug olarak (2.7) ve (4.19) ile, w € Az oldugu goriiliir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.5 in Ispati. Teorem 3.2.5 in ispatina baslamadan énce bazi temel bilgileri

verelim:

<
supw IQI_fW

Ozelligini saglayan w agirlik fonksiyonlarmin ailesi RH,, ile gosterilmektedir. Eger f, g € RH,,

ise bu durumda fg € RH,, dur. Ozellikle, her f fonksiyonu i¢in (Mf)~! € RH, oldugundan

1

- Mf; 1 Mf, .. Mf; € RH (4.21)

elde edilir. Ayrica, eger u € A; ve v € RH,, ise bu durumda her f € LY, i¢in

(Ras

Loy = ClIfll L (4.22)
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dir (Cruz-Uribe vd., 2005). Simdi,

u,(A) =v X:l_[ij(X) > A
j=1

olsun.

1
Q) < f— (TR 163l 1 )™ + 1C2A) (4.23)

oldugunu gormek yeterlidir. (4.23) esitsizligi, (3.13) zayif tipli sinirlilik ve (4.23) ile kolaylikla

goriliir.

j=1 =

seklinde tanimlansin. (4.21) ve (4.22) ve Holder esitsizligi kullanilarak

gl=

@) = (@) = v < 2w [ | [ [ty

E \J=1

IN
>
8|~
— =
/N
rl'l'\
=
oh
=
=]

g~

1

1 [ = "
<cxm| | [l
j=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.
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