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METRIK TENSOR UZERINE
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Tez Danismani: Prof. Dr. Mine TURAN

OZET

Bu tez ¢alismasinda Einstein Alan Denklemi (R, — %R I + Ay = %T#v)

p
incelenmistir. Bu denklemin sol tarafindaki terimlerin tamami uzayin geometrisi ve sag tarafi ise
tamamen fiziksel terimleri igermektedir. Oncelikle bu denklemin anlagilabilmesi icin
denklemdeki matematiksel ve fiziksel terimler basitge aciklanmustir. Sonraki bdliimlerde
Riemann geometrisinin énemli konular1 olan ve bu denkleme sekil veren Riemann Manifold ve
Pseudo-Riemann Manifold, Paralel tasima, Koneksiyon ve Kovaryant tiirev, Egrilik ve Torsion,
Levi-Civita Koneksiyonlar1 konu bagliklar1 incelenmistir. Bu ¢alismanin amaci kara delikler ile

ilgili bitylik kesiflerin yapildig1 son yillarda, en azindan Einstein Alan Denkleminin matematiksel

olarak ne oldugunu tanimlayabilmektir.

Anahtar kelimeler: Metrik, riemann, ricci, tensor
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SUMMARY

In this thesis, Einstein’s field equation ( Ry, — %Rglw + Ay = %Tw) IS examined.

P
All of the terms on the left side of this equation relate to the geometry of space, and all of the
terms on the right side are physically related terms. These mathematical and physical terms in the
equation are explained simply because it is primarily intended to understand this equation. In the
following sections, important subjects of Riemannian geometry, Riemann Manifold and Pseudo-
Riemann Manifold, Parallel transport, Connection and Covariant derivative, Curvature and
Torsion, Levi-Civita Connections are mentioned. In addition, these subjects formed Einstein's
field equation. In fact, the aim of this thesis is to explain at least what Einstein's field equations

are mathematically in recent years when important discoveries about black holes have been made.

Keywords: Metric, riemann, ricci, tensor
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1. GIRIS

Tarih¢i Heredot’a gore geometrinin baslangicit Eski Misira dayanir. Misira hayat veren
Nil nehri geometriye de hayat vermistir. Eski Misirda Kral halka kare bigiminde tarlalar verip bu
tarlalarin vergisini almaktaydi. Nil nehri diizenli olarak tagip sularini g¢ektigi icin tarlalarin
siirlan kayboluyor ve tekrar diizenlenmesi gerekiyordu. Bu sebeple geometri bilgisine ihtiyag
duyuldu. Bu durum Misirda geometrinin gelismesine yol agilmistir. Tabi ki geometri ile ilgili ilk
caligmalara bu tarihlerde rastlanmasi daha Once geometrinin bilinmedigini kanitlamiyor. O

sebeple geometrinin baslangicinin hangi tarihlerde oldugunu tam olarak sdylemek dogru olmaz.

Ama insanlik ile yasit oldugu sdylenebilir.

Bunun yaninda geometri ile ilgili ilk sistematik calismalarm M.O. 330-275 yillar
arasinda yasamis olan Oklid’e (Euclides) ait oldugu biliniyor. Misir da dogan yunan matematikgi
ad1 geometri ile en ¢ok 6zdeslesen kisidir. Bu yerini, 0 zaman geometrinin ismi olan 13 ciltlik
“Elementler” kitab1 sayesinde almugtir. Oklid’in bu yapit1, yillarca en énemli bagvuru kaynag
olarak kullanilnus ve hala kullanilmaya devam etmektedir. Oklid geometrisini, kendinden &nce
ki Tales, Pisagor, Aristotales gibi matematik¢ilerin ¢aligmalarini temel alarak, kanit
gerektirmeyen apacik gerekceler olarak 5 aksiyom iizerine kurdu. 19. yy’a kadar Oklid’in

geometrisi rakipsiz kaldi.

1827 yilinda ise Carl Friedrich Gauss Oklid’in ilk dért aksiyomunu saglayan ama 5.
aksiyomunu (bir dogruya disindan alinan bir noktadan bir ve yalniz bir paralel ¢izilebilir)
saglamayan geometrilerin var oldugunu diistindii. Yalniz tepkilerden ¢ekindigi i¢in fikirlerini
yayinlamadi. Gauss Hannoverda yaptig1 yiizey ol¢limii sirasinda 6lgiim hatalariin istatistiksel
dagilimmi veren normal dagilim (Gauss Dagilimi) fikrini iyice belirginlestirdi. Ayrica bu
Olgiimler Gauss’un Diferansiyel Geometriye ilgi duymasimi sagladi. Bugiin ele alinan
Diferansiyel Geometri ve Manifold kavraminin olusmasina 6n ayak oldu. 1827 yilinda Gauss
yiizeyin egriligini 6l¢mede bugiin Gauss egriligi ad1 verilen bir 6lglimiin oldugunu ortaya koydu.
Gauss egriligi sayesinde ylizey lizerinde yasayan biri bu Olgliyli kullanarak yiizeyin egriligi

hakkinda bilgi sahibi olabiliyordu.

Gauss’un tepkilerden cekindigi icin agiklamadigi fikri doktora 6grencisi olan Georg
Friedrich Bernard Riemann tarafindan 1854 yilinda agiklandi. Bu fikri Riemann Géttingen
Universitesinde akademik bir pozisyon alabilmek i¢in yaptig1 sunumda “Geometrinin Temelleri
Uzerine Hipotezler” bashigi altinda anlatti. Riemann kati genisletilmis ¢okluklar (Manifold)
kavrami ile geometriye yeni bir bakis agist sunmustur. Bu kavram izafiyet teorisi ve uzay-zaman

yapisinin anlasilmasinda da temel olusturmustur.



Riemanin sundugu bu geometrinin Oklid ve Oklid dis1 geometrileri icermesinin nedeni
manifold iizerinde tanimladig1 6lgme bagimtilarindan kaynaklanmaktaydi. Oklid geometride iki
nokta arasindaki en kisa uzaklik bir dlgme bagmtisidir. Riemann bu bagintiy1 genellestirerek

manifold kavramini tanimladi. Oklid diizlemde (x1,X2) Ve (xi+dxi,X2+dx2) noktalari arasindaki en

kisa uzaklik [ = \/ (dx;)? + (dx,)? seklindedir. Pisagor teoremi ile verilen bu uzunluk

Zgijdxidx]- l,] = 1,2
olur. Burada gii=g»=1 ve gi2=g>1=0’dir. Riemann son esitligi (n manifold boyutu)

d52 = Z gijdxidxj l,] = 1,2, I |
durumuna genellestirdi. Bu genellemeye Riemann metrigi denildi.

Riemann metriginin bir diger ad1 Metrik tensordiir. Riemann metrigi Einstein Alan
denklemlerine 151k oldu. Einstein Alan Denklemleri herhangi bir uzayda mesafe hesabi gibi

onemli sorunlara cevap oluyordu.

Metrik tensor denilen sey sozel olarak ifade edilmeye ¢aligilirsa eger; i¢inde bulunulan
uzayin geometrisinin normal Kartezyen koordinat sisteminden ne kadar farki var ve ne kadar
kalibre olmus onu sdylenmektedir. Yine Riemann geometrinin iginde gecen Ricci tensor ise
icinde bulundugu uzayda bir vektorli paralel tasidigimizda her noktada ugradigi degisimin,

normal kartezyen koordinattaki durumundan farkini verilmektedir.

Bu iki terim Einstein Alan Denklemlerinde, i¢inde bulunulan uzaym geometrisini
olusturmaktadir. Bu tez calismasinda, Einstein Alan Denklemlerini daha iyi anlamak ve

icerisindeki matematiksel kismi1 ayrintili incelemek i¢in Riemann geometrisi incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 2.1 (Vektor Uzayi): V bos kiimeden farkli ve elemanlarina vektor denilen bir

kiime olsun.
Vektorel toplam: A, BEV =>A+B€EV
Vektorel carpim: ¥ € F ,A€V = r.A €V olmak lizere
A,B,C eV ,r.s € Figin

i. A+B=B+A

i. A+B)+C=4+(B+C)
iii. A+0=0+4=4

iv. A+(-A)=0

V. r+s)A=rA+sA

Vi. (rs)A =r(sA)

vii. r(A+B)=rA+7rB
viii. 1A=A

1....viil. aksiyomlarin sagliyorsa V kiimesine vektor uzay1 denir.

Tamm 2.2 (Grup): G bostan farkli bir kiime ve A,B,C € G i¢in asagidaki aksiyomlar
saglaniyorsa (G,*) gruptur.

i. AxBeG
ii. (A*B)*xC=Ax*(B=x*()
iii. Axe=exA=A
iv. AxAT1=A4"1xA=¢e
Eger bir grup A*B=B+A aksiyomunu da sagliyorsa bu gruba abelyan (degismeli) grup
denir. (Callialp, 2001: 65)

Tamm 2.3 (Halka) : H bostan fakli bir kiime ve A, B,C € H olmak tizere;

I. (H,*) Degismeli grup
ii. A.B € H (kapalilik 6zelligi)
iii. A.(B.C) = (A.B).C (birlesme 6zelligi)
iv. A.(B*C)=(A.B)*(A.C)
(BxC).A=(B.A) * (C.A) (.) isleminin(*) islemi {izerine sagdan ve soldan dagilma
Ozelligiaksiyomlar1 saglaniyorsa (H,*,.) halkadir (Hacisalihoglu, vb., 1989: 97).



Tamm 2.4 (Cisim): F bostan farkli bir kiime olmak tizere;

i. (F,+) degismeli grup
ii. (F/{0},.) degismeli grup
iii. .’nin + tizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi

aksiyomlar1 saglaniyorsa (F, +,.) cisimdir (Hacisalihoglu vb., 1989: 101).

Tamm 2.5 (Lineer Fonksiyonel): R reel sayilar cismi iizerinde n-boyutlu bir vektor

uzay1 V olsun bir A:V-R fonksiyonu V x,y € V, V a,b € R i¢in
A(ax + by) = aA(x) + bA(y)
kuralina uyuyorsa A ya bir lineer fonksiyonel denir. (Hacisalihoglu, 1996: 465)
Tamm 2.6(Hom(V,F)): bir F cismi tizerinde sonlu boyutlu V vektor uzay1 i¢in
LV —>F
seklindeki lineer doniisiimlerin kiimesine denir. (Hacisalihoglu, 1982: 275)

Tamm 2.7(Dual Vektor Uzayi) : R cismi iizerinde bir vektor uzayr V olsun. Hom(V,R)
vektor uzayma V’nin dual uzayr denir. V* biciminde gosterilir. boyR=1 oldugundan

boyV=boyV* oldugu agiktir. (Hacisalihoglu, 1980: 9)
Tanmim 2.8 (Metrik) : M bir vektor uzay1
d:MxM — R
tanmiml fonksiyon agagidaki sartlar sagliyorsa d fonksiyonuna M iizerinde bir metrik denir.
Vx,y € M igin

i. d(x,y)=0
ii. dix,y)=0=>x=y

iii. d(x,y) =d(y,x)
iv. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) Vz € M (Hacisalihoglu, 1983: 6)

Tamm 2.9 (Oklid Metrigi) :d: E"xE™ - R

(x,y) = d(x,y) = lIxyll =




olarak tanimlanan d fonksiyonu E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu denir (Hacisalihoglu,

1983: 6)

Tanim 2.10 (Topoloji) : X bir kiime olsun. X’in alt kiimelerinin bir koleksiyonu 7 olsun t

koleksiyonunun asagidaki énermeleri dogruysa X iizerinde bir topoloji adin alir.

i. X,0€er
ii VAI'AZ ET :>A1 nAz ET
iii. Aj €71 ,i €1 U A; € T (Hacisalihoglu, 1983: 11-12)
Tamm 2.11 (Topolojik Uzay) : Bir X kiimesi ve iizerinde bir 7 topolojisinden olusan

(X, 7) ikilisine bir topolojik uzay denir (Hacisalihoglu, 1983: 12)

Tanim 2.12 (Hausdorff Uzay1) : X bir topolojik uzay olsun. X’in P ve S gibi farkli
noktalar i¢in X de sirasi ile P ve S noktalarini igine alan A,,A; agik alt kiimeleri A, N A= @
olacak bigimde bulunabilirse X topolojik uzayia bir Hausdorff uzay denir (Hacisalihoglu, 1983:
14)

Tamm 2.13 (Homeomorfizm) : X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir
f:X-Y

fonksiyonu siirekli ise ve f~! tersi var f~! de siirekli ise f'ye X den Y’ye bir

homeomorfizm(topolojik doniisiim) denir. (Hacisalihoglu, 1983: 13)

Tamm 2.14 (Topolojik n-manifold) : M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki

onermeler dogru ise M bir n-boyutlu topolojik manifolddur denir.

i. M bir Hausdorff uzayidir.
ii. M’nin her bir agik alt kiimesi E™ e veya E™ in bir ac¢ik alt kiimesine
homeomorftur.
iii. M sayilabilir ¢oklukta agik kiimeler ile ortiilebilir (Hacisalihoglu, 1983: 14-15).

Tamm2.15 (C*Manifold) :E™ de bir agik alt kiime U olmak iizere;
f:U->R

fonksiyonunun k. mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli ise f fonksiyonuna C¥*

sinifindan diferansiyellenebilirdir denir. Ozel olarak f sadece siirekli ise C° sinifindandir denir.
C*(U,R) ={f | f:U > Rve f C* stifindandir.}

C®(U,R)={f | f € C*¥(U,R),k € N}



gosterimleri kullanilir.
E™ in iki agik alt kiimesi U ve V olsun. Bir W:U—Vfonksiyonu

i. Y e ck,Vv)
. YLV > Uvarve Wt e Ck(V,U)
onermelerini saglyor ise ¥ ye C¥ sinifindan bir diffeomorfizm ve U ile V’ye de k. dereceden

diffeomorfiktirler denir.

M bir topolojik n-manifold olsun. M iizerinde C* sinifindan bir diferansiyellenebilir yapi

tanimlanabilirse M’ye C* simfindan diferansiyellenebilir manifold denir.

Tamm 2.16 (Koordinat Komsulugu (Harita)) : M bir n-boyutlu topolojik manifold ve
U da M’nin bir agik alt kiimesi olsun. Eger U bir ¥ homeomorfizmi ile E™ nin bir W agik alt

kiimesine eslenebiliyorsa

homeomorfizm
Y. —— W cE"

, 1kilisine € bir koordinat komsulu, enir. P € U 1¢in € ir. Ve
(U, W) ikilisine M de bir koordinat komsulugu denir. p € U igin W(p) € E™dir. V

¥(p) = (x1(p), x2(p), -, xn(P)) x;i(p) ER 1< i<nm

olur. Burada x;(p) reel sayisina W(p) noktasinin i. koordinati ve x;:U—-R fonksiyonuna da

koordinat fonksiyonu denir.
Y fonksiyonu bir homeomorfizm oldugundan siireklidir ve dolayisiyla
x;:U >R, 1<i<n
fonksiyonlar1 da stireklidirler.
Hatta W birebir oldugundan iki p,q € U noktalari igin
x(p)=x(q) 1<sisn=p=gq

dur. Bu demektir ki p € U noktasi1 (x4 (p), x5 (p), ..., Xy (p)) reel sayisi ile belirlidir. Bunun igin
x1(p), x2(p), ..., Xn (p) reel sayilarina peU noktasinin (U, W) koordinat komsuluguna gore lokal
koordinatlar1 denir. Ve U {izerinde tanimli olan (X1, X5, ..., X, ) reel degerli fonksiyon n’lisine de
(U, W) tizerindeki lokal koordinat sistemi denir. Demek oluyor ki bir peU noktasinin (U, ¥) ya
gore olan U daki lokal koordinatlart W(p) € E™ noktasinin E™ deki koordinatlarina esittirler.

Burada yerel(lokal) sifatin1 kullanmaktaki amag¢ koordinatlarin M de sadece U pargasi iizerinde



tanimladiklarini ifade etmektir. M bir n-boyutlu topolojik manifold oldugundan M’yi E™ deki U,
agik ciimleleri bir {U,} ailesiyle ortiilebilir (Hacisalihoglu, 1980: 74-75).

Tamm 2.17 (Koordinat Komsulugu Sistemi (Atlas)): M bir n-boyutlu topolojik
manifold ve M’nin bir agik ortiisti {U, } olsun. U,, acik kiimelerinin a indislerinin kiimesi A olmak

tizere {U,} ortiisti i¢in {U,}, @ € A yazilsin. E™ de U, ’ya homeomorf olan bir agik kiime E,Vve

homeomorfizm

YU, ——E,

olsun. Koordinat komsuluklarinin
{(We, Uad}aen
koleksiyonuna bir koordinat komsulugu sistemi (atlas) denir (Hacisalihoglu, 1980: 75).
Tamm 2.18 (Diferansiyellenebilir Yapr) : M bir n-boyutlu topolojik manifold ve
S ={(Ua, Ye)}aea

de M’nin bir atlas1 olsun. Eger S atlasi asagidaki 6zellige sahip ise S’ye C” (r<1) smifindandir

denir.
Uq, N Ug # @ olmak lizere Va, f € A igin
Bap = YaoWp ' Ws(Uy N Upg) = Wo(Uy N Up)
ve
Bpo = WgoWa: Wo(Uy NUp) = Wp(U, N Up)

fonksiyonlar1 C” sinifindandir. Eger S atlas1 M tizerinde bir C” sinifindan ise S’ye M iizerinde bir

C" smifindan diferansiyellenebilir yap1 denir. (Hacisalihoglu, 1980: 78)

Tanmim 2.19 (Diferansiyellenebilir Manifold) : M bir n-boyutlu topolojik manifold ve
M’nin S atlast C” sinifindan olsun. O zaman M’ye bir n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold
denir (Hacisalihoglu, 1980: 79).

Tanmim 2.20 (Diferansiyellenebilir Egriler) : E de bir agik aralik I = (a,b) olsun. E’nin

kendisi bir 1-manifold ve I = (a, b) de E nin bir agik alt manifoldudur. Bir

Y. =(ab)- M



diferansiyellenebilir doniigiimiine M’nin I = (a,b) lizerinde tanimli olan bir diferansiyellenebilir

egrisi denir.

I’nin bir noktasi t, € (a,b) ve ¥(t,) € M’nin bir komsulugunda M nin bir lokal koordinat

sistemi (x4, ..., x,,) olsun.
Wrox)() =¥ (t)1<i<n Vte(ab)
olarak tanimlanirsa
W] >R
fonksiyonlar1 t; € I in bir komsulugunda C* smifindan olurlar. O zaman n-boyutlu olan

dqu , dqgllt
(dt 07y dt 0)

vektoriine W egrisi i¢in W(t,) noktasindaki bir tanjant vektor denir.

Tamim 2.21 (Tanjant Vektor): E™ in bir P noktasindaki tanjant vektorii E™ in biri P olan

iki noktasindan meydana gelir. Bu vektoriin vektor kismi V ve baslangi¢ noktas1 P’dir. Boylece

bir vektorii VP) ile gosterelim. V_p) tanjant vektorii P noktasindan P+V noktasina uzanan bir

vektordiir (Hacisalihoglu, 1980: 94).

Tamm 2.22 (Tanjant Uzay):P € E™ olsun. Baglangi¢ noktalar1 P olan biitiin tanjant

vektorlerin kiimesine E™ in P deki tanjant uzay1 denir. Ve Tgn(P) ile gosterilir (Hacisalihoglu,

1980: 94).

Tamm 2.23 (Vektor Alanlar1 ve Vektor Alanlarmin Uzaylar): (a,b) € R bir agik

aralik ve M bir manifold olsun. Bir
a:(a,b) > M

egrisi boyunca bir X vektor alani dyle bir

x:@b) =~ | JTm(®
tej

donisiimiidiir. Ki bu doniisiim i¢in

o0zdeslik
nox =1I:(a,b) —— (a, b)



olacak sekilde bir izdiisiim fonksiyonu var. E™ deki bir komsuluk V olsun. Bir P € V noktasindaki

tanjant uzay Ty (P) olsun. V’nin P noktalari lizerindeki tanjant uzaylarinin birlesimi

gw = @
pEV
ile gosterilir.
Bir m: J(v) -V doniigimi Vt_p’e Ty(P) tanjant vektorii igin n(t_p)) =P seklinde

tanimlansin. P noktasina t_p) tanjant vektoriiniin baglangi¢ noktasi denir.
V c E™ iizerindeki bir vektor alani
x: V- Jw)
seklinde bir fonksiyondur. Oyle ki
mox =1:V >V

dontisimii bir 6zdeslik fonksiyonudur. Bu tanima gore E™ de bir U vektor alani dyle bir
fonksiyondur ki bu fonksiyon E™ in her bir P noktasina P de E™ in bir Fp) tanjant vektoriine

karsilik getirir.

Genel bir ifade ile bir vektor alani biiyiik bir ok koleksiyonu olup E™ in her noktasinda
bir oka sahiptir. Vektor alanlarinin tabi bir cebiri vardir. Tipki reel degerli iki f,g fonksiyonunun
her noktadaki degerlerini toplamak gibi X ve Y vektor alanlarin1 da nokta nokta toplanabilir. Vp €
E™ noktasinda X ve Y degerleri olan ﬁ, ?P) ayni bir Tgn(P) tanjant uzay1 i¢inde olduklarindan
bunlarda toplanabilir. Netice olarak X ve Y vektor alanlart nokta-nokta toplanabilir. X ve Y’nin

toplami da bir vektor alanidir. Bu
X+V)(P)=XP)+Y(P) =Xp +Yp

seklinde ifade edilir. Bu sema tekrarlanabilir. Bu prensibe nokta-nokta prensibi denir. Bu prensibi
Tgn(P) tanjant uzay: iizerinde skaler ile ¢arpma operasyonuna da genisletilebilir. Eger f, E™

izerinde reel degerli bir fonksiyon ve X de bir vektor alan1 ise 0 zaman f’nin X ile soldan ¢arpim

X
(FX)(P) = f(P)X(P) = f(P)Xp, VP € E™, X(P) = X},

seklinde bir vektor alani olarak tanimlanir. Yukarida tanimlanan + ve skaler ile carpma islemine

gore E™ tizerindeki biitiin vektor alanlarinin kiimesi
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X={x|x:E" > U Tgn(P),mox = I,: U Tgn(P) » E™
pPEE™ pPEEM

da R iizerinde bir vektor uzayidir. Bu X vektor uzayma E™ tizerindeki vektor alanlarinin uzay1

denir (Hacisalihoglu, 1980: 95-97).

Tammm 2.24 (r. Dereceden Tensor): VixVox...xl,. den R ye bitiin r-lineer

fonksiyonlarin kiimesi L(V;, V5, ..., V,: R) ile gosterilsin.
Bu kiimede toplama ve skaler ile ¢garpma islemleri sirasiyla;
V(ug, Uy, ., Uy) € VixVox . xVeveV fi, fo € LV, Vs, ..., Vi R) icin
(fi + ) (g, ug, o uy) = f1(ug, Ug, oo ) + fo(ug, Uy, o Uy)
veVAER,Vf € L(V;,V,, ...,V R)
icin (Af)(uq, uy, oo, Uy) = Af (Uqg, Uy, ..., Uyr)

bi¢ciminde tanimlanirsa bu kiime bu iki isleme gore R {izerinde bir vektdr uzayi olur. Bu vektor

uzayma Vi, V5, ..., ;" dual vektor uzaylarinin tensor ¢arpimi denir. Ve
LV, Vy, ., Vit R) = ViV ® ... QV*

ile gosterilir. V7'V, ® ... ®V," tensér uzaymin her bir elemanina r. dereceden tensor denir

(Saglamer, 1995).

Tamim 2.25 (Kovaryant Tensér): r. dereceden bir tensor bir r-lineer fonksiyondur. Ozel

olarak
Vi=V, ==V

ise V'QV*® ... ®QV* uzayma bir kovaryant tensor uzayi ve bu uzayin her bir elemanina da r.
dereceden bir kovaryant tensor veya kovaryant r-tensor denir. V*@QV*® ... QV™* uzay: kisaca
T" (V) ve @V ile gosterilir (Saglamer, 1995).

Tamm 2.26 (Kontravaryant Tensor): V vektor uzayinin dual uzayr V* olsun. V*

iizerinde s-lineer fonksiyonlarin vektor uzayi kontravaryant tensor uzay1 olarak adlandirilir.
LWV, Vy, o,V R) =VQV ...QV = @V =T,(V")

ile gosterilir.
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Bu uzayin elemanlarina s. dereceden Kontravaryant tensorler denir (Saglamer, 1995).

Tanim 2.27 (Karisik Tensor): Reel sayilar cismi lizerinde tanimli n-boyutlu bir vektor

uzay1 V ve bunun dual uzay1 V* olsun.

LWVTV*:R) = {f | f: VT X V™S

(r+s)-lineer
E—

kiimesi toplama ve skaler ile ¢arpma islemine gore bir vektor uzayidir. Buna r. dereceden
kovaryant ve s. dereceden kontravaryant tensor uzayi veya (r,s)- tipinde karisik tensor uzayi denir.

Bu uzayin elemanlarina (r,s)- tipinde tensor veya (t,s)- tipinde karisik tensor ad1 verilir.
Bu uzay
T"(VRT(V*) = Q" (V)®®* (V)
veya TJ (v) bigiminde gosterilir. Literatiirde bazen Ty (v) yerine Vi de kullanilir. Bu uzaymn
elemanlarina (Z) tipinde tensorler de denir.
TE(WV) = V{ yerine T (V) = V", ve T2 (V) = V.0 yerine T, (V) = V; de yazilur.
Buna gére V =TY(V) =V ve V* = T;(V) = V; de alinabilir.

Ozel olarak T{(V) =V = R aliirsa su haliyle skaler de bir tensdr olur. Sifirinct

mertebeden bir tensordiir (Saglamer, 1995).

Tamim 2.28 (Riemann Metrigi): M bir manifold olsun. Eger M iizerinde bir PEM

noktast igin
9:M = L(Ty(P)xTn (P), R)
P = gp: Tn(P)xTn(P) = R

seklinde simetrik, pozitif tanimli bir bilineer form tanimlanmis ise g’ye M de Riemann metrigi

denir.

Eger bir M manifoldunun V P € M noktasinin bir U komsulugu tizerinde g formu C"
smifindan ise g Riemann metrigine C” sinifindandir denir. Literatiirde daha ¢ok C*sinifindan
Riemann metrigi ile ilgilenilmektedir. Bu nedenle C* sinifindan Riemann metrik yerine sadece

Riemann metrigi denir.

Bir Riemann metrigi verildiginde bir VP) € T,,(P) tanjant vektoriiniin boyu
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n
—_— —s 2 —> —_—
(7o) = Vel = > gy (P 1P(V7)d |P(V7)
ij=1

olarak tanimlanir. Eger VP)’nin {x;} koordinat sistemine gore bilesenleri (vy, ..., 1,) ise
n
_— —> —s 2
3 (T 70) = Vel = . gyPviy,
ij=1
olur. Dolayisiyla Riemann metrigi
n
dSZ = 2 gijdxidxj
ij=1

notasyonu ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1980: 140).

Tamm 2.29 (Riemann Manifoldu): Bir M manifoldu iizerinde bir g Riemann metrigi

tanimlanmis ise bu (M,g) ikilisine Riemann Manifoldu denir (Hacisalihoglu, 1980: 140).

Tamm 2.30 (Yari-Riemann Manifold): M bir € *manifold olsun. M iizerinde vektor
alanlarinin kiimesi X(M) ve reel degerli C* fonksiyonlarinin halkas1 da €*(M,R) olmak {izere

diferansiyellenebilir
<,>: X(M)xX(M) » C*(M,R)
fonksiyonu

i. 2-lineer
ii. Simetrik

iii. VxeXM)igin<x,y>=0=y =0 € X(M) (non-dejenere)

ozelliklerini sagliyor ise M’ye bir Yari-Riemann Manifold denir. (Saglamer, 1995)

Tamm 2.31 (indirgenmis Metrik Tensor): M bir Yari-Riemann manifold ve M’nin k-
boyutlu bir alt manifoldu M olsun. M’nin <, > metrik tensériiniin X(M)’ye kisitlanmasiyla elde
edilen metrik tensore indirgenmis metrik tensor denir. Ve M’ya da indirgenmis metrik tensor

altinda Yari-Riemann manifold denir (Saglamer, 1995).

Tamm 2.32 (Riemann-Christoffel Egrilik Tensorii): M bir Yar1 Riemann manifoldu

olsun.

K: X(M)xX(M)xX(M) > C®(M, R)
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(x,y,z,w) > K(x,y,z,w) = {x,R(z,w)y)

olarak tanimlanan 4. dereceden kovaryant tensére(K € T,°(X(M)) , M iizerinde Riemann-

Christoffel egrilik tensorii denir. Burada
R(z,w)y = DzDyY — Dy DY — DizyY
da Riemann Egrilik tensoriidiir.
Tamm 2.33 (Jacobi Ozdesiligi): [X,[Y,Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0

Tamm 2.34 (Riemann Yapi): M bir C*manifold olsun. M {izerindeki bir Pseudo-

Riemann yapi (Yar1 Riemann yapi)

) 9(xy) =g, x),Vx,y € X(M)
if) VP c M noktasinda Vy, € T,,(P) icin g(xp, yp) = 0 olmasi x,, = 0 olmasin
gerektirir.

aksiyomlarii saglayan (0,2) tipindeki bir
9: T (P)xTy(P) > R
tensoriine denir. g, tensorii V P € M noktasinda pozitif tanimli ise yani

9p(xp,¥p) >0 & x, = 0ve g,(xp,¥p) =0 x, =0
ise g, "ye bir Riemann yap1 denir.(Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003: 79)
Tanim 2.35 (1. Bianchi Ozdeslikleri)

i) R(X,Y)Z+R(Y,X)Z=0

i) RX,Y)Z + R(Y,X)Z + R(Z,X)Y =0

i) g(RX,Y)Z, W) + g(R(X,Y)W,Z) = 0

iv)g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y)(Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003: 82).
Tanmim 2.36 (Simetrizor): X,Y,Z herhangi vektor alanlar1 olmak iizere bir f(X,Y,Z)

fonksiyonu i¢in
SFXY,D)=fXY,2)+fZXYV)+ [, Z2,X)
olarak tanimlanan S operatoriine simetrizor denir. (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003: 82)

Tamm 2.37 (2. Bianchi Ozdesligi): (M,g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve R de M

tizerinde D Levi-Civita koneksiyonuna gére Riemann tensorii olmak iizere VX,Y,Z € X(M) i¢in
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(DxR)(Y,Z) + (DR)(X,Y) + DyR(Z,X) =0
S{(DXR)(Y,Z)} =0
olur (Hacisalihoglu ve Ekmekei, 2003: 84).
Tamim 2.38 (Laplacian): Oklid uzay1 E™ klasik Laplacian
c=E™R) LS x(5m) B ¢ (Bn, R

f = gradf - div(gradf)

diviaradr = S
iv(gradf =4 16xl- ox,
=
n
a%f
Af =
f axiz
i=1

olarak tanimlanir. Ve Af ile gosterilir. Af € C*(E™R) fonksiyonuna f’nin Laplaciani denir.

Laplacianin bu taniminin genellemesiyle elde edilen esas tanimi
Af =gYD%,5f .  f€C®(E™R)
olarak alinabilir (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003: 94).

Tamm 2.39 (Kesik Egriligi): M bir n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M’nin bir P
noktasindaki Ty, (P) tanjant uzaymin 2-boyutlu bir alt uzay1 P olsun P’yi geren birim vektorler

Xp, Yp olsun. Yani P= Sp{Xp, Yp} olsun. O zaman M tizerindeki egrilik tensorii R olduguna gore
R(XPJ YP! YP: XP)

degerine M nin p noktasinda P diizlemine gore Kesik Egriligi denir. (Hacisalihoglu ve Ekmekei,

2003: 97)

Tamim 2.40 (Gauss Egriligi): R tensorii simetrik ve antisimetrik oldugundan bu egriligin
degeri sadece P alt uzayina baghdir. Yani P’yi geren Xp,Yp birim vektorlerine bagh degildir.
M’nin metrigi g ve {Xp, Yp} iizerine kurulabilen paralelkenarin alani || Xp, Yp|| olmak tizere M nin

p noktasina P diizlemine gore Gauss Egriligi K(P) ise

g(R(Xp, Yp)Yp, Xp)
I Xp, Ypll2

K(P) =

olur. (Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003: 97)
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Tanmim 2.41 (Ricci Egriligi): M bir Riemann n-manifoldu olsun. M’nin bir P noktasi ile
bu noktadaki bir Xp tanjant vektorii verilmis olsun. T,,(P)’nin Xp yi ihtiva eden biitiin 2-boyutlu
alt uzaylarina gore kesik egriliginin toplami1 M’nin P noktasinda Xp dogrultusundaki Ricci
Egriligi olarak adlandirilir. Bu egriligin hesaplanmasi igin Ty, (P)’nin bir {e;} ortanormal bazi

segilir. O zaman P= Sp{x, e;} olmak iizere P;’ye gore olan kesik egriligi
R(ei' X, X, ei) = g(R (ei: X)X', ei)

olmak tizere M’nin P noktasinda Xp dogrultusundaki g(x) Ricci Egriligi

n
90) = ) R(ex,x,€)
i=1

veya X = x*e;, olmak iizere
n
g(x) = x*x" Z R(e; ey, er,€;)
i=1

g(x) = gprxx”

olarak hesaplamir. Burada g;;’ler Ricci tensoriiniin bilegenleridir (Hacisalihoglu ve Ekmekei,

2003: 97-98).

Tanim 2.42 (Skaler Egrilik): M bir Riemann n-manifold olsun. M nin bir P noktasindaki
Skaler Egriligi; T,,, (P)’nin biitiin 2-boyutlu alt uzaylarina gére olan kesik egriliklerinin toplamina

denir. Ve

n

T(P) = z R(ei,ej,ej,ei)

i#j=1
ile hesaplanir. (Hacisalihoglu ve Ekmekei, 2003: 98)

Tanim 2.43 (Ricci Ozdesligi):

=1

n
hp = {Z al'Rlp(xiJ yi)lxiryl' € Tm(P)rai ER

ciimlesi tanimlansin. 1. Bianchi Ozdesliginden hy, (T;,(P), glp) tanjant Oklid uzaymnda
antisimetrik endomorfizmlerin lineer ctimlesidir. Bu ciimle R|p(X,Y) bigimindeki tensorler

tarafindan gerilir. V X,Y,U,VE T, (P) i¢in Ricci Ozdesligi;
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[RIp(U,V),RIp(X,Y)] = RIp(U,V)oR|p(X,Y) — RIp(X,Y)oR|p(U,V)
= Rlp(Rlp(U,V)X,Y) + R|p(X,R|p(U,V)Y)

Bu 6zdeslikle tanimlanan [ , | operatérii h,, antisimetrik uzaymm bir Lie cebiri yapar

(Hacisalihoglu ve Ekmekgi, 2003: 98).

Tanmmm 2.44 (Ricci Tensorii): (M,g) bir n-boyutlu Riemann manifoldu ve

{x1, %5, ..., X, } X(M)’in bir baz1 olsun.

S:X(M) - X(M)
x> S(x)=— ) R(X;,X)X;
2

bigiminde tanimlanan S operatoriine M’nin Ricci operatorii denir. S yardimi ile M’nin Ric veya

S ile gosterilen Ricci Egrilik Tensorii

Ric: X(M)xX (M) - C*(M, R)

n
(X,¥) = SLY) = Ric(X, ) = g(SC0,Y) = =g} R, X)X, Y)
i=1
olarak tanimlanan bir (0,2) tensoriidiir. Ricci egrilik tensoriiniin bir P € M noktasindaki degeri

hesaplanirsa

Ric(Xp,Yp) = g(g(XP)' YP) = _g(z R(X;lp, Xp)Xilp, Yp)

i=1
n
= = ) RCKlp, Xp)g (Xilp, Yp)
i=1

olur. Eger {x;,x5,...,x,} ortanormal baz ise g(X;|p,Yp) degeri Yp’nin X;|p lizerindeki dik
izdiistimiiniin uzunlugudur. Buna gére X;|p ,1 <i < n’ler tizerindeki Yp 'nin dik izdiigiimlerinin
R(X;|p, Yp) katlarinin toplami olarak P deki Ricci Egriligi elde edilmis olur. (Hacisalihoglu ve
Ekmekgi, 2003: 155).
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3. RIEMANN GEOMETRI

Bu boliimde Can Giirses’in Einstein’in Ozel-Genel Gorelilik Kuramlar1 yazi dizisi
baslikli calismasindan yola c¢ikilmistir ve Matematiksel ayrintiya girmeden konunun

Ozetlenmesine 6zen gosterilmistir.

Einstein gorelilik kavrami {izerine diisiinmeye Aaron Bernstein’in “Doga Bilimleri
Uzerine Popiiler Kitaplar” serisinden esinlenerek baslamustir. Bu kitaplarin birinde, bir 1s1k
huzmesinin {izerine oturuldugunun hayal edildigi diisiinsel deney onu etkiler ve bunun nasil bir
sey olabilecegini diisiinmeye baslamasi daha sonraki yillarda bilim ve insanlik tarihindeki en

onemli gelismelerden birini gergeklestirmesine neden olur.

Einstein ¢ok temel iki kabul ile baslar; Birincisi, Fizik yasalar1 her eylemsiz gézlem
cercevesinde ayni ¢ahisir. Bu su sekilde aciklanabilir. Uzerinde net kuvvet olmayan yani
ivmelenmeyen her ortamda fizik yasalar1 aymdir. Ornegin; Otururken yere diisen elma yiizlerce
km/saat sabit hizla havada giden ugakta da diisse aym sekilde yere diiser. Ikincisi, Isik hiz1 her
eylemsiz referans noktasi i¢in ayn1 ve sabit degere sahiptir(c=300bin km/saat). Bu da su sekilde
aciklanabilir. Ister ¢ok hizli giden bir uzay aracinda ister hareketsiz bir zeminde &l¢iim yapilsin

151k hiz1 evrensel bir sabittir.

Bu bir 6rnek ile soyle agiklanabilir. Bir A olayr diisiliniilsiin. A olay1r (X1,y1,21,t1)
koordinatlar1 ile tamimlansin(uzay koordinatlar1 ve zaman). Bu A olay1 sabit duran bir O
ortaminda gergeklessin. Yine bu O ortaminda bagka bir olay B olsun. B olay1 (x2,y2,22,t2)
koordinatlar ile temsil edilsin. A noktasindan B noktasina bir 151k yollandig: diisiiniilsiin. Bu yolla

iki olay arasindaki mesafe basit sekilde; iki noktanin koordinatlarinin farkinin biiytkligii

V&1 = %)% + (71 — ¥2)2+(21 — 2,)? (3.1)
olur. Ayn1 zamanda A dan B’ye gonderilen 15181 alacagi mesafe
c(t—t") (3.2)

seklinde bulunur. Buradan

V1 = x)2 4+ — ¥2)+ (21 — 25)% = c(ty — t,)
c2(ty — )% — (01 — x2)°— (V1 — ¥2)°—(21 —22)* = 0 (3.33)

elde edilir.
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Simdi duragan O ortamindan farkli O’ ortamu diigiiniiliirse bu O’ ortami O’ya gore x-
ekseninde V hiz1 ile hareket ediyor olsun. Ayni deney farkli iki olay arasinda yapilirsa ve yine

aralarindaki mesafe olciiliirse bu defa farkli bir koordinat sisteminde benzer denklem elde edilir.

Aty —t')* = (X' —x')* =1 — Y’Z)Z—(Z'1 —-z'5)?=0 (3.3b)

Sekil 3.1. O ortami ve O’ya gore x-ekseninde V hizi ile hareket eden O’ ortamu iizerinde ayni
deneyin farkli iki olay arasinda yapilmasinin gosterimi.

Bu soyle dzetlenebilir; iki farkli ortamda olan olaylar arasindaki mesafeyi Slgen iki

denklem olan (3.3a) ve (3.3b ) denklemleri birbirine esitlenirse
Aty —t')* = (X1 —x')* =1 — }"2)2—(2'1 —z'5)?
= c2(t; — t)* — (%1 — %2)* = (1 — ¥2)*—(21 — 2)? (34)

elde edilir. O'; O ya gore v hiziyla ve x-ekseni yoniinde ilerlemektedir. Matematiksel hesap
yapmadan bu esitlikte y ve z koordinatlar1 gormezden gelinebilir(sifira esitlenip). Ek olarak, A

olay1 orijine yani (0,0,0,0) noktasina alinirsa denklem

c?t? —x? = ("%t — x'? (3.5)

olur. Bu denklemin ¢6ziimii
x=x"cosh¥ +ct'sinh¥ (3.6)
ct =x"sinh¥ + ct' cosh¥ (3.7)

olur. Bu iki denklemden x ve t hesaplanirsa
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X +vt/
X = (3.8)
172
1=z
t’ +Clzx/
t = —<— (3.9)

2
v
1_C_2

olur. Bdylece bir diisiince deneyinden yola ¢ikarak, biri digerinden sabit v hiziyla uzaklasan iki
ortamdaki olaylarm koordinatlar1 arasindaki iliski bulunabilmistir. Ustelik ikisi arasindaki iligki

bir 151k hizina baglhdir.

Yukarida x ve t’yi veren denklemlerde v ¢ok kiiciik alinirsa 11k hizina orani ¢ok kiiciik

olur. Bu durumda denklem
x=x"+vt', t=1t (3.10)

olarak elde edilir. Kuantum fizigi, nasil ¢ok kiigiik boyutlarda Newton fiziginden farkli bir diinya
oldugunu gosteriyorsa Ozel Relavite de, 151k hizina yakin hizlarda Newton fiziginin degistigini
gostermektedir. Goreceli hizlar kiigiikse sorun yoktur. Isik hizina yakin hizlarda ise durum

degisir. Sonug olarak;

1. Gorece hiz 151k hizina yaklastiginda mesafeler daralmaktadir.

2. Gorece hiz 151k hizina yaklastiginda zaman yavaslamaktadir.

Anlasilmas1 daha kolay olsun diye buna soyle bir drnek verilebilir; GPS sistemlerinin
tamami, ydriingedeki uydularin diinyanin ¢evresinde ¢ok hizli donmesinden kaynakli

yasanan(gok ufakta olsa) zaman kaymasi hesap edilerek tasarlanmaktadir.

Ya da su 6rnek secilebilir; meshur E = mc? denklemi

dv _  d’x

F=ma=m—=m—
dt dt?

(3.12)

bagintisinda az 6nce x ve t i¢in bulunan bagintilar1 kullanarak elde edilebilir. Buradaki soru sudur.

Goreceli hiz sabit degilse ne olacaktir?

Tam bu noktada Twin Paradoksundan bahsedilirse, paradoks sOyledir: ikiz kardesler
diistiniilsiin. Bu kardeslerden biri rokete atlayip uzayda yolculuga ¢ikip 30 yil sonra geri donsiin
digeri diinyada kalsin. ikiz kardesi ile tekrar karsilastiginda uzaydaki kardes 26 yil yaslanirken

diinyadaki kardesin 30 y1l yaslandig1 goriiliir. Bu durum nasil meydana gelmistir?
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Burada Diinyadaki kardes rokettekini sabit hizla uzaklagirken, roketteki kardes de
diinyadakini sabit hizla uzaklasirken goriiyor. Birbirlerinin ortamlar1 hakkinda algilar1 goriiniiste
ayni iken rokettekinin daha gen¢ donmesinin sebebi, uzay yolculugu yapan kardesin tam geri
donme sirasinda sabit hizli ortam 6zelligini kaybedip ivmelenmesidir. Tam bu doniis anindaki

ivmenin yagandig1 esnada diinyadaki kardes 4 yil yaslanmistir.

Bu bilgiler 1s131nda Ozel Goreliligin temel prensipleri hakkinda bilgi sahibi olunabilir.

Einstein’in Genel Gorelilik kuraminda karsilasilan Einstein Alan denklemi asagidaki gibidir:

1 816G
Ry = SR + My =~ Ty (3.12)

Bu kisimda Finstein Alan denklemlerinde gecen; Metrik Tensor, Ricci Tensor, Ricci

sabiti, Christoffel Sembolii gibi matematiksel terimler incelenmistir. Konu ile alakali oldugu i¢in

Fizikdeki Stress-Enerji Tensoriinden de kisaca bahsedilmistir.

(3.12) denklemin sag tarafi Stress-Enerji Tensori (T,,,), G Newton’un yergekimi sabiti
ve ¢ 151k hizini igermektedir. Ve sol tarafinda ise Metrik Tensor (g,,,), Ricci Tensor(R,,,), Ricci

sabiti(R) yani Tensor kavrami vardir. Bu konudan Riemann geometri konu bagligi altinda
bahsedilmesinin nedeni Riemann’in manifold kavrami tanimlamas: ile Oklid dis1 geometrilerin

varligini bulmasi, Tensér ve Metrik Tensorii tanimlamasidir.
Oncelikle Stres-Enerji tensorii su sekilde agiklanabilir:

Diiz bir zemin iizerinde iki nokta arasindaki en kisa mesafeyi veren rota, o iki noktanin
birlestirilmesi ile olusan dogrudur. Yalmz zemin kiire veya bagka bir yap1 olabilir. Genel olarak
herhangi bir geometrik yap1 iizerinde iki nokta arasindaki en kisa mesafeyi veren egriye jeodezik

denmektedir. Bu geometrik yap1 bir kiire olsun. Kiire iizerinde iki noktay1 birlestiren en kisa yol;

. - g o odx™ L . -
bu noktalar birlestiren egriye teget olan dogru igin % tiirevinin sifira esitlenmesidir.

dx™
V=0 (3.13)
e 4r=0 (3.14)

dZ m
d—i‘z =T (3.15)

(3.15)’de sol taraf ivme; yani F=ma formiiliinden Cristoffel Sembolii I'~F dir. Ozetle Cristoffel
sembolii denilen matematiksel kavramin kuvvetle dogrudan bir iliskisi vardir. Cristoffel sembolii;

tiirevin farkli geometrilerdeki (uzaylardaki) karsiliginda gelen ekstra diizeltme terimi iken burada
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kuvvet ile dogrudan esit oldugu bulunmustur. Tiirev yiizeyin egimini hesaplar yani bir anlamda;
her hangi bir geometrideki egim hesabinin normal kartezyen uzaya gore olandan farkli (ekstra)
kismini veren terimin (Cristoffel semboliiniin) aslinda kuvvet terimi oldugu goriilmiistiir. Bu bir

anlamda geometrinin getirdigi yiizey gerilimi olarak diisiiniilebilir.

Aslinda Christoffel semboliiniin agik hali

dc db bc
r=2g% (5 + 280 4+ 20 (3.16)

2 oxb axb x4
seklindedir. Tamamen yavas hareketler incelenirse genel gorelilik, Newton mekanigine yaklasir.

Metrik Tensor olan g terimi bir sabite doniisiir. g’nin tek 6nemli terimi zaman terimi olur. Buradan

r=12%2_p (3.17)

T2 ax

dir. Yine temel fizik derslerinden her kuvvetin bir P potansiyelden dogdugu hatirlanirsa.

oP _
ax

F= —vpP (3.18)

dir. Yani g®°=2V+sabit olur. Yine temel fizikten iki kiitle arasindaki temel ¢ekimi veren kuvvet

Gmimz gy

GMm
ve Fg=—_2

r2

formili F= —

d

@
Sekil 3.2. my, m, ve aralarindaki mesafenin gosterimi.

Burada m birim kiitle yani 1 alinirsa; m’nin M etrafinda ¢evreledigi tiim daire {lizerindeki

kuvvet
deA = —GM4rn (3.19)

olarak hesaplanabilir. Yani bir anlamda M kiitlesinin r ¢apindaki ¢gember yilizeyine uyguladigi
toplam kuvvettir. Bu asamada Divergence teoreminden(Herhangi bir vektoriin bir ylizey
alanindaki toplam degeri, o vektoriin tiirevinin kapali ylizeyin hacminin igindeki toplam degerine

esittir.) yararlanilirsa
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[ FdA = [VFdV (3.20)
olur.
VF = —4nGp (p:yogunluk terimi) (3.21a)
V2P = 4nGp (P:potansiyel) (3.21b)
V2= g% = 4nGp (3.22)
V2g% = 8nGp (3.23)

Sag taraftaki yogunluk teriminin en genel hali bir cismin her yiizeyindeki kuvvetini veren
Stress-Enerji Tensorii ile yer degistirilirse 8mGT™" elde edilir. Soldaki V2Zg°° terimi Ricci

Tensoriintin
Rpnw = (Vi Vy, = Vo, Vo w (3.24)
Newton mekanigindeki halinin yakinsamasi gibidir. Yalniz dikkat edilmesi gereken eger
R™ = 8rnGT™" (3.25)

yazilirsa yanlis olur. Ciinkii enerjinin korunumu yasasindan VT™"=0 dir. Bu kullanilirsa

VR™" 0 fakat Ricci Tensorden

VR™? = %(ng"R) (3.26)
ya da
V(Rmn —%(gm”R)) =0 =yrmn (3.27)
tiirevler kullanilirsa
R™M —%(gm"R) + sabitg™" = T—me" (3.28)

olur. Sabit terime kozmolojik sabit denir.

Artik denklemin sol tarafinda bulunan Metrik tensor, Ricci tensor ve Cristoffell

Sembolleri 6zetlenecek olursa;

Tensdr en genel haliyle bir 6lgii birimidir. Ornegin; skaler basitce herhangi bir fiziksel
Ol¢limiin degeridir(25kg,32celcius, vb...) ve herhangi bir yon unsuru i¢cermez sadece nicelik

simgeler. Vektor ise hem nicelik hem de yon belirten bir kavramdir. Burada skaler 0. dereceden,
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vektor de 1. dereceden tensordiir. 2. dereceden tensor olarak T, m,v=X,y,z alinirsa bu tensor 3

boyutlu herhangi bir cismin her yiizeyine uygulanan kuvvetin total bir gdsterimidir.

Sekil 3.3. Ug Boyutlu her hangi bir cismin her yiizeyine uygulanan kuvvetin gdsterimi.

Ornegin; Ty xy diizlemine etkiyen, T,, zx diizlemine etkiyen kuvveti temsil etsin. Bu

T11 T12 T13
kuvvetlerin hepsi bir matriste | 721 722 T23 | gseklinde gosterilebilir. Bunu daha yiiksek
T31 T32 T33

boyutlara tagimak miimkiindiir. Bu da 3. dereceden, 5. dereceden vb. kavramlarini ortaya ¢ikarir.

1 8nG
Ruy = 5 RGuw + Mgy = 5 Ty (3.12)

Einstein denklemlerinde her sey 2. dereceden tensorler cinsinden yazilmistir. Hepsinin
ornekte verildigi gibi, bir cismin i¢inde her yone etki eden kuvvetlerin temsiline benzer sekilde

bir anlami vardir.

Metrik tensor ise en basit anlatimla; bir vektoriin boyu Pisagor bagitisiyla
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Sekil 3.4. Koordinat diizleminde bir vektdriin boyutunun Pisagor bagintisiyla gosterimi.

VZ=V2+ V7 (3.29)

seklinde bulunur. Bu uzakligi c¢ok kiigiik bir vektdr igin hesaplarken tiirev notasyonu
kullanilabilir. ds adin1 verecegimiz kiigiik vektor benzer sekilde hem x yoniinde hem y yoniinde
degisimlerin toplam1 olacaktir. x yoniindeki ufak bir degisim dx, y yoniindeki ufak bir degisim

dy olsun;
ds = dx + dy ve ds? = dx? + dy? (3.30)
olur.

Dolayisiyla herhangi bir Q biiytikliigi verildiginde Q’nun s vektorii yoniindeki degisimini

incelemek i¢in Q’nun hem x hem de y yoniindeki degisimlerini incelemek gerekir.

dQ, = Ldx (3. 31)
d

dQ, = %dy (3.32)
a 0

dQs = 5odx + %dy (3.33)

Bu durumu sadece xy diizlemi i¢in degil en genel hali olan x4, x5, ..., x,, boyutlu koordinat

sistemi i¢in yazmak gerekirse

dax

dQ, = :—idxl + :—fzdxz 4ot aQn dx, (3. 34)
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dQs = ’fg—idxi (3.35)
olur. Yani yapilan is, her yondeki degisimi alip toplamaktan ibarettir.
Benzer sekilde
ds? = Yy XMx™ = Sy Y X" x™ (3.36)
olur. Burada

1, m=n

Omn = {0’ m=£n (3.37)

Kronecher Delta olarak adlandirilir. &,,,,, ds? yi dx’lerin karelerinin toplanmu olarak
yazmay1 kolaylastirmaktadir. Simdi x- koordinat sisteminden fakli bir y-koordinat sistemine

gegilirse

Sekil 3.5. iki boyutta bir koordinat sisteminden baska bir koordinat sistemine gegisin gdsterimi.

Bu durumun en genel hali;

0xXpm Oxp
ds? = Sy zmn%yrdyraiysdys (3.38)

(1,s indisleri lizerinden toplam alinmaktadir.)

Ve burada terimler yeniden diizenlenir ise

00Xy 0xp

a—yr 3y dyrdys (339)

ds? = mn Zmn

olur. Normalde

ds? = §,.dy,dy, (3.40)
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oldugu i¢in bu iki terim arasindaki fark koordinat degisiminden gelen ekstra bir ifadedir. Iste bu

ifadeye metrik tensor denir. Bu nedenle

0xy 0xXp
0yr 9ys

(3.41)

Irs = Omn Zmn

ile gosterilmektedir.

Bunu yorumlamak gerekirse oncelikle normal bir kartezyen koordinat sisteminde, bir
vektoriin  biiyiikliigii hesaplanilmis sonra koordinat degisimi yapilmis ve bu vektoriin

biiyiikliiglinii veren denklemde, metrik tensor ifadesi gibi bir degisim faktdrii bulunmustur.

Buradan c¢ikarilacak sonug, bir vektoriin biiyiikliigii hesab1 i¢in koordinat degisimi yine
benzer bir kartezyen sistemde yapilir ise biiyiikliik degismez. Ancak bu vektoriin biliylikligii

ornegin bir kiirenin lizerinde hesaplanirsa o zaman metrik tensor kadar bir kalibrasyon olur.

Ozetle Metrik tensor; icinde bulunulan uzayin geometrisinin normal kartezyen koordinat
sisteminden yani Oklid uzayindan ne kadar farki var ve ne kadar kalibre olmus onu

acgiklamaktadir.

M

9 9 o 9 9
=Gt axt 921=gx2 921" T12=x1 952 * 9227927527

Sekil 3.6. Herhangi bir uzayin geometrisin metrik tensor sayesinde normal kartezyen koordinat
sisteminden farkinin bulunabileceginin gésterimi.

Bu bilgiler ile Einstein alan denklemi daha iyi anlasilmaktadir. Burada metrik tensor
kavrami onemlidir. Hem farkli uzaylarin yapisim tek bir ifadede 6zetleyen bir aractir hem de

birini digerine gore kiyaslama imkani vermektedir. Fizikgilerin evreni dogru modelleyen
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kuramlar1 arayisindaki en temel noktalardan biri de, modeli dogru bir geometride (yani dogru bir

metrikte) tanimlamak gereksinimidir.

Simdi Ricci tensor, Ricci sabiti ve Cristoffell Sembolleri incelenebilir. Fakat dncesinde

tensorler icin gecerli olan s0yle genel bir bilgi verilebilir:

Herhangi iki W,V tensorleri x-koordinat sisteminde esitse yani W,q(X)=V,0(X) ise bu
esitlik koordinat sisteminde gosterilebilir. Ancak bu durum tensoérlerin tiirevleri icin gegerli
degildir. Ciinkii fonksiyonun belirli bir noktadaki tiirevi, fakli koordinat sistemlerinde farkli
olabilir. Yani

avy,(x)
dxg

Tyo(x) = (3.42)

seklinde tanimlanmus bir tensor varsa; Bu tensor bagka bir y-koordinat sisteminde otomatik olarak

av,(y)
dxyg

Tus (¥) = (3.43)

olacaktir denilemez. Farkli bir koordinat sistemine gecildiginde (hesaplar atlanilmistir) bir

tensoriin tiirevi soyledir:

Vi (y) _ 0x” 9Vr(x) a ax"

ayn ~ agym gym dym oym V;(x) (3'44)
Burada
0 ox" _
Ty aym (3.45)

olur.T' Christoffel Sembolii olarak adlandirilmaktadir. Boylece bir tensoriin bir koordinat
sistemindeki tlirevi, bagka bir koordinatta Christoffel Sembolii kadar bir degisime ugruyor
denilebilir.

Buradan bir tensdriin tlirevinin genel tanimi

__0Vp

Ton = Van(x) ~ oy + Fr?tn]/;’ (3-46)
seklinde ifade edilir. Bu tanimdan T,,,,"nin tiirevi
aTmn T r
ViTon = ayP + pmTrn + TpnTonrr (3.47)

dir.
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Metrik tensor 6zetle bir uzayin kartezyen koordinatlara gore farkin1 vermektedir yani
icinde bulunulan uzayin geometrisini tanimlamaktadir. O zaman bir tensdriin tiirevini alma iglemi
(3.44) denklemindeki gibi yapilir ve bu metrik tensor i¢in uygulanirsa iizerinde ¢alisilan uzayin

egimi hesaplanmis olur.
Metrik tensor icin

1, m=n

Imn = Omn = {0 mEn (3-48)

kovaryant tiirevi sifirdir. Yalniz bir tensoriin kovaryant tiirevi bir koordinatta 0 ise her koordinatta

0 olmasi gerektigi igin

VaGmn = éq;;n + F;)ﬁmgrn + angmr =0 (3.49)
olur. Buradan Christoffel sembolleri hesaplanabilir.

Bu (3.49) denkleminde Christoffel sembollerinin gegmesinin ve énemli olmasinin nedeni
bir drnekle su sekilde agiklanabilir. Bir kiire {izerinde bir {iggen ve bu iiggen {izerinde bir vektor
almsim. Eger bu vektor ticgen iizerinde kendisine paralel olarak taginirsa vektor basladigi noktaya

geldiginde, biiyiikli ayni kalirken, yonii farkli olacaktir.

Sekil 3.7. Kiire iizerinde bir liggen ve bu {iggen iizerinde bir vektoriin paralel taginmasi sonucu
baslangi¢ noktasina geri geldiginde uzunlugu ayni kalirken yoniiniin degiseceginin gosterimi.
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Bunun aynisi kiire iizerinde degilde dikddrtgen tizerinde yapilirsa, vektoriin ne yonii ne
boyutu degisir. Paralel tasima dedigimiz islemi yaptigimizda bir vektor ayni da kalabilir farkli da

olabilir. Bu iki vektor arasindaki fark dV diye tanimlanirsa;
dv = dx™dx"V(V,,V, — Vi, Vi) (3.50)
Rpnw = (Vi,V, = V,,V0) (3.51)
olur.

Burada R,,, Ricci tensor olarak adlandirilir. Yani Ricci tensér bir anlamda iginde
bulundugu uzayda bir vektor paralel tasidiginda her noktada ugradig1 degisimin, normal kartezyen

koordinattaki durumundan farkini verir.
Bu bolimi 6zetlenirse:

1) Metrik tensor, bir uzayin kartezyen koordinatlara gore farkinin (ya da ne kadar kalibre
oldugunun) bilgisini veren tensordiir. Yani i¢inde bulunulan uzayin geometrisini
tanimlayan tensordiir.

2) Farkli koordinatlarda bir tensoriin tirevinin ne kadar kalibre oldugunun olgisiini
Cristoffel sembolleri vermektedir.

3) Bazi geometrilerde bir vektor paralel tasidiginda ayni sekilde geriye donmeyebilir. Bu
tagima iglemi sirasinda bir vektoriin her noktada ki bilinen kartezyen koordinatlara goére
farkliliginin 6l¢iisii Ricci tensor tarafindan belirlenir.

4) Einstein denkleminde R seklinde gegen ve Ricci sabiti olarak adlandirilan sabitte
tamamen bu Ricci tensdriinden gikarilan bir sabittir. R=0 ise uzay, egimi olmayan Oklid
uzaydir. R#0 ise uzay egimlidir.

5) Bir cismin her yiizeyine uygulanan kuvvetin miktarin1 Einstein alan denkleminin sag

tarafinda bulunan Stress-Enerji tensorii verir.

Boylece Einstein denkleminde bulunan biitiin semboller 6zetlenmistir. Denklemin sol
tarafi Ricci tensor, Ricci sabiti ve metrik tensdrden olugsmaktadir. Yani i¢inde bulunulan uzay
geometrisi ile ilgilidir. Sag taraf ise geometriye dair hicbir sey igermemektedir. Stres- Enerji

tensoril igerir.

Sonug olarak kiitle ¢ekiminin uzayin geometrisinden ileri gelen bir kavram oldugu
gozlemi Einstein denkleminin bu yapisindan gelmektedir. Ayrica hangi geometri de olduguna
vurgu yapmaz. Yani bu denklemin ¢ok farkli boyuttaki veya 6zellikteki uzaylarda (geometrilerde)

¢ok ilging ¢oziimleri miimkiindiir.
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3.1. Riemann Manifold ve Pseudo-Riemann Manifold

Bir onceki boliimde daha az matematik gerektiren bilgiler(sadece merakli olanlar igin)
verildikten sonra Riemann geometrisinin matematik dilinde ayrintili bir anlatimi yapilarak

ornekler verilecektir.

Bir manifold lokal olarak R™ gibi goriinen bir topolojik uzaydir. Manifold tizerindeki
hesap diizgiin koordinat sistemlerinin varligi ile saglanir. Bir manifold R™ de iki vektor arasindaki
i¢ carpimin dogal genellemesi olan bir metrik tensor ile donatilmigsa bagka bir yapi tasiyabilir.
Bu yeni yapi ile TpM tanjant uzayinda iki vektor arasinda bir i¢ carpim tanimlanabilir. Ayrica bir
p € M noktasindaki bir vektor bir p" € M noktasindaki bagka bir vektorle “koneksiyon”
yardimiyla karsilagtirabilir. (Riemann Geometri hakkinda bir¢ok kitap vardir. Burada Mikio
Nakahara’nin “Geometry, Topology and Phsics kitabindan yararlanilmistir.)

3.1.1. Metrik tensor
Geometride, U ve V vektorleri arasindaki i¢ garpim
< U,V >= Z?;l UiVi (352)

bi¢iminde tanimlanmistir. U;ve V; bilesenleri R™ {izerindeki birer vektdr olsun. Bir manifold

iizerinde her TpM Tanjant uzay1 i¢in bir i¢ ¢arpim tanimlanabilir.
Tanim 3.1. M bir tiirevlenebilir manifold olsun. bir g Riemann metriginin M iizerinde

(0,2) tipinde tensor olmasi i¢in her p € M i¢in

0 gWUV)=g,(V,V)

(i) 9p(U,U) = 0, U=0 oldugunda esitlik gegerlidir.
sartlarin1 saglamasi gerekir. Burada U,V € TpM ve g, = g|p dir. Kisaca g, simetrik pozitif taniml
bilineer formdur. Bir (0,2) tipindeki g tensor alani eger (i) dogru ve (ii) g,(U,V) = 0 ise her U €

TpM ve V=0 sartlarin1 saglarsa g’ye Pseudo-Riemann metrik denir.
Ve Ty vektorii ve dual vektor WE TpM arasindaki i¢ ¢arpimi
<,>:TpM xTpM - R (3.53)

doniisiimii olarak da tamimlanabilir. Eger bir g metrigi varsa U,V € TpM iki vektori g,(U,V)

sayesinde i¢ ¢arpim olarak tanimlanir. g, doniistimii
ToM ® TpM - R (3.54)

oldugundan
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gpW, ) :TpM >R (3.55)
V—-g,(U,V) sayesinde bir lineer déniisiim olarak tanimlanir. Daha sonra g,(U, ), wy € TpM’nin
bir bi¢imi ile tanimlanir. Benzer sekilde w € ToM ve V,, € TpM

<wU>=gl,,U) (3.56)

esitligi ile sonuca varilir. Bu yiizden g, metrigi iizerinde TpM ve TpM arasinda bir izomorfizm
vardir. (U, @), M de bir harita ve {x*}’de koordinatlar1 olsun. g € t2(M) oldugundan dx*®dx"

terimleri de genisletilir.

Ip = Guv(p)dx"@dx” (3.57)
Bu ifade diizenlenirse;
9w ®) = 9y (50555) = Gou®) (0 € M) (3.58)
olur.
(guv)- girdileri g, ler olan (u, v) tipinde matris olarak yazilabilir. (g,,,,) matrisi bir ranka
sahip oldugundan

gyqul = glvgvu = 5;% (3.59)

esitligine gore (g,,) nin tersi vardir. Ve g’nin determinanti det(g,,,) seklinde gosterilmek tizere

det(g*Y) = g~ oldugu aciktir. ToM ve TpM arasindaki izomorfizm
wy =9wU", Ut =g"w, (3.60)
seklinde ifade edilebilir.

(3.57) ve (3.58) den metrigin karesi alinirsa ve dx*,d/dx* € Tp g de yazilirsa;

ds?=g (dx” az—u,dx” %) = dxHtdx'g (%%) = guvdxtdx? (3.61)

olur.
ds? = gyydx*dx” (3.62)
g = gudx"®dx"? (3.63)

Metrik tensor olmasina ragmen bir metriktir.

(g"?) bir simetrik matris oldugundan 6z degerleri reel sayidir. g Riemann ise tiim 6z

degerler kesinlikle pozitiftir. Eger g Pseudo-Riemann ise bazilar1 negatif olabilir. i pozitif, j
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negatif 6z degerleri igin (i,j) ¢ifti metrigin indeksi olarak adlandirilir. Eger j=1lise metrik Lorenz
metrigi olarak adlandirilir. Metrik uygun bir ortagonal matris ile kosegenlestirildikten sonra baz
vektorlerin uygun bir artisin1 pozitif sayilarla +1 tiim kosegen elemanlarini azaltmak kolaydir.
Bir Riemann metrigi ile baslanirsa Oklidyen metrik §=diag(1,...,1) ile bitirilir. Ve Lorenz metrik

ile baglanirsa Minkovski metrik n = diag(—1, ...,1) ile bitirilir.
Eger (M,g) Lorenziansa TpM’nin elemanlar1 asagidaki gibi {i¢ sinifa boliiniir.

0] g(U,U) > 0 — U spacelike

(i) g(U,U) =0 - U lightlike(veya null)

@iy  g(U,U) <0 - U timelike (3.64)
olur.

Eger M bir manifold g Riemann metrigi olarak kabul edilirse (M,g) ¢ifti bir Riemann
manifoldu olarak adlandirilir. Eger g Pseudo-Riemann metrigi ise (M,g) Pseudo-Riemann
manifoldu olarak adlandirilir. Eger g Lorenzian ise (M,g) Lorenz manifoldu olarak adlandirilir.
Lorenz manifoldlar izafiyet teorisinde 6zel ilgi alanindadir. Ornegin m-boyutlu bir Oklid uzay:
(R™,8) bir Riemann manifoldudur. Ve m-boyutlu bir Minkowski uzayr (R™,n) bir Lorenz

manifoldudur.
3.1.2. indirgenmis metrik

M, n-boyutlu ve gy metrikli Riemann manifoldunun m-boyutlu bir alt manifoldu olsun.
Eger f: M—-N gomme ise f* i geri ¢ekilme doniisiimii M tizerinde dogal metrik gy = f*gn

olsun.

afcark
gM;w(x) = gNaB(f(x) ﬁ# (3.65)

seklindedir. Burada f¢, f(x) in koordinatlarini gosterir. Ornegin, (R3,8) de gomiilen birim kiire

lizerindeki metrik gbz 6niine alinsin. S?nin (6, ¢) polar koordinatlari verilsin.
f:(6,®) - (sinf cosd,sin b sind, cos ) (3.66)
seklinde tamimlanirsa buradan Indirgenmis Metrik;

or«arf
aB gy gxv

Jurdx*®dx¥ = §

dx*@dx? = dO®dH + sin20ddRdd (3.67)

seklinde elde edilir.
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3.2. Paralel Tasinma, Koneksiyon ve Kovaryant Tiirev

Bir X vektorii f € F(M) ile X:f » X[f] yoli tiirevdir. M tizerindeki diferansiyel yapida
(p,q) tipinde tensor alani tizerinde yonlii tiirev yoktur. (Lie tiirevi Ly X= [V, X] yonli tiirev
degildir. Cilinkil V’nin tiirevine baglidir.) Burada koneksiyon denilen ekstra yapiya ihtiya¢ vardir.

Bu bir egri boyunca hangi tensorle tasima yapilacagini gosterir.
3.2.1. Bulgusal tamim

Burada ilk olarak paralel tasimaya ve kovaryant tiirevlere bulgusal bir yaklagim
yapilmaktadir. Bilindigi gibi, farkli noktalarda tanimlanmis iki vektdr birbiriyle Gylece
karsilastirilamaz. Bir R™ Oklid uzaymndaki vektdr alaninm tiirevinin nasil tanimlandigina
bakilirsa V = V¥e, bir vektor alanina x”yi géz 6niinde bulunduruldugundaki tiirevi m. bilesene

sahiptir.

ovH = lim VHE(.,xV+AxY,.. ) -VH(.xY,..) (3.68)

axv Ax—0 AxV

denklemin sol tarafindaki ilk terim
x+Ax = (x1, ..., x" + AxY, ..., xH) (3.69)

tizerinde tanimlanabilir. Diger taraftan ikinci terim X = (x#) de tanimlanir. V#(x)’i VH#(x + Ax)
den ¢ikarmak igin V#(x) degistirilmeden tasinmalidir. Buradaki fark kaydedilmelidir. Vektoriin
bu taginmasina paralel tasinma denir. V|x paraleli Xx+Ax’e tasinmistir ve ayni bilesen V#(x)’e

sahiptir. Bununla birlikte bir manifold igerisinde bir vektorii paralel tasimada baska bir yol yoktur.

Vix+Ax, V]|x vektorii x+Ax’e paralel tasinmis olarak belirtilsin. Bilesenlerin

asagidakileri saglamasi gerekir.

VH(x + Ax) — VH(x) < Ax (3.70a)
(VEFWH) (x + Ax) = TH(x + Ax) + WH(x + Ax) (3.70b)
T (x + Ax) = VH(x) = VA()TH, (X)AXY (3.71)

V’nin kovaryant tiirevi X" ye bagl olarak tanimlanir ise

lim + VAT, )5 (3.72)

AxV—0 Ax?V oxH

V”(x+Ax)—V”(x+Ax)i _ (OV”

T \oxv
X+Ax miktar1 V|x + Ax ve V|x + Ax vektorleri arasindaki farktir. I’nun her bir segimi igin pek
¢ok fakli paralel tagima kurali vardir. Eger manifold bir metrik ile donatilmigsa bu Levi-Civita

koneksiyonu olarak adlandirilir.(Boliim 3.4’e bakin)
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Ornegin; iki boyutlu Oklid uzay1 (R?,§) verilsin. Paralel tasinma kartezyen koordinat

sisteminde
VH(x + Ax,y + Ay) = VF(x,y) (3.73)

her hangi bir Ax ve Ay den dolay1 ["’nin tiim bilesenleri ortadan kaybolur. Daha sonra kutupsal

koordinatlar (r, ¢) olarak alinir. Eger

(r,d) = (rcosd,rsin ) (3.74)
bir gdmme olarak goriiliirse,
g=dr@dr+1r%dd ® dp (3.75)
Indirgenmis metrigi bulunur.
_vTa , v%o
V=— v (3.76)

(r, d)’da tanmimlanan bir vekt6r olsun. Eger bu vektor

(r+Ar, ¢) paralel vektoriine paralel taginirsa

14K 7o
or|(r+Ar,0)  9¢|(r+Ar,¢)

7 — (3.77)

seklinde yeni bir vektor olusur. (sekil 3.8(a)) V =/g(V,V)’nin ve 8’nin V ve d/0dr arasinda ki

ac1
VT =VcosO veV? =V (Sirrle) (3.78a)
olur. Buradan V" = V" ve
7o =Ty xys_Tyo (3.78b)

elde edilir.

Bu bilesenleri (3.71) ile karsilastirarak kolaylikla agsagidaki sonug bulunur.

I, =0 TIly=0 TP=0 T1%=- (3.79)

o =7

Benzer bir sekilde V’nin (r, ¢ + A¢)’ye paralel tasinmasi su sekilde gergeklesir;

V=Vl ¢ +Ap) + VO Z|(r d + A¢) (3.80)
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(a) (b)
VA y A
v v
V 0 00— A¢p 4
0 ’ (r, ¢ + A)
> (r+ Ar, Q)
i 9)
P A
il
LA N ¢ ‘
0 s 0 ik

Sekil 3.8. I bir vektordiir. Ve (a)’da (r+Ar, ¢) ile, (b)’de (r, ¢ + A¢) ile V’ye paralel tasindiginin
gdsterimi.

Burada
V" =Vcos(f—Ap) =Vcosh +VsinAp =V +VPragp (3.81)
ve
7o =yIEED o Iy o5l = y® — v EL (sekil 3.8D)

olur. Buradan

— — ¢ _1 ¢ _
G =0 The=-r Tp =2 TP =0 (3.82)
elde edilir. ["'nin Flf‘v = Ffu simetrigini verir.

Bir vektoriin normu paralel tasima altinda invaryanttir. Bu iki sartt saglayan paralel

tagimanin kurali Levi-Civita koneksiyonu olarak adlandirilir.
3.2.2. Afin koneksiyonlar
Tanim 3.2. Afin bir V koneksiyonu V: X'(M) x X' (M) — X' (M) nin bir doniisiimiidiir.
(x,y) = VxY seklinde gosterilir. Bu da asagidaki sartlari saglar:
V(Y +2Z) =VyY +VyZ (3.83a)

V(X+Y)Z = VXZ + VyZ (383b)
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Vi)Y = fVxY (3.83c)

Vx(fY) = X[f]Y + fVUxY (3.83d)

f € F(M) ve X,Y,Z € X(M)’dir. M iistiinde koordinatlar1 x= ¢(p) ile gosterilen (U, ¢) haritasi
ve m3 lere l""lvu fonksiyonlari1 koneksiyon katsayilar1 diye adlandirilir.

Ve, =V, e, = e,J"lVu (3.84)

0
doxt

Burada {eﬂ} ={ }, T,M’nin koordinat bazlaridir. Koneksiyon katsayilari baz

vektorlerinin bir noktadan bagka bir noktaya nasil degistiklerini belirler. V nin baz vektorler

iistiindeki hareketi tanimlandiginda V’nin herhangi bir vektor iistiindeki hareketi hesaplanabilir.

V= V#e, ve W= W"e, de T,(M)’nin elemanlari olsunlar.
VW = VEV, (WWe,) = V¥ (e, [WHle, + W'V, e, )
ow
= Vu(ax_” + W”F’lw,)el. (385)

Koneksiyon katsayisinin bu tanimi dnceki (3.72) bulgusal sonucu ile drtiigiir. Bu tanimla,

V doniisiimii (3.85) ile V den W ye giden yeni bir vektdre doniistiiriir. A. bilesen V¥V, WY

A_owt
VWA =2 T, W (3.86)

oldugu yerdir.

V#W}L vektor V, W = VHW)‘e,l’nm . bileseni oldugu ve bir W# bileseninin kovaryant

tiirevi ile karistirilmamasi gerekir. Vi, W, V’nin tiirevinden bagimsizdir. Bu agidan
LW =[V,W] (3.87)

tiirevi Lie’ye benzemez. Dolayisiyla kovaryant tiirev, fonksiyonun ve tensorlerin yonlii tiirevinin

uygun sekilde genellestirilmesidir.
3.2.3. Paralel tasimalar ve jeodezikler

Bir M manifoldun da verilmis olan bir egri gz Oniine alindiginda bir vektoriin egri

boyunca paralel tasinmasi tanimlanabilir.
C:(a,b) > M (3.88)

M’de bir egri olsun. Basitlik i¢in koordinatlart X = ¢(p) olan tek bir (U, ¢) haritas:

lizerinde verilsin. X (en azindan) ¢(t) boyunca tanimlanmus bir vektor alani olsun. e, = py iken
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Xlc(t) = X“(c(t))eﬂlc(t) (3.89)
olur. Eger X
V,X=0, te€(ab) (3.90a)

d

sartin1 saglarsa V = P

dxt(c(@®)) . - o 5
.= (T) e, |c(t) tanjant vektorii oldugunda X’e c(t) boyunca paralel

tasima denir. (3.90a) sart1 bilesenler bakimindan su sekilde
axH dx?(c(t)
L ax () c(; dx2 =0 (3.90b)
yazilabilir. Eger V(t) tanjant vektorii c(t) boyunca paralel tasima ve
vVyV =0 (3.91a)

ise ¢(t) boyunca Jeodezik diye adlandirilir. Jeodezikler Riemann manifold {izerindeki miimkiin

olan en diiz egrilerdir. (3.91a) jeodezik denklemi c(t)’nin {x*} koordinatlari yardimiyla

d?x# " dx? dx?

di? —= VAE? =0 (391b)
elde edilir.(3.91a) yerine f € F(M) olmak iizere
v,V =fV (3.92)

sartida almabilir. “V deki degisim V’ye paraleldir.” Bununla birlikte t—t" seklinde yeniden

parametrize edilmesi durumunda tanjant vektoriin bilesenleri

dxk dt dx*
%

T Carar (3.93)
seklinde degisir. Eger t'
d?tr dtr
prodall e (3.94)

sartin1 saglarsa (3.92), (3.91a)’ya kisitlanir. Bu yiizden egriyi yeniden parametrize etme her

zaman miimkiindiir. Bu sayede jeodezik denklem (3.91a) bi¢imini alir.

3.2.4. Tensor alanlarin kovaryant tiirevleri

Vy tiirev anlamina sahip oldugundan f € F(M)’nin kovaryant tiirevini siradan yonlii

tirev ile tammlamak mimkiindiir.

Vxf = XI[f] (3.95)

O zaman (3.83d) Leibnitz kuralina
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Vx(fY) = (Vx )Y + fVyY (3.83d)
benzemektedir. T; ve T, tensor alanlarinin tensorel ¢arpimi
Vx(T1 ®T,) = (VxT1) @ T, + Ty @ (VTs) (3.96)
dir. Bu genellikle w € Q'(M) 1-formunun kovaryant tiirevidir. < w,Y > € F(M) , Y € X(M)igin
X[{w, V)] =Vx[(w,Y)] = (Vyw,Y) + (w, VyY). (3.97)
saglanir. Burada her iki taraf bilesenler cinsinden yazilirsa
(Vxw), = XH0,w, — XFTA,, 03 (3.98)
elde edilir. Ozellikle X= e, igin
(Vuw), = 80, — TH @ (3.99)
dir ve w=dx" (3.84) de yerine yazilirsa
V,dxV = TV dx* (3.100)
elde edilir. Bu sonuglar

Aqdp Mudp | cq. JKlaedp
— 1 cese
Voly,ng avtul--.uq el g

A’l"'ﬂ'p—lk _ FK tlllp .

p)
14
Py P1-lg Uity CKpy g

A1 dp
Vhq Uy --Hg-1K

—I* (3.101)
seklinde genellenebilir.
Ornegin, g bir metrik tensér olmak {izere
VoD ap = 09y — T 019k — T vp9ax (3.102)

saglanir.

3.2.5. Koneksiyon katsayilarinin doniisiim ozellikleri

Koordinatlar1 y= 1(p) olan ve UNV=0 olacak sekilde (V, 1)) haritasimin koordinatlar
{eﬂ} = {0/0x"} ve {f,} = {0/0y*} seklinde gosterilir. Koneksiyon katsayilari ['4,, tarafindan
y koordinatlart g6z 6niine alinarak gosterilirse baz vektor f,

Vi fp =T aply (3.103)

denklemini saglar.
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oxt .
fo = (E)y_“) e, alinirsa denklemin sol tarafi

dxH 0%xH dx* dxH
Vil = Vra (ay—a eu) = GyaayB o T aya gy Vel

9%x? ax? axH
- (ay“ayﬁ HECE Fv’“‘) Ev (3.104)

olur. (3.103)’in sag tarafi fyaﬁ (%)e,,’ye esit oldugundan

Mg = S 2, 4 5 O (3.105)
sekline doniisiir.
Bu doniisiim kuralimin VY bir vektor yani
X%(0, 7Y + TV (g VB)f, = XH(01YY + TV, Y7 e, (3.106)

sekline doniistiirdigii ispatlanabilir.
3.2.6. Metrik koneksiyon

Burada manifold bir metrik ile verildiginden koneksiyonlarin olasi bigimleri {izerine
sinirlamalar getirilebilir. g,, metriginin kovaryant sabit oldugu bir durum kabul edilsin. Oyle ki
X ve Y iki vektorii herhangi bir egri boyunca paralel taginirsa o zaman onlarin arasindaki i¢
carpim paralel tagima sirasinda sabit kalir. Vektorlerin paralel tagindiklar1 keyfi bir egri boyunca

V bir tanjant vektor olsun. O zaman
0=Vy[gX, ] =V*[(Veg)(X,Y) + g(V, X, Y) + g(X,V, )] (3.107)
=VEXHYP(VEg) o (3.108)
ki V,,.X=V, Y=0 elde edilir.
Bu durum herhangi bir egri ve vektor i¢in dogru oldugundan
V*Puw =10 (3.109a)
dir. Ya da (3.98) den
39w — T 29w — T 2w Gien = 0 (3.109b)

olur. Eger (3.109a) saglanirsa afin koneksiyon V’nin metrik koneksiyon oldugu sdylenir. Burada

sadece metrik koneksiyonlar ele alinacaktir. Dongiisel permiitasyonlar (A, i, v)

a/,tgvl - Fkuvglc/'l - Fku)lgkv =0 (3.109c)
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6179}44 - valgxu - FKvugtc/l =0 (3.109d)
seklindedir.
-(3.109b)+(3.109¢)+(3.109d) ifadesi diizenlenirse
_a/'lg;w + augvl + avglu + Txlugicv + Tk/lvgku - Zrk(uv)grc/l =0 (3-110)
saglamir. Burada T*y, = 2T, =T%, — T ve T = %(FKW + ") olur. T,

tensorii kiigiik indisleri bakimindan anti simetriktir. Yani T*;, = —T%,; dir. Bu da Torsion

Tensor olarak adlandirilir. (3.110) denklemi I'* .., igin ¢oziiliir ise

K 1 N
") = {uv} +2 (05, +T,°) (3.111)%i
saglanir. Yani
K 1
{w} = 390492 + 09,2 — 029uv) (3.112)

tarafindan tanimlanmis Cristoffell Sembolleridir. Nihayetinde koneksiyon katsayilar
K 1
M = TGy + Ty = (o} +5 (T + T, + T0) (3.113)

seklindedir. (3.113)’lin son ifadesinin ikinci terimine contorsiyon adi verilir. K*,,, seklinde

gosterilir.

K —
K =

N |-

(TXu + T,5 +T,%) (3.114)

olur. Eger Torsion tensorii bir M manifoldu tstiinde sifir ise V metrik koneksiyonuna ya Levi-
Civita koneksiyonu ad1 verilir. Levi-Civita koneksiyonlar1 yiizeylerin klasik geometri tizerinde

tanimlanmis koneksiyonlarin dogal genellemeleridir.

3.3. Egrilik ve Torsion
3.3.1. Tammlar

I" tensor olmadigindan bir manifoldun ne kadar kivrildiginin dl¢timii instrinc geometride

anlami olmaz. Torsion Tensori
T:X(M) Q X(M) » X(M) (3.115)
ve Riemann Egrilik Tensorii (Riemann Tensorii) de

R:X(M) @ X (M) ® X (M) - X (M)yi
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T(X,Y) = VY — VyX — [X,Y] (3.116)
R(X,Y,Z) = VyVyZ — VyVyZ — Vixy|Z (3.117)

olarak tamimlanir. R(X,Y,Z) yerine R(X,Y)Z yazmak yaygindir. Boylece R, Z iizerinde bir

operator olarak goriiliir. Buradan
TX,Y)=-T{,X), RX,Y)Z=—-R(Y,X)Z (3.118)
saglanir.
R’nin tensorel 6zelliginin oldugu su sekilde ispatlanabilir.
R(fX,gY)hZ = fVx{gVy(hZ)} — gVy{fVx(hZ)} — fX[g]Vy(hZ)
+gY[f1Vx(hZ) — fgVx y)(hZ)
= fgVx{Y[h]Z + hVyZ} — gfVy{X[R]Z + hVyZ}
—f9lX,Y][h]Z = fghVixyZ
= fgh{VxVyZ — VyVxZ — Vix 1 Z}
= fghR(X,Y)Z (3.119)
Buradan R’nin
R(X,Y)Z = X*Y*Z"R(eye,)e, (3.120)

sagladigi gorilebilir. Bu da R’nin tensorel 6zelligini dogrular. R doniisiimii bir vektor alanini bir

vektor alanina doniistiiriir ve (1,3) tipinde tensor alanidir.
Ornegin; T, (3.116) tarafindan tanimlanan bir ¢oklineer doniisiimii
T(X,Y) = X*Y"T (e, €,) (3.121)
ile gosterilen (1,2) tipinde tensor alanidir.
{eﬂ} baz koordinatlarini ve dualleri géz 6niinde bulundurularak bu tensorlerin bilesenleri
T’lw = (dx)‘,T(eu, ey)) = (dx*, Ve, —Vyey)
= (dx*, T e — T, e,y = T4, =T, (3.122)
seklinde ve
R* 30 = {dx*, R(eﬂ, ev)e,l) =(dx"*,V,V,e; — V,V,e3)

= <de'Vu(anlen) - VV(Fnuven»
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= (dx", (auF"Wl)en + F”vlFf,mef - (avF”M)en - F”ﬂll"f,,neg)
= 6’11"’“1,,1 - 61,1"’“”,1 + anlrk’”’ - FnﬂAFKW’. (3123)

seklinde verilebilir. Buradan

T)l

w=—"T"%, R =-R, (3.124)

olur.

Sekil 3.9. V'nin biiyiik daire ile yaptig1 ac1 sabit tutulursa ve p’deki V, C ve C' daireleri boyunca
paralel olarak tasinirsa, ortaya c¢ikan vektorler, q noktasinda zit yonlerde q vektoriine paralel
tagindiginin gdsterimi.
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Sekil 3.10. p deki bir V; vektorii C ve C'niin r deki V(r) ve V¢, (r)’yi verdigi paralel tasinma
durumu.

3.3.2. Riemann tensoriiniin ve torsion tensoriiniin geometrik anlam

Bu béliimde tensérlerin geometrik anlamlarindan bahsedilecektir. Ilk olarak Riemann
Tensérii incelenecektir. Onemli bir gdzlem sudur. Eger iki farkli C ve C’ egrileri boyunca bir V
vektorii p den q ya paralel taginirsa q daki nihai vektorler genelde (sekil 3.9) farklidir. Eger bir
Oklid uzayinda bir vektdr paralel taginirsa olusan yeni vektdr paralel tasindigi yola bagh degildir.
Bu paralel tagimanin, integrallestirilemezligi ve egrilik kavramini karakterize ettigi beklenir. O
halde secilen 6zel koordinatlara bagli olmaz. Koordinatlart {x#}, {x* + e}, {x* + e* +
6} ve {xH* + §*} yerine e ve §* sonsuz kiigiik olarak (sekil 3.10) bir sonsuz kiigiik pqrs paralel
kenar alinirsa. Bir V,, € T,M vektorii C=pgr boyunca paralel olarak tasinir ve bir V¢(r) € T,.M

vektorii elde edilir. Vektor Vy C boyunca q’ya paralel taginmustir.
V(@) = V' = VET e (p)e? (3.125)
0 zaman VC” (r) asagidakiyle verilir.
VE@) = V(@) — VE@TH i ()6”
= Vg = VT ee? = [Vo =V T, (p)€°]
X [[# e (P) + 0T ¥ e (p)e?] 87

= Voﬂ - VOKFumc(p)gv - VOKFHUK(p)Sv
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=V [alrﬂwc () — Fplk(p)rﬂvp (p)]glé‘v (3.126)

Burada £ ve § de 6nermek igin terimler degistirilmez. Benzer sekilde Vy’m C'=psr
boyunca paralel tasinma asagidaki gibi verilmis olan baska bir vektor alan V,(r) € T,M’yi
gerektirir.

Vi) =V = VETH, (0)8Y — VETH . (p)e”
~Vi[0,T# 1 (0) = TP ()T, ()| €467 (3.127)
r’deki iki vektor
Ve (r) = Ve(r) = Ve[0T e (0) = 05T 21c(0) — TP e (0)TH1p (p) + TP (D)T# 5, (0) |76
= VERH 5,687 (3.128)

tarafindan farklilik gosterir. Daha sonra Torsion Tensoriiniin geometrik anlamina bakilir. p € M

koordinatlar1 {x*} olan bir nokta olsun.
X =ete, veY = Gte, (3.129)

T, M de son derece kiigiik vektorler olsunlar. Eger bu vektorler son derece kiigiik olarak
farz edilirse p komsulugundaki q ve s olan iki noktayir tanimlarlar bunlarin koordinatlari
{x* + e} ve {xH* + &*} (sekil 3.11) gibidir. Eger X ps ¢izgisi boyunca paralel taginirsa

bilesenleri;
gl — eATH 67 (3.130)
olan bir sr; vektori elde edilir. P ve ;i baglayan son derece kiiglik vektor sudur:
pry = ps + sry = §* + et —TH ;287 (3.131)
Benzer sekilde 6 niin pq boyunca paralel taginmasi
pry = pq + qr, = e* + §* —TH,, 187 (3.132)
vektoriinii saglar. Genel olarak r; ve r, arasindaki fark
ryry = pry —pry = (TH, — F”Av)flyj = T”wlflm (3.133)

olur.
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Sekil 3.11. gry(sry) vektoriiniin, g(s)’ye paralel taginan ps(pq) vektorii oldugunun gosterimi.

Bu yiizden Torsion tensorii son derece kiiciik vektorlerden ve onlarin paralel

taginmalarindan olugsmus paralelkenar: 6lger.
Ornek 3.1.

Diinyanin yiizeyinde gemi ile yolculuk yapildigi varsayilsin. Eger vektor ve enlem
arasindaki ac1 yolculuk esnasinda sabit tutulursa vektor paralel tasinmis olarak tanimlanabilir.
(not: paralel tasmmanin bu tamm alisilmis olam degildir. Ornegin jeodezik, Merkatorun
izdiisiimiinde biiylik bir daire degil, diiz bir ¢izgidir.) Enlemlerden ve boylamlardan (sekil
3.12a)olusmus kiiciik bir pqrs dortgeni boyunca yol aldigi varsayilsin. Vektor p den pqr ve psr
boyunca paralel taginir. Ayr bir sekilde paralel tasinma tanimina gore r’deki iki vektdr ayni
olmali, bu yiizden egrilik tensorii ortadan kaybolmalidir. Torsionu bulmak i¢in p,q,r noktalari
(sekil3.12b)’deki gibi parametrelerle ifade edilebilir. Torsion (3.133) de oldugu gibi pry ve pry
boyunca paralel taginirsa uzunlugu R sin 6 d¢ olan sryvektorii elde edilir. Ne var ki vektor ps’nin

pq boyunca paralel taginmasi bir qr, =qr vektoriinil saglar. sr;
Rsin(6 —dB)d¢p = Rsinf d¢ — R cos 0 dOd¢ (3.134)
uzunluguna sahip oldugundan 7;7, nin

R cos 6 dOd¢ (3.135)
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uzunluguna esit oldugu bulunur. ryr,, —d/d¢’ya paralel oldugundan koneksiyon, bir T¢9¢
Torsionuna sahiptir.(3.133’e  bakin) gge = R? sin? §°dan rrp’nin - (0, —cot@ dOd¢)

bilesenlerine sahip oldugu bulunur. 77, nin ¢ bileseni T'? ppd0de’ya esit oldugundan
T¢9¢ = —cotfd (3136)
elde edilir.

{:—9,%} bazi kutuplarda iyi tammlidir. S? kiiresinin S? {izerinde lineer bagimsiz iki
vektor alan1 kabul etmedigi bilinir. S2 {izerindeki herhangi bir vektdr alan1 S {izerinde ortadan

kaybolabilir. Ve bu yiizden aradaki diger vektor alanlar1 lineer bagimsiz olamaz.

(@) (b)

(0 — do, P) (0 — do, ¢ + do)

p q
(6, ¢) (0, ¢ + do)

Sekil 3.12. (a) Eger bir vektor p deki boylamla bir a agis1 yaparsa bu acinin paralel tasinma
esnasinda sabit tutuldugunun goésterimi. (b) sry(qry) vektori, s(q)’ya paralel tasinmis ise pq(ps)
vektorii oldugu ve Torsionun ortadan kayboldugunun gosterimi.

Eger m-boyutlu bir M manifoldu lineer bagimsiz olan m Vektdr Alanlarini kabul ederse
M’nin paralellestirilebilir oldugu sdylenir. Paralellestirilebilir bir manifold iistiinde M’nin her
noktasinda bir tanjant uzay1 tanimlamak igin bu m Vektor Alanlari kullanilabilir. Eger V, nin T,M
deki tiim bilesenleri V,’nun T,M dekileriyle esit ise bir V, € T,M vektoriiniin paralel oldugu
tanmimlanir. Vektér Alanlar M boyunca tanimlandiklarindan bu paralellesme p ve q’yu baglayan
yoldan bagimsiz olmalidir. Bu yiizden Torsion tensorii genelde olmamasina ragmen Riemann

tensorii ortadan kaybolur. S™ igin bu sadece m=1,3 ve 7 oldugunda miimkiindiir. Benzer sekilde
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bu durum karmasik sayilarin kuaterniyonlarimin ve aktiyonlarimin varlhigiyla yakindan

baglantilidir.
53 ={(c! 2% 2%, 2| T () = 1 (3.137)
(R*, 6) icine yerlestirilmis ii¢c ortanormal vektdr;
e (x) = (—x2,x1, —x*,x3)
e;(x) = (—x3,x%, xt, —x?)
es(x) = (—x* —x3,x%,x") (3.138)

x = (x%,x?,x3,x*)’e ortanormaldir. Ve S3 iistiinde her yerde lineer bagimsizdir.

Buradan tanjant uzay 7,S*’ii tanimlansin. V;(X) Ve V,(y) iki vektorii eger
Vi(x) = X cle;(x) ve V,(y) = X cley () (3.139)
ise paraleldirler. Koneksiyon katsayilari (3.84) den biliniyorlar. ge;(X),
x = (x1,x2, x3,x*)lin

2 3

x'=x+¢ee;(x) = {xt —ex?,x? — ex?, x3 — ex*, x* — £x3} (3.140)

o

degistigi durumdaki son derece kiiglik vektor olsun. X deki ve X’ deki baz vektorler arasindaki
fark

e (x") — ez (x)
= (—x3 —ext x* + ex3,x1 — ex?, —x? — ext)— (—x3,x*, x1, —x?)
= —eez(x) = el¥y,e,(x) (3.141)

olur. Bu yiizden I'3;, = —1,T1;, = I'?;, = 0’dir. Benzer sekilde '*,;=1 bu yiizden T3,;=-2
bulunur. Burada koneksiyon katsayilarinin kompiitasyonu tamamlanmalidir. Ve T’lw =
—2(+2)‘nin eger (A4 )’nin (123)’lin bir ¢ift tek permiitasyonu oldugu ve aksi takdirde

kayboldugunun dogrulugu ispat edilmelidir.

$3 {in bu paralellestirilebilmesinin kuaterniyonlarm varligiyla nasil baglantili oldugu

goriiliir. Bu kuaterniyonun ¢arpim kurali:
(22,63, %M. (L y2 y3 ") =
(xly! — x2y% — x3y3 — x4y* x1y? + x2y1 + x3y* — x4y3,

xly3 —x2y* + x3y1 + xty? xly* + x2y3 — x3y2 + xtyh) (3.142)
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§3 ={(xt,x%,x3,xY)|x.x = 1}burada x’in  eslenigi x = (x!, —x2,—x3,—x*)

tarafindan tanimlanmustir. (3.138)’e gore x,=(1,0,0,0) daki tanjant uzay sununla dagitilmistir.
e; =(0,1,00), e, =(0010), e; =(0,0,0,1) (3.143)

O zaman (3.138) daki baz vektdrler tanjant uzaymm x = (x1,x2,x3,x%) deki

kuaterniyon bilisenleri olarak ifade edilir.
e1(x) =e;.x ey(x) =e,.x e3(x) =e3.x (3.144)

Bu cebirden dolay x, =(1,0,0,0) noktasinda S3 iin baz vektdrlerini bulmak miimkiindiir.
Ayni sekilde Lie grubu paralellestirilebilir. Eger bir Lie G grubunun e birim elemanina
{V1, ..., Vi } baz vektorleri kiimesi verilirse {V;,} kiimesi tarafindan T,G’nin baz vektorleri her

zaman bulunabilir.

Lg.
Vo, s VY S (X411, o Xnl g} (3.145)
3.3.3. Ricci tensorii ve skaler egrilik

Riemann egrilik tensoriinden indisleri kisaltarak yeni tensorler inga edilir. Ricci Tensorii

Ric bir (0,2) tipinde tensordiir.
Ric(X,Y) = (dx*,R(e,, Y)X) (3.146a)
Diger bir bileseni
Ric,, = Ric(e,, e,) = R, (3.146b)
R de skaler egrilik daha fazla indeksin karsiligi ile elde edilir.
R = g*Ric(ey e,) = g*"Ricy, (3.147)
3.4. Levi-Civita Koneksiyonlari
3.4.1. Levi-civita temel teoremi

Afin koneksiyonlar1 arasinda Levi-Civita adinda 6zel bir koneksiyon vardir. Bu
koneksiyon yiizeylerin klasik Diferansiyel geometrideki koneksiyonlarmin dogal bir
genellemesidir. Torsion Tensorii ortadan kaldirilarak olusturulan V koneksiyonu Simetrik
koneksiyon olarak adlandirilabilir. Burada baz koordinatlart i¢in Simetrik bir koneksiyonun

koneksiyon koordinatlar yeterli olacaktir.

Fl;w = Flvu (3.148)
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Teorem 3.1. (Pseudo-Riemann Geometri Temel Teoremi)
(M,g) bir Pseudo-Riemann manifold olsun. g metrigi ile uyumlu benzersiz bir simetrik

koneksiyon vardir. Bu koneksiyona Levi-Civita koneksiyonu denir.

M

M

I,M

1

Sekil 3.13. M yiizeyinde bir V, € T,M vektoriintin V; € T,M vektoriine paralel olmasi ve V,’nin
T, M tizerinde R? deki siradan paralellik anlaminda V; vektoriine paralel olmasinin gosterimi.

3.4.2. Klasik geometrik yiizeyler iizerinde levi-civita koneksiyonlari

R3 de gdmiilmiis klasik diferansiyel geometri yiizeylerinde, Levi-Civita p ve q noktalari
komsulugundaki vektorlerin paralelligi (sekil 3.13)’da tanimlanmaktadir. Tanjant uzayinda
uzanan p deki tanjant diizlemi V,, vektori alinsm. Ayrica V;’nun p’deki tanjant diizlemine
izdlistimii V},"ye paralel ise q’daki V;, vektorii 1j,’ye paralel olarak tanimlanir. Simdi (sekil 3.14)’da
oldugu gibi p’nin komsulugunda iki nokta q ve s olsun. Ayrica yer degisen vektdrler pq boyunca
ps, ps boyunca pq paralel olarak tasinsin. Eger paralellik Levi-Civita ile tanimlanirsa, p’deki
tanjant diizlemine yansiyan yer degisen vektorler kapali bir paralelkenar olusturur. Bu yilizden bu
paralellik biikiimii yok eder.(3.1) teoreminden burada tanimlanan paralelligi rasgele manifoldlara

genelleyen, biikiilmeyi yok eden 6zel bir koneksiyon vardir.
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Sekil 3.14. Paralellik Levi-Civita anlaminda tanimlanirsa Torsionunun kayboldugunun gésterimi.

3.4.3. Jeodezik

Levi-Civita koneksiyonu kullanildiginda, koneksiyon katsayilari, Riemann tensorleri ve
bunlar1 igeren birgok iliski hesaplanabilir. Bunun yani sira Levi-Civita koneksiyonu, verilen iki
noktay1 birlestiren miimkiin olan en kisa egri olan baska bir deyisle Jeodezigi de saglar. Newton
mekaniginde serbest parcaciklarin yoriingesi miimkiin olan en diiz, miimkiin olan en kisa egri
yani diiz bir ¢izgidir. Einstein bu 6zelligin genel gorelilikte de yerine getirilmesi gerektigini
sOylemistir. Yercekimi uzay-zaman geometrisinin bir pargasi olarak diisiiniiliirse serbest diisen
bir parcacik miimkiin olan en kisa yolu takip etmelidir. Levi-Civita koneksiyonuna gore

tanimlanmis bir Jeodezik, iki noktayi birlestiren bir egrinin uzunlugunu verir.

Ornek 3.2. U iist yar1 diizlem U = {(x, y)|y > 0} olsun. Buradan Poincare metrik

g - LBy (3.149)

Jeodezik denklemler

X" — %x’y’ = (3.150)
y — ; [x'2+3y'2] =0 (3.151)

Burada x’ = Z—j vs. dir. (3.150) denklemi x’ ile boliiniirse kolaylikla;

X!

- (3.152)

1
R

elde edilir.
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>
A

X0

Sekil 3.15. de Poincare Metrik tarafindan jeodezikler ist yar1 diizlemde tanimlanir ve Jeodezik
sonsuz bir uzunluga sahiptir ifadelerinin gosterimi.

Buradaki R bir sabittir. s parametresi, (x’,y") vektorii birim uzunluguna sahip olacak

sekilde alindigindan

x?+y?)/y?=1 (3.153)

verir. (3.152) den bu ﬁ—z + (y;')zzl veya

ds = —2_ =% (3.154)

Buradan X, t i¢in ¢oziilmiis olur.

_J‘ 'ds = dxdsdt
EIPET ) Gsa

=fRsintdt= —Rcost + xq

Xx=—Rcost+x, y=Rsint(y>0) (3.155)

(x9, 0) yarigap1 R olan bir dairedir. Maksimum genisletilmis Jeodezikler, uzunlugu

sonsuz olan 0 < t < m (sekil 3.15) ile gosterilir.
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=€ g T-£ 1
1= fas= [T aen [T L
0+¢& dt 0+¢& sint

T—¢€
04sn® (3.156)

1 14cost
=—=lo

2 gl—COSt

3.4.4. Normal koordinat sistemi

Buradaki konu Levi-Civita koneksiyonlar1 ile sinirlandirilamaz. Ancak Levi-Civita
koneksiyonu kullanildiginda 6zellikle basit bir form alir. C(t) uygun bir V koneksiyonuna gore

(M,g) de tanimlanan Jeodezik olsun.
d
c0=p, lp=X=X'e, €T,M (3.157)

Burada {eﬂ}, p’nin koordinatlaridir. p’den ¢ikan herhangi bir jeodezik, X€ T,,M verilerek
belirtilir. P’nin komsulugunda bir q noktasi alinirsa p ve q’yu baglayan bircok Jeodezik vardir.
Ancak c,(1)=q gibi benzersiz bir Jeodezik c, vardir. X € T,M, bu Jeodezigin, p’deki tanjant

vektort olsun. g, p’den uzak olmamak tizere q benzersiz bir sekilde X, = X, 5 e, € T,Mve ¢:q >
Xg ’yi belirtir. p tizerinde bir koordinat sistemi gorevi goriir. Bu koordinat sistemi p {izerinde
normal koordinat sistemi olarak adlandirilir. Koordinatlar {eu} iken @(p)=0 oldugu agiktir.

Burada EXP:T,M—M ile EXP: X; — q doniisiimleri tanimlanmustir.
o(EXPX}e,) = X§ (3.158)

Bu koordinat sistemine gore, c(0)=p ve c(1l)=p ile bir Jeodezik c(t) su koordinat

gosterimine sahiptir.
p(c(t)) =X+ = Xf;t (3.159)
Buradaki X, f; , Q’nun normal koordinatlaridir.

Simdi Levi-Civita koneksiyon katsayilarinin normal koordinat sisteminde kayboldugu

goziikiir. Jeodezik denklemi normal koordinat sisteminde yazilirsa;

da

2xH . dX? dx?
—+ T (XEt) —

0= —
dt dt

=T, (XEt) XD X2 (3.160)

p’deki herhangi bir X 2,’ icinI'*,, (p) X, 2,7 X {} = 0’dan t=0 bulunur. koneksiyon simetrik oldugundan
T'*,,(p) + ¥, (p) = 0 bulunur.

) =0 (3.161)
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Sonug olarak, bu koordinat sistemindeki herhangi bir tensoriin kovaryant tiirevi, p’de son

derece basit bir form alir.
Vyt=X[t:]. (3.162)

Burada denklem (3.161), I'*,;’nin g=#p) da kayboldugu anlamina gelmez. (Aslinda
(3.123) den bulundu.) Ve

RKA;w(p) = aurkvl(p) - avrkuv(p) (3163)
R*3uv(p) # 0’ 0,I™ 3 (p) # 0 (3.164)
olur.

3.4.5. Riemann egrilik tensorii ile levi-civita koneksiyonlari

V Levi-Civita koneksiyonu olsun. Riemann egrilik tensoriiniin bilesenleri (3.123) ile

verilmistir.

M =1{5} (3.165)

Torsion tensorii tanim geregi ortadan kaybolurken Levi-Civita koneksiyonlari

kullanilarak bir ¢ok formiil basitlestirilmistir.
Teorem 3.2. (Bianchi Ozdeslikleri)

R Levi-Civita koneksiyonuna gore tanimlanan Riemann tensorii olsun. R asagidaki

Ozdeslikleri saglar.
R(X,Y)Z+R(Y,X)Z+R(Z,X)Y =0 (3.1664a)
(Birinci Bianchi Ozdesligi)
(V,R)Y,Z)V + (V;R)X, )V + (VyR)(Z,X)V =0 (3.166Db)
(Ikinci Bianchi Ozdesligi)
3.4.6. Einstein tensor
Bianchi Ozdeslikleri sayesinde
R + R 1 +R 15, = 0 (3.167a)
(Birinci Bianchi Ozdesliginden)

¢
(VR + (VuR)”, + (VRS =0 (3.167b)
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(Ikinci Bianchi Ozdesiliginden)
Ikinci Bianchi Ozdesliginin & ve u indekslerini kisaltilarak énemli bir iliski elde edilir.
(VRic), + (V,R)" e — (ToRIC) 3 = 0 (3.168)
A ve v indisleri daha da kisaltilir ise
V(RS — 2Ric)* =0 (3.169)
veya
V,GH =0 (3.170)
Burada G tarafindan tanimlanan Einstein tensor
GHY = Rick? —~ g R (3.171)

olur.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu c¢aligmada her ne kadar Einstein Alan denklemini incelemekle yola ¢ikilsa da aslinda

cok daha kapsaml1 bir yol izlenebileceginin farkina varildi. Ornegin;

e Ozel Relavite
e Genel Relavite ve Riemann Geometrisi

e Kara delikler

Ciinkii son yillarin en 6nemli konusu kara deliklerdir. Kara delikler konusuna birgok

acidan yaklasilabilmektedir;

Ilk olarak matematiksel bakis agisiyla; Genel Gorelilik prensipleri, Einstein Alan
Denklemini vermektedir. Einstein’in Genel Gorelilik kuramindan sonra, bu prensibin farkli
metriklerdeki(dolayisiyla geometrilerdeki) ¢oziimleri yillar icinde tekrar detaylica incelenmistir.
Fakat Einstein denklemini ¢6zen metrikler, baz1 noktalarda tekillikler igermektedir. Tekillik
belirli koordinatlarda denklemin sonsuza gitmesidir. Matematiksel olarak kara delik kavraminin

varlig1 bu ilk ¢éziimlerden baglamigtir.

Fizik agisindan ise bu; “bazi1 yildizlarin” belli bir asamadan sonra kendi iglerine ¢okmeye
baslayip silipernova patlamalarinin olusabilecegi bir asir 6nceden hesaplanabilmistir. Bu
hesaplamalar Einstein denklemleri ile neden ilgilidir? Ciinkii Einstein denklemlerinin ¢&ztimii
Schwarzschid metriginden de elde edilmektedir.(Schwarzschid yaricapi; temal olarak bir
yildizdan 15181n bile kagamamasi i¢in gerekli olan yarigap uzunlugudur.) prensipte “olay ufku”

denilen kavramin sinirlarini belirleyen yaricap, bu yarigaptir.

Bu ve benzer nedenlerden Einstein Alan Denklemleri ilgi gekmeye devam edecektir.
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