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ORLICZ UZAYLARDA Az OPERATORU ILE ILGILI MAKSIMAL
OPERATORLER
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Matematik Anabilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi, 2019
Tez Damgmani : Prof. Dr. Ismail EKINCIOGLU
Ortak Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Cansu KESKIN

OZET

(Caligmamiz, harmonik analizde 6nemli yer tutan, singiiler integral operatorler, Or-
licz uzaylar ve genellestirilmig 6teleme operatorleri ile iligkili maksimal operatorlerin sinir-
lilig1 ile ilgilidir. 11k 6nce giris kisminda, tez konusu hakkinda calismalar olan arastirmacilar
ile ilgili bilgi verilerek, tez calismas: amaci hakkinda bilgi verilecektir. Tkinci boliim, calig-
mamizin temelini olugturan ve ilerki kisimlarda gdzoniine alinacak olan baz temel kavram
ve teoremleri icermektedir. Uciincii boliimde, calismamizin 6nemli bir kismini iceren Or-
licz uzaylar1 ve Young fonksiyonlarinin tanimi verilerek, ardindan Orlicz uzaylar1 kisaca
incelenmigtir. Son boliimde, singiiler integral operatérlerinin sinirlilik problemlerinin ince-
lenmesinde 6nemli olan maksimal integral operatorlerin simirhlhiklar: aragtirilmig ve Orlicz
uzaylarda genellegtirilmis 6teleme operatoriine baghh B-maksimal operatorlerin simirliliklar:

ile ilgili baz1 sonuclara yer verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Genellesmis 6teleme operatorii, Laplace Bessel operatorii, Lebesgue
uzay1, Laplace Bessel operatori ile ilgili Maksimal operatér, Maksimal operator, Orlicz

uzayl.



THE MAXIMAL OPERATORS ASSOCIATED WITH Ay OPERATORS
ON ORLICZ SPACES

Ebru TAVALI
Department Of Mathematics, M.S. Thesis, 2019
Thesis Supervisor : Prof. Ismail EKINCIOGLU
Thesis Co-Supervisor : Asist. Prof. Cansu KESKIN

SUMMARY

Our study is related to the singular integral operators, Orlicz spaces, which are
important in harmonic analysis, and the boundedness of maximal operators connected to
generalized shift operator. Firstly, in the introduction part, information will be given about
the researchers who have papers concerned with thesis study and information about the
goal of our thesis will be given. The second chapter contains some main concepts, theorems
which will be apply to succeeding chapters. By giving the information about Orlicz spaces
and Young’s functions, which contain a significant part of our study, then Orlicz spaces are
investigated briefly in third chapter. In the final chapter, the maximal integral operators
which are important in our thesis of the problems of the boundedness of singular integral
operators are investigated and the some results associated with the boundedness of B-
maximal operators connected to the generalized displacement operator in Orlicz spaces are

given.

Keywords: Generalized Shift operators, Laplace Bessel operator, Lebesgue space, Maxi-

mal operator, Maximal operator related to Laplace Bessel operator, Orlicz space.
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1. GIRIS

Harmonik analizde, singiiler integral operatorler ile ilgili sinirlilik problemleri,
baz1 fonksiyon uzaylarda genis bir sekilde incelenmistir. Ornegin, Lebesgue uzaylarda,
bu singiiler integral operatorlerin zayif ve kuvvetli tipli stmirliliklar: kapsamli bir gekilde
aragtirilmigtir (Stein, 1970, Bennett ve Sharpley, 1988, Torchinsky, 1986 ve Grafakos, 2004).
Bu sonuclara gore, bazi problemler Lebesgue uzaylarinda, ¢alisilamadigindan yeni uzaylara

ihtiyag dogmustur. Bu nedenle, Orlicz uzaylar1 ve Lorentz uzaylar: ortaya gikmigtir.

LP(R™) Lebesgue uzaylarinin bir genellemesi olan Orlicz uzaylari, 1931 yilinda or-
taya konmugtur (Birnbaum ve Orlicz, 1931). Orlicz uzaylar1 reel ve harmonik analizde
onemli bir yere sahiptir. Harmonik analizde, Orlicz uzaylardaki Hardy-Littlewood maksi-
mal operatorlerin sinirhiliklar: ile ilgil sonuclar, singiiler ve kesirli singiiler integral oper-
atorler gibi operatdrlerin sinirliliklar: igin biiyiik kolayliklar saglarlar. Bu nedenle, Orlicz
uzaylarda Hardy-Littlewood maksimal operatérler ve klasik singiiler integral operatorler
detayl bir gekilde aragtirilmigtir. Bu giine kadar Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi pek ¢ok
matematikgi tarafindan ¢ahigilmigtir (O’Neil, 1963; Strich, 1972; Torchinsky, 1976; Cianchi,
1996; Nakai, 2001; Gasanov, 2017, 2018). Biz ¢alisgmamizda, Orlicz uzaylarda maksimal op-
eratorler yerine bu operatorlerden farkli olan Laplace Bessel operatorii ile ilgili B-maksimal
operatorlerin sinirlilik problemini ele alacagiz. Kisaca bu caligmada, singiiler integral op-
eratorlerin Lebesgue uzaylarindaki sinirhliklar1 goz oniine alinarak, Laplace-Bessel oper-
atoriine bagh maksimal operatorlerin (B-Maksimal operatorler) Orlicz uzaylarindaki sinir-

liliklarinin incelenmesi problemi incelenecektir.

Bu konular ile ilgili c¢alismalar1 su sekilde o6zetleyebiliriz: Kipriyanov, I.A.
(Kipriyanov, 1967), Lyakhov, L.N. (Lyakhov, 1996), Gadjiev, A.D. ve Aliev, .A.(Aliev ve
Gadjiev,1988), I. Ekincioglu ve A.Serbetci (Ekincioglu, 2010), Vagif.S. Guliyev (Guliyev,
vd., 2007), gibi aragtirmacilardir. Vagif S. Guliyev (Guliyev, 2003)) Laplacean-Bessel difer-
ansiyel operatorler ile elde edilen maksimal fonksiyonlar1 arastirmustir ve L, agirhkh

Lebesgue uzaylarda bu fonksiyonlarin sinirliliklarini takdim etmistir.

Harmonik analizdeki konvoliisyon tipli singiiler integral operatoérlerin, agirlikh
Lebesgue uzaylarindaki sinirlilik problemleri incelenirken, farkli yaklasimlar ortaya c¢ik-
maktadir. Ancak bu yaklagimlar icinde en ¢ok kullanilan yontem ise maksimal operator-

lerin snirliliklar ile ilgili sonuglardir. Orlicz uzaylarinda maksimal operatorler ve Calderon



Zygmund tipli singiiler integral operatérlerin sinirliliklar: pek ¢ok matematikci tarafindan
galisilmistir. Bu galismalarda genellikle sinirlilik problemleri ile ilgili sonuglar elde edilirken
maksimal operatorler ile ilgili sonuclar kullanilmistir. Bu maksimal operatorlere farkli bir
acgidan bakmanin yeni bir ¢alisma olabilecegi kanaati bizde uyanmistir. Bu nedenle kon-
voliisyon tipli integral operatorleri genellesmis 6teleme ile elde edilen singiiler integraller
olarak g6z oniline aldik. Bunlarin sinirlilik problemlerini farkli bir uzay olan Orlicz uzay-
larinda incelemek igin 6nce genellesmis 6teleme ile ilgili maksimal operatorleri verdik ve
daha sonra Orlicz uzaylarinda genellesmis 6teleme ile ilgili singiiler integral operatorlerinin
siurlilik problemi ¢oziimii ele alinmistir. Burada, genellesmis 6teleme k tane Laplace ve

n — k tane Bessel denkleminin ¢oziimiine kargilik gelmektedir.

Bu tezin amaci, genellegmis 6telemeye baglh singiiler integral operatorlerin sinirlilik-
larini incelemeye kolaylik saglayacak sonuclar elde etmek oldugundan, maksimal operator-
leri yeniden tanimlamak gerekir. Ciinkii konvoliisyon tipli singiiler integrallerde Gteleme
kavrami s6z konusudur. Bu nedenle maksimal operatorleri, farkli bir 6teleme olarak goz

ontline alacagimiz genellesmis 6teleme ile tanimlayarak siirlilik sonuglar: elde edilmistir.

Bu ¢alisma, Laplace Bessel operatorii ile ilgili singiiler integral operatorlerin Or-
licz uzaylarinda sinirliliklarini galismak isteyen arastirmacilara yol gosterecek ve kolaylik
saglayacaktir. Ornegin Orlicz uzaylari, Morrey uzaylari veya Orlicz-Morrey uzaylarinda
Bessel operatoriine bagli genellesmis 6teleme ile elde edilen Riesz Bessel doniigiimleri, Riesz
potansiyelleri gibi singiiler integral operatorlerin sinirlilik problemlerinin aragtirilmasini bu

uzaylarda kolaylastiracaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. On Bilgiler

Tanim 2.1.1. S bostan farkli ciimle ve T, S’nin alt kiimelerinin bir sinifi olsun.

(i) SeT,

(i) VI €Y iken I¢€ T,
n
(iii) ¢ = 1,2,...,n olmak tizere I; € ¥ i¢in |J I; € X, sartlar1 saglanirsa Y ailesine
i=1
(smifina) S kiimesi tizerinde cebir denir.

[e.e]
Eger (uit) kogulu yerine, Vi € Nve I; € T i¢in |J I; € T sart1 saglanirsa T smifina S
i=1

kiimesi tizerinde bir o-cebir denir.

Tanim 2.1.2. S bir ciimle ve T, S ctimlesinde bir o-cebiri olsun. O halde (S, Y) ikilisine

Ol¢ii uzay1, T ailesindeki her bir ciimleye de T-6lgiilebilir ciimle veya 6lgiilebilir climle denir.

Tanim 2.1.3. (5, 7T) 6lgil uzay: olsun. p : S — R dontiglimii

(ii) VI e Y igin u(Y) >0,

(ii) (Ip) ayrik kiimelerin bir dizisi olmak iizere u( |J Ip,) = > u(ly)
n=1 n=1

sartlarimi saglarsa, p doniigiimiine S kiimesinde bir 6l¢ii denir. Ayrica (S, T, u) tigliisiine

bir 6l¢ii uzay1 denir.

Tanim 2.1.4. FE,F ayni F cisminde iki vektor uzay: ve T': E — F bir doniisiim olsun.

(i) V€, ¢ € Eigin T(§ + ¢) = T(&) + T(C)

(ii) V€ € E ve Ya € F igin T(af) = oT'(§)

kosullar1 saglanirsa T déniigiimiine bir lineer operator denir. Eger V€, ¢ € F igin |T(£+¢)] <
T ()| + |T(Q)| ve |T(af)| = |a||T(&)| sartlar: saglaniyorsa bu durumda 7" operatoriine alt
lineer operator denir. Eger a > 0 olmak tizere T'(& + () < a[T'(§) + T'(¢)] ve |T(b§)| =

|b||T(€)| sartlar: saglanirsa, T operatoriine quasi-lineer operator denir.



Tanim 2.1.5. 0 < p < oo ve (S, YT, ) olmak tizere L,(S) uzayi,

{f: U oo}

seklindeki fonksiyonlarin simifi olarak tamimlanir. Bu uzaya Lebesgue uzay: denir ve 1 <

p < 00 i¢in Ly(S) uzaymin normu

1/p
9= [ <|f|”du>
S

bi¢iminde tanimlanir. Bu normu ile Lebesgue uzay: bir Banach uzayidir. p = oo iken

| fll 2o (sy = esssup | f(1)] seklinde tanimlanir.
IeS

Tanim 2.1.6. (S, p) bir 6lgli uzay: ve 1 < p,q < oo olsun. Eger f € LP(S) ve g € L4(5)
ise fg € LY(S) dir ve
fgller < NIf]lzrllgllLe

dir. Yukaridaki esitsizlige Holder esitsizligi denir. Ozel olarak p = ¢ = 2 hali Cauchy Swartz

esitsizligi olarak adlandirilir.

1 1 Poopl
Tanim 2.1.7. 1 <p < oove —+ — =1 olsun. Her a,b > 0 igin ab < @ + — esitsizligine
p p q

q
Young Esitsizligi denir. Burada ¢, p'nin Holder eslenigidir.

Teorem 2.1.8. w(S) = 1 iken (S, 7, w) sonlu dl¢ii uzay1 olsun. Eger ¢, L' (S, w)de her feS
icin a < () < B sartim saglayan reel degerli fonksiyon ve (a, 3) tizerinde ¢ konveks ise;

O zaman ¢( [gpdw) < [4¢ o pdw Jensen esitsizligi elde edilir.

Tanim 2.1.9. ¢ : R"™ — R olgiilebilir fonksiyon olsun. 1 <p < oo ve

lellwe, = Sup {CeR™ : |0(O)] > v} |7

iken

WIP(R") = {¢:R" - R: ¢ dlgiilebilir |[¢||wr, < oo}
fonksiyonlar kiimesine zayif Lebesgue uzay1 denir.

Tanim 2.1.10. 2, R™de bir bolge ve 1 < p < 0o olsun. 2 nin kompakt alt kiimelerinin
tamaminda, p inci mertebeden kuvvetleri integrallenen ve sinirli kalan fonksiyonlarin uza-

yina ) bolgesindeki biitiin 6l¢iilebilir fonksiyonlar uzay: denir ve L‘f o (82) ile gosterilir. p =1

1

1oc(£2) seklinde gosterlen bu uzay lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifini ifade eder.

icin L



Tanim 2.1.11. 1 < p, ¢ < oo ve K bir quasi-lineer operator olsun. K : LP(R") —
W LY(R™) sinirh ise bu operatore (p, q) zayif tiplidir denir. Her v > 0 ve ¢ € LP(R") igin

{C R KGOl > v} < (Zlellon)’

olacak gekilde pozitif E sayisi mevcut ise K operatoriine (p,q) zayif tiplidir denir. K :
LP(R™) — L9(R™) operatorii sinirli ise bu operatére (p,q) kuvvetli tiplidir denir. Vo €
LP(R™) icin

1Kellz, < ElelL,

esitsizligini saglayan pozitif £ > 0 sayis1 mevcut ise 7' operatoriine (p, q) kuvvetli tiplidir

denir.

Uyar1 2.1.12. Eger bir operator (p,q) kuvvetli tipli bir operator ise bu durumda bu
operator (p, q) zayif tipli bir operatordiir (Grafakos, 2004).

Tanim 2.1.13. log T¢ = maks(log¢,0) olmak iizere

/wmbyWMM<m
R’ﬂ

olacak gekilde olgiilebilir ¢ : R” — R doniisiimler ailesine L log L uzay1 adi verilir (Bennett
ve Sharpley, 1988).

BMO uzaylari, John ve Nirenberg tarafindan 1961 yilinda ilk defa tamtilmigtir.
BMO uzay1 ile LP Lebesgue uzay1 baz1 ortak ozelliklere sahiptir ve L uzay1 yerine alin-
abilir. Bu nendenle, T : L — L* integral operatorleri sinirli oldugundan 7" : L>*° — BMO

olur.

Tanim 2.1.14. ¢, R™ de lokal integrallenebilen fonksiyon olsun. O halde BMO(R"™) uzay,

1
®|l, = sup / D(E) — Ppe|dé < 0
H ” CRM 750 |B(§7T)|B(£ ) ‘ ( ) B(¢, )‘

norma (yari-norm) gére Banach uzayidir. Burada B(&,r), € bir yuvar, & € L'(R") ve
Poen = gy | PO
PED T BE )]
B(&r)

dir.



BMO uzaymin L*°(R"™) Lebesgue uzayma denk olmadigmma dikkat edilmelidir. Bununla
birlikte L>°(R™) € BMO(R") oldugu agiktir. Buradan su sonucu soyleyebiliriz: Her ¢
sinirh 6lgiilebilen fonksiyonu igin ¢ € BMO diyebiliriz. Fakat BMO uzayinda bu 6zelligi
saglamayan fonksiyonlarda vardir. BMO(R™) uzayma ait olup, L>°(R"™) Lebesgue uzayimna

ait olmayan fonksiyonlar da vardir. Ornek olarak, ¢(x) = log |z| fonksiyonu verilebilir.

- 1
Ornek 2.1.15. ¢(§) = log —sign(§) fonksiyonunu alalim. Bu durumda bu fonksiyon

€|
BMO([—1,1]) uzayma ait degildir. O halde 0 < t < 1 ve I = [—t,t] iken ¢1 = 0 ve
dé = - log d§

t — 0 oldugunda
1 1
i — bildE = —
71 [ 1060 - aala 2t/ |5r’ :

_ 1(_/0 log €d¢ ) = %(t+tlogt>

1
:1+logz—>oo,t—>0

log

elde edilir. Bu nedenle, verdigmiz bu 6rnek bize, bir fonksiyonun modiiliiniin BMO uzayina

ait olmasi, BMO uzayina ait olmasii gerektirmedigi sonucunu vermektedir.

Uyar1 2.1.16.
i. V ¢ € BMO(R") fonksiyonu ve pozitif ¢t > 0 sayis1 i¢in
{€ € Q:[8(€) — gal > 1}] < Cr[Qfe” /],

esitsizligi saglanacak gekilde C; ve Cs porzitif sayilar: vardir. Burada 2 C R™ dir. Bu

egitsizligie John-Nirenberg esitsizligi ad: verilir.
ii. Bu esitsizlik, 1 < p < 0o oldugunda

1
1 P
¢ * sup < / ¢ n) — ¢ r d77>
H H CERP >0 ‘B@’r)‘B(C ) ‘ ( ) B(¢, )‘

seklinde elde edilir.

iii. ¢ € BMO(R™) olsun. 0 < 2r < s igin

S
[¢B(¢r) — 98| < CliéllIn~ (2.1)



olacak sekilde bir pozitif C sayisi mevcuttur. Burada C, &, r, s sayilar1 ve f fonksiy-

onundan bagimsiz

Uyar1 2.1.17.

i. ¢ € BMO(R") ve ( € R" ise ¢(A — () € BMO(R") ve
lo(- — ¢)llBMmo = [|¢llBmo dir.

ii. ¢ € BMO(R") ve ¢ € R™ ise ¢(A\() € BMO(R™) ve
lé6(A)|IBMO = || ¢]|BMO dir.

iii. ¢ € BMO(R") ise

llollBMO =~ Sup inf / n) — cldn
B(¢,r) cER™ 1B(¢,7)] C, )N J B

dir.

2.2. Genellestirilmis Oteleme Operatdrii

0? d
Tanim 2.2.1. B, = — + T 9 Begsel operatérii ve Byv = Bgv, v(x,0) = ¢(x),
orZ  x, Oz,

ve(x,0) = 0 baglangig deger problemi olmak iizere,

v  yov 0% v Ov

=—+-= 0 2.2

57+ 3w = o2 "o V7 (22)

denkleminin v’ £=0 = P(x) ve o€ ‘ £=0 = = 0 kosullarini saglayan ¢oziime R da 6teleme denir.
Bu ¢6ziim

o(e,6) = Tiv(a) = F(’y;l)w;r(;)_l/w((ﬂ + &% — 22 cos oc)% sin? ! ada

0

bi¢iminde tanimlanir. R4 araliginda tamimh olan bu 6telemeye R4 6teleme denir (Levitan,

1951).

Buradan T2v(z) = v(x) oldugu kolayca elde edilir. Eger v(x) fonksiyonunun siirekli

tiirevlere sahip ise bu durumda,

0

é%ﬁwwmﬂzo (2.3)



elde edilir. ¥ (z) fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip ise Tf ¥ (x) operatortii,

(2.2) denkleminin ¢oziimiine karsilik gelir ve (2.3) denklemlerini saglar. Eger z,£ € R™ ve

r = (x1,29,...,2,) ise 2/, & € RF dir ve
o2 Yk 9
Ap =S 4B, -+ 7
Bi ZaxZ ! Z 8:c z; Ox;
i=1 ¢ j=k+1

A p Laplace-Bessel operatorii olsun. Bu durumda

k n
8211 827) *y] ov 8 '7] v
.Z 0x? " »_Z+1 82333 wj Ox; zz g 852 & 05

w\»—‘

s
Tl / w(x/ - 5/7 (CU%+1 + 5721+1 2xn+1§n+1 CcOS a)
0

l\J\)i

1
(2240 + Enry — 2Tny2bntacosa)?, .., (25 + & — 22,8, cos @) 2) sin™ ada

dir. Bu elde edilen ¢oziim fonksiyonuna genellegtirilmis 6teleme operatorii adi verilir (Lev-
itan, 1973). Eger ¢(x) siirekli bir fonksiyon ise bu durumda [p. [¢(z)|(x)dz < oo olur.
+

Her x > 0 igin g(z) fonksiyonu smirh bir fonksiyon ise bu durumda
| msu@ateeyis = [ voTsaeas
¥ +

dir. E?er g(z) fonksiyonunu 1 olarak alirsak agagidaki sonucu kolayca elde ederiz:

/anw )€de = / B(E)E e,

Tanim 2.2.2. f ve v Olgiilebilir iki fonksiyon, f,¢ € L,~(R") ve T¢ genellestirilmis

oteleme operatorii olsun. Bu durumda
(fev)@ = | $OTf@E)Vd,  1<p<oo

carpimina konvoliisyon ¢arpim ad verilirr.



2.3. Integral Operatorler

Bu kisimda, temel singiiler integral operatorler hakkinda kisa temel bilgiler takdim

edilecektir.
Tanim 2.3.1. f, R Oklid uzayinda lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1
Mf(x) =sup ——+
@ =R B o

[f(E)ldg,  xeR"

operatoriine Hardy-Littlewood maksimal operator denir.

Tanim 2.3.2. Q C R” sifirncit mertebeden homojen bir fonksiyon olsun. E?er bu fonksiyon

w(t) = sup {|2z) = QE)| 2,6 €™, o —¢| <t}

/Qwit)dt<oo

(Dini gart1) sartlarim saglarsa bu durumda,

ve

T = tm [ 2 ga (2.4

0" JB(z,r) ‘§|n

operatoriine singiiler integral operator denir.
Tanim 2.3.3. f , R" uzayinda lokal integrallenebilen bir fonksiyon ve 0 < o < n olsun.

Bu durumda M, kesirli maksimal operator,

1

Mo f(x) = EQBW /B(w) |f(&)]dE,  x€eR

seklinde tanimlanir. Eger o = 0 ise My = M dir.

Tanim 2.3.4. f , R™ uzayinda lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. B,-maksimal

fonksiyon

_ 1 ¢ '
Mg @) = sup g [ T @I € ag

r>0

seklinde tanimlanir ve M, f ile gosterilir (Guliyev, 2003).
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Teorem 2.3.5.

i. M maksimal operatorii, 1 < p < oo igin (p,p) zayif tipli ise 1 < p < oo igin (p,p)
kuvvetli tiplidir (Hardy ve Littlewood, 1928; Wiener, 1939).

ii. T, singiiler integral operator, 1 < p < oo igin (p,p) zayif tipli ise 1 < p < oo igin
(p, p) kuvvetli tiplidir (Bennett ve Rudnick, 1980; Bennett ve Sharpley, 1988).

iii. M, kesirli maksimal operator, 1 < p < & igin (p, q) zayif tipli ise 1 < p < & icin

(p, q) kuvvetli tiplidir. (; = 1 —%) (Hardy ve Littlewood, 1928; 1932; Sobolev, 1938).
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3. ORLICZ UZAYLARI

3.1. Young Fonksiyonlari

Tanim 3.1.1. ¢ sembolii ile tiim fonksiyonlarin kiimesini gosterecegiz. ¢ : R! — R!

negatif degildir, [0, 00) araliginda artandir ve ayni zamanda ¢(04) = 0, tlim ©(t) = oo dur.
—00

¢ € ¢ olmak iizere ¢(L) smifi tiim &lgiilebilir fonksiyonlarin siifidir. f : R” — R!

olmak tizere
[ ets@)is < oo
Rn

dur. ¢ € ¢ igin ¢ ile ilgili tamamlayici fonksiyonu tanimlayabiliriz.

Y(s) =sup{st —p(t); t >0}, s>0,

Young esitsizliginden
ts<op(t)+1(s), t,s>0.

Orlicz uzaylar ile ilgili klasik goriig soyledir:

t t
@ konveks ve lim M lim —— = 0 oldugunda ¢ € ¢ fonksiyonunun bir Young
t—0y ¢t t—o0 (t)
fonksiyonu oldugu s6ylenebilir. Bu durumda L, lineer ortiisii (L) smifinin Luxemburg

normu ile olusturulabilir.

1£llz, = inf{A > 0; / o(F(x)/N)dz < 1}

Rn

Bu normlu lineer uzaya Orlicz uzayr denir. ¢ ye gore ¢ tamamlayici(Young) fonksiyon

oldugunda Luxemburg normu Orlicz normuna egittir.

supt/f x)dx; /1/1 Ydr <1
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Daha genel bir sinif agagidaki sekilde tanitilabilir:

Tanim 3.1.2. ¢ € ¢ ve 0 < A < n olsun. O halde Orlicz-Morrey sinifi

oA(L) = {f dlgiilebilir; |fl,x = sup r / o(f(y))dy < oo}
r>0 zeR"
B(z,r)

seklinde tanimlanir.

Burada ¢o(L) = ¢(L) oldugu acgik¢a goriiliir. Sadece ¢ € ¢ oldugunda, L, Orlicz uzayini

quasinormun lokal konveks bir topolojisiyle ¢(L)nin lineer ortiisii olarak tanimlayabiliriz.

iMU>0i/MﬂwMMy§M

R

Lokal olarak integrallenebilir pozitif o : R” — [0, 00) fonksiyonu agirlik fonksiy-
onu olarak tanimlansin. ¢ € ¢ olmak tizere agirhiklh Orlicz sinifi tiim f fonksiyonlarinin

kiimesidir.

/¢m@mwm<m

Rn

Ayrica agirlikli Orlicz uzay1 da onun lineer ortiisiidiir. Sonraki kiimeler igin L, (o) notasy-
onunu alacagiz. Eger ¢ Young fonksiyonu ise, yukaridaki agirlikli olmayan normlara benzer

sekilde agirlikli Litksemburg normu ve agirlikli Orlicz normu tanimlanabilir.
Asagidaki kavram, Orlicz uzaylar1 ve siiflari teorisinde en sik goriilenlerdendir.

Tanim 3.1.3. ¢ € ¢ bir fonksiyon ve ¢ > 0 olacak sekilde As kogulu saglaniyorsa
©(2t) < cp(t), t >0 dir.

Eger kiigik ¢ icin(biiytik ¢ icin) ¢(2t) < cp(t) ise, o zaman ¢ fonksiyonu 0
yakininda(ooa yakiminda) Ag kogulunu saglar. ¢, Ag kogulunu sagladiginda bazen ¢ € Ay

yazilabilir.

Tanim 3.1.4. ¢ € ¢, Ag kogulunu saglasin.

(M)
h,(A) = su , A>0
o) =sup oy
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ifadesini yerine yazarsak, ¢ nin alt indeksi;

| 1
i) = lim 28 Mo 108 hp(Y)
)\*}0_', log )\ 0<A<1 log )\

ve ¢ nin st indeksi;

A—oo  log A 1<i<co  log A

seklinde ifade edilir.

Indeksler digerleri arasinda giic fonksiyonlar: sayesinde ¢ € ¢, ¢ € Ay sartlarm
saglayan bir fonksiyonun biiylimesinin tahminini saglar. Yani, ¢ > 0 alinirsa, orada bir C.

sabiti olacaktur.

(A 1) < C. max(AP)=e | MOF o), Nt >0,

e\ t) > C. min(AP= | M@+ o). N> 0,

¢ € Ay ancak ve ancak I(p) < oo oldugunda gegerlidir.

Simdi yar1 konveks fonksiyonlarin 6zel sinifini inceleyelim.

Tanim 3.1.5. ¢ : [0,00) — R! bir fonksiyon olsun. w(t) < ¢(t) < cw(ct) ve t € [0,00)
olmak {izere bir w konveks fonksiyonu ve bir ¢ > 0 sabiti varsa ¢ fonksiyonu [0, c0) {izerinde

yar1 konvekstir denir.

Lemma 3.1.6. ¢ € ¢ olsun. Asagidaki durumlar denktir:

i. ¢, [0,00) tizerinde yar1 konvekstir;

. p(ter + (1 —t)xe) < car(t pler x1) + (1 —1t) p(c1 x2)) esitsizligi V 1,22 € [0,00) ve

vVt € (0,1) igin ayrica bagimsiz ¢; sabiti i¢in saglanir;

iii. V f € LYe(R") ve tiim siirh I araliklar igin ¢ sabiti bagimsiz olmak iizere,

1 ¢ _
2 m/ flz)dz | < mI/QO(Cf(x))dx dir.

1
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iv. @ > 1 olmak {izere, V 0 < 21 < x2 igin

p(e1) _ apla o) dir

I Z2

Ispat. i = i vei = iii cikarimlari konveks fonksiyonlarim 6zelliklerinden kolaylikla goriiliir.
1 < 1w oldugunu gosterelim. ¢ € ¢ olsun. ¢ nin yar1 konveks oldugunu varsayalim. Béylece

w konveks fonksiyonu ve ¢; > 0 sabiti vardir.
wt) < plt) <cw(at), t e R

Bir fonksiyon olarak ¢ — w(t)/t azalandir.

w(tr) _ witz)
t1 — to

3 0<t1 <ty

dir. Boylece

go(tl) < clw(cltl) < clw(cltg) < C1g0(61t2)

t1 3] to to

1 = v e ispati tamamladik. Simdi tersine bakahm.

t t
©(t1) < 0180(01 2)’ 0<ty <ty
t to

t/Cl

1
o(t) = — / sup #(r) ds
C1 , O<r<s T

w, [0, 00) tizerinde konveks olsun.

s P,

w(t) <
€17 o<r<t/fe; T

2 2
2c1w(2eqt) :2/ sup ('O(T)dSZ/ sup mds
o<r<s T o<r<s T
t
> Mt = p(t) .

t
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194 = 4 gikarimim kanitlayalim. Birim uzunlugunun keyfi araligi I olsun. 0 < ¢t < 1

araliginda verilen bir ¢ igin [[;| =t , |[[2] =1 —t olmak tlizere I = I; U I3 olarak alimirsa
uwe I ise fluy=z1 ; u € Iy ise f(u)=ux2

dir. Boylece ii saglanir.

Simdi de 47 = v gikarimina bakalim. Acikcasi 74 sayesinde t1 ve tg igin 0 < t1 < to,

t t t cit
go(tl) = 4 Lo =0 4 Lt + (1 — 4 0] < L<,O(Clt2)
to to to to

Boylece iv elde edilmis olur.

3.2. Maksimal Fonksiyonlar

f:R™ — R! lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve

Mfet)=swp g [1/wldy . (o) €R" xRY (3.1)
B

genellestirilmis maksimal fonksiyon olsun. x € B ve B > 27!t olmak iizere B C R”
seklindeki tiim kiirelere supremum sahiptir. ¢ = 0 i¢in, M f(x) klasik Hardy Littlewood-

Wiener maksimum fonksiyonunu ele alalim.

Acik bigimde goriliir ki

M () ~ ;ggé Q/ F()ldy

dir. 1 < p < o0 igin L;, de M nin smirh oldugu bilinmektedir. ¢ € ¢ i¢in bu fonksiyonlarin

karakterizasyonunu inceleyelim. ¢ sabiti fden bagimsiz olmak iizere,
/np(Mf(:L’))da: < c /go(c f(x)dz, f€ L'y (3.2)
R” R”

dir. Yukaridaki esitsizlikten modiiler egitsizlik olarak bahsedilebilir.

B sembolii RTFI = R" x RY iizerinde pozitif bir él¢ii ve B(z,7), € R™ merkezli

ve r yarigaph bir kiire olsun. B (x,r) ise B(x,r) x [0,2r) silindiri olsun.

(2.2.) i¢in denk olan kosullar agagidaki gibidir:
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Teorem 3.2.1. ¢ € ¢ olsun. Asagidaki durumlar birbirine denktir.

i. Pozitif bir c; sabiti vardir dyle ki ¢ yerine ¢; yazarsak tiim f € L'j ler icin (2.2.)

esitsizligi dogru olur.
ii. ¢ fonksiyonu baz a € (0, 1) ler igin yar1 konvekstir.

iii. Pozitif bir ¢y sabiti vardir 6yle ki

g

/Sp(j)dsg@‘p(@”), 0<o<oo; (3.3)
s o
0

iv. t > 0 i¢in bir c3 pozitif sabiti vardir oyle ki

/ d

U t

0

v. Bir a > 1 sabiti vardir dyle ki
1
o(t) < %go(a t), t>0. (3.5)

Teoremin ispatini birka¢ lemma olarak verelim ve teoremin anahtarini lemmadan sonra

agiklayahim.

Lemma 3.2.2. a € (0,1) ve a; > 1 olsun.

o(B)* < Qilw(al B, te(0,00). (3.6)

Ispat. Herhangi bir a@ € (0, 1) igin,

3
logs, ?a < a < 1 olmak iizere

olur. Sonug olarak
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Bu da yalnizca a; = a? oldugunda miimkiindiir.
Lemma 3.2.3. (2.5.) ifadesi ¢ fonksiyonunun yar1 konveksligini ifade eder.

Ispat. Lemma 2.1.6. sayesinde bir ¢; sabiti bulmamiz ispat1 tamamlayacaktir. 0 < t1 < to

oldugunda
t t
(P( 1) < Cl(p<cl 2)‘ (37>
t1 to

0 <t <tg vety <atyolsun. ¢, (0,00] arahginda artan bir fonksiyon olmak tizere

p(t2) o e(t1)
to T aty

olur. Bu ylizden

p(t) _ ap(ts) _ aplatz)
tvr, — ta T 2

dir. Simdi 0 < t1 < tg ve t9 > a t1 olsun. Bu durumda

p(t2) = (ij.h) = (alOg“ t2/t1t1) > (a[loga(tz/h)]tl)

(2) o8l (1)

9—1+log,(t2/t1) ,—1+log,(t2/t1) @ (t1)

v

v

to

= a lo(t)
t1

Y

elde edilir. Buradan

p(t) _ aplts) _ ap(aty)
t1 — to - to

olur ve sonuca variriz.
Tanim 3.2.4. ¢ € ¢ ve T : L, — L, bir alt-lineer operator olsun. Eger bir ¢ > 0 sabiti

varsa T operatorii (¢, @) zayif tiplidir. Oyle ki Vf € ¢(L) ve YA > 0 igin agagidaki esitsizlik

saglanir.
eWl{z € B™ [Tf(@)> M) < ¢ / ole (2)) de
R

Yukaridaki tamim (p,p) zayif tip kavraminin dogal bir genellemesidir, 1 < p < oo. Eger
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T:L,— L,vel<p<ooise
{z € R™; |TF(x)] > A} < ¢ AP / F(@)Pdz
Rn

olacak sekilde pozitif bir ¢ sayis1 oldugunda 7' nin (p,p) zayif tipli oldugu séylenebilir.
¢ € ¢ nin homojen olmamasimdan dolay1 (¢, ¢) zayif tipte bagka bir degisken miimkiindiir,

bunu ekstra zayif tip olarak adlandirabiliriz.

Lemma 3.2.5. ¢ > 0 bir sabit olmak f{izere
Pl € R Mf(@) >N < ¢ [ plef()) da (3.8)
R'n

esitsizligi ancak ve ancak ¢ yar1 konveks bir fonksiyon oldugunda Vf € L', ve VA > 0

icin gecerlidir.

Ispat. ¢ yar1 konveks fonksiyon olsun. O zaman Jensen esitsizligi sayesinde uygun bir w

konveks fonksiyonu igin,

p(Mf(z)) < cw(eMf(z)) < eM(w(cf(x))) < eM(p(cf(x))).

w fonksiyonu artan oldugundan,

ez e R" 5 Mf(z) > A} = p(M[{z € R" ; o(Mf(x)) > (M)}

< Cﬁﬁ”y{m ER" ; M(p(cf(x)) > p(N)/c}]

< / p(cf (2))da ;

Rn
Son esitsizlik M operatoriiniin (1, 1) zayif tipinden kaynaklanmaktadir. Boylece uygunluk
kanitlanmis oldu.

Lemmadaki esitsizligin dogru oldugunu kabul edelim. ¢ nin yar1 konveks oldugunu

gosterelim.

0<ti <tovel ={z = (x1,..,2,) ER" : 0<a; < (t1/ta)/", i =1,...n}
olsun. f(x) = tax I(x) esitligini yerine yazalim. Herhangi bir « € (0,1)" alalim.

Mf(x) > to|I| = t1.
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Boylece
Hzx e R"; Mf(x)>t1}|>1
ve lemmadaki egitsizlik gosteriyor ki
o) < [ plefe)ds = dlIlp(ets) = e}t plets)

I

lemmaya gore ¢ yar1 konvekstir.

Ispat. Teorem 2.2.1. (i) = (iii) = (ii) = (i) ve (iii) < (iv) ifadelerini kamtlayacagiz.
(v) = (ii) kosulu iistteki iki lemmadan goriilmektedir. flk olarak (i) = (i) kogulunu

inceleyelim. @ € (0,1) olsun. p® yari-konvekstir; Jensen esitsizligi kullamlarak,

[ otus@nde = [ @ s ed

Rn Rn

<e / (M (% (cf (2))) " dz

R"

<e / (o ((cf (x))) Vo dz

R

—c [ plef(@)da.

RTL

(i) = (iii) = (iv) kosulunu gosterelim. z € R™ ve r > 0 olsun.
B(z,r)={y eR"; [z —y[ <r}

kiiresini alalm ve fi(z) = xp,1) (¥) ,t > 0 ifadesini yerine yazahm. Eger |z| > 1 ise,
1

t
> - > —
M fi(x) > Bz, 2] ; [ l) XB(o,1)(Y)t dy > P[]

t
<
/ @ <2"|x|”> dz < erp(ert)

|z|>1
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olur. Buradan,

elde edilir. Teoremdeki (iii) kogulunda ¢y sabiti yerine 2" ¢ alinirsa yukaridaki ifade goriilir.
Simdi de (ii7) = (v) kosulunu kanitlayalim. flk olarak varsayalim ki (iii) dogru olsun. (ii)

de b > 1 olacak sekilde bir reel say1 vardir.

o(s1) < bp(bsa)

, 0 < s1 < s9.
S1 S92
251 252
¢(s1) < 2/ p(t) o < 2/ () 4 < cap(2c252)
S1 t2 t2 S92
S1 0

b = 2c¢9 alindiginda zaten denklem elde edilmis olur. d, 2n den biiyiik bir sabit olsun.

27"

/ @(j)ds < cso(ct)7
S t

td—1

Bu ytiizden

t d
— Jlog — < .
dy (db) 08 5y < bey(ct)

Eger t(db)f1 = 7 ifadesini yerine yazarsak,

AN
2 JR— —
(be) <log on > <3

elde edilir. a = bed alindiginda sonug goriilmiig olur.

(tv) = (i7) kogulunu kanitlayalim. Lemma 2.2.2, « € (0,1) ifadesinin varlgin

gosterir. a; > 1 olmak tizere

1
*(1) < 2—(11900‘(@17), 7> 0.
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©® nin yari-konveks oldugunu biliyoruz. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Simdi de (44i) < (4v) nin ispatina bakalim. i1k olarak (i4i) = (iv) kosulu ile baglay-

alim.

¢ t
/dﬂﬂ(s) < o(t) +/@(S)ds < o(t) . cap(cat) < c3p(cst)
s t 52 t t t
0 0
(iv) = (i4) sart1 igin; Oncelikle (iv) kosulu altinda ¢(t)/t fonksiyonunun yari artan
oldugunu gosterelim. Eger 0 < s1 < s3 ise,
©(s1) < c3p(css2)

S1 52

s1 , s den bagimsiz baz1 ¢z ler igin dogrudur.

dp(u) < c3p(cs2)

u S9

©
ENICY
Il
& | =
\
QU
S}
-
INA
\
QU
pS
o
IA
O\S

Bundan dolay:

/wi;)ds < @((zst) +/d90(5) < 629056275)_
0 0

Boylece teorem kanitlanmig olur.

Sonuc 3.2.6. ¢ € ¢ ve farz edelim ki ¢ > 0 olsun. Vf € L'}, igin (2.2.) yi ele alahm. O
zaman (3 € (0,1) ve ¢; > 0 sabitleri igin

/@E(Mf(x))dx <c /goﬁ(cl f(x)dz, fe L'y (3.9)

R™ Rn

esitsizligi saglanir.
Teorem 3.2.7. ¢ € ¢ olsun. ¢ bir pozitif sabit olmak tizere

il;lgw(/\)l{w ER™; cMf(z) > A} <oo, fep(L) (3.10)

esitsizligi ancak ve ancak ¢ yari konveks oldugunda saglanir.



Ispat. Farz edelim ki ¢ yari-konveks olmasin. t;,’ | t;,” > 0 ve ¢, < ¢, olsun.

olt)  poldis’)
tk/ tk// :

Fle) =45, XI(x)
k=1

Burada

I, = {x = (.1‘1, ,.I'n) ;e <X < Qg1 5, t=1,2, ...,n},

k-1

an= 3@ p@t)
j=1
dir. f € (L) i¢in
[ ett@nds =3 o) ans - ar)"
Rn

NERNNE:

1

2k<oo

T

1
c4* > 1 olacak sekilde bir k tamsayisi secelim.

et ){z e R™; eMf(z) >t} > ot ){z € R ; cd¥t))" MxI(z) > ti'}|
> oty ){z € R™ ;" MxIp(z) > ti'}].

Eger x = (21, 2, ..., zp) ise

Jo={z € R"; ap <z <ap+ L i =1,2,...,n}
k — x ) ak xl ak tkl2ks0(4ktk//) ) 1= I 7"'7n Y

Ardindan I, C Jj, ve

el t
My Iy(z) > 6L — Tk
X k(w) sl ‘Jk‘ tk”

t/t”
ot )tx S ok

¢ / R™ : M t N> __TVRIR
90( k )HJE € ; C f(:L“) > T }’ = tk/2k90(4ktk”)

Biiyiik k£ degeri i¢in bu bir geligkidir.
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Teorem 3.2.8. ¢ € ¢ olsun. Vf € (L) i¢in cM f € p(L) olacak sekilde pozitif bir ¢ sabiti

var olmasi i¢in gerek ve yeter sart

, t>0 3.11
s2 = t (3.11)

/tdgo<s> _ aple 1)
0

esitsizligi ¢ den bagimsiz bazi ¢; sabitleri i¢in saglanmasidir.

Ispat. Farz edelim ki ¢, (2.10.) sartim saglamasm. Vk € N icin t;, vardir dyle ki

ty

k k

/dw(s) ds > 292 ) (3.12)
S tk

0

fl@)=>" 2" tp x I ()
k=1
olsun. Burada

I={z=(z1,...,0p € R"; ap <x; <ags1},

o

-1
(@) ",
1

R
ol
Il

J

Agikca goriiltr ki f € (L) iken

[otranas <Y o) - a)”

R™ k=1

[e.o]

Ayrica

[otex s@yis = [ o € 25 Mien)@) > AHdo.
0

R’Il



Maksimal fonksiyonlar igin ters egitsizligi kullanalim.

/ (o € R™; M(cf)(x) > \}ldp(N)
0

50 el f ()|
dp(A deo(N
> O Ry AVIEOTN Y -
0 \{lef(@)[>A} R 0
0o Cthk Czktk
3 2k, / dp() o cly / dip()
2kg0(2ktk) AT g0(2ktk) A
k=1 0 0

kicin c2F > 1 ise

/ o(eM f(z))dz> 2

R

elde edilir. Fakat bu bizim varsayimimizla geligir.

24
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4. ORLICZ UZAYLARINDA B-MAKSIMAL OPERATORLER

Singiiler integral operatorler, harmonik analizde énemli bir yer tutmaktadir. Pek
cok matemetikci bu operatorleri calismaktadir. Ozellikle, Laplacean-Bessel operatorler ile
elde edilen singiiler integral operatorler ele alinmaktadir. Bu alana, bazi matematikgiler

yogunlagmiglardir.

4.1. Maksimal Operatorler

R", n boyutlu 6klid uzayi, ' = (21,...,21) € RF ve v/ = (y1,...,0) €
R* olsun. Bu durumda R" uzaymin pozitif kismin RE, = {zF : 2F =
Thtly Thi2s -+ Tn)y  Thil,Tht2,--., Ty > 0} ile gosterelim. 7 pozitif bir sayisi igin
olgiilebilir f fonksiyonlarm smufini Ly, = Lp,(R} ) ile ve (2')7 ve (y)7 ifadelerini

()Y =x1...2 ve (¥)Y = y1 ...y, seklinde gosterelim. Bu durumda norm

171, = ( /|

k,+

P
\f(x)\p(w')”dx) , 1<p<oo
seklinde tanimlanir. Eger p = oo ise
Looy(Ri 4) = Loo(R: ) = {f : [|fl| L., = essinf | f(2)] < o0}
zeRY |
elde edilir. E C R}, dlgiilebilir bir kiime ve |E|, = [,(2’)Ydz olsun. Bu durumda w(n,v) =
|E(0,1)|y i¢in |[E(0,7)]y = w(n,vy)r"™7 elde edilir.

TY f(z) genellegtirilmis 6teleme operatori ve

k

0? ’y-_k 0

Np. = § 5+ B § : = —

B~ . 8x2+ 7 8$ z; Oxj’
i=1 ? j=k+1

Ap Laplace-Bessel operator olmak tlizere,

'L n

k n
2 0 7] v v 'y] ov
Z ox2 ,;1 82xj x; Oz ZZ 8{2 85 fj o€

Ap-Laplace-Bessel differensiyel operatorii arasinda siki bir iligki vardir (Kipriyanov ve
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Klyuchantsev, 1970; Levitan, 1951). Burada B,, = —|— = ax , v > 07TY genellegtirilmig

Oteleme ile elde edilen B, konvoliisyon ¢arpim
(f®9)( / f(y) TYg(x)y) dy.
dir. f € Lﬁ‘ﬁ(RZ} L) ve ()7 =y ...y 7% olsun. Bu durumda, maksimal fonksiyon

M, f(z) = sup |B(0, )| " /B o PU@IW)

r>0

esitligi yazilir.
Teorem 4.1.1.

i) f€LiyRE ) ver >0 igin

}{x’ e R; , : M, f(x) >TH’Y < G

=
Ry +

|f(2)] («)dz

dir. Burada C'5 sabit ve f den bagimsiz sabittir.

ii) fe€Lpy(RE,) vel<p<ooolmak iizere M, f(z) € Ly~ (R} ) ve

1Ml < Callflle,,

esitsizligi saglanir. Burada Cy sabit ve f den bagimsizdir (Guliyev, 2003).

Sonuc 4.1.2. f € L, (R} )

ve (1 < p < oo) ise her z € Ry | i¢in
i |B(0.2) [ ) )y = £ ()
e—0 B(O,e)

dir.

Uyar: 4.1.3. Teorem 4.1.1, n = 1 (bir boyutta) (Stempak, 1991) ve n > 2 (¢ok boyutta)
i¢in kamitlanmigtir (Guliyev, 2003).

Maksimal operatorler, fonksiyonel analiz ve harmonik analizde 6nemli bir yere
sahiptir (Stein, 1993). Klasik maksimal operatorler yerine genellesmis 6telemeye bagh oper-

atorler ele alinacaktir. Burada, genellegtirilmis 6teleme operator, Laplace Bessel diferensiyel
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operatorii ile ilgilidir. Bu operatorler Lebesgue uzaylarinda pek ¢ok aragtirmaci tarafindan
ele almmustir. Ancak, bazi problemler L! Lebesgue uzayinda calisilamaz. Bu nedenle L
Lebesgue uzaylarmin bir genellemesi olan Orlicz uzaylar, L' Lebesgue uzayma iyi bir
alternatiftir. Bu c¢alismada Orlicz Bessel uzaylar1 gz Oniine alinacaktir. Dolayisiyla, bu
operator ile ilgili maksimal operatorii Orlicz Bessel uzaylarinda incelemeden 6nce Hardy-
Littlewood maksimal fonksiyonlar: inceleyip, L¢77(RZ’ +) Orlicz uzaylarmda Ap operatorii
ile ilgili maksimal operatérlerinin zayif ve kuvvetli tipli simirhiliklarini verecegiz. Bunun
icin, Once Orlicz uzaylarim takdim edebilmek icin énce Young fonksiyonlarmm tanimini

ve bazi 6zelliklerini verelim.
Lemma 4.1.4. (Kokilashvili ve Krbec, 1991) ® Young fonksiyonu

O(t) = /0 p(s)ds,t > 0.

ve ® € Ay olsun. A > 2 igin ®(2t) < AP(¢t) dir. § = logy A igin p > S + 1 oldugunda
[ED <0 sy
¢ sP tP

olur. ® € V5 olsun. Bu durumda

dir.

4.2. Lg,(R%) Orlicz uzayi

Orlicz uzaylari, 1931 yilinda Z.W. Birnbaum ve W. Orlicz tarafindan klasik
Lebesgue uzaylarinin dogal bir genellestirmesi olarak takdim edilmistir. Bazi1 6zel haller
ise Fourier serisinin toplanabilirlik teorisi ile iligkili olarak 1931 yilindan 6nce incelenmisti.
Bu genellestirme Lebesgue uzaylar: tamiminda yer alan fonksiyonu yerine daha genel bir
® konveks fonksiyonu alinarak yapilmigtir. Giiniimiize kadar Orlicz uzaylar1 pek ¢ok yazar
tarafindan farkli bakig agilariyla galigilmigtir. Fakat bu ¢aligmalarin ¢ogunda Orlicz uzayi
tanimindaki konveks ® fonksiyonu i¢in farklh tanmimlar kullanilmigtir. Bu ¢aligmada, Orlicz
uzaylar: taniminda adi gegcen ® konveks fonksiyonlarinin farkl tanimlar: arasindaki iligkiler

net bir gekilde incelenecek ve bu farkh fonksiyonlara kars1 gelen Orlicz uzaylar: arasindaki
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farkliliklar belirlenecektir. Bu konu ile ilgili caligmalarda kullanilan gésterimler farkli ola-
bilir. Ornegin, M.A. Krasnosel ve J.B. Ruticki, Orlicz siifin1 Lg () ile Orlicz uzaymn ise
L3 (Q) ile gostermigtir. A.C.Zaanen ise tam tersi Orlicz siifin1 L} () ile Orlicz uzayim ise

Ly () ile gostermistir. Biz bu tezde Orlicz uzaylarini L<I>,7(RZ, ) ile gosterecegiz.

Biz bu tezde, Orlicz uzaylarinda Laplace Bessel operatoriiniin dogurdugu

genellegmig 6teleme operatoriine bagli maksimal operatorlerin sinirliligini inceleyecegiz.

Tanim 4.2.1. ® Young fonksiyonu olsun. Bu durumda

Lo (Ry ;) = {f € Lllog( k) /R ®(k|f(z)]) (') dz < oo for some k > 0 }

n
k,+

uzayma Orlicz uzay1 denir.

1 < p < oo igin eger ®(§) = r? ise bu durumda, Lo (R} ) = Ly, (R}, ) olur.
Eger 0 < ¢ < 1igin ®(§) = 0 ve { > 1 igin ®(§) = oo ise Lo (R} ) = Lo(R} ) ile
loc

gosterilir. B C Ry, yuvarlan i¢in fx, € Le,(R} ) olsun. O halde, Lé’v(RZ7+) uzayl,

tiim f fonksiyonlarmn kiimesidir. Bu durumda Lg (R} | ) Orlicz uzay1

(I)(’f($)’> (') dz < 1}.

1f Ly, = inf{A>0: / :

n
Re+

normuna gore bir Banach uzayidir.

f € R} | olgiilebilir bir fonksiyon ve ¢ > 0 i¢in
m(f,0), = [{z € RE, : |f(@)] > 1}
ise bu durumda, zayif tipli Orlicz uzayi,
WLy (R} ) ={f € LYS[RE L) : |1 flwre, < oo}

seklinde tanimlanir ve Orlicz uzayinin normu da

Iflwee,, = inf{)\ >0 : igg@(t)m(i, t)7 < 1}
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biiminde ifade edilir. Gériildigi tizere || f|lwrg., < |If]Le.

sup @(t)m(f, 1), = suptm(f, 871 (t))y = suptm(®(|f]), 1),
>0 >0 t>0

ve

/R q»( @)l ) (&) dz < 1, supcb(t)m(L 75)7 <1. (41

r, MSllze, >0 IFllwes.,”
dir.
Simdi, tezde kullandigimiz baz esitsizliklerden biri olan egitsizligi agagida verelim.

Bu egitsizlik, Holder esitsizliginin bir benzeridir (Rao ve Ren, 2002).

Teorem 4.2.2. f ve g R" de 06lgiilebilir iki fonksiyon olsun. ¢ Young fonksiyonu ve

tiimleyeni olan o igin

[ r@e@] @) de <20 fll, ol

kot
esitsizligi saglanir.
Lemma 4.2.3. E C R} | bir yuvar ve ® bir Young fonksiyon ve olsun. Bu durumda

1

||XE||L<I>,7 = HXEHWL@'N = m

dir.

Ispat. Bu lemmanin ispat1 kolayca yapilabilir. Ciinkii sagidaki ifadeler

HxEqu,,w—inf{»o: / ‘I’(i) W)y dygl}
)\>():‘I></1\>/E(y’)7dy§1}

= inf
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ve

. t
HXEHWqu =inf<A>0:sup® <)\) H{L‘ eER': ‘XE(:):)‘ >t} < 1}

>
Vv
o

t
: sup @ <> ‘{x eER} : xp(a)| > t}’ < 1}
o<t<l  \A ol

t
o () <o)
0<t<1 A

>
Vv
o

Il
E.
-

—— — = — = A A
>
V
(an)
KA
/‘\
N———
AN
£
S
2

>
V
(aw]
> >
IN
KA
L
=
8]
=
W—’;’H’_/

= inf
=inf{A>0 > L
o w(n, )]
s 1
&1 [w(n,v)]

kolayca elde edilir. Buradan ispat goriiliir.

(?7) esitsizligi, Teorem 4.2.2 ve Lemma 4.2.3 den agagidaki sonug elde edilir:

Lemma 4.2.4. ® bir Young fonksiyonu ve B = B(x,r) x merkezli ve r yarigaph bir yuvar

olsun. Bu durumda

/B F@)] &) dy < 2/B1& (1BY) [ FlLa.cs)

dir.

4.3. Lg,(R%) Orlicz uzayinda Maksimal operatorler

Bu tezde, M, maksimal operatoriin qu(RZ’ ) Orlicz uzaymda sinirhhigi gésterile-

cektir. Dolayisiyla agsagidaki teorem bu tezin esas teoremdir:

Teorem 4.3.1. ® bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda A, maksimal operatorii
Lo (R} ) uzaymdan Wile (R} ) uzayma smirhdir. Ayrica M, maksimal operatorii

® € Vy ic¢in Lo (R} ;) uzaymda da smirhdur.

Ispat. Oncelikle M., maksimal operatdriiniin L‘I)’“/(R}; ) uzaymdan Wqu(]RZ’ 4) uzayma

simirhligin gosterelim. f € Lo (R} | ) fonksiyonu

poa(f)i= [ @(f@)) (@) dr<1

k,+
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ifadesini saglasin ve || f|z, = 1 olsun. Jensen esitsizligi kullanilarak her B yuvar igin

1 ' 1 ,
o (o 1w 6 ) < e [ a6 07 a (12)

elde edilir. Maksimal operatoriin tanimi ve (4.2) esitsizliginden
(M, f(z)) < My[(® o f)(z)] (4.3)
elde edilir. (4.3) ve maksimal operatériin (1, 1), zayif tipli simirhligindan

(€ BY, M, f(x) > )], = [{z € BE | : ©(M, f(x)) > 2(1)}],

< |{w € R : My (@0 f)(@) > B(1)}],
C.
< g [ @D @) do
®) Jrp ,
Cy _1 t
< g < 0 "
(1) Cyllfllza
olur. Cy > 1lise || f|lr, =1 ve CLW(I) (t) > <CL7> bulunur. || - ||, , normunun homogenlik
ozelligi ve her f € Lo, (R} ) icin
t
{/ €eRY, : M, f(z) >t} <O Hm7)
e R 1 . CylflIka,

esitsizligi bulunur. Boylece ® € V3 i¢in M, B-maksimal operatoriin Lg (R} | ) uzaymda

sirhiligl elde edilir. Simdi o > 0 ve f € Lo o (R} ,)\{0} olarak alahm. Bu durumda,

M'yf(z)

¢<W> (@) do = /R / © p(s)ds ()7 da

(07 n
ks

n 0
— Y
- +A X{SE[()’OO):IW’Y;I(“E)>S}90(S)d8 (.’13) d.fL'

J

n
k,+

i
:/0 90(5)/ X{IGRZ’+:M7f(Z‘)>OfS} (x/)’y dxds

n
R+

_ /000¢ (2) (o' € RY, : M, f(x) > A} dA

_2/0 (p(”‘) \{x’ERZ,+:M7f(x)>A}\7dA

(07
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bulunur. Maksimal egitsizlikten (Guliyev, 2003)

(o' €BE, < M, f(2) > 2} F(@)] @) da

<5
T A Jwery @)

ve integral sirasini degistirirsek

/RZ ? <W) (@) do 3 Clvfooo v <?> </{xeRg | f (@) >N} @)1 @) dx) %
sif ([ (2)%) @ra

1 270@1 g\
<x ). @l ( / go(A)A) (&) dr

k,+

dir. Lemma 4.1.4’yi g6z oniine alirsak, f(x) # 0 oldugunda,

2071 @) gy 4 2| f ()]
</0 @(A))\),Slf@)l tas (212))

elde edilir. £k > 1, ¢t > 0 ve ® konveks ise k®(t) < ®(kt) olur.

/Rn ® <W> ()7 dz < ¢ /R P <2|{f)|> (@) da

</IR ¢<W> (@) do

e
co sabit olmak {izere yukaridaki ifade elde edilmis olur. Eger a = co| f| L, ., almirsa,
M
/ P (’Yf(m)> (2")Y dx < 1.
Ry | o

My iz, < a=collflLs.,

n
k,+

ve

elde edilir.
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5. SONUC

Caligmamizda Laplace Bessel operatorii ile ilgili maksimal operatérlerin Orlicz uza-
ylarinda siirhiliklarini inceledik. Orlicz uzaylarinda maksimal operatorler ve Calderon
Zygmund tipli singiiler integral operatorlerin sinirliliklar: pek ¢cok matematikgi tarafindan
galiZilmi?tir. Bu gali?malarda genellikle sinirlilik problemleri ile ilgili sonuglar elde edilirken
maksimal operatorler ile ilgili sonuglar kullanmilmistir. Bu maksimal operatorlere farkl bir
acidan bakmanin yeni bir ¢ali?ma olabilecegi kanaati bizde uyanmistir. Bu nedenle kon-
volilisyon tipli integral operatorleri genellesmis Gteleme ile elde edilen singiiler integraller
olarak g6z oniline aldik. Bunlarin sinirlilik problemlerini farklh bir uzay olan Orlicz uzay-
larinda incelemek igin 6nce genellesmis 6teleme ile ilgili maksimal operatorleri verdik ve
daha sonra Orlicz uzaylarinda genellegmis 6teleme ile ilgili singiiler integral operatorlerinin
sinirlilik problemi ¢oziimii ele alinmigtir. Burada, genellesmis 6teleme k tane Laplace ve
n — k tane Bessel denkleminin ¢ozlimiine karsilik gelmektedir. Tezimiz, Laplace Bessel op-
eratori ile ilgili singiiler integral operatorlerin Orlicz uzaylarinda sinirhiliklarini ¢al?smak
isteyen arastirmacilara yol gosterecek ve kolaylik saglayacaktir. Ornegin Orlicz veya Orlicz-
Morrey uzaylarinda Bessel operatoriine bagh genellesmis 6teleme ile elde edilen Riesz Bessel
dontigiimleri, singiiler integral operatorlerin sinirhilik problemlerinin aragtirilmasini ortaya

cikaracaktir.
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