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OZET

Bu tez calismasinin amaci, 3-boyutlu Minkowski uzayinda hiperbolik ytiikseltilmis

acilabilir yiizeyler iizerine arastirma yapmaktir.

Dort boliimden olusan bu ¢aligmanin giris béliimiinde, konu ile ilgili tarih sirasina goére
yapilmig ¢aligmalar hakkinda bilgilere yer verilmistir. ikinci béliim olan temel kavramlar
boliimiinde ise, bu c¢alismada yararlanacagimiz temel tanim ve teoremler ifade edilmistir.
Uciincii béliimde, ¢alismaniza temel olusturan, diizlemsel egriden bir yiikseltme doniisiimii

kullanarak z=x’+vy® paraboloidi ve z=x*—y* hiperbolik paraboloidi ile 3-boyutlu Oklid

uzayina yiikseltilmig bir uzay egrisi boyunca tanjant diizlemlerin tek parametreli ailesinin zarfi
olarak olusan agilabilir bir yiizey insasinin hesaplari verilmistir. Sonra bu agilabilir yiizeyin,
minimal yiizey ve sabit ortalama egrilikli yiizey olma kosullar1 elde edilmistir. Son bdliimde de
Minkowski 3-uzayinda timelike, spacelike veya null egriler kullanilarak yiikseltme dontisiimi
yardimiyla bir paraboloid ve bir hiperbolik paraboloid ile olusturulan agilabilir yiizeyler igin
benzer hesaplamalar yapilmistir. Ayrica ifade edilen bu hesaplamalarin kullanildigr bazi

ornekler de verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Agcilabilir Yiizey, Egri Yiikseltme, Egrilikler, Lorentz Uzay,
Minkowski 3-uzay1, Regle Yiizey.
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ON HYPERBOLIC LIFTED DEVELOPABLE SURFACES
IN MINKOWSKI 3-SPACE
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Department of Mathematics, M.S. Thesis, 2020
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SUMMARY

The objective of this thesis is to examine the hyperbolic lifted developable surfaces in 3-

dimensional Minkowski space.

In the introduction of this study, which consists of four chapters, information about the
study done chronologically is given. In the second chapter, also called basic concepts section,

fundamental definitions and theorems that will be used in this thesis are expressed. The use of a
lifting transformation to a plane curve with z=x” +y?* paraboloid and z=x*—y* hyperbolic

paraboloid, generated calculations as an envelope of a one-parameter family of tangent planes
along a lifted space curve of the 3- dimensional Euclidean space has been given in the third
chapter. Thereafter, the conditions of the developable surface being minimal surface and
constant mean curvature surface were obtained. In the concluding chapter, similar calculations
were made for the developable surfaces formed by a paraboloid and a hyperbolic paraboloid
with the help of amplification transformation using timelike, spacelike or null curves in the

Minkowski 3-space. Examples of the mentioned calculations are also given.

Keywords: Curve Lifting, Curvatures, Developable Surface, Lorentz Space,
Minkowski 3-Space, Ruled Surface.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometride, 2-boyutlu veya 3-boyutlu Oklid uzay: ile Minkowski uzayinda

egriler ve ylizeylerin geometrik 6zellikleri bir¢ok bilim insani1 tarafindan arastirilmistir.

Bir malzemenin gerilmesi, kesilmesi ya da kirismasi olmaksizin diizlemsel bir yiizeyin
normal biikiilmesiyle olusturulan ylizeylere agilabilir yiizey denir (Ravani ve Ku, 1991; Frey ve
Mancewicz, 1992; Choi vd., 1997; Giiven vd., 2020). Bu yiizeyler, silindir veya koni gibi tek
seferde sadece bir yonde biikiilme ile karakterize edilir. Agilabilir yiizeyler, yuvarlak formlarin
kontrplak, sa¢ veya kumas gibi diiz malzemelerden yapilmasina izin verdikleri i¢in faydalidir.
Bu tiir yiizeyler, ¢ogu zaman nakliye, cadir dikme ve havalandirma kanallar1 imalati i¢in

kullanilir.

Acilabilir yiizeyler, birgok miihendislik ve imalat alaninda da dogal uygulamalara
sahiptir. Ornegin; ugak kanatlarmin ugak tasarimcisi tarafindan tasarlanmasi ya da farkl
sekillerde iki tiipten metal levhalarin diizlemsel parcalarinin teneke ile birbirine baglamasi igin
kullanilir. Bu yiizeyler, gerilmeden ve yirtilmadan diizleme serilebilme 6zelliginden dolay1
sheet-metal ve plate-metal temelli endiistrilerde (Boersma ve Molenaar, 1995; Frey ve
Mancewicz, 1992; lzumuya ve Takeuchi, 2004), deniz araglarimin yiizeyleri ile ugak
ylizeylerinde (Pegna ve Wolter, 1992) ve mimari yapilarda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.

Bu yiizden acilabilir yiizeyler, genel yiizeylerden daha uygundur.

Literatlirde acilabilir yiizeyler hakkinda pek ¢ok calisma vardir. Choi, Kim ve Elber,
yiikseltilmis egri boyunca tek bir parametreli teget diizlemlerin zarfi olarak acilabilir bir yiizeyi,
z=x*+Yy? paraboloidi i¢in de rasyonel diizlemsel bir egriyi yiikselterek insa ettiler ( Choi
vd.,1997). Buradaki zarf yiizeyi i¢in Ferreol bir diizlem egrisinin veya yiizeyin bir ailesinin zarf
ylizeylerinin agiklamasini yapmustir (Ferreol, 2017, 2019). lzumuya ve Takeuchi, jeodezik
olarak boyle 0zel bir egrinin varligi kosuluyla, 6zel olarak acilabilir yiizeyler i¢in bir

siiflandirma yapmustir (Izumuya ve Takeuchi, 2004).

Yiizey geometrisi teorisinde, regle yiizeyler de 6nemli bir yere sahiptir. Bu yiizeyler,
yapici geometrinin kurucusu olan Fransiz matematik¢i Gaspard Mange tarafindan bulunmustur.
R® uzayinda bulunan bir regle yiizey, yiizeydeki diiz bir ¢izginin hareket ettirilerek siipiiriilmesi

ile elde edilen noktalar kiimesi olarak tanimlanabilen bir yiizeydir. Bu nedenle,



Y(s,v) =a(s)+Vvo(s) formunun bir parametrizasyonu vardir. Buradan a ve J sirasiyla taban

egrisi ve dogrultman olarak adlandirilan ylizey iizerinde uzanan egrilerdir. Regle yiizeyin
denklemi kullanilarak «' nin asla sifir olmadigini ve & ‘nin sifir olmadigini farz ederiz. Regle
ylizeyin kenarlar1 asimptotiktir. Dahasi, regle yiizeyin Gauss egriligi her yerde pozitif degildir.
Yiizeyin her bir noktasinda duran iki ayn ¢izgi varsa, bir regle ylizey ikiye katlanir. Acilabilir
bir yiizey, her yerde Gauss egriligi K = 0 olan bir regle yiizeydir. Bu nedenle acilabilir yiizeyler,
koni, silindir, eliptik koni, hiperbolik silindir ve diizlemi igerir. Son zamanlarda, bir¢ok
matematik¢i Oklid uzay1 ve Minkowski uzayinda egriler ve regle (dogrusal) yiizeyler iizerinde
calismustir. Bu konuyla ilgili bazi1 calismalar (Oztekin ve Ergiit, 2011; Oztiirk vd., 2013; Ali vd.,
2013; Coken vd., 2008; Izumuya ve Takeuchi, 2003; Yu vd., 2014; Ekici, 2019) ile verilmistir.
Ayrica Kiihnel, regle W-ylizeyi olarak adlandirilan bir dizi regle yiizey lizerinde galismis ve bir

regle W-yiizeyinin sahip oldugu 6zellikleri vermistir (Kiihnel, 1994).

Silindir, koni, helikoid(helisoid), Mobius seridi, sag konoid gibi ¢esitli yiizeyler ile
hiperbolik paraboloid ve bir tabakanin hiperboloidi de bazi iki kanath yiizeylerdir (Gray, 1993;
Uras, 1992).

Minimal ylizey, yilizeyi kaplamak i¢in gerekli olan en az miktarda alana sahip olan
sekildir. Sekiller olusturmak i¢in gereken malzeme en az oldugu i¢in mimari, endiistriyel
tasarim ve matematikte minimal ylizeyler tercih edilir. Bu ylizden matematikgiler, bu tiir
ylizeyleri uzun bir slire boyunca aragtirdilar (Osserman, 1986). Bazi iyi bilinen minimal

ylizeyler; diizlem, helikoid(helisoid) ve catenoid(katenoid) seklindedir.

Bu calismada, oncelikle diizlemsel egriden bir yiikseltme doniisiimii kullanarak bir
z=x’+y* paraboloidi ile ve bir iki kanatli yiizey olan z=x* —y?* hiperbolik paraboloidi ile 3-
boyutlu Oklid uzayina yiikseltilmis bir uzay egrisi boyunca tanjant diizlemlerin tek parametreli
ailesinin oOrtiisii(zarfi) olarak olusan agilabilir bir yiizey insa edilmistir. Sonra bu agilabilir
ylizeyin, minimal yiizey ve sabit ortalama egrilikli yiizey olma kosullar1 verilmigtir. Daha sonra
ise Minkowski 3-uzayinda timelike, spacelike veya null egriler kullanilarak yiikseltme
dondsiimii yardimiyla bir paraboloid ve bir hiperbolik paraboloid ile olusturulan agilabilir
ylizeyler i¢in benzer hesaplamalar yapilmistir. Ayrica, burada ele alinan her bir {ireteg egrisi i¢in

hesaplamalarin kullanildig1 birka¢ 6rnek, maple ile sekiller de ¢izdirilerek verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tez ¢alismamizin bu bolimii boyunca faydalanacagimiz, gerekli oldugu diisiiniilen bazi

temel o6zellikler ile tanimlar ve teoremler aktarilmistir.

2.1. Oklidyen Uzay

Tamm 2.1.1. R? vektdr uzayi ile birlesmis R® afin uzay1 verilsin. iki vektér u = (u,,u,,u,) ve

V=(V,V,,V;) olmak iizere R® vektdr uzay: iizerinde
3
(uv)=>uyv, (2.1)
i=1

Oklid i¢ ¢arpimu verildiginde R® afin uzay1, Oklid 3-uzaym olusturur ve kisaca E® sembolii
kullanilarak ifade edilir. Genel olarak reel Afin uzaylar: ve Oklid uzaylar1 farkli yapidadirlar.
W reel vektor uzay: ile birlestirilen A afin uzay1 lzerindeki metrik ozellikler, »¥ uzay1
iizerindekKi i¢ ¢arpim kullanilarak elde edilir. Oklid uzayi ile Afin uzayi arasindaki farkliliklar bu
nedenledir (Hacisalioglu, 1998).

2.2. Oklid Uzayinda Egriler ve Frenet Formiilleri

Egrilerin diferensiyel geometrik ozellikleri genelde Frenet r-ayaklisi yardimiyla elde
edilir. Uzay egrileri, kiiresel egriler, egri ¢iftleri, basit ve kapali egriler Frenet ¢atis1 kullanilarak
incelenmistir. Bu kisimda, bir egri igin Frenet r-ayaklisinin kullanildig1 esas kavramlar ifade

edilmistir.

Tanim 2.2.1. M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verildiginde

a: I—-> E", IcR

2.2)
st als) =((8), @, (8),-.., @, (9))

parametrik olarak yazilmig M =a(l) cE" ciimlesine uzay egrisi denir. Kisaca o sembolii

kullanilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 2.2.2. | R agik aralik olmak tizere, (I,&) koordinat komsulugu ile tanimlanan M

egrisi Vsel alindiginda ||a '(S)||=1 olursa bu koordinat komsuluguna gore birim hizli egri



adim alir. Bu durumda s ise yay-parametresi olarak adlandirilir (EKici, 2019; Hacisalihoglu,
1998).

Tamm 2.2.3. (I,a) koordinat komsulugu yardimiyla M egrisi

a: 1> E?

s—>  a(s)=((8),a,(s),a5(s))

bigiminde verildiginde s yay-parametresi olmak iizere egrinin birim tegeti t(s)=V,(s), birim
normali n(s) =V,(s) ve binormali b(s)=V,(s) alindiginda {t(s),n(s),b(s)} sistemi Frenet 3-

ayaklis1 adin1 alir. O zaman

_al(s) _ .
t(s) = 2] " (s) (2.3)
ve
_ a"(s) _ t'(s) 24
" ol el e
iken
b(s) =t(s) An(s) (2.5)
binormal vektoérdiir. Bu durumda
_a'(s)yra'(s)
b(s) ol (2.6)

olur (Hacisalihoglu, 1998; Sabuncuoglu, 2010; Ekici, 2019).

Tamm 2.24. «a(l)=M cE"egrisi igin her sel yay-parametresi ile bulunan «(s)

noktasindaki Frenet r-ayaklist {V,(S),...,V,(s)} verildiginde

k: I—> R, i=1..ricgin

s () =(% (5, (9)) &1



olarak verilen k; fonksiyonu kullanildiginda se | degerine karsilik gelen k;(s) reel degerli

ifadesine egrinin i-inci egriligi ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1998; Ekici, 2019).

Teorem 2.2.1. a(l)=M c E"egrisi i¢in se | yay-parametresi ile bulunan «(s) noktasindaki
Frenet r-ayaklist {V,(s),...,V,(s)} ve egrilik fonksiyonlar1 da k;(s) olsun. Bu durumda

V, (s) =k, (s)V,(s) ve V. (s)=—K, _,(S)V._,(s) olmak iizere
V() =K, (S)V;,(s) +Kk;(s)V,,(s), 1l<ij<r (2.8)
seklindedir (Uras, 1992; Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 2.2.5. s yay-parametresi ile verilen M = /(1) < E® egrisi

a: 1> E?

(2.9)
s> a(s)=(a(8). &, (), ()

parametrik olarak ifade edilsin. Egrinin «(S)deki {t,n,b} Frenet lig-ayaklis1 olmak tizere

Frenet formiilleri

t'=k/(s).n
n'=-k (s).t+k,(s).b (2.10)
b'=-k,(s).n

seklinde verilir. Ozel olarak k, =« ve k, =7 alindiginda

t' 0 « O
n'|=|-x 0 z|ln (2.11)
b' 0 -z b

matris gosterimi de vardir (Hacisalihoglu, 1998). Ayrica k, =« egrilik ve k, =7 «a egrisinin

burulmasi olmak tizere

t'=xn
n'=—xt+zb (2.12)
b'=—zn

denklem sistemi seklinde de verilir (Uras, 1992; Sabuncuoglu, 2010).



Sonug¢ S yay-parametresi iken o:1 —R® egrisinin egriligi kl(s)=||a"(s)|| degerine esittir

(Carmo, 1976; Ekici, 2019).
2.3. 2-Boyutlu Lorentz Uzay1

Tamm 2.3.1. L* iki boyutlu Lorentz uzay1 u = (u,,u,) ile w=(w,w,) vektorleri igin
(u,w), =uw, —u,w, (2.13)

Lorentz i¢ carpimu ile donatilmis R? uzayidir (Birman ve Nomizu, 1984).
Tanim 2.3.2. Her u=(u,,u,) € * i¢in

)] <u, u> <0 oldugunda u ya timelike vektdr,

ii) (u,u) >0 oldugunda u ya spacelike vektor ve

iii) (u,u)=0 ve u=0 ise u yanull vektor
ad1 verilir (O’Neill, 1983; Birman ve Nomizu, 1984).

Tamm 2.3.3. Her uel® icin u vektdriiniin normu ||u||L= |<u,u>| seklinde tanimlanir

(O’Neill, 1983; Birman ve Nomizu, 1984).
Teorem 2.3.1. Her u € L* olmak iizere,

a) |u|>0olur,

b) ||u|| =0< u lightlike vektérii olur,
¢) u vektorii timelike oldugunda ||u||2 =—<u,u> yazilir,

d) u spacelike vektor oldugunda ||u||2 = <u,u> yazilir (O’Neill, 1983; Birman ve Nomizu,

1984).



Tamm 2.3.4. |* 2-boyutlu Lorentz uzay1 ve u,w e L olsun. <u,W> =0 olmas1 durumunda u

ve w vektorlerine Lorentz anlaminda dik vektérler denir (Birman ve Nomizu, 1984).

Teorem 2.3.2. 2-boyutlu L* Lorentz uzay: iizerinde timelike (veya spacelike) iki vektor dik
olamaz (Birman ve Nomizu, 1984).

Ispat x,yeL? iki timelike vektor olsun. X = (X,,X,) ve y=(Y,,Y,) i¢in

X =X <0 = X <X,y -y, <0=>y <y,

= XY <XY;
= eyl <y (2.14)
= XY EXY,

= XY —%Yy, #0

= (X,y)#0

olur. Yani x ve y vektorleri dik olamazlar. Benzer bir ispat spacelike iki vektor i¢in de

yazilabilir (Birman ve Nomizu, 1984).

Sonu¢ L* de biri timelike digeri spacelike olan iki vektdr ortogonaldir (Birman ve Nomizu,

1984).

Tamim 2.3.5. X € * timelike vektor ve e =(0,1) icin
a) <x, e> <0 oluyorsa x vektoriine bir timelike future-pointing vektor,

b) <x,e> >0 oluyorsa x vektoriine bir timelike past-pointing vektor adi verilir (Birman

ve Nomizu, 1984).
Tamm 2.3.6. R" n-uzayi lizerinde VpeR" ve Vo, W, eTpR” olmak iizere

n-v

<vp,wp>=Zviwi — Zn: VW, (2.15)

i=1 i=n-v+1

seklinde verildiginde indeksi v olan metrik tensor ile donatilan uzaya, yari-Oklidyen uzay adi

verilir ve R seklinde yazilir (O’Neill, 1983).



2.4. R} Minkowski Uzay1

Matematik¢i Hermann Minkowski (Alman uyrukludur) ilk olarak 1907 de Minkowski
uzay1l kavramini ortaya atmustir. Minkowski uzayi, Einstein tarafindan ifade edilen izafiyet
teorisini formiile etmede kullaniglidir. Minkowski spacetime uzayi, uzaym genelde ii¢ boyutu ve
bir de zaman boyutu birlestirilerek olusan 4 boyutlu bir manifold yapisidir. H. Minkowski,
gorecelik teorisini agiklayan Albert Einstein'dan sonra uzayi ve zamani ayni yapida kullanmig
ve bunu tek cati altinda ifade etmistir. Fizikteki bazi olaylar, spacetime ile agiklanmaya
calisilmistir. Mesela, gezegenlerin giines etrafindaki bazi hareketleri spacetime kullanilarak

ifade edilmistir.

Genelde dikey boyut olarak zaman boyutu kullanilmigtir. Spacetime uzayindaki metrigin
farklilig1 yardimiyla Oklid uzayinda gember gibi olan Diinya ile Ay gezegenlerinin birlikte olan

hareketi Minkowski uzay1 kullanildiginda bir egilim ¢izgisi seklinde gozlemlenir.
Tamm 2.4.1. ¥ bir reel vektor uzay1 tizerinde taniml

g:WxW >R (2.16)

seklinde verilen doniisiim, iki lineer ve simetrik olursa }4’ vektdr uzay: ilizerinde simetrik

bilineer form adini1 alir. g dontisiimii bir de non-dejenere olursa }4/ iizerinde bir skaler ¢arpim

adin1 alir. O zaman }» uzayina bir skaler ¢arpim uzay1 adini alir (O’Neill, 1983).

Diger taraftan g doniigiimiine
a) Her ue M/ ve u#0 alindiginda g(u,u)>0 oluyorsa pozitif tanimli,
b) Her ue M ve u=0 alindiginda g(u,u) <0 oluyorsa negatif tanimli,
C) Her ue )} ve u#0 alindiginda g(u,u)>0 oluyorsa yari-pozitif tanimli,

d) Her ue ¥’ ve u=0 alindiginda g(u,u) <0 oluyorsa yari-negatif taniml ad1 verilir

(O’Neill, 1983). Ayrica
e) g(u,w)=0 ve Yw e} i¢in u=0 oluyorsa non-dejenere adi verilir.

f) g(u,w)=0 ve Yue )} igin u=0 oluyorsa dejenere ad1 verilir (O’Neill, 1983).



Tamim 2.4.2. Skaler ¢arpim uzay1 } , lizerindeki indirgenmis skaler carpim1 negatif taniml
olan bir ¥ altuzayi olacak sekilde »¥ uzayinin en biiylik boyutlu altuzay1 olsun. Bu durumda

W altuzaymm boyutuna g skaler carpiminin indeksi denir. g skaler ¢arpiminin indeksi v
ise 0<v<boyut}? seklindedir. Ayrica » skaler ¢arpim uzaymnin indeksi, iizerinde tanimli g

skaler ¢arpiminin indeksi olarak tanimlanir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.4.3. Indeksi v olan }/ skaler ¢arpim uzayr v =1 ve boyut}’>2 olursa Lorentz

uzay1 veya Minkowski uzay1 adin1 alir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.4.4. Lorentz uzay1 » olmak tizere v € J/ vektori, sirasiyla g(v,v) >0 veya v=0,

g(v,v)<0 ve g(v,v)=0 ve v=0 ise spacelike vektor, timelike vektér ve null (lightlike)

1
vektor adi verilir. Diger taraftan ||v||=|g(v,v)|5 sayisina V vektoriiniin normu adi verilir

(O’Neill, 1983).

W Lorentz uzayr i¢in timelike vektorlerin kiimesi '}/ olsun. weI timelike

vektorii alindiginda
C(w) ={VeF|g(v,W)<0} (2.17)

kiimesine Lorentz uzaymin time-konisi adi verilir (O’Neill, 1983).

Sekil 2.1 L Lorentz uzayinda time-koni Sekil 2.2 R? Minkowski uzayinda time-koni

Teorem 2.4.1. M Lorentz uzay: verilsin. Bu uzayda u ve w iki timelike vekt6ér olsun. O

Zaman
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a) |g(u,w)|2||u||.||w|| esitsizligi gegerlidir. u ve w vektorlerinin lineer bagimli olmasi

halinde esitlik olur.
b) Ayni time-konide u ve w timelike vektorleri i¢in
g(u,w) =—|ul-|w|che (2.18)

esitligi ile verilen bir tek >0 sayis1 vardir. ¢, timelike iki vektor olan U ve w arasindaki

hiperboliktir (O’Neill, 1983).

c) Ayni time-konide olmayan u ve w vektori igin
|g(u,w)| =||u].|]w//che (2.19)
seklindedir.

V' Lorentz uzayna ait iki spacelike vektor u ve w ise

cosg = I W) (2.20)

JullIwl

olarak ifade edilen 0< @ <7 sayisi tektir. Bu 6, spacelike olan u ve w iki vektor arasindaki

act adini alir. u ile w spacelike vektorleri
g (u,w) < |Jul|-|w| (2.21)
esitsizligini saglar (O’Neill, 1983).

Tamm 2.4.5. (1,a) koordinat komsulugu ile verilen M — R? egrisinin s | yay-parametresi

icin (S) noktasindaki {t(s),n(s),b(s)} Frenet ii¢ yiizliisii alinsin. O zaman

k. I - R

s — x(s)=(t'n) (2.22)

olarak tanimlanan x fonksiyonuna a egrisinin egrilik fonksiyonu, se | igin x(S) sayisina da

M egrisinin egriligi ad1 verilir (Kobayashi, 1983; Turgut, 1995).
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Tamm 2.4.6. (I,a) koordinat komsulugu ile verilen M c R? egrisinin s | yay-parametresi

icin a(S) noktasindaki {t(s),n(s),b(s)} Frenet 3-ayaklisi verildiginde

7 . IlcR - R

s — 7(s)=(n",b) (2.23)

olan z fonksiyonu « nin burulma fonksiyonu, z(s) sayisina da M nin burulmasi adi verilir

(Kobayashi, 1983; Turgut, 1995).

2.5. Yari-Riemann Manifoldlar

Tamm 2.5.1. A7 bir diferensiyellenebilir manifold ve bunun {izerindeki sabit indeksli ¢

metrik tensori igin (A7, g) ciftine yari-Riemann manifoldu adi verilir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.5.2. Yari-Riemann manifoldu (A7,g) icin g metriginin sabit indeksine A7 nin de

indeksi denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.5.3. Yari-Riemann manifoldu .47 olmak iizere 1 indeksli ve boyut.A7 > 2 oldugunda

M yan-Rieman manifolduna Lorentz manifoldu adi verilir (O’Neill, 1983).

Bu durumda .47 Lorentz manifoldu s6z konusu oldugunda metrik
n-1
g(vp,wp):Zvi|p Wi|p —vn|p Wn|p , peM v, w, eT M (2.24)
i=1

bigimindedir.

Tamm 2.5.4. A7 Lorentz manifoldu ve tzerindeki «a:l1 cR— A7 egrisi verilsin. Bu «
egrisinin her bir noktas1 iizerindeki t birim teget vektor alani olmak tizere sirastyla, g(t,t) <0,
g(t,t)>0 ve g(t,t)=0(t=0) oluyorsa o ya timelike, spacelike, null(lightlike) egri adi
verilir (O'Neill, 1983).

Egri olarak dogru alindiginda bunun dogrultman vektori timelike vektorse timelike

dogru, dogrultman vektorii spacelike vektorse spacelike dogru, dogrultman vektori

null(lightlike) vektorse null(lightlike) dogru olarak adlandirilir (O'Neill, 1983).



2.6. R? Minkowski Uzay1 Uzerinde Vektorel Carpim

12

Tamm 2.6.1. RS Minkowski 3-uzayinda u ve w vektdrlerinin bilesenleri sirastyla u, ve w,,

i=1,2,3 olmak iizere

(U3W2 = Uy Wy, Uy Wy — U Wy, U W, — U2W1)

(2.25)

vektoriine u ile w vektorlerinin vektorel ¢arpimi adi verilir. uxw veya uAWw biciminde

yazilir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).

Ve & = (5}1’6}215}3)

ij

i = j oldugunda 1
i # j oldugunda 0

olmak tzere

é:l 52 _53
uAw=—detiu, u, U,
Wl W2 W3
yada
_‘:1 _*’-fz 683

uanw=det| u u, u,

yardimiyla ifade edilir. EK olarak saat yoniiniin tersi pozitif yon olmak tizere

SoNG ==, GNE =8 Ve G A ==,

seklindedir.

Negatif yon Saat yoniiniin tersi alinirsa

SoNEG =8, 5 NG =8 Ve G NAE =6,

olarak ifade edilir. O zaman

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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§1 52 _":Es
uAw=detju, u, U (2.31)
Wl W2 W3

bigiminde yazilir (Turgut, 1995).

Teorem 2.6.1. R} Minkowski 3-uzaymda U= (U;,U,,U;), V= (V;,V,,V5) Ve W = (W, W,,W,)

vektorleri igin

a) (uAv,w )=—det(u,v,w)

b) (u ’\V)’\W:—<U.W>V+<v,w>u
c) (uav,u)=0ve (UAv,v)=0 (2.32)

d) (uav,uav)==(u,u)(v,v)+((u,v))>
seklindedir (Turgut, 1995).

Teorem 2.6.2. R? 3-boyutlu Minkowski uzayinda u= (u,,U,,u,) ile w=(w,,w,,w,) iki vektor

olsun. O zaman

a) u ile w spacelike vektor iken u A w bir timelike vektor

b) u spacelike ve w timelike vektor iken u AW bir spacelike vektor

c) u spacelike ve w null(lightlike) vektdr oldugunda (u,w)=0 iken uAw

null(lightlike) vektér, (u,w) =0 oldugunda uA W bir spacelike vektér
d) u ile w null vektorler iken u A w bir spacelike vektor
e) u timelike ve w null vektor iken u A w bir spacelike vektor
f) u ile w timelike iken u A w bir spacelike vektor olur(Turgut, 1995).

Tamim 2.6.2. Hiz vektorii her noktada farkli sifir oluyorsa egri, regiiler egri adini alir

(Hacisalihoglu, 2000).
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Tamim 2.6.3. R? 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi iizerine

indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M ye R? de bir spacelike yiizey denir (Beem ve Ehrlich,
1981; Turgut, 1995).

Teorem 2.6.3. R} 3-boyutlu Minkowski uzayinda (V,¥) parametrizasyonu ile verilen bir

¥: VcR—» R}

(2.33)
(qu) - LP(U!W) :(l//l(U,W),l/IZ(U,W),l//S(U,W))
yiizeyinin normali bir timelike vektor alan1 oldugunda yiizey spacelike yiizeydir. Yani Z/
ylizeyin normal vektdr alani i¢in
<, ><0 (2.34)

seklindedir (Beem ve Ehrlich, 1981; Turgut, 1995).

Tamm 2.6.4. R? 3-boyutlu Minkowski uzayindaki bir M yiizeyine indirgenmis metrik,
Lorentz metrigi oluyorsa M yiizeyine timelike yiizey ad1 verilir (Beem ve Ehrlich, 1981;
Turgut, 1995).

Teorem 2.6.4. R? Minkowski 3-uzaymdaki M yiizeyinin normali bir spacelike vektor alam

oldugunda yiizey timelike ylizeydir. Yani Z/ yiizeyin normal vektor alani i¢in

<, U >>0 (2.35)

bigimindedir (Beem ve Ehrlich, 1981; Turgut, 1995).
Tamm 2.6.5. R? Minkowski 3-uzayinda, bir { dogrusu, bir « egrisi boyunca hareket
ettirildiginde bir ylizey olusuyorsa, bu olusan yiizey Minkowski 3-uzayinda bir regle ylizey
admi alir. O zaman bir regle yiizey icin verilen « egrisine, dayanak egrisi ve verilen (
dogrusuna da bir anadogrusu denir (O’Neill, 2006; Hacisalihoglu, 1983; Turgut, 1995).
Tamim 2.6.6. R} Minkowski 3-uzayinda bir regle yiizey verilsin. Bu yiizeye agilabilir regle
yiizey ad1 verilir ancak anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni olmalidir (O’Neill, 2006;
Hacisalihoglu, 1983; Turgut, 1995).

Ayrica 3-boyutlu Oklid uzayinda da bir egriye dayanarak hareket eden dogrunun
olusturdugu yiizeye regle yiizey adi verilir (Ekici, 2019; Hacisalihoglu, 1983). Bu Sekil 2.3 ile

gosterilen, bir regle ylizeydir.
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(__!,_)] el W5, 1) = ols) + vX(5)
Sekil 2.3 3-boyutlu Oklid uzayinda regle yiizey
Tamm 2.6.7. R? 3-boyutlu Minkowski uzayinda P(u,v) parametresiyle verilen yiizey ve bu

ylizeyin Z/ normal vektor alani i¢in

E=<Y¥,¥Y,>F=<Y¥Y,¥Y,>vweCG=<VY¥,Y, >,

2.36
e=<¥ ,N> f=<¥ ( )

uu? uv’N>Veg=<lPWvN>,

E,F,G birinci ve e,g,f ikinci temel form katsayilar1 olmak tizere Gauss ve ortalama egrilikleri,

sirastyla

K =(g-f?)(EG-F)*
(2.37)
2H =(eG-2fF +gE)(EG-F?*)™

esitlikleri ile bulunur (O’Neill, 2006; Hacisalihoglu, 1983; Turgut, 1995)
Simdi, (Do Carmo, 1976; Frey ve Mancewicz, 1992; Gray, 1993; Kiihnel, 2006; Ekici,

2019) caligmalarinda da goriilebilecek bazi temel kavramlari verelim.
e Bir zarf egrisi, bir diizlemde egri ailesinin her birine teget olan bir egridir.
e Bir zarf yiizeyi, bir yiizey ailesinin her bir iiyesi i¢in teget olan bir yiizeydir.
e Bir acilabilir yiizey, Gauss egriliginin sifir oldugu bir yiizeydir.

e Bir minimal yiizey, ortalama egriligin sifir oldugu bir yiizeydir.
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3. HIPERBOLIK YUKSELTILMIiS ACILABILIR YUZEYLER

Bu bolimde, diizlemsel egriden bir yiikseltme doniisimii kullanarak z=x*+y?

paraboloidi ve z=x*—y?* hiperbolik paraboloidi ile 3-boyutlu Oklid uzayina yiikseltilmis bir

uzay egrisi boyunca tanjant diizlemlerin tek parametreli ailesinin zarfi olarak olusan acilabilir
bir yiizey verilmistir (Giiven, vd. 2020). Sonra bu agilabilir yiizeyin, minimal yiizey ve sabit

ortalama egrilikli ylizey olma kosullar1 elde edilmistir.

3.1. Parabolik Yiikseltilmis Acilabilir Yiizeyler

Choi’nin (1997) de bahsetmis oldugu paraboloidin bir egri boyunca teget diizlemlerin bir

parametreli ailesinin zarf yiizeyi asagidaki gibi verilmistir.

C(s) =(x(s),y(s)) rasyonel diizlemsel egri ki regiiler (yani C'(s)#0) olsun. Q;

z=x" +vy* paraboloid yiizeyi ile bu egrinin yiikseltmesi olan egri

C(3) = (x(5), ¥(8), %*(8) + ¥*(5)) (3.1)

seklinde insa edilir. Ayrica Q yiizeyinin birim olmayan normal vektor alan1 Z7(s) olsun. Bu

durumda yiizeyin gradiyent fonksiyonu ile hesaplandiginda

f(xy,2)=x*+y"—z=0 (3.2
Vi =(2x%,2y,-1) (3.3)

yiizeyin normalini verir. Yani Z/(s) normal vektor alani
2(8) = (2x(s), 2y(s),-1) (3.4)

seklinde yazilir. Birim olmayan normal vektor alani Z/(S) nin s parametresine gore tiirevi

alinirsa
2'(8) =(2x(s),2y'(s),0) (3.5)

olur. (3.2) ve (3.5) denklemleri kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen vektorel garpim yapilirsa
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G & &
U(S)x'(8)=|2x 2y -U=(2y',-2x',dxy'-4x"y) (3.6)
2x" 2y" 0

bulunur.

Bir C(s) uzay egrisi boyunca Q yiizeyinin {Té © (Q)} teget diizlemlerinin bir parametre

ailesi goz Oninde bulunduruldugunda zarf yiizeyi, C(s) dayanak egrisi ve Z/(S)xZ/'(S)

dogrultman vektorii tarafindan insa edilir. Bu zarf ylizeyi

De s (5,V) = C(8) + V(& (5) x 2/ (5)) (3.7)

seklinde yazilir.

C(s) egrisi rasyonel oldugunda yiizey rasyoneldir, Gauss egriligi K(s,Vv) sifir oldugunda
ise yiizey agilabilirdir. D, (s,V) zarf yiizeyi, C(s) egrisi boyunca Q paraboloid yiizeyine teget
oldugu i¢in Q paraboloid yiizeyinin normallestirilmemis normal vektdr alani ve D, (s,v) zarf

yiizeyi aynmidir (Choi, 1997).

Sekil 3.1 ile gosterilen, paraboloid yiizeyi ile bir diizlem egrsinin yiikseltilmesi olan egridir.

Sekil 3.1 Paraboloid yiizeyi ile bir diizlem egrsinin yiikseltilmesi olan egri
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Uyart: C(S)=(x(s),y(s)) diizlemsel egri, kuadratiklerin tiimiine yiikseltilebilir ve C(s) egrisi,
kuadratik yiizeyin denklemi ile olusturulabilir. Ayrica kuadratik ylizeyin teget diizlemlerinin bir

parametre ailesinin zarf yiizeyi, (3.7) denklemi ile verilir.

Teorem 3.2.1. Herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin bir parametreli ailesinin

Dc () (s,V) denklemi ile verilen zarf yiizeyinin minimal olmast igin

<UUSU"><U XU\ U XU SN+<C"\ U ><U xU" 2 %2 >=0 (3.8)

denklemi saglanmalidir. Burada /7, kuadratik yiizeyin birim olmayan normal vektor alanidir

(Giiven, vd. 2020).

Ispat (3.7) ile verilen D (s (8,V) zarf ylizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci mertebeden

kismi tiirevleri hesaplanirsa

D, =Vv(&/ x4/ ") +C'

D, =&/ xi"

D, =V(&/'x2/ "+ U x2/ ") +C" (3.9)
D, =4 xi"

D, =0

bulunur. (2.36) denklemi kullanilirsa

E=<D,,D, >=V> <2/ x2" U xl">+2V(C" 2 x2/")+<C',C'>
F=<D,,D,>=V<2/xlU"lUxlU">+<ClUxlU'> (3.10)
G=<D,,D, >=</xl"\U xl">

e=<2/,D >=V<U UXU">+<C" U >
f =<2/,D, >=<l ,UxU">=0 (3.11)
g=<2,D, >=0

olur. Bulunan bu denklemler ile (3.9) denklemi ve (3.7) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf
ylizeyinin ortalama egriligi

eG

elde edilir. Buradan
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€G =V<U/'XU" U S<U XU \UXU'>+<U,C"><UxU"\UXU"> (3.13)
denklemi bulunur.

Teorem 3.2.2. Herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin bir parametreli ailesinin (3.7)

denklemi ile verilen D, (s,Vv) zarf yiizeyi agilabilirdir (Giiven, vd. 2020).

Ispat (3.10), (3.11) denklemleri ve (2.37) denklemi ile Gauss egriligini kullanarak g =0 ve

f =0 oldugunda

_ 2
k=29-1 _g

== = 3.14
EG-F? (314

bulunur.

3.2. Hiperbolik Paraboloid Yiizeyinin Zarf Yiizeyleri

Hiperbolik paraboloidin zarf yiizeyini vermeden Once, asagidaki teoremleri ve bunlarin
yukarida verilen paraboloidin zarf yiizeyi D (s,V) ile ilgili ifade etmesini sagladik.

Zarf yiizeyini, C(s) = (x(s),y(s)) diizlemsel egrisini kullanarak ve z=x*—vy” ile verilen
hiperbolik paraboloid S yiizeyine kaldirarak insa ederiz. Buna kaldirma olarak hiperbolik

kaldirma denir ve S yiizeyindeki egri her s igin
C=(xy,x>-v?) (3.15)

olur. Denklem (3.7) ile ayn1 @, (s,V) olarak adlandirdigimiz é(s) egrisi boyunca hiperbolik
paraboloid yiizeyinin S teget diizlemleri {Té © (S)} 1n bir parametre ailesinin zarf ylizeyini
D) (8,V) =D (S,V) = C(s)+V(Z/(s) x 2/ (S)) (3.16)

seklinde olusturur. C(s) dayanak egrisidir ve Z/(s)xZ/'(s)yon belirleyicidir. Ayrica S
yiizeyinin Z/(s) birim olmayan normal vektor alan1 ve Z/(s) tiirevi hesaplanirsa

(2x(s),~2y(s),-1)
(2x(s),~2y'(s),0)

bulunur. (3.17) denklemleri kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen vektorel carpim yapilirsa

U(s)

76 (3.17)
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& & &G
U(S)x2'(s)=]2x(s) -2y(s) -L=(-2y'(s),~2x(s),4x(s)y'(s) —4x'(s)y(s)) (3.18)
2x'(s) —2y'(s) O

elde edilir.
Notasyon S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli
ailesinin zarf ylizeyi her s igin

D.y(sv) = (x—2vy',y—2vx, 22—y +AV(x'y —xy") (3.19)
parametrik denklemi ile ifade edilir (Giiven, vd. 2020).
Sonug¢ S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin
zarf ylizeyi acilabilirdir (Giiven, vd. 2020).
Teorem 3.2.3. Bir diizlemsel iirete¢ egri

C(s) = (x(s),xx(s) + k) (3.20)

seklinde ¢izgi parametreli ise S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té b, (S)} teget diizleminin

bir parametreli ailesinin zarf yilizeyi minimaldir (Giiven, vd. 2020).

Ispat Kisaligin hatirma x = x(s) ve y = y(s) alinir, (3.16) denkleminde verilen zarf yiizeyi i¢in

(3.10) denklemleri ve (3.18) denklemlerinden yararlanarak i¢ (skaler) ¢arpim ve islemler

yapilirsa

®
Il

<UXU\UXU">
<(-2y',-2x"4x'y—4xy"),(-2y',2x "\ 4x'y —4xy") >
4y + 4% +16[x'y —xy T (3.21)

Ay +x2) +16(2)'y?
Y

e=<C" U >H<U UXU"> esitligini hesaplamak i¢in oncelikle C(S) egrisi ve bu egrinin 2.

mertebeye kadar tiirevleri hesaplanirsa

C(s)=(xy.x" ~v")
C '(s)=(x'y',2xx'-2yy") (3.22)
Cr(s) = (x"y" 2(x*~y*+xx"-yy"))

bulunur. (3.22) denklemlerinden yararlanilirsa



21

<C"U> = < (2", v" 2(x"? =y +xx"-yy"), (2%,-2y,-1) >

3.23
= 2(y”-x" 429
olur. Ayrica (3.17) esitligi ve tiirevi kullanilirsa
<2 =(0,0,4(y'x"-x"'y") (3.24)
elde edilir. Buradan i¢ (skaler) ¢arpim yapilirsa
<UU'XU"> = <(2x,-2y,-1),(0,0,4(y'x"-x"'y") >
= Ay'x"-x'y") (3.25)
= 4Ly«
x
bulunur. Ayrica (3.23) ve (3.25) denklemleri kullanilirsa
e = <C"U>SH<UUXU">
' 3.26
= Z(y'z—x'2+4v(;)'x'2 (3.26)
X
elde edilir. Ayrica f =0ve g =0 oldugunda, ortalama egrilik
H= C (3.27)
2(EG-F°)
seklinde yazilir. (3.27) ile verilen G nin denkleminden G #0 oldugu gériiliir. Oyleyse
<C"2/ >=0ve < ,U'xU">=0 (3.28)

olmalidir. Daha sonra yiizeyin minimal olmasi i¢in (3.30) denklemleri saglanacak sekilde
¢ozlim yapilmalidir. (3.26) diferansiyel denklemi ele alinirsa

v2(s)-x2(s) = 0 (3.29)

olur. (3.29) denklem goziiliirse y'(S) =|x'(s)| veya y'(s)=%x'(s) buradan

y(s) =1x(s) +k (3.30)

bulunur. (3.26) diferansiyel denkleminin ikinci kismindan

vy _ 331
X.(S)) (3.31)
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yazilir. (3.31) denkleminin ¢6ziimii yapilirsa (y'ES;) =C veya y'(s) =cx'(s) buradan
S

X

y(s) =cx(s) +k (3.32)

olur. Burada c bir sabittir. (3.30) ve (3.32) denklemlerinden
e=0 (3.33)

elde edilir. Yani H =0 demektir.

Teorem 3.2.4. ¢,k € R olmak iizere bir diizlemsel egri

C(t) = (x(s),cx(s) + k) (3.34)

seklinde ¢izgi parametrik verilmisse S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té(s)(S)} teget

diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi sabit ortalama egriliktir (Giiven, vd. 2020).

Ornek 3.2.1. VseR icin
C(s)=(s,39)
ile verilen bir dogruyu alalim. Bu durumda C(S) egrisinin hiperbolik paraboloid ile é(s)
yiikseltilmis egrisi
C(s) = (s,3s,—-85?)
olur. Bunun agilabilir yiizeyi
De s (5:V) = (s —6Vv,35 — 2v,-8s?)

olarak parametrelendirilir.

Sekil 3.2 C(s) iireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve Dc() sabit ortalama egrilikli yiizey

Bu yiizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirasiyla
K =0, H =-10240



23

olarak hesaplanir. Sekil 3.2 de C(s) {ireteg¢ egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit

ortalama egrilikli ylizey gosterilmistir.

Ornek 3.2.2. VseR icin
C(s) =(sinhs,coshs)
ile verilen bir dogruyu alalim. Bu durumda C(s) egrisinin hiperbolik paraboloid ile C(s)
yiikseltilmis egrisi
C(s) = (sinhs,coshs,—1)
olur. Bunun agilabilir yiizeyi

D¢ () (s,V) = (sinh s — 2vsinhs,cosh s — 2vcosh s, ~1+ 4v)

olarak parametrelendirilir. Bu ylizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirasiyla
K =0, H=-16(2v—-1)*(2cosh®s + 3)
olarak hesaplanir.
C(s) treteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit olmayan ortalama egrilikli

ylizey Sekil 3.3 de goriilmektedir.

\ N

Sekil 3.3 D ,, sabit olmayan ortalama egrilikli yiizey
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4. MINKOWSKI 3-UZAYINDA HIPERBOLIK YUKSELTILMIS

ACILABILIR YUZEYLER

Bu bolimde, Minkowski 3-uzayinda timelike veya spacelike egriler kullanilarak
yukseltme doniisiimii yardimiyla bir paraboloid ve bir hiperbolik paraboloid ile olusturulan
acilabilir yiizeyler icin minimal ylizey ve sabit ortalama egrilikli ylizey olma kosullari

verilmistir. Ayrica ifade edilen bu hesaplamalarin yapildig1 bazi drnekler de verilmistir.

Calismamiz boyunca R uzayr ds® =dx’ —dy® Lorentz metrigi ile verilen R*;(+,-)
isaretli Lorentz uzayr ve R} uzayr ds®=dx’—dy®+dz® Lorentz metrigi ile verilen

R®;(+,—,+) isaretli Lorentz uzay1 olarak kullanilmistir.

4.1. Minkowski 3-Uzayinda Parabolik Yiikseltilmis Acilabilir Yiizeyler

Bu alt kisim hesaplamalart yapilirken diizlemsel egrilerin causal (nedensel) 6zelliklerine
gore siniflandirma yapilmstir.

a) VseR igin 0<x(S)<y(s) olacak sekilde C(S)=(x(s),y(s)) regiiler diizlem egrisi

almsim. Bu durumda s ye gore tiirev alinirsa

@ = (x'(s),v'(9)) 4.1)
S
olur. Buradan
LICE) dCO) o vey2 s <0 (4.2)
ds ds

oldugundan C(s) bir diizlemsel timelike egridir.
Minkowski 3-uzayda bir C(s) uzay egrisi boyunca Q yiizeyinin {Té(s)(Q)} teget

diizlemlerinin bir parametre ailesini goz oniinde bulunduruldugunda zarf yiizeyi, C(s) dayanak

egrisi ve Z7(S)xZ/'(s) dogrultman vektorii tarafindan insa edilir. Bu zarf yiizeyi

De ) (5,V) = C(8) +V(&/(s) x 27 (5)) (4.3)
seklinde yazilir.
Q yiizeyi; z=x"+y° paraboloidi ile C(s)=(x(s),y(s)) egrisinin yiikseltmesiyle
olusturulan R Minkowski uzayimdaki

C(s) = (x(8), 7(s), x° (s) + ¥*(5)) (4.4)

uzay egrisi bir spacelike egridir. Gergekten S ye gore tiirev alinirsa
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C'(s) = (x'(s), v (5), 2x(8)x'(5) +2y(5)y (5)) (4.5)
olur. Minkowski-Lorentz metrigi altinda incelenir ve x'(s)’ <y'(s)* oldugu kullanilirsa
x'(s)* = y'(8)" +(2x(s)x(s) + 2y(s)y (5))*

> x'(s)* —x'(s)” + (2x(s)x(s) + 2y(s)y'(s))* (4.6)
> 0

<C'(s),C'(s) >

bulunur.

Yiizeyin gradiyent fonksiyonu ile

f(x,v,2)=x"+y*-z=0 4.7)
Vi =(2x,2y,-1) (4.8)
yiizeyin normalini verir. Yani Z/(s) normal vektor alani
2(s) = (2x(8), 2y(8),-1) (4.9)
seklinde yazilir.

i) VseR i¢in 0<x(s)<y(s)<1 olsun. Buna gore Minkowski-Lorentz metrigi altinda

2/ (s) normal vektor alaninin causal (nedensel) 6zelligi incelenirse
<, U >=(2x(3))> — (2y(3))* +1=4(x*(s) — v*(s)) +1 (4.10)
olur. Bu durumda < 27,2/ >>0 olup Z/(sS) spacelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z7(S) spacelike normal vektor alani

oldugundan timelike paraboloid yiizeydir.

i) VseR igin 1<x(s)<y(s) olsun. Buna gore Minkowski-Lorentz metrigi altinda

2/ (s) normal vektor alaninin causal (nedensel) 6zelligi incelenirse
<2, >=(2x(3))" — (2y(s))* +1=4(x*(s) — v°(s)) +1 (4.11)
olur. Bu durumda < 27,2/ ><0 olup Z/(s) timelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z7(S) timelike normal vektor alani

oldugundan spacelike paraboloid yiizeydir.
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Birim olmayan normal vektor alan1 Z7(S) nin s ye gore tiirevi alinirsa

2'(8) =(2x(s),2y(s),0) (4.12)

olur. (4.7) ve (4.12) kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen Minkoswki-Lorentzian vektorel carpim

yapilirsa her s igin

51 _":2 53
UxU'=—|2x 2y -1=(-2y'|\-2x"4x'y—4xy") (4.13)
2x' 2y' 0

bulunur.

3-boyutlu Minkowski uzayinda bir C(s) timelike egrisi rasyonel oldugunda yiizey

rasyoneldir. Gauss egriligi K(s,v) sifir oldugunda ise yiizey acilabilirdir. Ayrica
H(s,v) ortalama egriligi sifir ise ylizey minimaldir. D, (s,v) zarf yiizeyi, é(s) egrisi

boyunca Q paraboloid yiizeyine teget oldugu igin Q paraboloid yiizeyinin normallestirilmemis

normal vektdr alani ve D¢, (S,V) zarf yiizeyi aynidir.

Teorem 4.1.1. Ureteg egrisi timelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin bir

parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D (s,v) zarf yiizeyinin minimal olmasi igin

V< \U'SU">S<UXU"\UXU' >+<C" U ><UXU" U >=0 (4.14)
denklemi saglanmalidir. Burada Z7, kuadratik ylizeyin birim olmayan normal vektor alanidir.

Ispat (4.3) denklemi ile verilen Dc () (s,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gdre birinci ve ikinci

mertebeden kismi tiirevleri hesaplanirsa

D, =Vv(&/ x2/")+C"

D, = xU"

D, =V(&/ 'xU "+ U xU")+C" (4.15)
D, =4/ x"

D, =0

bulunur. (2.36) daki denklem kullanilirsa
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E=<D,,D,>=V><2/xU"UxU">+2v(C" U x2")+<C"C">
F=<D,,D,>=V</x"UxlU'>+<ClUxlU'> (4.16)
G=<D,,D, >=<& xl"\UxU">

e=< Dss,é/>=V<Z/,é/'xé/">+<é",é/>
f=<D,,,l >=<l xl" U >=0 (4.17)
g=<D,,,s/>=0

olur. Bulunan bu denklemler ile (2.37) denklemi ve (4.3) denklemi ile verilen D (s,v) zarf

ylizeyinin ortalama egriligi

eG

H= FE6-F (4.18)

elde edilir. Buradan
eG=v</,l/'x" ><é/><é/',é/xé/'>+<é“,&/><é/><&/",é/x&/'> (4.19)
denklemi bulunur.

Teorem 4.1.2. Ureteg egrisi timelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin bir

parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf ylizeyi agilabilirdir.

ispat (4.16), (4.17) denklemleri ve (2.37) denklemi ile Gauss egriligini kullanarak g=0 ve
f =0 oldugunda

2
K_eg—f B

=—= = 4.20
EG-F? (4.20)

bulunur. O halde iireteg egrisi timelike olan S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget
diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi a¢ilabilirdir.

Notasyon S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf

ylizeyi
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C(s) +V(Z/(8)x 2/ (s))
¢ () +Vv(=2y'(s),—2x'(s),4x'(s)y(s) —4x(S)y'(s)) (4.21)
(<(s) — 2vy (5, v(8) — 2vx (), ° () + y2(S) + 4V(x (8)y(S) — x(5)y'(5)))

parametrik denklemi ile ifade edilir.

De(s) (s,v)

Teorem 4.1.3. Ureteg egrisi timelike olan ¢izgi parametreli bir egri igin S paraboloid yiizeyinin
{Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal degildir.

Ispat Kisaligin hatirma x = x(S) ve v = y(s) alinir. (4.3) denkleminde verilen zarf yiizeyi igin,

(4.15) denklemleri ile (4.16) denklemlerinden yararlanarak Minkoswki-Lorentzian i¢ ¢arpimi
yapilirsa

G = <UxU' UxU"'>
= <(=2y',-2x"4x'y—4xy"),(-2y',-2x"4x'y —4xy") >
= 4y?+4x7+16[x'y —xy T (4.22)

= Ay?+x?)+16(0)'y?
Y

e=<C"U>W<UUXU"> esitligini hesaplamak i¢in oncelikle C egrisi ve bu egrinin 2.

mertebeye kadar tiirevleri hesaplanirsa

é = (X1y1X2 _yZ)
é'z(x',y', 2xx'—2yy") (4.23)
éu: (X“,y", 2(X|2_y|2+XXu_ yyu))

bulunur. (4.23) denklemlerinden yararlanilirsa

<ChU> = <(x"y"2(x?-y?+xx"-yy"),(2x,~2y,~1) > (4.24)
= 2Ay?-x" |
olur. Ayrica (4.12) esitligi ve tirevi kullanilirsa
<" =(0,0,4(y'x"-x"'y") (4.25)

elde edilir. Buradan Lorentzian i¢ (skaler) ¢arpim yapilirsa
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<l lU'xU"> = <(2x,-2y,-1),(0,0,4(y'x"-x"'y") >
= 4(y'x"-x"y") (4.26)
= aLyx"

bulunur. Ayrica (4.24) ve (4.26) denklemleri kullanilirsa
e = <é",é/>+v<&/,é/'x&/">

' 4.27
= 2(y?-x"+4v(Z)'x?) (427)
Yy
elde edilir. Ayrica f =0ve g =0 oldugundan ortalama egrilik
Hee & (4.28)
2(EG - F?)
seklinde yazilir. (4.28) ile verilen G nin denkleminden G #0 oldugu gériiliir. Oyleyse
<C" 2 >=0 Ve <2/,l/'xU">=0 (4.29)

olmalidir. Daha sonra, yiizeyin minimal olmasi i¢in (4.29) denklemleri saglanacak sekilde

¢oziim yapilmalidir. Ureteg egrisi timelike oldugundan (4.27) diferansiyel denklemi ele alimirsa

y?-x? = 0 (4.30)

olamaz. Bu durumda H =0 olamayacagindan yiizey minimal degildir.

Sonuc (3.30) esitlikleri saglanacak sekildeki bilesenleri v (s)—x'*(s)—2y(s)y"(s) ifadesini
sifir yapan C(S) =(x(S),y(s)) timelike iirete¢ egrileri igin S paraboloid ylizeyinin {Té © (S)}
teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal olur.

Teorem 4.1.4. S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin

zarf ylizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi i¢in C,k € R olmak iizere bir diizlemsel
timelike tlirete¢ egrisi

C(s) =(x(s),cx(s) + k) ve x'(s) =sabit (4.31)
olacak sekilde parametrik olarak verilmelidir.

Ispat Teorem 4.1.3. ispat1 goz oniine alindiginda S paraboloid yiizeyinin {Té(s) (S)} teget

diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi i¢in
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C(s) =(x(s),y(s)) timelike iirete¢ egrisinin bilesenleri v (s) —x'(s) —2y(s)y"(s) ifadesini

dx(s)
S

sabit yapmali yani x(S) nin tiirevi =sabit ve

AN 4.32
X.(S)) (4.32)

olmalidir. Buradan (4.32) denklemi kullanilirsa (

y:(s)) =C veya y'(S) =cx'(s) buradan
x'(s)

y(s) =cx(s) +k (4.33)
esitligi elde edilir. Burada c,k bir sabittir.
Ornek 4.1.1. VseR icin
C(s)=(25s—5,3s+1)
ile verilen bir timelike iirete¢ egrisini alalim. Bu durumda C(s) egrisinin paraboloid ile C(s)
yiikseltilmis spacelike egrisi
C(s) =(25—-5,35+1,(25—5) + (35 +1)2)
olur. Bunun agilabilir yiizeyi
D¢ (5,V) = (25 —5-6v,3s +1—4v,68v +13s* —14s + 26)
olarak parametrelendirilir. Bu yiizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirastyla
K =0, H=-1207440
olarak hesaplanir.
C(s) timelike tireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit ortalama egrilikli

ylizey Sekil 4.1 de goriilmektedir.

O
PO
Ol %557

Sekil 4.1 C(s) timelike iirete¢ egrisi, é(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit ortalama egrilikli

yluzey
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b) C(s)=(x(s),y(s)) regiiler diizlem egrisi Vse R igin x(S)>y(s)>0 olacak sekilde
alinsin. Bu durumda s ye gore tiirev alinirsa
C'(8) = (x(s),y'(s)) (4.34)
olur. Buradan
<C'(s),C'(s)>=x'(s)* —y'(s)* >0 (4.35)
oldugundan C(s)bir diizlemsel spacelike egridir.
z=x"+y* paraboloidi ile C(s)=(x(s),y(s)) egrisinin yiikseltmesiyle olusturulan R?

Minkowski uzayindaki

C(8) = (x(5), y(8), %*(8) + ¥*(5)) (4.36)
uzay egrisi bir spacelike egridir. Gergekten S ye gore tiirev alinirsa
C(s) = (x'(5), v'(), 2x(8)x(5) + 2y() ¥ () (4.37)

olur. Minkowski-Lorentz metrigi altinda incelenir ve x'(s)* > y'(s)® oldugu kullanilirsa

<C'5),C'(5)> = x'(5)2=v'(s)?+(2x(s)x'(s) + 2y(s)y'(s))? >0 (4.38)
bulunur.

Yiizeyin gradiyent fonksiyonu ile Z7(S) normal vektor alan1 hesaplandiginda

2(s) = (2x(s), 2y(s),-1) (4.39)

yani
f(x,y,2)=x*+y*-z=0 (4.40)
Vf =(2x,2y,-1) (4.41)

yiizeyin normalini verir. Buna gére Minkowski-Lorentz metrigi altinda Z7(S) normal vektor

alaninin causal (nedensel) 6zelligi incelenirse
<2, >=(2x(3))* — (2y(3))* +1=4(x(s)* — y(s)?) +1 (4.42)
olur. Bu durumda < 27,27 >>0 olup Z/(s) spacelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z7(s) spacelike normal vektor alani

oldugundan timelike paraboloid ylizeydir.

Birim olmayan normal vektor alan1 Z7(S) nin s ye gore tiirevi alinirsa
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N'(s) =(2x'(s),2y'(s),0) (4.43)

olur. (4.39) ve (4.43) kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen Minkowski-Lorentzian vektérel

carpim yapilirsa
51 _52 53
U$)xU(s)=-|2x(s)  2y(s) -1=(-2y'(s),—2x'(s),4x(s)y(S) ~4=(s)y (s)) (4.44)
2x'(s) 2y'(s) O
bulunur.

3-boyutlu Minkowski uzayinda bir C(s) spacelike egrisi rasyonel oldugunda yiizey

rasyoneldir. Gauss egriligi K(s,v) sifir oldugunda ise yiizey agilabilirdir. Ayrica
H(s,v) ortalama egriligi sifir ise ylizey minimaldir. D, (s,v) zarf yiizeyi, é(s) egrisi

boyunca Q paraboloid yiizeyine teget oldugu igin Q paraboloid yiizeyinin normallestirilmemis

normal vektor alani ve D¢, (S,V) zarf yiizeyi aynidir.

Teorem 4.1.5. Ureteg egrisi spacelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin

bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf ylizeyinin minimal olmasi
i¢cin
VU UXU"S<USXUUSU >+<C" U ><UXU"UxU >=0 (4.45)

denklemi saglanmalidir. Burada Z7, kuadratik yiizeyin birim olmayan normal vektor alanidir.

Ispat (4.3) denklemi ile verilen Dc(s)(s,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri hesaplanir, (4.15), (4.16) ve (4.17) esitlikleri kullanilirsa D, (S,V)

zarf yiizeyinin ortalama egriligi

eG

olacagindan

€G =V< U, UXU" " S<U XU \UXU'>+<C"U ><UxU" U XU'"> (4.47)
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elde edilir.

Teorem 4.1.6. Ureteg egrisi spacelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin

bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf yiizeyi agilabilirdir.

Ispat (4.16), (4.17) denklemleri ve (2.37) denklemi ile Gauss egriligini kullanarak, g =0 ve

f =0 oldugunda
K=(eg-f*)(EG-F*)"=0 (4.48)

bulunur. O halde iireteg egrisi spacelike olan S paraboloid ylizeyinin {Té o) (S)} teget

diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi acilabilirdir.

Notasyon S paraboloid yiizeyinin {Té(s) (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf

ylizeyi
Des) (S.V) C(s) +V(2/(s)x 2/ (S))

C(s) +V(=2y'(s),—2x'(s),4x'(S)y(s) —4x(s)y'(s)) (4.49)
(x(5) — 2y (s), y(S) — 2vx(5), x*(8) + y*(8) + 4v(x'(5) y(5) — x(5) v (S)))

parametrik denklemi ile ifade edilir.

Teorem 4.1.7. Ureteg egrisi spacelike olan ¢izgi parametreli bir egri icin S paraboloid
ylizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal degildir.
Ispat Kisaligin hatirma x = x(s) ve y =y(s) alir. (4.3) denkleminde verilen zarf yiizeyi igin

(4.15) denklemleri ile (4.16) denklemlerinden yararlanarak Minkowski-Lorentzian i¢ ¢arpim ve

islemler yapilirsa

®
Il

<UXUUXU'">
<(-2y'\-2x"4x'y—4xy"),(-2y',—2x"\4x"'y —4xy") >
A4y + 4% +16[x'y —xy T (4.50)

Ay2+x2) +16(2) 'y
Y

e=<C" U >H<U UXU"> esitligini hesaplamak i¢in dncelikle C egrisi ve bu egrinin 2.

mertebeye kadar tiirevleri hesaplanirsa
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(@D

= (X!yvxz _yz)
= (Xllyla 2xx'- 2yyl) (451)
Cr=(x"y" 2(x*~y”+xx"-yy")

(@D

bulunur. (4.51) denklemlerinden yararlanilirsa

2 _ no_n 2 a2 " "w . _
<C" U > = <(x2,y ,22(x v+ xx"-yy"),(2x,-2y,-1) > (4.52)
= 2(y*"-x'
olur. Ayrica (4.43) esitligi ve tiirevi kullanilirsa
U 'xU"=(0,0,4(y'x"-x"'y") (4.53)
elde edilir. Buradan Lorentzian i¢ ¢carpim yapilirsa
<UU'XU"> = <(2x,-2y,-1),(0,0,4(y'x"-x"y") >
= 4(y'x"-x"y") (4.54)
= 4Ly«
bulunur. Ayrica (4.52) ve (4.54) denklemleri kullanilirsa
e = <é",é/>+v<é/,&/‘><&/">
' (4.55)
= 2(y'2—><'2+4V(L‘)'X'2
x
elde edilir. Ayrica f =0ve g =0 oldugunda ortalama egrilik
Hee G (4.56)
2(EG-F°)
seklinde yazilir. (4.56) ile verilen G nin denkleminden G #0 oldugu gériiliir. Oyleyse
<C" 2 >=0 Ve <2/,l/'xU">=0 (4.57)

olmalidir. Daha sonra yiizeyin minimal olmasi i¢in (4.57) denklemleri saglanacak sekilde

¢oziim yapilmalidir. Ureteg egrisi spacelike oldugundan (4.55) diferansiyel denklemi ele alinirsa
y?(s)—-x"”(s) = 0 (4.58)

olamaz. Bu durumda H =0 olamayacagindan yiizey minimal degildir.
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Sonug (3.30) esitlikleri saglanacak sekildeki bilesenleri v'*(s) —x"(s) — 2y(s)y"(s) ifadesini
sifir yapan C(s) =(x(S),y(S)) spacelike tirete¢ egrileri i¢cin S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)}
teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal olur.

Teorem 4.1.8. S paraboloid ylizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin

zarf ylizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi i¢in ¢,k € R olmak iizere bir diizlemsel
spacelike iirete¢ egrisi

C(s) =(x(s),cx(s) + k) ve x'(s)=sabit (4.59)
olacak sekilde parametrik olarak verilmelidir.

Ispat Teorem 4.1.7. ispati goz Oniine alindiginda S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget

diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyinin sabit ortalama egrilikli ylizey olmasi i¢in

C(s) =(x(s),y(s)) spacelike iirete¢ egrisinin bilesenleri y'*(s) —x'*(s) — 2y(s)y"(s) ifadesini

sabit yapmali yani dz(s) = sabit ve
S
Y6y _ g (4.60)
x'(s)
olmalidir. Buradan (4.60) denklemi kullanilirsa (%) =C veya y'(s) =cx'(s) buradan
x (S
y(s)=cx(s) +k (4.61)

esitligi elde edilir. Burada c,k bir sabittir.

c) VseR igin x(S) <y(s) <0 olacak sekilde C(s)=(x(S),v(s)) regiiler (yani C'(s)#0)
diizlem egrisi alinsin. Bu durumda s ye gore tiirev alinirsa
C'(s) =(x'(s).y'(s)) (4.62)
olur. Buradan
<C'(s),C'(s)>=x'(s)* —y'(s)* >0 (4.63)
oldugundan C(s) bir diizlemsel spacelike egridir.
z=x’+y* paraboloidi ile C(s)=(x(s),y(s)) egrisinin yiikseltmesiyle olusturulan R}

Minkowski uzayindaki
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C(8) = (x(5), y(8), %*(8) + ¥*(5)) (4.64)
uzay egrisi bir spacelike egridir. Gergekten S ye gore tiirev alinirsa
C(s) = (x'(5), v'(), 2x(s)x(5) + 2y() ¥ (5)) (4.65)

olur. Minkowski-Lorentz metrigi altinda incelenir ve x'(s)* > y'(s)? oldugu kullanilirsa
<C'(6),C'(8)> = x'(8)*—v'(s)’ +(2x(s)x'(s) +2y(s)y'(s))* >0 (4.66)

bulunur.

Yiizeyin gradiyent fonksiyonu ile
f(x,y,2)=x*+y*-z=0 (4.67)

Vf = (2x,2y,-) (4.68)

yiizeyin normalini verir. Yani Z/(s) normal vektor alani
U (s) =(2x(s), 2y(s),-1) (4.69)
yazilir.

Buna gore Minkowski-Lorentz metrigi altinda Z/(s) normal vekt6r alaninin causal (nedensel)

ozelligi incelenirse
<2, 2 >=(2x(3))* — (2y(3))* +1=4(x*(s) — v*(s)) +1 (4.70)
olur. Bu durumda < 27,2/ >> 0 olup Z/(s) spacelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z/(s) spacelike normal vektor alani

oldugundan timelike paraboloid yiizeydir.
Birim olmayan normal vekt6r alant Z/(S) nin s ye gore tiirevi alinirsa
o'(s) =(2x(s),2y'(s),0) (4.71)

olur. (4.67) ve (4.71) kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen Minkoswki-Lorentzian vektorel

carpim yapilirsa
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51 _52 53
US)xU(s)==|2x(s) 2y(s) -1=(-2y'(s),-2x'(s),4x'(s)y(s) - 4x(s)y'(s))  (4.72)
2x'(s) 2y'(s) 0

bulunur.

3-boyutlu Minkowski uzayinda bir C(s) spacelike egrisi rasyonel oldugunda yiizey

rasyoneldir. Gauss egriligi K(s,v) sifir oldugunda ise yiizey agilabilirdir. Ayrica
H(s,v) ortalama egriligi sifir ise ylizey minimaldir. D, (s,v) zarf yiizeyi, é(s) egrisi

boyunca Q paraboloid yiizeyine teget oldugu igin Q paraboloid yiizeyinin normallestirilmemis

normal vektor alani ve D, (S,V) zarf yiizeyi aynidir.

Teorem 4.1.9. Ureteg egrisi spacelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin

bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf ylizeyinin minimal olmasi
i¢cin
v<&/,é/'xé/"><Z/X&/',é/xé/'>+<(§",é/><é/><é/“,é/><é/'>=0 (4.73)

denklemi saglanmalidir. Burada Z7/, kuadratik yiizeyin birim olmayan normal vektor alanidir.

Ispat (4.3) denklemi ile verilen D¢ (s (8,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri hesaplanir, (4.15), (4.16) ve (4.17) esitlikleri kullanilirsa D, (S,V)

zarf yiizeyinin ortalama egriligi

eG

H= m (4.74)

olacagindan
eG =V < U'XU" " S<U XU \UXU">+<C"U ><UXU"UXU'"> (4.75)

elde edilir.

Teorem 4.1.10. Ureteg egrisi spacelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin

bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D (s,v) zarf yiizeyi agilabilirdir.
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Ispat (4.16), (4.17) denklemleri ve (2.37) denklemi ile Gauss egriligini kullanarak g =0 ve

f =0 oldugunda
K=(eg-f*)(EG-F?*)™"=0 (4.76)

bulunur. O halde iireteg egrisi spacelike olan S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget

diizleminin bir parametreli ailesinin zarf ylizeyi agilabilirdir.

Notasyon S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf

ylizeyi

Doy (5.V) = C(8)+V(&/(5)x2/'(s))
c () +Vv(=2y'(s),—2x'(s),4x'(s)y(s) —4x(S)y'(s)) 4.77)
(x(3) — 2vy (s), y(8) — 2vx'(5), x*(8) + y*(8) + AV (x(s) y(S) — x(5) Y (5)))

parametrik denklemi ile ifade edilir.

Teorem 4.1.11. Ureteg egrisi spacelike olan ¢izgi parametreli bir egri i¢in S paraboloid
ylizeyinin {TC. © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal degildir.

Ispat (4.3) denkleminde verilen zarf yiizeyi icin (4.15) denklemleri ve (4.16) denklemlerinden
yararlanarak Minkowski-Lorentzian i¢ (skaler) carpim ve islemler yapilirsa
G <UxU'UXU">
= <(=2y'(s),—2x(s),4x(s)y(s) —4=(s)y (s)),
(=2y'(s),—2x(s), 4x'(s) y(s) - 4x(s) v (s)) >
= Ay"(s)+4x"(s) +16[x () y(s) ~ x(s)y ()]’

- A(y(e) +2(9) + 16Dy v (s)
y(s)

(4.78)

e=<C" U ><U UXU"> esitligini hesaplamak i¢in dncelikle é(s) egrisi ve bu egrinin

2. mertebeye kadar tiirevleri hesaplanirsa

C(s) = (x(s), y(s), x*(s) — Y(S))
C'(s) = (x(s), (), 2x(5)x(5) — 2(S)y (5)) (4.79)
C(s) = (x"(s), y"(5), 2(x2(5) — v (S) + x(8)x"(S) — ¥(8)y"(S)))

bulunur. (4.79) denklemlerinden yararlanilirsa
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<C",&/>

< (x"(8), y"(5), 2(x*(s) =y "* (8) + x(8)x"(5) = y(S)y"(5)),
(2x(s),—2y(s),-1) > (4.80)

2(y*(s) —x"(9))

olur. Ayrica (4.71) esitligi ve tiirevi kullanilirsa

<" =(0,0,4(y'(s)x"(s) —x'(s)y"(s))) (4.81)
elde edilir. Buradan Minkowski-Lorentzian i¢ ¢carpim yapilirsa

<U,U'xU"> <(2x(s),—-2y(s),-1),

(0,0,4(y'(s)="(s) —x'(s)y"(s))) >

4(y'(s)x"(s) —='(s)y"(s)) (4.82)
= 4(X,(S)) (s)

bulunur. Ayrica (4.80) ve (4.82) denklemleri kullanilirsa

e = <é",é/>+v<é/,&/‘xé/">

' 4.83
= 20y (9)-x(9)+ ALy x(s)) @5

x'(s)

elde edilir. Ayrica f =0ve g =0 oldugunda ortalama egrilik
Ho_ €G i (4.84)

2(EG - F?)
seklinde yazilir. (4.84) ile verilen G nin denkleminden G #0 oldugu gériiliir. Oyleyse

<C" 2 >=0 Ve <2/,l/'x">=0 (4.85)

olmalidir. Daha sonra yiizeyin minimal olmasi i¢in (4.85) denklemleri saglanacak sekilde

¢dziim yapilmalidir. Ureteg egrisi spacelike oldugundan (4.83) diferansiyel denklemi ele alinirsa

y?(s)-x?(s) = 0 (4.86)
olamaz. Bu durumda H =0 olamayacagindan yiizey minimal degildir.
Sonuc (3.30) esitlikleri saglanacak sekildeki bilesenleri v'*(s) —x'*(s) —2y(s)y"(s) ifadesini
sifir yapan C(s) =(x(S),y(S)) spacelike tirete¢ egrileri i¢in S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)}

teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal olur.
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Teorem 4.1.12. S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin

zarf ylizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi i¢in C,k € R olmak iizere bir diizlemsel
spacelike iiretec egrisi

C(s) =(x(s),cx(s) +k) ve x'(s) =sabit (4.87)
olacak sekilde parametrik olarak verilmelidir.

Ispat Teorem 4.1.11. ispat1 goz oniine alindiginda S paraboloid yiizeyinin {Té(s) (S)} teget
diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi i¢in
C(s) = (x(s),y(s)) spacelike iirete¢ egrisinin bilesenleri y'*(s) —x'*(s) — 2y(s)y"(s) ifadesini
sabit yapmali yani x'(s) =sabit ve

v,

=0 4.88
x'(s) ( )

olmalidir. Buradan (4.88) denklemi kullanilirsa (

y:(s)) =C veya y'(s) =cx'(S) buradan
x'(s)

y(s)=cx(s) +k (4.89)

esitligi elde edilir. Burada c,k bir sabittir.

Ornek 4.1.2. VseR icin

C(s)=(4s+6,3s-1)
ile verilen bir spacelike tireteg egrisini alalm. Bu durumda C(S) egrisinin paraboloid ile C(s)
spacelike yiikseltilmis egrisi

C(s)=(4s+6,35—1,(45+6)* + (35 —1)?)
olur. Bunun agilabilir ylizeyi
De()(s,v) = (4s—6v+6,3s-8v—1, 25s? 4 425 +37 —88v)

olarak parametrelendirilir. Bu yiizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirasiyla

K =0, H =5401200
olarak hesaplanir.

C(s) spacelike iireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit ortalama egrilikli

yiizey Sekil 4.2 deki gibi goriiliir.
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Sekil 4.2 C(s) spacelike tireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit ortalama egrilikli

yuzey
d VseR igin x(s)>y(s)>0 olacak sekilde C(s)=(x(S),y(s)) regiler (yani
C'(s) #0) null tireteg egrisi alinsin. Bu durumda S ye gore tiirev alinirsa
C'(8) = (x'(s).y'(s) (4.90)
olur. Buradan
<C'(s),C'(s)>=x'(s)* —y'(s)* =0 (4.91)
oldugundan C(s) bir diizlemsel null (lightlike) egridir.

z=x’+y* paraboloidi ile C(s)=(x(s),y(s)) egrisinin yiikseltmesiyle olusturulan R’

Minkowski uzayindaki
C(s) = (x(5), y(5), %* () +¥*(5)) (4.92)
uzay egrisi bir spacelike egridir. Gergekten S ye gore tiirev alinirsa
C'(s) = (x'(s), v (5), 2x(8)x(5) +2y(5)y(s)) (4.93)

olur. Minkowski-Lorentz metrigi altinda incelenir ve x'(s)’ >y'(s)* oldugu kullanilirsa
<C'(s),C'(5)> = x'(s)’—y'()* +(2x(s)x'(s) + 2y(s)y'(s))* >0 (4.94)

bulunur.

Yiizeyin gradiyent fonksiyonu ile

f(x,v,2)=x*+y*—z=0 (4.95)
Vi =(2x,2y,-1) (4.96)

yiizeyin normalini verir. Yani Z/(s) normal vektor alani

2/(s) = (2x(s), 2y(s), 1) (4.97)
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yazilir. Buna gore Minkowski-Lorentz metrigi altinda Z7(S) normal vektor alaninin causal

(nedensel) 6zelligi incelenirse
<, 2 >=(2x(3))* — (2y(3))* +1=4(x*(s) — v*(s)) +1 (4.98)
olur. Bu durumda < 27,2/ >>0 olup Z/(S) spacelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z7(s) spacelike normal vektor alani

oldugundan timelike paraboloid yiizeydir.

Birim olmayan normal vektor alan1 Z7(S) nin s ye gore tiirevi alinirsa
o'(s) =(2x(s), 2y (s),0) (4.99)

olur. (4.95) ve (4.99) kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen Minkowski-Lorentzian vektorel

carpim yapilirsa

51 _62 453
U (S)xU'(S)=—|2x(S) 2y(s)
2x'(s) 2y'(s) O

=(=2y'(s),~2x'(s), 4x(s)y(s) - 4x(s)y'(s)) (4.100)

bulunur.

3-boyutlu Minkowski uzaymda bir C(s) null(lightlike) egrisi rasyonel oldugunda yiizey

rasyoneldir. Gauss egriligi K(s,v) sifir oldugunda ise yiizey agilabilirdir. Ayrica
H(s,v) ortalama egriligi sifir ise ylizey minimaldir. D, (s,v) zarf yiizeyi, C(s) egrisi

boyunca Q paraboloid yiizeyine teget oldugu i¢in Q paraboloid yiizeyinin normallestirilmemis

normal vektor alani ve D, (S,V) zarf yiizeyi aynidir.

Teorem 4.1.13. Ureteg egrisi null(lightlike) olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget

diizlemlerinin bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf yiizeyinin

minimal olmasi i¢in
V<USU" U S<UXU \UXU' >+<C" U ><UXU"\UxU">=0 (4.101)

denklemi saglanmalidir. Burada Z7, kuadratik yiizeyin birim olmayan normal vektor alanidir.
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Ispat (4.3) denklemi ile verilen Dc (s (s,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri hesaplanir, (4.15), (4.16) ve (4.17) esitlikleri kullanilirsa D¢, (S,V)

zarf ylizeyinin ortalama egriligi

eG

H = — (4.102)
2(EG-F9)

olacagindan
eG :v<L/'xé/",é/><é/><l/',l/xé/'>+<é",&/><é/><é/',é/xl/"> (4.103)
elde edilir.

Teorem 4.1.14. Ureteg egrisi null(lightlike) olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget

diizlemlerinin bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf yiizeyi

agilabilirdir.
Ispat (4.16), (4.17) denklemleri ve (2.37) denklemi ile Gauss egriligini kullanarak g=0 ve
f =0 oldugunda

K =(eg- f2)(EG-F2) =0 (4.104)

bulunur. O halde tireteg egrisi null(lightlike) olan S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget
diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi agilabilirdir.

Uyari: EG - F? =0 oldugunda Gauss egriligi hesaplanamaz. Dolayisiyla yiizeyin agilabilirligi
hakkinda bilgi verilemez.

Notasyon S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf

ylizeyi

Doy (8.V) = C(8)+V(&/(s)x 2/'(5))

= C(5)+V(-2y(5). ~2x'(5), 4x(8)(5) ~ 4x(5)y (5)) (4.105)
= (x(9) - 2v (), ¥(5) ~ 2vx'(5), x(5) + y*(5) + 4V( (5)¥(9)
~x(8)y'()

parametrik denklemi ile ifade edilir.
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Teorem 4.1.15. Ureteg egrisi null(lightlike) olan ¢izgi parametreli bir egri i¢in S paraboloid
ylizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal degildir.

Ispat (4.3) denkleminde verilen zarf yiizeyi icin (4.15) denklemleri ile (4.16) denklemlerinden
yararlanarak Minkowski-Lorentzian i¢ (skaler) carpim ve islemler yapilirsa
G <UXU'\UXU'">
= <(-2y'(s),—2x(s),4x(s)y(s) —4x(s)y (s)),
(=2y'(s),—2x(s), 4= (s)y(s) —4x(s)y (s)) >

; , , (4.106)
= 4y"(s)—4x"(s) +16[x(s)y(s) —=(s)y'(s)]
HONIE:
- 16222
(y Y (s)
C(s) =(x(8),y(s)) null iireteg egrisi ve (4.106) denklemi kullanilirsa
G =161y v (5)F (4.107)

y(s)

elde edilir. e=<C" &/ >+v<2/,2/'x U "> esitligini hesaplamak i¢in 6ncelikle C(s) egrisi ve

bu egrinin 2. mertebeye kadar tiirevleri hesaplanirsa

C(s) = (x(s), ¥(5), x* () ~ ¥*(5))
C'(s) = (x(8), ¥'(5), 2x(8)x () = 2¥(5)y(5)) (4.108)
C(8) = (x"(5), ¥"(), 2(x*(8) — v *(8) + x(8)x"(8) = ¥(8)y"(5)))

bulunur. C(s) = (x(s),y(s)) null iireteg egrisi ile (4.108) denklemi kullanilirsa

<C"N> < (x"(8), y"(5), 2(x*(s) —y* (8) + x(8)x"(5) = ¥(s)y "(5))),
(2x(s),—2y(s),-1) > (4.109)

0

olur. Ayrica (4.99) esitligi ve tiirevi kullanilirsa
2'x 2" =(0,0,4(y'(s)x"(s) —x'(s)y"(S))) (4.110)

elde edilir. Buradan Minkowski-Lorentzian i¢ (Skaler) ¢carpim yapilirsa
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<U,U'XU">

< (2X(3)1 _ZY(S)v_l)v
(0,0,4(y'(s)x"(s) —x'(s)y"(s))) >
= A(y'(s)x"(s)—x'(s)y"(s)) (4.111)

1} S , ,
= Ay
x'(s)
bulunur. (4.109) ve (4.111) denklemleri kullanilirsa
e = <C"U>SH<UUXU">

' 4112
gv(L )y 2 (s) (4.112)
x'(s)
elde edilir. Diger taraftan f =0ve g =0 oldugundan ortalama egrilik
H= G (4.113)
2(EG - F?)
seklinde yazilir. (4.113) ile verilen G nin denkleminden G =0 oldugu gériiliir. Oyleyse
<C"2/>=0 ve <2/, 2/'x /" >=0 (4.114)

olmalidir. Daha sonra yiizeyin minimal olmasi i¢in (4.114) denklemleri saglanacak sekilde

¢dziim yapilmalidir. Ureteg egrisi null oldugundan (4.112) diferansiyel denklemi ele alinirsa

y2(s)-x"(s) = 0 (4.115)

oldugundan H =0 elde edilir. Yani yiizey minimaldir.
Sonuc (3.30) esitlikleri saglanacak sekildeki bilesenleri x'(s) +y'(s) + 2y(s)y"(s) ifadesini

sifir yapan C(s) =(x(S),y(s)) null(lightlike) tireteg egrileri i¢in S paraboloid yiizeyinin

{Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal olur.

Teorem 4.1.16. S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin

zarf ylizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi i¢in C,k € R olmak iizere bir diizlemsel
null(lightlike) tireteg egrisi
C(s) =(x(s),cx(s) + k) ve x'(s)=sabit (4.116)

olacak sekilde parametrik olarak verilmelidir.
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Ispat Teorem 4.1.15. ispat1 gbz oniine alindiginda S paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget
diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi sabit ortalama egrilikli ylizey olmasi igin
C(s) = (x(s),y(s)) null(lightlike) fiireteg egrisinin bilesenleri x"(s)+y"(s)+2y(s)y"(s)

ifadesini sabit yapmali yani x'(S) = sabit ve

RACI (4.117)
x'(s)
olmalidir. Buradan (4.117) denklemi kullanilirsa (ylgs;) =C veya y'(S) =cx'(s) buradan
x (S
y(s) =cx(s)+k (4.118)

esitligi elde edilir. Burada c,k bir sabittir.

Ornek 4.1.3. VseR icin
C(s)=(2s-5,25+1)
ile verilen bir null(lightlike) {ireteg¢ egrisi alalim. Bu durumda C(S) egrisinin paraboloid ile
é(s) yiikseltilmis spacelike egrisi
C(s)=(25-5,25+1,(25-5)% + (25 +1)?)
olur. Bununla olusturulan yiizey
De() (5:V) = (25 —5—4v, 25 +1—4v,85” —165 + 48V + 26)

olarak parametrelendirilir.

Sekil 4.3 C(s) null(lightlike) tireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit ortalama

egrilikli yiizey
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Bu yiizeyin EG—F? =0 oldugundan Gauss egriligi hesaplanamaz ve ortalama egrilik H =0
olup ylizey minimaldir.
C(s) null(lightlike) iireteg egrisi, C(s) yikseltilmis egri ve D, minimal yiizey Sekil

4.3 de goriilmektedir.

4.2. Minkowski 3-Uzayinda Hiperbolik Paraboloid Yiizeyinin Zarf Yiizeyleri

Minkowski 3-uzayinda hiperbolik paraboloidin zarf yiizeyini vermeden once, yukarida
verilen paraboloidin D, (s,v) zarf yiizeyi igin gerekli islemler ve teoremler benzer olarak

ifade edilmistir. Bu alt kisim hesaplamalar1 yapilirken diizlemsel egrilerin causal (nedensel)

ozelliklerine gore siniflandirma yapilmistir.

a) VseR i¢in 0<x(S)<y(S) olacak sekilde C(s) = (x(S),y(s)) regiiler (yani C'(s)#0)
diizlem egrisi alinsin. Bu durumda s ye gore tlirev alinirsa
C(s) =(x'(s),y'(s)) (4.119)
olur. Buradan
<C'(s),C'(s) >=x'(s)* —y'(s)* <0 (4.120)
oldugundan C(S) bir diizlemsel timelike egridir.

2

Q yiizeyi; z=x’—vy> hiperbolik paraboloidi ile C(s)=(x(s),y(s)) egrisinin

yiikseltmesiyle olusturulan R} Minkowski uzaymdaki

C(s) = (x(5), ¥(8),x*(8) = ¥*(5)) (4.121)
uzay egrisi bir spacelike egridir. Gergekten S ye gore tiirev alinirsa
C(s) = (x'(5), v'(5), 2x()x'(5) — 2y()v($)) (4.122)

olur. Minkowski-Lorentz metrigi altinda incelenir ve x'(s)* <y'(s)* oldugu kullanilirsa

<C'@),C'(5)> = x'(s)’—v'(5)* +(2x(s)x'(s) — 2y(5)y (S))°
x'(s)2 - x'(s)2 +(2x(s)x'(s) — Zy(S)y'(S))2 (4.123)

0

vV Vv

bulunur.

Yiizeyin gradiyent fonksiyonu ile

f(x,v,2)=x*-y*-z=0 (4.124)

Vf =(2x,-2y,~1) (4.125)
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yiizeyin normalini verir. Yani Z/(s) normal vektor alant
2 () =(2x(s), -2y(s),-1) (4.126)
yazilir.

i) VseR i¢in 0<x(S)<y(s)<1 olsun. Buna gore Minkowski-Lorentz metrigi altinda

2/ (s) normal vektor alaninin causal (nedensel) 6zelligi incelenirse
<2, >=(2x(3))" — (2y(s))? +1=4(x*(s) -y’ (s)) +1 (4.127)
olur. Bu durumda < 27,2/ >>0 olup Z/(s) spacelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z/(S) spacelike normal vektor alani

oldugundan timelike hiperbolik paraboloid yiizeydir.

i) VseR igin 1< x(S) < y(S) olsun. Buna gore Minkowski-Lorentz metrigi altinda N(5)

normal vektor alaninin causal (nedensel) 6zelligi incelenirse
<2, >=(2x(3))* — (2y(3))* +1=4(x*(s) - y*(s)) +1 (4.128)
olur. Bu durumda < 27,2/ ><0 olup N(s) timelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z/(s) timelike normal vektor alani

oldugundan spacelike hiperbolik paraboloid yiizeydir.

Birim olmayan normal vektor alan1 Z/(s) nin s ye gore tiirevi alinirsa
U(s) = (2x'(s),2y'(s),0) (4.129)

olur. ds’=dx’—dy®+dz’ metrigi ile verilen RS Lorentz-Minkowski uzayindaki bir uzay

egrisi. C(s) = (x'(s),v'(5),x%(5) = v*(s)) olsun. Buna gdre C(s)=(x'(s),y'(s),x(s)—v2(s))

egrisinin tiirevi alinirsa

C'(s) = (x'(s), v (5), 2x(8)x'(5) ~2y(8)y (5)) (4.130)

bulunur. (4.130) denkleminin tiirevi hesaplanirsa
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C*(s) = (x"(s), y"(5), 2(x 2 (5) =y (8) + x(8)x"(5) — ¥(5) ¥ "(5))) (4.131)

elde edilir. Ayrica Z/(s) birim olmayan normal vektor alaninin 3. mertebeye kadar tiirevleri

hesaplanirsa

o''(s) = (2x'(s),~2y'(s),0)
2(5) = (25(5),-2'(5),0) (4.132)
2o "(s) = (2x"(s),~2y"(s),0)

bulunur. (4.124) ve (4.132) denklemleri kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen Minkowski-

Lorentzian vektorel carpim yapilirsa

51 _fz 53
U(S)x 2 '(s)=—|2x(s) —2y(9) “—(ZY'(S):ZX'(S),4X(5)Y'(5)4X'(5)Y(5)) (4.133)
2x'(s) -2y'(s)
51 _952 4:3
U (S)x2"(8)=—|2x(s) —2y(s) -1=(2y"(s),—2x"(s),4x"(S)y(s)—4x(s)y"(s)) (4.134)
2x"(s) -2y"(s) O
51 _éz 53
US)xU"(S)=—|2x(5) -2y(s) —1=(2y"(s),—2x"(S),—4x"(S)y(S) +4x(S)y"(s)) (4.135)
2x"(s) —2y"(s) 0
écl _952 53
U'(S)x2"(s)=—|2x'(s) -2y'(s) 0[=(0,0,4x'(s)y"(s)—4x"(S)v'(S)) (4.136)

2x"(s) -2y"(s) O
bulunur.

Ayrica D) (s,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci mertebeden kismi

tirevleri hesaplanirsa

D, = C4+v(&/xU")
= (x'(s)+Vv2y"(s),y'(s) —v2x"(s), (4.137)
2(x(s)x'(s) — y(s)y (s)) —4v(x"(s)y(s) —=(s)y"(s)))

D, = &/ x'=(2y'(s),~2x'(s),4x(5)y'(s) — 4x'(S)y(S)) (4.138)
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D, = C“V(U'}U"+UxU")
= (x"(5),v"(5), 2(x(8)x"(s) = v(s)¥"()))
+v((0,0,4x(s)y"(s) - 4x"(s)y '(s)) + (2y"(s), =2x"(5),

(4.139)
—4x"(s)y(s) +4x(s)y"(s)))
= (x"(s) +v2y"(s),y"(s) —2vx"(s), 2(x(s)x"(s) + y(s)y"(s))
—Av(x"(s)y(s) —x(s)y"(s) + x"(8)y () —x'(8)y"(s)))
D, = &/ x&"=(2y"(s),-2x"(s),~4x"(s)y(s) + 4x(5)y"(s)) (4.140)
D,, =0 (4.141)

elde edilir. (4.137), (4.138), (4.139), (4.140) ve (4.141) denklemleri ile Minkowski-Lorentzian

skaler (i¢) ve vektorel carpim kullanilirsa

ve

<D,,D, >

<C'C'>+2U(C U XU+ <U XU U XU ">

4(x(s)x'(s) —y(8)y'(s))? + 2v(2x(s)y"(s) +2x"(s) v (S) (4.142)
+8y "(8)(* (5)x(s) = %(8)y(8)y (8)) — % "(8)(x(8)x (8)v(s) + ¥'(5) ¥ (5))]
+HVH(4y"(8)? — 4x"(S)? +16(—x"(s)y(S) + x(s)y "(5))?)

<D,,D, >

<CLUXU >N <UXU"UXU'">

4x'(5)y'(s)(1 -2y (5) + 2" (5)) —8x(8) y(s)(x *(s) + v *(5))

+V(4y(s)y"(s) — 4x"(5)x () +16(x"(s) + v "(8))(x (8)y"(5) = x(5) ¥(s)v ()
G = <b,D, >

<UXU' U xI"'>

4(y” (s) —x"(s)) +16(x(s)y (5) — % '(s)v(5))? (4.144)

4y (s) - x2(5)) + 161Dy i s)
<(5)

(4.143)
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e = <D, 4>

= <C",&/>+v<é/,é/'xé/">
= 2x(s)x"(s) — 2y(S)y"(s) —2(x*(8) — y"*(3) + x(8)x"(s) — Y(5) ¥ "(5))
(4L ()
x'(8)
f = <Dyl >=<UxU"U>=0
g = <D, >=0

(4.145)

bulunur. (4.142), (4.143), (4.144) ve (4.145) denklemi ve (4.3) denklemi ile verilen D (s,v)

zarf ylizeyinin ortalama egriligi

eG

H— 2 (4.146)
2(EG—F?)

olarak elde edilir. Buradan
G =V < U'XU"><UXU \UXU' >+<C" 2 ><l <" UXU'> (4.147)
denklemi bulunur.

3-boyutlu Minkowski uzayinda bir C(s) timelike egrisi rasyonel oldugunda yiizey

rasyoneldir. Gauss egriligi K(s,v) sifir oldugunda ise yiizey acilabilirdir. Ayrica
H(s,v) ortalama egriligi sifir ise ylizey minimaldir. D, (s,v) zarf yiizeyi, é(s) egrisi

boyunca Q hiperbolik paraboloid yiizeyine teget oldugu i¢in Q hiperbolik paraboloid yiizeyinin

normallestirilmemis normal vektdr alani ve D¢, (s,V) zarf yiizeyi aymdir.

Teorem 4.2.1. Ureteg egrisi timelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin bir

parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D (s,V) zarf yiizeyinin minimal olmasi igin

VU UXU">S<UXU'\UXU' >+<C"U ><UxU"UxU' >=0 (4.148)
denklemi saglanmalidir. Burada Z7, kuadratik yiizeyin birim olmayan normal vektor alanidir.

ispat (4.3) denklemi ile verilen Dc () (s,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci

mertebeden kismi tiirevleri hesaplanirsa
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D, =C'+V(&/ x /")

D, = xe"

D, =C"+V(&/ X2/ "+ & x 2 ™) (4.149)
D, =2/ xe"

D, =0

bulunur. (2.36) daki denklem kullanilirsa
E=<D,,D,>=V> <2/ x 2" UxlU">+2(C" U x2/")+<C"'C'>

F=<D,,D,>=V</xU"UxlU'>+<ClUxlU'> (4.150)
G=<D,,D, >=<&/xl"\UXU">

e=< DSS,&/>:v<&/,&/'><é/">+<é",é/>
f =<D,,, & >=<o/,U x">=0 (4.151)
g=<D,,,s/ >=0

olur. Bulunan bu denklemler ile (2.37) denklemi ve (4.3) denklemi ile verilen D (s,v) zarf

ylizeyinin ortalama egriligi

H = eG :
2(EG-F7)

(4.152)
seklinde elde edilir. Buradan
eG =v<é/,é/'x5/"><é/xé/',é/><&/‘>+<é",é/><5/><&/",&/><é/'> (4.153)

denklemini bularak ispat tamamlanmuisg olur.

Teorem 4.2.2. Ureteg egrisi timelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin bir

parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf ylizeyi agilabilirdir.

ispat (4.16), (4.17) denklemleri ve (2.37) denklemi ile Gauss egriligi kullanilarak, g =0 ve

f =0 oldugunda

eg— f?
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bulunur. O halde iireteg egrisi timelike olan S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget

diizleminin bir parametreli ailesinin zarf ylizeyi agilabilirdir.

Notasyon (4.3) denklemi ile verilen C(s)=(x(s), y(s),X*(s) — y(s)) uzay egrisi ve (4.133)
esitligi kullanilirsaS hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té(s)(S)} teget diizleminin bir

parametreli ailesinin zarf yiizeyi

C(s) +V(Z/(s)x 2/ (s))
C () +Vv(2y'(s),—2x'(s),4x(s)y(s) —4x'(s)y(s)) (4.155)
(x(8) +2vy '(s), y(8) = 2vx (5), x* () — v*(8) + 4v(x(8)y '(5) — % (5) ¥(S)))

parametrik denklemi ile ifade edilir.

Deo (s,v)

Teorem 4.2.3. Ureteg egrisi timelike olan ¢izgi parametreli bir egri igin S hiperbolik
paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal
degildir.
Ispat (4.3) denkleminde verilen zarf yiizeyi icin, (4.15) denklemleri ve (4.16) denklemlerinden
yararlanarak Minkowski-Lorentzian i¢ (skaler) carpim ve islemler yapilirsa

G <U XU UXUU'>

= <(=2y'(s),—2x(s),4x(s)y(s) — 4x(s)y (s)),
(=2y'(s),—2x(s), 4x(s)y(8) - 4x(s)y '(5)) >

- i ) (4.156)
_ ay(s)— 4x(5) +16[x (9)y(S) - x(8)v (5)]
= A2 (s) - x2(9) + 160Dy s
y(S)

e=<C" 2/ >+ <, U'xU"> i¢in dncelikle C(s) egrisi ve bu egrinin 2. mertebeye kadar

tiirevleri hesaplanirsa

C(s) = (x(5), v(8), x*(5) = v*(5))
C'(s) = (x'(5), ¥'(5), 2x(8)x(5) — 2(8)y(5)) (4.157)
C(8) = (x"(5), ¥"(5), 2(x*(8) — v () + x(8)x"(5) = ¥(S)y"(5)))

ve (4.157) denklemlerinden yararlanilirsa
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<C" > < (x"(s),v"(), 2(x2(s) — y'2(S) + x(8)x"(5) — y(5)y"(S))),
(2x(s),—2y(s),-1) > (4.158)

2(y*(s) = x"(s) — 2y(s)y"(s))

olur. Ayrica (4.129) esitligi ve tiirevi kullanilirsa

51 _‘fz 53
U'(S)xU"(S)=—|2x'(s) —2y'(s) 0[=(0,0,4x'(s)y"(s) —4x"(s)y'(s)) (4.159)
2x"(s) —2y"(s) O

elde edilir. Buradan Minkowski-Lorentzian i¢ ¢carpimi yapilirsa

<U,U'xIU">

< (ZX(S)v _ZY(S)’ _1)1
(0,0,4x(s)y"(s) —4x"(s)y'(s)) >
= Ay'(s)x"(s)—x'(s)y"(s)) (4.160)

1 s , ,
= 4Dy
x'(s)
bulunur. Ayrica (4.158) ve (4.160) denklemleri kullanilirsa

e = <é",é/>+v<&/,é/'x&/">

' ' . s)., ., (4.161)
= 2y (6) ~x7(9) - 2y(9y () + (D) x(s)
x'(s)
elde edilir. Ayrica f =0ve g =0 oldugundan ortalama egrilik
H= G (4.162)
2(EG - F?)

seklinde yazilir. (4.162) ile verilen G nin denkleminden G =0 oldugu gériiliir. Oyleyse

<C" 2/ >=0 ve <2/, U/ ">=0 (4.163)

olmalidir. Daha sonra yiizeyin minimal olmasi i¢in (4.163) denklemleri saglanacak sekilde
¢oziim yapilmalidir. Ureteg egrisi timelike oldugundan (4.161) diferansiyel denklemi ele

aliirsa

y2(s)-x"(s) = 0 (4.164)

olamaz. Bu durumda H =0 olamayacagindan yiizey minimal degildir.
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Sonuc (3.30) esitlikleri saglanacak sekildeki bilesenleri y'*(s) —x"(s) —2y(s)y"(s) ifadesini

sifir yapan C(S) = (x(S),y(S)) timelike iireteg egrileri i¢in S hiperbolik paraboloid yiizeyinin

{Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal olur.

Teorem 4.2.4. S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli

ailesinin zarf yiizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi i¢in ¢,k € R olmak iizere bir

diizlemsel timelike iirete¢ egrisi

C(s) = (x(s),cx(s) +k) ve x'(s) =sabit (4.165)
olacak sekilde parametrik olarak verilmelidir.

Ispat Teorem 4.2.3. ispat1 goz oniine alindiginda S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)}
teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yilizeyinin sabit ortalama egrilikli yilizey olmasi
icin C(s) = (x(s), y(s)) timelike iirete egrisinin bilesenleri y ' (s) —x " (s) — 2y(s)y"(s) ifadesini

sabit yapmali yani x'(S) =sabit ve (3.28) esitliginden

LA (4.166)
x'(s)
olmalidir. Buradan (4.166) denklemi kullanilirsa (%) =C veya y'(s)=cx'(s) buradan
xS
y(s) =cx(s) +k (4.167)

esitligi elde edilir. Burada c,k bir sabittir.

Ornek 4.2.1. VseR igin

C(s)=(2s—-7,3s+4)
ile verilen timelike dogruyu alalim. Bu durumda C(S) egrisinin hiperbolik paraboloid ile C(s)
yiikseltilmis egrisi

C(s)=(25—7,35+4,(2s—7)? — (35 +4)?)

olur. Bunun agilabilir yiizeyi

De (s (5,V) = (25 —6v —7,35 —4v + 4,33 55 —525 —116V)
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olarak parametrelendirilir. Bu yiizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirastyla
K =0, H =-3503760

olarak hesaplanir.

C(s) timelike iireteg egrisi, é(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit ortalama egrilikli

yiizey Sekil 4.4 de goriilmektedir.

Sekil 4.4 C(s) timelike tireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit ortalama egrilikli

yuzey
b) VseR i¢in x(S)>y(s)>0 olacak sekilde C(s)=(x(s),y(s)) regiler (yani
C'(s) #0) diizlem egrisi alinsin. Bu durumda s ye gore tiirev alinirsa
C(s) =(x'(s).y'(s) (4.168)
olur. Buradan
<C'(s),C'(s) >=x'(s)* -y'(s)* >0 (4.169)
oldugundan C(S) bir diizlemsel spacelike egridir.
z=x’—y* hiperbolik paraboloidi ile C(s)=(x(s),y(s)) egrisinin yiikseltmesiyle

olusturulan R Minkowski uzayindaki

C(s) = (x(5), ¥(5), * (5) ~ ¥*(s)) (4.170)
uzay egrisi bir spacelike egridir. Gergekten S ye gore tiirev alinirsa
C'(s) = (x'(5), v '(5), 2x(3)x'(5) = 2(s)y (5)) (4.171)

olur. Minkowski-Lorentz metrigi altinda incelenir ve x'(s)* >y'(s)* oldugu kullanilirsa
<C'(s),C(s)> = x'(5)2—y'(s)® +(2x(s)x'(s) — 2y(5)y'(5))? >0 (4.172)

bulunur.

Yiizeyin gradiyent fonksiyonu ile
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f(x,y,2)=x"-y*—2z=0 (4.173)
Vi =(2x,-2y,-1) (4.174)

yiizeyin normalini verir. Yani Z/(s) normal vektor alani
2(s) =(2x(s),-2y(s),-1) (4.175)

yazilir. Buna gére Minkowski-Lorentz metrigi altinda Z/(S) normal vektor alaninin causal

(nedensel) 6zelligi incelenirse
<, 2 >=(2x(3))* — (2y(3))? +1=4(x*(s) — v*(s)) +1 (4.176)
olur. Bu durumda < 27,2/ >>0 olup Z/(s) spacelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z/(S) spacelike normal vektor alani

oldugundan timelike hiperbolik paraboloid yiizeydir.

Birim olmayan normal vektor alan1 Z7(S) nin s ye gore tiirevi alinirsa
2'(5) =(2x'(s),-2y'(s),0) (4.177)

olur. ds’=dx’—dy®+dz’ metrigi ile verilen RS Lorentz-Minkowski uzayindaki bir uzay

egrisi. C(s) = (x'(s),v'(5),x%(5) = v*(5)) olsun. Buna gdre C(s)=(x'(s),y'(s),x2(s)—v2(s))

egrisinin tiirevi alinirsa

C'(s) = (x'(8), ¥ (), 2x(8)x (5) — 2y(8)y (5)) (4.178)

bulunur. (4.178) denkleminin tiirevi hesaplanirsa

C'(s) = (x"(s), v"(5), 2(x % (5) =y (8) + x(8)x"(5) — ¥(5) ¥ "(5))) (4.179)

elde edilir. Ayrica Z/(s) birim olmayan normal vektor alaninin 3. mertebeye kadar tiirevleri

hesaplanirsa

U'(s) = (2x'(s),~2y'(s),0)
2/'(s) = (2x"(5),~2y"(5),0) (4.180)
uU"(s)=(2x"(s),-2y"(s),0)
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bulunur. (4.173) ve (4.180) kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen Minkowski-Lorentzian vektorel
carpim yapilirsa

51 _fz 63
U(S)x 2 '(5)=—|2x(s) —2y(s) -L=(2y'(s),—2x(s),4x(s)y(s) —4x'(s)y(s)) (4.181)
2x'(s) -2y'(s) 0

51 _étz §3
UBS)xU"(S)=—]2x(s) —2y(s) -U=(2y"(s),—2x"(s),4x"(s)y(S)-4x(s)y"(s))  (4.182)
2x"(s) —2y"(s) O

451 _52 53
2x(s)  2y(s) -Y=(2y"(s),—2x"(s),—4x"(s)y(s) +4x(s)y"(s)) (4.183)
2x"(s) —2y"(s) O

U(S)xU"(5)=—

451 _52 653
U'(S)x"(S)=—|2x'(s) -2y'(s) 0]|=(0,0,4x'(s)y"(s) —4x"(s)y'(s)) (4.184)
2x"(s) -2y"(s) O

bulunur.

Ayrica D, (s,V) zarf ylizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci mertebeden kismi

tirevleri hesaplanirsa

D, C+ V(2L x2")
(x'(s), v (), 2x(8)x(s) = 2y(s) ¥ (s)) (4.185)
+V(2y"(s),—2x"(s), —4x"(s)y(s) + 4x(s)y"(s))

D, = 4 x&'=(2y'(s),—2x'(s),4x(s)y'(s) —4x'(s)y(s)) (4.186)

D, = C"“+V(&/'xU"+lU xU")
= (x"(8),y"(8), 2(x"*(s) v " (8) + x(8)x"(5) ~ ¥(5)y"($)))
+V((0,0,4x(s)y"(s) — 4x"(s)y (5)) + (2 (5), =2 (), ~4x"(s)y () + 4x(s)y "(5))) (4.187)
= (x"(s)+2vy"(s), y"(s) = 2vx"(s), 2(x*(5) + v *(5) + x(5)x () + ¥(8)y"(5))
—A(x"(s)y(s) —x(s)y"(s) + ="(s)y'(5) = ='(s)y"(5))

D, = & xi"=(2y"(s),-2x"(s),~4x"(s)y(s) +4x(s)y"(s)) (4.188)
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ve

D,, =0 (4.189)

w

elde edilir. (4.185), (4.186), (4.187), (4.188) ve (4.189) denklemleri ile Minkowski-Lorentzian

skaler (i¢) ve vektorel carpim kullanilirsa

E = <D,,D,>
= <C'\C'>+20(C U XU+ <U XU U XU ">
= x"%(8)—y"(s) +4(x(8)y'(8) — ¥(8)y (8))? + 4v(x'(8)y"(s) + x"(s)y'(s) ~ (4.190)
+A[y "(s)(x* (8)x'(5) = x(8)y(8)y (8)) — x"(s)(x(8)x (8)¥(s) + v '(8)v*($))]
+V2(4y"(s)? — 4x"(s)? +16(—x"(s)y(s) + x(s)v"(s))?)

F = <D,,D,>
= <C\UXU'>N<UXU"UXU">
= 4x'(s)y'(s) +8[x(s)y (S)(v*(8) + x*(5)) = x(8)y(s)(x*(s) + v *(5))] (4.191)
+V(4Y'(3)y"(s) — 4x"(5)x(5) +16[x(s)(x"(s)y*(5) — x(S)¥(S)y "(5))
—y'(8)(x(s)y(8)x"(s) = x*(5)y"(s))]
G = <D,D,>
<UXUUXU">
4(x % (s) —x"(8)) +16(x(s)y '(s) — () v(9))? (4.192)

4y (s) - x2(5)) + 161y s)
4(9)

ve
e = <D/ >
= <é",é/>+v<&/,é/'xé/“>
(

= 2(x(s)x"(s) ~ y(8)y"(s) —x"“(s) =y *(s)) + V(—‘K%) 'x"(s)) (4.193)

f = <Dl >=<lUxU" U >=0
g = <D,,&>=0

bulunur. (4.190), (4.191), (4.192) ve (4.193) denklemleri ile D (s,v) zarf yiizeyinin ortalama
egriligi

eG

Hee (4.194)
2(EG - F?)

olacagindan
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€G =V< U, UXU " >S<U XU\ U XU >+<C"U ><UxU" U XU"> (4.195)
elde edilir.

3-boyutlu Minkowski uzayinda bir C(s) spacelike egrisi rasyonel oldugunda yiizey

rasyoneldir. Gauss egriligi K(s,v) sifir olugunda ise yiizey acilabilirdir. Ayrica
H(s,v) ortalama egriligi sifir ise ylizey minimaldir. D, (s,v) zarf yiizeyi, C(s) egrisi

boyunca Q hiperbolik paraboloid yiizeyine teget oldugu i¢in Q hiperbolik paraboloid yiizeyinin

normallestirilmemis normal vektor alani ve D, (s,V) zarf yiizeyi aymdir.

Teorem 4.2.5. Ureteg egrisi spacelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin

bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf yiizeyinin minimal olmasi
i¢in
VU USXU" " S<U XU \UXU' >+<C"U ><UxU" U xU'">=0 (4.196)

denklemi saglanmalidir. Burada Z7, kuadratik yiizeyin birim olmayan normal vektor alanidir.

Ispat (4.3) denklemi ile verilen Dc (5 (s,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri hesaplanir, (4.15), (4.16) ve (4.17) esitlikleri kullanilirsa D¢, (S,V)

zarf yiizeyinin ortalama egriligi

eG

H = _ (4.197)
2(EG - F?)

olacagindan
€G =V < U, UXU" " >S<U XU \UXU'>+<C"U ><UxU" U U'"> (4.198)

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.6. Ureteg egrisi spacelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin

bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,Vv) zarf yiizeyi acilabilirdir.

Ispat (4.16), (4.17) denklemleri ve (2.37) denklemi ile Gauss egriligi kullamlirsa, g =0 ve

f =0 oldugundan
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K =(eg- f2)(EG-F2) =0 (4.199)

bulunur. O halde tireteg egrisi spacelike olan S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)}

teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf ylizeyi agilabilirdir.

Notasyon (4.3) ile verilen C(s)=(x(s),y(s),x%(5) —v2(S)) uzay egrisi ve (4.42) esitligi
kullanilirsa S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té(s) (S)} teget diizleminin bir parametreli

ailesinin zarf yiizeyi

Doy (5.V) = C(8)+V(2/(8)x 2/ (s))
C(s) +V(2y'(s),—2x'(s), 4x(S)y (s) — 4x(3) v(5)) (4.200)
(x(5) + 2vy (5), ¥(8) — 2vx (8), x°(8) — v*(8) + AV(x(8)y () — % (S)¥(5))

parametrik denklemi ile ifade edilir.

Teorem 4.2.7. Ureteg egrisi spacelike olan ¢izgi parametreli bir egri igin S hiperbolik
paraboloid yiizeyinin {Té - (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal
degildir.
Ispat (4.3) denkleminde verilen zarf yiizeyi igin (4.15) denklemleri ve (4.16) denklemlerinden
yararlanarak i¢ (skaler) carpim ve iglemler yapilirsa
G = <UXU'\UxU'>
= <(-2y'(s),—2x(s),4x(s)y(s) —4x(s)y (s)),
(=2y'(s),—2x(s), 4x(s)y(s) —4x(s)y (s)) >
= 4y (s)—4x"(s) +16[x (s)y(s) — x(s)y'(S)I"
x(8)

= A(y*?(s)-x"(s)) +16[(=2) 'V (S))°
y(s)

(4.201)

e=<C" U >W<U UXU"> esitligini hesaplamak i¢in oncelikle C(S) egrisi ve bu egrinin

2. mertebeye kadar tiirevleri hesaplanirsa

C(s) = (x(s), y(s), x*(s) - ¥*(S))
C'(s) = (x'(s), y'(5), 2x(3)x(5) — 2y(S) v (S)) (4.202)
C(s) = (x"(5), v "(8), 2(x2(5) — y 2(8) + x(8)x"(5) — ¥(8)y"(5)))

bulunur. (4.202) denklemlerinden yararlanilirsa
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<Cnu > <(x"(8), y"(8), 2(x*(8) — y"*(s) + x(8)x"(8) — y(S) ¥ "(5))),
(2x(s),—2y(s),-1) > (4.203)

2(y"(s) = x"(s) = 2y(s)y"(s))

olur. Ayrica (4.177) esitligi ve tiirevi kullanilirsa

51 _52 ‘fs
U'(S)x2"(s)=—|2x'(s) —2y'(s) 0[=(0,0,4x'(s)y"(s) —4x"(S)y'(S)) (4.204)
2x"(s) -2y"(s) O

elde edilir. Minkowski-Lorentzian i¢ ¢arpimi yapilirsa

<U,U'xIU">

< (ZX(S)v _ZY(S)! _1)1
(0,0,4x'(s)y"(s) —4x"(s)y'(s)) >
= Ay'(s)x"(s)—x'(s)y"(s)) (4.205)

1 s , ,
= 4Dy
x'(s)
bulunur. Ayrica (4.203) ve (4.205) denklemleri kullanilirsa
e = <C"U>HN<UUXU">

. . . 's)., |, (4.206)
= 20y (8) ~x7(9) - 299y () + ALy w7 (s)
x'(s)
elde edilir. Ayrica f =0ve g =0 oldugundan ortalama egrilik
Ho_ G i (4.207)
2(EG - F?)

seklinde yazilir. (4.207) ile verilen G nin denkleminden G =0 oldugu gériiliir. Oyleyse

<C" 2/ >=0 ve <2/, U/ ">=0 (4.208)

olmalidir. Daha sonra yiizeyin minimal olmasi i¢in (3.30) denklemleri saglanacak sekilde

¢oziim yapilmalidir. Ureteg egrisi spacelike oldugundan (4.27) diferansiyel denklemi ele alinirsa
y?(s)-x%(s) = 0 (4.209)

olamaz. Bu durumda H =0 olamayacagindan yiizey minimal degildir.

Sonuc (3.30) esitlikleri saglanacak sekildeki bilesenleri v'*(s) —x'?(s) — 2y(s)y"(s) ifadesini

sifir yapan C(S) =(x(S),y(S)) spacelike tirete¢ egrileri icin S hiperbolik paraboloid yiizeyinin

{Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal olur.
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Teorem 4.2.8. S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli

ailesinin zarf yiizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi ig¢in C,k € R olmak iizere bir

diizlemsel spacelike iirete¢ egrisi

C(s) =(x(s),cx(s) + k) ve x'(t) =sabit (4.210)
olacak sekilde parametrik olarak verilmelidir.

Ispat Teorem 4.2.7. ispat1 goz oniine alindiginda S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)}

teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yilizeyinin sabit ortalama egrilikli ylizey olmast
icin  C(s) =(x(s),y(s)) spacelike iirete¢ egrisinin bilesenleriy?(s) —x"(s) —2y(s)y"(s)

ifadesini sabit yapmali yani x'(s) =sabit ve

vy _ g 4.211
X,(5)) (4.211)

olmalidir. Buradan (4.211) denklemi kullanilirsa (

y:(s)) =C veya y'(s) =cx'(S) buradan
x'(s)

y(s) =cx(s) +k (4.212)
esitligi elde edilir. Burada ¢,k bir sabittir.
Ornek 4.2.2. VseR igin
C(s)=(3s—8,25+5)
ile verilen bir spacelike iireteg egrisini alalim. Bu durumda C(S) egrisinin hiperbolik paraboloid
ile C(s) spacelike yiikseltilmis egrisi
C(s)=(35-8,25+5,(35—8)? — (25 +5)?)
olur. Bunun agilabilir ylizeyi
De (o (5,V) = C(s) = (4v +3s —8,25 +5—6Vv,55° —124v —68s + 39)
olarak parametrelendirilir. Bu yiizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirasiyla
K =0, H =3992560
olarak hesaplanir.
C(s) spacelike iireteg egrisi, C (s) yiikseltilmis egri ve D, sabit ortalama egrilikli

yiizey Sekil 4.5 deki gibi goriiliir.
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Sekil 4.5 C(s) spacelike iireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit ortalama egrilikli

yuzey
Ornek 4.2.3. Burada aksi bir 6rnek yapalim. Vs e R icin

C(s)=(7s*-3,2s* +1)
ile verilen bir spacelike tirete¢ egrisini alalim. Bu durumda C(S) egrisinin hiperbolik paraboloid
ile C(s) yiikseltilmis egrisi
C(s) = (75> —3,25% +1,(7s? —=3)* = (25% +1)?)

olur. Bunun agilabilir yilizeyi

De o) (5,V) = (75” =3—8sv,25% +1—28sv,(7s” —3)” —(2s” +1)* +V(16(7s” —3)s —56(25* +1)s))

olarak parametrelendirilir. Bu yiizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirasiyla
K =0, H =1541053440s°
olarak hesaplanir.
C(s) spacelike iireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit olmayan ortalama

egrilikli yiizey Sekil 4.6 da goriilmektedir.

Sekil 4.6 C(s) spacelike tireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit olmayan ortalama
egrilikli yiizey
€) VseR igin x(S) <y(s) <0 olsun. Buradan

<C'(5),C'(5) >=x'(s)? —y'(5)> >0 (4.213)
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oldugundan C(s)bir diizlemsel spacelike egridir. Ayrica x'(s)* > v'(s)* oldugu kullanilirsa
<C'(5),C'(5)> = x'(s)?—v'(s)? +(2x(s)x'(s) — 2y(s)y'(s))? >0 (4.214)
bulunur. Buradan C(s) uzay egrisi de spacelike egridir. Buna gére Minkowski-Lorentz metrigi

altinda Z7(S) normal vektor alaninin causal (nedensel) 6zelligi incelenirse

<2, >=(2x(3))* — (2y(3))* +1=4(x*(s) — v*(s)) +1 (4.215)
olur. Bu durumda < 27,2/ >>0 olup Z/(s) spacelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z7(S) spacelike normal vektor alani

oldugundan timelike paraboloid ylizeydir.

Birim olmayan normal vektor alant Z7(S) nin s ye gore tiirevi alinirsa
() =(2x(s),~2y'(s),0) (4.216)

olur. ds*=dx®—dy®+dz® metrigi ile verilen R? Lorentz-Minkowski uzayindaki bir uzay

egrisi. C(s) = (x'(s),v'(5),x%(5) — v*(5)) olsun. Buna gdre C(s)=(x'(s),y'(s),x2(s)—v2(s))

egrisinin tiirevi alinirsa

C'(s) = (x'(8), ¥ (), 2x()x (5) — 2y(8)y (5)) (4.217)

bulunur. (4.217) denkleminin tiirevi hesaplanirsa

C*(s) = (x"(5), v "(8), 2(x*(5) =y (8) + x(8)x"(5) — ¥(5) ¥ "(5))) (4.218)

elde edilir. Ayrica Z/(s) birim olmayan normal vektor alaninin 3. mertebeye kadar tiirevleri

hesaplanirsa

U '(s) = (2x'(s),~2y'(s),0)
1) = (2x"(s),~2y"(s),0) (4.219)
U"(s)=(2x"(s),-2y"(s),0)

olur. Z/(s) ve (4.219) denklemleri kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen Minkowski-Lorentzian

vektorel garpim yapilirsa
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51 _é:z 53
U (s)x 2 '(s)=—|2x(s) —2y(s) A‘—(Zy'(S),2><'(S),4X(S)y'(5)4x'(S)y(S)) (4.220)
2x'(s) —2y(s)
51 _52 53
US)x U (8)==|2x(s) —2y(s) -L=(2y"(s),-2x"(s),4x"(s)y(s) —4x(s)y"(s))  (4.221)
2x"(s) -2y"(s) O

51 _fz éta
US)xU"(S)=—|2x(S) -2y(S) -L=(2y"(s),—2x"(s),—4x"(S)y(S) +4x(S)y"(s)) (4.222)
2x"(s) -2y"(s) O
51 _952 53
U'(S)x2"(s)=—|2x'(s) -2y'(s) 0[=(0,0,4x'(s)y"(s)—4x"(s)y'(S)) (4.223)
2x"(s) -2y"(s) O
bulunur.

Ayrica D, (s,V) zarf yilizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci mertebeden kismi

tirevleri hesaplanirsa

D, = C4v(/xu"
= (x(8),y'(s),2x(s)x'(s) —2y(s) v (8)) (4.224)
+V(2y "(s),—2x"(s), -4x"(s)y(s) + 4x=(s)y"(s))
D, = 4 x&'=(2y'(s),—2x'(s),4x(s)y'(s) —4x'(S)y(S)) (4.225)
D, = C“+V(U/'xU"+U xU™)
= (x"(s),y"(8),2(x*(s) —y *(8) + x(5)x"(s) — v(5)v"(5)))
+((0,0,4/(5)y"(5) ~ 4 () (5)) +(2y (), ~2x(s), 4.226)

—4x"(s)y(s) +4x(s)y"(s)))
= (x"(s)+2vy"(s), y"(8) —2vx"(s), 2(x*(5) + y* () + x(8)x"(8) + y(S)y "($)))
—Av(x"(s)y(s) —x(s)y"(s) +x"(s)y (s) —x'(s)y"(s))
D, = &/ x"=(2y"(s),—2x"(s),~4x"(s)y(s) +4x(5)y"(S)) (4.227)
ve
D, =0 (4.228)
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elde edilir. (4.224), (4.225), (4.226), (4.227) ve (4.228) denklemleri ile Minkowski-Lorentzian
skaler ve vektorel carpim kullanilirsa
E = <D,,D,>
= Vi<l xlU"UxU">+0C U xU"+<C'C'>
= x%(s) —y"(s) +A(x(s)x'(8) ~ y(8)y (8)) + 2v(2x (8)y "(5) + 2x"(s)y'(s)  (4.229)
+8(—x(5)x(8)x"(s)y () — y*(s)y (8)x"(s) + x*(5)=(s) v "(s)
—x(8)y(8)y (8)y"(s))) + VA(4y "(s)? — 4= "(s)? +16(—x"(s)y(s) + x(5)y "(5))?)

F = <D,,D,>
= <C\UXU'>SN<UXU"UXU'">
= 4x'(s)y'(s) +8[x(s)y (S)(v*(S) + x*(8)) — x(8)y(s)(x*(s) + v *(5))] (4.230)
+V(4y'(8)y"(s) —4x"(8)x'(8) +16[x (s)(x"(8)y*(5) = x(5) ¥(s) ¥ "(S))
—y'(s)(x(s)y(8)x"(s) = x*(5)y"(s))])
G = <Db,D, >
<UXU'\UXLU'>
4(y"(s) —x%(8)) +16(x(s)y (s) — x'(5)y(s))? (4.231)

40y ()~ x2(5)) +16(X D) is)
x(S)

ve
e = <D >

= <C"U>+<UUXU">
= 2x(8)x"(8) = 2y(8)y"(8) — 2(x"*(8) = y"*(8) + x(8)x"(5) = ¥(5)y(5))
+V(_4(&).X.z(s)) (4.232)

x'(s)

f
g

bulunur. (4.229), (4.230), (4.231) ve (4.232) denklemleri ile D, (s,v) zarf yiizeyinin ortalama

<Dl >=<UxlU" U >=0
<D,,.,s/ >=0

egriligi

eG

H - : (4.233)
2(EG - F?)

olacagindan

eG=v<&/,é/'><é/"><5/><&/',&/xé/'>+<é",é/><é/><é/",é/xé/'> (4.234)
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elde edilir.

3-boyutlu Minkowski uzayinda bir C(s) spacelike egrisi rasyonel oldugunda yiizey

rasyoneldir. Gauss egriligi K(s,v) sifir oldugunda yiizey acilabilirdir. Ayrica H(s,Vv) ortalama
egriligi sifir ise yiizey minimaldir. D, (s,v) zarf yiizeyi, é(s) egrisi boyunca Q hiperbolik

paraboloid yiizeyine teget oldugu i¢in Q hiperbolik paraboloid yiizeyinin normallestirilmemis

normal vektdr alani ve D¢, (S,V) zarf yiizeyi aynidir.

Teorem 4.2.9. Ureteg egrisi spacelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin

bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf ylizeyinin minimal olmasi
i¢cin
v<&/,&/'Xé/"><5/><&/',&/><é/'>+<é“,&/><é/><5/",é/><&/'>=0 (4.235)

denklemi saglanmalidir. Burada Z/, kuadratik yiizeyin birim olmayan normal vektor alanidir.

Ispat (4.3) denklemi ile verilen Dc(s)(s,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri hesaplanir, (4.15), (4.16) ve (4.17) esitlikleri kullanilirsa D¢, (S,V)

zarf yiizeyinin ortalama egriligi

H:LZ
2(EG - F?)

(4.236)
olacagindan
G =V <2/, ') U"><U XU "\ UXU'>+<C"U ><lUXU"UXU'> (4.237)

elde edilir.

Teorem 4.2.10. Ureteg egrisi spacelike olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget diizlemlerinin

bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,Vv) zarf yiizeyi acilabilirdir.

Ispat (4.16), (4.17) denklemleri ve (2.37) denklemi ile Gauss egriligi kullanilarak, g =0 ve

f =0 oldugundan

K=(g-f*)(EG-F*)™"=0 (4.238)
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bulunur. O halde iireteg egrisi spacelike olan S hiperbolik paraboloid ylizeyinin {Té © (S)}

teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf ylizeyi agilabilirdir.

Notasyon (4.3) ile verilen C(s)=(x(s),v(s),x%(s) —v*(5)) uzay egrisi ve (4.220) esitligi
kullanilirsa S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {T(f(s) (S)} teget diizleminin bir parametreli

ailesinin zarf yiizeyi
Doy (8:V) = C(5)+V(&/(5)x2/(5))

C (s) +v(2y'(s),—2x'(s),4x(S)y'(s) —4x'(s)y(S)) (4.239)

(x(8) +2vy '(s), y(3) — 2vx'(s), x° (5) — y*(5) + 4v(x(3)y (5) — x'(5)¥(5)))

parametrik denklemi ile ifade edilir.

Teorem 4.2.11. Ureteg egrisi spacelike olan ¢izgi parametreli bir egri igin S hiperbolik
paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal
degildir.
Ispat (4.3) denkleminde verilen zarf yiizeyi icin, (4.15) denklemleri ve (4.16) denklemlerinden
yararlanarak i¢ ¢arpim ve islemler yapilirsa
G = <UxlU'UxU">
= <(=2y'(s),—2x'(s), 4= (s)y(s) —4x(s)y(s)),
(=2y'(s),—2x(s), 4= (s)y(s) — 4x(s)y ()) >
= 4y ”(s)—4x"(5) +16[x'(s)y(s) - x(s)y (S))°

= Ay(s) - x2(8) 116Dy 2 o)
y(S)

(4.240)

e=<C" U >W<UUXU"> esitligini hesaplamak i¢in dncelikle C(s) egrisi ve bu egrinin

2. mertebeye kadar tiirevleri hesaplanirsa

C(8) = (x(s), y(5), x*(5) ~ ¥*(5))
C'(s) = (x'(5), v'(5), 2x(8)x (5) — 2¥(5)y (5)) (4.241)
C(8) = (x"(), v "(), 2(x(5) — v *(8) + x(8)x"(8) = ¥(5)y"(5)))

bulunur. (4.241) denklemlerinden yararlanilirsa

<C"N> <(x"(8),y"(8), 2(x*(s) =y (5) + %(5)x"(s) = ¥(8)y"(5))),
(2x(s),—2y(s),-1) > (4.242)

2(y*(s) ~x"(s) — 2y(s)y"(s))
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olur. Ayrica (4.216) esitligi ve tiirevi kullanilirsa

51 _fz 53
U'(S)x2"(S)=—|2x'(s) —2y'(s) 0[=(0,0,4x'(s)y"(s)—4x"(s)y'(s)) (4.243)
2x"(s) -2y"(s) O

elde edilir. Buradan Minkowski-Lorentzian i¢ ¢carpim yapilirsa

<U,U'¥U"> <(2x(s),-2y(s),-1),

(0,0,4x'(s)y"(s) —4x"(s)y (s)) >

4(y'(s)="(s) —='(s)y"(s)) (4.244)
4(X.(S)) (s)

bulunur. Ayrica (4.242) ve (4.244) denklemleri kullanilirsa
e = <C"U>SH<UUXU">

' ' 2 s)., ., (4.245)
= 2y(9)-x7(5) - 259y N+ LDy % (s)
x'(s)
elde edilir. Ayrica f =0ve g =0 oldugundan ortalama egrilik
H= & (4.246)
2(EG - F?)

seklinde yazilir. (4.246) ile verilen G nin denkleminden G =0 oldugu gériiliir. Oyleyse

<C" 2/ >=0 ve <2/,2/'x 2" >=0 (4.247)

olmalidir. Daha sonra yiizeyin minimal olmasi i¢in (4.247) denklemleri saglanacak sekilde
¢dziim yapilmaldir. Ureteg egrisi spacelike oldugundan (4.245) diferansiyel denklemi ele

aliirsa

y2(s)—-x"(s) = 0 (4.248)

olamaz. Bu durumda H =0 olamayacagindan yiizey minimal degildir.
Sonuc (4.247) esitlikleri saglanacak sekildeki bilesenleri y'*(s) —x"?(s) —2y(s)y"(s) ifadesini

sifir yapan C(s) =(x(S),y(S)) spacelike tirete¢ egrileri icin S hiperbolik paraboloid yiizeyinin

{Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal olur.
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Teorem 4.2.12. S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {TC. © (S)} teget diizleminin bir parametreli

ailesinin zarf yiizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi ig¢in C,k € R olmak iizere bir

diizlemsel spacelike iirete¢ egrisi
C(s) =(x(s),cx(s) +k) ve x'(s)=sabit (4.249)

olacak sekilde parametrik olarak verilmelidir.

Ispat Teorem 4.2.11. ispati goz oniine alindiginda S hiperbolik paraboloid yiizeyinin
{Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yilizeyinin sabit ortalama egrilikli
ylizey olmasi icin C(s) =(x(s),y(s) spacelike treteg egrisinin
bilesenleri y'*(s) —x'*(s) — 2y(s)y"(s) ifadesini sabit yapmali yani x'(s) = sabit ve

v,

=0 4.250
x'(s) ( )

olmalidir. Buradan (4.250) denklemi kullanilirsa (

y:(s)) =C veya y'(s) =cx'(s) buradan
x'(s)

y(s) =cx(s) +k (4.251)

esitligi elde edilir. Burada c,k bir sabittir.
d VseR igin x(s)>y(s)>0 olacak sekilde C(s)=(x(s),y(s)) regiiler (yani
C'(s) #0) null tireteg egrisi alinsin. Bu durumda S ye gore tiirev alinirsa
C(s) =(x'(s).y'(s) (4.252)
olur. Buradan
<C'(s),C'(s)>=x'(s)*—y'(s)* =0 (4.253)
oldugundan C(s) bir diizlemsel null(lightlike) egridir.
z=x"—y* hiperbolik paraboloidi ile C(s)=(x(s),y(s)) egrisinin yiikseltmesiyle
olusturulan R Minkowski uzayindaki
C(s) = (x(5), ¥(5), %*(5) = v*(5)) (4.254)

uzay egrisi bir spacelike egridir. Gergekten S ye gore tiirev alinirsa

C'(s) = (x'(8), ¥ (), 2x(8)x (5) — 2y()y (5)) (4.255)
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olur. Minkowski-Lorentz metrigi altinda incelenir ve x'(s)* > v'(s)* oldugu kullanilirsa
<C'(s),C(s)> = x'(5)°—y'(5)*+(2x(s)x'(S) - 2y(s)¥'(5))* >0 (4.256)
bulunur.

Yiizeyin gradiyent fonksiyonu ile hesaplandiginda

f(x,y,2)=x*-y*—z=0 (4.257)
Vi =(2%,-2y,-1) (4.258)

ylizeyin normalini verir. Yani Z/(S) normal vektor alani
U (3) = (2x(s),-2y(s),-1) (4.259)

yazilir. Buna gore Minkowski-Lorentz metrigi altinda Z/(S) normal vektdr alaninin causal

(nedensel) 6zelligi incelenirse
<U,U >=(2x(5))* - (2y(s))* +1=4(x*(s) - v*(s)) +1 (4.260)
olur. Bu durumda < 27,27 >>0 olup Z/(s) spacelike normal vektor alanidir.

Bu kosullarda kullanilan Q yiikseltme yiizeyi, Z/(S) Spacelike normal vektor alani

oldugundan timelike hiperbolik paraboloid yiizeydir.

Birim olmayan normal vekt6r alan1 Z/(S) nin s ye gore tiirevi alinirsa
2'(3)=(2x(s),-2y'(s),0) (4.261)

olur. ds*=dx’—dy®+dz’ metrigi ile verilen R? Lorentz-Minkowski uzayindaki bir uzay

egrisi. C(s) = (x'(s),v'(5),x%(5) — v*(s)) olsun. Buna gdre C(s)=(x'(s),y'(s),x2(s)—v2(s))

egrisinin tiirevi alinirsa

C'(s) = (x'(5), ¥ (), 2x(8)x (5) — 2y(S)¥'(5)) (4.262)

bulunur. Ureteg egrisinin null oldugu kullanilir ve (4.39) denkleminin tiirevi hesaplanirsa

C*(s) = (x"(s), v "(5), 2(x(5)x"(s) — ¥(s)y"(5))) (4.263)
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elde edilir. Ayrica Z/(s) birim olmayan normal vektor alaninin 3. mertebeye kadar tiirevleri

hesaplanirsa

o '(s) = (2x(s),~2y(s),0)
2(s) = (2x"(s),~2y"(5),0) (4.264)
U(5)=(25(5),-25"(9).0)

bulunur. (4.257) ve (4.264) kullanilarak Tanim 2.6.1 ile verilen Minkowski-Lorentzian vektorel

carpim yapilirsa
51 _52 53
U(S)x2'(8)=—|2x(s) —2y(S) -1=(2y'(s),—2x'(s),4x(s)y'(S) —4x'(S)v(S)) (4.265)
2x'(s) -2y'(s) 0
51 _52 953
U(S)xU"(S)=—|2x(5) -2y(s) -1=(2y"(s),—2x"(s),4x"(S)y(S)—4x(s)y"(s)) (4.266)
2x"(s) -2y"(s) O
51 _sz 53
US)xU"(S)=—|2x(5) -2y(S) —L=(2y"(s),—2x"(s),—4x"(S)v(S) +4x(S)y"(s)) (4.267)
2x"(s) —2y"(s) O
él _ng 53
U'(S)x"(s)=—-[2x'(s) -2y'(s) 0]=(0,0,4x'(s)y"(s)—4x"(s)y'(S)) (4.268)
2x"(s) -2y"(s) O
bulunur.

Ayrica D (s,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gére birinci ve ikinci mertebeden kismi

tiirevleri hesaplanirsa

D, = C'+v(&/><é/")
= (x(8),y'(s),2x(s)x'(s) — 2y(s)y (8))
+V(2y"(s), —2x"(s), —4x"(5) y(S) + 4x(5)y"(5)) (4.269)
= (x'(s)+2vy"(s),x'(s) — 2vx"(s),
2(x(8)x'(s) = y(8)y (s)) — dv(x"(s)y(s) — x(s)y"(s)))

D = x4

(4.270)
(2y'(s),—2x(s), 4(=(s)y'(s) —x'(5)¥(5)))
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elde edilir. (4.262), (4.267) ve (4.268) denklemleri kullanilirsa

D

SS

C+ V(XU "+ U x U™

(x"(8),y"(s), 2(x(s)x"(s) —y(s)y"(1)))

+V(2y"(s), —2x"(S), —4x"(S) y(S) + 4x(3) y " (S) — 4x"(S)y'(S) + 4% '(s)y "(s)) (4.271)
(x"(8) +2vy™(s), y"(s) — 2vx"(s), 2(x(s)x"(s) — y(5)y"(8))

—Av(x"(s)y(s) —x(s)y"(s) +x"(s)y'(s) —x'(s)¥"(s)))

olur. (4.266) esitliginden

yazilir ve

D, = &/x"=(2y"(s),—2x"(s),~4x"(s)y(s) + 4x(s)y"(s)) (4.272)

sV

D =0 (4.273)

w

elde edilir. (4.269), (4.270), (4.271), (4.272) ve (4.273) denklemleri ile Minkowski-Lorentzian

skaler ve vektorel carpim kullanilirsa

ve

E

<D,,D, >

<C'C'>+2V(C U XU +VP <U xU" U XU ">

4(x(s)x'(s) — y(8)y'(8))? + 2v(2x'(8)y "(8) + 2x"(8) v '(S) (4.274)
+8(x"(8)[-x(8)x(s)y(S) — v* (8)¥ '(8)] = Y "(S)[x(8) ¥ (S)y (5) — x* (5)x (S)]))
+V2(4y"(8)2 = 4x"(s)2 +16(~-x"(s)y(8) + x(8)v"(5))?)

F = <D,,D, >
= <C UXU'>N<UXU"UXU'>
= 4x'(s)y'(s) +8[-2x(s)x *(8)y(8) + x'(8)y (S)(v(S) + xX(5))] (4.275)
+HAV(y'(8)y"(s) — x"(s)x'(s) + 4[x"(s)(x'(5)y*(5) — =(8) () ¥ (S))
+y"(8)(x* (8)y '(5) — %(8)x(8)v(s))])
G <Db,,D, >
= <UXU'\UXU'>
= 16(x(s)y'(s) —x'(s)y(s))? (4.276)

o 16(X(S)) (s)
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e = <D >

ss?

= <C",&/>+v<é/,é/'><&/">
= a8y ey, 4.277)
x'(s)
f = <Dy, U >=<lUxlU"U>=0,
g = <D,.«>=0

bulunur. (4.274), (4.275), (4.276) ve (4.277) denklemleri kullanilirsa D, (s,V) zarf yiizeyinin
ortalama egriligi

eG

Hee— (4.278)
2(EG-F?)

olacagindan
€G =V <2, U'XU" " S<U XU U XU >+<C" U S<UXU"UXU'> (4.279)

elde edilir.

3-boyutlu Minkowski uzayinda bir C(s) null(lightlike) egrisi rasyonel oldugunda yiizey

rasyoneldir, Gauss egriligi K(s,v) sifir oldugunda ise yiizey agilabilirdir. Ayrica
H(s,v) ortalama egriligi sifir ise yiizey minimaldir. D, (s,v) zarf yiizeyi, C(s) egrisi

boyunca Q hiperbolik paraboloid yiizeyine teget oldugu i¢in Q hiperbolik paraboloid yiizeyinin

normallestirilmemis normal vektor alani ve D, (s,V) zarf yiizeyi aymdir.

Teorem 4.2.13. Ureteg egrisi null(lightlike) olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget

diizlemlerinin bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D, (s,v) zarf yiizeyinin

minimal olmasi i¢in
VU UXU"S<U XU \UXU' >+<C" U ><UxU"UxU" >=0 (4.280)
denklemi saglanmalidir. Burada Z7, kuadratik yiizeyin birim olmayan normal vektor alanidir.

Ispat (4.3) denklemi ile verilen Dc(s)(s,V) zarf yiizeyinin s ile v ye gore birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri hesaplanir, (4.15), (4.16) ve (4.17) esitlikleri kullanilirsa D¢, (S,V)

zarf yiizeyinin ortalama egriligi
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eG

Hee— (4.281)
2(EG-F?)

olacagindan
eG=v</,l/'x" ><&/><é/',&/><é/'>+<(§",é/><é/><&/",&/><é/‘> (4.282)
esitligi elde edilir.

Teorem 4.2.14. Ureteg egrisi null(lightlike) olan herhangi bir kuadratik yiizeyin teget

diizlemlerinin bir parametreli ailesinin (4.3) denklemi ile verilen D (s,v) zarf yiizeyi

acilabilirdir.

Ispat (4.16), (4.17) denklemleri ve (2.37) denklemi ile Gauss egriligi kullanarak, g=0 ve

f =0 oldugunda
K=(eg-f*)(EG-F*)"=0 (4.283)

bulunur. O halde iireteg egrisi null(lightlike) olan S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)}
teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi agilabilirdir.

Uyari: EG - F? =0 oldugunda Gauss egriligi hesaplanamaz. Dolayisiyla yiizeyin acilabilirligi
hakkinda bilgi verilemez.

Notasyon (4.3) ile verilen C(s)=(x(s),y(s),x%()—v2(S)) uzay egrisi ve (4.265) esitligi
kullanilirsa S hiperbolik paraboloid yiizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli

ailesinin zarf yiizeyi

Dee) (S,V) C(s) +V(2/(s)x 2/ (S))
é(s) +V(2y'(s),—2x'(5),4x(s) v '(s) —4x'(s)y(s)) (4.284)
(x(s) +2vy (), y(8) — 2vx(5), x*(8) — y*(8) + 4V(x(S)y'(5) — x'(5) ¥(S)))

parametrik denklemi ile ifade edilir.

Teorem 4.2.15. Uretec egrisi null(lightlike) olan ¢izgi parametreli bir egri icin S hiperbolik
paraboloid ylizeyinin {Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf ylizeyi minimal

degildir.
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Ispat (4.3) denkleminde verilen zarf yiizeyi icin (4.15) denklemleri ile (4.16) denklemlerinden
yararlanarak yapilan Minkowski-Lorentzian i¢ ¢carpim ve islemler ile
G <UXU'\UXU'">
= <(=2y'(s),—2x'(s),4x(s)y(8) - 4x(s)y '(5)),
(=2y'(s),—2x(s), 4= () y(s) — 4x(s)y (s)) >
= 16[x'(s)y(s) - x(s)y'(8)I°

S (RO
v(s)

(4.285)

elde edilir. e=<C".2/ >+v<2/,2/'x2(" > esitligini hesaplamak i¢in éncelikle C(s) egrisi ve

bu egrinin 2. mertebeye kadar tiirevleri hesaplanirsa

C(s) = (x(s), y(s), %% (s) - ¥(S))
C'(s) = (x'(s), v'(s), 2x(8)x (5) — 2(S)y (5)) (4.286)
C"(5) = (x"(5), v "(8), 2(x(5)x"(8) — y(5)y"(5)))

bulunur. C(s) =(x(s),v(s)) null iireteg egrisi ile (4.286) denklemi kullanilirsa

<C"U> = <(x"(s),y"(s), 2(x(8)x"(s) — v(S)y"(s))), (2(8), ~2y(s), ~1) >
= 2(y*(s)—x"(s)—2y(s)y"(s)) (4.287)
= —4y(s)y"(s)

olur. Ayrica (4.261) esitligi ve tiirevi kullanilirsa

51 _52 53
2x'(s) -2y'(s) O
2x"(s) -2y"(s) O

U'(S)xU"(s)=- =(0,0,4x'(s)y"(s) —4x"(s)y'(s)) (4.288)

elde edilir. Buradan Minkowski-Lorentzian i¢ ¢arpimi yapilirsa
<U,UXIU"> <(2x(s),-2y(s),-1),

(0,0,4x(s)y"(s) —4x"(s)y (s)) >

= Ay'(s)x"(s)—x'(s)y"(s)) (4.289)

= 4(X,(S)) (s)

bulunur. (4.287) ve (4.289) denklemleri kullanilirsa
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e = <é",&/>+v<é/,é/'xé/">

' 4.290
= ay(s)y") + (L () 250
x'(s)
elde edilir. Diger taraftan f =0 ve g =0 oldugundan ortalama egrilik
H= G (4.291)
2(EG-F7)

seklinde yazilir. (4.291) denklemi g6z 6niine alinirsa G # 0 oldugu goriiliir. Bu durumda

<C" 2/ >=0 Ve <2/, U2/ ">=0 (4.292)

olmalidir. Daha sonra yiizeyin minimal olmasi i¢in (4.292) denklemleri saglanacak sekilde

¢ozlim yapilmalidir. Yani null iireteg egrisi ve (4.290) diferansiyel denklemi ele alinirsa
y?(s)-x%(s) = 0 (4.293)

olmasina ragmen ilk kisim sifir olamaz. Bu durumda H =0 olamayacagindan yiizey minimal

degildir.

Sonug (3.30) esitlikleri saglanacak sekildeki bilesenleri y(S)y"(S) ifadesini sifir yapan

C(s) = (x(s),y(s)) null(lightlike) tirete¢ egrileri icin S hiperbolik paraboloid yiizeyinin

{Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi minimal olur.

Teorem 4.2.16. S hiperbolik paraboloid yilizeyinin {TC. © (S)} teget diizleminin bir parametreli

ailesinin zarf yiizeyinin sabit ortalama egrilikli yiizey olmasi i¢in C,k € R olmak iizere bir
diizlemsel null(lightlike) tireteg egrisi
C(s) =(x(s),cx(s) + k) ve x'(s)=sabit (4.294)

olacak sekilde parametrik olarak verilmelidir.
Ispat Teorem 4.2.15. ispati géz Oniine alindiginda S hiperbolik paraboloid yiizeyinin
{Té © (S)} teget diizleminin bir parametreli ailesinin zarf yiizeyi sabit ortalama egrilikli ylizey

olmasi icin C(s) =(x(s),y(s) null(lightlike) tireteg egrisinin  bilesenleri

v (8) —x"?(s) —2y(s)y"(s) ifadesini sabit yapmal1 yani x'(s) = sabit ve

(&)' =0 (4.295)
x'(s)
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olmalidir. (4.295) denklemi kullanilirsa (ylgs;) =C veya Y'(s)=cx'(s) buradan
x (S

y(s) =cx(s) +k (4.296)
esitligi elde edilir. Burada c,k bir sabittir.

Ornek 4.2.4. Vs eR icin
C(s)=(bs+4,55-3)
ile verilen bir null(lightlike) iirete¢ egrisini alalim. Bu durumda C(S) egrisinin hiperbolik
paraboloid ile C(s) yiikseltilmis egrisi
C(s) = (55 +4,55—3, (55 + 4)? — (55 — 3)?)
olur. Bunun agilabilir yiizeyi
Dc (5 (s,Vv) =(5s +4 —10v,5s —10v —3,70s +140v + 7)

olarak parametrelendirilir. Bu yiizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirasiyla
K=0,H=0
olarak hesaplanir.
C(s) null(lightlike) treteg egrisi, (f(s) yiikseltilmis egri ve D, acilabilir minimal

ylizey Sekil 4.7 de goriilmektedir.

Sekil 4.7 C(s) null(lightlike) tireteg egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, acilabilir minimal

yluzey

Bir de agilabilir, minimal ve sabit ortalama egrilikli olmayan bir zarf yiizeyi 6rnegi

verelim.
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Ornek 4.2.5. Vse R icin
C(s) =(coshs,sinhs)
ile verilen bir timelike tireteg egrisini alalim. Bu durumda C(S) egrisinin hiperbolik paraboloid
ile é(s) yiikseltilmis egrisi
C(s) = (coshs,sinhs,cosh s? +sinhs?)
ve bunun agilabilir ylizeyi ise
De () (5:V) = (—4cosh s(2cosh s* + 2v —3),—4sinh s(2cosh s* + 2v —1),4v - 2)
olarak parametrelendirilmistir. Bu yiizeyin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi, sirasiyla

B 64sinh s” cosh s?
16cosh s* —16cosh s*> —5— 20v? + 20v
H =-512cosh s* +192cosh s? + 640cosh s°v + 240 — 640v + 320v?

olarak hesaplanir.
C(s) timelike tirete¢ egrisi, C(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit olmayan ortalama

egrilikli ylizey Sekil 4.8 de goriilmektedir.

Sekil 4.8 C(s) timelike iireteg egrisi, é(s) yiikseltilmis egri ve D, sabit olmayan

ortalama egrilikli ylizey
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada, 3-boyutlu Minkowski uzayinda paraboloid ve hiperbolik paraboloid ile

ylikseltilmis acilabilir yiizeyler ele alinmistir. Bu yiizeyler, oncelikle bir diizlemsel egri
yardimiyla z=x’+v* paraboloidi ve z=x*—y* hiperbolik paraboloidi kullamlarak ifade

edilen yiikseltme déniisiimii ile 3-boyutlu Oklid uzayma yiikseltilmis bir uzay egrisi boyunca
tanjant diizlemlerin tek parametreli ailesinin zarfi olarak olusan acilabilir ylizeyler seklinde
verilmistir. Bu acilabilir yiizeyin, minimal ylizey ve sabit ortalama egrilikli yilizey olma
kosullar1 incelenmistir. Sonrasinda, Minkowski 3-uzayinda timelike, spacelike veya null iireteg
egrileri kullanilarak yiikseltme doniisiimii yardimryla bir paraboloid ve bir hiperbolik paraboloid
ile olusturulan agilabilir ylizeyler i¢in benzer kosullar arastirilmistir. Ayrica ifade edilen bu
hesaplamalarin kullanildigi bazi 6rnekler de verilmistir.

Bu calisma yardimiyla 4-boyutlu Oklid ve 4-boyutlu Minkowski uzaylarinda paraboloid
ve hiperbolik paraboloid ile yiikseltilmis agilabilir hiperylizeyler insa edilebilir. Ayrica bu
acilabilir hiperyiizeyler i¢cin minimal hiperylizey veya sabit egrilikli hiperyiizey olma kosullari

aragtirilabilir.
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