T.C.
KUTAHYA DUMLUPINAR UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIiM ENSTITUSU
Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

MINKOWSKI 3-UZAYINDA KINEMATIK VIDA YUZEYLERI
UZERINE

Danisman :
Prof. Dr. Erhan ATA

Hazirlayan :
Sefa KOCUK

Kiitahya — 2021



KABUL VE ONAY

Lisansiistii Egitim Enstitiisti Midirliigiine,

Bu caligma, jiirimiz tarafindan

Matematik Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Imza
Tez Jiirisi
Kabul Red

Prof. Dr. Erhan ATA (Danigman)

Prof. Dr. Mine TURAN

Prof. Dr. Ayse BAYAR KORKMAZOGLU

Onay
Imza

Prof. Dr. Sahmurat ARIK

Enstiti Mudiira



BIiLIMSEL ETiK BiLDiRiMi

Yiiksek Lisans tezi olarak hazirladigim “ Minkowski-3 Uzayinda Kinematik Vida
Yiizeyleri Uzerine” adli calismanin dneri asamasindan sonuglandig1 asamaya kadar gegen
stirecte bilimsel etige ve akademik kurallara 6zenle uydugumu, tez i¢cindeki tiim bilgileri
bilimsel ahlak ve gelenek cergevesinde elde ettigimi, tez yazim kurallarina uygun olarak
hazirladigimi, bu ¢alismamda dogrudan veya dolayli olarak yaptigim her alintrya kaynak
gosterdigimi ve yararlandigim eserlerin kaynakcada gosterilenlerden olustugunu beyan

ederim.

000002021
Imza

Sefa KOCUK



OZET
MINKOWSKI 3-UZAYINDA KiNEMATIK VIiDA YUZEYLERI UZERINE

KOCUK, Sefa
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali1 2020
Tez Damismani: Prof. Dr. Erhan ATA
Ocak, 2021, 66 Sayfa

Bu tez ¢aligmasinin amaci, 3-boyutlu Minkowski uzayinda vida yiizeyleri lizerine

arastirma yapmaktir.

Alt1 b6ltimden olusan bu ¢aligmanin giris boéliimiinde, konunun tarihsel gelisimi

hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci béliimiinde, 3-Boyutlu Oklid uzaymda ve 3-Boyutlu Minkowski uzayinda

tezin devaminda kullanilacak temel tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii béliimiinde, 3-Boyutlu Minkowski uzayinda yiizeyler ve spacelike veya

timelike olma durumuna gore paralel yiizeyler ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

Dordiincii boliimiinde, boliinmiis (split) kuaterniyonlar, dual boliinmiis (split)
kuaterniyonlar ve boliinmiis (split) kuaterniyonlar yardimiyla donme hareketi ile ilgili

tanim ve teoremler verilmistir.

Besinci boliimiinde, 3-Boyutlu Minkowski uzayinda spacelike ve timelike vida
ylizeyleri tanmitilmistir. Sonrasinda ylizeylerin birim normal vektor alani, temel formlari,
gauss egriligi, ortalama egriligi ve sekil operatorii matrisi elde edilmistir. Son olarakta

spacelike veya timelike vida yiizeylerine ait birer 6rnek ile boliim tamamlanmastir.

Altinct béliimiinde, yapilanlar 6zetlenmis ve konu ile ilgili ¢aligmak isteyenlere

Onerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-Uzayi, Boliinmiis Kuaterniyon, Paralel

Yiizey, Vida Yiizeyi, Sekil Operatorii, Egrilikler
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ABSTRACT

ON KINEMATIC SCREW SURFACES IN MINKOWSKI 3-SPACE
KOCUK, Sefa
M.S. Thesis, Department of Mathematics, 2020
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Erhan ATA
January, 2021, 66 Pages

The purpose of this thesis is to research on screw surfaces in 3-dimensional
Minkowski space.

In the introduction part of this six-part study, information is given about the
historical development of the subject.

In the second part, basic definitions and theorems to be used in the continuation
of the thesis are given in 3-Dimensional Euclidean space and 3-Dimensional Minkowski

space.

In the third part, definitions and theorems about surfaces in 3-dimensional

Minkowski space and parallel surfaces according to their spacelike or timelike are given.

In the fourth chapter, definitions and theorems related to rotational motion with

the help of split quaternions, dual split quaternions and split quaternions are given.

In the fifth chapter, spacelike and timelike screw surfaces in 3-dimensional
Euclidean space are introduced. Then the unit normal vector field of the surfaces, their
basic forms, gaussian curvature, mean curvature and shape operator matrix were obtained.
Finally, the section was completed with an example of spacelike or timelike screw

surfaces.

In the sixth part, the subject is summarized and suggestions are made to those who

want to work on the subject.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-space, Split Quaternion, Parallel Surface,

Screw Surface, Shape Operator, Curvatures
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1. GIRIS

Kinematik, cismin uzay-zaman’da kuvvet ve kiitle kavramlarini igermeyen
hareketin sadece bir nokta veya nokta sistemiyle zamana gore yer degistirmesinin

matematiksel olarak incelendigi bilim alanidir (Miiller, 1963).

Kuaterniyonlar hem teorik hem de uygulamali matematikte birgok uygulama alani
bulmustur. Ik olarak Hamilton (1843) tarafindan tanimlanan kuaterniyonlar 3-boyutlu
uzayda mekaniklere uygulanmistir. Matematik, fizik, kinematik, dinamik, miihendislik
ve daha birgok alanda artan bir sekilde ilgi odagi haline gelmis ve kendine pek ¢ok
uygulama alanlar1 bulmustur. Reel ve dual kuaterniyonlari Hacisalihoglu (1983) ayrintili

sekilde incelemis, donme ve kayma operatdrlerini ifade etmistir.

Inoguchi (1998) 3-Boyutlu Minkowski uzayinda boliinmiis (split) kuaterniyonlari
tamimlamistir. Kula (2003) doktora tezinde 3-Boyutlu Minkowski uzayinda boliinmiis
(split) kuaterniyonlar ile donme matrislerini tanimlamistir. Kula ve Yayl (2006) dual
bolinmis (split) kuaterniyonlar ile 3-Boyutlu Minkowski uzayinda vida hareketlerini
elde etmislerdir. Ozdemir ve Ergin (2006) 3-Boyutlu Minkowski uzaymda dénme
matrisinin gosterimini  birim timelike boliinmiis (split) kuaterniyonlar ile ifade

etmislerdir.

Yiizeyler teorisinde; paralel yiizeyler, sabit sirt uzaklikli yiizeyler, regle yiizeyler
ve minimal yiizeyler gibi baz1 6zel yiizeyler iizerinde degisik calismalar yapilmis,
makaleler ve kitaplar yazilmistir. Einsenhert (1909) kitabinda paralel yiizeylerden
bahsetmistir. Unliitiirk ve Oziisaglam (2013) 3-Boyutlu Minkowski uzayinda paralel
ylizeyleri incelemistir. Kemer (2015) doktora tezinde kuaterniyonlarla ifade edilen kati
cisim hareketinin &zel hali olan vida hareketini 3-Boyutlu Oklid uzayinda bir yiizeyin
noktalarina uygulayarak paralel yiizeyin daha genel hali olan vida yiizeylerini elde
etmigtir. Vida yiizeyinin sekil operatdrii matrisi, gauss ve ortalama egriliklerini

hesaplamustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda tez ¢alismamizda sik¢a kullanilan bazi temel kavramlar ve teoremler

verilecektir.

2.1. Oklid Uzay1

Tanmm 2.1.1. A kiimesi bos olmayan bir kiime ve v reel sayilar iizerinde tanimli n-

boyutlu bir vektor uzayi olsun. Eger

f:AxA>DV

_ (2.1)
(P.Q)— f(P.Q) =PQ_
fonksiyonu

0] VP,Q_,R €A
f(P.Q)+ f(QLR)=T(P.R)

(i)  VPeA,Vaev igin f(P,Q )=« olacak bigimde bir Q_eA vardir.

sartlarin1 sagliyorsa A ‘ya V vektor uzayi ile tanimli n-boyutlu bir Afin uzay denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.2. A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. Eger V vektor

uzay1 bir i¢ ¢arpim uzay1 oluyorsa A afin uzay1 Oklid uzayi olur.

R® vektor uzayr ile birlesmis R® afin uzayr verilsin. w=(w,,w,,w,) Ve

v=(v;,v,,v;) olmak tizere
3
<a),z)> =Za)juj (2.2)
=

i¢ carpim fonksiyonu verildiginde R? afin uzay1 bir 3-Boyutlu Oklid uzaymi olusturur.
Bu Oklid uzay: kisaca E® sembolii ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).



2.2. 2-Boyutlu Lorentz Uzay1

Tamim 2.2.1. |? iki boyutlu Lorentz uzay1 w=(w,,w,) ve v=(v,,v,) vektorleri igin

<w,U>L =W —W,V,
Lorentz i¢ carpim ile donatilmis R? uzayidir (Birman ve Nomizu, 1984).
Tanim 2.2.2. Her w=(w,,w,) € L* i¢gin

(i) (w,w), >0 oluyorsa w ye spacelike vektor
(i) (ww) <0 oluyorsa w ye timelike vektor

(i) (w,w), =0 ve w=0 oluyorsa w ye lightlike (null) vektor

olarak adlandirilir (O’Neill,1983; Birman ve Nomizu, 1984).

(2.3)

1
Tamm 2.2.3. Her w=(w,,w,)e? i¢in w vektoriiniin hormu ||w||=‘<w,w>LF bigiminde

ifade edilir (O’Neill,1983; Birman ve Nomizu, 1984).

Tamm 2.2.4. Her w=(w,,w,) € L* i¢in

(i) s/ >0 dur
(i) w vektori timelike ise |w = —(w,w),
(i) w vektorii spacelike ise || = (w,w),

(iv)  |w|=0 < w lightlike (null) vektdr

seklinde ifade edilir (O’Neill,1983; Birman ve Nomizu, 1984).

Tamm 2.2.5. * iki boyutlu Lorentz uzay1 ve w,veL*olsun. (w,v) =0 oluyorsa bu

durumda w ve v Lorentz anlaminda diktir denir (Birman ve Nomizu, 1984).



Teorem 2.2.1. L* iki boyutlu Lorentz uzayinda spacelike (veya timelike) olan iki vektor

birbirine dik olamazlar (Birman ve Nomizu, 1984).

Sonu¢ 2.2.1. |? iki boyutlu Lorentz uzayinda iki vektoriin birbirine dik olmasi igin bu
vektorlerden birinin spacelike digerinin timelike olmasi gerekir (Birman ve Nomizu,

1984).

Tanim 2.2.6. w=(w,w,) e’ timelike vektdr ve i¢in

(i) (w,w), >0 ise w vektorii timelike past-pointing vektordiir

(i) (ww) <0 ise w vektdrii timelike future-pointing vektordiir (O*Neill,1983).

Time

Timelike

spacelike

space
spacelike

Timelike

Sekil 2.1 2-boyutlu Lorentz uzatinda time-koni

2.3. E}3-boyutlu Minkowski Uzayi

Tamm 2.3.1. V bir reel vektor uzay1 ve V iizerinde tanimli

(), :vxv—>R (2.4)

fonksiyonu bilineerlik ve simetri aksiyomlarini sagliyorsa V vektdr uzayin lizerinde

simetrik bilineer form olarak adlandirilir (O’Neill,1983).



Tamm 2.3.2. V bir reel vektor uzayi ve V lizerinde simetrik bilineer form () :vxv—R

olsun. Ywe v igin

(i) w0 igin (w,w) <0 ((w,w) >0)ise negatif (pozitif) taniml,
(i) w=0igin (ww) <0 ({(w,w) =0)ise yari negatif (yar1 pozitif) tanimls,
=0 iken w=0 ise non-dejenere,

(i) vvev igin (w0),

(iv)  Vvev igin (wv) =0 iken w0 ise dejenere denir (O’Neill,1983).

Tamim 2.3.3. V bir reel vektor uzayi ve V iizerinde simetrik bilineer form () :vxv—R
olsun. Indeksi (,>|W W xW — R negatif tanimli olacak bi¢imde en biiyiikk boyutlu W alt

uzaymin boyutuyla tamimlanir ve v ile gosterilir. <,>Ln1n indeksi v olmak iizere

0<(w,w)_ <boyv(O™Neill,1983).

Timelike vektor
4

Spacelike vektor

Sekil 2.1 E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda time-koni

Tanmm 2.3.4. V skaler ¢carpim uzayi olsun.v, V nin indeksi olacak sekilde v=1 ve

boyv>2 oluyorsa Minkowski uzay1r veya Lorentz uzayi olarak ifade edilir

(O’Neill, 1983).



Tamm 2.3.5. V Lorentz uzay1 olmak ilizere Vwe Vv igin

(i) (w,w), <0 ise timelike (zamans1) vektor,
(i) w=0 veya (w,w) >0 ise spacelike (uzays) vektor,

(i) (wv), =0, w=0 ise lightlike (izotropik veya null) vektordiir (O’Neill,1983).

Tamim 2.3.6. V Lorentz uzay1 verilsin Vw e v vektoriiniin normu

[EENCXON (2.5)

reel sayis1 bi¢iminde ifade edilir (O’Neill,1983).

Teorem 2.3.1. V Lorentz uzay1 ve w=(w,,w,), v=(v,,v,) timelike (zamans1) vektor

verilsin. O halde

0] ‘<w,U>L‘ > || ||| seklinde esitsizlik vardir. Esitlik olmasi igin gerek ve yeter kosul

w ve v timelike (zamans1) vektorleri lineer bagimli olmalidir.
(i) wve v timelike (zamansi) vektorleri ayni time-konide ise

<U),U>L :—”w””v”COShS (2.6)

bi¢iminde bir tek 9>0 sayisi mevcuttur. ¢, w ve v timelike (zamansi) vektorleri

arasindaki hiperbolik bir agidir (O’Neill,1983).
(i) w ve v timelike (zamans1) vektorleri ayni time-konide degilse
‘<w,U>L‘:"w””U”COSh3 (2.7)
bi¢imindedir.
(iv) V Lorentz uzay1 ve w ve v spacelike (uzaysi) vektorler olsun

c0s 9= M (2.8)
[l



bi¢iminde bir tek 0< 9<r sayist mevcuttur. 9, w ve v spacelike (uzaysi) vektorleri

arasindaki bir agidir. w ve v spacelike (uzaysi) vektorleri i¢in

(w0}, < [l ] (2.9)

seklinde esitsizlik vardir (O’Neill,1983).

Tamm 2.3.7. E’3-boyutlu Minkowski uzayinda w=(w,,w,,w;) Ve v=(uv;,v,,v,) iki

vektor olacak sekilde

(W35 = W,Uyg, W V3 — Wy, WV, — W,U;) (2.10)

vektorii dis carpim veya vektorel ¢arpim olarak adlandirilir. wA v veya wx v seklinde

gosterilir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).

i=j=1.
S :{I J:> ise X =(51,0,,,9) (2.11)
i#]=0
olacak sekilde
_xl —7&2 7L3
wa v=det| w, W, w, (2.12)
UV Yy Y
veya
7Ll 7K’z _Ks
wa v=—det|w, w, W, (2.13)

Vo Y Y

yardimu ile hesaplanabilir. Burada
Ron Ry, =Ry, Ky AL Ry=—R, Ve Ry AL Ry =—K, (2.14)
dir. Pozitif yon saat yoniiniin tersi kabul edilmistir.

Burada negatif yon olarak saat yoniiniin tersini alacak olursak



KyA K, =Ry, Ky ALKy =K Ve Ry ARy =K, (2.15)

bigiminde ifade edilir. Ve

7L1 7L2 —7l3
wa v=det|w, w, w, (2.16)
U U Y

seklindedir (Turgut, 1995).

Teorem 2.3.2. E’3-boyutlu Minkowski uzayinda w=/(w;,w,,w,),v=_(v;,0,,0;) Ve

n=(n,,m,,Ms) olsun. Bu taktirde

M (WA, v,n>|_ =—det(w,v,m)

(i) (WAL V)AL n:—<w,n>Lv+<v,n>Lw

(i) (wa, U,w>L=O ve (WA, U,U>L=O

(iv) <w AL VWAL U>L =—<w, w>L <U,U>L +(<w, U>L)2

bi¢imindedir (Turgut, 1995).

Tamm 2.3.8. E’3-boyutlu Minkowski uzayinda w=(w,,w,,w;) Ve v=(v;,v,,v,) iki

vektor

(i) w ve v spacelike vektor oldugunda w A v timelike vektordiir.
(if) w spacelike ve v timelike vektor oldugunda w A, v spacelike vektordiir.

(iii) w spacelike ve v lightlike vektér oldugunda (w,v) =0 ise wa v lightlike
vektor, (w,v) #0 ise wA v spacelike vektordiir.

(iv) w ve v lightlike vektor oldugunda wA_ v spacelike vektordiir.
(V) w timelike ve v lightlike vektor oldugunda w A, v spacelike vektordiir.

(vi) w ve v timelike vektor oldugunda w A, v timelike vektordiir (Turgut, 1995).



3. 3-BOYUTLU MiINKOWSKIi UZAYINDA YUZEYLER
3.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayunda Spacelike ve Timelike Yiizeyler

Tamm 3.1.1. E?3-boyutlu Minkowski uzayinda M bir yiizey olsun. Her PeM ve her

w, €T M, v eT M igin
(wp0,), =0=>1,=0 (3.1)

onermesi saglaniyorsa M ye E} uzayinda bir nondejenere yiizey denir (Beem, et al.,

1996).

M yiizeyi iizerindeki metrigin matrisi

E F
A -

dir. M yiizeyi iizerindeki metriginin nondejenere olmas i¢in gerek ve yeter kosul

cbt(E FJiO (3.3)
F G

olmasidir.

M yiizeyinin nondejenere yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, yiizeyin normalinin

null vektor alan1 olmamasidir (Turgut, 1995).

Tamm 3.1.2. E}3-boyutlu Minkowski uzayinda M bir yiizey olsun. M yiizey iizerine
indirgenmis metrik pozitif tanimli ise M ye E} de bir spacelike yiizey denir (Beem, et

al., 1996).

Teorem 3.1.1. E}3-boyutlu Minkowski uzayinda M bir yiizey olsun. M yiizeyinin

spacelike bir ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ylizey normalinin timelike bir vektor

alani, yani (N,N) <O olmasidir (Turgut, 1995).
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Tanmim 3.1.3. E;}3-boyutlu Minkowski uzayinda M bir yiizey olsun. M yiizey iizerine

indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye E} de timelike yiizey denir (Beem, et al.,

1996).

Teorem 3.1.2. E}3-boyutlu Minkowski uzayinda M bir yiizey olsun. M yiizeyinin

timelike bir ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ylizey normalinin spacelike bir vektor

alant, yani (N,N) >0 olmasidir (Turgut, 1995).

Tamm 3.1.4. M, E}3-boyutlu Minkowski uzaymda bir yiizey ve bu yiizeyin birim

normal vektor alant N olsun. 3-Boyutlu Minkowski uzaymin koneksiyonu D olmak

uzere,

VX € y(M) igin

S: (M) — x(M)

X — S(X)=D,N (3.4)

bi¢iminde tanimli, S doniisiimiine M yiizeyinin Weingarten doniisiimii veya M yiizeyi

iizerinde sekil operatorii denir (Gorgiilii ve Coken, 1994).

Tammm 3.1.5. M, E}3-boyutlu Minkowski uzayinda bir ylizey ve M yiizeyinin birim
normal vektér alanm1 N ve sekil operatorii S olsun. PeM ve g=<N,N>L =41 olmak

uzere

Ki:' M - R

(3.5)
P — K(P)=edetS,

bigiminde tanimli fonksiyona M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir. K(P)

degerine ise M yiizeyinin P noktasindaki Gauss egriligi denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.1.6. M, E}3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey ve M yiizeyinin birim

normal vektor alant1 N ve sekil operatorii S olsun. PeM ve g=<N,N>L =+1 olmak

uzere
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H: M »> R

P - H(P)=%izSP (3.6)

bi¢iminde tanimli fonksiyona M yiizeyinin Ortalama egrilik fonksiyonu denir. H(P)
degerine ise M yiizeyinin P noktasindaki Ortalama egriligi denir (O’Neill, 1983).

Tamm 3.1.7. M yiizeyinin parametrik denklemi X = X (u,v) olsun. Her bir noktada teget

diizlemin taban1 B={X,,X,} olmak iizere
E:<XU,XU>L,F :<XU,XV>L ,G:<XV,XV>L (3.7)

E,F,G:U >R diferensiyellenebilir fonksiyonlarina birinci temel formun

katsayilar1 denir. Bu taktirde birinci temel formu
| = Edu® + Fdudv + Gdv? (3.8)
yazabiliriz.
e=—<X,,N,> =<N, X, >
f=—<X,,N,> =<N,X,, > (3.9

g:_<xv’Nv>L:<N'XW >L

e, f,g:U — Rdiferensiyellenebilir  fonksiyonlarina ikinci temel formun

katsayilar1 denir. Bu taktirde ikinci temel formu
Il =edu® + 2 fdudv + gdv? (3.10)

seklinde yazabiliriz. ‘F,ve F,, ,2x 2 simetrik matrisleri

E F e f
ﬁ=[F Gj ,ﬁ1=[f gJ (3.11)

seklinde tanimlanabilir. Boylece M yiizeyinin Ortalama egriligi ve Gauss egriligi

sirastyla,



_SeG—ZfF+gE
2(EG-F?)

eg— f?

K=¢ >
EG-F

seklindedir (Lopez, 2008; Pressley, 2010).

12

(3.12)

(3.13)

Teorem 3.1.8. ¢(u,v), 3-Boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey ve ¢ nin birim normal

vektor alan1 N ve sekil operatorii S olsun. ¢ ye ait S sekil operatdriiniin {¢,,¢,} taban

cinsinden esitleri

fF —eG eF - fE

_S(%) = Nu =

_S(%) =5 Nv

+
EG-F? ' EG-F?"

_gF-fG by fF —gE

dir (Sodsiri, 2005).

EG-F? ' EG-F? "

(3.14)

(3.15)

Yardimer Teorem 3.1.1. 3-Boyutlu Minkowski uzayinda M yiizeyi ilizerindeki bir P

noktasinin umbilik nokta olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

E
e

G
g

F
f

dir (Gray, 1993; Hou ve Ji, 2007).

3.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Paralel Yiizeyler

(3.16)

M ve M", E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki yiizey ve X fonksiyonlar1 C*

sinifinda reel degerli fonksiyonlar ve —x’ + X +x; =+1 olacak sekilde bir M yiizeyinin

birim normal vektor alan1 N = (X, X,,X;) olsun. r sabit say1 olmak tizere

M"={P+rN,:PeM}

(3.17)
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olsun. P=(P,P,,R,)eM ise
f:Mo>M" f(P)=P+rN, =(R +rx(P),P, +r%(P),R, + rx(P)) (3.18)

olarak tanimlanan 6rten f fonksiyonu varsa M' yiizeyine M nin paralel yiizeyi denir

(Unliitiirk, 2011).

Sekil 3.1 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Paralel Yiizey

3.2.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike Paralel Yiizeyler
Tamm 3.2.1. E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir ¢(u,v) spacelike ylizeyinin paraleli
olan ¢'(u,v) yiizeyi.

@ (u,v) =@(u,v) +rN(u,v) (3.19)

seklinde tanimlanir. Burada N vektori <N,N>L =-1 olacak sekilde ¢(u,v) yiizeyinin

birim normal vektdrii ve r ise reel katsayidir (Unliitiirk, 2011).
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Yardimer Teorem 3.2.1. E} de M spacelike ylizey ve M" bu yiizeye paralel yiizey

olsun.M yiizeyi spacelike yiizeydir ancak ve ancak M" spacelike paralel yilizeydir
(Unliitiirk, 2011).

Tamm 3.2.2. M ve M", E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki yiizey olsun. M yiizeyi
spacelike yiizey ve birim normal N vektor alan1 olsun. M den M" ye

f:MoM'

(3.20)
P f(P)=P+rN,

olacak sekilde 6rten f fonksiyonuvarsa M" yiizeyine M nin spacelike bir paralel yiizeyi

denir (Unliitiirk, 2011).

Sekil 3.2 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike Paralel Yiizey

Tamm 3.2.3. M, E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir yiizey ve M" de bu

ylizeye paralel yiizey olsun. M" nin birim normal vektor alan1 N* ve sekil operatorii S*

olsun.PeM, f(P)eM" ve (N,N) =-1 olmak iizere

K':M">R

(3.21)
f(P) > K" (f(P))=—detS],,
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bigiminde tanimli fonksiyona M" nin Gauss egrilik fonksiyonu denir. K" (f(P)) degerine

ise M" nin f(P) noktasindaki Gauss egriligi denir (Unliitiirk, 2011).

Tamm 3.2.4. M, E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir yiizey ve M" de bu

ylizeye paralel yiizey olsun. M" nin birim normal vektor alan1t N' ve sekil operatorii S'

olsun.PeM, f(P)eM" ve <N,N>L =-1 olmak iizere

H":M" >R
) 1. . (3.22)
f(P)>H (f(P))=—E|sz(P)

bi¢iminde tanimli fonksiyona M" nin Ortalama egrilik fonksiyonu denir. H"(f(P))

degerine ise M" nin f (P) noktasindaki Ortalama egriligi denir (Unliitiirk, 2011).

Teorem 3.2.1. M, E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir yiizey ve M" de bu
ylizeye paralel ylizey olsun. M" nin birim normal vektor alan1 N" ve sekil operatorii S*

olsun.PeM, f(P)eM" ve (N,N) =-1 olmak iizere, M" paralel yiizeylerine ait 1" ve

I1" temel form katsayilar1 cinsinden Gauss ve Ortalama egrilikleri

) er r_ fr2
< (329

Hr:_eG -2f'F +Zg E (3.24)
2(E'G"'—F"™)

dir (Unliitiirk, 2011).

Teorem 3.2.2. M, E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir yiizey ve M" de bu
yiizeye paralel yilizey olsun.PeM noktasinda, M yiizeyinin Gauss egriligi K ve
Ortalama egrilik H, f(P)eM' noktasinda, M" paralel yilizeyinin Gauss egriligi K" ve
Ortalama egrilik H" olsun. Bu durumda

i K

I S 3.25
1-2rH -r?K (3.25)
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o H+rK

- T 3.26
1-2rH -r?K ( )

dir (Unliitiirk, 2011).

Teorem 3.2.3. M, E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike bir yiizey ve M" de bu
ylizeye ait spacelike paralel yiizey olsun.M spacelike yiizeyi tizerindeki egrilik
cizgilerine, M" yiizeyi iizerinde karsilik gelen egriler de egrilik ¢izgisidir (Unliitiirk,
2011).

3.2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Timelike Paralel Yiizeyler

Tamm 3.2.5. E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir ¢(u,v) timelike yiizeyinin paraleli

olan ¢ (u,v) yiizeyi.
o' (u,v) =@(u,v)+rN(u,v) (3.27)

seklinde tanimlanir. Burada N vektorii <N, N>L =1 olacak sekilde ¢(u,v) yiizeyinin birim

normal vektdrii ve r ise reel katsayidir (Unliitiirk, 2011).

Yardimeir Teorem 3.2.2. E} de M timelike yiizey ve M", bu ylizeye paralel yiizey olsun.

M vyiizeyi timelike yiizeydir ancak ve ancak M timelike paralel yiizeydir (Unliitiirk,
2011).

Tamm 3.2.6. M ve M", E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda iki yiizey olsun. M yiizeyi
timelike yiizey ve birim normal N vektor alani olsun. M den M" ye

f:MoM'

(3.28)
P f(P)=P+rN,

olacak sekilde orten f fonksiyonu varsa M' yiizeyine M nin timelike bir paralel yiizeyi

denir (Unliitiirk, 2011).
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N}, Spacelike

7

Sekil 3.3 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Timelike Paralel Yiizey

Tamm 3.2.7. M ,E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir yiizey ve M" de bu

ylizeye paralel ylizey olsun. M" nin birim normal vektor alan1 N" ve sekil operatorii S*

olsun.PeM, f(P)eM" ve <N,N>L =1 olmak iizere

K':M">R

(3.29)
f(P)— K" (f(P)) =detS

bi¢giminde taniml1 fonksiyona M" nin Gauss egrilik fonksiyonu denir. K" (f(P)) degerine

ise M" nin f(P) noktasindaki Gauss egriligi denir (Unliitiirk, 2011).

Tamm 3.2.8. M, E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir yiizey ve M" de bu

ylizeye paralel yilizey olsun. M" nin birim normal vektor alant N" ve sekil operatorii S*

olsun.PeM, f(P)eM" ve <N,N>L =1 olmak iizere

H :M" >R

f(P)—)Hr(f(P)):%izS{(P) (3:30)
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bi¢iminde tanimli fonksiyona M" nin Ortalama egrilik fonksiyonu denir. H"(f(P))

degerine ise M" nin f(P) noktasindaki Ortalama egriligi denir (Unliitiirk, 2011).

Teorem 3.2.4. M, E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir yiizey ve M" de bu

ylizeye paralel yiizey olsun. M" nin birim normal vektor alan1t N' ve sekil operatorii S'

olsun.PeM, f(P)eM" ve (N,N) =1 olmak iizere, M" paralel yiizeylerine ait 1" ve II"

temel form katsayilar1 cinsinden Gauss ve Ortalama egrilikleri

. er r_fr2
K :—Ergr_pfz (3.31)

Hr:eG -2f'F +zg E (3.32)
2(E'G"'-F"™)

dir (Unliitiirk, 2011).

Teorem 3.2.5. M, E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir yiizey ve M" de bu
ylizeye paralel yiizey olsun.PeM noktasinda, M ylizeyinin Gauss egriligi K ve
Ortalama egrilik H, f(P)eM' noktasinda, M" paralel yiizeyinin Gauss egriligi K" ve

Ortalama egrilik H" olsun. Bu durumda

Ko K (3.33)
1+2rH +r’K
Hr— H*rk (3.34)
1+2rH +r?K

dir (Unliitiirk, 2011).

Teorem 3.2.6. M ,E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir yiizey ve M" de bu
ylizeye ait timelike paralel yiizey olsun. M timelike yiizeyi tizerindeki egrilik ¢izgilerine,

M" yiizeyi lizerinde karsilik gelen egriler de egrilik ¢izgisidir (Unliitiirk, 2011).
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4. BOLUNMUS (SPLIT) KUATERNIYONLAR

4.1. Boliinmiis (Split) Kuaterniyonlar

Tamm 4.1.1. H’={q:a01+a1€1+a2(¥+a3(?3|a0,a1,a2,a3 e}R} climlesini ele alalim.

Burada {1, eT,eZe?} birimlerinin ¢arpimi asagidaki gibi verilmistir.

ee, =¢e,, e, =-e,, 6,6 =-¢ 4.1)

H' nin her bir elemanina bir boliinmiis (split) kuaterniyon olarak adlandirilir

(Inoguchi, 1998).

H' de verilen a,,a,,a,,8, reel sayilarina q boliinmiis kuaterniyonunun bilesenleri
denir. Buna goére bir q split (bolinmiis) kuaterniyonu 0=(a,,a;,8,,8,) seklinde
yazilabilir. Bundan sonraki boliimlerde, bir bdliinmiis kuaterniyon igin
q=a,1+a6 +a,., +a,6, gosterimi kullanilacaktir €,€,,€ birimleri R*® 3-boyutlu reel

vektor uzayinin standart dik koordinat sisteminin baz vektorleri olarak alinabilir.

g boliinmiis kuaterniyonu reel (skaler) ve imajiner (vektorel) olacak bigimde iki

kisimdan olusur.

Reel kisim S(q) = a, ve vektorel kisim ise V(q) = a,e, +a,e, +a,e, = (a,,a,,a,) € E?

dir. Buradan q boliinmiis kuaterniyonu

a=S(q)+V(q) (4.2)

bi¢ciminde de yazilabilir.

Eger S(q)=0ise q ya pure split kuaterniyon veya split kuaterniyon vektor adi

verilir. Split kuaterniyon vektérlerin kiimesi ImH'=E; olur.
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Tanim 4.1.2. Herhangi iki q=a, +a,e, +a,e, +a,e, Ve p=h, +be +b,e, +b,e, boliinmiis

kuaterniyonlarinin toplami

q+p=(S(a)+S(p))+V(a)+V(p))

" - - (4.3)
q+p=(a, +by) +(a, +b)e +(a, +b,)e, +(a; +b;)e,

seklinde tanimlanir (Kula, 2003).

Tamim 4.1.3. Bir q=a, +ae, +a,e, +a,e, boliinmiis kuaterniyonu ve 1R olmak iizere

Aq dis islemi

A0 = (43) + (Za,)e; + (1a,)e, +(1a;)e, (4.4)
seklinde tanimlanir (Kula, 2003).

Tamim 4.1.4. Herhangi iki q=a, +a,e, +a,e, +a,e, Ve p=h, +be +b,e, +b,e, boliinmiis

kuaterniyonlarinin ¢arpimi

x:H'xH' > H’

4.5
(@,p)—>axp=ap (4.5

seklinde verilen islem

ap = (a5b, —ab; +a,b, +a),) + (ahb, +ah, —ab, +ab,)e;
+(agh, +ayb, —ab, +a;b)e, + (b, +ab, —ab +ab,)e, (4.6)
ap =S(q)S(p)+<V(@),V(p) > +S(q)V(p) +S(p)V(a)+V(a) A V(p)

olarak tanimlanir
Burada

(yoiImH xImH'—> R

4.7
V(@),V(p)) =<V (a),V(p)) =-ab +ab, +a, 4.7

ve
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AL ImMH xImMH"— ImH'’

_€1 ez g
V@V(P)->V@AV(p)=la a a (4.8)
b, b, b

= (@b, —a;by)e, + (ah —aby)e, + (@b, —ab)e;
dir (Kula, 2003).
Tamim 4.1.5. q=a, +a,e, +a,e, +a,e, boliinmiis kuaterniyon , ¢ nun eslenigi
=5(0)-V(a) =8, —ae 2, —ae, (4.9)
seklinde tanimlanir. Buna gore

I, =0a9 =00

4.10
| —al ot —al—a (410

bulunur (Kula, 2003).
Tamim 4.1.6. q=a, +a,e, +a,e, +a,e, boliinmiis kuaterniyonu verilsin ve
=8 8 —a
seklinde tanimlansin
I, <0 ise g boliinmiis kuaterniyonuna spacelike béliinmiis kuaterniyon,

I, >0 ise q boliinmiis kuaterniyonuna timelike boliinmiis kuaterniyon,

I, =0 ise g boliinmiis kuaterniyonuna lightlike boliinmiis kuaterniyon denir

(Ozdemir ve Ergin, 2005).
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Tamim 4.1.8. Bir q=a, +a,e, +a,e, +a,e, bdliinmiis kuaterniyonunun normu

N, = ylaa] =yl

N, = e +a —a -2

(4.11)

seklinde tamimlanir. Eger N, =1 ise ¢ boliinmiis kuaterniyonuna birim boliinmiis

kuaterniyon denir (Ozdemir ve Ergin, 2005).

Tamm 4.1.9. 1, =0 olmak iizere q=a,+ae, +a,e, +a,e, bolinmiis kuaterniyonun tersi

g1 ile gosterilir

l,=0=1,0"=@)g " =1, =g=0q" :Ii
q
oldugundan
G0 _ 3-8 -3 - a8
T 4.12
R R (412

seklinde tanimlanir (Ozdemir ve Ergin, 2005).
Tamm 4.1.10. Skaler kismi1 sifir olan boliinmiis kuaterniyona boliinmiis vektér denir.
Herhangi iki q=a, +a,e, +a,e, +a,e, Ve p=h, +be +b,e, +b,e, bolinmiis vektdrlerinin

carpimi

x:H'xH' > H’

4.13
ap =V (@)xV(p)=(@),V(p)). +V( @A V(p)=(q, p). +qA_P (4.13)

seklinde bulunur (Kula, 2003)

Tamm 4.1.11. Herhangi bir q=a, +a,e, +a,e, +a,e, boliinmiis kuaterniyonunu alalim.

Buna gore

Q) Eger q birim spacelike kuaterniyon ise

q= N, (sinh& + C cosh®) (4.14)
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—a’+a’+a’ e tae +ae
B oshg VAR a8 +ae tae
N, N, =gy

vektorii E} uzayinda spacelike birim vektordiir.

formunda yazilabilir. Burada sinhg =

(i) Eger q timelike kuaterniyon ve vektor kismi spacelike ise

q= N, (coshd + C sinh®) (4.15)

J-af +al +a’ e +ae, +a.e
formunda yazilabilir. Burada coshd = 3| ,sinh@ = NTA & T8 ve C = 28 %% 85

N, N, \/_alz +a; +a;

vektorii E} uzayinda spacelike birim vektordiir.

(ifi)  Eger qtimelike kuaterniyon ve vektor kismi timelike ise

g = N, (cosé@ +Csinb) (4.16)

2_g2_g? . = =
3| oo Nai-a-al | aerae rae

formunda yazilabilir. Burada cosf=-—-, =
N, N, J-& +a; +al

vektorii E7 uzaymda timelike birim vektordiir (Ozdemir ve Ergin, 2005).

4.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Donme Hareketi

Birim boliinmiis kuaterniyonun dénme hareketine karsilik geldigi biliniyor. Buna
gore birim boliinmiis kuaterniyonun vektér kisminin spacelike veya timelike olmasina

gore karsilik gelen donme hareketinin matrislerle ifadesi veriliyor.
Durum 4.2.1. q=a,+ae +ae,+a,e,eG Ve (V(q)V(q) =-a’+a;+a;>0 olsun.

N, =1 ve V(q) spacelike bir vektor oldugundan ¢ yu

2 alel +a’2e2 +a3€3

a;
N A 4.17)

=2, ++-a +a’+

=coshg+sinhgc
2 2

yazilabiliriz. Burada
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coshgzaﬂ,sinhgz,/—af+a22+a32

Cl = al C2 = a2 C3 = a3
J-a+a+al " [aeasal [ val 4 (4.18)
C=C1€+C2€+C3ez
(c,c) =C*=1
dir. Ayrica

Ad,(C)=09Cq™

=(cosh€+sinhgc)c(coshg—sinthj

2 2 2 2
= (smh Z +cosh— Cj(coshg—sinhgcj (4.19)

(smhgcosh——smh cosh— j [coshzﬁ—sinhZQ)C
2 2 2 2 2

dir. Bve D, CB=-BC=D,BD=-DB=C,DC=-CD=-B,B? =-1,D* =1 olacak sekilde
iki boltinmiis vektor olsun. Boylece B,C ve D boliinmiis vektorleriyle ortonormal bir baz

elde etmis oluruz. Simdi Ad, doniisiimii alinda B ve D bolinmis vektorlerinin

goriintiilerini bulabiliriz.

Ad,(B)=qBg™
0

= (cosh€+sinhgcj B(coshg—sinh—cj
2 2 2 2

:(sinhgD+cosh€8j(coshg—sinh€CJ (4.20)
2 2 2 2

=| cosh? = +smh29 B+ sinhgcoshg+sinhgcosh€ D
2 2 2 2 2 2

=cosh @B +sinh@D
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Ad =qDg™

cosh9+smh C coshg—sinhgc
2 2 2

( sinh Z B +cosh— Dj(coshg—sinhgcj (4.21)

cosh2—+smh2 B+ sinhgcosh§+sinhgcosh€ D
2 2 2 2 2

=sinh @B + cosh @D

Boylece q=cosh§+sinh€C birim bdliinmiis kuaterniyonu ile ifade edilen Ad,

donlisimii @ acis1 kadar C spacelike boliinmiis vektorii tarafindan belirtilen eksen

etrafinda donmedir. Bununla birlikte,

.B)=—(Ad,B)(Ad,C)=Ad,D,
(Ad,D)=-(Ad,D)(Ad,B)=Ad,C,

( )=

(Ad )= (Ad;B)=
(Ad,D)(Ad,C)=~(Ad,C)(Ad,D)=-Ad,B,
( ( (Ad,D) =1

q q

Ad,C)(Ad,B
8)

(4.22)

q

2 2

Ad B) -1,

q

Ad,C ) =1,(Ad,D

esitlikleri saglandigindan Ad, doniisiimii {B,C,D} sistemini {Ad,B,Ad,C,Ad,D}

sistemine doniistiiriir. Bu bagintilar, verilen a¢1 kadar, verilen eksen etrafinda donme

matrisinin elemanlarmni elde edebilecegimiz Ad, lari iiretir. Ad, matrisinde (4.18)

esitligini kullanirsak,

a+a’+as+al =1+ (-1+ C05h49)(c22 +C32)
—a —a} +a; =1+ (-1+cosh)(—c +¢;)
a; —a; +a; —a; =1+ (-1+coshd) (¢ +¢3)
2(aya, +a,a,) =sinhc, + (-1+coshd)c.c,
2(aya, —a,a, ) =sinhc, — (-1+coshd)cc, (4.23)
2(-aya, +a,3;) =-sinhc, + (-1+cosh d)c.c,
—2(aya, +a,3;)=—sinhc, — (-1+coshd)cc,
2(aya, —a,a,) =sinhc, — (-1+coshd)c,c,
—2(aya, +@,a,) =—sinhc, — (-1+coshd)c,c,
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bulunur. Burada hiperbolik fonksiyonlarin cosh? g +sinh? g =cosh @, cosh® g —sinh? g =1

Coshzgzw, sinhzgzw ve sinh20 =2sinh&cosh @ esitlikleri kullanildi.
O halde
100 0 ¢ -¢ co+c. -, —CC,
Ad,=[0 1 0[+sinh6| c; 0 —c |+(-1+cosh6)| cc, —ci+ci —cc; |(4.24)
0 01 -, ¢ O e, —-c,c, —C’+cCh
Ad, =1 +sinhC + (-1+cosh§)C’ (4.25)
Ad, =1 +sinh6C +23inh2€C2 (4.26)
2
0 2
Ad, =1 +sinhoC +2(sinh—CJ (4.27)
2

esitliklerini elde ederiz. Burada

0 ¢ -¢ -1 00
C=|c, 0 —|Vvee={0 10 (4.28)
-, ¢ 0 0 01
olmak iizere
C' =-¢Ce (4.29)

dir. Yani C matrisi Minkowski 3-uzayinda antisimetrik bir matristir. Ayrica C*"*=C

ve C*" =C? dir. Ad, doniisiimii altinda bir x boliinmiis vektoriiniin goriintiisii vektorel

formda,

Adx=x+sinh@(C A, X)+(-1+cosh6)(C A, (C A, X))
=x+sinhf(C A, x)+(—1+cosh0)(—< x), C+(C,C), ) (4.30)
= (cosh#)x +sinh&(C A, x)+(1—-coshd)(C,x), C
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seklinde elde edilir. Burada C antisimetrik matrisine Minkowski 3-uzaymda karsilik

gelen boliinmiis vektor C dir (Kula, 2003).

Durum 4.2.2. q=a,+ae +ae,+a,6,eG Ve (V(q)V(q) =-a’+a;+ai<0 olsun.

N, =1 ve V(q) timelike bir vektor oldugundan (yu

3,6, +23,€, + 8.8
q=2+a —a —a;
var -2, —a (4.31)

=cosg+singc
2 2

yazilabiliriz. Burada

cos— a,, smgz./a1 -a-a’

_a ¢, = 8
= Jal -a; Al -8 - (4.32)
C= cle1 +c2e2+c3e3
<C’C>L =C*=-1
dir. Ayrica
Ad,(C)=qCq™
:[cosg+singcjc[cosg—sinQCJ
2 2 2 2
=( sin— +cosgcj(cos€—singcj (4.33)
2 2 2

0 6 o ,0 ., 0
sin— cos——sm coS— |+| cos®=+sin“ = |C
2 22 2 2

dir. B ve D, CB=-BC=D,BD=-DB=-C,DC=-CD=B,B*=1,D” =1 olacak sekilde
iki boliinmiis vektor olsun. Boylece B,C ve D bdliinmiis vektorleriyle ortonormal bir

baz elde etmis oluruz. Simdi Ad, doniigiimii altinda B ve D boliinmiis vektorlerinin

goriintiilerini bulabiliriz.



28

Ad,(B)=qBg™
= cosg+singc B cosg—singc
2 2 2 2
= sinQD+cos€B cosg—singc (4.34)
2 2 2 2
Z(COSZQ—SinzQjB-F(SingCOSQ-FSinQCOSQJD
2 2 2 2 2 2

=Cc0S@B +sin@D

Ad,(D)=qDg™

(cos +sin zcj D(cos——sm Cj

( smgB+co QD](cosg—smng (4.35)
2 2 2 2

0 0 0
cos’ ——sin®— sin— cos +sin—cos— |D
2 2 2

=—-sin@B +coséD

Boylece q= Cosg +sin§C birim boliinmiis kuaterniyonu ile ifade edilen Ad, doniigtimii

6 acgis1t kadar C timelike boliinmiis vektorii tarafindan belirtilen eksen etrafinda

donmedir. Bununla birlikte,

(Ad,C)(Ad,B)=—(Ad,B)(Ad,C)=Ad,D,
(Ad,B)(Ad,D)=~(Ad,D)(Ad,B)=-Ad,C,
(Ad,D)(Ad,C)=~(Ad,C)(Ad,D)=Ad,B, (4.36)
(Ad,B) =1, (Ad,C) =-1,(Ad,D) =

esitlikleri saglandigindan Ad, doniisimii {B,C,D} sistemini {Aqu,Aqu, Aqu}
sistemine doniistiiriir. Ustelik Ad:q — Ad, doniisiimii birebir degildir. g ve —q boliinmiis

kuaterniyonlarina ayn1 déonme karsilik gelir. Bu bagintilar, verilen bir ac1 kadar, verilen

eksen etrafinda donme matrisinin elemanlarim elde edebilecegimiz Ad, lari iiretir. Ad,

matrisinde (4.32) esitligini kullanirsak,
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100 0 ¢ -¢ c;+c. -, —C,C,
Ad,=|0 1 0|+sind| c; 0 —c |+(@-cosd)| cc, —C/+C; —C,C (4.37)
0 01 -c, ¢ O c.C, -C,c, —C +C’
Ad, =1 +sin6C +(1—cosd)C? (4.38)
Ad, =1 +sin6C +2$in2§C2 (4.39)
9 2
Ad, =1+sinoC +2(sin EC) (4.40)

n+l

esitliklerini elde ederiz. Burada C*"*=(-1)""C ve C* =(-1)""C? dir. Ad, doniisimii

altinda bir , boliinmiis vektoriiniin goriintlisti vektorel formda,

Ad x=x+sin0(C A, X)+(1-c0sO)(C A_(C A, X))
=x+sin6(C A, x)+(1—cos€)(—< x) C+(C,C), ) (4.41)
= (cos@)x+sinG(C A x)—(1-cosb)(C,x), C

seklinde elde edilir. Burada C antisimetrik matrisine Minkowski 3-uzayinda karsilik

gelen boliinmiis vektor C  dir (Kula, 2003).

4.3. Dual Boliinmiis (Split) Kuaterniyonlar

Tanmim 4.3.1. Bir A dual sayisi A=a+¢a” ifade edilir. Burada a ve a’reel sayilar ve ¢

bir reel say1 olmayip
£#0,06=£0,le=¢l,6° =0

kurallar ile belirlidir. Dual sayilar halkas1 D ile gosterilecektir.

= {Q=AL+Ae +Ae, +Ag | A, A A, A D) (4.42)
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kiimesini tanimyalim. Burada {1, ej,gg} birimlerinin ¢arpimi (4.1) deki ozellikleri

saglar.

H{ her bir elemanina boliinmiis bir dual boliinmiis kuaterniyon denir. Burada

A, A, A, Ajdual sayilarina Q dual boliinmiis kuaterniyonlarinin bilesenleri denir.

q=a,+ae +a,e,+a,e, Ve q =b,+be +h,e, +he, bdliinmiis kuaterniyonlar

olmak tlzere

Q:q+gq*=(a0+aigl+a2€+a3(?3)+g(bo+b1§1+b2eT2+b3€) olarak verilebilir. Q

boliinmiis kuaterniyonu skaler (reel) ve vektorel (imajiner) olacak sekilde iki kisimdan
olusur. Reel kisim S(Q) = A ve vektdrel kisim ise V(Q) = Ae, + Aje, + Ae, dir. Buradan

Q boliinmiis kuaterniyonu
Q=S(Q)+V(Q) (4.43)
bi¢iminde de yazilabilir (Kula, 2003).

Tamim 4.3.2. Herhangi iki Q=A, + Ae +Age, +Ae, Ve P=B,+Be, +B,e, +B,e, dual

boliinmiis kuaterniyonlarin toplami

Q+P=(S(Q)+S(P))+(V(Q)+V(P)) (4.44)
= (A +B))+ (A +B)e + (A +B,)e, +(A +Bye; |
seklinde tanimlanir (Kula, 2003).

Tamim 4.3.3. Bir Q= A, + Ae, + Aje, + Ace, dual boliinmiis kuaterniyonu ve 1< R olmak

lizere Aq dis islemi

AQ=QA=(AA)+(AA)e +(AA)e, + (AA)e, (4.45)

seklinde tanimlanir (Kula, 2003).
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Tamm 4.3.4. Herhangi iki Q=A +Ae +Ace, +Ae, Ve P=B,+Be, +B,e, +B,e, dual

boliinmiis kuaterniyonlarin ¢arpimi

< HLxHE = HY

(Q.P)>QxP=QP
seklinde verilen islem

QP =(A,B, —~ AB, + A,B, + AB,) + (AB, + AB, - A,B, + AB,)e,
+(AB, + AB, — AB, + AB))e, + (AB, + AB, — A,B, + AB,)e,
=qp+&(gp” +q°p)

veya
QP =S(Q)S(P)+<V(Q),V(P)>_+S(QV(P)+S(PV(Q) +V(Q) A V(P)
olarak tanimlanir.

Burada

Gy iImHL xImH) — D

V(Q).V(P) =>(V(Q).V(P). =(V(P).V(Q)) - AB, + AB, + AB,
ve

AL IMH xImMH] — ImH

—€ € &

VQVP)->V@QANVP)I=| A A
Bl BZ B3

=(AB,— AB,)e, + (AB, — AB,)e, + (AB, - AB))e,

&

dir (Kula, 2003).

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

Tamm 4.3.5. Q=q+5q =S(Q)+V(Q)=A, + Ae + Ae, + Aie, bdliinmiis kuaterniyonu

olmak tizere, Q nun eslenigi
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Q=S(Q)-V(Q)=A - Ae —Ag, - Ag,
=q+£q°;0,0° € H

(4.51)

seklinde tanimlanir (Kula, 2003).
Tamm 4.3.6. Bir Q= A, + Ae, + Aje, + Ae, dual bdliinmiis kuaterniyonunun normu
No=y0q] = a0

No = |25 + A7 — A7 = A
= |8 + 8 —al - &) + 26(a3; + aa ~ a3, -aa) (4.52)

= \/\qq +2¢(qq" + q*ﬁ)\

= INo —25¢0, 0" | = | <@.0) ~25¢a.°)

seklinde tanimlanir. Burada A)=a,+¢a,, A =a +¢a, A, =a,+¢a,, A, =a,+¢ca, dir.

Eger N, =1ise Q boliinmiis kuaterniyonuna birim boliinmiis kuaterniyon denir. Q birim

boliinmiis kuaterniyonu i¢in <q, q*>L =0 olmalidir (Kula, 2003).

Tanim 4.3.7. (NQ )2 #0 olmak iizere Q=A, +Ae +Ae, +Ae, dual bdliinmiis

kuaterniyonun tersi Q' ile gosterilir ve

L_Q _A-Ae-Ae-Ae
Q LT R AR £(A7a'q7), Ny #0 (4.53)

seklinde tanimlanir (Kula, 2003).

Tanim 4.3.8. Skaler kismu1 sifir olan boliinmiis kuaterniyona boliinmiis vektor denir. Q

ve P dual boliinmiis vektorlerinin vektorel carpimi

AL IMHD xImMH] - ImH|

1 (4.54)
VQV (P) >V Q) AV (P) =5 (QP-PQ)

olarak bulunur (Kula, 2003).
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Tammm  4.39. Herhangi ki Q=S(Q)+V(Q) =Al+Ae +Ae, +Ae, Ve
P=S(P)+V(P)=B,1+B,e, +B,e, + B,e, dual béliinmiis Kuaterniyon vektorlerin skaler

carpimi

(V(Q)V (P)) =—AB, + AB, + A,B, + AB,
:_%@p_m) (4.55)

=(q,p), +&(d, P +(a", p),)

olarak bulunur (Kula, 2003).

Bir Q=0 +g$; 9,9"eH dual boliinmiis kuaterniyonu icin q=S(q)+V(q) ,

q"=S(q")+V(q") olmak iizere

Q=(S(a)+V () +&(S(a’)+V(a))
Q=(S(a)+&S(q))+(V(a)+&V(a)) (4.56)
Q=5(Q)+V(Q); S(Q)=S(a)+&5(a’),V(Q) =V (a) +&V(q’)

yazilabilir. Buna gore

0] Eger V(q) spacelike vektor ise V(Q) dual boliinmiis kuaterniyon vektorii

spacelikedir.

(i) Eger V(q) timelike vektor ise V(Q) dual bolinmiis kuaterniyon vektorii

timelikedir.

(iii)  Eger V(q) null (lightlike) vektor ise V (Q) dual boliinmiis kuaterniyon vektorii
null (lightlike) dir.

Herhangi bir Q=q+gE=(q,q*);q,q*eH dual bolinmis kuaterniyonunun

siniflandirilmasi genel bir kural olarak ilk bilesen olan ¢ ya gore yapilir.

Eger q spacelike, timelike ve null (lightlike) béliinmiis kuaterniyon ise sirasiyla

Q spacelike, timelike veya null (lightlike) dual boliinmiis kuaterniyon olur.
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5. 3-BOYUTLU MINKOWSKIi UZAYINDA KiNEMATIK VIDA YUZEYLERI
5.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Spacelike Kinematik Vida Yiizeyleri

M ve M"Y, E?3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike yiizeyler ve peM olsun.

v =(v,,v,,v,) timelike birim vektorii etrafinda ¢ acilik bir donme
—cosssinf e v e v 5.1
q—cos§+sm§(vxel +V,6,+V,8;) (5.1)

timelike kuaterniyonu ve E} uzayimda bir t =(t,,t,,t,) 6teleme vektorii igin

f:M-o>MY

. (5.2)
p— f(p)=qpg +t

bi¢iminde verilen M spacelike yiizeyindeki noktalar1 kati cisim hareketi, donme ve

oteleme ile M"spacelike yiizeyine taginabilir.

Eger kati cisim hareketinde donme ekseni ylizeyin timelike birim normal vektorii
N ve teleme vektorii de AN (AeR) alinirsa vida hareketine doniisiir. Boylece vida

hareketi ile elde edilen MY spacelike yiizeyine spacelike kinematik vida yiizeyi adi

veriliyor.

Tamm 5.1.1. M ve M", E?3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike iki yiizey ve pe M

olsun. N timelike birim normal vektdr alam etrafinda @ agilik dénme

q=cos§+sinEN (5.3)

timelike kuaterniyonu ve E? uzayimda bir 6teleme vektorii AN olmak iizere

f:M-o>MY

. (5.4)
p— f(p)=0qpg+AN
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seklinde f fonksiyonu tanimli ise M" yiizeyine M yiizeyinin spacelike kinematik vida

yiizeyi denir.

Buna gore spacelike kinematik vida yiizeyi fonksiyonu

0 . 0 0 . 0 —
f =| cos—+sin—N cos——sin—N |+ AN 5.5
(p) [ 5 Fsins jp( > 5 j+ (5.5)

.0 0 0 e 0
f(p):smzcosE(N, p)L+<cosEp+smE(N AL p)—slnEN>L

N .0 0 .0 0
+(smE<N, p)LJ(—S|n§Nj+[cosE p+smE(N p))(coszj (5.6)

0 .0 . 0= e
+(cos§ p+sm§(N N p))/\L (—smENj+/IN

=c0sdp +sin H(N AL p)+ (-1+ cose)<ﬁ, p>L N+ AN

. . . . (5.7)
= p+sin49(N AL p)+(1—cos¢9)(—p—<N, p>L N)+/1N
=(p, +sinén,p, —sindn, p, +(1—cosH)(— P, —<N, p>L nl)+/1n1,
p, +sin@n,p, —sinén, p, +(1—cos¢9)(— P, —<W, p>L n2)+/1n2, (5.8)

p, +sindn, p, —sindn, p, +(1—cos(9)(—p3 —<W, p>L n3)+/1n3)

1+(L—-cos@)(ni +nZ)  sindn,—(L-cosP)(nn,) —sindn, —(L-cosO)(nn,) ) p,

f(p)=| sinén,+(@-cos@)(nn,) 1+(@-cosd)(-n}+ni) —sindn —(L—cosO)(n,n,) || p,
—sinén, +(L—cos@)(nn,) sindn, —(@L-cosd)(n,n,)  1+(L—cosd)(-n>+n2) |\ p,

nl

+A|n,
n3

yazilabilir. Eger

100 0 n, -n, nz+nl  -nn, -nn,
R=/0 1 O|+sin@ n, 0 -n |+(@-cosd)| nn, -n’+nZ —nyn, (5.9)
001 -n, n, 0 nn, -n,n, -nf+n
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100

L,={0 1 0 (5.10)
0 01
0 n -n,

S=|n, 0 -n (5.11)
-n, n 0

s, N timelike birim normal vektériine (dénme ekseni) karsilik gelen anti-simetrik matris

nZ+nl  -nn, -n,n,
2 2 2
S°=| nn, -n/+ny -n,n, (5.12)
2 2
n,n, -n,n,  -n+n;

(5.10), (5.11) ve (5.12) esitlikleri yardimiyla
R=1,+sindS + (1—cos#)S? (5.13)
alirsak f fonksiyonu
f(p)=Rp+AN (5.14)
bi¢iminde ifade edilebilir.
M spacelike ylizeyinin bir parametrizasyonu (¢,U) olmak tizere

p:U->M
(u,v) > o(u,v)=p

olsun. Buna gére M" spacelike kinematik vida yiizeyinin bir parametrik ifadesi

w(u,v) =Re(u,v) + AN(u,v)

verilebilir. Burada R matrisi N timelike birim normal vektdrii etrafinda 6 acilik bir

dénme matrisidir. (5.13) deki esitlik R yerine yazilirsa
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w(u,v) = (I, +sindS + (L-cosd)S*)p(u,v) + AN (u,V) (5.15)
= Lp(u,V) +sin#Se(u,V) + (1-cos8)S*p(u,v) + AN (U, V) '
bulunur. Buradan

5(u,v) = Lp(u,v) + AN (u,v) = (a(u,v),b(u,v),c(u,v))
7(u,v) =Se(u,v) =(d(u,v),h(u,v), j(u,v)) (5.16)
¢ (u,v) =S%p(u,v) = (k(u,v),m(u,v),0(u,v))

olmak tizere
w(u,v)=35(,v)+7(u,v)sind+ ¢ (u,v)(L—coso) (5.17)
seklinde M" spacelike kinematik vida yiizeyinin w (u,v) parametrik ifadesi elde edilir.

5.1.1. MY Spacelike Kinematik Vida Yiizeyinin Birim Normal Vektor Alam

Tamm 5.1.2. M" spacelike kinematik vida yiizeyinin parametrik ifadesi

w(u,v)=6(u,v)+z(u,v)sind+ < (u,v)(1—cosb)

oldugundan

w, =0, +7,5In8+¢,(L—-cosb) (5.18)
ve

w,=0,+7,85In0+¢,(1-cosh) (5.19)

olur. Buna gore M" spacelike kinematik vida yiizeyinin timelike birim normal vektor

alan1

W _ Yy ALY, (520)
”l//u /\L l//v"

esitliginden hesaplanabilir. Buna gore (5.18) ve (5.19) esitliklerini kullanarak
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Wy ALYy =0, AL S, + (8, ALT, +T, ALS,)SINO+(S, AL S, + &, ALS, ) (L—C0s6)

(5.21)
+7, AL T, SIN° 0+, A §,(L—c0s0)’ + (7, AL C, + &, AL T, )SINO(L—COsH)

elde edilir. Burada

5, =(a,.b,.c,).8, =(a,.b,.c,)
ru=(du,hu,ju),rvz(dv,hv,jv) (5.22)
¢, =(k,,my,0,).¢, =(k,,m,,0,)
ve
8, A6, =(c,b, —bc,.ca —ac, ab -ba)
8, ~ 7, =(c,h, —b,j,.c.d, —a,j,.a,h, —b,d,)
7, A6, =(i.b, —he,. j,a, —dc,.db, —ha,)
8, AL ¢, =(c,m,—b,0,,ck, —2a,0,,a,m, —bk,)
¢, A6, =(0,b, —m,c,,0,8, —k,C,. kb, —m,a,) (5.23)
7, A7 = (0uh —hyd,s 0ud, —dyj,,d,h, —hyd,)
¢u AL ¢, =(0,m, —m,0,,0,k, —k,0,, k,m, —mk, )
7, AL ¢, =(J,m, —ho,, j.k,—d,0,,d,m, —hk,)
¢ A7, =(0,h, —m, j,,0,d, =k, j,.k,h, —m,d, )
alirsak

v, A W, =(cb, —bc,.ca —a.c,.ab, —b,a,)
+[(c,h, —b, j,.c,d, —a, j,,a,h, —b,d,)
+(j.b, —hc,. j,a, —d,c,.d,b,—h,a,)lsine
+[(c,m, —b,0,,c.k, —a,0,,a,m, —bk,)
+(o,b, —m,c,,0,a, —k,c,,k,b, —m,a, ) (1 —cos6) (5.24)
+(j,h, —hyJ,0 Jud, —d, j,.d,h, —h,d, )sin® 6
+(0,m, -m,0,,0,k, —k,0,,k,m, —mk, ) (1—cos)*
+[(j,m,—h,o,, j.k, —d,0,,d,m, —hk,)
+(o,h, —m, j,.0,d, =k, j,. k,h, -m,d, )sin 6(1—cos6)
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= ((Cubv -b,c, +c,h, —b, j, + j,b —hucv)sine

+(c,m, —b,0, +0,b, —m,c, )(1—cos) +(j,h, —h,]j,)sin* o

+(0,m, —m,0,)(1—cosd)* +( j,m, —h,0, +0,h, —m, j, )sin O(1—cos6)),

((c,a, —a,c, +c,d, —a,j, + j,a —d.c,)sing

+(c,k, —a,0,+0,a, —k,c,)(1-cosd) +(j,d, —d,j,)sin* & (5.25)
+(o,k, —k,0,)(1—cos8)* +( j,k, —d,0, +0,d, -k, j,)sinO(1 - cos 9)),

((a,b, —b,a, +a,h, —b,d, +d,b,—h,a,)sinég

+(a,m, —b,k, +k,b, —-m,a,)(@1-cosd) +(d,h, —h,d,)sin*o

+(k,m, —m.k, )(1—cos@)* +[(d,m, —h,k, +k,h, —m,d, )sin6(1—cos6))]

elde edilir. Burada (5.25) denklemini
w, AW, =(X(U,Vv), y(u,v), z(u,v)) (5.26)
ve
v, ALy =A (5.27)

alirsak (5.20) verilen MY spacelike kinematik vida yiizeyinin timelike birim normal
vektor alani (5.26) ve (5.27) yardimiyla

A :(i,l,ij (5.28)
"l//u /\L l//v" A A A

yazabiliriz. Burada <W,W>:—1 dir.

5.1.2. MY Spacelike Kinematik Vida Yiizeyinin Temel Formlar:

Tamim 5.1.3. M" spacelike kinematik vida yiizeyinin parametrik fonksiyonu w(u,v)
olmak tizere her bir noktasindaki teget diizleminin tabani {y,,y,} olsun. Buna gére M"

spacelike kinematik vida yiizeyinin birinci temel formu 1"

IV = E'du? + F'dudv + G"dv? (5.29)



ve ikinci temel formu 11"
11" =e'du® + 2 f'dudv + g'dv®
oldugunu biliyoruz. Burada
E' =(v,w.) F =(vow) .G =(vi.w),

fonksiyonlarina birinci temel formun katsayilari

fonksiyonlarina ikinci temel formun katsayilari
Buna gore

) =—al +h] +c;.(5,,6,) =—a] +h] +c;
(z,7,), ==di +hi + j7 (z,.7,), =—d] +h} + j;
(CunCy) =—ki+mi+0],(S,.¢,), =k +m] +0;
(8,,7,), =(2,,6,), =—a,d, +b,h, +c, ],
<5U,§U>L=< > =-ak, +b,m, +c,0,
(7,,¢,), ={¢pom), =—d,k, +hm, + j,0,
(5,,7,), =(2,,8,), =—ad, +b,h, +c,],
()
(7,60

:< v6v

), =-ak, +bm, +c,0,

)
I

L
7,¢0) =(¢ %) =—dk +hm, + jo,

( ), =-a,a, +hb, +c.c,, <§u,rv>L=—audv+buhV +C, ],
(z,,6,), =—d,a, +hb, + jc,, (6,.¢,) =-ak, +bm, +c,o,
( ), =—k.a +mpb, +o.c,,(z,,7,) =-d,d, +hh +j,j,
<§u,§V>L =-k,k, +mm, +0,0,, <ru,§v>L =-d,k, +hm, + j,0,

(¢o7,) =k, d,+mh, +0,j,

esitliklerinden

40

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)
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E' =(v,w), =(6,.8,) +((6,7,), +(7.8,), )sin0+((8,.¢,), +(¢,.6,), )L—cosO)

(5.34)
+(z,.7,), 8iN*0+(¢,.¢,), A—cosO) +((z,.¢,), +(<,.7,), )sinO(L—cos o)
E' =(w,w,), =(-al +b] +¢?)+2(-a,d, +b,h, +¢, j,)sind
+2(-a,k, +b,m, +¢,0,)(1-cos6) +(~d; +h} + j )sin® 0 (5.35)
+(=kZ +m? +07 ) (1-cos )’ +2(~d,k, + h,m, + j,0,)sin (1 cos0)
F' =(yw), =(8,6,), +((8,.7), +<ru,§v>L)sinH+(<5u,§v>L +(¢,.6,), ) (L—cos0) 5,36

+(z,,7,), 8IN° 0+(¢,.¢, ), A=c0s0) +((z,.¢,), +(<,.7,), )sinO(1—cosO)

F'=(v,.w,), =(-aa +bb, +cc,)+[(-a,d, +bh, +c,j,)+(-d,a +hb, + j.c,)sing
+[(-a,k, +b,m, +c,0,)+(-k,a, +m,b, +0,c,)l(1—cos6)

(5.37)
+(—d,d, +hh, + j, j, )sin? @+ (—k,k, +mm, +0,0, ) (1-cosb)*
+[(—d k, +h,m, + j,0,)+(—k,d, +m,h, +0, ], )sin@(1—coso)
G =(w,w ), =(8,6,), +((8,7,), +(z.,,8,), )sin0+((6,.¢,), +(<..6,), )@-coso) 5.38)
+(z,,7,), 8in?0+(8,.6,), A-cos8) +((7,.¢,), +{C7,), )sinOL—cosd)
G' =(w,.w,), =(-a +b +c})+2(-ad, +bh, +c,j,)sing
+2(-ak, +b,m, +c,0,)(L—cosd) +(—d’ +h’ + j’ )sin’ 0 (5.39)

+ (=K +m; +07)(1-cosd)’ +2(~d,k, +h,m, + j,0,)sin O(1-cos0)

ve
Wy =0, +7,5IN0+¢, (L-coso)
W, =0, + 7, SN0+, (1—cosh) (5.40)
v, =0, +17,5IN0+¢, (L-coso)

olup

5uu (auu’buu7cuu)'5uv:(auv7buv’cuv)’5w:(a'vv’bwicw)
(duu’huu' juu)'z—uv z(duv'huv' juv)'Tvv = dvv’hvv' Jw) (541)
(kuu'muu’ouu)ié/uv z(kuv’muv’ouv)7 w =(kvv’mvv70w)

TUU
Su
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esitliklerini (5.40) da yazarsak

WUU z(aUU’bUU'CUU)—i_(dUU’hUU’ jUU )Sin6+(kUU'mUU’OUU)(1_COSG)
Wy = (@00 )+ (dy: Ny By )SIN G + (K, .My, ,0,, ) (L—COSH) (5.42)

Voo = (8,00, Cy )+ (A N B )sIN G+ (K, M, 10, ) (L—COSH)

elde edilir. Bu esitlikleri kullanarak

e' =—<¢//u N—UV> :<W,wuu> =%[—(auu +d,,sin@+k, (1—cosb))x
L
+(b,, +h,sin@+m, (1—cosd))y (5.43)
+(Cy + ju SiNO+0,, (1-cos6))z]
fY _—<y/u,N—VV> =<W,y/w> =%[—(aw+dwsin¢9+kuv(1—cos€))x
L
+(b,, +h,,sin@+m,, (1-cos6))y (5.44)
+(Cy + Ju SING+0,,(1—c0s6))7]
gV=—<y/v,N—VV> =<W,1//W> =%\[—(aW +d,,sin@+k,, (1—cos8))x
L

+(b,, +h,sin@+m,(1-cosd))y (5.45)
+(c, + Jysin@+0,,(1-cosb))z]

bulunur.

5.1.3. MY Spacelike Kinematik Vida Yiizeyinin Gauss ve Ortalama Egriligi

Tanim 5.1.4. M" spacelike kinematik vida yiizeyinin bir peM" noktasindaki Gauss ve

Ortalama egrilikleri sirastyla KY ve H' olsun. Bu egriliklerin birinci ve ikinci temel
formun katsayilar1 cinsinden degerleri

V VvV v 2

e'g' (1)

KY = i (5.46)
E'GY — ( = )2
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_e'G'-2f'F'+g'E’

2(EVGV—(FV)2)

HY = (5.47)

olur. Buna gore, birinci ve ikinci temel formun katsay1 degerleri yerlerine yazilarak M"

spacelike kinematik vida yiizeyinin gauss ve ortalama egrilikleri bulunur.

5.1.4. MY Spacelike Kinematik Vida Yiizeyinin Sekil Operatorii Matrisi

Tamim 5.1.5. M" spacelike kinematik vida yiizeyinin parametrik ifadesi y (u,v), timelike
birim normal vektdr alam NY ve sekil operatorii S olsun. M" spacelike kinematik vida

ylizeyinin {l// u l//V} taban vektorlerinin S" altindaki goriintiileri

—SV((/)U)=NTV= fv|:v_ev(;v2 v eVFV_fVEvz 0 (5.48)
EVGV_(FV) Eva_(Fv)

gF e’ PEogE (5.49)
Eva_(Fv) Eva_(Fv)

=S p) =N/ =

olur. Buna gore S’ sekil operatoriine karsilik gelen matris

5 :[gl gzj (5.50)
S3 G4
bulunur. Burada
g__ fVFV_eVGV g z_eVFV_fVEV
! EVGV—(FV) 2 Eva_(Fv)
(5.51)
gVFV_ fVGV fVFV_gVEV
G3 =~ Gy =~
Eva_(Fv) Eva_(Fv)

dir.
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Ozel Durum 5.1.1.

M" spacelike kinematik vida yiizeyinde @ agilik donme hareketini ifade eden

q =cos§+singﬁ timelike birim kuaterniyonunda @ =0" alinirsa r =1 olur. Bu durumda

f(p)=apg + AN
=p+AN

fonksiyonu ile spacelike kinematik vida ylizeyi M" spacelike paralel yiizey olur.
Ornek 5.1.1. M — {¢(U, N o) = (Or.ov),—1<v < 1,; <y %} yiizeyini diisiinelim.

M ylizeyinin timelike birim normal vektor alanini bulalim

#, =(1,0,v) V& ¢, =(0,1,0) olmak lizere

b, A ¢, = (v,—0,D) Ve g, AL ¢, =V-0" +v? 1 oldugundan
Yiizeyin birim normal vektdr alam1 N = hor b _ ! (v,—v,1) olarak elde

N

||¢U /\L ¢v

edilir.

P=(0,3,0)e M noktas1 i¢in birim normal vektorii Ni,z%(&o,l) olur. <WPWP>L =-1

oldugundan M spacelike yiizey olur

M yiizeyinin birinci temel form katsayilar1 Tanim 3.1.7. de verilen (3.7) denklemlerini

kullanarak

E=-1+v? , F=vv , G=1+0°

ve ikinci temel form katsayilari Tanim 3.1.7. de verilen (3.9) denklemlerini kullanarak
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M yiizeyinin ortalama egriligi ve gauss egriligi sirastyla Tanim 3.1.7. de verilen (3.12)

ve (3.13) denklemleri hesaplandiginda

K — 1
(—1 —0* +v° )2
dir. Ve sekil operatorii matrisi
r vv —1+v°
(—02 +v° —1)3/2 (—vz +v2 —1)3/2
r 1+0? ~ vV
(—1)2 +v? —1)3/2 (—u2 +v? —1)3/2

olur.
P noktasi i¢in ortalama egriligi, gauss egriligi ve sekil operatorii matrisi sirasiyla

H(P)=0
1
K(P)=;

NA

O 7
S(P) =

2

32

dir.

Simdi M spacelike yiizeyinin timelike birim normal vektor alani etrafinda g = % acilik

donme ve A =2 birim 6telenmesiyle elde edilen M" spacelike kinematik vida yiizeyini

bulalim.



w(v,v) =Re(v,v)+ AN (v,v)

y(v,v)=

dir. w(v,v), M" spacelike kinematik vida ylizeyinin parametrik ifadesidir.

MY = v (o) |y (v.v) =

dir (Sekil 5.1.).

4 (—ovy(=0* +v2 =1) + (V* +3)(V* —vE +D)v

B (ovy(=0° +v7 =1) + (V% +3)(V* —vZ + D))V

(—02 +v? —1)3/2
O(—oVy[(=0° +V2 =) + (v? +)o* —v* +1)

(orevi 1)

0 + v +ovy(-0* +v? 1) = 30" +v7 -2

(—1)2 +v° —1)3/2

(—1)2 +1? —1)3/2

v(—oVA(=0* +v2 =1) + (V2 +1)0* —v* +1)

(—02 +v? —1)3/2

—0* + v +ovy[(-u® +v7 =1) 30" +v? -2

(—1)2 +v? —1)3/2

IA
c
IA
=
N | o

46

IA

<

IA
N~

Sekil 5.1. Mavi : M spacelike yiizey. Sar1 : M" spacelike kinematik vida yiizeyi
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o 4118 g

M" ylizeyinin P noktasindaki goriintiisii f (P) :(T’O’T

v(v(® +v* —1)m+ v(V* =V +1) (L - 2v2 -1))
(—02 +v? —1)5/2 ,
v =1)(v + D0 —v* — 2000 + V2 —1+0% +1)
(—1)2 +v? —1)Sl2
v(v® +v? —1)m+ v =V +1)(* -3v?)

(—02 +v? —1)5I2

W, =

(L* +)(-2oVN-0" +v? =1+ (V* +3)(V° —Vv* +1))

5/2 !

(—1)2 +1? —1)
20(—0(02 v +1)2‘ o Hvi-l +v(u2 e jtl)(u2 —‘/22+2ﬁ
& (—02 +v? —1)5/2

2 2 2 2 2
3(_0(0 +v +1)3\/—U +v —1+V[02_V3+;'rj(uz_vz+1)j

5/2

(—uz +v? —1)

esitliklerini kullanarak Tanim 5.1.2. den timelike birim normal vektor alan1 bulunur. Ve

M" ylizeyinin f (P) noktasindaki timelike birim normal vektorii

f(p) = ’ '

132 22 132

: (25@ 66 _S@J dir.

Tanim 5.1.3. deki gerekli hesaplamalar yapilip temel form katsayilar1 bulunabilir.
Bulunan temel form katsayilar1 yardimiyla Tanim 5.1.4. deki ve Tanim 5.1.5. deki

hesaplamalar yapilarak MY spacelike kinematik vida ylizeyinin f(P) noktasindaki

ortalama egriligi, gauss egriligi ve sekil operatorii matrisi sirasiyla

8333./33

H (T (P) = 5ee16
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5646011

KY(f(P))= -
(P =1 0036224

305466 43914/33

8712 19602
S'(f(P)=
V33 12766
99 1782

dir.

M spacelike yiizeyi i¢in 6zel durum 5.1.1. i diisiinelim yani §=0" ve A =2 olsun. Bu

durumda spacelike kinematik vida yiizeyi M" paralel yiizeyi olur ve

N2 +v2 =142y v/ +v2 —1-20 vvA-V* +vi-1+2

\/—UZ+V2—1 ’ \/—UZ+V2—1 , \/—uz+v2—1

M“={w@a@|ww»o=[”

dir (Sekil 5.2).

Sekil 5.2. Mavi : M spacelike yiizey. Sar1 : M" spacelike paralel yiizey
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5.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Timelike Kinematik Vida Yiizeyleri

M ve MY, E? 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike yiizeyler ve peM olsun.

v=(v,v,,v,) spacelike birim vektori etrafinda 6 agilik donme
_coshZwsim (v e +v.e +v.e 5.52
q=cos E+sm E(vxel+vye2+vze3) (5.52)

timelike kuaterniyonu ve E} uzayimda bir t =(t,,t,,t,) 6teleme vektorii igin

f:M-o>MY

- (5.53)
p— f(p)=0apg +t

biciminde verilen M timelike yiizeyindeki noktalar1 kati cisim hareketi, donme ve

oteleme ile bir M timelike yiizeyine tasinabilir.

Eger kat1 cisim hareketinde donme ekseni yiizeyin spacelike birim normal vektorii
N ve dteleme vektorii de AN (AeR) alinirsa vida hareketine doniisiir. Boylece vida
hareketi ile elde edilen M timelike yiizeyine timelike kinematik vida yiizeyi adi

veriliyor.

Tamim 5.2.1. M ve MY, E? 3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike iki yiizey ve PeM

olsun. N birim normal vektorii etrafinda 6 acilik donme

q=cosh§+sinhgﬁ (5.54)

timelike kuaterniyonu ve E? uzayinda bir teleme vektorii AN vektorii olmak iizere

f:M—o>MY

- (5.55)
p— f(p)=qpg+AN

seklinde f fonksiyonu tanimli ise M" yiizeyine M yiizeyinin timelike kinematik vida

yiizeyi denir.
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Buna gore timelike kinematik vida yiizeyi fonksiyonu

f(p)= [coshg +sinh§ﬁ) p(cosh g —sinh gﬁj +AN (5.56)

.0 0 — 0 . O . 0=
f =sinh—=cosh—{N, +(cosh—p+sinh—(N ,—Sinh—N
(p)=sinh - cosh— (N, p), < 5 P+sith = (N a, p),—sinh 2 >L

.0 — .0 0 .0 0
+(sth(N, p)LJ[—sthNjJ{coshE p+sth(N AL p))[coshEJ (5.57)

0 N 0= —
+((cosh5p+smh5(N AL p)j/\L (—sthijJr/lN

=cosh@p +sinh H(N AL p) +(~1+cosh 9)<N, p>L N + AN

= p+sinh H(N AL p)+(—1+cosh9p)(p_<ﬁ, p>LN)+ﬂN (5.58)
= (p, +sinh&n,p, —sinhén, p, +(cosh0—1)( P, —<N, p>L n1)+ln1,
p, +sinh&n,p, —sinhén, p, +(cosh0—1)( P, —<N, p>L n2)+/1n2, (5.59)

p, +sinh&n, p, —sinh&n, p, +(cosh9—1)( P, —<N, p>L n3)+/1n3)

f(p)=| sinhén, +(-1+cosh@)(nn,)  1+(-1+cosh@)(-n/ +n?) —sinhé&n, —(-1+coshd)(n,n,) || p,
—sinhéon, + (-1+coshd)(n,n,) sinhon —(-1+cosh@)(n,n,) 1+ (=1+cosh&)(—n? +nl) P,

nl
+A|n,
n3

yazilabilir. Eger

1+ (=1+cosh@)(n; +n?) sinhon, — (-1+cosh&)(n,n,) —sinhéon, —(~1+ cosh &)(n,n,) [ P,

100 0 n -n, n;+n -nn, -n,n,
R=/0 1 O|+sinh@ n, 0 -n |+(-1+cosh@)| nn, -n’+n; -—n,n, (5.60)
0 01 -n, n O nn, -n,n,  -n>+n’

00
10 (5.61)
01
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0 n —-n,
S=|n, 0 -n (5.62)
-n, n O

s,N spacelike birim normal vektoriine (dénme ekseni) karsilik gelen anti-simetrik

matristir.
n,+ni -nn, -nn,
2 2 2
S*=| nn, —n; +n; -n,n, (5.63)
nn, -n,n,  -n’+nl

(5.61), (5.62) ve (5.63) esitlikleri yardimiyla
R =1, +sinh &S + (—1+ cosh )S? (5.64)
alirsak f fonksiyonu
f(p)=Rp+AN (5.65)
bi¢iminde ifade edilebilir.

M timelike yiizeyinin bir parametrizasyonu (p,U) olmak iizere

p:U—->M
(u,v) > o(u,v)=p

olsun. Buna gére M" timelike kinematik vida yiizeyinin bir parametrik ifadesi

w(u,v) =Re(u,v) + AN(u,v)

verilebilir. Burada R matris N spacelike birim normal vektorii etrafinda 6 acilik bir

donme matrisidir. (5.64) deki esitlik R yerine yazilirsa

w(u,v) = (I, +sinh @S + (=1+cosh 8)S*)p(u,v) + AN (u,V)

(5.66)
= l,p(u,V) +sinh 8Sg(u,V) + (=1+cosh 8)S*p(u,v) + AN (u,V)
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bulunur. Buradan

5(u,v) = Lp(u,v) + AN (u,v) = (a(u,v),b(u,v),c(u,v))
z(u,v) =Se(u,v) =(d(u,v),h(u,v), j(u,v)) (5.67)
¢ (u,v) =S%p(u,v) = (k(u,v),m(u,v),o0(u,v))

olmak tizere
w(u,v)=5(u,v) +z(u,v)sinh @+ £ (u,v) (-1+cosh 9) (5.68)
seklinde M" timelike kinematik vida yiizeyinin y (u,v) parametrik ifadesi elde edilir.

5.2.1. MY Timelike Kinematik Vida Yiizeyinin Birim Normal Vektor Alam

Tamm 5.2.2. M" timelike kinematik vida ytizeyinin parametrik ifadesi

w(u,v)=9(u,v) +z(u,v)sinh @ + ¢ (u,v) (—1+cosh 6)

oldugundan

w, =0, +rt,8inh @+, (-1+cosh §) (5.69)
ve

w, =0, +7,8Inh 6 + £, (-1+ cosh §) (5.70)

olur. Buna gore M" timelike kinematik vida yiizeyinin spacelike birim normal vektor

alan1

N = VALY (5.71)
”l//u /\L l//v"

esitliginden hesaplanabilir. Buna gore (5.69) ve (5.70) esitliklerini kullanarak

Wy ALY, =0, AL O, +(8, AL T, +7, A_S,)sINNE+ (8, A&, + &, AL S, )(—1+cosh6)
+7, AT, SINN2 O+ &, AL &, (-1 cosh0)? + (7, AL &, +C, AT, )sinhO(-1+coshd)

72)
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elde edilir.

Burada

ve

alirsak

5u (au’bu'cu)'av:(av’bv’cv)
z,=(d,.h,, j,).7, =(d,.h,. j,) (5.73)
u (ku7mu’ou)’é’v=(kv’mv’ov)

8, A6, =(c,b, —bc,ca, —a.c,,ab, —b,a,)

8, 7, =(c,h, =b,j,.c,d, —a,j,.a,h, —b,d,)

7, A6, =( b, — e, j,a, —d,c,.db,—ha,)

8, ~L ¢, =(c,m, —b,0,,c.k, —a,0,,a,m, —bk,)

¢, A6, =(ob, —m,c,,0,a, —k,c,.kb, —m,a,) (5.74)
T, AL T, =(juhv -h,j,, J,d, —d,j,.d,h, —hudv)

¢, AL ¢, =(o,m, —m,0,,0,k, —k,0,,k,m, —mk,)

Ty AL gv :(jumv _huov’ jukv _duov'dumv _hukv)
gu AL Ty :(Ouhv _mu jv’oudv _ku jv'kuhv _mudv)

v, v, =(c,b, —b,c,.c.a, —a.c,.ab,—ba,)
+[(c,h, —b, j,.c.d, —a,j,.a,h, —b,d,)
+(i,b, —h,c,, j,a, —d,c,,d,b, —h,a,)lsinh o
+[(c,m, —b,0,,c,k, —a,0,,a,m, —bk,)
+(0,b, —m,c,,0,8, —k,C,,k,b, —m,a,)(~1+cosh @) (5.75)
+(i,h, -h,j,. j,d, —d,j,.d.h, - hudv)sinh2 o
+(0o,m, —m,0,,0,k, —k,0,,k,m, —mk, )(~1+ cosh 8)°
+[(j,m, —h,0,, j,k, —d,0,,d,m, —h/k,)
+(o,h, —m, j,,0,d, —k, j,.k,h, —m,d, )sinh &(~1+ cosh )
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=[((c,b, —b,c, +c,h, —b, j, + j,b, —h,c, )sinh o
+(c,m, —b,0, +0,b, —m,c, ) (~1+cosh ) +(j,h, —h, j,)sinh? &
+(0,m, —m,0, )(-1+cosh6)® +( j,m, —h,0, +0,h, —m, j, )sinh O(—1+cosh 8)),
((c,a, —a,.c, +c,d, —a,j, + j,a —d,c,)sinh o
+(c,k, —a,0,+0,a, —k,c, )(-1+cosh8) +( j,d, —d, j,)sinh? & (5.76)
+(0.k, —k,0, ) (~1+cosh 0)® + ( jk, - d,0, +0,d, —k, j, )sinh O(~1+ cosh ),
((a,b, —b,a, +a,h, —b,d, +d,b, —h,a,)sinh&
+(a,m, —bk, +k,b, —m,a, )(-1+cosh 6) +(d,h, —h,d, )sinh? &
+(k,m, —m,k, ) (~1+cosh 6)® +[(d,m, —h k, +k,h, —m,d, )sinh (-1+cosh §))]

elde edilir. Burada (5.76) denklemini
w, AW, =(X(U,Vv), y(u,v), z(u,v)) (5.77)
ve
v AL =A (5.78)

alirsak (5.71) verilen M" timelike kinematik vida yiizeyinin birim normal vektor alani
(5.77) ve (5.78) yardimiyla

m_ l//u /\LVIV _(1 1
A'A

= = ] (5.79)
v il

>~

yazabiliriz. Burada <W,W>=1 dir.

5.2.2. MY Timelike Kinematik Vida Yiizeyinin Temel Formlari

Tamim 5.2.3. M" timelike kinematik vida yiizeyinin parametrik fonksiyonu w(u,v)
olmak tizere her bir noktasindaki teget diizleminin tabani {y,,y,} olsun. Buna gére M"

timelike kinematik vida yiizeyinin birinci temel formu 1"

IV = E'du? + FV'dudv + G"dv? (5.80)



ve ikinci temel formu 11"
11" =e'du® + 2 f'dudv + g'dv®
oldugunu biliyoruz. Burada
B =(wowu)o B = () G =(wwn),

fonksiyonlarina birinci temel formun katsayilari

fonksiyonlarina ikinci temel formun katsayilari

Buna gore

(8,.7), <r 5) =—audu+buhu+cuju
(6,,¢,), =(&,.6,) =-a,k, +b,m, +c,0,
(,,¢0) L7, =—d.k, +hm, + j,0,
(6,,7,) =(7,.6,), =—a,d, +bh, +c ],

( ) =(¢, 5V> —ak, +b,m, +c,0,
(7,60, =

<5u,5u>L =-a,a, +bubv +C,C, <§u,rv>L =-a,d, +b,h, +c,],
(z,,6,), =—d,a, +hb, + j.c,, (6,.¢,) =-ak, +bm, +c,0,
(¢u.6,) =—k,a, +mb +oc,,(z,,7,) =—d,d, +hh +jj,
<§u,§V>L =-k,k, +mm, +0,0,, <ru,§v>L =-d,k, +hm, + j,0,

(¢o7,) =Kk, d,+mh, +0,j,

esitliklerinden
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(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)
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E' =(v..w.), =(6,.6,), +((6,,7,), +(z,.6,), )sinh@
+((8,:¢, ) +(¢018,), )(-1+cosh6) +(z,,7,) sinh* 6 (5.85)

+(¢,¢0), (FL+cosh ) +((z,.¢,), +(<,7,), )sinhO(~1+ cosh 0)

E' =(w,.w,), =(-& +b} +c)+2(-a,d, +bh, +¢,j,)sinh o
+2(-a,k, +b,m, +¢,0,)(-1+cosh 6) +(-d? +h] + j? )sinh? (5.86)
+(—kZ +mf +07 ) (~L+cosh 6)° + 2(~d k, + h,m, + ,0, )sinh &(~1+ cosh 6)

F' =y, ), =(6,.0,), +((8,,7.), +(z,.d,), )sinho
+((6,,¢.), +(¢,6,), ) (~1+cosh6) +(z,,z,) sinh?@ (5.87)
+(¢,.¢,), (~1+cosh6)? +(<ru,§v>L +<g“u,TV>L)sinh6?(—1+cosh9)

F'=(v..v,), =(-a,a +bb, +c.c,)+[(-a,d, +b,h, +c,j,)+(-d,a +hb, + jc,)Isinh o
+[(—ak, +b,m, +¢,0,)+(-k,a, + m,b, +0,c, )](-1+cosh &)
+(=d,d, +hh, + j, J,)sinh? @+ (=k k, + m,m, +0,0, ) (=1+ cosh §)?
+[(=d,k, +h,m, + j,0,)+(=k,d, +m,h, +0,j,)sinh &(—1+ cosh &)

(5.88)

G' =(w.w ) =(8,8,), +((6,7,) +(z,.4,), )sinho
+(<5V,gv>L +(¢,.4,), )(-1+cosh0) +(z,,z,), sinh’ 0 (5.89)

+(¢,.¢,), (-1+cosh )’ +(<rv,§v>L +<§V,TV>L)sinh 6(-1+cosh 6)

G' =(y,.w), =(-a +b} +cl)+2(-ad, +hh, +c,j,)sinh g
+2(-ak, +b,m, +¢,0,)(-1+coshd) +(-d} +h’ + j )sinh? (5.90)
+(—k? +m¢ +0 ) (-1+cosh0)” +2(~d,k, +h,m, + j,0, )sinh &(-1+ cosh )

ve
Wy =0 + 7Ty SN+, (—1+cosh 9)

W, =0, +7,SINh0+ ¢, (—1+ cosh 6) (5.91)
w,, =0, +17,SiNh@+ ¢, (—1+cosh9)

olup



5uu (auu’buu’cuu)’5uv:(auv'buv’cuv)’5W (a\/v'bw’cw)
z-uu (duu’huu’ juu )'Tuv :(duv’huv’ juv)J—w (dw’h\/v' JW)
é/uu (kuu’muu’ouu)’é/uv :(kuv'muv’ouv)’gw :(kw’mw’ow)

esitliklerini (5.91) de yazarsak

W = (84001 Co ) + (s Ny g )siNh O+ (K, My, , 0, ) (—1+cosh 6)
l//uv :(auv’buv’cuv)+(duv'huv7 juv)Sinh0+(kuv’muv'ouv)(_1+COSh 0)
W =(au.b4:C ) +(dy, by )sinh 6+ (k,,.M,, 0, ) (~1+cosh 6)

elde edilir. Bu esitlikleri kullanarak

@D
<
I
/l\
S
z|
S <
S~———
Il

=AY 4 _ .
<N .l//uu>L—A[ (ay, +d,, sinh@+k,, (-1+cosh8))x
+(b,, +h,, sinh@+m,, (-1+cosh8))y

+(Cy + ju Sinh @ +0,,(-1+cosh 6))z]

fv :_<,/,U,N—VV> :<W,V/W> :%[—(auv+duvsinh¢9+kw(—1+cosh9))x
L L

+(b,, +h,,sinh@+m,, (-1+coshd))y

+(Cy + Jju SiNh @ +0,, (-1+cosh 6) ) z]

9" =—<WV,W>L <W’V’W>L :%[—(aw +d,, sinh6+Kk,, (~1+cosh 0))x

+(b,, +h, sinh@+m,(-1+cosh6))y
+(c, + jysinh@+0, (-1+cosh))z]

bulunur.

5.2.3. MY Timelike Kinematik Vida Yiizeyinin Gauss ve Ortalama Egriligi
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(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

Tamm 5.2.4. M" timelike kinematik vida yiizeyinin bir p e M" noktasindaki Gauss ve

Ortalama egrilikleri sirasiyla K' ve H' olsun. Bu egriliklerin birinci ve ikinci temel

formun katsayilar1 cinsinden degerleri
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. evgv_(fv)2

_ : (5.97)
E'G' — ( Fv)

K

@G’ 2f'F'+¢'E

" 2(EVGV—(FV)2)

(5.98)

olur. Buna gore, birinci ve ikinci temel formun katsay1 degerleri yerlerine yazilarak M*

timelike kinematik vida yilizeyinin Gauss ve Ortalama egrilikleri bulunur.

5.2.4. MY Timelike Kinematik Vida Yiizeyinin Sekil Operatorii Matrisi

Tamim 5.2.5. M" timelike kinematik vida yiizeyinin parametrik ifadesi w(u,v), birim

normal vektdr alant NY ve sekil operatérii S* olsun.

M" timelike ylizeyinin {y,,y, } taban vektorlerinin S" altindaki goriintiileri

. fVFV_eVGV eVFV—fVEV

-$'(p,)=N; = 7Ot > P, (5.99)
Eva_(Fv) Eva _(Fv)
v ‘V, VFv_fVGV fVFv_ VEV
=S (@) =N, = J 70, + J > P (5.100)
Eva_(Fv) Eva_(Fv)
olur. Buna gore S' sekil operatoriine karsilik gelen matris
S :[gl gzj (5.101)
G3 Gy
bulunur. Burada
g__ fVFV_eVGV g __eVFV_fVEV
! EVGV—(FV)2 2 EVGV_(FV)2 .
dir. (5.102)
.- ngv_vav vav_ngv
3 == _

E'G -(F') o E'G' - (F')
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Ozel Durum 5.2.1.

M" timelike kinematik vida yiizeyinde 6 agilik déonme hareketini ifade eden

q=cosh§+sinh§ﬁ timelike birim kuaterniyonunda ¢=0" almirsa r=1 olur. Bu

durumda

f(p)=apg + AN
=p+AN

fonksiyonu ile timelike kinematik vida ylizeyi M" timelike paralel yiizey olur.

Ornek 5.2.1. M ={¢(v,v)|4(v,v) = (sinhv,coshv,v),~1<v<1,-1<v<1}  hiperbolik
silindirini diisiinelim.
M ylizeyinin birim normal vektor alanini bulalim

¢, = (coshv,sinhv,v) ve ¢, =(0,0,1) olmak iizere

@, A, @, =(=sinhv,—coshv,0) ve =1 oldugundan

¢U /\L ¢v

¢u /\L ¢vv

= (-sinhv,—coshv,0) olarak elde edilir.
¢U /\L ¢V

Yiizeyin birim normal vektdr alan1 N =

P=(0,0,)eM noktas1 icin spacelike birim normal vektorii Nj,z(O,—l,O) olur.

<NT, Ni,>L =1 oldugundan M timelike yiizey olur.

M ylizeyinin birinci temel form katsayilart Tanim 3.1.7. de verilen (3.7) denklemlerini

kullanarak

E=-1,F=0,G=1

ve ikinci temel form katsayilart Tanim 3.1.7. de verilen (3.9) denklemlerini kullanarak

e=-1, f=0, g=0
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M yiizeyinin ortalama egriligi ve gauss egriligi sirasiyla Tanim 3.1.7. de verilen (3.12)

ve (3.13) denklemleri hesaplandiginda

dir. Ve sekil operatorii matrisi

olur.

P noktasi i¢in ortalama egriligi, gauss egriligi ve sekil operatdrii matrisi sirastyla

1 10
dir.

Simdi M timelike yiizeyinin spacelike birim normal vektor alani etrafinda g = % acilik

donme ve A =2 birim Gtelenmesiyle elde edilen M" timelike kinematik vida ylizeyini

bulalim.

w(v,v) =Rep(v,v)+ AN (v,v)

w (o) = {sinh(%)cosh(u)v - sinh(v),sinh [%jsinh(u) v - cosh(u), cosh [%jvj
dir. w(u,v),M" timelike kinematik vida yiizeyinin parametrik ifadesidir.

M* ={y (L.V) |y (v,v) = [Sinh(%jCOSh(U)v - sinh(u),sinh(%jsinh(u)v - cosh(v), cosh (%)vj

~1<p<l,-1<v<1}

dir (Sekil 5.3). M" yiizeyinin P noktasindaki goruntiisii f (P)=(0,-1,0) dir.



Sekil 5.3. Sar1 : M timelike yiizey. Mavi : M" timelike kinematik vida ylizeyi

v, {sinh(%]sinh(u)v - cosh(u),sinh(%jcosh(u)v - sinh(u),o]

v, = (sinh (%) cosh(v),sinh (%)sinh(u), cosh (%D

esitliklerini kullanarak Tanim 5.2.2. den spacelike birim normal vektor alani

[-sinh(%)cosh(u)v + sinh(u)]cosh (%)

NY = 1 [-sinh(%)sinh(u)v + cosh(u)jcosh(%),

J— cosh? (Z)Vz + cosh? (Zj +v?
sinh? (%)v

ve f(P) noktasindaki spacelike birim normal vektorii N{ ., =(0,1,0) dir.

M" timelike kinematik vida yiizeyinin temel form katsayilart Tanim 5.2.3. den

E=cosh2(gj 2?1, F=sinh(%) ,G=1

61
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] G ) P G L]

- e R
\/—coshz (Zjvz +cosh? [Zjﬂ/z \/—coshz [Zj 2 +cosh2(gj+v2

dir. Temel form katsayilar1 yardimiyla Tanim 5.2.4. ve Tanim 5.2.5. deki hesaplamalar

yapilarak M" timelike kinematik vida yiizeyinin f (P) noktasindaki ortalama egriligi,

gauss egriligi ve sekil operatorii matrisi sirasiyla

“1+ 2cosh2(7g)
H'(f(P)) = ) K"(f(P)):tanhz(Zj,
2cosh2(”j 6

1 0

g sinh(”j
§*(f(P)) = 3 tanhz(zj
j 6

2cosh? (”
6

dir. M timelike yiizeyi i¢in 6zel durum 5.2.1. i diigiinelim yani #=0" ve A =2 olsun. Bu

durumda timelike kinematik vida yiizeyi M" timelike paralel yiizeyi olur ve

M" ={y(v.,v) |y (v,v) =(-sinhv,—coshv,v),-1<v <1,-1<v <1} dir (Sekil 5.4).

Sekil 5.4. Sar1 : M timelike yiizey. Mavi : M" timelike paralel yiizey
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6. SONUC VE ONERILER

E’ 3-boyutlu Minkowski uzayinda alinan M yiizeyinin noktalarina kinematik
geometrinin temel araglarindan olan donme ve Oteleme hareketlerini (vida hareketi)
uygulayarak M" vida yiizeyi elde ediliyor. M ve M" yiizeylerinin temel diferansiyel
geometrik olan birim normal vektor alani, sekil operatorii, temel formlari, gauss ve
ortalama egrilikleri hesaplaniyor. Bdylece vida hareketi altinda bu kavramlardaki
degisimler inceleniyor. Vida hareketinin 6zel durumu olarak donme acgist 6 =0 alinarak

kinematik M" vida yiizeyi diferansiyel geometride ¢ok iyi bilinen paralel yiizeye doniisiir.

Kinematik geometri kavramlariyla diferansiyel geometrinin temel kavramlarinin
incelenmesi farkli bir yaklagimdir. Bu yaklasim diferansiyel geometrinin diger ylizey ve

egrilerine uygulanarak ¢ok daha zengin ve farkli sonuglar elde edilebilir.
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