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WEYL UZAYLARININ KONHARMONIK DONUSUMU

OZET

Bu caligmada, g;; metrik tensorii ve Tk komplemanter vektorii ile verilen Wy (gij, Tk)
Weyl uzaylarimin konharmonik doniigiimii tammlanmig ve bu doniisiim altinda, baz
ozel Weyl uzaylarinin 6zellikleri incelenmistir.

Bu galigma, ii¢ béliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, Weyl uzaylarina ait baz1 temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir.

Tkinci boliimde, Weyl uzaylarinda konharmonik déniigiim tanimlanmig ve bu déniigiim
altinda invaryant kalan biiyiikliikler elde edilmigtir. Daha sonra, bu ifadelerin
yardimiyla, bazi Weyl uzaylarimn konharmonik déniigiimii ile ilgili teoremler
ispatlanmigtir.

Teorem: 7 : W, — W) konform doniisiimiiniin konharmonik olmasi igin gerek ve yeter
kosul, W, ’'nin skaler egriliginin invaryant kalmasidir.

Teorem:.'r : Wn — W) konform gi‘bnii.siimﬁm’in konharmonik olmas: igin gerek ve yeter
kogul, T* = g"/T; olmak iizere, g/ V;T; + 3(n — 2)T*T; ifadesinin invaryant kalmasidur.

Teorem: 7: W, — W konharmonik bir déniligiim olsun. Bu déniigiim altinda W, ve
W, Weyl uzaylarimn Ricci-Rekiirant olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

2
Prij = (2__n—)Pk[ij] 1)
olmasidir, burada
Pyij = ViPyj — ¢xPyj — Pej P — P Pj + gin P"Prj + g1 P" Py, 2

Pyiis) = ViPij) — 8. Frij) — Puj) P — P Pi + gix P" P + g5 P* Py 3)
Bij) = Vi By (4)
dir.
Teorem: W, ve W, Ricci-Rekiirant Weyl uzaylan olsun. Eger v : W, — W}
konharmonik bir doniigiim ise PhR[hj] = 0 bagintis1 saglanir.

Teorem: W,, ve W) uzaylanmn Einstein-Weyl uzaylar1 oldugunu kabul edelim. 7 :
W, — W, konformal doniiglimiiniin ayn1 zamanda konharmonik bir déniigiim olmasi
icin gerek ve yeter kogul, R(;; tensoriiniin invaryant kalmasidir.

Teorem: W,, ve W, uzaylarimin Einstein-Weyl uzaylan oldugunu kabul edelim. 7 :
Wn — W, konformal doniigiimiiniin aym zamanda konharmonik bir déniigiim olmas:
icin gerek ve yeter kogul, P;; = V|; P; olmasidur.
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I"Jgiincii boliimde ise, konharmonik egrilik tensorii elde edilmis ve bu tensor yardimiyla
konharmonik egrilik tensoriine sahip rekirant, ricci-konharmonik-rekiirant ve ricci-
konharmonik-birekiirant Weyl uzaylar1 tammlanarak bu uzaylara ait agagidaki
teoremler ispatlanmistir.

Teorem: n-boyutlu bir Weyl uzayimin K{‘j . konharmonik egrilik tensorii agagidaki
bagintilan saglar:

Kz‘hjk + K;'Lki + KI}:ij (5)
K-Z' = “Ki}}cg‘ (6)
1
Kij = 5——giR (Kij = Kl) (7)

Teorem: W, Weyl uzay1 konharmonik egrilik tensoriine sahip rekiirant bir uzay ise,
¢s — 2T, ifadesi lokal olarak gradyenttir.

Teorem: W,, Weyl uzay1 ricci-rekiirant bir uzay olsun. Eger W, konharmonik egrilige
sahip rekiirant bir Weyl uzayi ise, bu uzay aym zamanda rekiiranttir.

Teorem: W, uzay: ricci-konharmonik-birekiirant tensoriine sahip bir Weyl uzay
olsun. ¢,, birekiirans tensoriiniin simetrik olmas: icin gerek ve yeter kosul, W, ’nin
Riemannien olmasidir.

Teorem: W,, Weyl uzaymna ait konformal egrilik tensorii Cihjk ve konharmonik egrilik
tensori Kg‘j  Olmak iizere, bunlar arasinda

1
Ky = Ci + ,r_l__l(‘s;:Kij — 67 Kix) (8)

bagintis1 mevcuttur.

Teorem: W,, Weyl uzay1 konharmonik rekiirant bir uzay ise, ayni zamanda konformal
rekiiranttir.



CONHARMONIC TRANSFORMATIONS OF WEYL SPACES

SUMMARY

In this work, the properties of some special Weyl spaces, under a conharmonic
transformation are investigated.

This work contains three chapters.

In chapter I, the fundamental definitions and theorems concerning the Weyl space
W,.(g:j, Tx) are given.

In chapter II, the conharmonic transformations of Weyl spaces are defined and the
invariants of this transformation are obtained.

Next, by means of these invariants, the following theorems concerning the conharmonic
transformations of some Weyl spaces are proved.

Theorem: In a Weyl space W, (g:;,Tk), a necessary and sufficient condition that the
conformal transformation 7 : W,, — W,¥ be conharmonic is that the scalar curvature
be unaltered.

Theorem: In a Weyl space W,(gij,Tk), @ necessary and sufficient condition that
the conformal transformation 7 : W, — Wy be conharmonic is that the expression
g9V;T; + (2 — n)T*T; be unaltered, where T* = gvT;.

Theorem: Let 7 : W, — W) be a conharmonic transformation. Under this

transformation, a necessary and sufficient condition that W,, and W;* be two ricci-
recurrent Weyl sapces is that the expression
2

Pyi; = mPk[ij] (1)

be satisfied, where
Pyij = ViPij — ¢ Pij — Pej P, — Pip Py + gi P" Prj + 955 P Py, 2
Priig) = Vi Pij — éxPij) — Pirji B — P Py + gikPhP[hj] + gjkPhP[ih] (3)
Pt = Vi Py 4)
Theorem: Let W, and W; be ricci-recurrent Weyl spaces. If 7 : W, » W) is a

conharmonic transformation, then the condition PhR[hj] = 0 holds.

Theorem: Let W,, and W be two Einstein-Weyl spaces. A necessary and sufficient
condition that 7 : W,, — W be a conharmonic transformation is that R;;) be an
invariant.

Theorem: Let W, and W be two Einstein-Weyl spaces. A necessary and sufficient
condition 7 : W,, — W be a conharmonic transformation is that the condition F; =
V|; P be satisfied.
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In chapter III, the conharmonic curvature tensor is obtained and by means of this
tensor, conharmonically recurrent, ricci-conharmonic-recurrent and ricci-conharmonic-
birecurrent Weyl spaces are defined. In this case, the following theorems concerning
these spaces are proved.

Theorem: In an n-dimensional Weyl space, the conharmonic curvature tensor,K"

satisfies the following conditions: ijk?
Kljp + K + Kiyj (5)

Kije = Kl ©)

Kij = 2—};;91'13 (Kij = Kfjn) (7)

Theorem: If W,, Weyl space is a conharmonically recurrent, then ¢, — 27T, is locally
gradient.

Theorem: Let W, be a ricci-recurrent Weyl space. If W,, is conharmonically recurrent
Weyl space, then W, is recurrent.

Theorem: Let W, be a ricci-conharmonic-birecurrent Weyl space. A necessary and
sufficient condition that the birecurrence tensor ¢,. be symmetric is that W, be a
Riemannien.

Theorem: Let C’{‘jk be the conformal curvature tensor and K fjk be the conharmonic
curvature tensor of a Weyl space. Then the condition

1
Ky, = Cigy, + —— (60 Kij — 67 Kr) (8)
holds.

Theorem: If W, is a conharmonically recurrent Weyl space, then it is also conformally
recurrent.
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1. GIRiS

gi; metrik tensdriine ve simetrik V konneksiyonuna sahip diferensiyellenebilir bir W,
manifoldunda
Vigij — 2Tkgi5 =0 (1.1)

sart1 saglaniyorsa, W,’ye n-boyutlu Weyl uzayr denir ve W, (g;;, T) ile gosterilir. Tk,

bir kovaryant vektor alani olup, komplemanter vektor adini alr.

A bir skaler fonksiyon olmak iizere, g;; metrik tensoriiniin
gis = Agi; (1.2)
seklindeki doniiglimii altinda, T} komplemanter vektorii,
Ty = Tk, + Biln (1.3)
seklinde degismektedir [1].
Vi simetrik konneksiyonunun I'é; ile gésterilen katsayilar ve metrik tensor yardimiyla
Tjki = ginThh (1.4)

fonksiyonlar: tanimlanmig olsun [2].

Riemann Geometrisi’'ndeki ifadeye benzer sekilde, Weyl uzayinin g;; metrik tensériiniin

kovaryant tiirevi
Vigii = Okgij — GniTie — ginTh (L.5)
geklinde tamimlanmgtir.

V. simetrik konneksiyonunun I't; katsayilan icin (1.1) den

b= {kl} — 9" (gmTt + griTk — griTm) (1.6)

bulunur. Buna gore (1.1) bagintisim saglayan T} kovaryant vektorii ve g;; metrik

tensorii varsa, (1.6) ifadesi simetrik bir konneksiyon tammlar.

1



Bir A biiyiikliigii metrik tensoriin (1.2) deki doniigiimii altinda
A=xrA (1.7)

seklinde degigiyorsa, A’ya g;; tensoriiniin {p} agirhkli bir uydusu denir [3].

gij tensoriiniin {p} agirhkh A uydusunun genellestirilmis tiirevi
OpA = O A — pTiA (1.8)

ile tanumlanir [4].

g;; tensoriiniin {p} agirhkli A uydusunun genellestirilmig kovaryant tiirevi
VA= V,A-pT,A (1.9)

seklinde tamimlanmaktadir ve Vj ahsilmig kovaryant tiirevi gostermektedir.

Bu takdirde, kontravaryant bileseni A® ve agirh#: {p} olan bir A uydusunun
genellestirilmis kovaryant tiirevi (1.9) yardimiyla

Vi AP = 5, AP + TH A (1.10)
dir. (1.10) bagintis1 g;; metrik tensoriin herhangi bir A uydusu igin gegerlidir.
Bir uydunun agirhgim koruyan genellestirilmis tiirev ve genellestirilmis kovaryant tiirev
agagidaki bagmtilan saglar
8x(AB) = (6, A)B + A(8:,B) (1.11)

Vk(AB) == (VkA)B + A(VkB) (1.12)

gi; metrik tenséril ve T}, komplemanter vektorii (1.1) ifadesini saghyorsa, (1.2) ve (1.3)
bagintilan ile verilen §;; metrik tensdrii ve Te komplemanter vektorii de ayn: bagintiy:

saglar. (1.2) ve (1.3) ile verilen bu déniigiime Gauge déniigiimi ad1 verilir.

(1.2), (1.3) ve (1.4)’den T2

’nin Gauge invaryant oldugu kolayca goriilebilir.

; k1y Wn Weyl uzayinin egrilik tensérii olmak iizere

. ore, ore, . .
k= 8_1:Jk - 3;1 + 5% ~ Tl (1.13)
geklindedir. R, 'nin agirhig {0} dir ve
Romjrl = gm-R;‘.k, (1.14)

2



bagintisim1 gergekler. Rnjx tensorine, W, nin kovaryant egrilik tensérii denir ve

agirhgr {2} dir.
(1.14) ifadesi g™ ile garpilir, m iizerine toplam alimir ve g™ g;,,, = 8! oldugu hatirlanirsa
ml o
g anjkl = Rjk (1.15)
dir. R; tensoriine, W, uzaymn Ricci tensori denir.
¢*R;x =R (1.16)

seklinde tammlanan R ifadesine W,, uzaymin skaler egriligi adi verilir.

Weyl konneksiyonu metrik olmadigindan, Ricci tensorii simetrik degildir. Bu takdirde,
R;;y ve Ry;) ,sirasiyla, R;; tensorintn simetrik ve antisimetrik kisimlarimi gostermek

lizere

Rij = Rgj) + Ry (1.17)
dir. Diger taraftan
1 1
Ry = 5(Bij + Rjs),  Riij) = 5(Rij — Rji) = nVTy) (1.18)
dir.
Bir Weyl uzayina ait egrilik tensori Rfjk ise, bu uzayda I.Bianchi Ozdesligi
Ry + RIy + Ry = (1.19)

dir [5].



2. WEYL UZAYLARININ KONHARMONIK DONUSUMU VE BU
DONUSUM ALTINDA INVARYANT KALAN BUYUKLUKLER

2.1. Weyl Uzaylarinin Konharmonik Déniigimii

Bu béliimde, Wn(gij,Tk) ve Wyi(gj;, Tx) seklinde verilen iki Weyl uzay arasinda ele

alinan 7 konformal déniiglimii yardimiyla konharmonik doniiglim tammin verecegiz.

Bir A* kontravaryant vektor alaninin u’ye gore kovaryant tiirevi,
ViA' =8, A + T%, A9 (2.1)
seklindedir. Burada I‘;-i katsayilar: i¢in (1.6) bagintis1 yardimiyla

;1
Ty = ﬁaj\/!—l —nTj (2.2)

bulunur. Eger (2.2) ifadesi (2.1)’de yerine yazilirsa

i

VA" =
V3

0;(A'/g) — nAiT,- (2.3)

elde edilir.

Diger taraftan, (1.9) ve (2.3) bagmtilar1 kullamlarak A*nin genellestirilmis kovaryant

tirevinin daraltilmisi

dotV; At =divA® = —\/%(&(Ai\/") — Vg(n - 1)A'Ty)
1

= ﬁa,-(Ai\@

seklinde elde edilir. Bu ifadeye A* vektor alanmin diverjans: ad: verilir [6].

A, {p} agirlikli, diferensiyellenebilen bir fonksiyon olsun. A’nin u* ve u!’ye gore ikinci

mertebeden genellegtirilmis kovaryant tiirevi (1.9) yardimiyla
ViViA = ViViA - p(ViT)) A — pTi(ViA) — pTi(ViA) + P* TR TIA  (24)

olarak bulunur.



Eger V \V|A = 0x9,A — I‘ZlahA ve Vi1 = 0T — I"',:lTh oldugu g6z oniine alintrsa,

O A = ViV A+ T} (8rA) — p(ViT)) A — pTH THA

(2.5)
— pTi(VrA) — pT(V1A) + p*Ti T A
elde edilir. Bu taktirde, (2.4) ve (2.5) bagintilari yardimiyla
ViVIA = 8.0, A —THOLA (2.6)
oldugu kolayca goriiliir.
A’nin gradyenti
gradA = g® A = g*'V, A
geklinde tamimlanir. Bu durumda, A’nin Laplasyeni
AA = div(gradA) = Vi(g*'V,A)
dir. Boylece
AA = gF'V VA (2.7)

olarak bulunur.
Wa(gi5, Tk) ve Wy (gi;, Tx) Weyl uzaylan arasinda
T: W, > W)

konformal d('inii§ﬁ.miinii ele alahm. [1)’e gére W,, ve W Weyl uzaylarinin, sirastyla,

gij ve g;; metrik tensorlerinin konformal doniigiimii
95 =9i5, g =g¥ (2.8)

seklinde verilmigtir. (1.6) ve (2.8) kullamlarak, W;; uzaymn I'}i konneksiyon
katsayilan igin

. L3
i ? im 5’ *
L= {kl} — 8" (G T + 9Tk — 91 T)

: ’ ' 2.9
= {kl} — 8" (Gme Tt + 9Tk — giT™) + ¢ (GmiPi + 9mi Pr — 951 Prm) (2.9)
=T} + 6P + 6P — grig"™ Pm
elde edilir. Burada, Py vektériine konformal déniisiim vektérii ad: verilir ve
P =T, - Ty (2.10)
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seklinde tarumlanir [1,7)].

gi; metrik tensériine sahip {u} lokal koordinath ve n-boyutlu W, (n > 2) Weyl uzayina

ait bir A harmonik fonksiyonunu gézoniine alalim. Bu taktirde,
*VEVIA=0 (2.11)
dir.

gij metrik tensoriiniin (2.8)’deki ve {p} agirhkli A harmonik fonksiyonunun o = P =
Ty — Ty olmak tizere
AT =e A (2.12)
seklindeki konformal déniigiimlerini gz 6niine alahm. (2.6) ve (2.7) bagmtilan
kullamlarak
A*A* = g*MVLVI AT = g*F (6107 A" — T8, A™) (2.13)
olarak elde edilir. (2.12) ifadesinin her iki tarafinin u"’ye gore genellestirilmig tiirevi
alimrsa ve A harmonik fonksiyonunun {p} agirhkli oldugu kullanilirsa, (1.8) ve
(2.10)’den
G A* = e (V1A + (c+ p)PA) (2.14)
elde edilir. (2.14) ifadesinin her iki tarafimn u*’ya gore genellestirilmis tiirevi alinirsa

ve (1.8) kullanilirsa
5307 A* = Oi[e” (e + P) A + 1A — pTi A)]

— ;[ ((c + p)PLA + 8A — pT1A)] (2.15)

— T (e ((c+p)RA + 8A - pT1A)]
bulunur. (2.10) bagintis1 kullanilirsa ve gerekli iglemler yapilirsa (2.15)
Opor A* = e ((c+p)’ PP A+ (c+p)Pe(8A) — plc+ p) PTi A

+ (c+p) (B P) A+ (c+ p) Pi(Or A) + 801 A — p(8:T1) A (2.16)

— pT1(8rA) — p(c + p) Tk PLA — pT(8,A) + p* T T Al
halini alir.

Diger taraftan, I'?,’nin konformal déniiglimii olan (2.9) ifadesi gz oniine ahmrsa ve
(2.14) kullamlirsa
T 65 A" = e [(c+p)TiPaA + T3y (8nA) — pTThA
+(c+p)PuP A+ (0 A)P — pTh PLA+ (c + p) PP A
(2.17)
+ Pi(8xA) — pTiPLA — (c+ P)gug™" PmPr A

— 99" Pm(8nA) + pgrig™" PmTh A

6



bulunur. Bu durumda, (2.16) ve (2.17) bagintilan (2.13)’de yerine yazilirsa ve (2.8)

kullamlirsa, A harmonik fonksiyonunun Laplace doniigiimi
A*A* = gFle[(c+ p)(c+p+n —2) P PA+ p*Ti T, A
+ ViVIA—p(2c+2p+n—2)P.TIA — p(ViT)) A — 2T (8 A) (2.18)
+(2c+2p+n—2)Pe(84) ~ (c+ )T} PrA + (c+ p)(8: P) Al
olarak bulunur.

(1.8) kullamlir ve VP, = ;P — T}, P, oldugu hatirlamursa, (2.18) ifadesi

A*A* = gPe“(c+p)(c+p+n—2)PPA+ (c+p)(ViR)A
(2.19)
+(2¢c+2p+n—2)P.V,A+ V V4]
gekline gelir.

W, ve W, uzaylarna ait diferensiyellenebilen A ve A* harmonik fonksiyonlar:
yardimiyla (2.11)’in (2.19)’da yerine yazilmasiyla elde edilen denklemin ¢dziimiiniin
mevcut olabilmesi igin ¢

c="F—"F (2.20)

olmaldir. (2.11) ve (2.20) bagintilar: yardimiyla, (2.19) ifadesi

2 - —_n—
S TRV R + -;—(n _9)PPJA=0

halini alir. Bu durumda P iizerine elde edilen sart,
1
gV P+ 5= 2)PFP, =0 (2.21)

dir, burada P* = g*! P ile gosterilmektedir.

(2.21) ifadesini saglayan bir konformal déniiglim, bir harmonik fonksiyonu (2.12) ve
(2.20) bagintilar yardimiyla bagka bir harmonik fonksiyona déniigtiiriir. Bu déniigiime,
Konharmonik déniigiim diyecegiz.

W, ve W} uzaylannin komplemanter vektdrleri olan T} ve T}’1n sifir veya gradyent
segilmesiyle, bu uzaylar Riemann uzaylar olup, Pj izdiigiim vektorii de sifir veya

gradyent olur. Bu durumda (2.16) bagmtis1 yardimiyla
P k
0%+ E(n —2)o'or =0

bulunur [8].



2.2. Bir Weyl Uzaymin Konharmonik Ddéniigiim Altindaki invaryantlarl

Bu bolimde, W,, ve W Weyl uzaylan arasinda tamimladigimiz 7 konharmonik

do6niigimi altinda invaryant kalan baz biiyiikliikleri elde edecegiz.

(2.8) ve (2.9) seklinde tamumlanan 7 : W, — W} konformal déniigimiinin aym

zamanda konharmonik oldugunu varsayalim. Bu durumda, W) Weyl uzayina ait

kovaryant egrilik tensori (1.13), (1.14), (2.8) ve (2.9) yardimiyla

¢ N *TNY
Rhijk = Grmilijk

ey Ty
= ghM( 6*1.*3 a*x*k

RILYIRS *m *3
+ 57 % — )

dir. Bu durumda

T _ 0 (U + 87 P + 67 Pi — ging"™™ P)

6*.’1?*] a*z*J
BI‘Q’,Q 6™ mOPx O m OP;
b5 T Bar * T g T g Tt g
_ 09k pmp (ghmPh)
Bk oxi
ifadesi bulunur. 67*'nin agirhg: {0} oldugundan
86? 3 LM m LS
azj = Fz:,& F8]6’l.
dir.  (1.5) ve (2.24), (2.23)’de yerine yazilirsa
oy ory s om  Tmcs mBPk
o = R 4 Pu(Ty6T — TT587) + 67" o + Py(T567 — I567)

) mOP,
+ 67— 527 - 2T;9ikg" Ph.“ghkrzg ginT'k | girg" aa:?

+ 259" gix P + 9irg*"T'ss Pr + girg° ™ T4; Py
elde edilir. Diger taraftan, (2.9) bagintis1 kullamldigh takdirde
Lo =TT + 1Ty Pk + 5 P — gikg™ Ty Pr
+ %P + 67" P; Py + 67" P;P; — girg ™ P
+ 67T Ps + 67" P P + 87 PP — gixg"* 87" P Py

— 95i9™ 5. Py — 9i; g™ Pe P — gri g™ Pi Py, + gir. P; Py

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

bulunur.  (2.8), (2.25) ve (2.26) bagmtilar1 kullamlrsa ve gerekli iglemler yapilirsa
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(2.22)
1
R}k = Rnije + gin(Vi P — Vi Pj) + grne(Vi P — PPy + §gz‘jg'°‘Psz)

1
+ 9i;(VePrn — PoPy + §ghk9manPn)

! (2.27)
— 9ik(V3Ph = PaPs + 590i9™" P Prn)
1 mn
— 9rj (VP = PiPi + 5gikg PnPy,)
halini alir. O halde (2.27)’de
1
Pj = VP~ P.P; + 59i;9" Pc P, (2.28)

2

alimrsa ve V;P, — Vi P; = 2V[; Py oldugu hatirlamrsa, Rpijr kovaryant egrilik

tensoriiniin konformal doniglimii
Rpiik = Bhijk + grkPij + 9ij Prk — gikPhj — ghi Pik + 29in V[ Py (2.29)

olarak bulunur. (2.29) ifadesinin her iki tarafi g*"™ ile carpilirsa ve (2.8) goz oniinde

bulundurulursa, R% & egrilik tensoriiniin konform doniigiimii olarak

Ry, = Rl + 63 Pyj — 6} Pik + 6i39"™ Pk — ging"™ Pimj + 267V ; Py (2.30)

bulunur. (2.29), g*"* ile garpilirsa ve (2.8) kullanilirsa, W,, Weyl uzaynn Ricci tensorii

R;;'nin konformal déniigiimii, PP = g"™ Py, olmak iizere
Rjj = Rij + (n —2) Py + gi; P + 2V}, Py (2.31)
dir.

Eger (2.8) ve (2.9) ile belirlenen konformal déniigiim konharmonik ise, bu takdirde,
(2.21) ve (2.28) bagmtilan yardimiyla

1
Ph = g"*V, P, — g"* P, Py, + 59" 6" gne P P
(2.32)

1
= g VP + 5(n— 2)P"P, =0

bulunur. (2.32) bagntis1 (2.31)’de yerine yazilirsa, Ricci tensériniin konharmonik
doniigiimii
Rj; = Rij + (n—2)Py; + 2V[; Py (2.33)

olarak elde edilir.



R;j), R;; tensorinin simetrik kismim gostermek lizere, bu tensoriin konharmonik

doniiglimii, (2.33)’den
1
= §(R,LJ + (’I’L - 2)P1_J + 2V[jpi] + Rj; + (TL - 2)Pj1; + 2V[1‘R7]) (234)
1

= Rgj) + 5(n —2)(Pi; + Fji)
dir. (1.17) ve (2.34)’den yararlanarak Ricci tensoriiniin antisimetrik kismm Ry;;’nin
konharmonik doniigimu ise

Rf‘ij] = R[.,;j] + nVL,-Pi] (2.35)

olarak bulunur.

Teorem 2.2.1. 7 : Wn(gi;, Tx) — W;(g};, Ty) konformal déniigiimiiniin konharmonik
olmasi igin gerek ve yeter kosul, W,,’nin skaler egriliginin invaryant kalmasidir.

Ispat. 7, konform déniiiimiinii géz 6niine alalim. Bu takdirde, (2.33) bagntisinin her
iki tarafi g*¥ ile garpilirsa
R*=R+2(n-1)P} (2.36)

elde edilir. Eger, 7 konformal déniisiimii konharmonikse, (2.32) bagntisi (2.36)'de
yerine yazildig: taktirde
R*=R (2.37)

bulunur.

Tersine, eger (2.37) bagintis1 mevcutsa, (2.36) ifadesinden P = 0 (n > 2) bulunur.
O halde, (2.32)’den 7 konformal doniigimiiniin aym zamanda konharmonik oldugu
agikardir.

Teorem 2.2.2. 7 : W,, — W, konformal doéniigiimiiniin konharmonik olmas igin gerek

ve yeter kogul, T% = g*/T; olmak iizere, T konformal déniigiimii altinda
p 1 .
g?V;T; + 5(” - 2)I;T

bagintisinin invaryant kalmasidir.

ispat. 7: W,, — W* konform déniigiimiinii gz éniine alalim. Bu takdirde, (2.9) ve
(2.10) yardimiyla

VIT} = ViTi = ViPi+ (96" Pr — 6} P — 62P)(Th — B)  (2.39)
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bulunur.

(2.38) ifadesinin her iki tarafi g*¥ ile garpilir ve i,j lizerine toplam alimirsa, P* = ghm P,

olmak lizere
g*IVIT) = g9 VT — g9 VP, + (n— 2)P*(T}, — P») (2.39)

elde edilir.

Simdi, g*¥ V3T + 3(n — 2)T;T* ifadesini gz 6niine alahm. Bu durumda, (2.10) ve
(2.39)’den

VT + Lo =TT = g9V, 4 Lnm 2y
1 (2.40)
~ @9V;P+ Ln—2)RPY

bulunur. Eger, g/ V;T;+ 5(n—2)T;T* ifadesi T konformal déniigiimii altinda invaryant
ise, (2.40) bagintis:
g“V;P; + 5(77. —2)P,P'=0

gekline girer. Bu, 7 doniisiimiiniin aym zamanda konharmonik bir doniigiim oldugunu

gosterir.

Tersine, eger 7 doniigimii konharmonikse, (2.32) bagintis1 (2.40)’de yerine yazildig
taktirde,
gUIVITY + 5(n =TI = 9V, Ti 4 - (n— YT

oldugu goriiliir. Yani, verilen ifade konharmonik déniigtim altinda invaryanttar.

Qimdi, n-boyutlu Riemann uzaymndaki egrilik tensoriiniin ifadesine analog olarak W,

Weyl uzayinda
1

Glye = Riye — m(ghmgijﬂnk — g"gikRm; + 6 Rij — 67 Rux)

. (2.41)
+ (n—_l')(n—_T)(‘S;:gij — 62 gix)

tensoriinii géz oniine alalim. Bu taktirde, agagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.3. W, ve W, Weyl uzaylan arasinda 7 : W, — W} konharmonik
doniigiimiinii goz oOniine alahm. Bu takdirde, G;; = G?jh tensori konharmonik

invaryanttir.

ispat. 7 : W, — W, doniigiimii konharmonik bir doniigiim olsun. Bu taktirde,
(2.41) ile verilen G tensoriiniin konharmonik déniislimi, (2.8), (2.30), (2.33), (2.37)
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yardimiyla
Gl = Rk + 65 Pij — 87 Pi + 919" Pk — Gikg"™ Prnj + 260V ; Py

)

(9" gij( Rk + (n — 2) Py, + 2V Ppy)

n—2

- ghmgik(R,mj + (n — 2)ij + QV[J'Pml)

+6p(Rij + (n—2)Pyj +2V[;Py) — 6}(Rix + (n — 2) Py + 2V Py)

R

+ m(éggij — 6}gix)

seklinde bulunur. Bu ifadede (2.41) yerine yazilirsa ve gerekli islemler yapilirsa

2
Gy =Gy — —3 (9" 9V kPrm) — 9"™ itV [; Py + 68V Py .42
— 88V Py — (n— 2)62V; Py)

olarak elde edilir. (2.42) ifadesinde h ile k {izerinde daraltma yapilirsa,
Gy =G

dir.

2.3. Baz1 Weyl Uzaylarinin Konharmonik Déntigtimii

Bu boliimde, bazi Weyl uzaylar1 arasinda goéz Oniine alinan bir 7 konformal
doniiglimiiniin konharmonik olmasi igin gerek ve yeter kogullar igeren teoremleri

verecegiz.

W (gij, Ti) Weyl uzayi, eger uzayn Ricci tensérii, ¢x(# Ti) sifirdan farkh kovaryant
vektor alam olmak iizere

ViRi;-= ¢pRij (2.43)
bagintisim gergekliyorsa, bu uzaya Ricci-rekiirant-Weyl uzay1 ad1 verilir [9].

Teorem 2.3.1. 7 : W, — W konharmonik bir déniisiim ve W,, Ricci-rekiirant bir

Weyl uzay1 olsun. W uzaymin ricci-rekiirant olmasi igin gerek ve yeter kogul
2
Prij = mpk[ij]
bagintisinin saglanmasidir, burada
Prij = Vi.Pij — $xPij — PujPi — Py Pj + gix P"Prj + g;x P* Pip,
Pyisg) = ViPyj) — 66 Puj) — Puejy Pi — Py Py + ginP™ Pipj) + gk P" Py
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Pijj = Vi; By
dir.

ispat. T : W, — W,; doniisiimiiniin konharmonik bir doniisiim oldugunu varsayalim.
wy (g;"j, T}) Weyl uzayma ait R}; Ricci tensoriiniin u¥’ya gore genellestirilmis kovaryant

tlirevi almirsa ve agirhgimm {0} oldugu hatirlanirsa, (1.17)’den
ViRf; = ViRi; = 8LR}; — it Ry; —~ TR R,
dir. Bu ifadede (2.9) ve (2.33) kullanilirsa

ViR}; = ViRi; + (n — 2) Agij + 24445 — 2Ri; Py — Ry P

(2.44)
— RixP; + gix P"Rp; + g1 P" Ry,
bulunur, burada
Ayij = ViPij — 2P;j Py — P P; — PipP; + gie P" Prj + gj1 P" Pip,
Awlis) = ViPij) = 2P P — Pt Pi — Pun Py + 9ix P Pinj) + g5 P Piny
Pij) = V3 Py (2.45)
alinmigtir.
Simdi, VZR;} — @i R;; ifadesini géz oniine alalim. Bu durumda, (2.44)’den
ViR}; — 6LRY = ViRij — (6% + 2Pu)Rij + (n — 2)(Akij — $1.P;)
+ 2(Agij) — 9V Py) — Rij P — RuxP; (2.46)
+ gik P"Ryj + gj1P* Rip
dir. Eger ¢ = ¢} + 2P, alitursa, (2.46) bagintis
ViRj; — 61 Ry = ViRij — ¢Rij + (n — 2)(Akij — duPij + 2Pp Pyj) :
2.47)

+ 2(Akpiz) — 0V Py + PV Py)
olarak elde edilir.  (2.47)’de (2.45) ifadesi kullamldiginda, ve gerekli iglemler
yapildiginda,

Pyij = ViPij ~ ¢x Pij — Poj P; — Py Pj + gix P* P + gjn P" Py,

Pyig) = VPlij) — 85 Puj) — Pij) i — Py Py + gir PP Py + g PP Py,
Pyij) = Vi3 By (2.48)
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kisaltmalar: sonucu
VZRE} — ¢ Ry = ViRi; — ¢xRij + (n — 2) Pasj + 2Pyij) (2.49)

bulunur. W, uzay1 ricci-rekiirant uzay oldugundan eger W) Weyl uzay1 da ricci-

rekiirant bir uzay ise, (2.49) ve (2.43) kullamildiginda

2
Pyij = (_2“_"‘;{)‘Pk[ij] (2.50)

elde edilir.
Tersine, eger (2.50) sart1 varsa, W* uzay1 da ricci-rekiiranttir.

Teorem 2.3.2. W, ve W, ricci-rekiirant Weyl uzaylan olsun. Eger, 7 : W,, — W}
doniigiimii konharmonik ise, Rj;}, Ricci tensériiniin antisimetrik kismini gostermek
lizere

P"Rypj) =0
dir.
ispat. T : W, — W konformal doniiglimii konharmonik bir doniigiim ve W, ile
W, uzaylan Ricci-rekiirant Weyl uzaylan olsun. Bu durumda, W,, ve W,* uzaylarina

ait Ricci tensoriiniin simetrik ve antisimetrik kisimlan (1.18) ve (2.43) yardimiyla,

sirasiyla, agsagidaki sartlar saglar [9)

. ZR’(kij) = ¢:R’(l‘ij) (2.51)
ve
ViR = SRRl (2.52)

Bu durumda, (2.34) ifadesinin her iki tarafinin u*’ya gére genellestirilmis kovaryant
tirevi alindigr takdirde,

ViR{is) = ViReg) — 2PeR(ij) — PiRgkj) — PiRisxy + gin PP Ripj)

+ gkiP"Riiny + (n — 2)(ViPij — 2PcPij) — PiPujy — PiPuyy  (2.53)

+ it PP Py + 91 P" Priny)
bulunur, burada P(z]) = %(PLJ + Pj,;), Ph = ghum dir.
Simdi, ViR’(“ij) — @3 RY;;) ifadesini goz éniine alahm. Bu takdirde, (2.34) ve (2.53)’den,
&% = ¢k + 2P, olmak izere

ViRl — $iRlj) = ViRes) — $xRis) — PiRkj) — PiRwy
(2.54)
+ 9ik P"Ripj) + gk P" Riiny + (n — 2) Pygijy
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elde edilir. Burada
Prij) = ViPuj) — 8xPujy — PiPujy — PiPuky + ginP"Piagy + 956 P Py (2.55)
dir. W,, ve W} uzaylar Ricci-rekiirant Weyl uzaylan oldugundan (2.43) kullailirsa
Prgij) = ﬁ(Pz‘R(kj) + PjRiky — 9it P" R(nj) — 9k P"R(iny) (2.56)

bulunur. Benzer gekilde, R;;’nin antisimetrik kismi, Ry;; igin (2.35) ifadesinin her iki
tarafimin u*’ya gore genellestirilmis kovaryant tiirevi alinirsa ve Ry’ nin agirhgimn {0}

oldugu hatirlanirsa

ViRf;) — 65 Rl = ViR ~ 6k Ryj) — PiRikj) — PiRpaxg :
2.57)
+ ik PP Rinj) + g% P" Riiny + 1 Prpij)

bulunur. Burada P ifadesi (2.48)s’deki gibidir. W, ve W,: uzaylan Ricci-rekiirant
olarak kabul edildiginden, (2.57) bagmtis1 yardimyla

1
Pyiz) = —(FiRyks) + P Ryag ~ 9ixP" Rinj) — gk P Risny) (2.58)
elde edilir. (2.56) ve (2.58) ifadeleri taraf tarafa toplamrsa, (1.17)’den
nPyjij) + (1 — 2) Puis) = PiRnj + PjRik — gixP"Raj — gjnP" Rin (2.59)

bulunur. Diger taraftan, (2.28), (2.48) ve (2.55) ifadeleri kullanildiginda Py;j1+ Pe(ij) =
Py;; oldugu kolayca gériilebilir. Bu durumda, (2.59) bagintisi, Teorem 2.3.1’den dolayr

P,Rij + PjRit, — g P* Rnj — gjaP"Rin = 0 (2.60)
halini alir.
Daha sonra, (2.60)’nin her iki tarafi g®* ile carpilirsa
P;R= (n—1)P"Ry; + P"R;p, (2.61)

bulunur.

Benzer gekilde, (2.60) bagmntisinin her iki tarafi g*¥ ile garpilirsa
P;R= (n—1)P"R;n + P"Ry; (2.62)

elde edilir. (2.61) ve (2.62) denklemlerinin sol taraflan esit oldugundan, sag taraflarimn
da esitlenmesi ile
P'Ry; = PRy, (2.63)
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bulunur. Béylece (1.18), ve (2.63)’den
PhR[hj] =0 (n > 2)

oldugu asikardar.

Tamim 2.3.1. Wy(gij,Tk) Weyl uzaymn Ricci tensériiniin simetrik kism Rij

asagidaki sart1 gergekliyorsa, W,, uzayina Einstein-Weyl uzay: denir [10].
R
Ry = 9ij (2.64)

Simdi, Einstein-Weyl uzaylar arasinda el(;, aliman konformal déniigiimiin konharmonik

doniisiim olmasi durumunda elde edilen teoremleri verecegiz.

Teorem 2.3.3. Wy(g:;,Ti) ve Wy(g3;, T}) uzaylan Einstein-Weyl uzaylar olsun. Bu
durumda, 7 : W, — W} konformal doniigiimiiniin konharmonik olmas: igin gerek ve

yeter kogul, R(;;)’nin invaryant kalmasidir.

ispat. W, ve W uzaylannin Einstein-Weyl uzaylar: oldugunu varsayalim. 7: W,, —
Wi konharmonik bir doniisiim olsun. Bu sart altinda, Teorem 2.2.1 kullanilirsa,
(2.64)’den

R * * *
Rj) = i = ——9i; = Bj) (2.65)
bulunur. O halde, R(;;) konharmonik invaryanttir.

Tersine, R’(“ij) = R(;;) oldugunu varsayalim. (2.64) bagintisindan, R = R* dir. Bu

durumda, Teorem 2.2.1°e gore, 7 doniigimii konharmoniktir.

Teorem 2.3.4. Wy(gi5, Tk) ve Wn(gj;, Ty) uzaylan Einstein-Weyl uzaylan olsun. Bu
iki uzay arasinda ele alinan 7 konformal doniigiimiiniin konharmonik bir doniigiim
olmasi igin gerek ve yeter kogul

Pij = Vi3 By

bagintisinin mevcut olmasidir.

Ispat. W, ve W uzaylar: Einstein-Weyl uzaylan olsun. Bu durumda (1.17) bagntis:

W,; uzay i¢in goz oniine alinirsa,
Rij = Ryj) + Ry (2.66)
dir. (2.35), (2.64) ifadeleri (2.66)’de yerine yazilirsa

Rj; = Rij + nV; B (2.67)
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elde edilir. Bu durumda, (2.33) ve (2.67) kullamularak
Pij = Vi; By (2.68)

bulunur.

Tersine, (2.68) bagintis1 mevcut olsun. Bu ifadenin her iki tarafi g*/ ile garpilirsa
P} =g"¥V;P =0 (2.69)

elde edilir. Dolayisiyla, (2.32) ve (2.69)’den T konformal doniigiimiiniin konharmonik
oldugu asikardr.
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3. KONHARMONIK EGRILIGE SAHIP BAZI WEYL UZAYLARI

3.1. Bir Weyl Uzayinin Konharmonik Egrilik Tensori

Bu boliimde, ilk olarak ikinci bolimde ele alnan iki Weyl uzayr arasindaki =
konharmonik doniigimili yardimiyla konharmonik egrilik tensérii elde edilmis ve baz

Weyl uzaylarinda bu egrilik tensoriniin 6zellikleri incelenmistir.

(2.8) ve (2.9) ifadeleri ile belirlenen konformal déniigiim aym zamanda konharmonik

bir doniigiim olsun.
(2.35) ifadesinden V; P; cekilirse

Rz — Rig)

VP = —2—

(3.1)

elde edilir. Diger taraftan, (2.33) bagintisindan P;; ifadesi gekilirse, (1.18)2 ve (3.1) bu

ifadede yerine yazilirsa

p. _ (0= DR~ Ryj) + (R} — Ryi)
“ n(n — 2)

(3.2)

bulunur.

P;; igin elde edilen (3.2) bagintisina benzer olarak Py, Prj, Py ifadeleri bulunursa

ve bu ii¢ denklem ile (3.1) ve (2.30)’den yararlamlirsa

R’g«h . 5:}; (n - l)R.’;j + R;i _ g* (n —_ l)g*hmR:nk _|_g*hmR;:m

ik

* —9§*h Rf‘kj]
n(n — 2) 9 n(n — 2) Y on

, (n—=1)g*"™Ry . +g**m R L (n—1)R% + R},

n(n — 2) n(n —2)
_ph _sm—DR;+ R (n—1)g" Rk +¢"™Rem . Rikg)
= Riji = Ok n(n —2) 9 n(n —2) 25; n
(n —1)g" Rm; + "™ Rjm | n(n—1)Ri + Ry

elde edilir. Dolaysiyla (3.3) denkleminin sag tarafindaki ifadenin konharmonik
doniligim altinda invaryant kaldig: gén’ilebilir. Bu ifadeyi K{‘jk ile gosterelim.
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Dolayisiyla

Kb, =Rb, - (5k Ryij) — 6" Ryry + 9i59" ™ Rimi) — 9ing"™™ Rimg) + 267 Riej))
(3.4)
(n ) ——— (6P Riijy — 62 Riny + 9139" ™ Rimiy — kg™ Rimy))
olmak lizere
KZJk - K:}k

dir.
Konharmonik doniigiim altinda, uzayin eérilik tensori yardimiyla elde edilen invaryant

ve {0} agarhklh K i), tensoriind, Wa{gsj, Tk) Weyl uzayinin konharmonik tensérii olarak

adlandiracagiz.

Eger, uzay Riemann uzay: ise, bu uzaymn Ricci tensérii simetrik oldugundan Ry;; =
R;j, yani Rj;; = 0 dir. Bu durumda, (3.4)’den Riemann uzaymna ait konharmonik
egrilik tensérii (Z}%,) dir.

(3.4) bagintisiun her iki tarafl gn, ile garpibirsa,

1
Khijr = Rpije — ;(ghkR[ij] — 9niRir) + 2gin Rikj) + 95 Rinky — ginRingy)
(3.5)

5 (gnrRiijy — 9ri Riixy + 95 B(nry — gik B(nj)
bulunur.

Teorem 3.1.1. Bir W,(g:;,Tx) Weyl uzaymna ait K’zJ « konharmonik egrilik tensorii

asagidaki bagintilan saglar

i) K Jk + K. sz + Kkz] =0

i) KPp = —KJ;

i) Kij = ﬁgin

Ispat. i) W,, Weyl uzaymna ait konharmonik egrilik tensérii K" ik ise, (3.4) ifadesinde

i,j,k indislerinin yerleri devirsel olarak degigtirilirse ve elde edilen iig ifade toplanirsa,
1
th + ngz + Kkz] = szk + R jki + sz] + (_n—_—-ij&;:(R(Jz) - R(z]))
1
s 6% (Reiny — Reesy) + e )5 (Reki) — Rir)
dir.Bu ifadede (1.18); kullanuldigy takdirde
z]k K]k‘b + chbz] R ijk + R_;lkz -+ szj (36)
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bulunur. Bir Weyl uzayinda, (1.19) ile verilen I. Bianchi Ozdesligi (3.6)’de yerine
yazilirsa

thjk + K;Lki + Kliclij =0

elde edilir.
ii) (3.4) ifadesinde j ile k’min yerleri degistirilirse ve (1.13) kullalirsa
Kk =—Kbh.. (3.7)

oldugu kolayca goriiliir.

iii) (3.4)’de h ile k iizerine daraltma yapilirsa, {0} agirlikh K;; tenséri icin
1

Kij = mgijgmkR(mk) (3.8)
bagintis: elde edilir. Bu durumda, (1.16) ve (1.18) ifadeleri (3.8)’de yerine yazilirsa
1
K = mgin (3.9

bulunur.
3.2. Konharmonik Rekiirant Weyl Uzaylar:

Tamm 3.2.1. W, (gij, Tk) Weyl uzayimm konharmonik egrilik tensorii Kihjm és(# Ts)
sifirdan farkli kovaryant bir vektor alamu olmak iizere, asagidaki sart:1 saghyorsa, W,
Weyl uzayina konharmonik egrilige sahip Rekiirant Weyl uzay: adim verecegiz ve 6zel

olarak konharmonik rekiirant Weyl uzay olarak adlandiracagiz

Vs Knijk = ¢sKnije- (3.10)

Teorem 3.2.1.. W,(gij, Tx) Weyl uzay: rekiirant bir uzay ise, aym zamanda konhar-

monik rekiirant bir uzaydir.

Ispat. Wy, rekiirant Weyl uzay1 olsun. Bu takdirde, Rpijx egrilik tenséri, ¢4 (T, # 0)
sifirdan farkli kovaryant bir vektdr alam olmak tizere agagidaki sart: saghyorsa, W,
uzayina rekiirant Weyl uzay: denir [5]

VoRhijk = ¢sRhijk (3.11)
(3.5) ifadesinin her iki tarafinin u*’e gére genellestirilmis kovaryant tiirevi alnirsa ve
(3.11) bagintisi kullanulirsa
. 1
VoKhijk = ¢s(Rpijx — ‘;(ghkR[ij] — 9niBisgy + 2gin Bixg) + 95 Binry — gix Ringy)
1

n—2

(9nkReij) — 9niRexy + 945 R(nky — gixRingy))
(3.12)
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ifadesi bulunur. Daha sonra, (3.5) ve (3.11) bagintilan (3.12)’da yerine yazilirsa
Vs Khijk = ¢sKnijk
elde edilir. O halde W,, Weyl uzay1 aym zamanda konharmonik rekiiranttir.

Teorem 3.2.2. W,(g:j, Tx) Weyl uzay1 konharmonik rekiirant bir uzay olsun (rekiirant
olmayabilir), bu takdirde ¢, — 2T ifadesi lokal olarak gradyenttir.

ispat. W,, Weyl uzay: konharmonik rekiirant bir uzay olsun (rekiirant olmayabilir).
Bu takdirde, (3.10) bagintisi mevcuttur. Bu bagimntinin her iki tarafi g"*g# ile garpilir
ve Vig* = 0 oldugu hatirlanirsa, K;;9% = K olmak iizere

VK = ¢, K (3.13)
elde edilir. Diger taraftan, (3.9) ifadesi g*/ ile carpilirsa
K=_—R (3.14)

bulunur. (3.14)’nin her iki tarafimin ©*’ye gore genellestirilmis kovaryant tiirevi alinirsa

n

VK =90 g

V.R (3.15)
dir. (3.13) ifadesi (3.15)’de yerine yazildig: takdirde
V.R=¢,R (3.16)

bulunur.

W, uzayma ait R skaler egriliginin agirhimm {-2} oldugu hatirlamrsa ve (1.9)
kullanihrsa, (3.16) bagintist

VR
R

= ¢y — 2T, (R%O)

sekline gelir. Sonug olarak, ¢, — 2T lokal olarak gradyenttir.
3.3. Ricci-Konharmonik Rekiirant Weyl Uzaylar:

Tamim 3.3.1. W,(g;;,Tx) Weyl uzayimn konharmonik egrilik tensorii K}‘jk yardimi
ile elde edilen Ricci-konharmonik tensorit Kij; , ¢s(7# Ts) sifirdan farkli kovaryant bir
vektor alam olmak lizere agagidaki bagintiyr gercekliyorsa, bu sart altinda W,, uzayina

Ricci-konharmonik rekiirant Weyl uzay1 adin1 verecegiz

V.Kij = ¢ Kij (3.17)
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Teorem 3.3.1. Bir W, Weyl uzay1 Ricci rekiirant bir uzay ise, aym zamanda

Ricei-konharmonik rekiiranttir.

ispat. W,, Weyl uzay Ricci rekiirant bir uzay olsun. (3.9) ifadesinin her iki tarafimn

u*’ye gore genellestirilmis kovaryant tlrevi alnirsa

. 1 .
VsKi]' = -2—_—n'g1;jV3R (318)

bulunur. W,, uzay1 Ricci rekiirant bir uzay oldugundan (2.43)’e gore

. 1
VsKij = —g,;j(bsR (319)

2—mn

dir. (3.19) ifadesinde (3.9) yerine yazilirsa
vs‘lr(ij = ¢3Ki_7'

elde edilir. O halde, W,, Weyl uzay1 aym zamanda Ricci-konharmonik rekiirant bir
uzaydir.

Teorem 3.3.2. W, (gi;,Tx) Weyl uzay1 Ricci rekiirant bir uzay olsun. Eger W,

konharmonik rekiirant bir uzay ise, bu uzay aym zamanda rekiirant bir Weyl uzaydir.

Ispat. W, uzaymm Ricci-rekiirant oldugunu kabul edelim. (3.5)'nin her iki tarafimn
u®’ye gore genellestirilmis kovaryant tirevi ahmr ve (2.43) bulunan ifadede yerine
yazilirsa,

Vs Khijk = Vs Rhijk — %[(ghkR[ij] — 9hi Bpiny + 2gin Rikg) + 9i5 Rink) — gicRing))

1
" (n—-2) (9nkRij) — gniRiny + 915 R(nk) — ginRng))]

(3.20)
bulunur. (3.5) bagintisindan Kpijr — Raijr ifadesinin esiti gekilerek (3.20)’de yerine
yazilirsa

Ve Knije — s Knijk = Vo Rnijk — &sRpijk

elde edilir. Sonug olarak, eger Ricci-rekiirant W,, Weyl uzay1 konharmonik-rekiirant

bir uzay ise, rekiiranttir.
3.4. Ricci-Konharmonik Birekiirant Weyl Uzaylari

Tamim 3.4.1. W,(g;j,T%) ile verilen bir Weyl uzayimn Ricci-konharmonik tensorii
Kij, ¢sr sifirdan farkh kovaryant bir tensér alam olmak ilizere agagidaki bagintiy:
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sagliyorsa, bu durumda W,, uzayma Ricci-konharmonik birekiirant Weyl uzayr adim

verecegiz.

v1"v:z[{ij = ¢31‘Kij (321)

Teorem 3.4.1. W,(gi;, Tx) Weyl uzay1 Ricci-konharmonik birekiirant bir uzay olsun.
¢4 birekiirans tensoriiniin simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul uzaymn Riemann

uzay1 olmasidir (R # 0).

Ispat. W, Weyl uzay1 Ricci-konharmonik birekiirant bir uzay olsun. (3.9) ifadesinin
her iki tarafimn 4™ ve u*’ye gore genellegtirilmis kovaryant tiirevi ahnirsa ve bulunan

ifade (3.21)’de yerine yazilirsa

VoV, Ky = 51—V V,R (3.22)

elde edilir.
R’nin agirhg {—2} oldugundan, (1.9) bagintis1 yardimiyla

V:VsR = V.V R+ 2(V,T:)R + 2T5(V.R) + 2T.(V,R) + 4T, T, R (3.23)
ifadesi bulunur. (3.23) ifadesi (3.22)’de yerine yazilirsa

.. 1
V:VsKi; = 5—gij[V+ Ve R+ 2(V, T,)R + 2To(V- R) + 2T, (V. R)
ot (3.24)
+ 4T, T, R]

dir. (3.24)’nin r ve s indislerine gore antisimetrik kism alimirsa

o e 1
V[TV,]Kij = 2—:—ng7;j (V[.,.VS]R + 2V[-,-T3]R) (3.25)

elde edilir. V[,V R = 0 oldugu hatirlanirsa ve (1.18); kullamlirsa, (3.25)’den
Vir Vs Kij = —KijRirg) (3.26)

ifadesi mevcut olur.
W, Ricci-konharmonik birekiirant Weyl uzay: oldugundan, (3.21)’den

2
(Gsr — rs) Kij = —KijRirg) (3.27)

dir. Bu durumda, eger @,, birekiirans tensoril simetrik ise, (3.27) ifadesi

KijRppy =0 (3.28)

23



halini alir. K;; # 0 oldugundan dolay: (3.28) ifadesinden
Ry =0 (3.29)

bulunur. Yani uzay Riemann uzay:dir.

Tersine, W,, Riemann uzay ise, birekiirans tensorii ¢,,'nin simetrik olacag: agikardir.
3.5. Bir Weyl Uzayinin Konformal Egrilik Tensori

Bu béliimde, bir Weyl uzayimnin konformal egrilik tensorii elde edilmistir. Daha sonra,
bu tensor ve konharmonik egrilik tensoril arasindaki baginti elde edilerek bununla ilgili

teoremlere yer verilmistir.
(2.31) ifadesinden P;; igin

_ (n—1)(RY — Ry) + (R} — Ryi) —ngy Py
i n(n—2)

(3.30)

ifadesi bulunur.
Eger (3.30), g% ile garpilirsa, bu takdirde

P} = 2(n_n_ﬁgij(R" —R) (3.31)

dir. (3.31), (3.30)’da yerine yazihrsa ve P;; igin elde edilen (3.30) bagmntisina benzer
olarak Phk, Ppj, P ifadeleri bulunursa ve bu denklemler (2.29)’da yerine yazihrsa

h _ ph
Ciix = Riji, + n

2
(n—2) (6 Rysj) — 87 Risw) + 945 9" Rigmt) — Gikg"™™ Ripm)

1
—(n—2)6FRpyy) — (—n——l)(&}iR;j — 67 Rit + 9i59" ™ Rink — 9ikg" ™ Rimj) (3.32)

R

+ (n—_m@fgij — 67gix)

bagintisinin invaryant kaldigr gorilir. Yani

w«h __ ~h
Ciir = Cj;

dir. Bu takdirde, W,, ve W uzaylar1 arasinda ele alnan 7 konformal dénisiimii
yardimyla R?j i tensoril yardimiyla elde edilen invaryant ve {0} agirlikh Cihj . tensoriine
W,, Weyl uzayinin konformal egrilik tensorii adim verecegiz.
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Teorem 3.5.1. Wp(gi;,Tx) Weyl uzaymnn konharmonik egrilik tensdrii Kh ik Ve

konformal egrilik tensori C ij, erasinda asagidaki bagint1 mevcuttur.

Kz]k Chk + (6hK‘LJ 6_;1sz)

Ispat. W, Weyl uzayma ait konharmonik egrilik tensorii (3.4) seklinde bulunmustur.
Bu takdirde, (3.4) ve (3.32) bagmtilarindan R'.‘- egrilik tensériiniin ifadeleri birbirine
esitlenirse konharmonik egrilik tensérii K= ij% ve konformal egrilik tensorii ch ik arasinda

agagida asagidaki bagintinin bulundugu kolayca goriilebilir.

Tanim 3.5.1. W,(gi;,T%x) Weyl uzaymin konformal egrilik tensérii Ci"jk, os(# Ts)
sifirdan farkli kovaryant bir vektor alanini géstermek tlizere, agagidaki kogulu saghyorsa
W, uzayma konformal egrilige sahip rekiirant Weyl uzay: adim1 verecegiz ve kisaca

konformal rekiirant Weyl uzay: diyecegiz

V C‘ij ¢SC£;'I¢ (336)

Teorem 3.5.2. W,, Weyl uzayimn konformal egrilik tensérii CP ijk ve konharmonik
egrilik tensorii K isr olsun. Eger W, Weyl uzay: konharmonik rekiirant ise, aym

zamanda konformal rekiiranttir.

ispat. W, Weyl uzay1 konharmormonik rekiirant bir uzay olsun. Bu durumda, Tanim

3.5.1% gore, (3.10) bagntis1 saflanmaktadir.

(3.35) ifadesinin her iki tarafinin u®’e gore genellegtirilmis kovaryant tiirevi ahmrsa ve

Vg = 0 oldugu hatirlamrsa

VKl =V,Ch,

i — 67V Kik) (3.37)

elde edilir. Bu durumda, W, konharmonik rekiirant bir uzay oldugundan (3.10), (3.35),
(3.37)’de yerine yazilirsa (3.36) elde edilir. O halde W,, Weyl uzay1 aym zamanda

konformal rekiranttir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu galigmada, esas itibaniyla bir W,(gi;, Tx) Weyl uzaymm konharmonik donisiimi

tamimlanmig ve bu doniigiim altinda, baz1 Weyl uzaylarmin 6zellikleri incelenmistir.

[lk olarak, Weyl uzaylarmn konharmonik doniigiimii tammlanmg ve bu dontgim
altinda, Weyl uzayina ait skaler egriligin invaryant kaldigi ispat edilmistir.
Konharmonik doniiglim yardimyla ricci-rekiiran Weyl wuzaylarinin doéniigiimi
incelenmis ve Einstein Weyl uzaymin ricci tensoriiniin simetrik kisminin invaryant

kaldig1 gosterilmistir.

Daha sonra, n-boyutlu Weyl uzayma ait konharmonik egrilik tensérii elde edilmisg ve
bu tensor yardimi ile konharmonik egrilik tensériine sahip rekiirant Weyl uzayi, ricci-
konharmonik-rektirant, ricci-konharmonik-birekiirant Weyl uzaylarmin tamm
verilmigtir. n-boyutlu Weyl uzayimin konharmonik rekiirant olmas1 durumunda ¢, —2T,
ifadesinin lokal olarak gradyent oldugu ispatlanmistir. Ayrca, ricci-rekiirant Weyl
uzayl konharmonik egrilik tensoriine sahip rekiirant Weyl uzay1 ise, uzaym ayni
zamanda rekiirant bir uzay oldugu gosterilmisgtir. Daha sonra, ricci-konharmonik-
birekiirant tensoriine sahip Weyl uzaylarimn birekiirans tensériiniin simetrik olmas: igin

gerek ve yeter kosulun, uzayin Riemannien olmasindan ibaret oldugu ispatlanmigtir.

Son olarak, bir Weyl uzayinin konformal egrilik tensorii elde edilmis ve konharmonik

egrilik tensorii ile baglantis1 yapilmigtir.

Bundan sonra, pseudo-simetrik Weyl uzaylarinda konharmonik déniigiim tamimlanarak,

bu doniisiim altinda invaryant kalan biiyiikliikleri incelenebilir.
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