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SEMBOL LiSTESI

: metrik tensor

: kargit metrik tensor

: W-manifoldunun komplemanter vektorii

: W-manifoldunun simetrik konneksiyona gore kovaryant tiirev operatorii
: W-manifoldunda tanimli simetrik konneksiyon katsayilar

: Riemann konneksiyon katsayilar

: W-manifoldunun egrilik tensérii
: W-manifoldunun Ricci tenséri

: W-manifoldunun skaler egriligi
: W-manifoldunun konform egrilik tensérii

: W-manifoldunun projektif egrilik tensorii
: WS-manifoldunda tanimli semi-simetrik konneksiyon katsayilari
: WS-manifoldunun burulma tensori

: WS-manifoldunun semi-simetrik konneksiyona gore kovaryant tiirev

operatori

: WS-manifoldunun egrilik tensori

: WS-manifoldunun Ricci tensorii

: WS-manifoldunun skaler egriligi

: WS-manifoldunun konform egrilik tensérii

: WS-manifoldunun projektif egrilik tensori

: WS-manifoldunun genellestirilmig rekiirantlik tensorii
: W-manifoldunun Einstein tensorii

+ WS-manifoldunun Einstein tensorii



SEMI-SIMETRIK KONNEKSIYONLU WEYL MANIFOLDLARI

OZET

Bu ¢aligmada, semi-simetrik konneksiyonlu Weyl manifoldlart incelenmistir.

Caligmanin birinci bolumiinde, Weyl manifoldlar1 ile ilgili temel tanimlar ve
Ozellikler hatirlatilmstir.

Ikinci bolimde, Weyl manifoldu iizerinde semi-simetrik konneksiyon tanimi
verilerek, boyle bir konneksiyonla tanimli Weyl manifoldu WS ile, simetrik
konneksiyonla tanimli Weyl manifoldu ise W ile gosterilmigtir. WS- manifoldunun
egrilik tensorii bulunduktan sonra agagidaki teoremler elde edilmistir:

Teorem 1: W ve WS-manifoldlart ayn1 egrilik tensoriine sahip iseler, .S, vektori

gradienttir.
Teorem 2: WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon lokal-diiz ise, 7, vektori

gradienttir.
Teorem 3: WS-grup manifoldu lokal-diizdiir.

Ugilincii boliimiin ilk kisminda, WS-manifoldlarina konform doniisiim uygulanarak,
egrilik tensoriiniin bu dénigiim altinda nasil degistigi incelenmis ve konform egrilik
tensorii bulunmustur. WS-manifoldunda konform egrilik tensorii ile ilgili olarak
agagidaki teoremler elde edilmistir:

Teorem 4. W ve WS-manifoldlarina ait konform egrilik tensorleri aynidir.

Teorem 5: WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon lokal-diiz ise, manifold
konform-diizdiir.

Teorem 6: WS-grup manifoldu konform-diizdiir.

Ugiincii  béliimiin ikinci kisminda ise, WS-manifoldlarina projektif doniigiim
uygulanarak, projektif egrilik tensérii bulunduktan sonra W ve WS-manifoldlariin
projektif egrilik tensorleri arasinda bir baginti elde edilmigtir. WS-manifoldunda,
projektif egrilik tensorii ile ilgili olarak asagidaki teoremler verilmistir:

Teorem 7: WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon lokal-duz ve §, vektoru

gradient ise, konneksiyon projektif-diizdiir.

Teorem 8: WS-grup manifoldunda, simetrik ve semi-simetrik konneksiyona gore
projektif egrilik tensorleri aymdir.

Teorem 9: WS- grup manifoldu ve bu manifold tizerinde tanimlanan semi-simetrik
konneksiyon projektif-diizdir.

Teorem 10: WS-grup manifolduna ait konform egrilik tensorii ve projektif egrilik
tensori aynidir.

Calismanin son bolumiinde ise, genellestiriimis rekirant WS-manifoldlar1  ele
alinmigtir. Once rekiirant ve genellestirilmig-rekiirant WS- manifold tanimlan
yapilmig, daha sonra bu manifoldlar arasindaki iliski incelenmistir.Genellestirilmis-
rekiirant Einstein tensoriine sahip WS-manifoldu, genellestiriimis konform-rekiirant
WS-manifoldu ve genellestirilmis projektif-rekiirant WS-manifoldu tammlan



verildikten sonra; W ve WS-manifoldlarina ait egrilik tensorii, konform egrilik
tensori, projektif egrilik tensoni ve Einstein tensériinin semi-simetrik konneksiyona
ve simetrik konneksiyona gére kovaryant ttrevleri arasindaki iligkiler bulunarak, su
teoremler elde edilmistir:

Teorem 11: Genellestirilmig-rekiirant WS-manifoldu, genellestirilmig-rekiirant
Einstein tensoriine sahip WS-manifoldudur.

Teorem 12: Genellestirilmig-rekiirant WS-manifoldu, genellestirilmig konform-
rekiirant WS-manifoldudur.

Teorem 13: Genellestirilmig-rekiirant WS-manifoldunda S, vektoéri gradient ise,

manifold genellestirilmis projektif-rekiiranttir.
Teorem 14: WS-grup manifoldunun genellestirilmis konform-rekiirant olabilmesi
i¢in gerek ve yeter sart: genellestirilmis projektif-rekiirant olmasidir.

Teorem 15: Semi-simetrik konneksiyona gore rekirant S, tensoriine sahip

rekiirant WS-manifoldu, genellestirilmig-rekiirant W-manifoldudur.

Teorem 16: Konform-rekiirant WS-manifoldu, genellestirilmig-rekiirant ~ W-
manifoldudur ve konform-rekiirant W-manifoldu, genellestirilmig-rekiirant WS-
manifoldudur.

Teorem 17: Semi-simetrik konneksiyona gore rekiirant S, ve K tensorlerine sahip

projektif-rekiirant =~ WS-manifoldu,  genellestirilmis  projektif-rekiirant =~ W-
manifoldudur.

Teorem 18: Semi-simetrik konneksiyona gore rekirant S, tensorli rekirant-

Einstein tensoriine sahip WS-manifoldu, genellestirilmig-rekiirant Einstein tensoriine
sahip W-manifoldudur.
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WEYL MANIFOLDS WITH SEMI-SYMMETRIC CONNECTION

SUMMARY

In this work, Weyl manifolds with semi-symmetric connection are examined.

In the first chapter, the fundamental definitions and properties about Weyl manifolds
are given.

In the second chapter, by giving the definition of semi-symmetric connection on the
Weyl manifold; this manifold is denoted by WS and the Weyl manifold defined
with a symmetric connection is denoted by W. After finding the curvature tensor of
WS-manifold, the following theorems are obtained:

Theorem 1: If W and WS-manifolds have the same curvature tensors, then the vector
S, is gradient.

Theorem 2: Semi-symmetric connection defined on the WS-manifold is local-flat,
then the vector 7, is gradient.

Theorem 3: WS-group manifold is local-flat.

In the first part of the third chapter, by applying conformal transformation to the WS-
manifolds, the changing of the curvature tensor under this transformation is
examined and conformal curvature tensor is obtained. In the WS-manifolds, the
following theorems are given:

Theorem 4: Conformal curvature tensors of W and WS-manifolds coincide.

Theorem 5: If semi-symmetric connection defined on the WS-manifold is local-flat,
then manifold is conformal-flat.

Theorem 6: WS-group manifold is conformal-flat.

In the second part of the third chapter, by applying projective transformation to the
WS-manifolds, the projective curvature tensor is obtained and a relation between
projective curvature tensors of W and WS-manifolds is found. After, the following
theorems about projective curvature tensor on the WS-manifolds are given:

Theorem 7: If semi-symmetric connection defined on the WS-manifold is local-flat
and the vector §, is gradient, then connection is projective-flat.

Theorem 8: Projective curvature tensors with respect to symmetric and semi-
symmetric connections on the WS-group manifold coincide.

Theorem 9: The WS-group manifold and the semi-symmetric connection defined on
this manifold are projective-flat.

Theorem 10: Conformal curvature tensor and projective curvature tensor defined on
the WS-group manifold coincide.

In the last part of the work, generalized-recurrent WS-manifolds are examined. At
first, the definitions of recurrent and generalized-recurrent WS-manifolds are given.
Later, the relation between these manifolds are obtained. After by giving the
definitions of WS-manifold with generalized- recurrent Einstein tensor,
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generalized conformal-recurrent WS-manifold and generalized projective-recurrent
WS-manifold, the relations between covariant derivatives of curvature tensor,
conformal curvature tensor, projective curvature tensor and Einstein tensor with
respect to semi-symmetric connection and symmetric connection are found and the
following theorems are obtained:

Theorem 11: Generalized-recurrent WS-manifold is WS-manifold with generalized-
recurrent Einstein tensor.

Theorem 12: Generalized-recurrent WS-manifold is generalized conformal-recurrent
WS-manifold.

Theorem 13: If the vector S, is gradient in the generalized-recurrent WS-manifold,
then the manifold is generalized projective-recurrent.

Theorem 14: The WS-group manifold is generalized conformal-recurrent if and only
if it is generalized projective-recurrent.

Theorem 15: Recurrent WS-manifold where the tensor §, is recurrent with respect

to the semi-symmetric connection is generalized-recurrent W-manifold.

Theorem 16: Conformal-recurrent WS-manifold is generalized-recurrent W-manifold
and conformal-recurrent W-manifold is generalized-recurrent WS-manifold.
Theorem 17: Projective-recurrent WS-manifold where the tensors S, and K are

recurrent with respect to the semi-symmetric connection is generalized projective-
recurrent W-manifold.
Theorem 18: WS-manifold with recurrent Einstein tensor where the tensor S,.]. is

recurrent with respect to the semi-symmetric connection is W-manifold with
generalized recurrent Einstein tensor.
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1.GIRIS

Simetrik (burulmasiz) bir konneksiyona ve konform bir &; metrik tensoriine sahip

n -boyutlu bir manifoldda metrik tensor ile konneksiyon arasinda

V.8, -2g,T, =0 (1.1

uygunluk kosulu mevcut ise, manifolda Weyl manifoldu denir ve W, (g;.1,)

seklinde gosterilir. Burada, 7, kovaryant bir vektor olup, Weyl manifoldunun

komplemanter vektorii adim alir.

A, skaler bir fonksiyon olmak iizere, &, metrik tensériiniin
g, =Xg, (12)
seklindeki doniisimi altinda 7} komplemanter vektorii
T, =T, +0,(InA) (1.3)

kuralina uygun olarak doniigir,[1].

(8, - T,) tensor ciftine (1.2) ve (1.3) bagintilart yardimiyla, yeni bir ( gy ,Tk)

tensor ¢ifti karsilik getiren dontigime gauge dontigimii denir.

Simetrik konneksiyonun katsayilari, (1.1) yardimu ile,
r;lt={iik}_gim(gnu'Tk+gkaj—gjkTm) (1.4)

seklinde bulunur. Buna gore, (1.1) bagintisini saglayan 7}( kovaryant vektori ve §;

metrik tensoru varsa, (1.4) bagintist simetrik bir konneksiyon tanimlar.
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Bir A4 biyiklugi, metrik tensoriin g, = A*g, seklindeki déniigimii altinda
A=274 (1.5)

seklinde degisiyorsa, 4 biyiklugiine g, tensoriinin {p} agirlikli uydusu denir. Bu

uydunun genellestirilmis tiirevi ve genellestirilmis kovaryant tiirevi, sirasiyla, 0, A

ve Vi 4 ile gosterilir ve agagidaki sekilde tanumlanir,[2]:

0 A=0,4~pT, A 1.6),

Ve A=V, A- pT, A (1.6),

Genellestirilmig tiirev ve genellestirilmis kovaryant tirev uydularin agirhiklarini

korur ve adi tirevdeki ¢arpim kurah gegerlidir.

Weyl manifolduna ait egrilik tensori, Ricci tensoru ve skaler egrilik, sirastyla,

R;'I(/ = 6A-r;1 "alrjik +r;;kr;; _Flilrj}"k 1.7y,
R, =R;, @7,
R= R,.jg'j (1.7),

seklinde tammlanmigstir ve egrilik tensoru agagidaki ozelliklere sahiptir,[1]:

(i). R,y +Rpy =0 (1.8),
(ii). Ry + Rimg = 28, (0,7, =0 ,T,) = 8.,V T, (1.8),
(iii). Ry = 2Ry (1.8),

(Burada, Ry, R, Ricci tensorinin k ve j indislerine gore antisimetrik kismin

gosterir.)
(iv). Rj + R}, + Ry =0 (1.8),
(). V,R, +V,R; +V Ry =0 (1.8),
(vi). Ry =nV T, (1.8)



(Burada, V;T;, V.T, kovaryant tirevinin i ve j indislerine gore antisimetrik kismini

gosterir.)

Weyl manifolduna konform doénisim uygulandiginda, P =T -T " ve

1 ¥ 7

P, =V,P-PP += g,j g" PP, olmak iizere, egrilik tensdriiniin bu dénisim altinda

R,; =Ry +28/V,Py+6.P, -8 P, +8,8" P, ~2,8"P, (1.9)

jtik

.t

seklinde degistigi ve konform egrilik tensoriniin

(jmijk ij(ik) ﬂgmkR(g) ~gi}'R(mk) +gikR(mj)}+

= Rmijk "’;;gmiR[kj] +;‘I‘:"2‘

R

m 7 it (1.10)

1
{gm] R {ik] ~ & R[y glj R[mk] + gllc [mf] }

oldugu gorilmustiir,[3]. Burada, G, =8,,8; —&..&; scklinde tammlanan bir

tensordiir. Konform egrilik tensorii agagidaki ozelliklere sahiptir:

(D). Coe +C oy =0 | (1.11),
(i). Cp =0 (1.11),
(ii)). C,=0 (1.11),
(iv). Cpp +Cp +Cpy =0 .1y,

Weyl manifolduna projektif déniigim uygulandiginda ise, projektif egrilik tensorii

h

s, I
W =Ry +——(R, -Rk,)+m{5;(Rk,. +nR,)-6!R, +nR, )] (1.12)

ik =

seklinde elde edilmektedir,[4] ve asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(). Wy +W 5 =0 (1.13),
(i). Wy, =0 (1.13),
(). Wy, =W, =0 (1.13),
(iv). Wy + W +W, =0 (1.13),



2.SEMI-SIMETRIK KONNEKSIYONLU WEYL MANIFOLDLARI

1924 yilinda, Friedmann ve Schouten [5] diferansiyellenebilir manifold iizerinde
semi-simetrik lineer konneksiyonu tanimlamistir. 1932’de Hayden [6] Riemann
manifoldunda burulmali metrik konneksiyon tamimini yapmigtir. Bu tanim, K.Yano
[7], T.Imai [8,9], Z Nakao [10], K. Amur ve S.S.Pujar[11] tarafindan gelistirilmistir.
1990 yilinda, U.C.De [12] , birekiirant Riemann manifoldu tizerinde semi-simetrik
metrik konneksiyonu incelemistir. 1992’de ise, N.S.Agashe ve M.R.Chafle [13]
Riemann manifoldu iizerinde metrik olmayan semi-simetrik konneksiyonu, U.C.De
ve N.Guha [14] psodo-simetrik manifold lzerinde semi-simetrik konneksiyonu

incelemistir.

Weyl manifoldu tizerinde genellestirilmis bir konneksiyon
Lijk = r,i'/.-"'a]kh ghi ve d.,= & Q;ch'*'g/k Qljh +& Qljlc

seklinde tammlanmugtir,[15]. Burada Q',; Q',= &} a,-8, a, olarak secildiginde;

Weyl manifoldu tizerinde semi-simetrik konneksiyon tanimlanmis olur. Daha agik

bir ifade ile semi-simetrik konneksiyonu asagidaki formda tanimlayabiliriz:
Ly=T,+6,85,-g, 8§ 2.1)

Burada, T}, = 6, 8,68, ( §;=-2a, ) tensori, semi-simetrik konneksiyona ait

burulma tensérudiir. Bu konneksiyonla tanimlanmig Weyl manifoldunu WS ile,

simetrik konneksiyonla tanimlanmis Weyl manifoldunu ise W ile gosterecegiz.

Semi-simetrik konneksiyonu; W-manifoldunun tanimindaki simetrik konneksiyon
yardimi ile ifade ettigimiz i¢in, WS-manifoldunun egrilik tensériini de W-

manifoldunun egrilik tensérii yardimu ile ifade edecegiz.

Lemma 2.1: WS-manifoldunun uygunluk kosulu V,g.- 2T,g,= 0

seklindedir Burada V operatorii semi-simetrik konneksiyona gore kovaryant tiirevi

gostermektedir.



Ispat: Kovaryant tirevin tammindanV,g,, V,g,= 0,8,— g, Li—8xL}

seklindedir. (2.1) yardimiyla,

ngij: akgij—glgj(ri:+5: S~ &u Sh)"‘gih(r,};e'*'a: Sj_gjk Sh)
:akgij_gly' Fi:—glq' Si+gik Sj"gih F;Z: —&i Sj+gjk Si

—V—kgij zakgij"ghj ri:_gih r}l’(zvk &

esitligi elde edilir.Burada V operatori simetrik konneksiyona gore kovaryant tiirevi

gostermektedir. W-manifoldunda uygunluk kosulunun V, g, =27, g, oldugu
hatirlanirsa, V, g, 2T, g, =0 sonucu elde edilir.
Teorem 2.1: WS-manifoldunun egrilik tensorii

oh \ r r

RU'k“R:k+5h‘ 5)Sutg; g" Si—8: 8" Sy (2.2)

seklindedir. Burada §,=V, §,-§ S, +% g, 8,8 dir.

Ispat: R),=0, Vs, ), Lg,+ LZ. L-L L, ifadesinde (2.1) kullanilir ve
R;=0, I-0, Fh Fh r:-r I esitligi gozoniine alinirsa,

RY=RM+6!(0,8)(0, 8,)8" S,-£4(8, 8")S, -2, 8" (8, 8,)-5] (8, S)+
(0, 808" S, +84(0, 8", +8,87(8, 5,11, 6;§-T; g, S°+
5" S Tp+5"8,6,85-6]5,8:5 -85 T3=8y8" 6,58y 85"
To: S+ T g, S°-6! S, T;-8' S, S+60 &S, 8" +8u T, 8" +8, 58"~

&S S

ifadesi elde edilmis olur.Bu ifadede gecen 0, g, ve 0, g" kismi tiirevleri igin,

Lemma 2.1 yardimiile 0, g,=27,g, +8,T; +g,T; ve

0,8"%=-2T,g*-g"T;-g"T, esitlikleri, yukaridaki ifadede yerine konulursa,



Ry=R;+6.(2,8)2T,g,8"S.~g,.;8"S,-g.Log"S,+2T,2,8" S, +

ik ik

g.8"TIS +g, 8" TS, -8, 8"(2,8,)-6"(0, 5)*2T,g,8" S, +2,8"T,S,

gt

g Thg"S 22,T,8"S,~8,8" ThS,~8,8" T3S, +8; 8" (0, 8, T 8-

/ vy v $ v . s 5 : r QO
Fvl gik LS +5Jh ‘Ss rl}c+5;' ‘Sk S'i_a‘;' gik bs S _ng ‘Sh ri;r—gkj gh 'Sr ‘Sf+

¢ \ 1 v s / \ 1 ' v s 5
g, 8”8, S-S+ ag, S~ S, T;-61 S, S+6{ &5, 5 +8, [} $"+

gjk gh" ASV'_ ‘S'l—gl gh" ‘SYI. ‘S‘k

esitligi bulunur. Birbirini yokeden terimler gikarildiktan sonra, asagidaki ifade elde

edilir:
ijk

2,87 (0,8, =S T = 8,.8,) - 8" (0,8, -8, T;=-55))
Sonug olarak, S, =V, §,-5 9, +2 g, 8,8 kisaltmast yapilarak,

Riu=R\+5! S,~6" S, +8, 8" Su—8: 8" S, bulunur.

R, =& Ry oldugundan

miijk
R = Ry * & Sy~ 8oy S T84 St = &t Sy
seklindedir. Ricci egrilik tensoriniin tanimindan faydalanarak
R,=R, +(n-2) $;+S g,
elde edilir. Burada $= g™ §,, olarak tammlanmigtir. Skaler egrilik ise

R =R +2(n-1) §

esitligi ile verilmektedir.

1_3,-]- Ricci  tensori R =R +R[,j] seklinde ifade edilir. Burada 17(,-1-) ve

sirastyla, R;; tensoriniin simetrik ve anti-simetrik kisimlarim gostermektedir.

Ri=R.+6.(8,8,-5,T;-8,8+g,8,5)-6/(3, §-S, T;=8, Si+g,S, s+

(2.3)

(2.4)

(2.5)

il



R—(u):%(k—,ﬁ'ﬁﬁ) ve ICQ_[U]:%(I—?_,,—Eji) oldugundan,

R, =R, +(n-2)[ V

if) U) (J i)

\ v l u TS \
- 8,8,+-8,5.5" 1+S g, (2.6)

ve

Ryy= Ry +0n=2) V.5 2.7

dir. Yukandaki esitliklerde, V.S, ve V;.S,, sirasiyla, V .S, kovaryant tiirevinin j ve
(47} [l ] jti

i indislerine gore simetrik ve antisimetrik kisimlarini gostermektedir.

Teorem 2.2: WS-manifoldunun egrilik tensérii asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) mijk lellj
“) Rmul( Rimjk :2 gmi ( T]A . Tk.j )
i) Ry, = R =2 Ry

)R+ R+ Ry = 28] VS )+87 ViSe+ 8k ViiSip)
Ispat:
i) Emijk =R, T Emk Sii=8&mj Skt &ij Sk —E&ik Sy

ve

Rmﬂg’ =R, T &y Sik=&mk Siit &k Smj—&ij Smk

esitlikleri taraf tarafa toplanir ve simetrik konneksiyona ait egrilik tensoriiniin benzer

ozelligi hatirlanirsa, R, + R, =0 elde edilir.

“) Rmt/l\ R"'il"" *+ &k S i~ gnq/' S ik + gy N mk~ 8 ik S nij
ve

jz—iny‘k:Riny'k‘I-g;k ‘S gr Sm gm] S = & ‘S



esitlikleri Gizerinde yukaridaki islem uygulanirsa,
Emijl{ +Eimﬂr =2 gmi(Tj.k - Tk.j)
bulunur.

iii) RU" = U" +6h LS!-/»—(?}' Skt 8&j g" S, -gu g S,; ifadesinde h ve i indisleri

uzerinde daraltma yapilirsa, 1_2,}k = R,’jk =2 Ry;] sonucuna ulagilir.

} h hr
iv) Rk =Riy+6¢ $;=8] Sy+g; & Syu—gu & S,
\ I \ I I) Y
Rﬂu jlu+5 Sk=0k S;iteu 8" S,i—-8;i &" Su

—’ l ’ \ l ud ’ hr
Rk:'jz Rk'ij+5jl Sp=0;' Sit&u & " S,i—8, & Sy
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

Ri+Ri+Rl =(R +R +R;,

Jki Jki kif

Y6/ (S, =Sy )8 (S =Sk )H6.(S,-8,)  (2.8)
elde edilir. R,j,‘ R e +Rk,j =0 oldugu W-manifoldlarindan biliniyor. Diger taraftan,
oV S-S S tLg 5 S ve §,=V,5-8 S+tq 5. 8°

ASU"'V] 1"'ASIASJ+'£gU ASSL ve V= Vi ]— Jvi Egﬂ ASS

oldugundan,

S~

esitligi (2.8)de yerine yazilirsa,

d oh h h )
R,;A +Rjk,+R,:,.j=2(5,-' VS 1+65 VIS +ox V[;Sip)

elde edilir.

Sonug¢ 2.1: WS-manifoldunda §; vektoru gradient ise, Ryk +R* i +Rk,1 = 0 dzdesligi

saglanir.

Teorem 2.3: WS ve W-manifoldlart ayn1 egrilik tensériine sahip iseler, §; vektori

gradienttir.
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ispat: R, =R, oldufunu varsayalim. Bu durumda, (2.3)den

o S, =8y Su+ 8y S~ & Sy =0 (2.10)

mk

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi g™ kargit tensori ile garpilir, m ve k indisleri

lizerinden toplam alinirsa,
(n-2) § +S g; =0 (2.11)

bulunur. (2.11) esitliginden,
2(n-1) §=0 (2.12)
elde edilir. (2.12), (2.11)de yerine konulursa,

AS'U =O

bulunur. Bu da, S, vektoriiniin gradient olmas1 demektir.

Lemma 2.2: WS-manifoldunda S, vektoriiniin gradient olmasi igin gerek ve yeter
sart: S tensoriniin simetrik olmasidir.

Tamum 2.1: WS-manifoldu iizerinde R;=0 sarti saglaniyorsa, semi-simetrik

konneksiyona lokal-diz konneksiyon adi verilir.

Tamm 2.2: R’

4 =0 sartini saglayan WS-manifolduna lokal-diiz WS-manifoldu adi

verilir.

Teorem 2.4: WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon lokal-duz ise, 7}

vektori gradienttir.

Ispat: Tanim 2.1 ve (2.3)den,

Rmx_';k =& nij Sik ~ & S,«j + i ‘?mj —& ij Sml( (2 13 )

elde edilir. (2.13) bagintis1 g™ ile carpilir ve (1.8), ile (1.8), bagntilari gézéniine

alinirsa,

n(T,,~T,.,)=n(V,T, =V T,)=0



sonucu elde edilir. Bu da 7}, nin gradient olmasi demektir. Yani WS-manifoldu semi-
simetrik konneksiyonlu Riemann manifoldudur,[16).
Tanim 2.3: WS-manifoldu iizerinde, Fef,’-k =0 ve §, =0 sartlan saglanirsa, bu

manifolda WS-grup manifoldu ad1 verilir [17].

Lemma 2.3: WS-grup manifoldunda, S, vektorii gradienttir.
Teorem 2.5: WS-grup manifoldu lokal-dizdiir.
Ispat: Tamm 2.3 deki 73_3-/( =0, S, =0 sartlann (2.2) den R;‘,( =0 esitligini

gerektirmektedir. Bu ise, Tanim 2.2 ye gore, manifoldun lokal-diiz olmas: demektir.
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3.SEMIi-SIMETRIK KONNEKSIiYONLU WEYL MANIFOLDLARINDA
DONUSUMLER

3.1.KONFORM DONUSUMLER

WS-manifoldunun WS*-manifolduna konform bir donisimi o  olsun. Bu

bolimde, o :WS —WS" donisimi altinda, WS ve WS*-manifoldlarina ait L', ve

»*

L"j,(' konneksiyon katsayilan ile E;,, ve EZ/( egrilik tensorleri arasindaki bagintiy:
inceleyecegiz.

Teorem 3.1.1: WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon
o :WS — WS" donisimi altinda , L', =L, +6/P, +8,(P,-0,)~g,(P' - Q")

seklinde degismektedir. Burada P, =T, - T;"ve Q, =§, - §," dir.

Ispat: Bilindigi gibi, WS ve WS*- manifoldlarinin karsi gelen noktalarinda g = g¥”

ve g, =g, vaplabilir,[1]. WS*-manifoldunun konneksiyon katsayilari, (2.1)
yardimiyla, L'," =T%" +6,S" - g,"S" seklinde elde edilir. Bu eitlikte, simetrik

konneksiyon igin I" ]".k‘ {3, p.p.5}ve §; " tanimlan kullamldiginda,
Liik* = (r;k +6;Pk +5’:Pj ’gjkPi) +5,:(S] "'Qj)_gjk (Si _Qi)
bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilacak olursa,

Lijk* :(r;k +5;Sj 'gjk Si)+5;Pk +5I:(Pj —Qj)—gjk(Pi ‘Qi)

LijktzLijk+§;ij+51:(Pj'"Qj)_gjk(Pi"Qi) (3.1.1)

elde edilir.
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Teorem 3.1.2: & -konform déniigiimii altinda, WS-manifolduna ait egrilik tensorii

RUA —ng +2(5 (V[j ]+P[j ,.])+5W 5I'VV,‘, +8,;8 hlVVIk g,kgth,j+

2g%P.Q, o,j,,

iYjo

seklinde ~degisir. Burada, P, =V P —Pin+~§-gijg”PkP,, P,=P,-Ps,

. 1 : .
Qx] = VjQi +Qin —Egijg“Qle’ Q'l :Q‘J —Qi‘svj OImak uzere

W,=P,~0, +2P,0, ve G, =6]g, -5/g, dir.

itk

Ispat: (17), den,

h"* " h* PRI htrl*
Ry =oLh -4t +1)'L, - 14

dir.(3.1.1) ve (1.7), den,

Ric =Ry +61(0,P)+81@ P, -0,) (3,8, XP" —0")~g, (8, (P" -0"}) -
5HOP) - 61 (G AP, ~O N +(58, ) P" - 0" +8,(G(P" - Q"D+ LiP, +
L" (P, -0)- L, 18u& (P -0, )+Lf},P +5"PP +é"'P P, -0,)-
8+&"P,(P.—0,)+ 6] (P -Q)L; +6/(P,—Q)F, +
5/ (P ~O)F =0)~ 8/ (P -0 )P, ~0.)8.:8"~
g,8"(P.- Q)L -8,8" (P, —0Q,)P, -8,8" (P, - Q. 0P, - Q)+
48" (P, — 0, XP,~0,)- LLP,~ L', (P, - Q)+ Lhg,8" (P, - 0,)- L' P,
' PP ~8!P, (P, - Q)+ g,8" (P, - 0,)- 8/ (P, - Q)L -

SL(P, Q)P 81 (P, QX - Q)+ 8! (B - O )P, - 0,)g,8" +
gu8™ (P, 0L +8u8" (P, Q)P +8,8" (P, - O, XP. - Q) -
g,8" (P, -0.)h -0 (3.1.2)

bulunur.
Ry = Ry +{P'li terimler}+{Q'lu  terimler}+{P’li ve Q'lu terimler} ifadesini

kullanabiliriz. $imdi burada ad1 gegen terimleri sirasiyla elde edecegiz. Kisaltma olmast
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bakimindan, P’li terimleri Ry (P) , Q'lu terimleri R (Q), P’li ve Q'lu terimleri

Ry (P - Q) olarak ifade edelim.

Lemma 2.1 ve P" = g P, yardimyyla, R (P) igin,

—h -

Ri (P)=8'(0,R)+5;(0,P)-20,8,8"P+0g,8"P-g,8"LLP-g,g"IP +g,g'LP +
g.8"L,P,~g,8"(0,P,)-6],P)-6(0,P)+2T,g,8"P, +
g,8"LyP, +g,8"L,P, -2T,g,8"P,-g,8" L, P, -g,8" L', P, +

£,8" O P)+LIP, + L,

¥ 9

P ~g,8"L'P, +L',P, +5"P,P, +5!P,P,
848" PP, +6/PLy +6/PP, + 8PP ~5/g,8"PP,-g,8"L,P, -
§;PF, -5/g,8"PP, ~g,8"L,P, ~g,8" PP, - g,8"P,P, +
g+8"PP, — I'P,~L',P, +g,g"L\P, ~'P, ~5]P,P, -5"P,P, +
g;8" PP —~8/FL; - 85!PP,~6;P,P,+6;g,8" PP, +g,g"L,P, +

gikgthvIJj +gkjgm1)iPs i gtjghstPs

elde edilir. Gerekli sadelegtirmeler yapildiktan sonra,

P, =0,P-PL, -PP, +-;-g,,.g"’PkP, (3.1.3)
ve
P,=P,-FS, (3.14)

tammlamalan yapilarak,

R (P)=28"(V, By + B S))+ &P, ~8P, +2,8"P, - 2,8"P (3.1.5)

[ 4l Jk] =y

elde edilir.

Simdi R}, (Q) yu olusturalim:

yﬂxsthEﬁM KURULY
’ T:égﬁm ASYOM meRxer!



Rix (0)=~07(0,0)+ 20,8,8"0, + 8x8" 1,0, + 2,8" L0, ~ 2T 8,8"0, - g4g" L0, ~
g48" L0, + 8,8"(0,0)+67(3,0,)-2T, 2,80, -g,8" 1,0, -
£:8" Ly 0, + 28,80 +8,£"' 1,0, +8,8"1.0, - 8,8"0,0) - L:0 + 2.8 L0, -
8/ L, 0 +6/0,0, -6/2,8°00, +8,8"LL,0, -8,8"0.0, +£,8"0,0, +
L0 - g, 8" L0, +6,L,0,-5}0,0, +6!'g,8" 0.0, -2,8"L;0, +

£,8"0.0. -8,8"0.0,
esitliginde gerekli diizenlemeler ve sadelestirmeler yapilir ve
1 y
Qij =(?jQi "Q/L;"*'Qin —Egijg“Qle (3.1.6)

ifadesi kullanilarak,

0,=0,-05, (3.1.7)
denirse,
R (Q)=-80 +80, +2.8"0,-2,"0, (3.18)

elde edilir.

Simdi de son olarak, R, (P - Q) yu elde edelim:

E:}k‘(i’ ~0)=-6;(PO)+8,8"PQ, -6, (RO) -5/ (RQ) - 5" (PO, + 57848 PQ, +
5;8.8" PO, +8£,8" PO, + 2,8"PQ, + 2,8" PO, - 2,8"P0, -
248"PQ,+87(PY)-g,8"P.O, + 8, (PO)+5;(PQ)+ 5/ (PQ,)-
5/8,8"PQ. - 5/2,8"PO, - £,8" PO, - 2,8"PQ, - 2 ,8" PO, + 8,8" PO, +
g,8"P.0,

R (P~0)==3!(-P0,~ PO, + 8,8"BO, + 2,8"PQ) + 61(-P0.~ PO, + 8,8"P, + 55" EQ)+

gikghl("Psz _PjQ1)+gijgh’(Ple +P0,)
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Bulunan son esitlikte, simetrik fark yardimiyla terimler diizenlenir ve

G,,",, =J "g,,, -8 g, oldugu hatirlanirsa,

——h »
Ru (P~Q)=28,R,0, -28'RQ, - 28,8"P 0, +28,8"F,0, + 28"POG, (3.1.9)
elde edilir.

W,=P,-Q +2P,0, (3.1.10)

L —Y —_—if

kisaltmasi yapilarak, nihayet, (3.1.5), (3.1.8) ve (3.1.9) dan, (3.1.2) denklemi
E;k' = Ezk + 2é;h(V[,Pk] + P[jSk])+ &'"{/ - é_‘/hn{k + g.,g“% _gikg’d"/;j + zgﬂRthG;k (3.1.11)

seklinde elde edilir.

Teorem 3.1.2 de verilen (3.1.11) esitligi yardimiyla asagidaki bagintilar elde edilir;

Ruie =Roipe + 28, (V1 Py + B,Se) + 2, — 8, Wi + 8~ 8,y + 28" POG,, (3.1.12)
R, _R,+2(v P+ B S)+(n=2)W,+g W -2n-1g,g"PQ, (3.1.13)

R =R +2n-1)W-ng"PQ) (3.1.14)

Simdi o -konform doniisiimi altinda invaryant kalan konform egrilik tensori elde
edilecektir.

Teorem 3.1.3: WS-manifoldunda konform egrilik tensorii

— —n 2 1 — — = =
Cie = Ry —;@th] +;:3(5,"Rﬂc ~6 Ry ~8,8™ Rt +8,8™ Ry )~

2 n m R
n(n—2) {5;1Rlik] —thR[,-j] —&;& hR[mk] +8x8& h%mj]}—mG:k

seklindedir.
ispat: (3.1.13) bagmtisindan W, ,

= R’ _ﬁy)_z(vlf})fl +5,8))-g,W+2(n-1)g,g"P.0,

¥ n-2
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seklinde elde edilir. Bu bagint, agagidaki (3.1.15) ile denktir:

n(R;" —TZU)—Zn(V[jP,.] +B,S,)-ng,W +2n(n-1g,g" P,0,

W, = =) (3.1.15)

(3.1.13) yardmu ile, R;" — R ;" fark1 olusturulursa,
Ry =R, =Ry =R,)+4(V Py +F S+ (n- )W, ~W,) (3.1.16)
elde edilir. (3.1.10), (3.1.4) ve (3.1.7) yardimiyla daha agik bir sekilde yazilirsa,

W,=P,-FS, -0, +0.S, +FQ, +P,0, 3.1.17)
bulunur. (3.1.3), (3.1.6) ve (3.1.10) ifadeleri (3.1.16) da yerine konulursa

Ry ~Ry" =(Ry —Ry)+ 2n(Vy B = B8 - Vi@ + QS -4-VG)+GS,) (.1.18)
bagintisi elde edilir ve bu bagint1 yardimuyla,

(Ry" = Ry)- 2n(V|, Py + B S = (R;* =R;) +2An-2(V,0,+0,S))  (3.119)
bulunur. (3.1.15) bagintisindan faydalanarak,

(n=D®R;" ~Ry)+Rsi" = Rii) + An— DVQ) +QiS;) —ng W + 2nin- Dg,g" PO,

= = (3.1.20)
elde edilir. g"W, =g"W,, =W oldugu gozonine alnir ve
- nR " -R )-n*W +2n°g" PQ,
nn-2)

bagintis1 diizenlenirse,

E* - k- ]

= +ng™ P, 3.1.21
2(n-1) g"he ( )

veya
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R -R
2(n-1)

ng"P.Q, =W - (3.1.22)

esitligi bulunur. Diger taraftan, (3.1.12) bagntist g""'. =g™ ile carpihp, m ve i
indisleri iizerinden toplam alinirsa,

R g™ =Rupg™ +2n(V, Py +P,8,) (3.1.23)
elde edilir. Bu baginti, (3.1.19) da yerine konulursa,

(Ry" ~Ry)~(Rs" ~Ri)~(Rugg™ ~Rug™)=2n-2)(V( O +Q,S,))  (3.1.24)
ve (3.1.22) ve (3.1.24), (3.1.20) de yerine konulursa,

Ry ~Ri)+Rossg™ ~Rugg™ ) +(n-2)g, W ~g,(R ~R)

g T (3.1.25)

elde edilir. (3.1.23) ve (3.1.25) bagintilar1 da (3.1.12) de kullanilirsa,

4

) {MRy —Ry)+(n-2)Wg,; —g,(R —R)~-

— = w — A
Rmijk = Rmijlu' +t—& i (RL\Y"‘gIS _Rlsfkgls ) +
n

(R g* ~Ring"))— —2" _(n(Ru - Ru)+(n-2)Wg, — g, (R ~R) -

nn-2)
(Riig"" ~Riuig" )+ —2L—(n(Ros — Re) +(n-2)Wg,,, — 8, (R ~F) -
n(n-2)
(ﬁl:kmgls' - Rlsknlgk - __.g..""_{n(ﬁ;j —Eny’) +{(n- Z)ngj _ gmj(ﬁ. —E) _
n(n-2)
— - —_— W Et _ﬁ
(Rimg" —Rimg" N+ 28 8 ~8m 8y~ } (3.1.26)
n  2n(n-1)

bagmtisi bulunur. Yukanidaki esitligin sag tarafinda yer alan Wg,, Wg,,, Wg .. Wg,,

ve —V—V—’li terimler diizenlendiginde birbirini yoketmektedir. Geriye kalan ifade ise,
n
tamamen yildizi ve yidizsiz terimler seklinde esitligin sol ve sag tarafinda yer

almaktadir. Boylece,
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2 — —
(-muk—-Rmvk_ gme[u]+ (gmj = gmkR'J gin"""*'gikR""')“

R
{&miBin) — 8mieRs) — & R + 8 R }—me,k (3.1.27)

2
nn-2)

olmak iizere, E:mﬂ: =C mi esitligi elde edilir. Konform déniisim altinda invaryant
kalan (3.1.27) ifadesine WS-manifoldunun konform egrilik tensérti ad: verilir.
Teorem 3.1.4: WS-manifolduna ait konform egrilik tensérii agagidaki ozelliklere
sahiptir:

()  Cop+Comiy =0

(i  Comg+Cims =0

—h =h

(iii)y Cm=Cm=0

() Cuy +Ci+Cry =0

ispat:

() (3.1.27) yardimi ile, Rmix+Rmis = O Ve Gmp +Gmiy = 0 esitlikleri gézoniine
alinirsa, kolayca C mie +C miy = 0 bulunur.

(i)  Rup+Rim =2¢,,(T,,-T,,) ve G,,+G,, =0oldugundan, (3.127)
yardimiyla, Comip +Cimp = 2g,. (T, -T, J.)—i 8. Ry;) elde edilir. Bu ifadede
n

Ry =nV . T;1,[1], oldugu kullanilirsa,

E'm’ﬂc +Eimﬂ'c =28, (T, -T.;) —4g,,,,-V[,,Tj]
Comge+Cime =28, (T, =T, )28 (T4 =Ty )

Emijk +—éiny‘k =0

bulunur.

(i) Cp = Ri —-—5 R[,q]+ (5 Ri -8Ry - ~8,8™" Rt + 8, 8™ Ruy) -

—{J R{zk] A il -£,8" R[mk] 88" R{m]]}— (3.1.28)

R "
n(n 2) n-Hn-2) *
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esitliginde h ve i indisleri tizerinden daraltma yapilirsa,

—h —h - R
C nie = R —2R[jk] —mG;}k

elde edilir. Ry = 2R[y] ve Gy =0 oldugundan, E,’;,, =0 bulunur.

) Cu=

w -8Ry — -g,8™ Rmk+gkg""'Rm,)—

— g
(n-D)(n-2)

n(n 2) {5 R[xk] 5 R[y] gyg R[mk] +gxkg R{m‘]]}-

~—h ~h

C]In —Rﬂn’ ""—‘6 R[,k]"f‘ (5 R]x —5 Rjk_gjkg’nthm +gjl MhRmIc)'_

Lg’;d
(n-Dn-2) *

2 m m
nn—2) {6:R[ji] - 5ihR[jIc] 124 hR[mi] +8;:8 hR{mk]} -

Ciy = 'iéh,—-a R[J,]+ (5 Ri -8R ~8,8™ R +8,8™ Rui) -

R "

———{8/ Ry}~ Ry =818 Ry +£s8" Rim} — —T)(n_—z—)-G"i"

n(n 2)

bagintilan taraf tarafa toplanarak, WS ve W-manifoldlarina ait egrilik tensorlerinin
ozellikleri gozoninde bulundurulursa, Cye +C s +Cly = 0 elde edilir,
Teorem 3.1.5: W ve WS-manifoldlanina ait konform egrilik tensérleri aynidir.

Ispat: W ve WS-manifoldlarina ait konform egrilik tensorleri, sirasi ile, C mie V€ C min

- = = 2 | S .
dir. Ry =R + Ry ve = ~— esitlikleri (3.1.27) bagintisinda yerine
n(n-2) n-2 n
konulursa,
2 . —_
C i = R —*gm,R[,,,] M {gm, ~ & Riy) — &, Rime) + 84 Rim) } +

1 — — —_ —_
;—_—-2~{gm,~ Ri] = & i Rls] — & Rimt] + &4 R{m]} +

R

('— - _—) {gny [1k] gmk R[y] gl] R[mk] glk [m]]} m Gmijk
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elde edilir. Bu egitlikte, Rmyu ve Ry tensorlerinin ifadeleri yerine konur ve gerekli

islemler yapilirsa,

1
C mi =Cmiﬂc + 8 Sy ~ &miSic T &S me ~ &Sy +gny'{v(kSi) -S5,8, +_2—gikg:ISsSI}_
l Si 1 i
gmk{v(jSi) —SiSj +Egijg ISsSl}_gij{V(kSm) -S,5, +Egmkg lSsS1}+

1 . 1
gik{v(jSm) _SmSj +Egmjg IS;SI}"'n—_“E (gnq’gik ~ 88 —8ii & mi +gmjgik)S“

2
n-2

SGmijk +gmjV[kSi] —gmkv[jSi] "gijv[kSm] +gikv[jSm]

bulunur, VS, =Vi8)+ VS oldugu gozoniine aliir ve
S, =V,S, -85S, +%g,.,, g”S.S, tammindan faydalamhirsa , sonu¢ olarak

Cmip=C e €sitligi elde edilir, yani W ve WS-manifoldlan aym konform egrilik
tensoriine sahiptir.

Tammm 3.1.1: WS-manifolduna, uzerinde simetrik konneksiyona gére tanimlanan
konform egrilik tenséri igin C,.f,, =0 sart1 saglamyorsa, konform-diiz WS-manifoldu
adt verilir.

Tanmmm 3.1.2: WS-manifoldu uzerinde konform egrilik tensoérii 5:;, =0 ise, semi-
simetrik konneksiyona konform-diiz ad verilir.

Sonu¢ 3.1.1: WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyonun  konform-diiz
olabilmesi igin gerek ve yeter sart:manifoldun konform-diiz WS-manifoldu olmasidir.

Teorem 3.1.6: WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon lokal-diiz ise, manifold

nt R, + R
n=-2""7" 2(n-1)}(n-2)

konform-diizdir ve S; = g, bagmtis: saglanmaktadir [18].

Ispat: WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon lokal-diiz ise, R =0 ve
dolayisiyla R, =0 ve R=0 dir. Bu esitlikler WS-manifoldunun konform egrilik
tensoriiniin ifadesinde yerine konulursa, C.;=0 ve Teorem 3.1.5 e gore C e =0

elde edilir, yani WS-manifoldu konform-diizdiir.
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Diger taraftan, R; = R, +(n-2)S, +Sg, ve R=R+ 2(n-1)§ bagintilarinda E,j =0

ifadesi

ve R=0 esitlikleri kullamdiginda, ikinci esitlikten elde edilen S = 2(n-1)
n_

birinci egitlikten elde edilen §; = _12 R, - S2 g, ifadesinde yerine konulursa,
n- n-

istenen sonug elde edilir.

Sonug 3.1.2: WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon lokal-diiz ve S, vektorii

gradient ise, WS-manifoldu Riemannien manifolduna indirgenmis olur.

Teorem 3.1.7: WS-grup manifoldu konform-diizdiir.

Ispat: Tamim 2.3 iin gerektirdigi E:k =0 ve §;=0 sartlar, Teorem 2.1 de yerine
konulursa, R,;',, =0 esitligi elde edilir. Bu egsitlik ise, (1.10) bagintist yardimiyla, W-
manifolduna ait konform egrilik tensoriinin ifadesinde yerine konulursa, C,.j?,, =0

bulunur. Buda WS-grup manifoldunun konform-diiz olmas: demektir.
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3.2.PROJEKTIF DONUSUMLER

Simetrik ve anti-simetrik kisimlara sahip genellestirilmis bir konneksiyon
L;,, =Fijk +.Q;k seklinde ifade edildiginde, bu konneksiyona gore tammlanan
egrilik tensori de L', = B}, + ), olarak yazilir. Burada, B’,: konneksiyonun
simetrik kism F . ya bagli terimleri, QJ,‘, konneksiyonun antisimetrik kism: Q’, ya

bagli terimleri géstermektedir. Bu durumda projektif egrilik tensori,[4],

; L
Wi =B + ’(Bk, ~By)t—— {53 5B}+

— {6 B, ~6/B,}(3.2.1)

seklinde tanimlanmigtir.

Biz, burada, WS-manifolduna ait projektif egrilik tensoriini elde ederek, bu tensorle
ilgili baz1 teoremler verecegiz.

Teorem 3.2.1: WS-manifoldunda, projektif egrilik tensori

. —, d A 1 X
Wj;d '—'R;’u +-nj{(R“ -—R,k)-%-2(n—l)V[,‘S,]}+n2 " (6, {nR, +R, +2(n—l)V[,Sj]}—

5/{nR, + Ry +2(n-DV.S,;1}) (3.22)
seklindedir.
Ispat: Semi-simetrik konneksiyon L, =T, +6,5, -85 seklinde
tamimlandigina gore,

=i i 1 i i vi i 1 i i
T =Th+5 (618, +5/5,)- 848" ve Q) =2 (518, ~5/8,) dr.

B}, ; egrilik tensoriiniin, konneksiyonun simetrik kismindan gelen terimlerini
gosterdigine gore Bl = 8,T;-0,T,+T, T;-T, T, seklinde ifade edilir. (1.7), ve

Lemma 2.1den
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i _ pi 1 i i l i i i 1 i sr
Bjkl_R]kI+551Sjk+ 5jV[kSI] - 55/(Sjl+gjkg hShz—gﬂghShk“E 188 S, S+

1 i sr 1 i 51 l iQ 1 i 5 1 i

E5kgﬂg SsSr+_4—61gjkg thSh+Z§l‘Sij_Zakgﬂg thSh—Zé‘kSISj-*-
| | G 1, |

{Easzk_551S,k+’2‘5ksﬂ_55ksﬂ}

bulunur. Burada,
R = R;'kl +5IiSjk—5;SjI+gjkgihShl "gﬂgihShk
oldugu hatirlanirsa
Bi __—R-i i v 1 i sh v 1 i sh 1 iQ l i
w=Rm+ 6 VS8, +Z5kgj,g Sx.S,,—-Z5,gjkg SSS,,+Zé', LS,,S],—Z5,,LS,SI+
1 i 1 i
—2—5ij,—55, S 4 (3.2.3)
elde edilir. (3.2.3) denkleminde,

- 1 1 1
Agjk =E(1Sjk ““Z—SJSk +"2"gjkg SSS’.)

kisaltmasi kullanilarak,
BYy=Ru+ &8V, S;+65:-5!5x (3.2:4)

elde edilir. Diger taraftan, (3.2.4) denkleminde i ve / indisleri tizerinden daraltma

yapilirsa,

B, =Ru+V S -(n-DS

bulunur. Gerekli iglemler yapildiktan sonra,
B, —B, = (Rx —Ry)-(n=-3)V} S

elde edilir. Bulunan B;k, ve B, tensorleri ile B, — B, fark, (3.2.1)de yerlerine

yazilirsa,

M KURULU
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i

d;
,kz ~(R ,+§ V[kS]+5,,b,1 5 S_;k)+—{(Rkl le) (n—3)V[,Sk]}+

- 1 (6:{n[Ra + V48, =08 4 ]+ [Ry + V8, - n-1)5, ]}-

n

5i{n|R, +V4S ;- -3, |+ [R, +V,,8, - »-D5, ]})
bulunur. Bu egsitlik Gzerinde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

s
Wi = Ryt —L{(Ru = Ru) +20n =)V, S} +
1 = = -
—— (8{ (R +Ry +201-1)V},8 1} = 8] (R +Ry +2n =)V S 1})

sonucu elde edilir.
Teorem  3.2.2: W ve WS-manifoldlarina ait projektif egrilik tensorleri

arasinda, K ; =nS; +8; +(n+1)Sg, olmak tzere, asagidaki bagint1 mevcuttur:

i

i 2 1 i i ir ir
Wi =Wy + 29,8, +—— (6K, ~6K,)+8,48"S,-2,8" S, (29
Ispat: (2.2) ve (2.4) ile verilen R, ve R, tensorlerinin tammlari (3.2.2) de

kullanilirsa,

Wlﬂrl =( R;m +5;Sjk-5;Sjl+gjkgihShl_gjlgihshk )+

o
;;ﬁ (ZR[“] + 2(" - Z)V [ Sk] + 2(71 - I)V[kS,] )+

2 +(1=2)S, +5g,)+(R, +(n—2)S, +5g,)+2n-1DV};S ) }-

5/ {n(R, +(n-2)S, +88,)+ (R, +(n-2)S, +Sgkj)+2(n—l)V[ij])

elde edilir. (1.12) yardimiyla,
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—_i

25
W]kl ijl + V[k SI] +

> [6;(nS, +S, —(n+1)Sg, -

(SenS, +8, ~(n+D)Sg )+ ,8"S,-8,8" S,

bulunur. Burada, K & =nS, +8, —(n+1)Sg, kisaltmas: yapilarak, istenen sonug

saglanmis olur.

Teorem 3.2.3: WS-manifolduna ait projektif egrilik tensoérii asagidaki ozelliklere
sahiptir;

(i) _W-ijkl +Wiﬂk =0

(i) Ww=0

(i) Wux=Wi=0

(iv) WoutWy+We=0

ispat:

(i) (3.2.2)de k ve I indislerinin yerleri degistirilerek

= _ B N 1
Wi =Ry +‘n+;1{(le —Rk,)+2(n—l)V[,S,c]}+n2 .

J

1 (8/{nR, +R, +2(n-1)V},S ;}
- 8,{nR,; +R, +2(n-1)VS;}) (3.2.6)

elde edilir. (3.2.2) ve (3.2.6) taraf tarafa toplanarak ve ‘Teorem 2.2 den

faydalamlarak, Wijkl +VV—311¢ =0 sonucu elde edilir.

(i) (3.2.2)de i ve j indisleri lizerinden daraltma yapilirsa,

778U i §3) ) 1 o 52)
Wi = Rig 4= ARy = Ro)+ 201 =DV Sy} 4 —— (R + R + 201 =)V, Sy}~
{n—R-Ik + R-kl +2(n-1)V [* S 1] }

elde edilir. Burada da yine Teorem 2.2 den faydalanilarak

2n — 2n(n 1)

I/VII:I = 2R[Ik] +_R[’f’] V[kSI] (sz le)+ V[ISk]
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bulunur. Gerekli islemler yapildiktan sonra, kolayca #, =0 oldugu goriiliir.

(iii) (3.2.2) de i ve [ indisleri (izerinde daraltma yapilirsa,

—_ 1 _— —_
W s =R +——{(Ry ~Rp)+ 2An-DVy.S )+

1 S — - =
— (R + Ry +201= DV}, 1}~ 1 (nR +Ry +2(n -1V S ;1)

bulunur. Gerekli iglemler yapildiktan sonra, W & =0 sonucu elde edilir.
(iv) (3.2.2) de j, k ve [ indisleri iizerinde dairesel degigim yapilarak, elde
edilen

i

i Di J; 573 D 1
Wi =Ry +"'1"_'1_’1‘{(Ru "le)‘*'z(n_l)v[ksl]}'*'nz ~

" (6,{nR, +R; +2(n-1V S ;}
~8/{nR, + R, +2(n-1)V;,S,}) ,

i

i i 5 D
W, =R, +;’i—l{(R,j 1) +2(n-DV;S ,]}+ (5 {nR, +R, +2(n-1)V,S,)}
_5; {nﬁkl +1—21k +2(n—1)V[, a3)

ve

i

T/ i Di 5
Ty = Riy ARy = Ry)+ 2=V, S} +—— (8} (R, + Ry +2(1- DV S,)
—Jé{anj i +2(n——l)V[jS,]})

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa ve Teorem 2.2 den faydalamilirsa
W +W,,+W, =0 bulunur.

Tamm 3.2.1: WS -manifoldu lzerinde Wj,",,= 0 sartim saglayan semi-simetrik

konneksiyona projektif-diiz konneksiyon adi verilir.

Tanimm 3.2.2: Wj’;,, =0 sartin1 saglayan WS-manifolduna projektif-diiz WS-manifoldu

adi verilir.

Teorem 3.2.4: WS- manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon lokal-diiz ve S,

vektorii gradient ise, konneksiyon projektif-diizdir.
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Ispat: Konneksiyon lokal-diiz oldugu igin F,-u =0 ve R;=0 dir. Ayrica, S, vektori
gradient oldugundan, V;§,;=0 esitligi mevcuttur. Bu sonuglar , (3.2.2) de

kullanilirsa, WJ,’C, =0 elde edilir. Bu da, Tanim 3.2.1°e gére konneksiyonun projektif-

diiz olmasi1 demektir.
Teorem 3.2.5: WS- grup manifoldunda simetrik ve semi-simetrik konneksiyona gore

projektif egrilik tensorleri aynidir.

Ispat: WS-grup manifoldunun tanimindaki E;u =0 ve §,=0 sartlari, (3.2.5)de

yerine konulursa, K, =0 ve V[,S5,;=0 esitlikleri saglandigindan W}FW}H elde
edilir.
Teorem 3.2.6: WS-grup manifoldu ve bu manifold izerinde tanimlanan semi-

simetrik konneksiyon projektif-duzdiir.
Ispat: WS-grup manifoldunun tanimindan, Eijkl =0, §,=0ve (2.2)ile
(1.7), bagmtilarindan R}, =0, R, =0 esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler (1.12) de

kullamlirsa, W),=0 elde edilir ki bu da, Tamm 3.22 ye gore, WS-grup

manifoldunun projektif-diz olmasi demektir ve Teorem 3.2.5 den W:Id =0 esitligi

elde edilir. Bu da,Tamm 3.2.1 e gore, semi-simetrik konneksiyonun projektif-diz
olmast demektir.

Teorem 3.2.7: WS-grup manifolduna ait konform egrilik tensorii ve projektif egrilik
tensorii aynidir.

Ispat: W-manifoldu tizerinde konform egrilik tensorii ve projektif egrilik tensorii

arasinda, (1.10) ve (1.12) yardimiyla,

1
(n-1(n-2)

o) 1
2% R (§"Ri—S8'R 1 +g.2™R  —g g"R
{n(n+l) (#] n(n-—2)( iR~ 0k Ryj) + 848 "Ry — 8,8 Ry )+

Ch =W} + (6"R, ~6!R, +(n-1)(g,8"™R,, ~8,8"R,.)~RG}, } +

1
—~ (8] Ry = 8¢ Ry} _ (3.2.7)
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bagintis1 elde edilir. Teorem 3.1.5 den E:;k =C,;',‘ ve WS-grup manifoldlarinda

W:;k = W,j',: oldugunu biliyoruz. (3.2.7) bagintist yardimiyla, WS-grup manifoldu igin

—h —h 1 m "
Cie =W i +-(;:—B()1_—2_)-{5;Rik —5:ij +(n—1)(gikg" ij —g,-jgh Rmk)—RG:k}-"
{LR[-;;]——I—W”R{*]—5:R[~]+g~k8h'"R = 848" R )+

nn+1) "' wn@m-2)" " e ooy "

1
n? -1

(87 Ry~ 8¢ Ry}

elde edilir. WS-grup manifoldunun tammindan ﬁ:,'k =0 ve §, =0 dir, dolaysiyla

Rl =0, R, =0 ve R=0 esitlikleri saglandigindan, Ce =y elde edilir.
Sonug 3.2.1: WS-grup manifoldu ve bu manifold {izerinde tanimlanan semi-simetrik

konneksiyon konform-diizdiir.
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4. GENELLESTIRILMIS REKURANT WS-MANIFOLDLARI

Pavel Enghis, semi-simetrik metrik konneksiyonlu Riemann manifoldlarindaki
rekiiranthigi ve genellestirilmis-rekiirantli: incelemistir,[19-25]. Biz ise, bu boliimde
WS-manifoldlarinin  genellestirilmis  rekiirantligint  inceleyerek, semi-simetrik
konneksiyona ve simetrik konneksiyona gore rekiranthk ve genellestirilmis-

rekurantlik arasindaki iligkileri bulmaya ¢alisacagiz.
Tamm 4.1: V.Rj=A R} @.1)

esitliginin saglandigi WS-manifolduna rekiirant WS-manifoldu adi verilir.
Tanmim 4.2: WS-manifoldunda

V.R;=p, Rj+a, K, 4.2)

ik ijk

esitligi saglamyorsa, bu manifolda genellestirilmis rekiirant WS-manifoldu adi

verilir. Burada, ¢, ve a,: genellestirilmis rekirantlk  vektorleri, K,;?,,:

genellestirilmis rekiirantlik tensoridur.
Tamm 4.3: V.R,=¢,R;+a K, 4.3)

esitliginin saglandigi WS-manifolduna genellestirilmis Ricci-rekiirant WS-manifoldu

ad1 verilir.
Tanim 4.4: V.R =@, R +a, K 4.4)

esitliginin  saglandiyn WS-manifolduna genellestirilmis skaler rekiirant WS-
manifoldu ad verilir.

Teorem 4.1: Rekiirant WS- manifoldu genellestirilmis rekiiranttir.

ispat: Manifold rekirant olsun. Tamm 4.1 geregince, V,R), =4 R

dir. Bu esitligin

ok

sag tarafina @, R, terimi eklenip gikarilirsa, V, R} =g R +( A~ )R, elde
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edilir ki, bu da genellestirilmis rekurantlik vektorleri ¢ ve a,=4 -¢,,

h

genellestirilmis rektiranthk tensori K,szﬁj olmak tzere genellestirilmis

rekiiranth: ifade etmektedir.

Teorem 4.2: Genellestirilmis rekiirant WS- manifoldunun rekiirant olmas: igin
gerek ve yeter sart genellestirilmis rekirantlik tensériiniin egrilik tensori ile dogru
orantili olmasidir.

Ispat:  Genellestirilmis  rekiirant WS- manifoldu  rekiirant  olsun.

V.R,=0.R,+a K, ve V.R;=A4, R bagintilar mevcuttur,
A, Ri=¢, Ri+a, K, esitliginden, (4,-9,)R;=a, K, ve a a'=a,

(A4,-¢,)a =4 -9 kisaltmalar1  yardimi ile K ,;',, =[(A-@)a] 1—2,;,', elde

edilir. Bu egitlik de genellestirilmis rekiirantlik tensoriiniin, egrilik tensorii ile orantili

oldugunu ifade eder.

Tersine; genellestirilmig rekiirant WS-manifoldunda, genellestirilmis rekirantlik
tensori , egrilik tensérii ile orantili olsun. Yani,

v Dh_ Dh h ho_ Dh
V'Rijk-¢erk+arK‘ ’Ki]k—a ik

ik

olsun.Bu durumda, §7.r1_2_,.},', =(@,+aa,)R, elde edilir ki, bu da 4, =¢,+0a,
olmak iizere, V,R;: =4, R/ demektir.

Teorem 4.3: Genellestirilmis rekiirant WS- manifoldu, genellestirilmis Ricci-
rekiirant ve genellestirilmis skaler-rekiiranttir.

Ispat: WS-manifoldu genellestirilmis rekiirant olsun. Bu takdirde, (4.2) bagintisinin
her iki tarafinda h ve k indisleri tzerinden daraltma yapilarak, (4.3) elde edilir.
Tanim 4.3 e gore, WS-manifoldu genellestirilmis Ricci-rekiranttir. (4.3) bagintisinin

her iki tarafi g” karsit tensori ile garpilir ve i,j Gizerinden toplam alinirsa, (4.4)

———

bagintisi bulunur. Bu ise, Tanim 4.4 e gore, WS-;naniféldunun genellestirilmis

skaler-rekiirant olmasi1 demektir.

Tersine, genellestirilmig Ricci rekirant ve genellestirilmis skaler rekirant WS-

manifoldlarinin genellegtirilmis rekirant olmadig1 agiktir.

Aty
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Teorem 4.4: Semi-simetrik konneksiyona gore rekiirant S tensoriine sahip rekiirant

WS-manifoldu, genellestirilmis-rekiirant W-manifoldudur.
Ispat: (2.2) ile verilen WS-manifoldunun egrilik tensériiniin  semi-simetrik

konneksiyona gore kovaryant tiirevi alinirsa ve Lemma 2.1 kullanilirsa,
—_— —.’1 ——— ) —_— — . — | —_—
ViR =ViRy +6.(Vi8;)=8;(ViS,)+8,8" (ViS,)-g.8" (ViS) (4.5)

elde edilir. Burada V/R,.;'k; W-manifoldunun egrilik tensdriiniin semi-simetrik
konneksiyona gore kovaryant tirevini gostermektedir. R, tensérinin simetrik

konneksiyona gore kovaryant tirevini ve (2.1) bagintigini kullanarak,

ViR =V,R

ik

N+ R (4.6)

ik

bulunur. Burada, Ry, ;

Ri;"kl =5" (R;:jkg b TR & J +R;;"mg i) _(RI?A- S, +R5S it R;S)+

il *

R

ijk

(511' Sm —Em S ’ )

seklindedir. (4.6), (4.5) de kullanilirsa,
et >N P v i ey \ 0 sy \d r — \d T
ViR =8 (ViS;)+ 68/ (ViS,) - g,8" (ViS,) + 8,8 (ViS,)= V.R} + R}, (4.7)

= - = =h = =i
elde edilir. Teoremin hipotezinde verilen V.S, =@,S, ve ViRu =@, Ry sartlar,

(4.7) de kullanilirsa, (2.2) yardimiyla, VR, =E,R,;.". - Ry, esitligi bulunur. Bu da,

itk
manifoldun genellestirilmis-rekiirant W-manifoldu olmasi demektir.

Tamm 4.5: WS-manifoldunun

= = R

seklinde tanimlanan Einstein tensorii V-E;,-:Q,, E; +b, H, sartim sagliyorsa, bu

manifolda genellestirilmis rekirant Einstein tens¢rine sahip WS- manifoldu ad

verilir,
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Teorem 4.5: Genellestirilmis rekiirant WS- manifoldu, genellestirilmis rekiirant
Einstein tensorine sahip WS-manifoldudur.

Ispat: WS-manifoldu genellestirilmis rekiirant olsun. Bu takdirde, (4.2) ve (4.3)
bagintilar1 gegerlidir. (4.8) ile tamimli Einstein tensériniin semi-simetrik

konneksiyona gore kovaryant tiirevi alinir, (4.2) ve (4.3) bagintilart yerine konursa,

— = i grﬁ

VrEzjz VrR(u)_Tg,J

= - = & = g K _z

ViEj=¢, {Ry~—= R }+a {K,—=—=K } ,Ky-—g,=K,
n n n

elde edilir.

Teorem 4.6: Genellestirilmis rekiirant WS- manifoldunun, aym ¢, rekiirant vektérlii

rekiirant-Einstein tensoriine sahip WS-manifoldu olabilmesi igin gerek ve yeter sart:
K(,.J.)z—]’f— 8y olmasidir.

Ispat: Genellestirilmis rekiirant WS- manifoldu, ayni rekiirant ¢, vektorli rekiirant

Einstein tensoérine sahip WS-manifoldu olsun. Teorem 4.5 e gore,

K . K -
V.E;=¢, E;+a,{ K(,.j)—;- g, } oldugundan, K(g.)——; g, =0 elde edilir.

Tersine; genellestirilmis rekiirant WS- manifoldunda, K(,.j)=—1-<— g, oldugunu
n

. S = = K s s

varsayalitm. Teorem 4.5 geregince, V.E;=¢, E;+a,{ Kiyy——gy} esitligi,
n

ﬁfg:wr E,, haline donisir ki, bu da WS-manifoldunun rekiirant-Einstein
tensériine sahip olmasi demektir.

Teorem 4.7: Semi-simetrik konneksiyona gore rekiirant §; tensorlii rekiirant

Einstein tensériine sahip =~ WS-manifoldu, genellestirilmig-rekiirant Einstein
tensoriine sahip W-manifoldudur.
Ispat: WS-manifoldunun Einstein tensori (4.8) ve W-manifoldunun Einstein

tensori de
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R
Ey=Riy=—8, (4.9)

)

ile verilmistir. (2.5), (2.6), (4.8) ve (4.9) yardimiyla,

S S Y

bagmtisi bulunur. (4.10) un semi-simetrik konneksiyona goére kovaryant turevi

alinirsa,
= = - = 1= . , =
hn

elde edilir. _{7—1[5,.!., W-manifoldunun Einstein tensoriniin simetrik konneksiyona gore

kovaryant tiirevi ve (2.1) yardimiyla,

(4.12)

seklinde bulunur. Burada, £,

E,=S"(E, 8 +E,8,)- (LS, +£,S))

it

seklindedir. Lemma 2.1 ve § =S, g" esitligi gozoniinde bulundurularak; (4.12),

(4.11) de yerine konursa,

n

= — = 2=
ViE; =(n=2)ViS; + . (V:8,)¢" g, =V,E,+E, (4.13)

elde edilir. Teoremin hipotezindeki V.S, = ,S, ve ViE; = ¢, E; sartlary, (4.13) de

kullamlirsa, V£, =(—0,E,.j —FE_, bulunur. Bu da, manifoldun genellestirilmis-

il

rekiirant Einstein tensoriine sahip W-manifoldu oldugunu gésterir.

— —h —
Tanim 4.6: V.Cu=X,Ch+c, M) (4.14)

itk ifk
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esitliginin saglandigi manifolda genellestirilmis konform-rekiirant WS- manifoldu
ad verilir.
Teorem 4.8: Genellestirilmig-rekiirant WS- manifoldu, genellestirilmis konform-

rekiiranttir.

h
itk

ispat: WS-manifoldu genellestirilmis-rekiirant oldugundan, v, R,,A =@, R, +a, K

esitligi gegerlidir.
Diger yandan, (3.1.28) ile tamimli konform egrilik tensérinin semi-simetrik

konneksiyona gore kovaryant tirevi alinirsa,

V.Ch=V.Ri L9, R}, —1_-2-{5’.’ V.R,-8!V.R,-g g™ V.R, +

n n— i

]

{5 v, R,,’h 5"V R,
n(n-2)

mh g Dl
gij g V"lell.'m—'—

g 8" ViR, )~

i

V.R G

it 4.15
”"" (n-1)(n-2) Tk .15

g’l‘ gmh V

bulunur. (4.15) esitliginde, (4.2), (4.3) ve (4.4) kullamilirsa:

V.Cp=(@, Rj+a, K,

ik ijk

)"—‘)h(@R/,IA +a KI;/.)+ {5h(¢r R +ta, K, )-

ik

5! (¢, R, +a, K;)-g, " (@, R,+a, K, )rg, g (¢ R, +a, K, )}~

1

(6] (@ Ricta, Ky)-6! (0. Ry+a, Ky)-
n(n—-2)

i

(¢,R+a,K) G

mh mh !
g’] g ’(¢r Rlzm-!_a Klllrm )+gyk g ’(¢r ljm ar Kljm)}—(n__l)(”_z) Jijl\'

elde edilir. C,; nin tanimi yardimiyla, M, tensoni

) ' ! ! m; mi
MUhA K';A 51}K;‘+;:5{5]’ Kik—(s: K'j—g’j g thk+gik g hKntj }—'
1 n ol e mh ol K .
”(n _ 2) { 6}- K]ki_(sk I_n éu g KUm} gll‘ g K/]m } m (J’Z‘_

seklinde olmak tGzere,
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- v h v h h
V.Cu=0, Ci+a, M, bulunur.

Teorem 4.9: Genellestirilmis konform-rekirant WS- manifoldunun ayni rekiirantlik
vektdriine sahip genellestirilmis-rekiirant olabilmesi igin  gerek ve yeter sart
manifoldun genellestirilmis Ricci-rekiirant olmasidir.

Ispat: Genellestirilmis konform- rekiirant WS- manifoldu , genellestirilmis rekiirant

olsun. Bu durumda, Teorem 4.3 e gore, manifold genellestirilmis Ricci-rekiirantdr.

Tersine,genellestirilmis  konform-rekiirant WS- manifoldu, aym rekirantlik

vektoriine sahip olmak uzere, genellestirilmis Ricci-rekiirant olsun. Bu takdirde,

V.Cp=x Chte M) (4.16)
ve
V.R,=y, R +¢ K, (4.17)

esitlikleri gegerlidir. ')} nin tanimi ve (4.17) bagintisi, (4.16) da kullanilirsa,

ijk

1

v v B mh T Bl
m{(sj V’ Rll,ri-5l:' V’ lei_g:j g v’ lem+

o Dh 1 o Dl
ViR~ 5!V Ry -

g:&" ViR, Y=(x, Ri+c K, )-;5,*( ;(,R,J’.k +c,_K,5k )—-

ijk

1

S (6] (2, Ryt ¢, K-8l (x, Ry+ ¢, Kjy)»-2, 8™ ( %, Rp+e, Kpu )+

[

gilr g"’h( Zr [_eljl'm+cr K(’/nl)}

elde edilir. Bu esitlik ise, ancak V. R = , R+ ¢, K, olmas: ile mimkundir. Bu

da WS-manifoldunun genellestirilmig-rekiirant olmas: demektir.
Teorem 4.10: Konform-rekiirant WS-manifoldu genellestirilmis-rekirant W-
manifoldudur ve konform-rekiirant W-manifoldu genellestirilmis-rekiirant WS-

manifoldudur.

ispat: Cji =C s+ oldugundan,

ViCo =ViCh (4.18)
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dir ve burada, W-manifoldunun konform egrilik tensoriiniin semi-simetrik
konneksiyona gore kovaryant tirevinin hesaplanmast i¢in (2.1) bagmntist ve Cj

tensorinin simetrik konneksiyona gore kovaryant tirevini kullanmak yeterlidir.

Gerekli islemler ve diizenlemeler yapilarak,

ViCL =V,Ch +CL (4.19)
elde edilir. Burada, Cj;

v m +h vh ~+h Yh +h
C, g = =5"(C nUAgII +Cu &y +C ,jmgu) (('/j/.-‘S +C s S, +C

il

S)+C (S!S, —8uS")
seklindedir. (4.19), (4.18) de yerine konursa,

v.C qlc =V,C} ,],d (4.20)

yA

bulunur. Teoremin hipotezinden elde edilen 615:} =(;,(77,'k esitligi, (4.20) de
kullanilirsa,  V,Cj; = =p,Ch -Cl,  elde edili. Bu, WS-manifoldunun

genellestirilmig-rektrant W-manifoldu oldugunu gosterir. Benzer sekilde,

vV,Cho=

5 =@, Cy esitligi, (4.20) de yerine konursa, W-manifoldunun genellestirilmis-

rekiirant WS-manifoldu oldugunu ifade eden v.C ,,k = (o,( ,,k +C} s €sitligi bulunur.

Tamim 4.7 V.Wr=gWr+d NI (4.21)

ijk

esitliginin saglandig1 manifolda genellestirilmis projektif-rekiirant WS-manifoldu adi
verilir.

Teorem 4.11: WS- manifoldu genellegtirilmis rekiirant ve §, vektori gradient ise,
manifold genellestirilmis projektif-rekiiranttir.

Ispat: WS- manifoldunda S, vektorii gradient ise, (3.2.2) ile tamml projektif
egrilik tensériiniin  kovaryant tirevi almip, genellestirilmis rekirantlik sarti

uygulanirsa,
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h

V., =(o,R,

h h
L ta K,jk )+n

{(va_/l( +a, K]L) ((o;RIq +a K )}+

1 — —
1 [5]}1 {n(o. R, +a K)o R, +akK,)}-

S Ao, R, +a, K ) Hp,R, +a,K,)}] (4.22)
elde edilir. (4.22) de (3.2.2) kullanilirsa,

6/1717,]:2 W +a N:’(

ik

bulunur. Burada N, ;

5h

N" =K'+
v n+1

ijk

(K, K,q)+ [5"(nK +K, )6 (nK,+K )

seklindedir.

Sonug 4.1: Genellestirilmis rekiirant WS- grup manifoldu, genellestirilmis projektif-
rekiiranttir,

Teorem 4.12: WS- grup manifoldunun genellestirilmis konform-rekiirant olabilmesi
i¢in gerek ve yeter sart genellestirilmis projektif-rekiirant olmasidir.

Ispat:  WS-grup  manifoldu,  genellestirilmis  konform-rekiirant ise;
=

V.Cl=x Cl+c ML esitligi mevcuttur. WS-grup manifoldunda, C: =W

ik

oldugundan; v, W,Jk 2, Wite, M ,fk elde edilir. Bu esitlik ise, grup manifoldunun

itk
genellestirilmis projektif-rekurant oldugunu gosterir. Tersi de ayni sekilde dogrudur.

Teorem 4.13: Semi-simetrik konneksiyona gore rekiirant S, ve K, tensorlerine

sahip projektif-rekiirant WS-manifoldu genellestirilmis projektif-rekiirant ~ W-
manifoldudur.
Ispat: (3.2.5) bagmtisinin semi-simetrik konneksiyona gore kovaryant tirevi

alinarak, Lemma 2.1 ve (2.11) yardimiyla,

— 257
VW =V + — V,AM+ — (& VK, -6"ViK,)+2,8" (ViS,)-
n
g:8" (ViS,) (4.23)
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elde edilir. V, VI’,Jk, W-manifoldunun projektif egrilik tensériiniin  simetrik

konneksiyona gore kovaryant tiirevi ve (2.1) bagintis1 gozoniine alinirsa,

VW=V W'+ +W,, (4.24)

ik ik
olarak bulunur. Burada, W, ;

Wi,:-l =5"( mjl.ng+VV1mkng y‘}:ngu) (Vszk*S +VV,,},:S +W1S )+

Wi (51h ‘S'm - & mi ‘Sv ’ )

ik

seklindedir. (4.24), (4.23) de kullanlirsa,

— — 25" =
VW g~ VIS, ViK)-g,8"(ViS,)+
H+
g.8" (ViS,)=V W} W (4.25)

bagintist bulunur. Teoremin hipotezindeki VI.S (o,b,], _V‘IK,]. :E,KU ve

= —h

VW —(p,WZk sartlart  (4.25) de kullamlirsa, V W

ijk

¢’/ng W“ elde edilir.

Bu da, manifoldun genellestirilmis projektif-rekiirant W-manifoldu olmasi demektir.
Sonug 4.2: Projektif-rekiirant WS-grup manifoldu genellegtirilmis projektif-rekiirant

W-manifoldudur.
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SONUCLAR

Bu c¢alismada, semi-simetrik konneksiyonlu Weyl manifoldlar1 incelenmis ve
asagidaki sonuglar elde edilmistir:

W ve WS-manifoldlar1 aym egrilik tensoriine sahip iseler, S, vektori gradienttir.
WS-manifolduna ait semi-simetrik konneksiyon lokal-flat ise, 7, vektori gradienttir

yani, WS-manifoldu Riemanniendir. Ayrica, W ve WS-manifoldlarinin konform
egrilik tensorlerinin  aym oldugu, WS-grup manifoldunda ise, simetrik ve semi-
simetrik konneksiyona gore  projektif egrilik tensorlerinin  aymi oldugu
ispatlanmigtir. Bu yiizden, WS-grup manifoldunda, konform egrilik tensérii ve
projektif egrilik tensoriintin de birbirine esit oldugu gorilmistir.

Son olarak, genellestirilmig-rekiirant WS-manifoldlari tanimlanmis ve bununla ilgili
olarak bazi teoremler elde edilmistir. Bu teoremler; W ve WS-manifoldlarinin egrilik
tensorii, konform egrilik tensorii, projektif egrilik tensérii ve Einstein tensoriniin
simetrik ve semi-simetrik konneksiyona gore kovaryant tiirevlerinden faydalanarak,
W ve WS-manifoldlan arasindaki iligkilerden bahsetmektedir.

Bu c¢abgmanin devaminda, rekurant konneksiyonlu genellestirilmis Weyl
manifoldlar1 tammlanarak, benzer teoremler incelenebilir.
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